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1. Elemi részecskék, kolcsonhatasok, nagysagrendek

1.1. Kvarkok, leptonok, kozvetité bozonok, barionok, mezonok

1.2. A harom kolcsonhatas hatétavolsaga, tipikus élettartama és hataskereszt-
metszete
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2. Relativisztikus kinematika

2.1. Energia—impulzus négyesvektor

E
pl

Négyes sebesség: ut = L2 négyzete: u,g" u, = 1. Négyes impulzus: p* = mu p =
gy &) dr H H

Tomeghéjfeltétel a klasszikus palyan mozgo részecskékre:

(pu)Z —_ E2 _ p2 _ m2

2.2. Részecskék iitkozése, tomegkozépponti energia
2.3. Utkozé nyalabok és fix céltargyas kisérletek

Fix céltargyra a céltargy energia—impulzus négyesvektora a laborrendszerben:

a nyalab energidja ugyanebben a rendszerben:

Ep,
'LL =
p27L PL ’
igy az Osszegik
p,u _ EL +m
L PL |

A tomegkozépponti rendszerben a rendszer teljes eneriga—impulzusa:

Em
Mivel a négyesimpulzus négyzete Lorentz-skalar, ezért

B3 = (ph)? = (0))* = (EL+m)*—pi = (EZ —pi)+m*+2mEL = m*+m*+2mEL, ~ 2mFEy.

Tehat ekkor Epy ~ VEf,.
Utkoz6 részecskés kisérletre ezzel szemben:

EyL
I’L p—
pLL pL I
a nyalab energidja ugyanebben a rendszerben:
Er
p'LQL,L = [_pL] 5
igy az Osszegik i
2F7,
P = [ o |-

A tomegkozépponti rendszerben a rendszer teljes eneriga—impulzusa:

o
p’]&—léw-
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Mivel a négyesimpulzus négyzete Lorentz-skalar, ezért
2 2 2 2 2
Eiy = (0h)? = (0})* = (2EL)* = 4EF.

Tehat ekkor Ejs ~ Ep. Az iitkdz6 nyalabos kisérletekkel azonos laborrendszerben mérheto
energiaval nagyobb tomegkozépponti energiat lehet elérni.

2.4. A Mandelstram-valtozdk

A Mandelstram-valtozok az ab — cd folyamatra a kovetkezok:
— 2
§ = (pa =+ pb)

t:= (pa _pc)2
U= (pa - pd)2

Ezek mind Lorentz-invarians skalarok, hiszen egy-egy négyesvektor négyzeteként allnak el6.
Az eléz6 részben az s Mandelstram-valtozéval szamoltunk. Osszefiiggés a Mandelstram-
valtozok kozott:

s+t+u=m2+mi+m?+m3

Ha s jéval nagyobb, mint barmelyik tomeg négyzete, akkor nagy energids szérasrol beszéliink,
és a kovetkezd kozelitések igazak:

t= —%(1 — cos ),

u = —;(1 + cos 07),

7"

ahol 0% a tomegkozépponti rendszerben mért eltériilési szog. AZ eléz6 képletek feltételei:
§ 2 Mg + My,

Szmc_‘_md?
0>t>—s,
0>u> —s.

A Kkeresztezé folyamatok ... s, t, u csatorna.
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3. Az S matrix és a szorasi hataskeresztmetszet

Az S matrixot lehet az elméletekbél szamolni, a hataskeresztmetszetet lehet megmérni
a laborban. Az dtmeneti valésziniiség amplitudéja:

Sri=A{f |8 ]4) = b5+ (2m) 6(py —pi)(f | T | 9),

az els6 tag az eléreszérds, a masodik tagban a Dirac-delta az energia—imputlzus meg-
maraddasat jelzi, T a reakcidématrix, elméletileg szamolhatd. Az dtmeneti valésziniiség:

dWyi = ((2m)*(ps — pi))*|Tyal*.

Kiintegralva V térfogatra és T id6tartamra az egyik Dirac-delta eltiinik, és helyette be-
jon egy VT szorzé (ha pl —p' = 0, de ezt a masik Dirac-delta biztositja). Az atmeneti
valosziniiség idOegységre vonatkoztatva:

W, <
B = v on)o(p — g Tl
Ha V — oo és T — o0, akkor folytonos eloszlast kapunk az impulzusban, aminek striisége

d3 f
[T7 sV
H?L(QP?V) %m:l(l’? )’
ha m részecske keletkezett. A normalds abbdl fakad, hogy a hatdrozott impulzusi sikhul-

lamok valészintisége pr, = 2p). A differencidlis hatdskeresztmetszet és az dtmeneti valészintiség
kapcsolata fix céltargy esetén:

dWy;

7 = Ve - )Tl

dWy; 2
T Jbe
Minden rendszerre érvényes formaban:
35S
1 o dipy,
2m)32p),

do = (2%)45(pf — pi)\Tﬁ|2 5 (
(p1p2)2p2p3 k=1



4 MEGMARADO ES SERULO SZIMMETRIAK 8

4. Megmaradé és sériilo szimmetriak

4.1. Paritas

A részecskék J™ osztélyozdsa: 01 skalar (nincs), 0~ pszeudoskalar, 1~ vektormezon,
1T axidlvektormezon. Konvencié szerint a fermionok (pl. barionok) paritdsa pozitiv, ez
azért kell, mert altalaban csak a relativ paritast tudjuk meghatarozni. Fermion—antifermion
relativ paritas: -1.

4.2. Szin (colour)
4.3. (C paritas

A 70 C paritésa +1, foton C paritdsa —1, ezért nincs 7 — yy7.

4.4. Izospin

SU(2) szimmetria

4.5. Ritkasag

mennyiség er6s elektromageses gyenge
energia v v v
t6ltés v v v
barionszam v v v
leptonszamok | v v v
CPT v v v
izospin v — —
ritkasag v v -
paritas v v —
C paritas v v —

1. tablazat. Megmaradé mennyiségek

Gell-Mann—Nisidzsima-osszefiiggés:
1 1
Q:13+§(B+S):13+5Y,

ahol B a barionszam, S a ritkasig, Is az izopsin és Y := B + .5 a hipertoltés.
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5. A hadronok kvarkmodellje és az SU(3) szimmetria

5.1. A bariondekuplet és -oktet hullAmfiiggvény, pszeudoskalar mezonok

S S

1. abra. Hadronok az I3 — Y sikon. (a) Mezonoktett 0~, pszeudoskaldr (b) Barionoktett (1/2)" (c)
Mezonoktett 1~ vektormezon (d) Bariondekuplett (3/2)" (forrds: http://jazz.physik.unibas.ch/ kr-
usche/)
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5.2. Az SU(3) csoport és szimmetriaelemei
U = exp(3€4Aa), Aa a Gell-Mann-métrixok (a = 1,...,8). A1, A2 és A3 az SU(2) & id

rész csoportot alkotjak. Ag kommutél Az-mal (az izospinnel!), és a hipertoltést megadja:

1/2 0 0
Xds=]0 1/2 0

L
V3 0 0 -1
Tr(Ae)y) = 26k,
[Mes At = 24 frtmAm,

ahol frim a struktiradllandék (antiszimm.). Az SU(3) szimmetria sériil a kvarktomegek
miatt.
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6. A Gell-Mann—Okubo-tomegformula

6.1. Az SU(3) sériilése, a tomegformula levezetése és alkalmazésai

Legyen F, olyan, hogy (Fy)pe = —ifape, azaz amellyel:

[Aa Ab] = (Fa)bcAc-
Nyugvbé kvarkokat feltételezve a tomeg:
m=(Q"| H|Q |=(Q"| (Ho+ Hs) | Q).
Ebbdl levezethetd a Gell-Mann—Okubo-témegformula:
2

m = 1o + SmaY + dma(I(1+ 1)) — =,

ahol 1hg, dmy és dmy &brdzolasfiiged, I(I + 1) pedig az F? = F? + F§j + F§ operéator
sajatértéke.

Alkalmazas: (%>+ barionoktett.

6.2. A kvarkmodell paradoxonai és a szinszimmetria
e tOrt toltést nem figyeltek meg szabadon
e miért nincs (qq) vagy (gqqq) dllapot?

e A"t = (uuu) térben és spinben is szimmetrikus, pedig fermion

Feloldés: kvarkbezards, és szinszimmetra. A szinszimmetria SU (3) szimmetria, egzakt. csak
szinglett allapot figyelhet6 meg. Minden izhez tartozik harom szin. Csak ,szintelen” allapo-
tok vannak.
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7. A semleges K%k és a C'P sértés

7.1. A rovid és hosszi élettartamia K°

A semleges kaonok: | K9) =| 5d) és az antirészecskéje: | K0) =| sd). Ezekre a toltéskon-
jugalas és a tértiikrozés hatasa:

P|K% =—|K% C|K° =|K"),
P| K% =—|K% C|K%=|K°.
. 10 , 0 1| ..,
Magyarul ezen a bazison P = 0 1|> ™8 C= 10 . Attérve a
1 _
0y _ 1 0 0
(K8 =5 (1 K07 1 K9)
bézisra
CP|KY) =+|KYJ).
A pionokra:

CP | n07°) =| 707°)
CP|atr™)=|ntn")
A harompionos végallapotokra:
CP | %79 = — | 7%7%7°)
CP|nTn 7% = (=D} | nT7n~ 70

A kisérletekbdl [ = 0. Tegyiik fel, hogy C' P invariancia van. Ekkor a lehetséges folymatokat
a 2. tablazat mutatja.

7070 Tt~ 707070 atr— 0
CcP +1 +1 —1 D=1
Ky || v, Pséril | v/, P sériil — —
K_ — — v, P megmarad | v/, P megmarad

2. tablazat. Kaonok bomlédsa pionokra. A K_ részecske bomldsakor
a paritds megmarad, ami kb. szdzszor hosszabb élettartamot biztosit
a K_-nak a K -hoz képest

7.2. Az oszcillal6 ritkasag

Egy tiszta K° nyalab oda-vissza alakul KO-ba. Ennek kovetkezményeként tudtak kimérni
a Ky tomegek kozotti eltérést (ami 10715 nagysdgrendii).

7.3. A CP sériilése

Crontu és tarsai: a C'P sériil, ezért — mivel a C'PT invariancia megvan — mikroszopiku-
san az id6tiikrozési invariancia se teljesiill. A CPT invariancia kévetkezménye az, hogy a
részecskéknek és az antirészecskéknek ugyanakkora a tomege (illetve bomlé részecskék es-
etén az élettartama). A C'P invariancia sériilése miatt van az anyag—antianyag aszimmetria
az univerzumban. Szintén emiatt lehetséges (kis valésziniiséggel) a K_ bomlasa két pionra.
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8. Hadronrezonanciak és a Breit—Wigner-formula

8.1. Hadronrezonanciak

Hadronrezonancia: erds kolcsonhatassal bomld, nagyon roévid élettartami részecske.
Nem lehet buborékkamnraban vizsgalni, széraskisérletek kellenek. Leggyakoribb: pion—nukleon
SZOras:

T+p—X

A spektrumban magas energids csiicsként jelentkezik. A csics helye a tomeggel ardnyos, a
szélessége pedig az élettartammal. Példaul

at 4 pt o AT

Onnen tudjuk, hogy éppen ez keletkezik, hogy az s = (pr+ pp)2 Mandelstram-valtozé gyokét
tudjuk mérni (ezt abrazoljuk a spektrumon). A mérési adatbél a AT+ = (uuu) részecskére
kovetkeztetiink. Egyébként a

7 +pt = A°

reakciot is hasonlé miidon lehet meghatarozni.

8.2. A Breit—Wigner-formula
A kvantumtérelméletbdl az jon, hogy a reakciémétrix

1
Triv ooz
A

ahol s Mandelstram-valtozé . Ezt megbuheraljuk tgy, hogy figyelembe vegye a bomlast

is:

1
2 )
s —mia +imal'a

Tji ~

ahol 'y a félértékszélesség. Innen a differencialis hataskeresztmetszet:

1
(s —ma)?+ mzAl“zA

dO‘ ~ |Tf,’2 ~
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9. A térelméleti Lagrange—Hamilton-formalizmus

9.1. Mezok, hatas, mozgasegyenlet

Mez6: operatorositjuk a klasszikus mennyiségeket

®%(t) skalar(valds vagy komplex) S =0
U (t) spinor S=1/2
AL (1) vektor S=1

Hatasintegral funkciondl (£ a Lagrange-siirtiség, L a Lagrange-fiiggvény):

S:(I)n—>/d4:1:£(<1>“,8#‘1>“) :/dtL(@“,auCD‘l)
Klasszikus mozgéasegyenletek:

o 0L L
*9(0,@2%) 09

konjugalt impulzus:

oL

Ux,t) i= =
T (x,t) 90037
9.2. Az energia—impulzus-tenzor
Kanonikus energia—impulzus-tenzor:
oL
T = ———90"®% — g"'L
o@en” " 0T

a megmaradoé energia—impulzus-vektor:

PH = / T"d*x = (E,P)
Példak: egyetlen 6nkolcsénhatd valés Lorentz-skalarmezé:

1 2
L= 50,8g"0,¥ — %@2 —V(®),

mozgésegyenlete (Klein—-Gordon-egyenlet):

oV
2 e
O+m”)e = 5%

Sikhullam megoldés esetén a diszperzios relécio:

—w? + k? +m? = kug"k, +m? = 0.

To6bb komponens esetén ® ~~ ®¢ és m ~~ my.
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9.3. A Noether-tétel globalis bels6é szimmetriara

Csak a klasszikus mozgasegyenletnek eleget tevé klasszikus megoldasra! Legyen a bels6
szimmetiria SU(n). Ekkor a

D (t,x) = Up(t, x) + ieq (t) @ (1, x) + O(e2)

.....

oL oL

0=0L(D,0,Pr) = —0O —0(0,P,) =
( ks 7 k) a(ﬁk k‘+ 8(8M(pk) ( 12 k)
oL oL oL
=0,———D0D _— d,) = —0® =
aua(auq)k) K0Pk 6((9“@]6)5@ k) 8# (6((9#(1)16)6 k)

o (L,
=€ 8# (Za(auq)k)(t )kl@l) 5

ami (mivel € tetsz6leges) egy kontinuitasi egyenlet a

oL

Noether-dramra (a levezetés sordn az Osszetett fliggvény derivalasi szabélydt, a klasszikus
mozgasegyenetet, a szorzatfiiggvény derivalasi szabélyat és az infinitezimalis transzforma-
ci6bdl szarmazé varidciét hasznaltuk fel).
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10. A kanonikus kvantélas alapjai (skalarmezdre)

10.1. Kanonikus csererelaciok

Csak az egyidejli téroperatorokral
[(I)a(ta X)? (I)b(ta Y)] =0

[7° (¢, %), 7°(t,y)] = 0
[@°(t,x), 7" (¢, y)] = 166 (x —y)

10.2. A Heisenberg-egyenlet és kapcsolata a klasszikus egyenlettel
Az operatorok mozgasegyenlete a Heisenberg-képben:
QA(t,x) =1i[H, A(t,x)],
ahol
= / H(D, 7)dPx — / (7%(t, )8 — £)d*x
a Hamilton-operator. Ha a Lagrange-stiriiség a szokasos

1 2
L= 50,8°9"0, 0" - %(@a)Q — V(DY)

akkor a Hamilton-operator:
a mg 2 a 3
H= V<I> )2+ 5 (Pg)” + V(9) | d°x,

ahol a 0, négyes gradiens helyett mar csak a V térbeli gradiens van. Ebbél behelyettesitéssel
kijon a Klein—Gordon-egyenlet is.

10.3. Szabad valds és komplex skalarmezok kvantalasa

A Klein—Gordon-egyenlet megoldasat Fourier-transzformaltként keressiik. Eredmény:

P(t,x) = / (G(P)e_ipx + a+(p)e+iPX> (27r)d;22(p)’

ahol az a(p) operatorok kommutacios relaciéi (az operatorok a Fok-tér léptetd operatorai):
[a(p), a(p)] =0
[a™(p),a™ (p")] =0
[a(p), a™ (p")] = (27)°2w(p)d(p — P')
Részecskeszam-operator:

N(p) = a™(p)a(p)

Komplex mezdre ugyanez (a mezdvel és a kongujaltjaval), csak kétféle operdtort ka-
punk (a(p) és b(p)). Kideriil, hogy ezel a megmaradé toltésnek +1 sajatértékhez tartozo
sajatallapotai. Minden t6ltés jelegé megmaradé mennyiség (elektromos toltés, barionszam,
hipertoltés stb.) ilyen fazistranszforméciéval szembeni invariancia van.
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10.4. Normalrendezés

A normalrendezéssel az energia nullszintjét a vakuumbeli energidhoz rogzitjik (nor-
malrendezés nélkiil ez végtelen lenne). A tobbi energia a vdkuumenergiahoz képest véges
energian van. Egy szorzat normélrendezettjében az eltiintetGoperatorok vannak jobbra (a
sorrend mindegy, mert kommutalnak). A részecskeszdm-operator példdul nem normélren-
dezett alakban divergens, mivel a végtelen sok részecske alapéllapoti energidja végtelenre
Osszegzodik, ha nem mindegyik nulla.
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11. A Feynman-propagator skalarmezore

11.1. Az id6rendezett szorzatra vonatkoz6 egyenlet és megoldasa
Id6rendezett szorzat:
T(®(x), ®(y)) = O(z° — y°)(2)@(y) + (1 — O(z° — y°) ()@ (z) =

_ [B()B(y) hay® < a0
T 2(y)®(x) haz < yf

Erre az alabbi egyenlet vonatkozik:
(Oz +m*)iT((x), D(y) = 6(z — y),
ahol a jobb oldalon négyes Dirac-delta all. Legyen
G(z,y) = (0| T(®(z), (y)) | 0)

a differencidlegyenlet Green-fiiggvénye. A megoldashoz feltételezziik, hogy G eltolasinvar-
idns, és Fourier-transzformalunk, aminek az elvégzéséhez m ~~ m — ie cserét hajtunk végre,

ahol € \ 0 kicsi. Ekkor

e—ik(w—y)d4k‘

1 i

r,y) = G(r —y) = lim -
G(z,9) =G —y) eNO (27)4 / k2 —m? + ie
Innen a komplex fiiggvények korintegraljara vonatkozd Cauchy-tétel alapjan szdmolunk
tovabb. Az integralbél elészor a kY szerinti komplex integralt végezziik el. Vigyazni kell,
mert 29 < y¥ és ¥ < 29 esetén més-m4s korintegralt kell elvégezni (rendre felsd vagy alsé
félkor). Az eredmény

Y (2;’)5 fe—zk(y—a:)d?)k ha z° < yO

Vegyiik észre, hogy k szerint van térfogati integral és az integral el6tt a (2m)% szerepel
normalasi konstansként (nem pedig a (27)*), mivel a komplex kontiirintegrallal egy integralt
elvégeztiink.

A konstrukciénak azért propagator a neve, mert G(z,y) = (0 | T(®(z),®(y)) | 0)
kelt egy részecskét a vakuumbol z-ben (y-ban), ami addig ,terjed”, mig y-ban (z-ben) el
nem nyelodik, a Heaviside-féle egységugrasfiiggvény pedig azt biztositja, hogy a ,,részecske”
elobb legyen keltve, mint elnyelve.

11.2. Az integralreprezentacié analizise és kapcsolata a kozvetlen sza-
molas eredményével

A kozvetlen szamolasbdl is ugyanezt kapjuk.
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12. A kolcsonhatasi kép és a perturbaciészamitas

Legyen az 6nkolcsénhaté skalarmezére haté potencidl

alakt. Ekkor a Klein—-Gordon-egyenlet:
(O+m?)®(x) = —\(2)?,
a Lagrange-stiriiség pedig:

1 m? A
= —(9,9)* — —o? — 2o,
Feltessziik, hogy A kicsi, és perturbacidszamitassal kezeljiik a problémat. A perturbalatlan

eset a szabad részecske lesz.

12.1. Schrédinger-, Heisenberg- és kolcsonhatasi kép

o Schrodinger-kép: idéfliggetlen operdtorok, a Schrédinger-egyenlet szerint fejlédé al-
lapotok

o Heisenberg-kép: idofiiggetlen allapot, az operatorok a Heisenberg-egyenlet szerint fe-
jlodnek

e Dirac-kép (kolesonhatasi kép): direkt a perturbaciészamitésra kitaldlva. Az opera-
torok a perturbédlatlan Hamilton-operdtor altal meghatirozott egyenlet szerint fejlod-
nek és az allapotok pedig a perturbalé operator szerint fejlodnek.

kép fizikai mennyiség (operdtor) allapot
Schrodiger | a)s id6fiiggetlen Dg(t,x) = D (tg,x)e
Heisenberg |a,t)g =e | a)g Oy (t,x) = Pg(to,x) id6fiiggetlen
Dirac | a,t)p = e~ 0! | g)g dp(t,x) = eOHtDg(t, x)e M

3. tablazat. A kvantummechanika képei

12.2. Az ido6fejleszt6 operator és mozgasegyenlete, az egyenlet megoldasa

Az allapot fejlédési a kolcsonhatasi képben az idéfejlesztd operatorral torténik:
|a,t)p = ol | a,t)g = Ult, to) | a,t)s,

ahol az U mésodik paramétere arra utal, hogy tg-ban illesztjiik a kiilonb6z6 képeket. Az
id6fejleszté operatorra:

Ut to) = Ut, Ut to) = U(t,t"\U (to, 1)
Az id6fejleszté operator mozgasegyenlete

i0:U(t,t0) = 0Hp(t)U(t, to), Ulto,to) = id,
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ahol d Hp azt jelenti, hogy a perturbalé operatorokat a Dirac-képnek megfelelGen fejlesztjiik.
Ennek bizonyitasa:

iU (t,t0) = i0U (t,0)U " (to,0) = idy (e™ote= 1) U~ (19, 0) =
— (eiHotiHoe—z‘Ht _ ez‘HOtiHe—z‘Ht) U—l(to’ 0) = engté‘HethU—l(tO’ 0) =
= Mots Hem Mot ot =1 (19, 0) = 6Hp(t)U (t,0)U " (to,0) =
= 6Hp(H)U(t, to)

A megoldas integralegyenletté vald atirassal és tobbszords behelyettesitéssel torténik
(iterativ integralds). A megoldés

Ultto) =T <exp (—i t 5HD(T)dT>) ,

to

ahol bevezettiik az operdtorok idérendezett szorzatat:

T(Al (tl), ‘e ,An(tn)) = Z @(tp(l), NN atp(n))Al(tp(l) NN An(tp(n)),
PESn

ahol
1 haa; >ax>--->ay

Olar,..., an) = {o egyébként

Meg lehet mutatni, hogy ha a kolcsonhatési rész nem fiigg a mezd derivaltjatél, akkor az
iteraciés egyenletben formalisan el lehet végezni a dHp ~~ JL helyettesitést. A szorasok
leirdsanal kozponti szerepet jatszé S matrix ekkor

S=U(-00,+0) =T <exp (z /+OO 5HD(7-)d7-)>

—00
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13. Aszimptotikus allapotok és a szérasi matrix (skalarmezore)

13.1. Aszimptotikus allapotok

A detektoban észlelt részecskék jo kozelitéssel szabadnak tekinheték, ezért igy fogunk
szdmolni (véges hatétavolsagot feltételeziink). A leirdsban a vakuumbdl keltjiik a ®; kezdeti
(t = —o0) és a @y végallapotot (t = +00). A ketté kozott az el6z6 tételben bevezetett
ido6fejleszt6 operator teremti meg a kapcsolatot. Az egyszerliség kedvéért csak kétrészecske-
szérast vizsgalunk:

| 4) =] 1, P2) ~| a1, q2) =] f).

13.2. A szérasi folyamat perturbativ leirasa és az idofejleszté operator

Feltessziik, hogy a kolcsonhatds perturbativan leirhatd, és sorfejtést alkalmazunk az
| i) ~| f) folyamat valdsziniiségi amplitidéjara:

Sji = (1 U (=00, 400) | ) = (7 | T (exp (=i [ attn(riar) ) | =

+o0 1 +oo  pt+oo
~(f |1 - z/ SH(r)dr — = H(m1) H (r)drdrs | i) =

—00 2 )0 Joxo

ip—i [ wrlere) lar—3 [ [ 1 6mm)sH) | ddndn

13.3. Feynman-grafszabalyok

A Feynman-grafszabédlyok a szérasi matrixra kapott kifejezés tagjait adjak meg kiilon-
b6z6 rendekben. Az egész eljaras a Wick-tételen alapul, és a statisztikus fizikaban hasznalt

klasztersorfejtéshez hasonlo. ‘ A Wick-tétel lényege, hogy az idérendezett operatorszorza-
tokat a normalrendezés segitségével fejezi ki. Az eljaras 1épései

1. felrajzolunk n+m+ N darab pontot (kezdetben n részecskébél a széras utdn m darab
lett, és AV rendben érdeklédiink) -tigy, hogy minden kezdeti és végs6 részecskébdl
egy-egy él indul ki, a kolesonhatést reprezentélé csticsokbél pedig négy (mivel ®*-es
elméletben vagyunk) ,

2. felrajzoljuk az Osszes Osszefiiggd grafot, amelyben nincs hurokél,

3. minden élhez hozzarendeliink egy mathcal G propagéatort (parositas), minden csticshoz
pedig —iA-t,

4. a csucsok téridé-koordinataira integralunk,
5. a szimmetriafaktorral osztunk.

Mas perturbéaciéndl eloszor meg kell oldani a szabad egyenletet, majd ebbdl meg kell
hatérozni a Feynman-propagitorokat. Ezutan a kolcsénhatasokbdl meg kell hatdrozni a
Feynman-graf csicsait, majd a Wick-tétel segitségével meg lehet hatarozni az adott pertur-
béciéhoz tartozé Feynman-grafszabalyokat.
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14. Az elektromagneses mez6 kovarians kvantalasa

14.1. A 9,A" =0 mérték problematikaja

Klasszikusan az elektroméagneses mezdt az A* négyespotenciallal irjuk le. A vektorpo-
tenciallal kapcsolatban mértékszabadsagunk van. A felesleges szabadséagi fokoktdl Lorentz-
mérték kiszabasaval szabadulunk meg:

0"A, =0,
ami egy kovarians feltétel. Ebben a mértékben a vektorpotencidlra hullimegyenlet érvényes:
2
04, = (A - 07) 4, =0,
ezért A, terét a sikhullam megolddsok szerint kifejthetjiik:

Ay(z) = / (e““”al(k) + e’mau(’f» (275:{,2]1(@ =
A3k

> ; —ikx
= /)\Z:%(e’k ai\(k)el(f‘) (k) + ek a)\(k)eff‘)(k')) m»

ahol kx = wt — kx, és w = |k| a diszperzids Osszefiiggés miatt. Vegyiik észre, hogy csak a
térbeli valtozokat Fourier-transzformaltuk, az idébelit nem. A Fourier-egytitthatékat kvan-
taljuk:

[a],(k), af (k)] = 0
lau(k), av (k)] = 0
[af,(k), ay (k)] = Zyu20(k)3(k — K')
14.2. Kanonikus kvantalas
Ezekre az egyenletekre jutnank, ha a £ = —%FWF ¥ Lagrange-stirliséget kiegészitjiik

egy, a Lorentz-feltétel kielégitéséért felelds taggal (A tetszéleges szdam,m Lagrange-multiplikator):

1 A
L= _ZFWFW + 5(8MA“)2,
ahol
0 E, E, E, 0O -E, —-E, —-E,
Fop = -FE, 0 —-B, By o E, 0 -B, B,
-E, B, 0 -—-B; E, B, 0 -—-B;
-F, -By, B; 0 E. -B, B, 0
az elektromégneses tenzor (antiszimmetrikus). Innen a kanonikus impulzusra a kévetkezot
kapjuk:
oL
P = = FP0 — \g%9, A"
300A, g%

Ebbél latszik, hogy ha nem vettiik volna figyelembe a Lorentz-mértéket (A = 0 lenne), akkor
70 = F% = 0 lenne, és nem lehetne végrehajtani a kvantalast (hiszen a nulla mindennel
kommutal). Kiréjuk az aldbbi kommutécios relaciokat az A, négyespotencidlra és a 7,
hozza kanonikusan kongjugalt impulzusra:

[AL(ta X)? A;[/(t, Y)] =0
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[7h (t,x), 7 (8, y)] = 0

[AL(t, %), 7} (¢, ¥)] = igpd(x — y)
Ha A =1, akkor a
Zpw = —Gpw

valasztassal 6sszehangolhaté a Fourier-egyiitthatok kanonikus kommutacios relaciéi a vek-
torpotencial és a kanonikus impulzus kanonikus kommutéciés relacidival.

14.3. Negativ normaja allapotok, a fizikai altér definicidja és szerkezete

Konnyen || 7 || belathat6, hogy

(0] aal [0) >0, i=1,2,3,

mig
(0| agaf | 0) <0,
azaz az azr] | 0) allapot norméja negativ!
Az egész allapottér nem hordoz fizikai tartalmat. Gubta és Blamer utan az allapottér

azon alterét tekintjiik a fizikai dllapotok terének (fizikai altér), amelynek | fiz) allapotaira
igaz a Lorentz-feltétel:

0= Fklau(k) | fiz) = (koao — ksas) | fiz),

ahol a mésodik alakndl feltételeziik, hogy az impulzus a 3. tengely irdnydba &ll (ez lesz a
longitudindlis irdny, az 1. és a 2. tengely irdnya pedig a transzverzdlis irdny). A feltételnek
nem operatorosan kell igaznak lenni, hanem csak az adott altéren, ami azzal egyenértékii,
hogy az operator varhat6 értékének nulldnak kell lenni a fizikai altéren. Megmutathato,
hogy a fizikai altér allapotain:

(fiz | 0" A, | fiz) = 0.
A kényelmesebb targyalds érdekében érdemes bevezetni a

b(k) == j§<a3<k> —ao(k)), (k) = \g(ag(k) + ao(K))

kombinacidkat az aj (k) és az ag(k) mellett. Az Gjonnan bevezetett mennyiségekre az alabbi
kommutécids relaciok teljesiilnek:

Innen latszik, hogy a bf (k) és a cf (k) operatorok altal keltett részecskék norméja nulla. Ezen
kiviil a Lorentz-feltétel lecserélhetd az S matrixszal, ezért ez a végéallapotra is érvényes. A
cf(k) | 0) allapot nem része a fizikai altérnek. A fizikai allapottér leglaltalanosabb elemét a

| fiz) = b (k1) .. kT (k) | 2)

alakban lehet irni, ahol | t) egy tisztdn transzverzalis dllapot (| t) = dlai | 0) + dgag | 0)).
A fizikai altér direkt 6sszegként all eld:

Vfiz =V @ W,

ahol V; a transzverzalis dllapotok altere, és V;, pedig a legalabb egy b-kvantumot tartalmazo
allapotok halmaza.
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14.4. A fizikai mennyiségek varhaté értéke

A fizikai allapottér direkt Osszegként valé felirhatésaganak megfeleléen minden allapot
felbonthaté egy transzverzilis és egy b-kvantumot tartalmazoé allapot Osszegére:

| £) =l f)+ | fo)s
a fizikai mennyiségek varhaté értékének szamoldsakor csak a transzverzdlis részek adnak
jarulékot.
Osszefoglalva:

1. Ha a ¢ (un. skaldr foton) allapotokat kizarjuk az &llapottérbdl, minden k hulldm-
szamhoz két pozitiv (a;(k), az(k)) és egy nulla normaji (b(k), longitudinalis) egyrészecske-
allapot tartozik.

2. Két allapot a mérések szempontjabdl ekvivalens, ha csak egy nulla normaju allapotban
térnek el.

3. A fizikai folyamat végallapotainak valészintiségi amplitidéinak kiszadmitdsaban a nem
fizikai allapotok nem jatszanak szerepet, ha a kiindulé allapotban nem fordultak eld.

4. A kozbensd allapotbeli eléfordulas ellenére a két nem fizikai allapot nem mdédositja
a szamitdsok eredményét a fizikai értékfeltétel esetéhez képest, mivel a longitudinali
sés a zarus normaju allapot jaruléka kompenzalja egymast.

14.5. A fotonpropagator

A fotonpropagétor targyalasanal a
T(Au(@), Au(y) = O(a” — y*) Au(2) Au (y) + O(y° — 2°) Ay (y) Ay ()

idérendezett szorzat vakuumbeli varhato értékének fontos szerepe lesz. A két indexet ten-
zorindexeknek tekintve azt allithatjuk, hogy

(0 T(Au(x), A(y)) | 0) = igu Dr(x,y),

ahol Dp a vakuum eltolasinvariancidja miatt csak a négyeskoordinatak kilonbségétdl fiigg.
Megmutathato6, hogy

Dr(z,y) = De(z — ) = — / IR S

’ (k9)2 — k2 + ie (2m)*
Az € paraméter a féértékintegral értelmezéséhez szitkséges. Az integralast célszerti a k°
szerinti integralassal kezdeni, és a Cauchy-tételt hasznalni. Az alkalmazdsok sordan a Dp
figgvény Fourier-transzformaltjara lesz sziikség, ez leolvashat6 az integral magjabol:

~ 1
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15. 1/2 spinii mezdk kvantumelmélete, a kvantalt elektron-
mezo

15.1. A Dirac-egyenlet sikhullam megoldasa

Az elektronteret (és altaldban az 1/2 spinii fermionok terét) a Dirac-egyenlet irja le.
Most csak a szabad Dirac-egyenlettel foglalkozunk:

(i'y“a — m) U(z) =0,

oxH

ahol ¥(z) egy négykomponensii oszlopvektor, a 7 matrixok pedig a Dirac-métrixok:

o |1 0 10 [0 o1
_[0 -1 01]’7_[—10
A Dirac-matrixok legfontosabb tulajdonsagai:
(=12 (BT == {4} =2¢"id.
A Dirac-egyenlet sikhulldm megoldasait az
{ePu(p), e v(p)}

béazison keressiik, ahol u(p) és v(p) két kilonbozd helyfiiggetlen négykomponensti fiiggvény.
Kezeljiik az els6 ketto és a masodik ketté komponenst kiilon-kiilon. Kimutathatd, hogy az

® ®of, k=123

/ X
Us(p) = pO +m p()a_f;Xs

normélt megoldédsa a Dirac-egyenletnek (s tetszéleges kétkomponensii vektor, a nem nulla
tomegi fermion nyugalmi redszerében lev8spinje). A norma a Lorentz-invarians

UsUs = 2M

alakot olti, ahol a Dirac-féle adjungélas:

Az eljards hasonld v(p) esetén is.

15.2. A Fourier-egyiitthatok kvantalasa
A Dirac-egyenlet megoldasat az altalanos esetre a

d3p
2mr)3

V)= [ 5 8 (Pu@sie) e )

s==£1/2 (

Fourier-dekompoziciéval hatarozzuk meg. Fontos megjegyezni, hogy itt az as(p) és a Bs(p)
két fiiggetlen egyttthato-sorozat, és ennek mgefeleléen a kanonikus kvantaldst is mindkét
sorozatra el kell végezni. Mivel most fermionokkal foglalkozunk, olyan kvantalast irunk eld,
amelyben

(a'(p))* = (b(p))* =0,
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ahol a megfelels latin betiivel jeloltitk a gorog betiis mennyiséghez tartozé operatort (és
nyilvan a komplex konjugélds helyébe a Hermite-ikus adjungalas keriil). Ezt gy érjik el,
hogy

{as(p), as(p')} =0
antikommutalé operdatorokat feltételeziink. Ezt altaldnositjuk:
{as(p), by (P")} =0,

a kelt6 és eltiintetd operatort is tartlamazé antikommutatorra pedig a

{as(p), al,(p)} = {bs(p), L, (D)} = 620 (27)°5(p — D)
antikommutator relaciot irjuk elé. A kvantalds utani Dirac-téroperator:

i d*p

D= [ X (e e uam) 5k

s==+1/2

Az operatorok mozgasegyenlete Hermite-ikus Hamilton-operator esetén:
aibl(p) = i[H,bl(p)] = ip"bl (p)

atbs(p) = i[H, bs(p)] = —’ipobs(p)

Az a4(p) operatorokra hasonléan.

15.3. Normalrendezés, energia és impulzus, toltés és antirészecske-allapot

A normaélrendezésre azért van sziikség, hogy az energia nullszintjét a vikuumhoz régzit-
siik, azaz

H|0)=0

legyen. A megmaradé impuzlus:
PH = /TO“d3x —/ > (al(p)as(p) + by(p)b(p)) d°P

s=+1 /2

Ebben az a gond, hogy a b keltéoperdtor benne van, és erre
o' = bbT — {b, b7} = —b'b,
vagyis igy a vakuumnal kisebb energiat kapunk. Normalrendezés utan a négyesimpulzus
L PH = / > )+ bl (p)ba(p) ) &°p.
s==+1/2

A négyesimpulzus nulladik komponense az energia, a méasik harom pedig a harmasimpulzus.
Meg lehet mutatni, hogy a megmaradé elektromagneses toltés operdtora (normélren-
dezve):

Q= [ Y (al®)ac(p) +blp)bs(p)) d’p.

Sajatértékei F1, ami rendre az elektronnak és a pozitronnak felel meg. Lathatd, hogy az
elméletben az elektron és az antirészecskéje is benne van (az egyiket al kelti, a mdsikat
pedig b').
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15.4. A fermionmez6k propagatora

Az id6rendezett szorzatot kicsit masként értelemezziik, mint eddig, mert most antikom-
mutalds van, eddig pedig kommutéalés volt.

T(Wa(2), Up(y)) = O(2° — y")Wa(2)Uy(y) — O(y° — 2°) Wy (y) W ()
A progagator (azaz az idérendezett szorzat vikuumbeli varhaté értéke):
(0] T(Ta(x), Wy(y)) | 0) = iSap(,y),
ahol

ki.u‘ry +m —ik(z— d4k
Sav(@.y) = Sanlw —v) = | 3 e Y G0

A7 id6rendezett szorzat és a normélrendezés kapcsolata:

T(¥a(z), Up(y)) = iSap(z — y)+ : Uo(z)Ty(y) :
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16. Relativisztikus elektron/pozitron rendszer és az elektroméag-
neses mez6 (QED)

16.1. A szabad és kolcsonhatasi Lagrange- és Hamilton-fiiggvény

A Lagrange-fliggvényt ugy irjuk fol, hogy vessziik az elektromégneses teret leiré Lagrange-
stirliséget (figyelembe vessziik a kovarians Lorentz-feltételt), majd ehhez hozzdadjuk a sz-
abad elektron és pozitron Lagrange-siiriiséget, és végiil az 6sszeghez hozzaadjuk a klcson-
hatési Lagrange-stiriiséget:

'CQED =Lpm+ E\p/\j, + Lin

A 14. tételben kifejtett mdédon vesszik fel az elektromagneses mez6é Lagrange-stiriiségét
(az tn. Feynman-mértékben dolgozunk, ami azt jelenti, hogy a Lagrange-multiplikétort
A = 1-nek valasztjuk). Igy

1
4
Laja = U0, — ),

1
Lpy = —~F, F" — 5(@#)2,

Lin =e: UM A,

A kanonikusan konjugalt impulzusok a szokasos moédon adédnak:

GLQED 1= o
= — = 7\:[’
T80 2
o — _8£QE_D _ —E’yO\I/,
(Do) 2
TA, = _‘%ﬂ = FH0 _ A10gv 4,

8(80‘4#)

A Hamilton-operator (normélrendezve):

. Hopp : = / <Z by — ﬁQED> dx =
/ 1 2 1 2 L 2 1 2 R T, 3
= (¢ [ (= 5(VhA0? + 5(A02 = S(A0? + 5(V 40 = 87 VL — BT ) &x: )+
+ (—e) (: /\T/VV\I/AVdBX :) =
= Hy+0H

A 12. tételben levezetett médon az S métrix ebben az esetben (normélrendezés utén):

S = (1 Uoo400) iy = (11T (e (=i [ stiprlar) o) 1) =

—0o0

= (/1 T(: exp (—i/;oo /(—e)\iw”\IJAVdi“x : dr> ;) i) =
= (1T (: exp (+z’e / \IJ’YV\I/Al,d4x> :> | )

Mivel e kicsi, ezért perturbaciészamitast lehet végezni. dH az elektromos toltést megorzi,
mivel az elektromos toltés operatoraval kommutal.
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16.2. Propagatorok és vertexek

Az eléz6 képletben az exponencidlis fliggvényt sorbafejtve az e kiilonb6zd rendjeiben
megkapjuk az Gn. vertexeket. Mivel 6 H a toltést megérzi, a fermionoknak megfelel6 propaga-
torok vagy ,atfutnak” vagy pedig zart hurkot (—1) alkotnak. A fermionikus propagétorok
jele egyenes vonal, ,.értéke” i.S;r. A fotonpropagatorok jele hulldimos vonal, ,.értéke” ig,, Dp.



