EOTVOs LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Nemegyenstlyi statisztikus fizika

Késziilt Sasvari Laszlo el6adasai alapjan



Tartalomjegyzék

1. A lineéaris valasz elmélete 4
1.1. A sztatikus linearis valasz elmélete . . . . . . . .. .. ... ... ..., 5
1.2. A dinamikai linearis valasz elmélete . . . . . . . . ... .. ... ... .. 10

1.2.1. A dinamikai valaszfiiggvény . . . . . ... ... ... ... .. .. 10
1.2.2. Dinamikai valaszfiiggvény a kvantummechanikdban . . . . . . .. 13
1.2.3. Energiareprezentacié . . . . . . . . .. .. ... 18
1.2.4. Korrelacios figgvények . . . . . .. .. ..o 19
1.2.5. Osszegszabalyok . . . . . . . . . .. ... .. .. ... .. ..., 21
1.2.6. Megmarad6 mennyiségek valasza . . . . . . ... .. ... ... 21
1.2.7. Id6tikrozési invariancia . . . . . . ..o Lo Lo 23

2. Sztochasztikus folyamatok 26

2.1. Sztochasztikus folyamatok altaldnos leirdsa . . . . . . . . . ... ... .. 26
2.1.1. Sztochasztikus folyamatok fogalma . . . . . .. ... .. ... .. 26
2.1.2. Markov-folyamatok . . . . .. ... ... 000 27
2.1.3. Homogén Markov-folyamatok . . . .. .. ... ... ... .... 29

2.2. Diffazios folyamatok . . . . ... oL 32
2.2.1. Valoszintiségszamitési fogalmak osszefoglalasa . . . . . . . . . .. 32
2.2.2. A diffazios folyamat fogalma . . . . . . .. ..o 32
2.2.3. Fokker-Planck egyenlet . . . . . .. .. ... ... ... ... 33
2.2.4. Wiener-folyamat . . . . .. .. .. ... ... L. 35
2.2.5. Gauss-tipusia fehérzaj . . . . . . .. ..o oo 36
2.2.6. Langevin-egyenlet . . . . . . . . .. ..o oo 37
2.2.7. Ornstein-Uhlenbeck folyamat . . . . .. .. ... ... ... ... 38
2.2.8. Altalanositas tobb valtozéra . . . . . . . . ... .. .. ... ... 41

2.3. Brown-mozgas . . . . . . ..o 43
2.3.1. Klasszikus mozgas hGtartalyban, egy-dimenziéban . . . . . . . . . 43
2.3.2. A Brown-mozgés vizsgalata . . . . .. ..o 44
2.3.3. Mozgés harmonikus-oszcillator potencialban . . . . . . . . . . .. 46

2.4. Master-egyenlet . . . . . . ..o 48
2.4.1. p; kielégiti a Master-egyenletet . . . . . . . ... ... ... ... 49
2.4.2. Stacionarius (egyenstlyi) megoldasok . . . . ... ... ... ... 49
2.4.3. Részletes egyenstuly . . . . . . ... Lo 49
2.4.4. Idétiikrozési invariancia . . . . . ..o Lo oL o 50
2.4.5. Véges allapottér esete . . . . . .. ..o 50
2.4.6. A Master-egyenlettel kapcsolatos fizikai feladatok . . . . . . . .. 50



TARTALOMJEGYZEK 3

2.5. H-tétel és alkalmazésai . . . . . . . . . . . . ... 51
2.5.1. A H-tétel levezetése . . . . . . . . . . . .. 51

2.5.2. Alkalmazas a kanonikus sokasagra . . . . . . .. ... .. ... .. 53

2.5.3. Metropolis algoritmus . . . . . .. ..o 54

3. Fiiggelék 55
3.1. Fourier-transzformacié . . . . . . . . . . .. e 55

3.2. Néhany sz6 a disztribuciokrol . . . . . . . . ..o 95



1. fejezet

A linearis valasz elmélete

Tekintsiink egy H Hamilton operatorral jellemzett kvantummechanikai rendszeret. Ha
ezt megzavarjuk, akkor a megzavart rendszer H' operatora:

(1.1) H = H + 6H.

e A OH zavar lehet idében alland6. Ekkor tulajdonképpen azt vizsgéaljuk, hogy
hogyan valtozik a rendszer egyensilyi allapota a zavar nagysagatol fiiggsen (pl.
bekapcsolunk egy kis mégneses teret). Lényegében arrol van itt szo, hogy ha f
jeloli a zavart és B egy fizikai mennyiséget, akkor (B) ,—(B), ardnyos az f zavarral,
és az aranyossagi tényezs x, egy zavartol és id6tol fliggetlen allando, amit sztatikus
lineéris valasznak neveziink.

e A zavar lehet idében valtozo. Ekkor a valasz is valtozik, amit ebbdl fakaddan
dinamikai lineéris valaszfiiggvénynek neveziink.

Most kiilon megvizsgaljuk a sztatikus és a dinamikai valasz esetét. Az atlagokat az elsd
esetben a Boltzmann-eloszlassal, a masodik estben pedig a stiriiségoperatorral fejezziik
ki.
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1.1. A sztatikus linearis valasz elmélete

Altalanos megfontolasok. Tekintsiik azt az esetet, amikor 6 idében allnado. Egy
tetszdleges B fizikai mennyiség egyensilyi (Boltzmann) atlaga ekkor:

r GiﬁHl
» o= ]

A B fizikai mennyiség zavarmentes egyensulyi atlaga:

r 673”
» - T

A (B) atlag kiszamitasahoz e=%"'-t kell vizsgalnunk:

e PHe=PM ha [H,0H] = 0,

14 —BH _ —B(H+6H) _
(L4) ¢ ‘ e PHS(3), egyébként.

Az utébbinal S(0) = 1 és ha §H = 0, akkor S() = 1. Maradva az utobbi esetnél: S-re
felirhatunk egy differenciél, illetve egy azzal ekvivalens integrél egyenletet:

e I = IS () / 7
—(H + 6H) ¢ PP — —He PS(B) + e"”‘ag(ﬁﬁ)
e*ﬁ?—ts(ﬁ)
95(9)

(1.5) = — [ SH e ] S(B).

op
A kapcsoszardjelben 1évE rész olyan, mint a Heisenberg-kép imaginarius idével, igy
SH(B) := e’ §H e P, Ezzel a differencidlegyenlet végss formaja:

95(p)
op
Ezt atirhatjuk integral-egyenletté:

(1.6) — —SH(B)S(B), S(B=0)=1.

B
(1.7) S(B)=1- /5H(T)S(T)d7‘,
0
aminek megoldasat a szukcessziv-approximacié modszerrel kozelithetjiik:
So(B) = 1.
S1(B) =1— fﬁ57—l(7)d7’.
(1.8) 06’ .

So(B) =1— [dH(r)dr + f(SH(T) [ OH(7")dr'dr.

0 0
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0H megvalasztasa. Most tételezziik fel, hogy a zavar alakja dH = —Af, ahol A
egy fizikai mennyiség és f egy kicsi zavar erdssége. A kicsi itt azt jelenti, hogy O(f?)
elhanyagolhato. Ekkor

B
(1.9) S(B) =1+ f / [ Ae] dr + O(f?).

Itt a kapcsos zarojelben 16ve részt A(7)-val jeldljiik, utalva a Heisenberg-képbeli alakra.
Ennek segitségével kifejezhetjiik B atlagat az f erGsségl zavar jelenlétében:

Tr
~Ir [e’m‘S(ﬁ)B} _

(1.10) B)r = s

e M (1 + ffA(T)dT) B]
e PH (1 + ffA(T)dT)]

Tr

Vizsgéljuk meg a nevezdét:
B B
Tr e P |1+ f/A(T)dT =Tre P+ f/Tr [e P A(T)] dr.
0 0

Itt az integrandus val6jaban fiiggetlen 7-tol:
Tr [e 'A(T)] = Tr [e Pe™ Ae™™] = Tr [e e e A] =
=Tr [e‘ﬁHe_THeTHA} =Tr [e_ﬂHA} )
A nevezd végleges alakja tehat

B
Tre P4 5 Tr e A] = Tr [e] (1 o %) = T[] (1+ 5] (A))

Ennek ismeretében B atlaga egyszertibb alakra hozhato:

B
(1.11) (B), = (L+ Bf (A)) ™" <B>O+f/<A(T)B>OdT

0

Ez tovabb egyszerisithetd, ha az elsé tagot sorba fejtjiikk (mértani sor):

(L+8F (A)g) ™" = 1= BF (A + (BF (A)g)* = (BF (A)g)* + (BF (A)g)" F ...

-~

o(f?)

Mivel O(f?) elhanyagolhato, azért

B
(L12) (B), = (1= 57 (W) | (Bl + 1 [ (AGB), or

0
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Ezt a szorzatot, ha kifejtjiik, akkor megjelenik benne egy f2-es tag, amit elhanyagolha-
tunk. A fennmarad6 részt atrendezve az alabbi Gsszefiiggéshez jutunk:

B

(1.13) B);—(B)y= /<A(T)B>Od7' —B(A)(B)ol| [

0

A zavar altal okozott atlag valtozas tehat linearisan fiigg az f zavartol, és az aranyossagi
tényezG a zavarmentes atlagokbol szarmaztathato.

A linearis valasz. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

B
(1.14) xer = [ (AMB),dr = 3 (A), (B,

xBa-t a A altal keltett zavar B-re adott linearis valaszanak nevezziik. Gyakran el6fordul,
hogy a zavarmentes atlagokat nullanak tekintjiik, ami azt jelenti, hogy ha A’ és B’
tetszdleges fizikai mennyiségek, akkor helyettiik az A := A" — (A"), és B := B’ — (B'),
operatorokra tériink at. Ekkor ugyanis

B8
(1.15) B) = xeaf, xea = [ (A(DB),

A x valasznak van egy kiemelkedGen fontos tulajdonsaga:

(1.16) XBA = XAB-

BizONYITAS.

A(F)B). — Tr [e‘ﬁHeTHAe_THB] B Tr [e_THBe_ﬁHeTHA] B
(A(T)B)o = Tre—fH B Tre—PH N

Tr [e‘ﬁHeﬁHe_THBe_ﬁHeTHA] _Tr [e‘ﬁHe(ﬁ_T)HBe_(ﬁ_T)HA] B

- Tre—FH B Tre BH = {B(B=7)A).

Innen a 7’ := 3 — 7 helyettesitést hasznalva kapjuk a fenti formulat:

B B 0 B
XBA = 0/ (A(T)B)ydr = 0/ (B(B—1)A)pdr = — ﬁ/ <B(7'/)A>0 dr’ = O/ <B(T’)A>O dr’ = xaB.

Klasszikus eset. Ha A kommutdal a H operatorral, akkor
(1.17) (A(T)B), = (AB), = (BA}, =  xea = (AB),.

Ez nem més, mint a klasszikus alakja a valasznak: a két fizikai mennyiség korrelacidja
megszorozva (3-val. Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha B kommutal a H operatorral.
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Energiareprezentacié. Legyen H|n) = E, |n), ahol {|n)} teljes ortonormélt rend-
szer az llapotok Hilbert-terén. Ekkor €™ |n) = e“Fn n) és > |m) (m| = 1.

m

(1.18) Z:=Tre ™ =>"(n|e " |n) = Ze En,

n

Ekkor yga alakja az aldbbi moédon atirhato:

B B
1
XBA = E/T —PHeTH A THB / THBe_ﬁHeTH] dr

0 0

B

1 THR e BHTH BEn ,TE ™
=5 Z (n|Ae”T"Be” In)dr = = Ze me™ (n] Ae” T Im) (m| B |n) dr
0 n

B
1
- / S e PEn T EEn) (3] A lm) (] B [n) dr
o mm

Itt az integralt konnyen kiszamithatjuk, hiszen csak egyetlen tag fiigg 7-t6l

B

eT(E"_Em)dT _ /87 ha E _ Em7
—GB(E" Fm)—1 ¢bként.

/ o , egyé

Ezt a latszolag két kiillonboz6 eredményt kezelhetjiik egyben, hiszen az exponencialis
fiiggvény hatvanysorabol kovetkezik, hogy
B(En*Em) _ 1
e
li — = 7.
Mindezek fényében felirhatjuk xga alakjat energiareprezenticidéban:

1
(119 on = 5 3 e (al Alm) ] B

Ebben a formuldban a tort nem valtozik az n < m csere esetén, aminek két lathato
kovetkezménye van:

® \Ba = XaAB, ezt mar lattuk, de innen is kijon.

® \ia = XBA, azaz a valasz valos.

0'H megvalasztasanak altalanositasa. Legyenek Aj, Ao, ..., Ay linearisan fliggetlen
operatorok és fi, fo,..., fv kicsi zavarok (tehat barmely f;f; szorzat elhanyagolhato),
ekkor

N
(1.20) OH === Af;.
j=1
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Ha ranéziink az S fiiggvény (1.8) sorfejtésére, akkor az f;-k kicsisége miatt:

(1.21) =1+ Zf]/ 7)d7, ahol Aj(t) = et Aje” .

Ezzel végigszamolva egy tetszGleges B operator (1.10) atlagat, a kovetkezé eredményt
kapjuk:

(1.22) => / B)odr — G (Aj)q (B)o | -

7=1

Tegyiik fel, hogy az A; operatorok zavarmentes egyenstlyi atlaga nulla. Ekkor az elgbbi
formula szerint

N B
(1.23) (A = injAj, ahol Xij = XA, = /(Aj(T)Ai>O dr.

Jj=1 0
A x;; matrix természetesen valos, és (1.16) szerint szimmetrikus, azaz x;; = xji, energia-
reprezentaciobeli alakja pedig:

1 6—6Em _ e_BEn
(1.24) Xij = 7 Z E. —L,. <n| Aj |m> <m| A; |n> .

n,m

Most pedig megmutatjuk a x;; matrixnak még egy fontos tulajdonsagat:
(1.25) Xij pozitiv definit.
BIZONYITAS. Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges o € RN \ {0} esetén
N N
Z Z QX0 > 0.
i=1 j=1
Hasznaljuk fel az energia-reprezentéicios alakot
BEm _ o—BEn

_ N N
Z Z QX0 = Z E, —E, <n’ jz_:l ajAj ’m> <m| ;aiAi ‘n> :

=1 j=1 n,m

Itt 1/Z és az energidkat tartalmazo tort mindig pozitiv, az utolsé két tag pedig egymés komplex
konjugaltja, vagyis nemnegativ:

N N N
(n Y " agAjIm) (m] > aiAiln) = |(n] > a;Ajlm)| >0, Yn,m esetén.

2
N
Mivel {|n)} teljes ortonormalt rendszer, ezért ha minden n,m esetén |(n| > ojA;|m)| =0,
j=1
N
akkor ) ajA; = 0, ami az A; operatorok linearis fiiggetlensége miatt, csak a = 0 esetén
j=1

teljesiil. g.e.d.
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1.2. A dinamikail linearis valasz elmélete

1.2.1. A dinamikai valaszfiiggvény

Zavarjunk meg egy rendszert valamilyen f(¢) zavarral, és mérjiik a B(t) fizikai mennyi-
séget. Dinamikai valaszfiiggvénynek egy olyan x(t,t') fiiggvényt varunk, amelyre

[e.e]

(1.26) B(t) = /X(t,t’)f(t’)dt’.
Alapvet6 kovetelmények.

o Teljesiil a kauzalitas, azaz a mérhetG mennyiség jelenlegi értéke csak a multbeli
értékektdl fiigghet: x(¢,t') =0, ha ¢’ > t.

e Van idGeltolasi invariancia, azaz teljesen mindegy, hogy mikor kapcsoljuk be a
zavart, onnantol a lefutasa mindig azonos, vagyis tekinthetjiik igy, hogy a zavart
a t' = —oo-ben kapcsoljuk be: x(t,t') = x(t — t').

o A valaszfiiggvény valos.

Kozvetlen kévetkezmények. Legyen 7 =1t —t/, ekkor

(1.27) B(t) = / x(t =) f(t)dt = /X(T)f(t —7)dr.

—0o0

Irjuk fel a Fourier transzformaltat:

1

(1.28) xX(w) :/X(T)GWTdT, X(1) = oy / x(w)e ™ dw.

0 —00

Mivel x(7) = x*(7) ezért
o | X(W)eTTdw = x(7) = x*(7) = 5; [ X*(w)eTdw =

w:_w_% f X*(_w)e_indw = % f X*<_W)€_iw7—dw7

vagyis mivel a kezd§ és a végss formula kozott a relacié minden 7-ra fonnall, ezért
(1.29) X' (w) = x(—w).
Ebbél viszont az kovetkezik, hogy

(1.30) Re(x(w)) = Re(x"(w)) ::RG(X ~w)) = a valds rész pdros,

Im(x(w)) = —Im(x*(w)) = —Im(x(—w)) = a képzetes rész pdaratlan.
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A lineéaris vélasz tulajdonsag a Fourier-transzformaltakra is fonnall, hiszen

Bw) = _T B(t)etdt — _T dt ZdeX(T) F(t — T)eiet =

(1.31)

dry(r)er [ df(t = r)ett7) = [dry(r)et f(w) = x(@)f ().

Monokromatikus zavar. Monokromatikus zavarrol akkor beszéliink, amikor f(t) =
foe ™" Ekkor (1.27) és az el6bbi szerint

[e.e]

B(t) = / X(T)f(t = 7)dr = foe ™ / X(T)eTdr = fox(w)e ™" = Bw)e ™.

0

Fourier-transzformalas komplex frekvencidkon Vizsgaljuk meg az alabbi transz-

forméaciot:
o0

) = [ x(mear
0
Mivel €7 = ¢?Re(2)Te=IM()7 65 7 > 0, ezért
e x(z)-nek nincs szingularitasa a felsg félsikon (Im(z) > 0 esetén), ezen a részen
X (2) analitikus,
e ha x(7) korlatos, akkor x(z) is az,
e x(z) még akkor is lehet analitikus, ha x(7) nem az.

Fontos azonban latni, hogy az integrél elszall Im(z) < 0 esetén, vagyis az also félsikon
nincs értelmezve.

Komplex fiiggvénytanbol ismeretes, hogy ha x(z) analitikus, akkor
(1.32) ]{Mdz =0,
Z—w
C
ahol C' az alabbi konttr:

Im A

Re
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A fenti integralt részletesen kiirhatjuk a konttir mentén:

w—04

0 R g
! i ) ! ip )
0= / —X(w) dw’+/—X (W de >iéewdg0+/ —5(fzudw'+/—x (W Re )z‘Rergp,
0

w’ w+ e —w ! w+ Ret? —w
—R T w+o

azaz némi egyszertisités utan

w—>0 R 0 g
/ /
0:/ X/(w)du/—i—/—X/(M)dw’—i—i/x(w—i—c;ew)dgp—ki/x(w+Rew)dg0.
W —w W —w
-R w+o ™ 0

Tegyiik fel, hogy x(z) tart nulldhoz, midén |z| tart végtelenhez. Ekkor R — oo esetén
egyrészt a legutobbi egyenlet bal oldala, vagyis az integral értéke, nulla marad mindvé-
gig, mésrészt a jobb oldal utols6 tagja nulliba megy, igy

w—0 00 0
! !/
0:/ X(w)dw’~|—/de'+i/x(w+5ew)dgp.
W —w w—w
—o0 w+d T

Tartsunk ez utan d-val nulldhoz:

w—0 0o
/ /
0— lim / XW) o+ / X9 gl — i)
§—40 w —w w —w
—00 w+o

Az itt szerepl§ limeszt fGérték-integralnak is szoktak nevezni, és P-vel jelolik. Igy a
végeredmény az ugynevezett Kramers-Kronig relacio:

w —w
—O

(1.33) ]P’/ X(W) do' = imx(w).

Ennek ki szoktak irni kiilon a valds, és kiilon a képzetes részét:

w'—w

P [ RO gy — Re (imy(w)) = —Im (x(w)).
(1.34) > /
IP’if ) 4o’ = Im (imx(w)) = 7 Re (x(w)) .

w' —w
E két egyenlet egymas Hilbert-transzformaéltja, és fontos kdvetkezményei vannak:
e A valos és képzetes részek egymasbol kiszamithatoak.

e Nem lehet a x(w) valaszfiiggvény tisztan valds, vagy tisztan képzetes.

A fenti formulék levezetése nem csak az altalunk végigjart iton lehetséges, ugyanis:

Tichmarsh tétel. Az aliabbi harom Aallitas ekvivalens:

e f olyan fiiggvény, ami egy ¢ > O-ra nem nulla fiiggvény Fourier-transzformaltja.
e f a felsG félsikon analitikus.

e Fennall f-re a Kramers-Kronig relacio.
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1.2.2. Dinamikai valaszfiiggvény a kvantummechanikiban

Az alabbiakban gyakran alkalmazzuk a kovetkezé matematikai Gsszefiigéseket:

Tr[Ja) (b Al = Y bl Az = Y b Ajia; = (| Ala)
4.J i,J
Tr(|a) (al) = > afa; = [|a]*.

A stirtiségoperator mérési motivacioja. Tételezziik fel, hogy egy [¢) allapotban
1évé kvantummechanikai rendszeren egy M mérést végziink. Ekkor a rendszer beug-
rik az M operator valamelyik |m;) sajatallapotaba, és a mérémiszer a \; sajatértéket
mutatja. Ha nagyon sokszor elGallitjuk ugyanezt a |1) éallapotot, majd elvégezziik az
M mérést, akkor megtudhatjuk, hogy mekkora p; valoszintséggel ugrik a rendszer az
|m;) allapotba. Feltételezziik, hogy a mérési-operator sajatallapotai teljes ortonormélt
rendszert alkotnak a lehetséges allapotok Hilbert-terén, igy

) = ZCi Im;) .

Mi a ¢; egyiitthatokat mérésekkel nem tudjuk elGallitani, ugyanis mindegyik hordoz egy
komplex fazist is, amit mi nem mérhetiink. Annyit azonban tudunk, hogy p; = \ci\Q. Ez
az Osszes informacionk az eredeti allapotrol, amit mérésekkel elGallithatunk. E hidnyos
tudasunk motivalja a strtiségoperator bevezetését:

0:= sz‘ |mz> <mz| .

Nagyon fontos elénye az, hogy az M operator |¢))-re vonatkozo atlaga, vagyis a mérés
atlaga, kifejezhets a stirtiségoperator segitségével:

(M), = WIM 1) = 37 cie (mil (M) ;) = 3 pids = Tr oM

Z?j

Stirliségoperator tiszta allapotban. Az eredeti |¢) allapothoz is rendelhets egy
stirtiség operator

0:=[¥) (Y]

Az ilyen szituaciot, tehat amikor létezik a Hilbert-térnek olyan eleme, amellyel a rend-
szer szobanforgo stirtiségoperatora kifejezhets ilyen alakban, nevezziik tiszta dllapotnak.
Ekkor természetesen, ha elGallitjuk ¢ matrixalakjat a fenti M sajatallapotainak bazisan,
akkor nem diagonalmatrixot kapunk, hisz

0ij = (mil 2|my) = cjc,
és tetszbleges A fizikai mennyiségre teljesiil, hogy

(A), = Tr pA.
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Stirtiségoperator kevert allapotban. Legyenek a {|¢,)} allapotok tetszGleges nor-
malt elemei a Hilbert-térnek, tehat semmilyen ortogonalitasi, vagy teljességi feltételnek
nem kell, hogy eleget tegyenek, és a {p,} nemnegativ szamok olyanok, hogy > p, = 1.

(0%
Ekkor az ezekbdl készitett kevert allapot alatt az alabbi stirtiségoperatort értjiik:

(1.35) 0:= Zpoz |¢a> <¢oz| .

Ekkor egy tetsz6leges A fizikai mennyiség atlagat ebben a kevert allapotban igy értjiik

(1.36) (A) == Pa (al Altha) = Tr 6A.

A stirtiségoperator tulajdonsagai Induljunk ki egy kevert allapotbol. Ekkor
e 0 Onadjungalt.
o Tro =3 pallvall” =1
e Tro? <1, ugyanis a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség szerint

Tr éQ = Zpoepﬁ Tr [|¢o¢> <wa| Wjﬁ) <¢5|] = Zpapﬁ <wa|¢ﬁ> <¢5|wa> =
a,B a,B

2
= > 1aps [(Wala)]* <D paps (Paltha) (slts) = 1.
a,f a,B
Egyenl6ség pedig pontosan akkor teljesiil, ha ¢ tiszta allapot.

A stirtiségoperator mozgasegyenlete. Induljunk ki a kevert allapotbol, és irjuk fel
az egyes allapotok idéfejlédését az id6fiiggs Schrodinger-egyenlet szerint:

iho, \%) =H \%) N 1ho, (lwa> <¢a‘) = (ihat |¢a>) <wa’ + !%> (ihat (%!) =
ihO; (Ya| = — (Yal H = H [Ya) (Va| = [Ya) (Wl H = [H, [¢a) {¢al] -

Szorozzuk meg mindegyik egyenletet p,-val és Osszegezziink a-ra:

1ho, (Zpa |¢a> (%|> = [H, Zpa |¢a> (%|] .

Ha beirjuk a stiriiségoperatort, akkor megkapjuk a von Neumann egyenletet:
(1.37) ihdo = [H, 0] .

Itt feltettiik, hogy p, nem véltozik az idéfejlédés soran, vagyis az egyes [i,) tiszta
allapotok statisztikai stlya minden idépillanatban azonos (ez azért jogos, mert a teljes
kevert allapot, vagy mésnéven sokasag idéfejlédése az egyes tiszta allapotok idéfejlédése
miatt torténik).
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Az idé6fejlodési operator. Az idofiiggs Schrodinger-egyenletnél most hasznaljunk
kezdeti feltételt is, és hagyjuk el a bra-cat jelolést az attekinthetGség érdekében:

i
atz/}a(t) = _ﬁr}_ﬁ/}a(t)a ¢a(t = tO) = 1/}a<t0)'
Ennek leolvashatjuk a megoldésat:

Val(t) = e M0 (1),
Itt az operator exponensét a hatvanysor definialja. Erdemes ezt kiilon jellni:
(1.38) Ult, ty) == e nTHt0),

Mivel ‘H 6nadjungalt, ezért U(t,ty) unitér, vagyis az adjungaltja az inverze, ami egyen-
értéki azzal, hogy a norméat nem valtoztatja meg.

Idofiiggs Hamilton-operator. Tegyiik fel, hogy H = H(t), de énadjungalt minden
idépillanatban. Ekkor is a Schrodinger-egyenlet szabalyozza az id6fejlédést:

ihaﬂ/’a@) - H(t)wa(t)a ¢a(t - tO) - wa(tO)'
Itt mar nem irhatjuk fel exponens alakban az idéfejlédés operatorat. Azt viszont meg-
allapithatjuk, hogy az idéfejlédés nem véltoztat a skalarszorzaton (kihasznéalva H(t)
onadjungaltsagat):
O (W1(1), ¥2(t)) = (Oth1(t), ¥a(t)) + (¥1(2), Oeta(t)) =
=5 (H@)¥1(t), v2(t)) — 5 (1), H(t)1a(t)) = 0.

Ez azt jelenti, hogy bar nem tudjuk felirni az idéfejlédést exponens alakjaban, de a
skalarszorzat megmarad az id6fejlédés soran, vagyis az idéfejlesztési operator unitér:

(1.39) Ya(t) = UL, 1) Ya(to).
Ezt beirhatjuk a Schrodinger-egyenletbe, igy megkapjuk U(t, o) egyenletét

Az iddfejlodési és a stirtiségoperator kapcsolata Kevert allapotban egy tetsz6-
leges A fizikai mennyiség atlaga a t idGpillanatban:

(A)y =Tro(t)A = 3 pa (Va(t), Aa(t)) =
= %}pa U, to)ato), AU, to) (b)) = %Jpa (Valto), UT(t, to) NU(E, o) tba(to)) =
= Tr [0(to)U (2, to) AU(t, t0)] = Tr[U(t, to) 0(to)UT (¢, t0)A],
vagyis leolvashatjuk, hogy
(1.41) o(t) = U(t, to)o(to) U™ (t,to).

Ha ezt derivaljuk id6 szerint, és hasznéljuk az idéfejlédési operator (1.40) egyenletét,
akkor vissza kapjuk a von Neumann egyenletet id6fiiggé Hamilton operator esetére is:

(1.42) ihoyo(t) = [H(t), o(t)] .
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Idsfiiggs perturbacidészamitas. Legyen H a zavar nélkiili idében allandd Hamilton-
operator, és 0H(t) a zavar operatora. H'(t) = H + dH(t). Legyen U(t,ty) a H'(t)
operator altal generalt iddfejlédés, vagyis ezzel az operatorral teljesiil a (1.40) egyen-
let. Valasszuk le ebbdl az idéfiiggetlen operator idéfejlgdését, igy a kolesonhatas altal
generalt id6fejlodés:

(1.43) S(t,ty) = S%HtU(t,to)e_%Hto
Ezt a formulat az motivalja, hogy ha dH(t) = 0, akkor H' = H idsfiiggetlen operator,

vagyis (1.38) szerint S(¢,%p) = 1. Derivaljuk id§ szerint ezt a formulat:

0,S(t,ty) = %HS’(t’to) + B%HtatU(t,to)e_%Hto _

most hasznéljuk a (1.40) egyenletet:

— 45 t0) — LR+ SHOU( t)e

H és en" kommutalnak, igy 6sszegh6l szarmazo elss tag —LHS(t,t0), vagyis ez kiesik.
A fennmarado részbdl az alabbi eredményt kapjuk:

(1.44) ihDS (L, to) = en MSH(U(L, to)e™ 70 = §H;(1)S (¢, to).
Itt az 7 index az interaction-re utal, és
(1.45) SHi(t) = en™§H(t)e .

Alakitsuk at a (1.44) differencialegyenletet integralegyenletté. Ehhez csak le kell olvas-
nunk a (1.43) formulabol a kezdeti feltételt: S(,tg,to) = 1, majd alkalmazzuk a (1.8)
szukcessziv approximaciot:

t

(1.46) S(t,tg) =1— %/6Hi(t’)dt’ + O(6H?).
to

Ebbdl elsallithatjuk U(t,t)-t a (1.43) formula segitségével:

t

_i 2 i
. o) = -3 it e .
(1.47) Ut to) =e i | 1 h/‘”f (t)dt" | en™tto

to

Atlagok kiszamitasa. Tegyiik fel, hogy 6H(t) = —Af(t), ahol f(t) = 0, ha t < t,.
Vélasszuk a to-beli eloszlast a Boltzmann-eloszlasnak:

1
(1.48) 0o = 0(ty) = Ee—ﬂH, Z =Tre M.
Vezessiink be az operatorok egyensulyi atlagara és idéfejlodésére jelolést:

(1.49) (C) :=Tr[00C], C(t) := ex™Ce #",
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Az id6fiiggs stirtiségoperator segitségével ki tudjuk szamitani az idében valtozo6 atlago-
kat, az id6fiiggés kifejezésére pedig hasznalhatjuk (1.41)-t:
(B), = Tr [U(t, to) ool (t,10)B] = Tr [od ™ (¢, t0)BU(E, t0)] =

most hasznaljuk fel U(t,y) (1.47) perturbacios kifejtését:

) t ) t

= Tr | goe #"t0 | 1+ % / SH; ()t | en™Be ™ | 1 — % / SH;()dt | en™to| =
to to
t

/ Tr (3o [B(E), HA(#)]) A’ + O(5H2)

to

l

=Tr [@05] T3

most hasznaljuk fel az (1.45) Gsszefliggést és 0H(t) valasztott alakjat:

t

— Tr [30B] + % / Tr (60 [B(1), A()]) £(#)dY.

Tartsunk £y a —oo, ami azt jelenti, hogy valamikor a tavoli miltban a rendszer egyen-
sulyban volt, és akkor kapcsoltuk ra az f(t) zavart. Igy végeredményben azt kapjuk,

hogy

(150 ).~ @)= [ {3 BOAD]) S

A valaszfliggvény. Legyen

(1.51) pea(t,t') = <?_L [B(t):A(t/)]> '

Ez még nem a keresett valaszfiiggvény, mert a kauzalitds nem feltétleniil teljesiil, az
idGeltolasi invariancia azonban teljesiil. Ehhez csak annyit kell meggondolni, hogy

(B(H)A(')), = Tr | goen™Be nther ™ Ae=#' | = (B(t — ')A),,
(A(#)B(1)), = Tr | goen™ Ae~ T exMBe~ w1t | = (AB(t — t')),,

vagyis ebbdl kovetkezik, hogy

(152 (3 BOAOT) = (580~ 1)1.A]) = venlt— )

0
Vezessiik be megfelel§, azaz a kauzalitasnak eleget tevs valaszfiiggvényt:

QDBA(t,t/), ha t > t/,
1.53 t,t) =
Ezzel pedig felirhatjuk (1.50) végleges alakjat:
(1.54) (B~ By = [ xealt.) (0t

—00
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1.2.3. Energiareprezenticid

Legyen H |n) = E, |n), ahol feltessziik, hogy a sajatallapotok teljes ortonormélt rend-
szert alkotnak a lehetséges allapotok Hilbert-terén. Ekkor

v v

vea(t) = <;_L [B(t),A]> =T F_;H(B(t)A - AB(t))] =

:—Z[ |

Itt a hats6 tagban végrehajtottunk egy n <> m cserét, ami az n-re és m-re torténd
Osszegzés miatt nem valtoztat az értéken. Hasznaljuk ki az idéfiiggés (1.49) defini-
ciojat. E definicioban szerepl6 exponensek onmagukban unitér, és nem Onadjungalt
operatorok. A fenti formulaban azonban minden operator eredendGen a hats6 vektorra
hat. Igy amikor ezekbdl az unitér operatorokbol egyeseket az elss vektorra alkalmazunk,
akkor el6tte adjungalnunk kell. Legyen wy,, := Eng”, ezzel felithatjuk az energiarep-
rezenticié végleges alakjat:

e PH
B(6) b i Al — (] A ) (1) )|

e PEn _ o=BEm s
(1.55) opal(t hz e~ mnt (n| B|m) (m|A|n) .

Az energiareprezenticié Fourier-transzformaltja. A valaszfiiggvény (1.53) de-
finicioja szerint xpa(t) = @pa(t) t > O-ra, egyébként nulla. Igy a dinamikai valasz-
fiiggvény Fourier-transzformaltjarol megallapitott altalanos tulajdonsigok alapjan nem
meglepd, hogy most Im(z) > 0 esetén a Fourier-transzformalas egzaktul elvégezhetd
(hiszen ekkor megjelenik egy exponencidlis lecsengés Im(z) miatt):

0o
) ) ei(z—wmn)t S i
/e—zwmntezztdt — : — )

i(2 — wWmn) | o 2 — Wmn
0

vagyis maga a Fourier-transzformalt:

1 e PEn — e=BEm (n| B |m) (m| A|n)

(1.56) Xea(z) = ) 7 7 — Won

n,m

Ez a fiiggvény bar majdnem az egész komplex szamsikon értelmezett, de csak Im(z) >
0 esetén Fourier-transzforméltja a valaszfiiggvénynek. Erdemes megfigyelni, hogy e
fiiggvény polusai, a w,,, pontok, a valos tengelyen vannak.

Fourier-transzformalt a valos szamegyenesen. Az (1.56) egyenletbdl a felsg fél-
sikrol kozelitve megkaphatjuk a valaszfiiggvényt a valos szamegyenesen:

1 e BEn _ e=BEm 1
Xea(w) = ~7 7 (n|Bm) (m| Aln) lim R

n,m
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Most hasznaljuk fel a (3.1) hatarértéket:

6_5En — e_ﬁEm

Xenlw) = —3 S (al Blm) (m| A} x

(1.57)

Ezt az egyenletet szétvilaszthatjuk:

Yea(w) = —F X S (] B fm) (m] A [n) P ( =2
i s e PEn _e—BEm
(1.58) Xia(w) =5 5 S (0] B|m) m| A n) 8w — winn)

= xea(w) = xga(w) + ixga(w).

Ez &ltalaban nem a valaszfliggvény valos és képzetes része, kivéve az A = B esetet.
Viszont vegyiik észre, hogy

o0

(1.59) / Xeal®) v —mveal2),

z—w

—0o0

vagyis xga(w)-bol a teljes xga(2) elgallithato.

1.2.4. Korrelaciés fiiggvények
Vezessiik be a korrelacios fiiggvényeket:
(1.60) Sea(t) := (B(t)A),, Sga(t) := (AB(t)), -

Ezek segitségével két tjabb korrelacios fliiggvényt értelmezhetiink, melyek koziil az egyik-
kel mar talalkoztunk:

(1.61) Conlt) = % [Sealt) + 3ealt)] . gealt) = % Sealt) — Sealt)]

A (1.55) formulabol leholvashatjuk Sga és Sea energiareprezentacios alakjat:

Sea(t) = 3 5 (n| B|m) (m| Aln) 7o,

Z

n,m

Sealt) = 3 S5 (n| Blm) (m| Aln) e,

Z

(1.62)

n,m

Fourier-transzformalt. Most a Fourier-transzformacioban ¢ a teljes szimegyenesen
végigmegy, hiszen nem a vélaszfiiggvénnyel dolgozunk, tovibba csak valos frekvenciak-
ra Fourier-transzformélunk, ami természetesen csak disztribicioként értelmezhetd ered-
ményt ad, hiszen egy periodikus fliggvényt az egész szamegyenesen nem lehet integralni:

[e%e) 0 [e'e]
/ei(w—wmn)tdt: lim /ei(w—wmn)teatdt+/6i(w—wmn)t6—6tdt _
e—+0
—00 —00 0

Vo
ez nem létezik
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eilw—w—mn)t et 0 ei(w—w—mn)te—et o0
= lim ¢ |- . + |- : =
e—+0 [z(w — Win — zs)} . [z(w — Wnn + 25)} 0

1 1 1
= lim l—( — — , )] =210 (w — Wnn),
e=+0 |1 \W — Wyp — 1€ W — Wy + 1€

ahol az utobbi végeredményhez felhasznaltuk a (3.1) Osszefiiggést. Ennek segitségével
kifejezhetjiik a Fourier-transzformaltakat:

Sea(w) =27 > eféE" (n|B|m) (m|An) d(w — wmn),

n,m

SBA(w) =21y efﬁzEm (n|B|m) (m|A|n)d(w — wnn)-

n,m

(1.63)

Tudjuk, hogy wi, = Eng", vagyis —(OFE,, = —fE, — fhwy,. Emellett tetszéleges f
fiiggvényre f(wmn)d(w — Wimn) = f(w)d(w — winy) hiszen akdrmelyik probafiiggvényre
alkalmazzuk, ugyanazt az eredményt kapjuk. Ezekkel kapcsolat l1étesitheté Sga és Sga
kozott:

(164) SBA(M) = e_’Bh“SBA(w).

Fejezziik ki most ennek ismeretében a masik két korrelacios fiiggvényt is:

1 !
(1.65) C’BA(w) = §SBA(W) [1 + G_Bhw] , SOBA(W) — ﬁSBA(W) [1 — e_ﬁhw} .
Elég tehat csak egy korrelacios fliggvényt ismerniink, hiszen abbol a masik harom kifejez-
hets. vegyiik észre, hogy ezek a formulédk univerzalisak, mert minden fizikai rendszerre,
zavarra, mért mennyiségre alkalmazhatok.

Fluktuacio-disszipacio tétel. ¢pa(w)-nak (1.58) felhasznalasaval egy masik fontos
alakjat is megadhatjuk:

Z' e_BEn — e_ﬁEm o
(1.66) wpa(w) = 7 Z 7 (n|B|m) (m|An) 2mrd(w — wWmn) = 2ixga(w).

n,m

Ugyanakkor (1.65) szerint

Conte) _ B14e™ o (he
wpa(w) 201 —e B 2 '

2

E két eredménybdl leolvashato, hogy

(1.67) Cgaw) = ficoth (@) XA (W),

vagyis teljesiil a fluktuacio-disszipacio tétel.
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1.2.5. Osszegszabalyok

Xga(w) momentumai. Inverz Fourier-transzformélas és (1.66) segitségével:

oo [e.°]

Fejezziik ki pga(t) n-edik derivaltjat (n > 0) a t = 0 helyen:

dngp t il—n i .
(1.68) Lol 2 [ oratateide
t=0

Ez tehat az n-edik momentuma xg,(w)-nak.

Aszimptotikus kifejtés. Kihasznélva, hogy a vilaszfiiggvény ¢t > 0 esetén ppga-val
egyenld, a komplex frekvencias Fourier-transzformaltjat atalakithatjuk:

XBA(Z) == /XBA(t)eitht: /@BA(t)eitht:
0 0

mivel a pga korrelacio t — oo esetén kénytelen lecsengeni, alkalmazhatjuk a parciélis
integralast

pist 1 T dgsa(t) o oea0) 1 [ dgealt) |
_ ¢ 4 iztqp = I8N — [ TEEANY ciat g
{iz ©Ba( )L ZZ/ dt € iz zz/ dt ‘
) 0

A hétso tagra djra és djra alkalmazhatjuk a parcialis integralast, igy végeredményben
a kovetkezd Osszeghez jutunk:

z

(1.69) XBA(2) = i (i)”ﬂ &L(SLISQ@

n=0

t=0

1.2.6. Megmaradé mennyiségek vilasza

Egy B fizikai mennyiség megmarado, ha [B,H] = 0. Ekkor a B operator egyenstlyi
idofejlédése (1.49) alapjan ‘ .
B(t) = en"Be #" = B,

vagyis nincs id6fiiggése, igy a linearis valasz (1.52) alapjan
‘ —BH
onlt) = ( 3 B AT) = 2 Tr e (BA - AB)) =

_ hLZ {Tr [Be MA] — Tr [¢-#"AB] } = 0,

azaz megmaradd mennyiségnek nincs linearis valasza. Természetesen, ha a perturbécios
sorfejtésben tovabb megyiink, négyzetes rendben mar jelentkezhetnek jarulékok.
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A rendszer energidja. H minden rendszerben megmarado, hiszen kommutal 6n-
magaval. Igy feltéve, hogy a zavar tovabbra is H'(t) = H — Af(t) alaku, vezessiik le
sorfejtés nélkiil az energiadtlag megvaltozasat:

d(H),
dt

itt most hasznéljuk a (1.42) von Neumann egyenletet

= L Te[[P (1), 60]H] = —1 Te [(H8(1) — Ad(E) (1) — BV + DA (1)) ] =

mivel Tr [Ho(t)H] = Tr [o(t)HH], ezért ezek a tagok kiesenek

= L Tr[(a(1)A — Ad) ) (1) = Tr [@(t)%[H, A]] 1.

A standard kvantummechanikdbol ismeretes, hogy ha egy A operétor nem hordoz exp-
licit idofiiggést, akkor A = £[H, A]. Ezt felhasznélva

d <H>t _ A

(1.70) = T {@(t)A} £(t) = <A>t £(1).

Ez a formula tehat a rendszer energiajanak idéderivaltjat, vagyis a zavar teljesitményét
adja meg.

Fermi-féle aranyszabaly. Legyen A = B, és legyen a zavar koszinuszos:

fu

5 (eiwt +€_iwt).

(1.71) f(t) = fo,cos(wt) =

Legyen x = xaa, igy

(A), = /X(T)f(t —71)dr = % BWt/X(T)B_iWTdT + 6_m/x(7)ei‘”d7 =
= o o) e )] = 22 )+ e )]

A zavar teljesitménye ekkor:

W, = <A>t f(t) = (Zw)];_‘” [eiwtx*<w) . e_ith(Wﬂ f_w (eiwt N e—z’wt) _

= i) (L) [(00) = x(0) + e (o) iy

Itt egy kis csalast kovettiink el, ugyanis a fenti eredményben nem <A> , hanem 0; (A),
t

szerepel. Igazabol itt arrol van szo, hogy a derivalt atlagat nem ismerjiik, igy azt
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az atlag derivaltjaval kozelitjiik. Vegyiik most a kapott teljesitmény idGatlagat. Az
oszcillald tagok idGatlaga zérus, igy
2

07 = i) (£) W) = xl =2 o).

(1.58) szerint A = B esetén Im[x(w)] = x”(w). Ez utobbit felhasznélva eljutunk az
ugynevezett Fermi-féle aranyszabalyhoz:

™ 2 e PEn e PEm 2
w = (L) T[S - S A - B - (B, - B

n,m

Itt még azt is felhasznéaltuk, hogy
E,—FE
) (w — %) =(E, — E,)d [hw — (E,, — E,)],

hiszen barmelyik ¢(w) probafiiggvényre hattatva, tehat ¢(w)-val dsszeintegréalva, ugyan-
azt az értéket kapjuk. Erdemes bevezetni a

Jo

(1.73) W = o (7> (] A )28 [ — (B — E)]

jelolést. Ezek az un. idGegységre jutd atmeneti valoszintiségek, segitségiikkel attekint-
hetGbb forméat 6lt az aranyszabaly:

(W) = Z @

¢=BEn  o=BEm
[ oy
——

n,m N
m—n ~ m—n
dtmenet n-dllapot  _  m-dllapot dtmenet
valdszinisége  waldszindsége valdszinisége energidja

1.2.7. Id6tikrozési invariancia

Idé6tiikr6zés a Schrodinger-egyenletben. Tekintsiink egy olyan rendszert, mely-
nek Hamilton-operatora idéfiiggetlen. Ekkor adott ¢(tg) = 1y kezdeti feltétel mel-
lett egyértelmii 1) megoldasa van a Schrodinger-egyenletnek, és ekkor természetesen
Y* egyértlemd megoldasa a konjugélt Schrodinger-egyenletnek a ¢*(tg) = ¢ kezdeti
feltétel mellett.

Schraodinger-egyenlet Konjugdlt egyenlet
¥(to) = o At Y (to) = g
1thoyp = Hap —ihop* = Hy*
Legyen T az id6tiikrozés operatora, azaz Ti(t) = 1»(—t). Ekkor
O T = =T,

Alkalmazzuk a T operatort a Schréodinger-egyenlet mindkét oldalara:
—ihoy Ty = HT,

vagyis azt kaptuk, hogy T eleget tesz a konjugalt egyenletnek. Mivel a megoldasok
egyértelmiiek, és a konjugalt egyenlet megoldasa ¢*, ezért a végeredmény:

(1.74) Ty =", tehdt P(—t) =™ (t).
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Operatorok idétiikrozése. Az operdtorok fizikai mennyiségekhez vannak téarsitva.
Vannak olyan fizikai mennyiségek, melyekre az idGtiikr6zés nem hat. Ilyen a hely és az
energia. Vannak azonban olyan fizikai mennyiségek, amelyek az id&tiikrozésre elGjelet
valtanak. Ilyenek az impulzus, az impulzusmomentum, spin, aramstriiség. Tehat ha
egy A operatort id6tiikroziink, akkor egy eaA operatort kapunk, ahol eq € {—1,1}. Ha
az operator idé6fiiggést is hordoz, akkor

TB(t) = egB(—1).

Korrelaciok id&tiikrozése. Vizsgaljuk meg Sga(t) jelentését: Sga(t) = (B(t)A),,
ahol A = A(0). Sga(t) tehat azt jelenti, hogy a nulla id6pillanatban bekapcsolt A
mennyiség milyen hatéssal van a ¢ idépillanatban a B mennyiségre. Ennek az id6tiikro-
zoOttje a kovetkezd: a —t idGpillanatban bekapcsolt egB mennyiség milyen hatéassal van
a nulla idépillanatban az eaA-ra. Feltéve, hogy az idGtiikrozés szimmetriaja a rendszer-
nek, a két korrelacionak egyenlének kell lennie:

(175) SBA(t) = <B(t)A>O = EAEB <AB(—t)>O = EAEB <A(t)B>O = EASBSAB(t).

Itt még felhasznaltuk az idGeltolasi invarianciat is. Teljesen hasonlé eljarassal a mésik
harom korrelacios fliggvényre:

(176) SBA<t) = €A€B§A5<t>, CBA(t) = 8/_\830/_\3@), (,OBA(t) = 5A€B§0AB(t)-

Mivel a xpa(t) valaszfiiggvény @ga(t)-vel egyenls ¢ > O-ra, egyébként nulla, ezért a
valaszfiiggvény is teljesiti ezt az Osszefiiggést:

(177) XBA(t) = EASBXAB(t).

Emellett pga teljesit mégegy Osszefiiggést
1 1
(178)  vealt) = 5 (BUIA), — (AB() = eace (AB(~1)) — (B(~)A), = —eacspea(~1).

A Fourier transzforméltak kozott is vannak Gsszefiiggések:

fe'e) 0 fe’e)
vpa(w) = /ngA(t)emdt: /ngA(t)ei”tdt+/QOBA(t)eMdt:
—00 —00 0

= _gAgB/@BA(t)ei(w)tdt + xga(w) = —eaceXxBA(—Ww) + xBA(W).
0

Az alabbi modon Gsszegezhetjiik a végereményt, amiben (1.66)-t is felhasznaljuk:
(1.79) wea(w) = xBA(W) — eagBXBA(W) = 2iXEa(w).
Ebbdl azt olvashatjuk le, hogy

2iIm XBA(w), ha EAEB — 1,

1.80 = 2ixn =
( ) QOBA(W) ZXBA(W) { 2 Re XBA(W), ha EACR = 1.
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Ha ezt alkalmazzuk a (1.67) fluktuacio-disszipacio tételre, akkor
h coth (ﬁ%) Im xga(w), hacpcg =1 =

(181) OBA(CU) == » 85
—ihcoth (%52) Rexga(w), haepcg =—1 =

Itt a paritastulajdonsagok alapja, hogy yea(—w) = xga(w).

valds, pdros
fliggvény
képzetes,
pdratlan
fiiggvény

25



2. fejezet

Sztochasztikus folyamatok

2.1. Sztochasztikus folyamatok altalanos leirasa

2.1.1. Sztochasztikus folyamatok fogalma

Tekintsiik egy rendszert, amelyet valamilyen kezdGallapotbol elinditunk, majd kiilonbo-
z6 id6pillanatokban mérést hajtunk rajta végre. Ennek eredményeként az alabbi mérési
id6sort kapjuk:

Mikor mérﬁnk?‘tn < el < oL < ot <ty
Mit mérink? ‘ Tn Tp1 To 1

Ha az adott rendszert Gjra és Gjra elinditjuk a kezdGallapotbél, majd Gjra megmeérjiik
ugyanezekben az idGpillanatokban, akkor tijabb és ijabb adatsorokat kapunk, amelyek-
bl eloszlasfiiggvényeket készithetiink. Megadhatjuk minden idépillanathoz a p;(x;,t;)
eloszlast, amely arrdl ad informaciot, hogy mekkora valoszintséggel mériink x;-t a t¢;
tasatol, valaszthatunk méas id6pontokat is. Aztan vizsgalhatunk egyiittes eloszlasokat
is: altalanosan arra kérdésre keressiik a valaszt, hogy mekkora annak a valoszintisége,
hogy n mérésbdl t1-ben zq-et, to-ben xo-t, ..., t,-ben x,-et mériink? Ahhoz, hogy erre
egy n-t6l és a mérési idGpontoktol fiiggetlen valaszt kapjunk, tekintsiink egy olyan X;
valoszintiségi valtozot, melyre

Plry < Xy, <z +deg, e < Xy, <o +dag, ... 2, < Xy, <z, +dz,) =

(2.1)
= pn(x1, t1; 20, to; . .5 Ty, by )z ds . . iy,

ahol p, a keresett valoszintiséget jeloli. Az X, valoszintiségi valtozot sztochasztikus
folyamatnak nevezziik, ha n-t6l és a mérési idépontok megvalasztasatol fiiggetleniil tel-
jesiilnek az alabbiak

o Normaltsdg:

(2.2) /pn(xl, t1; o, ta; ...y, by )daydas .. da, = 1.

26
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e Komplementaritds:

(2.3) /Pn(ﬂfl,tl;ifz,t% 3T, b1 Ty U Uiy Ly e Ty )y =
= Pt (T, T T, s 1, G 1 Tt gy T ).
Itt természetesen feltettiik, hogy a mérés x adatai valamilyen 2 C R intervallumbol
veszik fel értékeiket. Ez az () halmaz az integralasok tartomanya is. A lehetséges mérési

adatok €2 halmazat allapottérnek nevezziik. Az el6bb bevezetett X; sztochasztikus
folyamat tn. folytonos allapotterii sztochasztikus folyamat.

Lehet azonban €2 diszkrét halmaz is. Ebben az esetben X;-t diszkrét allapottert szto-
chasztikus folyamatnak nevezziik. Ilyenkor

(2.4) Plry = Xy, w0 = Xy, oyt = Xy,) = po(@1, t1; 20, to; . oo T, ),
tovabba itt is teljesiilnie kell a folytonos esetben megkdvetelt tulajdonsdgoknak:

o Normdltsag:

(25) Z pn(:cl,tl;xg,tz;...;xn,tn) =1.

T1,22,...,2n €N
o Komplementaritds:

E Pu(T1,t1; 20, te; Ty, b1 Ty b Tiger, L1 -+ Ty T) =
= Pno1 (@1, b @, to; 5 Tt Gty T, tig 1 - -3 T ).

Fizikai szempontbol érdekes a varhato érték, és a korrelacios fiiggvény:

Folytonos Diszkrét
(x) = fpl(x,t)xdx > pi(x,t)x
(2.7) [e) e

(wexy) = | [ po(@r,t; o, t)vixedrydes | Y. polwy, t; 2o, t) 2122

02 x1,22€5)

2.1.2. Markov-folyamatok

Mekkora a valészintisége annak, hogy t;-ben xi-et mériink, ha elGtte to-ben xo-t, .. .,
ty,-ben z,-t mértiink? Ez a kérdés tulajdonképpen a feltételes valosziniiség megfogal-
mazasa:

(1, t1; @0, te; .5 Ty L)
2.8 p(T1,t1|T2,t2; .- Tny tn) =
( ) ( ' 1| > ) pn71(1'27t2;---;xnatn)

Markov folyamatrol akkor beszéliink, ha n-t6l és a mérési idépontok megvalasztasatol
fiiggetleniil

pa(@y, t1; 22, t2)
p1(x2,t2)

(2.9) p(x, t1|xe, to; .. s Ty, ) = pa1, t1|2a, t2) =
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Most pedig megmutatjuk a Markov-folyamatoknak két nagyon fontos tulajdonségat:

Allitas. Markov folyamatokndl, ha ismerjik a p(x,t|z’,t'), (t' < t) feltételes valdszini-
séget és a py eloszldst eqy adott ty pillanatban, akkor n-tél és a to-ndl nagyobb mérési
idopontok megudlasztdsdtol fiiggetleniil az dsszes p, eloszldst ki tudjuk fejezeni.

BizONYITAS. Ugyanis egyrészt a komplementaritas miatt ¢ > to esetén

folytonos: pi(z,t) = /pg(m,t; xo,to)dxo = /p(a:,t|x0,t0)p1(1:0,to)d:co,

(2.10) “ ¢

diszkrét: pi(z,t) = Z p2(z, t; 0, t0) = Z p(z, t|zo, to)p1(xo, to).
xo€EN zo€ES)

Masrészt a feltételes valoszintiség és a Markov-folyamat definici6jabél adododan tetszbleges
to <ty <th—1 <...<ts <t id6pontokat valasztva

(2 11) pn($1,t1;$2,t2; e ;.Z‘n,tn) = p(l‘l,t1|$2,tQ)pn_1($2,t2;x3,t3; e ;xn,tn) = ...

.= p(.%'l, tllxg, tg)p(.%'g, t2’x3, t3) .. .p(.%'n_l, tn_ﬂm‘n, tn)pl(.%'n, tn).

Ko6vetkezmény. (2.10) alapjan az alabbi hatarértékek kovetkeznek:

(2.12)  folytonos: }11?/ pla,tla’ t") = 6(x —a'),  diszkrét: lim p(z, t|a’,t") = 0pu.

t—t!

Chapmann-Kolmogorov egyenlet. Markov-folyamatokndl tetszéleges t > t" > t/
tddpontokat vdlasztva

folytonos: p(x,t|z’,t') = /p(:c,t\:c”,t”)p(:c”,t”|a:',t’)d:c”,
(2.13) ¢
diszkrét:  pla,tla’,t') = > pla,tla” " )pla” 1|2, 1).
xlleQ

B1zONYITAS. Folytonos esetben a komplementaritds miatt

pa(x, t; 2l ) = /pg(x,t; 2" 2 ) da.
Q

Most alkalmazzuk mindkét oldalon a (2.11) formulat:

p(z, t|2’ t)pr (2, V) = /p(m,t|a;",t”)p(x”,t”]a;',t’)pl(w’,t')dm”.
Q

Osszuk mindkét oldalt py(2/,t")-vel, és készen is vagyunk. Diszkrét esetben ugyanigy. q.e.d.

Markov-folyamatoknal tehat kiemelt szerepe van a py(z, 0) kezdeti eloszlas fiiggvénynek,
és a p(x,t|2’,t') dtmeneti-valoszintiség fiiggvénynek, ahol t > t'. Ezekkel ugyanis az egész
folyamat leirhaté. Gondoljuk meg még egyszer ezen fiiggvények jelentését az allapotok
segitségével:
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e pi(x,t) annak a valoszintisége, hogy a rendszer a t id6pillanatban az x allapotban
van.

e Ha a rendszer a t’ id6pillanatban az 2z’ allapotban volt, akkor a késébbi t id6pil-
lanatban p(x,t|2’,t") valoszintiséggel lesz az x allapotban.

Ezekbdl természetesen kézenfekvének tiinnek az alabbi norméltsagi Osszefiiggések:

Folytonos Diszkrét
kezdeti 0)dz =1 0)=1
(2.14) ezdeti szfpl(:z:, )dz x%pl(x, )
dtmeneti | [ p(x,tl',t)de =1 Y pla,t|l2’,t) =1
Q z€Q

Az kezd6 allapot normaltsaga kovetkezik a (2.2) illetve (2.5) normalasi feltételekbdl, az
aAtmenet normaltsaga pedig p;(2/,t') # 0 esetén kovetkezik a komplementaritasbol:

[ po(z, t; 2, t')dx

/ t/
/p<x7t‘x/7t/)d$ = Q — p1($7 ) _

pl('r,7t,) pl(‘x,vt,)
Q

“, e,

Ezek utan megadhatjuk a Markov-folyamatoknak egy (2.9)-vel ekvivalens definiciojat:

A q1(x,0) és q(x,t|2’,t"), t > t' fiiggvények Markov-folyamatot hataroznak meg, ha
teljesiil a (2.14) normélas és a (2.13) Chapmann-Kolmogorov egyenlet.

Ekkor a ¢;(z,t), t > 0 fiiggvényt a (2.10) irja le, és a g, fiiggvényeket a (2.11) hatarozza
meg. Az igy bevezetett ¢ és g, fliggvények eleget tesznek a (2.2) illetve (2.5) norméalasi
feltételnek a (2.14) miatt, tovabba eleget tesznek a (2.3) illetve (2.6) komplementaritasi
feltételnek a (2.13) Chapmann-Kolmogorov egyenlet miatt.

2.1.3. Homogén Markov-folyamatok

Egy Markov-folyamatot homogénnek neveziink, ha p(x,t|2’,t') = p(z,t — t'|2',0). Ez
persze nem ugyanaz, mint a stacionarius eset, hiszen itt p; fiigghet id6tsl. Altalaban a
kovetkezd jelolést hasznéaljuk
plx, tlx’) == p(z, t|2',0) o= plx, t|x’) = p(z,t + s|2’, s), Vs > 0 esetén.
omogenitas
Erdemes meggondolni p(z,t|2’) jelentését: ha a rendszer az z’ allapotban van, akkor
p(z, t|z") valoszintséggel lesz ¢ id6 mulva az x allapotban.

Homogén Markov-folyamatok tulajdonsagai. Legyen adott egy p(x,t|x’) atme-
neti valoszintiségt (t > 0) és py(z, 0) kezdeti eloszlasu homogén Markov-folyamat (diszk-
rét esetben a tovabbiakban n,m, ... betiiket hasznélunk az allapottér elemeinek jelolé-
sére). Ekkor az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

Elgszor is tekintsiik meg p; alakjat a (2.10) alapjan:

(2.15) pi(x,t) = [ple, tlz")pi(z",0)dz” | pi(n,t) = > p(n, tlm)pi(m,0)
Q me
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A (2.13) Chapmann-Kolmogorov egyenlet alakja (t” = s ill. " =t esetén):

p(z,t + sz’) = p(n,t + sjm) =
Q16) | = [Pt sl = | = 5 plonth)p(slm) =
Q €
= [ p(a, s|2”)p(x", t|a")dz” = k%p(n,s%)p(k,t!m)
Q €

A (2.12) t = 0 hatarérték most igy néz ki:

(2.17) | p(x,0[2) = 6(x — 2) | p(n,0[m) = 0n, |

A (2.14) normalasok alakja:

[ pi(z,0)dx =1, > pi(n,0) =1,
o, ta)de =1 | 3 pln, thm) = 1
Q ne)

Végiil folytonos esetben fenn kell allnia az alabbi természetes hatéarfeltételeknek:

op(z, t|z’
(2.19) lim p(z,t}a’) =0, lim Opl ')

z—300 r—=to00 ox

=0.

Homogén és stacionarius Markov-folyamatok, ergodicitas

Egy homogén Markov-folyamat akkor stacionarius (vagy egyenstlyi), ha p; id6ben nem
valtozik. Ha adott egy a fenti feltételeknek eleget tevé p atmeneti valoszintiség, akkor
megkereshetjiik ennek p; stacionarius megoldasait (2.15) segitségével:

pi(w) = / plx, )P (), vagy pr(n) =Y p(n,tim)pr(m), Vt >0 esetén.
Q mes)

Azt mondjuk, hogy a p dtmeneti valoszintiséggel meghatarozott folyamat ergodikus, ha
van olyan p; stacionarius eloszlas, hogy barmely p; eloszlas esetén

lm py(z,8) = pa(2).
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha =’ megvalasztasatol fliggetleniil
lim pla, t]2') = i (z).

Ugyanigy értendé diszkrét esetben is. Az ekvivalencia elegendésége a (2.15) egyenletb6l
a hatardtmenet képzésével p norméaltsdga miatt nyilvanvald. A sziikségesség beldtasahoz
pedig elég kiindulni egy p;(z,0) = d(z — ') kezedeti eloszlasbol, ezt ugyanis beirva a
(2.15) egyenletbe, majd képezve a hataratmenetet, megkapjuk a kivant eredmeényt.
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Az infinitezimalis operator
Legyen adott a p atmeneti valoszintiség. Ekkor egy f fiiggvény feltételes varhato-értéke:

(2.20) /f p(a, ta’)de = g/(«') vagy Y f(n)p(n,tm)dz = g,(m).

nes

Vezessiik be a kdvetkezs operatoros jelolést: ¢ > 0 esetén T, f = g,. A T, operétor jelzi
tehat ezt a p-vel Osszeintegrald, vagy Osszeszummazé fiiggvénymiveletet. Barmennyire
is rondénak tiinik, van néhany nagyon szép tulajdonsaga ennek az operatornak. ElGszor
is T, linearis. Masrészt (2.17) miatt Tof = f, vagyis Ty = 1 egységoperator. Veégiil
pedig a (2.16) Chapmann-Kolmogorov egyenlet miatt

Tth == Tt+s == TsTt.

Most vezessiik be, az infinitezimalis operatort:

. A A T, -1
(2.21) T,=1+As+0(s*) = A= lim :
S— S

Ennek segitségével felirhatunk T,-re egy differencial egyenletet, hiszen

. . . 5 - T, ,—T, dT
T, =T, T,=[1+As+0(s*)| T, = AT,= lin% b b~ dtt'
S§— S

Itt Tt+s maésik sorrendben is felbonthato lenne, akkor azt kapnank, hogy ATt = th /dt,
vagyis AT, = T,A. Osszefoglalva:

(2.22) AT, =TA 6 To=1 = T,=eA

Az infinitezimélis operatorral tehat felépithetSek a T, operatorok (amelyeket megfele-
16 0 fiiggvényekre alkalmazva visszakaphatjuk a p atmeneti valoszintiséget), vagyis az
infinitezimalis operator meghatarozza a Markov-folyamatot.
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2.2. Difftzios folyamatok

2.2.1. Valészintiségszamitasi fogalmak Osszefoglalasa

Legyen p(z) egy folytonos eloszlasfiiggvény, azaz p(z) > 0 és [ p(x)dz = 1.
R

Momentumok
(2.23) M, = (z") = /p(x)x"dx
R
Generatorfiiggvény
(2.24) O(2) = (*) = /e p(x)dr = Z ﬂMz = 5|, =M,
% 1=0 z=

Kumulans generatorfiiggvény

= 2 O ln ®(2)
(2.25) In®(z) = lzﬂm, ahol  Ki = ———-- 0

=0 z=

Erdemes megjegyezni, a K; kumulansok elsé tagjait

(2.26) Ko=0; Ki=M=(z); Ky=DM—M;={(z*)— (2)* =: o*(x).

Gauss-eloszlas

1 _(z=m)?

2.27 x) = e 207 = (@) =m, o} (z)=0> &)=
R21)  plr)= = @ @ )
A kumulansok: K; = m, Ky = 02, K>3 = 0, és m = 0 esetén a momentumok:
0, ha 1 pdratlan,
M, = . )
1-3-5-...-(I=1)c", ha l pdros.

2.2.2. A diffaziés folyamat fogalma
A tovabbiakban O(t) alatt olyan fliggvényt értiink, amelyre PH&@ = 0. Legyen
p(z,t|z"), p1(x,0) egy homogén Markov-folyamat, melynek allapottere R, igy az alabbi
integraldsok mindig —oo-t6l +oo-ig értenddk. Ez a folyamat diffuzios, ha
v t+O(t) n=1,

(2.28) / (z — 2)p(a, ta)dz = o2 (@)t+O(t) n=2,

7 O(t) n > 3.
Ebbdl fakadoan nagyon kicsi t-kre

, _ (asfz/+v(zl)t)2
p(x,t|z’) ~ e 207ENt = Gauss-eloszlds.
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A (2.17) miatt egy diffuzios folyamat olyan, hogy Dirac-deltabol indul, majd kezdetben
Gauss-szeriien folyik szét. A szétfolyas sebességét a szoras valtozasaval tudjuk jellemezni

do(z')Vt  o(z)

dt 2/t
vagyis kezdetben nagyon gyors a szétfolyas, majd fokozatosan lassul. Gyakran magat
ezt a szétfolyast nevezik diffuzionak. Azonban nem csak szétfolyas van egy diffuzios

folyamatban. A fenti Gaussnak az atlagértéke is eltolodik, méghozza dv(2')t/dt = v(a')
sebességgel. Ezt szoktak driftnek is nevezni.

(229) Uszétfolyds<t> =

v -

S
7
t

Az abran a kozépss vonal az atlagérték, amely v(x’) sebességgel
tolodik el. Az also és fels§ gorbe az atlag koriili szélesedd szoras.

Maga a palya' az ’-bél indul, majd tipikusan a (v(2')t — o (2')V/t,v(2')t + o (2')\/t) in-
tervallumbol meriti értékeit a kiillonboz6 t idGpillanatokban. Ez altalaban folytonos és
seholsem differencidlhato fiiggvény. Ennek egyszeriien az az oka, hogy ha differencialha-
to lenne, akkor kell6képpen sima lenne ahhoz, hogy visszafele is tudjunk koévetkeztetni,
ami ellentmond a folyamat markovsaganak.

2.2.3. Fokker-Planck egyenlet

Most levezetiink egy differencidl-egyenletet, amit a difftuzids-folyamatoknak teljesiteniiik
kell. Legyen p(x,t|x’) egy diffuziés folyamat, és f egy tetszGleges fiiggvény.

Op(z, t|z')

/ F@)pla, t + sla’)da = / (@) {p(m,ﬂx’)—l—sT} dz + O(s2).

A (2.16) Chapmann-Kolmogorov egyenlet és az f fiiggvény y-koriili sorfejtése szerint

/ F@)p(a t + sla’)dz = / / F@)p(e, sly)p(y, tl")dyde =

= [ [ [f00+ £ =0+ 500 = 0+t sttty =

szamoljuk ki az utobbi képlet x szerinti integraljat (2.28) alapjan:

= [ |1+ s + 317 w0 s + 09| pitatyan =

'Ha az 2’ pontban vagyunk, akkor p(z,t|z’) valoszintiséggel lesziink ¢ id6 mulva az = pontban. Ezt
ismerjiik. A palya(t) az a fliggvény, ami azt mondja meg, hogy a ¢ idépillanatban melyik pontban
vagyunk. Ezt hatarolja be a p valészintiség.
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hasznaljuk a parcialis integralast a (2.19) természetes hatarfeltételekkel:

_ ’ _2 ’ 872 0.2(y) ’
= [ s {ptatl) 5|~ 5 Ot ta) + s Tyt | v+ 000
A legelsé egyenlet jobb oldala, és ez utobbi megegyeznek. Az utébbiban attérhetiink
y-16l z-re. [ f(z)p(z,t|2’)dz mindkét egyenletben ott van, igy kiesik, a fennmarado
részeket s-el osztva, majd s-el 0-hoz tartva O(s)/s és O(s?)/s eltiinnek. Ami megmarad:

[ 1@~ [ )|~ ot ) + 5 (Tt e )

Mivel ez tetszbleges f(x)-re teljesiil, ezért az integrandusoknak is meg kell egyezniiik.
Igy jutunk a Fokker-Planck egyenlethez:

Op(x, t|z') 0 0 {02(1‘)

230 P D e )]+ | T ).

A levezetésbdl (kozvetleniil a parcilis integralas el6tti formulabol) leolvashatjuk a
(2.1.3) részben definialt infinitezimalis operatort:
. 9 o*(x) 0?

A:U(Zv)%—i- 5 a2

T,z

hogy magasabb momentumok is aranyosak legyenek t-vel. Ez ebben az egyenletben ma-
gasabb derivaltak megjelenését jelentené. Csakhogy kideriil, hogy az ilyen folyamatok
méar altaldban ugr6 folyamatok, vagyis nem irhatok le differencial egyenlettel.

p1 kielégiti a Fokker-Planck egyenletet A (2.15) mindkét oldalat derivaljuk ¢
szerint és hasznaljuk az el6bbi (2.30) egyenletet:

Op1(z,t) _ / Op(z, t|x >p1(x’,0)d.r'

ot ot

=9 @) [ pa 1 (2!, )’ +8—22 @) [ oty (o 0)de |
e v |+ 52|

Itt (2.15) ismételt alkalmazéasaval az alabbi eredményre jutunk:

(2.31) w = —(% [v(:v)pl(fc,t) - % {U éx)pl(x,t)H :
Erdemes észrevenni a kovetkezot:
(2.32) J(x) :==v(x)pi(x,t) — % [U ém)pl(xjt)} % — —%J(x).

J(x)-et valosziniiségi aramstirtségnek is nevezhetjiik. Igy a fenti egyenlet egy kontinu-
itasi egyenlet. Ha megvizsgaljuk ezt az dramot, akkor az els§ tagja a konvektiv, vagy
drift Aram, a masodik tagja a konduktiv, vagy difftizios aram?.

2Hétanban konduktiv drmanak nevezik azt, amikor egy fém vezeti a hét, tehdt hovezetés, és igy
héaram torténik anyagi dramlés nélkil. Konvektiv hédramrdl pedig akkor beszélliink, amikor a hé gaz,
vagy folyadék dramlasa altal terjed (pl. tiz folott a leveg kitdgul, ritkabb lesz, helyét hidegebb foglalja
el, vagyis levegd altal hordott hGaramlas keletkezik). Itt most nem anyagstrtiség, hanem valoszintség-
stirtiség szerepel az egyenletben, és lathato, hogy a konvektiv tag a valdszintiség-stirtiség "mozgasa"
altal létrejovs aram, a konduktiv tag, pedig e siirtiség grandiensébdl 1étrejovs aramlas.
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Specialis folyamatok A v(z) és 0?(x) megvalasztasatol fiiggden kiilonboz6 specidlis
diffazios folyamatok és egyenletek sziilettek:

e v(z) = 0 és o*(z) = 0 = 2D, azaz z-t6l fiiggetlen, ekkor beszéliink Wiener-
folyamatrol.

e u(x) adott és o%(x) = 0% = 2D. Az ilyen folyamatokat a Langevin-egyenlet is
leirja.

e v(x) = —yz adott és o%(x) = 0? = 2D, ekkor beszéliink linearis, vagy Ornstein-
Uhlenbeck folyamatrol.

A tovabbiakban ezeket vizsgéljuk meg részletesen.

2.2.4. Wiener-folyamat
Olyan diffazios folyamat, amelyben v(x) = 0 és o*(z) = 2D. Ekkor (2.30) igy modosul:

Opla. ) _ Pyl
ot N ox?

Ezt szokas diffuzios egyenletnek nevezni. Ugyanez az egyenlete pi-nek is (2.31) szerint.

(2.33)

Oldjuk meg a fenti diffuzios egyenletet:
o /
(2.34) D(z,t) = /@zwp(x,w)dx . 9 ((;ﬂf) _ /ew@p(ﬂgttlx ) d.

Az utobbindl az integrandust atirhatjuk a (2.33) altal, majd a kapott eredményt kétszer
parcidlisan integralva a (2.19) természetes hatarfeltételekkel, az alabbit kapjuk:

(ID
9%(z,t) =Dz / p(z,t|x)dz = D2*®(2,t).

A kezdeti feltétellel is adodik ®(z,t) (2.34) alakjabol (2.17) felhasznalasaval:

/

p(z,0lz) =d(x —2') = B(z2,t) ="
Innen a megoldas leolvashato:
D(z,t) = o2 +D2%
Ez egy (2.27) Gauss-eloszlas generatorfiiggvénye, amelyben m = ' és 02 = 2Dt, vagyis
1 _ (z—a')?

e~ apt .
vVar Dt

Ez a diffazids-egyenlet alapmegoldasa, vagy Green-fiiggvénye, ugyanis ha a kezdeti elosz-
lassal Gsszeintegraljuk (2.15) szerint, akkor megkapjuk a rendszer p;(z,t) megoldasat.

(2.35) p(x, t|z’) =

Ergodicitas. Az alapmegoldasbol leolvashato, hogy a Wiener-folyamat ergodikus,
hisz ¢t novelésével a Gauss egyre keskenyebbé valik, végiil Dirac-deltdba megy at:

(2.36) Jim p(x,t|z") = o0(z — o).
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A Wiener-folyamat novekményei Az alapmegoldasbol szarmaztatjuk a Wiener-
folyamat novekményeit. Legyen W; egy specidlis Wiener folyamat, amely az origobol
indul (z' =0, ¢ = 2D), vagyis a W;-hez tartoz6 atmeneti valoszintiség:

22

e 207t

p(x,t]0) =

1
V2mo?t
igy hasznalhatjuk a (2.27) Gauss-eloszlas tulajdonsagait. Ekkor a momentumok:

(W) = [wP(w,t|0)dw = 0,

(Wg) = [w?P(w,t]0)dw = o°t,

(W) = [w?™P(w,t|0)dw =0t =1-3-5-...-(2n — 1)(c?t)",
(W) = o,

(2.37)

és a korrelacios fiiggvény (t > t' esetén):
(2.38) (WWy) = /ww’p(w, t —t'|w)p(w', ¥'|0)dwdw’ = o>t
Ebbél fakadoan altalanos esetben (W, W) = o min{t,t'}.

2.2.5. Gauss-tipust fehérzaj

Tekintsiink egy olyan &; sztochasztikus folyamatot, amelyre a kovetkezdk igazak:

(2.39) (&) =0, (&) =0%5(t—1").

Tulajdonképpen ez egy olyan 0 koriili zaj, amelyben a kiilonb6z6 idépontbeli értékek
egymastol fiiggetlenek, nincs kozottiik korrelacio. & egy ugynevezett adltalanositott szto-
chasztikus folyamat, hiszen nem fiiggvények, hanem disztribticiok vannak benne. Ehhez
hozzarendelhetiink egy valodi Y; folyamatot is:

(2.40) Y, = [ &ds.
/

Ennek a folyamatnak is megnézhetjiik a névekményeit:

t

t ot
ea) = [(@ds=o (i) = [ [ (g dsds = ot minfe,t),
0 0 0
vagyis Y; egy ' = 0 tipusu Wiener-folyamat névekménye, vagyis Y; = W, emiatt Gauss-
eloszlasu. A & fehérzaj tehat felfoghato gy, mint egy Wiener-folyamat disztribicio
értelemben vett derivaltja t szerint.
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2.2.6. Langevin-egyenlet

Legyen & egy (2.39) Gauss-tipust fehér zaj, melyben o2 nem fiigg az x valtozotol. Ekkor
az alabbi egyenletet nevezziik Langevin-egyenletnek:

(2.42) = v(xy) + &

Itt v(z) adja meg az atlagos viselkedést, & pedig az atlagtol valo eltérést. Ezt ugy kell
tekinteni, hogy a ¢ id6pillanatban a jobb oldalon a v(x;) értékhez hozzdadunk egy &
eloszlasa szerinti véletlen szamot. Emiatt maga x; is egy idében valtozo valoszintiségi
valtozo, vagyis sztochasztikus folyamat.

Most megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van a Langevin-egyenlet és a diffizios fo-
lyamatok kozott. Jelolje W, a & altal meghatarozott (2.40) Wiener folyamatot. A

zajnak természetesen nem értelmes a & dt differencialja, hiszen, & disztribtucio, azonban
t+dt
fiiggvény esetben dW; = [ &.ds, vagyis dW; ugyanaz, mint &dt. Igy felithato dz, a
t
Langevin-egyenlet alapjan:

dt
da, = v(zy)dt + dW, + O(dt), (}timo % = 0.

Ebbd6l maris leolvashato, hogy az x; folyamat megvaltozasa csak a t-beli értéktsl és
a Wiener-folyamat megvaltozasatol fiigg, vagyis Markov-folyamat. Nézziik meg dW,
momentumait (2.37) alapjan:

<th> - O,

(AW?) = o2dt,

(dW?2™) ~ (o2dt)™ = O(dt™),
(dwmth) =o.

Ennek segitségével felirhatjuk dx; momentumait:

(day) = (v(ay)dt + dW, + O(dt)) = (v(xy)dt) + (dW;) + O(dt) = v(z,)dt + O(dt)
(da?) = ([v(zy)dt + dW, + O(dt)]*) =

= ([v(x)dt]?) + 2v(z)dt (AW;) + (dWE) + O(dt) = o*dt + O(dt),
(da?) =O(dt), (n > 3).

T sz

diffazios folyamat a v(x) atlaggal és o2 szorassal, vagyis felirhatjuk a megfelels Fokker-
Planck egyenletet a p atmeneti és a p; kezdeti eloszlasra:

(2.43) % = —%[v(w)p] + aa—; {U;pl .

Osszefoglalva: az x; diffizios (sztochasztikus) folyamatrol szél a Langevin-egyenlet. Az
x¢ folyamathoz tartoz6 p atmeneti valoszintiségrol szol a Fokker-Planck egyenlet. A két
leiras ekvivalens. Az egyes paraméterek jelentése:

e o2 jellemzi a zaj szorasnégyzetét.

e v(x) tulajdonképpen a zaj nélkiili differencidlegyenletet hatarozza meg: rendszer
viselkedése zaj nélkiil.
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A Riemann-integral korlatai. Amikor 0% mégis fiigg x-t6] akkor beleiitkéziink a

Riemann-integral korldtaiba, ugyanis nem lesz mindegy, hogy a Riemann-6sszeghen az
intervallum elejérél, kbzepérdl, vagy végérdl valasztunk értéket. Ez alapjan két nevezetes
Sztochasztikus integral, és hozzatartozo sztochasztikus-differencidlegyenlet sziiletett:

o [to-fél integral: amikor az értéket mindig az intervallum elejérsl valasztjuk.

e Stratonovich-féle integral: amikor az értéket mindig azintervallum kézéppontjabol
vessziik.

Stacionarius megoldasok Amikor ergodikus a folyamat, tudjuk, hogy a kezdd, és
az atmeneti valoszintiségek is ugyanahhoz a stacionarius megoldashoz tartanak, emi-
att fontos megvizsgalnunk ezt az esetet is. Az el6bbi (2.43) egyenlet stacionarius p
megoldésai azok, melyekre 0p/0t = 0. Viszgaljuk meg a (2.32) egyenletben definiélt
aramot:

9,
0= _8_xj(x> = J(z) = const.

A (2.19) természetes hatarfeltételekbdl tudjuk, hogy lirin J(x) =0, vagyis a konstans

értéke nulla, igy (2.32) segitségével felirhatunk a stacionarius megoldasra egy egyszert
egyenletet (02 = 2D):

15
(2.44) D% — v(z)p(z) = 0.
Ennek megoldasait altalaban

(2.45) plz) = Ce *@

alakban keressiik, ahol ®(x)-et valamilyen nemnegativ értékiitermodinamikai potencial-
ként foghatjuk fol, és C-t ugy kell megvalasztani, hogy p normalt legyen. Ha ezt beirjuk
a fenti egyenletbe, akkor

d®(x) do(z)

—_DCe %@ 7 —®(z) _ D—") -
Ce = v(x)Ce 0 = o T v(z) =0,
vagyis ®(x) és v(x) meghatarozzak egymaést:

dd(z) 1
(2.46) v(x) =—-D o & Px) = -5 v(x)dz.

Itt az integral a primitiv fiiggvényre utal. Még valamit érdemes megjegyezni: ha ismer-
jiik a p(z) egyenstlyi eloszlast, akkor abbol ®(z) kifejezhets, igy v(x) is, vagyis felir-
hatjuk a nemegyensulyi (2.42) Langevin-, vagy a vele ekvivalens (2.43) Fokker-Planck
egyenletet.

2.2.7. Ornstein-Uhlenbeck folyamat

Az Ornstein-Uhlenbeck folyamat olyan diffuzios folyamat, amelyben v(z) = —vyz line-
aris fiiggvény, és o?(x) = o2 = 2D xz-t6l fiiggetlen. Ekkor a Fokker-Planck egyenlet
(2.43) alapjan (p lehet a kezdeti és az atmeneti valoszintség is):

dp 0?p

9]
(2.47) 5 = 7%(9010) + D@.
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Ugyanigy felirhatjuk (2.42) alapjan a folyamat Langevin egyenletét is:
(248)  lt) = —9a(t) +E(@), (€)Y =0, (EDEF) = 2D8(t — ).
Stacionarius megoldas. v(z) = —yz, igy (2.46) alapjan felirhatjuk ®(z)-et:

O(z) = —%xz +InC.

Ebbdl (2.45) alapjan felirhatjuk a p stacionarius eloszlast:

(2.49) pz) = ,/%LD e~

ahol felhasznaltuk, hogy a Gauss-eloszlas ezzel a konstanssal normalt.

Az atmeneti valoszintiség generatorfiiggvénye. A fenti (2.47) egyenletet meg-
oldhatjuk a p(x,t|z’) atmeneti valoszintiségre, figyelembe véve a (2.17) kezdeti feltételt,
a (2.19) természetes hatarfeltételeket, mint peremfeltételeket, és a (2.18) normalasi fel-
tetelt. Irjuk f6l a (2.2.1) generatorfiiggvényt:

e
a 8zn z:0‘

G(z,1) :/ezxp(:zr,ﬂw’)dx, (x™)

Szorozzuk meg (2.47) mindkét oldalat e**-el, majd integraljuk mindkét oldalt = szerint.

Az egyes tagok:

zz0p .. _ 0G
Je adT = G

9%p 2
zT _
f@ Wdl‘ =z G,

[e* L (zp)dr = —z [ e**apde = —2%2.
Itt az utobbi két esetben a parcialis integralast és a természetes hatéarfeltételeket alkal-
maztuk. Igy végeredményként az alabbi egyenlethez jutunk:

oG oG

2.50 — — = D2*G.
(2:50) o e T 7
Ez mar csak egy elsérendii egyenlet. Ha beirjuk G definiciojaba a p-re vonatkozo kezdeti
feltatelt, akkor a G(z,0) = e** kezdeti feltételt kapjuk G-re.

G egyenletének megoldasa a karakterisztikak modszerével. A megoldas a (z,t)
sikon van, igy kereshetjiik s — (z(s),t(s)) alakban. Mivel G(s) = G(z(s),t(s)) ezért a

derivalt:
dG(s) _ 0G dz(s)  OGdt(s)

ds 0z ds ot ds
Ha ranéziink (2.50) baloldalara, akkor leolvashatjuk, hogy

d=(s) =vz(s) = z(s) =ce”’, dt(s)

=1 = s.
5 e = t(s)=s
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Ezzel a valasztéassal a (2.50) egyenlet %ﬁs) = Dz*(s)G(s) alakii lesz, ami szétvalaszthato:

S d , S l
= Dz*(s)ds = GG(S)) = DCQ/eQVS ds’.
0

A hatarokat az motivalta, hogy t(s) = s, és tudjuk, hogy t > 0. Az integralas utan

2vs _
€ 1

InG(s) —InG(0) = De >

Y

ahol a kezdeti feltétel alapjan G(0) = G(z(0),t(0)) = G(c,0) = . Ebbsl G(s)-t
kifejezhetjiik:
2
G(s) = e+ (1),

G-t visszairhatjuk z és t valtozokra, hiszen s = t, és igy z = ce"!, vagyis ¢ = ze .

(2'51) G(Z,t) _ eza:’e*'yt—i—DQf{ (1_672%).
p kifejezése G-b6l. Vezessiik be az

zo=ae " és o = (1 — e’ht)

=2 |G

o2
jeloléseket. Ekkor G(z) = et %% vagyis @ a Gauss-eloszlas (2.27) generatorfiiggve-
nye. Ebbdl adodik, hogy p Gauss-eloszlas:

1 (z—wq)?

p(:l:',t‘:l:'/) = \/ﬁe 202

Az Ornstein-Uhlenbeck folyamat ergodikus. Ha a most megkapott p atmeneti
valosziniiségben ¢ — oo, akkor a hatarértékben megkapjuk a (2.49) stacionarius elosz-
last. Ez azt jelenti, hogy a folyamat ergodikus.

(2.52)

Korrelacios fliiggvény stacionarius allapotban. A stacionarius allapot azt jelenti,
hogy p1(z,t) = p(x). Ekkor (2.7) alapjan, t > t' esetén:

(vpwy) = //a:x'pQ(x,t;x',t’)dxdx' = /x' {/xp(x,t—ﬂx')dx pla’)da’.
Most hasznaljuk ki, hogy ismerjiik a p és p eloszlast:
[ap(z,t — |2 )dz = (z) = 2g = 2’e 1),
[ a?3(a)ds’ = (%) = D7,

Ezekbdl leolvashatjuk a korrelacios fiiggvényt:

D /
(2.53) (zy0) = Ze Vv € R
v
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2.2.8. Altalanositas tobb valtozora

Most a Langevin-egyenlettel leirhato folyamatoknak adjuk meg a tobbvaltozos alakjat.
Elgszor is x := (21, %2, ...,2,). A £(t) € R” Gauss-tipust fehérzaj, ha

(2.54) (&) =0, (&G@)E(t)) =2Dyo(t —t'),

ahol a D méatrix szimmetrikus (hiszen a korrelacio is az), és pozitiv (szemi)definit?® (hisz
sajatértékei a szorasnégyzetek).

A (2.42) Langevin egyenlet vektoros alakja (v : R" — R"):
(2.55) x(t) = v(x(t)) + £(1).

Az ezzel ekvivalens (2.43) Fokker-Planck egyenlet vektoros alakjat is felirhatjuk a p(x, t)
valoszintiségi eloszlasra:

B
(2.56) 8—72 = —divJ, ahol J=vp—Dgradp.

Stacionarius megoldasok. Stacionarius esetben divJ = 0. Ebbdl viszont nem ko-
vetkezik, hogy J konstans lenne. Ebben az esetben a szokasos formaban keressiik a
stacionarius megoldést:

(2.57) p(x) = ce” 0]

ahol ¢ a normalasi tag, ® pedig valamilyen nemnegativ értékd termodinamikai poten-
cidlként foghato fol, igy ® gradiensére valamilyen ercként tekinthetiink. Vegyiik észre,
hogy ekkor grad p = —p grad ®, vagyis

(2.58) 0=divJ =div[(v+ Dgrad ®)p].

Erdemes megvizsgalni két egyszeri esetet, amelyek teljesitik a divJ = 0 feltételt.

Els6 eset: J = 0. Ez azt jelenti, hogy a p-vel jellemzett stacionarius allapotban
(egyenstlyban) nincs valosziniiségi dram. Ekkor (2.58) szerint v = —D grad . Ezt
irjuk be a (2.55) Langevin-egyenletbe:

(2.59) x(t) = =D grad ®(x(t)) + &£(¢).

Zaj nélkiili, vagy determinisztikus mozgéasrol beszéliink, ha £(¢) = 0. Ebben az esetben
(2.60) x(t) = =D grad ®(x(¢)).

Nézziik meg hogyan viselkedik ® a rendszer altal bejart x(¢) palya mentén:

d(x(t)) = (grad ®)x = —(grad ®)D(grad &) < 0,

3Egy szimmetrikus A méatrix pozitiv szemidefinit, ha tetszéleges x vektor esetén xAx =
n
> Ajjzixz; > 0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha A sajatértékei nemnegativak. Pozitiv definitnek
ij=1
akkor nevezziik az A matrixot, ha tetszéleges nem nulla x vektor esetén xAx > 0. Ez akkor és csak
akkor teljesiil, ha A minden sajatértéke pozitiv.
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hiszen D pozitiv definit, és emiatt ®(x(t)) = 0 akkor és csak akkor, ha grad ® = 0. Ez
azt jelenti, hogy ® idGderivaltja az x(t) palya mentén altalaban negativ, azaz ® a pélya
mentén csokken, és csak akkor nulla, ha ®-nek szélsGértéke, jelen esetben minimuma
van, vagyis amikor (2.60) szerint a mozgas megall (grad® =0 = x =0). Ez egyben
egy lokalis legnagyobb valoszintiségi allapot is, hiszen @ lokalis minimuménal p-nek
lokalis maximuma, van.

Osszefoglalva: determinisztikus mozgds sordn olyan a rendszer x(t) pdlydja, hogy ® e
pdlya mentén dllandoan csokken, és akkor dll meg a rendszer, ha belekeril ® valamilyen
lokdlis minimumdba. Ha van zaj, akkor az folyamatosan arra torekszik, hogy kilokddsse
a rendszert ezekbdl a lokalis minimumokbol. E két folyamat egyensiilyabol alakul ki az
egyensilyi eloszlas. Ezt a jelenséget disszipativ mozgasnak nevezziik.

Masodik eset. Legyen Q egy tetszéleges n X n-es antiszimmetrikus matrix.
(2.61) v := Qgrad ® — D grad ®.
Ekkor (2.58) alapjan

divJ = div [pQ(grad ®)] = (grad p)Q(grad ®) + pdiv [Q(grad ®)].

Itt hasznaljuk ki, hogy grad p = —pgrad ®, és irjuk ki indexek szerint az eredményt:

divd = —p Y Qy(0:2)(9;0) + Y Qi(0,0;®) =0,

i, (2%
ugyanis Q antiszimmetrikus, azaz Q;; = —Q;;, ebbdl fakadbéan az 6sszeg mindkét tagja

kiilon-kiilon nulla. Ha tehat v-t (2.61) szerint véalasztjuk, akkor teljesiil a divJ = 0
stacionaritasi feltétel.

Vizsgéljuk meg most is a determinisztikus mozgast. A Langevin-egyenlet ekkor
(2.62) x(t) = v(x(t)) = (Q — D) [grad ®(x(1))] .
Nézziik meg mi torténik ®-vel a rendszer altal bejart palya mentén:

®(x(t)) = (grad ®)x = (grad ®) (Q — D) (grad ®) = —(grad ®)D(grad ®) < 0,

ugyanis (grad ®)Q(grad ®)-r6l mar az elgbb belattuk, hogy nulla, a fennmarado6 részt
pedig az el6z6, J = 0 esetben részletesen megvizsgaltuk, vagyis a rendszer ugyanigy
viselkedik, mint a J = 0 esetben: a rendszer x(t) péalyadja mentén @ allandoan csokken,
mig el nem éri & valamelyik lokalis minimumaét, ahol megall. v fenti (2.61) alakjaban
az els6 tagot reverzibilis résznek, a masodik tagot disszipativ résznek nevezziik. A
reverzibilis név arra utal, hogy nem befolyasolja ®-t a mozgas palyaja mentén.
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2.3. Brown-mozgas

Folyadékokban, vagy gazokban 1évé apro részecskék zegzugos, véletlenszeri mozgast
végeznek. Ezt a jelenséget nevezziik Brown-mozgasnak. Ma mér tudjuk, hogy ennek
az az oka, hogy az apro (de a folyadék, ill. gaz molekulainal sokkal nagyobb) részecske
allandoan iitkozik a gaz ill. folyadék molekulaival, és ennek koszonhets ez a véletlenszerti
mozgés. Természetesen, egy bizonyos méret folott, ezek az apro részecskék mar semmit
nem mutatnak a molekularis iitkzésekbdl.

Tekintsiik egy m-tomegi apro részecske mozgasat az egy adott irdnyban. Jel6lje ebben
a kitiintetett irdAnyban a részcseke impulzuséat p. Ekkor a Stokes-féle ellenallasi torvény
értelmében

(2.63) p=-w+K,

ahol az els§ tag a surlodési er§ (sebességgel aranyos), a masodik tag pedig egy allando
er§, ami az adott irdnyba hat. Ha ezt a torvényt alkalmazni szeretnénk a Brown-
mozgasra, akkor a (2.42) Langevin-egyenlethez jutunk, ahol K helyébe a £ véletlen erdt
irjuk, ami tulajdonképpen a részecske véletlen-szerii iitkdzése a molekuldkkal. A valo-
sagban ezekbdl a véletlen iitkdzésekbdl szarmazo korrelaciok - tehat az, hogy mekkora
hatassal vannak egy adott ¢ idGpillantbeli iitkozések, a t + At idGpillantbeli iitkozé-
sekre - igen kicsinyek mar kis At-k esetén is, vagyis a fehérzaj kozelités jo modellje a
rendszernek.

Most els6ként egy altalanosabb problémat vizsgalunk, majd annak specialis eseteként
allitjuk el6 a Brown-mozgast, és més fizikailag érdekes szituaciokat, majd megvizsgaljuk
ezek tulajdonsagait.

2.3.1. Klasszikus mozgas hétartalyban, egy-dimenziéban
Legyen egy egy-dimenzioban mozgd pont Hamilton fiiggvénye:

p2

2.64 =—+U(x).
(2.64) H(r.p) = 2+ U(s)
Ekkor az egyenstlyi Boltzmann-eloszlas
1 1

(2.65) p(z,p) = Ee_ﬂH(m’p), 7 = /e‘ﬂH(m’p)dxdp, = T
Most irjuk le a nemegyensilyi viselkedést. Ehhez hasznaljuk a (2.57) eloszlast:
(2.66) ®(z,p) == PH(z,p),
igy a Hamilton-féle kanonikus egyenletek:

. p OH od . OH 0P

=—=—=kI— =—— =—kT—.
= m op op’ b Ox Ox

Ezeket Osszevetve a (2.63) egyenlettel, felirhatjuk a (2.55) Langevin-egyenleteket az x
és a p valtozokra:
od od od od

P = kTS, = —kT" —ymi 4+ € = kT2 — ymkT > + €.
. op’ p Ox ymi + ¢ or 0p+€
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Ezt az egyenletrendszert atrendezhetjiik olyan forméra, hogy megfeleltethets legyen a
tobbvaltozos altalanositasdnal vizsgalt stacionarius megoldasok masodik esetével:

i 0, kgT g2 0, 0 g2 0
(2.67) = be | — ve |+ :
p —kgT, 0 B 0, ymkpT % §
~ ——

N (& J/
~~

Q grad ® D grad ®

Ebbdl felirhatjuk a (2.61) és a (2.56) altal a Fokker-Planck egyenletet egy tetszéleges
p(z,p,t) eloszlasra. Itt a jelolés zavard, hiszen a kiilsé p az eloszlasra, és a bels6 p az
impulzusra utal, igy érdemes p(x, mv,t) = p(z,v,t)-t hasznalni, és figyelembe venni,

Op(z,p,t) __ 1 Op(z,v,t)
hogy Op T m dv

__ 9+ 2 [(ldU(ﬁf) +vv) p} | kT 0%

ov |\m dzx m  Ov?’

(2.68)

S|
@

A megoldasok szempontjabol nincs sziikség a teljes (2.67) Langevin-egyenletrendszerre,
hiszen ebbdl az els6 az & = p/m, vagyis az impulzus definicidja, igy elég a méasodik
egyenletet vizsgalni:

. dU(z)
(2.69) p=-—g, ~Wts

vagyis valojaban egy egyvaltozos, kibévitett Langevin-egyenlettel van dolgunk.

2.3.2. A Brown-mozgas vizsgalata

Brown-mozgasrol akkor beszéliink, amikor U(z) = 0. Ekkor az el6bbi egyenlet

p=-+E,
vagyis megkaptuk az Ornstein-Uhlembeck folyamatnak a (2.48) Langevin-egyenletét.
Térjlink at sebességre: p = mw, legyen n = £/m, igy

mu?

2kgT

(2.70) b =—yw+n, @) =0, (t)nt)) =2Di(t-t), ()=

Ismerjiik az egyensulyi eloszlast (2.45) alapjan, ami most Gauss:

[ m _ ma?
= — 2kgT
(271) p(v) 27T]fBT € B 9

és fel tudunk irni egy Osszefiiggést D és v kozott (2.46) segitségével:

mD
2.72 = —.
(2.72) V=T

Mivel Ornstein-Uhlenbeck folyamatrol van szo, ezért egyrészt ismerjiik az atmeneti valo-
szintiségeket (2.52), és a korrelacios fiiggvényt (2.53). Ez utobbit érdemes megismételni:

(2.73) (w(t)v(t)) = W@‘“’“_t/' = gm (v*(t)) = %k‘BT,
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vagyis a sebesség szordsnégyzete minden idGpillanatban az egyensiilyi eloszlas szoras-
négyzete, és ez az érték Osszeegyeztethets az ekviparticio-tétellel

Szeretnénk mondani valamit a részecskék helyérdl is. A sebesség v(t) egy Ornstein-
Uhlenbeck folyamat, aminek az atmeneti valoszintisége, mint tudjuk, Gauss. A hely,
x(t) is egy sztochasztikus folyamat, ami valamilyen értelemben a sebesség id§ szerinti
integrélja, vagyis z(t) is Gauss-szertien fog viselkedni. Most csak az atlagokra vonatkozo
integralasokat végezziik el.

és a szoras, amihez hasznaljuk fel a (2.73) korrelacios fiiggvényt:

([z(t) = 2(0)]%) _/tdS/tdS’ (v(s)v(s") kBT/ds/dse Ys—s'| _

Vizsgaljuk meg az integralasi tartoményt geometriailag:

>

S

t

Az integral értéke ugyan az lesz a két hdromszogben, igy

¢
QkT 2ksT 78— 1 2ksT i |
B /ds/ds’e‘”’S ) = 2B e_'yse ds = 228 {t—l—e—].
m v my v

Ez kis idGk esetén, azaz ha exponens sorfejtésében masodrendig haladunk, atalakul az

kT

m

(x(t) = 2(0)) = —1*

eredménnyé, amiben az az érdekes, hogy nem szerepel benne a ~ csillapitisi, vagy
surlodasi tényez6. Nagy id6kre pedig, tehat amikor ¢ >> 1, azt kapjuk, hogy

2kgT kgT

t = D= .
mry mry

(x(t) — 2(0)) =

Megkaptuk tehat az z(t) folyamat difftizios egyiitthatojat. Ez az Einstein-relacio.



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 46

2.3.3. Mozgas harmonikus-oszcillator potencidlban

Legyen U(z) = imwiz?. Ekkor a (2.69) egyenlet alakja:

(2.74) &, = —woa:t—thr S +£, (&) =0, (&&)=2Dm?*5(t—t'), D=

’kaT

m

ahol f; egy determinisztikus kiils6 gerjesztés, és felhasznaltuk a (2.72) Osszefiiggést,
illetve azt, hogy el6bb &/m korrelacios egyiitthatojat jeloltiik 2D-vel (igy keriilt be m?).
Fourier-transzformaljuk ennek az egyenletnek mindkét oldalat:

é'w fw 1 §w+fw

275 . 2 w = — 5 w w - - = w = .
(2.75)  (iw)°x WoZe + (tw)ya + ot x G = (i) T

Innen x,, atlagat kénnyen ki tudjuk fejezni, hiszen

[e.9]

() = / e (&) dt = 0,

—00
a tobbi tag pedig konstans az atlagképzés szempontjabol:

1 1

(2.76) (ro) = x(@)(W), xw) = Sy

Itt x(w) un. linearis valaszfiiggvény: az f(w) altal keltett kis gerjesztésekre a rendszer
(z,) elmozdulasa aranyos.

A valaszfiiggvény poélusai.

v
(iw)? — (WY +wpg =0 & iw= Ei ” —w?
Két eset lehetséges:
e ha w§ > 7*/4, akkor w = —ig £+ /Wi — %, vagyis a polusok az also félsikon

vannak (csillapitott eset).

e ha w2 < ~?/4, akkor w = — (7 + \/— — wo), vagyis a polusok az imaginarius

tengelyen vannak (tulcsillapitott eset).

A valaszfiiggvények eleget kell tennie a kauzalitdsnak, és fiiggetleniil a zavar bekapcsoléasi
idejétsl, ugyanolyan viselkedést kell mutatnia. E két tulajdonség egyijtt azt eredmé-

nyezi, hogy x(7) 7 < O-ra nullat ad. Ezzel ekvivalens, hogy x(z f x(7)e”*7dr, vagyis

a komplex szamsikra kiterjesztett Fourier-transzformalt a felsd fe151kon analitikus. A
polusok tehat az also félsikon, vagy a valds tengelyen lehetnek.
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Korrelacios fiiggvények. Most keressiik meg a (£,£./) korrelacios fiiggvényt. Kezd-
jik azzal, amit tudunk:

(&) = 2ymkpTé(t — t') = 2ymkgT / ‘;w —iw(t—t') _
T

—0o0

- 27mk:BT/ o / e WteT W O (w + W),

de ez kifejezhetd a keresett korrelacios fiiggvény inverz Fourier-transzformaltjaként is:

(&) = / / et (e g )

A két eredménybdl leolvashato, hogy
(2.77) (.80 = 2ymkpT2mo(w + w').

A rendszerben van egy id&eltolasi invariancia. Ez a korrelaciokban gy jelenik meg,
hogy csak azok a frekvencidk maradnak meg, melyek Gsszege zérus. A (2.75) kozvet-
len behelyettesitésével kiszamithatjuk az x, korrelacios fiiggvényét (kihasznalva, hogy

(&) = (€)= 0):

_ 1 (6bw) + fuf-u
m? [(iw)? — (iw)y + wi [(iw)? + (iw)y + wi
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2.4. Master-egyenlet

Tekintsiink egy olyan homogén Markov-folyamatot, ahol az allapottér diszkrét. Adott
a p1(n,0) kezddeloszlas és a p(n,t|m), ¢ > 0 atmeneti valosziniiség. Fejtsiik sorba
p(n, sjm)-et s szerint:

op(n, slm
p(n slm) = p(n, 0pm) + Ay oy
s=0
Itt (2.17) szerint p(n,0|m) = Opm. Wom = W , ezt gy is tekinthetjiik, mint

idGegységre jutd atmeneti valoszintség. Ezekkel az elgbbi egyenlet:
(2.78) p(n, 8|m) = Gpm + Woms + O(s2).

Tekintsiik s-t elegendden kicsinek ahhoz, hogy O(s?) elhanyagolhato6 legyen. w,, valo-
szintiségi jellegét ekkor konnyen ellendrizhetjiik:

e Ha n # m, akkor p(n, s|m) = wy,s. Mivel s > 0 és p nemnegativ fiiggvény, igy
Wnm Nemnegativ, vagyis lehet valoszintiségi jellege.

e Ha n = m, akkor p(m,s|m) = 1 4+ wpm,s. Mivel p < 1, és s > 0, ezért Wy, < 0,
vagyis ekkor nem lehet valoszintiség.

Wimm nem fiiggetlen a tobbi tagtol, ugyanis Gsszegezve a (2.78) egyenlet mindkét oldalat
n-re, és felhasznalva a (2.18) normalést, az alabbi eredményt kapjuk:

2
1= 1—|—sanm+O(32) = anm: Ols )

S
nes) neQ

Itt az s — 0 hataratmenetben 1iII(l) O(s?)/s = 0, vagyis
(2.79) Wym = — Z Wym.-

A Chapmann-Kolmogorov egyenletnek egy sokatmond6 differencialis alakjat is felirhat-
juk az eddigiek segitségével. Elészor is tekintsiik p(n,t + s|m) sorfejtését:

0 t
(.t + slm) = pln tm) + P04 oy

Masrészt viszont a (2.16) Chapmann-Kolmogorov egyenlet és a (2.78) szerint

pn,t+sim) = " p(n,s|p(l,tlm) =Y [6u + ws + O(s*)] p(l, tjm) =
e eQ

= p(n,tlm) + s Y wap(l,tlm) + O(s”).
1eQ
Minthogy az el6bbi két egyenlet bal oldalai azonosak, igy a jobb oldalak is azok:
Ip(n, tjm) O(s’)
ot '

= Z wrp(l, tjm) + wpnp(n, tlm) +
1€Q\{n}
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Itt s — 0 hataratmenetben O(s?)/s eltiinik, és ekkor (2.79) is hasznalhaté. Igy jutunk
el az an. Master-egyenlethez:

p(n,tim)

(280) T — Z [wnlp(la t|m) - wlnp(n7 t|m)] .

Itt nyilvan folosleges kizarnunk az Osszegben az [ = n esetet.

2.4.1. p; kielégiti a Master-egyenletet
Derivaljuk (2.15) mindkeét oldalat ¢ szerint:

Op1(n, t) _ Z Op(n, tjm)

ot o P(m.0).

mes)
Alkalmazzuk a (2.80) Master-egyenletet:

O ) 5 5™ fuapll,t) — s, )] 1 (o, ).

me 1eQ

Itt (2.15) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy p; is kielégiti a Master-egyenletet:

(2.81) % = > [wapr(Lt) — wipr (n,1)].

e

2.4.2. Stacionéarius (egyensilyi) megoldasok

Stacionarius esetben, vagyis amikor pi(n,t) = p(n), az el6bbi egyenlet:

(2.82) 0="> [wup(l) — wnp(n)], Vn € Q esetén.

e

Ha ismerjiik a w,,, dtmeneti valoszintiségeket, akkor ennek az algebrai egyenletrend-
szernek a megoldasaval megkereshetjiik a w,,,-hez tartoz6 normalt stacionarius p meg-
oldasokat.

2.4.3. Részletes egyensiily

Részletes egyenstlyrol akkor beszéliink, ha az el6bbi egyenlet tagonként zérus, azaz
(2.83) wyp(l) = wipp(n), Vn,l € Q esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy p olyan stacionarius megoldas, amely teljesiti a részletes
egyensulyt.
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2.4.4. 1dstiikrozési invariancia
Id6tiikrozési invarianciarol akkor beszéliink, ha
(2.84) pa(n,t;m,t') = po(m, t;n,t'),
igy (2.11) szerint, t' = 0 esetén, valamely p stacionarius megoldésra
p(n, tim)p(m) = p(m, tin)p(n).
Alkalmazzuk a (2.78) sorfejtést. A §,,,-es tagok mindkét oldalon egyenldek, igy kiesnek.
O o wiom) = wii(n).

Azt kaptuk tehat, hogy ha id&tiikrozési invariancia van, akkor minden stacionarius
megoldasra fennall a részletes egyenstly.

(2.85) wnmﬁ(m) = wmnﬁ(”) +

2.4.5. Véges allapottér esete

Legyen Q = {1,2,...,N}. Ekkor megadhatjuk az atmeneti valosziniiségeket egy w
N

N x N -es matrix formajaban, amely teljesiti a (2.79) egyenletet: > wp,, = 0. Konnyii

n=1
belatni, hogy ekkor w minden pozitiv egész hatvanya is teljesiti ezt. Jelolje p(t) azt a
matrixot, amelynek elemei a p(n,t|m) dtmeneti valoszintségek. Ekkor a (2.80) Master

egyenlet és a (2.17) kezdeti feltétel szerint

p(t)=wp, p(0)=1 = p(t)=e""

Vegyiik észre, hogy p(t) = T,, ahol ez utobbi az infinitezimélis operatorrol sz616 (2.1.3)
részben bevezetett operator. Ebbdl fakadéan w itt maga az infinitezimalis operétor.

Tulajdonképpen tetszbleges (2.79) egyenletnek eleget tevé w matrixal felépithetiink
igy p(t) atmeneti valoszintiséget. Hiszen p(t) = e eleget tesz a (2.16) Chapmann-
Kolmogrov egyenletnek, és mivel w minden pozitiv hatvanyara is iga (2.79), ezért p(t)
hatvanysorabol kihozhato, hogy p(t) eleget tesz a (2.18) normélasnak.

2.4.6. A Master-egyenlettel kapcsolatos fizikai feladatok

e Egy fizikai folyamat w,,, atmeneti valoszintiségeit valamilyen fizikai érvekkel meg-
probaljuk meghatarozni. Ezekkel felirjuk a Master-egyenletet és megoldjuk.

e Tudjuk, hogy mi a p egyensulyi eloszlas (pl. kanonikus eloszlashol). Ehhez meg-
probalunk olyan w,,,,-eket vilasztani, amelyekre fennéll a részletes egyensily, majd
ezekkel megoldjuk a Master-egyenletet. (A részletes-egyensily hasznélata helyett
méas modszereket is valaszthatunk az dtmeneti valosziniiségek meghatérozasahoz.)

e Nem érdekel a dinamika, csak az egyensilyi eloszlas (Monte-Carlo modszerek).
Szeretnénk meghatarozni a sokasag atlagait, de nem megy valami miatt. Ilyen-
kor definidlunk egy Master-egyenletet az egyensulyi eloszlashoz (tehat olyan wy,,
atmeneti valoszintiségeket vesziink, amelyek az adott egyenstlyi eloszlashoz tar-
tanak) és sokasagatlagok helyett idGatlagokat szamolunk. Kérdés persze, hogy a
rendszer barhonnan elinditva egyértelmtien az adott egyensilyi eloszlasba kertil-e.
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2.5. H-tétel és alkalmazasai

Legyen adott egy 2 allapottér és a w,,, atmeneti valosziniiségek. A rendszer grafjat
ugy konstrualhatjuk meg, hogy kijeldljiik az Q2 allapottér elemeinek pontjait a sikon, és
akkor rajzolunk m — n iranyitott élt ha w,,, > 0. Ez a graf irreducibilis, ha barmely
allapotbol eljuthatunk végessok lépésben barmelyik allapotba.

Allitas. Tegyiik fel, hogy az allapottér irreducibilis, és van olyan p(n) stacionarius
megoldas, melyre fennall a részletes egyensiily. Ekkor a folyamat ergodikus, és a staci-
onarius hatareloszlas a p.

2.5.1. A H-tétel levezetése

p(n) > 0, minden n-re. Eldszor is megmutatjuk, hogy ekkor p(n) > 0, minden n-
re. Valasszunk egy olyan n allapotot, hogy p(n) > 0 (ilyen van), és véalasszunk egy
tetszéleges k allapotot. n-bdél k-ba véges sok lépéssel el lehet jutni:

n—l —l—...—=1—k

wy, > 0 és a részletes egyensuly miatt p(n)wy, , = p(li)wy,,. Itt a bal oldal pozitiv,
igy a jobb oldal is az, vagyis p(l1) > 0. wy,;, > 0 és a részletes egyensily miatt
Pl )wiy g, = p(la)wy, 4,. Itt a bal oldal pozitiv, igy a jobb oldal is az, vagyis p(l2) > 0.
Ezt tovabb csinalhatjuk, amig el nem jutunk k-ba, igy p(k) > 0.

A H fiiggvény. Legyen p(n,t|k) megoldasa a Master-egyenletnek (w,,-ek adottak,
igy felirhato és megoldhato a Master-egyenlet). k-t most tekintsiik rogzitettnek, és
vezessiik be a p(n,t) := p(n, t|k) jelolést.

n, t)
(2.86) Z p(n,t)l )

Mivel 3 p(n,t) = > p(n) =1, ezért y,, := £ ( ) bevezetésével
nesd ne

H = Z[ ’t)—p(nt—i-p } Zp (Yo Iny, —yn + 1]

ne (TL) ne

Tekintsiik az f(y) = ylny — y + 1 fiiggvényt (y > 0). Konnyen ellendrizhetd, hogy
f(1) = 0, minden més helyen pozitiv, s6t 0, illetve oo hatarértékben sem tart nulldhoz.
Ebbdl kovetkezik, hogy H > 0, és mivel p(n) mindig pozitiv, ezért H = 0 akkor és csak
akkor, ha mindegyik y,Iny, —y, +1 = 0. Ez y, = 1 esetén all fenn, vagyis H = 0
akkor és csak akkor, ha p(n,t) = p(n) minden n-re.

H derivaltja. Derivaljuk a (2.86) H fiiggvényt id6 szerint. Itt az Gsszeghen csak azok
a tagok szerepelnek, melyekben p(n,t) # 0, hiszen az ilyen tagok H-hoz sem adnak

semmit.
=Sty e

B pnt) o plnt
Spmt) pm = 2P O
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ugyanis Zp(n t) =5 Zp(n t) =21 =0. Most hasznéljuk fel a (2.80)-t

p(n, 1)

H(t)= > [wup(l,t) = wiup(n,t)] In

e p(n)

+ H(t):m;#[wlnp(n,t) wnp(l, )] In g(z)) ZSZ@Z
o . o 1 (P06 D)

2H(t) = ) [wup(l,t) — wip(n, 1)]1 (ﬁ(n) p(l,t))

n,l, n#l

Az utobbi egyenletben az 6sszegzésbdl kihagyhatjuk azokat a tagokat, amelyeknél w,,; =
0, hiszen ekkor a részletes egyenstly és p pozitivsaga miatt wy, = 0, vagyis az ilyen tagok
nem adnak jarulékot.

: 1 winp(n,t) | (p(n,t) p(l)
0 =3 3wt [ 35| (a0

w
n.l ntl nlP\¢,

Itt wy, /wa = p(1)/p(n), a részletes egyensily miatt. Igy bevezetve az y,; :=
jelolést, a fenti egyenlet alakja:

(2.87) () = 5 3 wap 1)1~y I

n, n#l

Vizsgaljuk az f(y) := (1 — y)Iny fiiggvényt (y > 0). Konnyen ellendrizhets, hogy
f(1) = 0 és minden més helyen negativ, és 0, illetve oo hatarértékben sem tart nulldhoz.
Mivel wyp(l,t) > 0, azért H < 0, vagyis H monoton csokkend.

Végeredmény. Mivel H nemnegativ és monoton csokkend, ezért t — oo esetén véges
hatérértékhez tart. Ebbél fakadéan lim H = 0, hiszen H monoton csOkkendleg torténd

t—o00

véges hatarértékhez tartisa azt jelenti, hogy az érinté fokozatosan atmegy vizszintesbe.

Nagyon nagy t-kre mér p(n,t) = p(n,t|k) sem lehet nulla, hiszen a graf irreducibilis,
vagyis k-bol n-be véges sok 1épéssel el lehet jutni, igy a k-bol n-be jutas valoszintisége
elég nagy id6 utan mar biztosan pozitiv. Ez azt is jelenti, hogy nagy t-k esetén a (2.87)
Osszegben csak azok a tagok nem szerepelnek, melyekben w,; = wy, = 0.

t — oo esetén (2.87) bal oldala nulla, jobb oldala pedig csak akkor lehet nulla, ha az
Osszegben szerepld Gsszes nl parra y,,; = 1.

~ p(n,t) p(l) p(n,t)  p(l,t)
= = =
p(n) p(l,t) p(n) p(l)
Node a normaléasi feltételek miatt

A pn)=> pnt) = A=1

neQ neQ

Latjuk tehat, hogy y,, = 1 esetén p(n,t) = p(n) és p(l,t) = p(l). Minthogy az irreduci-
bilitas miatt az 6sszegben szerepld nl parok osszesen lefedik az allapotteret, és barmely
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k-bol indulva végigmehetiink a levezetés eddigi lépésein, igy arra a végeredményre ju-
tunk, hogy

(2.88) tlim p(n,tlk) = p(n), Vn,k € Q esetén.

Ez a H-tétel*. Az irreducibilitas és a részletes egyenstly fennallasa tehat ergodikus
rendszerhez vezet. Fontos kovetkezmény, hogy tlim H(t)=0.
—00

2.5.2. Alkalmazas a kanonikus sokasagra

Legyen E : 2 — R alulrél korlatos fiiggvény. Ekkor

1
2.89 Z = “PEn - p(n) = —e P
(289 S ) = e
neq)
Ezt nevezziik Boltzmann-féle kanonikus eloszlasnak. Altalaban egy fizikai rendszer mik-
roszkopikus szintjén fennall az id6tiikrézési szimmetria, igy w,,, definidlasakor kiindul-

hatunk a részletes egyensulybol, igy n # m esetén

(2.90) Wpme PP = wppe PP = Ynm e PEn—Em)
wmn
Wy, meghatarozasahoz pedig (2.79)-et kell alkalmazni. Ez az eljaras rendkiviil nagy
szabadsagot ad a w,,, értékek meghatarozasahoz. Minthogy itt mindegyik w,,,,n # m
érték pozitiv, ezért a graf irreducibilis lesz, vagyis fennall a H-tétel: a (2.80) Master-
egyenlet p(n,t|m) megoldasa esetén
1
i =D = — —BEn

Jim plrn, thm) = () = e 7P
Mindenek el6tt vizsgaljuk meg az idGbeli valtozas, és az egyensiilyi termodinamikai
fogalmak kapcsolatat. Legyen m tetszéleges, de rogzitett allapot és p(n,t) := p(n, t|m).
Ehhez hasznaljuk a (2.86) H fiiggvényt:

H:Zp(n,t)lnp(n,t)—Zp(n,t) [—BE,—InZ] >0 /l

nes) neqQ B
_1
B0

Bevezetve az alabbi jeloléseket, szemléletes alakra hozhatjuk ezt az egyenletet:

S pn ) np(n, ) + 3 p(n, ) B, + % nZ > 0.

ne ne)

b=
F=-§lnZ,
() = 3 p(n,t)E,. = keTH() = 715w () + (B) —F 2. 0.

ne) e

—T'Sing(t) = % Zgzp(n, t)Inp(n,t),
ne

Fnemegyensﬁlyi(t)

4A bizonyitas az utolsé rész kivételével korrekt. Az utolsé részben tulajdonképpen hallgatolagosan
azt hasznaltuk ki, hogy p(n,t)-nek létezik pozitiv hatarértéke. Ez azonban még bizonyitasra szorul.



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK 54

Lathatjuk tehat, hogy Fiemegyensityi(t) > F. Ha t — oo, akkor H — 0, igy

tILI& Fnemegyensu’lyi(t) =F
Az eredmény rendkiviil szemléletes: egy fizikai rendszer nemegyensilyi szabadenergiaja
nagyobb az egyensilyi szabadenergianal. Az id6 mulasaval pedig mindenképpen beall
az egyenstly.

2.5.3. Metropolis algoritmus

Késziteni akarunk egy olyan algoritmust, ami a (2.89) egyensilyi eloszlashoz tart. Ehhez
vezessiik be a kovetkezs jeloléseket (n # m esetén)

L, ha E, < Ep,

un. elfogaddsi valdsziniség
e BE—Em) ho B, > E,,. ’

A(m—>n):{

g(m — n) =g(n — m) in. kivdlasztdsi valdsziniséy.
Ezek segitségével vezessiik be az atmeneti valoszintiségeket:
Wym 2= g(m — n)A(m — n).

Ekkor teljesiil a (2.90), vagyis az eloszlasnak megfelels atmeneteket hoztunk létre, és az
egyenstlyi p eloszlassal teljesiil a (2.83) részletes egyensuly is.

Az eredeti Metropolis algoritmusban g(m — n) = 1/N, ahol N az éallapottér elemeinek
szama. Az algoritmus pedig gy megy, hogy elindulunk valamelyik m allapotbél, és a
kovetkezd lépésben wy,, valoszintiséggel lesziink a n allapotban (véletlenszam-generalas
sziikséges). Az algoritmus akkor halad gyorsan, ha > w,, alig kisebb 1-nél, és az

n,n#m
A(m — n) aranyok is a lehetd legnagyobbak. Elég sok lépés utéan (¢ — oo) annak a
valosziniisége, hogy épp az n allapotban vagyunk p(n), fiiggetleniil attol, hogy melyik
allapotbol indultunk.



3. fejezet

Fuggelék

3.1. Fourier-transzformacio

Egy ¢(t) Loo-ben elting fiiggvény Fouriert-transzformaltjat igy értjiik:

o) = [a®edr g0 = 5 [ owe

Ez egy lineéris (unitér) transzformacio, melynek legfontosabb tulajdonséagai:

/ g(t)e™'dt = —iwg(w), / et dw = 2ms(t).

3.2. Néhany sz6 a disztribuciokrol

Jelolje D az olyan valos szamokon értelmezett, akarhanyszor differencialhato fiiggvé-
nyeket, melyek csak egy korlatos halmazon kiilénb6éznek nullatol. Disztribucioknak az
olyan f : D — R, vagy f : D — C fiiggvényeket nevezziik, melyek linearisak és foly-
tonosak. D elemeit tipikusan @-vel jeloljiik, és probafiiggvényeknek nevezziik. Ha f
disztribucio, akkor (¢, f) jeloli az f(p) valés, vagy komplex szamot. Ha f egy lokalisan
(azaz tetszéleges véges intervallumon) integralhato fiiggvény, akkor f-bdl disztribuciot
is képezhetiink:

o0

(o, f) = / o(x) f(x)dx.

—0o0
Ezeket nevezziik regularis disztribticioknak. A disztribuciok korében tgy szokas miive-

leteket bevezetni, hogy a bevezetendd miiveletet kiprobaljuk a reguléris disztribtciokon,
majd ezt altalanositjuk. Példaul a dervilast a parcidlis integralas segitségével:

(o0 ') = / () () = — / o (2) f()de = — (g, f)
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Ezt a formulat tekintjiik a tovabbiakban minden disztribicié derivaltjanak. Vannak
nem regularis disztribuciok is. Ilyen példaul a Dirac-delta:

(0, 0(x —x0)) = (x0).
Az ilyen disztribuciokra is gyakran alkalmazzuk a reguléris jelolést, emiatt vannak
}o o(z)d(x — zo)dx alaka integralok. Egy masik hires, nem reguléris disztribucié a
E((;(é)rték—integrél:

(2 (1)) = i, | [ e [0,

— 00 13

Konny(i megmutatni, hogy (In|z[)’ =P (1) disztribici6 értelemben, azaz ha két oldalt,
mint egy-egy disztribuiciot valamely probafiiggvényre alkalmazzuk, akkor azonos értéket
kapunk. Most pedig gondoljuk meg az alabbi hataratmenetet:

(3.1) lim —  —P (1) + ind(z).

e—+0 ¥ £+ +ie T

Ezt a limeszt ugy kell érteni, hogy tetszbleges ¢ probafiiggvényt véve

: 1 1 .
sliIJrrlO <SD7 r+ z'5> B <¢’P (E) i mé(z)> '

Elgszor is alakitsuk at a tortet:

1 x . €
= 1 )
x +ie a:2+€2:F x2 + 2

Innen tagonként vizsgalodhatunk. Kezdjiik az els6vel:

X X
<gp’ x2—|—52> - /go(:c)x2+€2dx.

—00

A tort € — 40 esetén egyre inkabb atmegy 1/x-be, maga az integral pedig a fGértékhez
tart. A masodik tagnal

€ 3 1
<¢;7 poS 82> = / <p(x)—x2 o dx S / o(ze) o 1dz.

—00 —00

Ez ¢ — 40 esetén egyre inkabb atalakul a

[e.o]

(0) / - 1+ dz = p(0) farctan 2], = @(0)r = {i, w6(x))

—00

értékbe. Ezzel a fenti formulat igazoltuk.



