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Eldszo

Béar a csoportelmélet mar hosszu évek ota része a reguléris tantervnek az ELTE
TTK fizikus szakan, eddig nem kesziilt az el6adéashoz illeszkedd jegyzet, amely
figyelembe venné a fizikusoktatas specialis kovetelményeit. Hasznalhaté magyar
nyelvi szakirodalom is csak elvétve akad. E hiany potlasat célozza meg a jelen
jegyzet, amely az 1999-2000 tanév elsd félévében az ELTE TTK-n tartott cso-
portelmélet eladason alapszik. Termeészetesen ez csak egy altalanos attekintést
kivan adni a csoportelméletrdl, annak alkotd alkalmazdsdhoz sziikséges ismeretek
kiilénféle specidlelGadasok keretében sajatithatok el.

Mint minden jegyzet, ez is tiikrozi szerzijének egyéni elképzeléseit arrol, hogy
mit is érdemes egy rivid kurzus keretein beliil ismertetni egy ilyen hatalmas té-
makorbél. Mindvégig igyekeztem, hogy az alapvetd tantervi kbvetelményeken til-
menden betekintést nyujtsak a csoportelmélet ijabb eredményeibe, melyek meg-
gy6z&désem szerint meghatarozoak lesznek jovébeni fizikai alkalmazasaiban. Ez
motivalta példaul a kombinatorikus csoportelmélet és az algoritmikus kérdések
rovid attekintését.

Mivel a jegyzet fizikus hallgatok szaméara keésziilt, az allitasok bizonyitasatol
eltekintettem, azok fellelheték az (idegennyelvii) szakirodalomban. Amennyire
télem tellett, igyekeztem a magyar szakirodalomban elterjedt terminolégiat hasznal-
ni, illetve ott, ahol ez nem &allt rendelkezésre, a nemzetkozi irodalomhoz minél
szorosabban kapcsolodni.

Koszonetemet szeretném kifejezni Horvath Zalan professzornak a kézirat lek-
toralasaert. Veégiil, de nem utolsésorban, a kézirat olvashatova tételében donté sze-
repet jatszott feleségem és Janosi Imre bardtom, akik a gépelési hibék kijavitasaval
és a stilus finomitasaval sokat segitettek, ezért halas koszonet illeti Gket.

Budapest, 2000. majus 12.
Bantay Péter
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Fejezet 1

Bevezetés

A csoport az egyik legsikeresebb példa a matematikai fogalomalkotasra: viszonylag
kevés és egyszerd — és ¢pp ezért elég dltalanos — axiémak alapjan rendkiviil mély
struktiraelmélet szirmaztathato, és az igy definialt objektumok sokrétiien alkal-

mazhatoak mind a matematika, mind a természettudomanyok szamos teriiletén,

Definicié : Csoportnak neveziink egy G halmazt, ha adva van rajta egy = kétval-

tozos muivelet, amely kielégiti az aldbbi axiémakat:
e asszociativitas : minden z,y,z € G-re teljesiill z % (yx2) = (x*y) * z .

e egységelem létezése : létezik olyan e € G elem, hogy minden = € G-re igaz
ERe =gk =42

-1

e inverzek létezése : minden z € G-hez van olyan z7' € (G inverz, hogy

zxrx ‘=z xz=e.

Belathato, hogy a fenti axiomak teljesiilése esetén mind az e egységelem, mind
az inverzek egyértelmiien meghatarozottak. Mint az algebraban szokasos, a #
csoportmiiveleti jelet a tovabbiakban elhagyjuk, vagyis ezentul z % y jelolése zy,
tovabba az e egységelemet ezentil egyszeriien 1-nek irjuk.

Néhany megjegyzés az egyes axiomakrol. Ha eltekintiink az egységelem és az
inverzek létezésétdl, akkor az ugynevezett félcsoport fogalmara jutunk. A félcso-
portoknak is létezik egy kiterjedt elmélete — és tobb fontos alkalmazasuk -, de
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6 FEJEZET 1. BEVEZETES

ez messze nem éri el a csoportelmélet melységét. Amennyiben az asszociativitas
kovetelmeényétsl tekintiink el, akkor az ugynevezett kvazi-csoportokhoz jutunk,
amelyek jelentdsége szintén lényegesen elmarad a csoportoketol.

Természetesen maga az a tény, hogy a csoportaxiomak cgy rendkivil mély
matematikai elméletre vezetnek, esak részben indokolja a csoport fogalmanak je-
lentdségét. A dontd szempont az, hogy a csoportok két igen fontos fogalomkor
leirasaban jatszanak alapvetd szerepet : a szimmetriaéban ¢s a homoldgiaéban.
Ezek koziil a szimmetria fogalma a mindennapi életbdl ismert, ahol szimmetrikus-
nak neveziink egy targyat, ha bizonyos transzformaciokat végrehajtva rajta az
alakja nem valtozik: példaul egy épiiletet szimmetrikusnak mondunk, ha a jobb
és a bal része azonos kinézetid, vagyis a kozépvonalra valo tiikrézés nem valtoz-
tatja meg az épiilet alakjat. A tudomanyos szohasznilatban szimmetrikusnak
neveziink egy objektumot amennyiben bizonyos transzformaciok nem valtoztatjak
meg az altalunk vizsgalt tulajdonsagait. A szamunkra legfontosabb az, hogy egy
objektum szimmetriai mindig csoportot alkotnak: nyilvan van egységelem, az un.
identitas-transzformacio, amikor nem csinalunk az objektummal semmit; két szim-
metriat 6sszeszorozhatunk tigy, hogy egymas utan alkalmazzuk Gket, az eredmény
megint egy szimmetria lesz, ¢és ez a miivelet nyilvian asszociativ; végiil minden
szimmetrianak az inverz transzformaciéja maga is szimmetria, és inverz elem a
fenti csoportmiiveletre nézve.

A szimmetriacsoportok matematikai alkalmazasa sokréti, és hosszi torténete
van. Az egyik legelsé alkalmazas Lagrange nevéhez fiizédik, aki a polinomegyen-
letek gyokjelekkel valo megoldhatosagat vizsgalta ilyen eszkozokkel, ami végiil is
Galois elméletében nyerte el végss formajat. Az algebrai szamelmélet mar legko-
rabbi szakaszéban alkalmazta a csoportelméletet (Galois-csoportok és idealosztaly-
csoportok). Klein hires Erlangeni programjaban mar szimmetriacsoportjaikkal
jellemezte a kiilonféle geometriakat. Mara a szimmetriacsoportok minden mate-
matikai diszciplindban jelent&s szerepet jatszanak.

A csoportelmélet elsG fizikai alkalmazasa a haromdimenzios kristalyszimmetriak
osztalyozasa volt a mult szdzad végén - itt érdemes megjegyezni, hogy az oszta-
lyozas alapjaul szolgalé fizikai feltevésekrdl a nyolevanas években a kvazi-kristalyok
felfedezésével kideriilt, hogy talontil megszoritoak voltak, de ezt igen konnyt volt
korrigalni. A késébbiek szempontjabol dénté jelentéségiinek bizonyult Noether

hires tétele a szimmetridk és megmaradasi tételek kapcsolatarél. A relativitas
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elmélete valojaban a fizikai téridd szimmetriacsoportjanak felismerésén alapszik.
A 30-as években kezdte meg Wigner alapveté munkassagat a csoportelmélet kvan-
tumfizikai alkalmazasa terén, melynek sikereit részben a kvantumelmeéleti allapotle-
irds azon sajatossaga magyarazza, hogy az allapottér linearis, és ezért a szim-
metridk is linedrisan realizalddnak, ami lényegében a szuperpozicié elvének kovet-
kezménye. Ez a munka vezetett el az elemi részecskék és a relativisztikus hul-
lamegyenletek hires osztalyozasahoz. Az 50-es évek egyik legjelentésebb felis-
merése az volt, hogy egyes evidensnek tiindG szimmetriak a természetben sériil-
hetnek (paritassértés). A 60-as évek részecskefizikijanak egyik f6 motivuma a
belsé szimmetridk feltérképezése volt — ebbdl sziiletett a kvark modell. Végil, a
70-es évek soran diadalmaskedtak az 50-es években kifejlesztett mértékelméletek,
és valtak egyeduralkodéva a modern részecskefizikiban az an. standard modell
keretein beliil, amely nagy precizitassal képes megmagyardzni és leirni az Gsszes
eddig megfigyelt jelenséget. A modern fizika megértéséhez nélkiilozhetetlen a
csoportelmélet, mar az alapfogalmak szintjén is. Persze a szimmetriacsoportok
nemcsak a részecskefizikiban jatszanak jelent6s szerepet, hanem a statisztikus és
szilardtest-fizikaban is.

Mint korabban mar emlitettiik, a csoportelmélet nemcsak a szimmetriacso-
portok révén talal jelentds alkalmazasokra a természettudomanyokban, bar két-
ségkiviil ez utobbi a meghatarozé. A csoportok masik jelentds megjelenési forméja
az un. homologiacsoportok. Ezek elmélete, az in. homologikus algebra, topologiai
és algebrai vizsgalatokbol eredeztethets. Lényegében egy olyan eljaras, amely min-
den vizsgalt objektumhoz csoportok egy végtelen sorozatat rendeli, és ezek az un.
(ko)homologiacsoportok révén fontos strukturalis informaciok nyerhetsk a vizsgalt
objektumrol. A mult szazad végén Poincaré topologiai kutatasai soran vezette be
az un. fundamentalis csoport és a homologiacsoportok fogalmat a topolégikus
terek osztalyozasara. Ezzel nagyjabol egyidében Hilbert invarianselméleti és kom-
mutativ algebrai vizsgalatai soran foglalkozott az in. szabad rezoliciokkal, és alli-
totta fel hires syzygy-tételét. A két kutatasi irany fél évszazadon keresztiil teljesen
fliggetlen volt, mig a szazad kozepén Eilenberg és MacLane nem egyesitette ket
a homologikus algebra keretein belill. Azota a homologikus algebrai médszerek
donté szerepre tettek szert a legtobb matematikai diszciplindban : algebrai és dif-
ferencidlgeometria, topologia, szamelmélet, analizis, algebra, stb. A homolégikus
algebra csoportokra valo alkalmazésa vezetett a csoportkohomoldgia elméletéhez,
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8 FEJEZET 1. BEVEZETES

amely ma a csoportelmélet egyik fontos dga. A homologikus algebra eszkoztaranak
elméleti fizikai alkalmazédsa viszonylag kései, és messze elmarad a szimmetriaval
kapcsolatos megfontolasokétol. A 70-es években a mértékelméletekben felfedezett
un. instanton megoldasok vizsgalata az egyik legsikeresebh alkalmazas, de a ho-
mologikus algebra eszkdzei, a kiilonféle homologia- és kohomoldgiacsoportok egyre
jelentGsebb szerepet jatszanak a modern elméleti fizikiban, példaul a hiirelméletek-
ben. A jelen elGadés keretein beliil csak érinteni tudjuk a homologikus algebrat,
foképp a szimmetriacsoportok allnak majd érdeklédésiink homlokterében.

A csoportelmélet méara a matematika egyik legfejlettebb aga lett, ezért érthetd,
hogy t6bb diszciplindra bomlik, amelyek vizsgalati modszerel és targyai jelentds
eltéréseket mutatnak. Ezek koziil az alabbiak a legfontosabbalk :

e dltaldnos csoportelmélet, amely a csoportaxiomék legaltalanosabb kovetkez-
meényeivel foglalkozik, semmiféle jarulékos tulajdonsagokat nem tételez fel a

vizsgilt csoportokrol;

e permutaciéesoportok elmélete, amely véges halmazok permutacioinak cso-

portjait vizsgalja, illetve tetszdleges csoportok ilyen realizacioit;

e abrazolaselmélet, amely véges dimenzios linearis terek operatorainak cso-

portjait, illetve teszéleges csoportok ilyen realizacioit vizsgalja;

e Lie-csoportok elmélete, amely megfeleld simasagi feltételeknek eleget teve
folytonos csoportokat vizsgal:

e kombinatorikus csoportelmélet, amely tin. végesen prezentalt csoportok tu-

lajdonsagait vizsgalja, tobbnyire kombinatorikus eszkozokkel.

Kiilén meg kell emliteni két fontos ismérvet, amelyek alapjan a csoportokat osz-
talyozni szokas. Az elsg a vegesseg, vagyis hogy véges vagy végtelen sok eleme
van-e a csoportnak. Egy csoport elemeinek szamat a csoport rendjének nevezzik.
A masik fontos szempont a csoportmivelet kommutativitasa, vagyis a Ty = y=
egyenldseg teljesiilése tetszéleges =,y € G esetén: ha az egyenléség teljesiil, akkor
a csoportot abelinek nevezziik, ellenkezd esetben a csoport nemabeli — az elnevezés
Abel norvég matematikusnak allit emléket.
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Fejezet 2

Altalanos csoportelmélet

Mint azt a bevezetGben mar emlitettiik, e cimszé alatt targyaljuk a csoportelmélet
azon eredményeit, amelyek pusztan a csoportaxiomak kovetkezmeényei, és igy fiigget-
lenek a vizsgalt csoportok minden specidlis tulajdonsagatol.

MielGtt nekilatnank az alapfogalmak és a rajuk vonatkozo tételek taglalasanak,

lassunk néhany konkrét példat csoportra.

1. SzAmecsoportok.

Mint az a matematikiaban szokésos, jelolje Z, (), R, C rendre az egész, racionalis,
valés, illetve komplex szamok halmazat. Konnyen belathat6, hogy az 6sszeadas
mivelete mind a négy esetben teljesiti a csoportaxioméakat, az egységelem
minden esetben a zérus, mig egy = szam inverze a —z. Tehat mind a négy
fenti szimhalmaz az Gsszeadasra nézve csoportot alkot, st — az Osszeadas
kommutativitasa miatt — Abel-csoportot. Ezeket nevezziik a megfelel6 szam-
testek additiv csoportjainak.

Tekintsiik most azt a négy halmazt, amelyeket az el6z6ekbdl ugy kapunk,
hogy elhagyjuk beldliik a zérust, a miivelet pedig legyen a szorzas. Az elsé
esetben nem kapunk csoportot, hiszen a szorzas egységeleme nyilvan 1, és
két egész szam szorzata csak akkor lehet 1, ha mindketté 1. A tobbi eset-
ben Abel-csoportot kapunk, a csoportok egységeleme az 1, mig az x szam
inverze az % lesz — a zérust azért kellett kihagyni, hogy minden elemnek

legyen inverze. Az igy kapott csoportokat nevezziik a megfelel6 szamtestek

9
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multiplikativ csoportjainak.

Az dsszes fenti csoport nyilvan végtelen sok elemet tartalmaz.

Matrixcsoportok
Jeloljiik R-rel a fent emlitett harom szamtest barmelyiket — valojaban R egy

tetsz6leges gyiri lehetne —, és legyen n egy pozitiv egész szam. GL(n, R)-rel

jeloljiik az dsszes n x n-es invertdlhatd matrix halmazat, amelyek minden

eleme R-beli. Ez a halmaz a matrixszorzas miiveletére csoportot alkot, az
cgységelem az egységmatrix, mig A € GL{n, R) inverze az A~ inverzmatrix.
Han > 1, akkor ez a csoport nemabeli. Elnevezése R feletti dltaldnos linedris
csoport. Altalaban, ha V egy linearis tér, a V7 feietti dltalinos linearis cso-
port, GL{V') a linearis tér osszes invertalhato linearis operatorabdl all, a cso-
portmiivelet pedig az operatorok szorzasa. A csoport végtelen, ha a linearis

tér végtelen sok vektort tartalmaz.

. Permutaciocsoportok

Legyen X egv véges halmaz, és jeloljiik Sym({X)-szel az X Gsszes permuta-
cibjanak — azaz onmagdara valo egy-egyértelmii leképezéseinek — halmazat. Ez
a halmaz csoportot alkot a permutaciok szorzasaval mint csoportmdvelettel,
az egységelem az identikus leképezés, mig egy permutacio inverze az inverz
leképezeés — amely létezik az egy-egyértelmiiscg miatt. Ezt a véges csoportot
hivjuk az X szimmetrikus esoportjinak, amely nemabeli, ha X kettonél tobb
elemet tartalmaz. Sym(X) szamossiga, vagy a csoportelméleti szohasznalat
szerint a rendje, egyvenls | X |!-sal.

Egy masik fontos példa permuticioesoportra az alternaléd csoport. Tet-
sz6leges permutacio felbonthato transzpoziciok szorzatara, ez utébbiak olyan
permuticiok, amelyek az X halmaz két elemét feleserélik, mig a tobbi elemet
fixen hagyjak. A transzpoziciok szorzataként valo elGallitas nem egyértelmd
ugyan, viszont egyértelmii az elallitasban szerepld transzpoziciok szaimanak
paros vagy paratlan volta, ezt nevezziik az adott permutacid paritdsinak.
A paros permutaciok csoportot alkotnak, ez az X halmaz Alt (X) alterndlo

csoportja. Az alternalé csoport rendje pont fele a szimmetrikus csoport rend-
jének.

4. Geometriai szimmetriacsoportok
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Tekintsiink egy szabalyos n-szoget a sikban, ahol n > 2. A sik azon mozga-
sait, amelyek az n-szoget onmagaba viszik, nevezziik az n-sz6g szimmetrii-
nak, a csoportmiivelet a mozgasok egymds utdni alkalmazdsa. Belathatd,

hogy az n-szog Dsy,-nel jelolt, és n-edfoku diéder csoportnak nevezett szim-

metriacsoportja 2n mozgast tartalmaz, méghozza a 2% szigekkel torténd
origd koriili forgatasokat (kK = 0,...,n — 1), valamint a csdcspontokon és

a sokszog sulypontjan atmend tengelyekre, illetve az oldalfelezé merdélege-
sekre vett titkrozéseket. A diéder csoportok nemabeliek és végesek. Az abra

szemlélteti a szabalyos hatszog esetét.,

Természetesen még sok hasonlé példat lehetne sorolni, de mar a fentiek is izelitot
adnak a csoportok sokféleségébél.
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12 FEJEZET 2. ALTALANOS CSOPORTELMELET

2.1 Izomorfizmus és homomorfizmus

Az algebraban mindig az egyik legfontosabb feladat annak meghatarozésa, hogy
mikor tekintsiink két vizsgalt objektumot azonosnak. Példaul, ha tekintiink két
azonos szamossagi X és Y halmazt, bar Sym(.\') ¢s Sym(Y’) kilonboznek egymés-
t6l, hiszen az Gket alkoté permuticiok mas-mas halmazokon hatnak, de mégis
nagyon hasonl6 a szerkezetiik. A csoportok strukturajanak Osszehasonlitasira

szolgal az 1zomorfizmus fogalma.

Definicié : Ha ¢ : G = H egy bijektiv leképezes ket csoport kozott, amely teljesiti
a

o(zy) = o(r)od(y)

feltételt minden z,y € G-re, akkor ¢-t izomorfizinusnak nevezziikk. G izomorf
H-val, jelben G = H, amennviben létezik ¢ : & — H izomorfizmus. Izomorf
csoportokat csoportelméleti szempontbdl azonosaknak tekintiink. Egy ¢ : G =
G izomorfizmust automorfizmusnak neveziink, ezek Osszesége alkotja az Aut (G)
automorfizmus-csoportot, ahol a mivelet a leképezések kompozicioja.

A fenti definici6 szerint Sym(X) és Sym(}') akkor és csak akkor izomorf, ha
|X] = |Y|. Ezért egy n elemi halmaz szimmetrikus csoportjat szokas S,-nel jelolni,
és n-edfokv szimmetrikus csoportnak nevezni. Egy kevésbé nyilvanvalé izomor-
fizmus S3 = Dg, azaz a harmadfoki szimmetrikus csoport izomorf a szabélyos
héromsz6g szimmetriacsoportjaval. Ez abbol kivetkezik, hogy a szabalyos hérom-
szog minden szimmetri4ja egyben felfoghat6 a csicspontok egy permutéciojaként
18, és mivel a két csoport rendje megegyezik, ezért izomorfak.

Az izomorfizmus specidlis esete a homomorfizmus fogalmanak, amennyiben a
bijektiv homomorfizmusokat nevezziilk izomorfizmusnak.

Definicié : Egy ¢ : G = H leképezés homomorfizmus, ha mivelettartd, azaz
teljesiil minden r,y € G esetén a #(zy) = ¢(z)é(y) egyenldség.

AWWmvm;nth umkotm‘!lﬁ*
MManwmﬂm fogalmak.

-~
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2.2 Reészcsoportok és mellékosztalyok

A kovetkezd alapvets fogalom a részcsoport, illetve a vele szorosan 6sszefiiggs
mellékosztaly fogalma.

Definicié : A  csoport egy nemiires A részhalmazdt részcsoportnak nevezziik,
jelben H < G, ha minden z,y € H-ra teljesiil zy~! € H.

A fenti definicio szerint egy H részhalmaz részesoport, amennyiben csoportot.
alkot a csoportmiiveletre nézve. Minden (G csoportnak van két részcsoportja, maga
a G és az un. trividlis részcsoport, ez utébbi csupan az egységelemet tartalmazza.
A tobbi részesoportot nevezziik valodi részesoportoknak. Példa egy nemtrividlis
részcsoportlancra: Z< Q< R < C.

A részcsoport fogalom alapveté jelentdségli mind a csoportelméletben, mind
alkalmazasaiban. Mivel izomorf csoportok szerkezete azonos, ezért egy konkrét
csoport vizsgalatanal gyakran célszeri egy olyan vele izomorf csoportot tekinteni,
amelynek elemei mér jél ismert objektumok egy természetes miivelettel ellatva.
Ilyen izomorfizmusok konstrualasaval foglalkoznak a kiilonb6z6 reprezentacié-elme-
letek. Egy véges csoport leirasahoz példaul célszert egy vele izomorf permuté-
cibesoport, vagyis egy szimmetrikus csoport részesoportjanak vizsgalata, ezzel
foglalkozik a permuticios hatasok elmélete. Gyakran fontos egy adott csoporthoz
taldlni egy olyan vele izomorf csoportot, amely egy altalanos linearis csoport rész-
csoportja, ez az Abrazolaselmélet feladata. A csoportelméleti alkalmazéasokon kiviil
a részesoportok vizsgalata fontos szerepet jatszik a topologiaban az un. fedéterek
osztalyozasaban, és a fizikiban a szimmetriasértés jelenségének targyalasaban.

A részesoport definiciojabol kovetkezd fontos tény, hogy részesoportok tet-
sz6leges rendszerének metszete maga is részcsoport. Ennek alapjan értelmes az
alabbi
Definicié : Legyen X C G egy tetszbleges részhalmaz, és tekintsiik G azon rész-
csoportjainak dsszességét, amelyek tartalmazzak X-et. Ezen részcsoportok met-
szete maga is részcsoport, amelyet (X )-szel jeloliink, és az X elemei altal generdlt

részcsoportnak neveziink.

(Ep=of ) B (2.1)

XCH<G

Amennyiben H = (X), akkor az X halmazt a H részcsoport generdtorrendszerének

nevezziik.
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14 FEJEZET 2. ALTALANOS CSOPORTELMELET
A fentiek alapjan megallapithato, hogy egy csoport részesoportjainak osszessége
hilét alkot, vagyis egy olyan rendezett halmazt a tartalmazési relaciéra nézve,
amelyben barmely véges részhalmaznak van minimuma - a részcsoportok met-
szete — 63 maximuma — a részesoportok unidja altal generdlt részcsoport. Ezért
beszélhetiink egy csoport részesoporthdldjdrdl.

A részcsoportok kozott kitiintetett jelentdségiick az un. ciklikus részesoportok,
amelyeket egy elem generdl, azaz (z) alakiak valamely = € G-re. Mig minden
elem general egy cikiikus részcsoportot, addig eldforduthat, hogy tobb kiilénbozg
elem ugyanazt a ciklikus részcsoportot generalja, vagyis a kapcsolat nem egy-
egyértelmi. Az z € G elem generilta (x) ciklikus részcsoport rendjét (vagyis
elemszamat ) nevezziik az elem rendjének is. Ez utdhbi gy is definidthatd, mint az
a legkisebb pozitiv egész n amelyre z™ = 1 teljesiil. Ha x véges n-ed rendd elem,

akkor az altala generalt részcsoport
('7") = {1,1}?,:{:"‘], - ...'I?”_I } 7

és ez utdbbi izomorf Z,-nel, az egész szamok mod n additiv esoportjaval. Ha
r rendje végtelen, akkor (z) az x elem Osszes egész kitevds hatvanyabol all, és
izomorf Z-vel, az egesz szamok additiv csoportjaval. Egy csoport akkor ciklikus,
ha onmagéanak ciklikus részcsoportja, azaz egy elemmel generalhato.

Ezen a ponton célszer bevezetni az an. komplerusszorzis fogalmat. Ha
X,Y C G két részhalmaza G-nek, akkor XY -nal jelolt komplexusszorzatuk defini-
ci6 szerint

XY ={zy|lze X,yeY}.

Hasonloan, egy = € G elemnek egy Y C G részhalmazzal vett szorzatat az alabbi

definici6 alapjan értelmezziik
zY ={zy|lyeY}.

Példaul két H. K < G részcsoport H K komplexusszorzatat is tekinthetjiik, &m ez
altalaban nem lesz részcsoport, kivéve ha HK = K H teljesiil, amikor az is igaz,
hogy HK = (H UK). Ez esetben azt mondjuk, hogy H és K permutdl egymassal.

Tekintsiik most egy adott H < G részcsoport eseten az dsszes tH alaki részhal-

mazokat, ahol = végigfut a G csoport clemein. Az ilyen részhalmazokat nevez-
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o

zilk H bal oldali mellékosztilyainak vagyv cosetjeinek (a jobb oldali cosetek Hzr
alakuak), osszességiiket GG/ H-val jeldljiik. A részesoport definicidja alapjan kény-
nyen belathato, hogy két mellékosztaly vagy megegvezik, vagy diszjunkt, azaz a
cosetek a G csoport egy particiojat alkotjak. Maga a H részesoport is egy coset, az
an. trividlis coset. A H részcsoport cosetjeinek a szamat nevezzilk H indexének
G-ben, és [G : H]-val jeldljiitk (belathato, hogy ez fiiggetlen attol. hogy bal vagy
jobb oldali coseteket tekintiink-e). A definiciobél az is azonnal adodik, hogy min-
den egyes coset szamossaga megegyezik H rendjével. Ebbdl kovetkezik az alabbi
nevezetes tétel.

Lagrange tétele : Véges rendii ¢ csoport tetszéleges H < G részcsoportjara

G| = |H|[G: H] .

]
]
Fackad’

Ebbél az is latszik, hogy |H| osztoja |G-nek,

A fenti tételnek sok fontos kivetkezménye van, talin a legnyilvanvalobb az,
iogy minden primrendid csoport ciklikus, hiszen egy nemtrivialis elem altal gene-
ralt részcsoport rendje a fentiek szerint megegyezik a csoport rendjével, ¢s ezért
az adott elem generalja a csoportot.

A mellékosztalyok fogalmaval tobbszor is fogunk meég talalkozni a tovabbi-
akban, példaul a kombinatorikus csoportelméletben és a permuticiés hatasokkal
kapcsolatban. Zarjuk ezt a szakaszt egy masik hires tétellel, ami ehhez a probleé-
makorhoz kapcesolodik.

oincaré tétele : Véges s opes | WU TeSZCSC f, metszete maga is véges
r é tétel Véges sok véges indexi részcesoport metszete maga is vég

indexii.

2.3 Konjugalas és normalis részcsoportok

A csoportmiivelet révén definialhaté egy 11j mivelet, amely kiilonds jelentdségi a
csoportelméletben, az un. kenjugdlds.

Definicidé : Ha z,y € G, akkor az =¥ := y~'zy elemet az = elem y altali kon-
jugéltjanak nevezziik. Adott y € G esetén, az x — z¥ leképezés a G csoportnak
egy automorfizmusat adja, az ilyen alaku leképezéseket belsd automorfizmusoknak
nevezzik.

Az automorfizmusok definiciojabol kovetkezik, hogy részesoportot részesoportba
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16 FEJEZET 2. ALTALANOS CSOPORTELMELET

képeznek, tobbek kozott egy H < G részesoportraa H™ = {y” |y € H} részhalmaz
maga is részcsoport, a H (z altali) konjugdlt részcsoportja.
Definicié : Az N < G részcsoportot normdlisnak nevezziikk — jelben N a G -
amennyiben minden z € G-re N* = N, vagyis megegvezik minden konjugaltja.

Vilagos, hogy mind G, mind a trivialis részcsoport normalis. Egy olyan csopor-
tot, amelynek nincs méas normadlis részcsoportja eqyszerinek hivunk. A Lagrange
tételét kovets gondolatmenet alapjan példan]l minden primrendi csoport egyszeri.
Belathato, hogy | X| > 4 esetén az Alt (X) alternald csoport szintén egyszerii. Az
egyszert csoportok feltérképezése és osztalyozasa a csoportelmélet egvik alapprob-
léméja, tekintve, hogy sok altalanos kérdés visszavezethetd egyszerd csoportok
vizsgalatara. Az egyik legjelentdsebb csoportelméleti eredmény az un. klasszifika-
cids tétel, a véges egyszeri csoportok osztalyozasa.

A normalis részcsoport fogalmanak jelentdsége abbol fakad, hogy mivel tet-
sz6leges T € G esetén xN = Nz, ezért az N normalis részesoport cosetjeinek G/N

halmaza természetes modon csoportot alkot a komplexusszorzas miiveletére, mivel
(zN)(yN) = zyN .

Az igy kapott G/N csoportot nevezziik a G csoport N szerinti faktorcsoportjinak.

A fenti konstrukeié és a normalis részcsoport fogalma egy altalanos jelentdségi
algebrai fogalommal kapcsolatos, az tn. kongruenciareldcidval. Ez utébbi olyan
ekvivalenciarelaciot jeldl, amely kompatibilis az algebrai struktiraval. Csoportok

esetén ez a kovetkezGt jelenti: amennyiben = jeléli a kongruenciarelaciot, akkor

I

Ty = y1-b6l és z3 = yo-bol kovetkezik 7,2z, = y1y2. Egy-egyértelmii kapcsolat
van egy csoport normalis részcsoportjai és a rajta bevezethetd kongruenciarelé-
ci6k kozott: a normalis részcsoport cosetjei egy kongruencia ekvivalenciaosztalyait

alkotjak, mig a normalis részcsoport nem mas, mint az egységelem ekvivalen-
claosztalya.

2.4 Izomorfizmus-tételek

Az el6z6 fejezetben megismert harom fontos fogalom, a homomorfizmus, a faktor-
cs;)[l:?rt €s normalis részcsoport — vagy ami ugyanaz, a megfelels kongruencia-
relacio -, szoros kapesolatban 4llnak egymassal. E kapcsolatnak csak egyik as-
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pektusit lattuk eddig, azt, hogy egy normalis részesoport meghatéaroz egy faktor-
csoportot. A fenti kapcsolat masik fontos dsszetevije, hogy minden faktorcsoport
meghataroz egy un. természetes homomorfizmust.
Definicidé : Legyen N < (' egy normalis részcsoport, ¢s tekintsiik a 7 : z
zN hozzarendeléssel értelmezett G — G /N leképezést. Ekkor m egy sziirjektiv
homomorfizmus, a G/N faktorcsoportra képezd természetes homomorfizmus.
Latjuk tehat, hogy minden normalis részcsoport meghataroz egy faktorcsopor-
tot, az meg egy homomorfizmust. Hogy teljes legyen a kapcsolat, minden homo-
morfizmusnak meg kell hataroznia egy normalis részesoportot, amely beleillik a
fenti sémaba. Ezt a tényt mondja ki az alapvetd fontossagu .

Homomorfizmus-tétel : Legyen ¢ : ¢ — H egy homomorfizmus. Ekkor a

ker¢ = {z € G| ¢ (z) = 1} halmaz, amit a ¢ homomorfizmus magjinak nevezink,

egy normalis részcsoportja G-nek, ker ¢ <« G, és fennall a
¢ (G) = G/ kerg (2.3)

1izomorfizmus, ahol ¢ (G) = {¢ (z) | € G} a homomorfizmus képe.

A fenti tételb6l azonnal adodik, hogy egy csoport homomorf képei pont a fak-
torcsoportjai, ez indokolja az utobbi fogalom jelentdségeét. A homomorfizmus-tétel
fontos kiegészitéje az alibbi

Korrespondencia-tétel : Legyen H homomorf képe G-nek, és legyen N aG a

homomorfizmus magja. Ekkor egy-egyértelmi megfeleltetés van a H részcsoportjai
és G azon részesoportjai kozott, amelyek tartalmazzak a homomorfizmus magjat,
és hasonlo allitas vonatkozik a normalis részcsoportokra is.

A fentiek alapjan a faktorcsoportok (és igy a homomorf képek) részesoporthaléja
egyszerti modon szarmaztathatd a csoport részesoporthalojabol. Ennek kiilonos
jelentésége van az alkalmazasok szempontjaboél, mint azt majd latni fogjuk a per-
mutécios hatdsok ¢s az abrdazoldselmélet kapcesan.

Mint emlitettiik, a homomorfizmus-tétel alapvetd jelentGségii a csoportelmélet-
ben. Ehhez kapcsolodik ket masik alaptétel, az in. izomorfizmus-tételek.

Elsé izomorfizmus-tétel : Legyen N « G ¢és H < G. Ekkor N aNH < G és
N N H <« H, valamint fennall az alabbi izomorfizmus:

NH/N *H/NNH. (2.4)
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18 FEJEZET 2. ALTALANOS CSOPORTELMELET

Masodik izomorfizmus-tétel : Legyen K, N < G és k< N. Ekkor K a N és

G/N = (G/K) [ (N/K) . (2.5)

2.5 Direkt és féldirekt szorzatok

Fontos kérdés annak tanulmanyozasa, hogy ismert csoportckbdl hogyan lehet bonyo-
lultabb csoportokat konstrualni, illetve az igy kapott csoportok strukturdja hogy
fiigg Ossze az eredeti csoportokéval. Ilyen tipusu eljardsra mar lattunk példat a
faktorcsoportok kapesan. Most két masik konstrukeios eljarast vizsgalunk meg.
Definicié : Legven G és H két csoport, és tekintsiilk alaphalmazaik Descartes-
szorzatat, vagyis az (z,y) alaki rendezett parok halmazat, aholz € G és y € H.
Ez a halmaz csoportot alkot, a G és a H csoportok ¢ x H direkt szorzatat, az

alabbi miiveletre nézve:

(T-l,.?;]) (J-‘;J.,?I'e) = (-f'i-rb Y1y .

Kénnyen belathato, hogy a direkt szorzas miivelete kommutativ és asszociativ,
vagyis példaul G x H = H x G. A t6bbszords direkt szorzatok definicioja nyilvan-
vald. A G x H direkt szorzat fontos tulajdonsaga, hogy tartalmaz két normalis
részesoportot, G = {(z,1) |z € G}t és H = {(1,y) | y € I}-t, amelyek metszete
a trividlis részcsoport, egyiittesen generaljak a dirckt szorzatot, elemeik kommutal-
nak egymassal, tovabba G =G és H=H. Fordit va, ha egy csoport tartalmaz két
normalis részcsoportot amelyek elemei kommutalnak, metszetiik a trivialis részcso-
port, &s egyiittesen generaljak a csoportot, akkor a esoport izomorf a két normalis
részcsoport direkt szorzataval.

Egyszerd példaként tekintsiik a masod- és a harmadrendi ciklikus csoportok
direkt szorzatat: G = Z, x Zs. Kénnyen belathato, hogy az (x,y) elem gene-
ralja a direkt szorzatot, ahol x egy generatora Z.-nek, mig y generdlja Zs-at.

Kovetkezésképpen G = Zg hatodrendii ciklikus csoport. Altalaban, ha n és m ket
relativ prim szam, akkor Z,, x lm =

A direkt szorzat fogalmahoz szorosan kapcsolodik az alabbi struktaratétel,
amely teljesen leirja a veges Abel-csoportok szerkezetét.

Frobenius-Stickelberger-tétel: Minden véges Abel-csoport primhatvanyrendd
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ciklikus csoportok direkt szorzata, és a felbontas lényegében egyértelmii.

Létezik e tételnek egy altalanositisa véges sok elem altal generalt Abel-csopor-
tokra, amely szerint az ilyen csoportok elGallnak egy véges Abel-csoport és véges
sok végtelen ciklikus csoport direkt szorzataként. Maga a Frobenius-Stickelberger-
tétel altalanositja a szamelmélet alaptételét, amely szerint tetszdleges egész szam
el6all primhatvanyok szorzataként, sorrend erejéig egyértelmden.

A direkt szorzat fogalmanak altalanositasa az tn. féldirekt szorzat.

Definicié : Legyen G és H két csoport, ¢s legyen adva egy o : H = Aut (G) homo-
morfizmus, ahol Aut (G) jeloli G automorfizmusainak csoportjat. A két alaphalmaz

Descartes-szorzatan vezessiik be az alabbi miiveletet

(1, 31) (T2, 92) = (T10y, (22),1192) (2.6)

ahol ay jel6li az y € H clemhez tartozd Aut (G)-beli automorfizmust. Ezzel a
miivelettel egy G <, H csoportot kapunk, a G és H féldirekt szorzatat.

Amennyiben az a homomorfizmust trivialisnak valasztjuk, azaz a képe Aut (G) /
trividlis részcsoportja, akkor a féldirekt szorzat fogalma a direkt szorzatéra re-
dukalédik. Természetesen a féldirekt szorzat képzése altalaban nem kommutativ,
hiszen a definial6 adatok aszimmetriidja miatt nincs is igazan értelme kommuta-
tivitasrél beszélni. A G oq, H féldirekt szorzatban van két részcsoport, G =
{(z,1) |z € G} =2 @, amely normalis, és H = {(1,y) |y € H} = H, amelyek
egyiitt generdljak a féeldirekt szorzatot, és metszetiik a trivialis részcsoport. Forditva,
ha egy csoportban adott két G és H részesoport, amelyek metszete trivialis,
egyiittesen generaljak a csoportot, és G normaélis, akkor a csoport izomorf lesz a
G >, H féldirekt szorzattal, ahol az a : H — Aut (G) homomorfizmust az alabbi
mo6don hatarozhatjuk meg: minden y € H-ra tekintsiik G-nek az o, :  — yzy ™!
onmagéara val6 leképezését. Ekkor minden y € H-ra o, a G-nek egy automor-
fizmusa, és a,. = a, 0 a,, azaz a : y = a, egy H = Aut (G) homomorfizmust
ad.

A féldirekt szorzatok jelentGsége 6riasi az alkalmazasok szempontjabol. Példéul
a Poincaré-csoport, amely a relativitaselmélet értelmében a fizikai téridé szim-
metriacsoportja, a transzlaciok részcsoportjanak és a Lorentz-csoportnak a féldirekt
szorzata.

A direkt és féidirekt szorzatok specidlis esetel az un. csoportbovitéseknek.
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Definicio : Az N csoport G altali bévitése egy olyan E csoport, amely tartalmaz
egy, az N-nel izomorf N < E normalis részcsoportot ugy, hogy teljesiil £/N = G.

Azonnal latszik a definiciobol, hogy a G <, H féldirckt szorzat a G-nek H
altali bovitése. Adott N és G csoportok esetén az N csoport G altali boviteseinek
osztalyozasa homologikus algebrai modszerekkel lehetséges. Kiilonosen fontosak az
ibeli bévitések, amikor N Abel-csoport, és a centrdlis bovitések, amikor N clemei
kommutéalnak £ minden elemével.

A kiilénféle csoportosztalyok vizsgalatanal fontos szerepet jatszik a varietds

fogalma. Ez alatt csoportoknak olyan V Gsszességét értjiik, amelyre
1. GEVés H=G esetén H € V;
2. G € V esetén G minden részcsoportja is V-beli;
3. V-beli csoport minden homomorf képe is V-beli;
4. V-hez tartozo csoportok tetszéleges rendszerének direkt szorzata is V-beli.

Példaul az osszes csoportok osztalya trivialisan varietas, mig nemtrividlis varietas
az Abel-csoportok Osszessége. A véges csoportok vagy a ciklikus csoportok nem
alkotnak varietdst. Azt a kérdést, hogy csoportok mely osztalyai alkotnak vari-
etast, az alabbi hires tétel valaszolja meg.

Birkhoff tétele : Csoportok egy osztalya akkor és csak akkor alkot varietast, ha

azonossagokkal definialhato.

2.6 Konjugalt osztaly, centralizator

A konjugélas miiveletét mar kordbban bevezettiik a normalis részcsoportok tér-
gyalasakor. Eszerint az z¥ = y~'zy elemet az * € G csoportelem y altali kon-
jugéltjanak nevezziik. Altaliban, az z¥ alaki elemeket nevezziik z konjugalt-
jainak, ezek ¥ halmazat pedig = konjugdlt osztalyanak. Két csoportelem akkor
konjugélt, ha ugyanazon konjugalt osztalyba esnek. Azonnal adodik a definiciobél,
hogy a konjugalt osztalyok a G csoport egy particiojat adjak, azaz ket konjugalt
osztaly vagy egybeesik, vagy diszjunkt. Az egységelem egymaga alkot egy kon-
jugdlt osztalyt, ez az un. trivialis osztaly, és a normaélis részesoport definicidja ugy

is megfogalmazhato, hogy egy részesoport akkor normalis, amennyiben konjugalt
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osztlyok uniéja. Abel-csoportban minden elem egymaga alkot egy konjugalt
osztélyt. Egymadssal konjugalt elemek sok szempontbdl hasonlitanak egymasra,
példaul megegyezik a rendjiik.

Egy szorosan kapcsolodd fogalom a centralizdtoré. Ha X C G, akkor az X
részhalmaz Cg (X) centralizidtora azon csoportelemekbdl all, amelyek kommutal-

nak minden X-beli elemmel, azaz
Co(X)={yeGlzy=yz, ,VrelX}. (2.7)

Kénnyen belathato, hogy tetszéleges részhalmaz centralizatora részcsoport. Az
egyelm{ {z} részhalmaz centralizatorat nevezziik az ¢ € G csoportelem Cg (z)
centralizdtoranak. Vegyiik észre, hogy Co (X) = NexCq (z). Az alabbi két

allitas permutacioés hatasokra vonatkozo altalanos tételek specialis esetei.

1. Az 2€ konjugalt osztaly elemszama megegyezik centralizatora (G : Cg ()]
indexével. Ebbél kovetkezik, hogy a konjugalt osztalyok elemszamai osztjak

a csoport rendjét.

2. A G csoport konjugalt osztalyainak szama egyenld a ,—;—, Y rec |Ca ()] Kife-
Jezéssel.

A csoport Z (G) centrumdnak nevezziik azon elemek Osszeségét, amelyek minden
csoportelemmel kommutéalnak, azaz Z (G) = Cg (G). A centrum mindig normalis
abeli részcsoport, és Abel-csoport centruma megegyezik magaval a csoporttal. A
centrum elemei - ezeket nevezziik centrdlis elemeknek — dnmagukban alkotnak
egy-egy konjugalt osztélyt, és ez a tulajdonséag jellemzi is Gket,.

A centralizatorhoz kozeli fogalom a normalizditoré. Egy X C G részhalmaz

Ng (X) normalizatora
Ng (_Y} — {_r e ! X* = _\r} . (2.8)

A normalizator mindig részesoport, és egy H < G részesoport Ng (H) norma-
liztora a legnagyobb olyan részcsoportja G-nek, amelyben H még normalis, azaz
H a Ng (H). Igaz tovabba, hogy Cg (H) < Ng (H). Egy adott H < G részcso-
port kiilonbz6 konjugaltjainak szamat normalizatoranak [G : Ng (H)] indexe adja
meg.

Bantai_-_ Csoportelmelet_szoveges-21.psd




22 FEJEZET 2. ALTALANOS CSOPORTELMELET

e e

abra 2.1: A Dg diéder csoport

A fenti fogalmak illusztralasara tekintsiink egy egyszerii példat. Legyen a vizs-
galt csoport Dg, azaz a szabalvos haromszdg szimimetriacsoportja. Szamozzuk
meg valamilyen sorrendben a haromszig csucspontjait, és jeloljiik o;-vel az i-edik
cstiicsponton és a stilyponton dtmend egyenesre vald tiikrozeést. Jelolje C a sulypont
koriili 120 fokos forgatast. Ekkor Dg elemeinek halmaza {1._ C,C?, 04,02, 0'3}, itt
C? nyilvan a 240 fokos forgatast jeloli. Dg-nak harom konjugalt osztdlya van,
a trivialis {1}, a forgasokbol alla {C,C?}, és a tiikrozésekbsl allo {o1,02,03}.
A forgasok rendje 3, mig a tiikrozéseké 2. A centrum trividlis, Z (Ds) = {1}.
Cps (0i) = {1,0;} minden i = 1,2, 3-ra, masfel6l Cp, (C) = Cp, (C*) = {1,C,C?}.
Ez utobbi részcsoport az egyetlen nemtrivialis normalis részcsoportja Dg-nak, és

Ds/{1,C,C?} = Z,.

2.7 Derivalt lanc és feloldhatosag

Fontos fogalom a kommutdtor-részesoporté (més néven derivdlt részesoport). En-

nek definidlasihoz sziikségiink van két csoportelem kommutdtordnak fogalmara.
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Definicié : Az z,y € G csoportelemek kommutatora az
[z, y] =27y ey (2.9)

csoportelem.

Vilagos, hogy két csoportelem akkor feleserélhetd, ha kommutatoruk az egyseg-
elem. A csoportelemek kommutatorai altal generélt G részesoportot nevezzitk G
kommutator-részcsoportjanak. Ez mindig normalis részcsoport, G aG, ¢s azzal a
tulajdonsagal rendelkezik, hogy egy G/N faktorcsoport valamely N <« G-re akkor
és csak akkor abeli, ha G' < N, mas szoval a korrespondencia-tétel értelmében
G/G' a G maximalis abeli homomorf képe. Egy csoport akkor és csak akkor abeli,
ha derivalt részcsoportja trivialis. Bar a definicio alapjan nem latszik egyszeriinek
a kommutator-részcsoport meghatarozasa, latni fogjuk, hogv az abrazolaselmélet
segitségével ez viszonylag konnyi feladat. Peldaul a Sym (X)) szimmetrikus cso-
port kommutator-részcsoportja az Alt (\') alternalo csoport.

Valojaban a kommutator-részesoport egy lanc elsé eleme. Bevezethetjiik ugva-
nis az alabbi rekurziv definicié alapjan az un. derivalt lincot: a linc 0-adik
tagja maga a csoport, minden tovabbi tag az eldz6 tag kommutétor-részesoportja.
A k-adik tagot nevezziik G k-adik derivdlt részcsoportjidnak, és G'-val jeldljiik.
Amennyiben valamely véges k-ra G'% a trivialis részesoport, a G esoportot felold-
hatonak mondjuk. A feloldhat6 csoport fogalmat Galois vezette be, és az elnevezcs
azzal kapcsolatos, hogy egy polinom gydkei akkor fejezhetdk ki gyokvonasok ¢s az
alapmiiveletek segitségevel, ha a polinom un. Galois-csoportja feloldhato. Peldaul
az 4ltalanos n-edfoku egyenlet Galois-csoportja Sy, és ez feloldhato ha n < 5, el-
lenkez& esetben pedig nem. A véges csoportok elméletének egyik leghivesebb tétele
azt mondja ki, hogy paratlan rendii esoport mindig feloldhato.

A véges feloldhaté csoportok részesoporthalaja viszonylag jol leirhato az alabbi
tétel segitségével.

Hall tétele : Legyen G feloldhato és |G| = mn, ahol m és n relativ prim egeszek.

Ekkor G-nek létezik n-edrendii részesoportja, és barmely két n-edrendii részesoport

egymas konjugaltja. Forditva, ha egy G véges csoport esetén |G| barmely olyvan
n osztdjara, amely relativ prim J%J-uol, létezik n-edrendid részcesoport, akkor G
feloldhato.

A feloldhatosag fogalma megkézelithets mas oldalrél is. A G esoport részeso-
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portjainak egy
G:GU>GLZ>...>G!,={1} (2.10)

sorozatat szubnormal lancnaek hivjuk, ha G <G; minden i < 7 esetén. Példaul a
derivélt lanc egy szubnormadl lanc. Amennyiben még az is teljesiil, hogy G;/Gi+1
egyszeri csoport minden i-re, akkor a szubnormal lancot kompoziciolincnak nevez-
ziik, a faktorcsoportokat pedig a lanc kompoziciéfaktorainak. Nem minden cso-
portnak van kompoziciolanca, példa erre az egész szamok additiv csoportja. De
sok fontos csoport, példaul minden véges csoport rendelkezik kompoziciolanccal.

A kompoziciélancokra vonatkozik az alabbi fontos tétel.

Jordan—-Hdlder-tétel : Ha egy csoportnak létezik kompozicidlanca, akkor barmely
két kompoziciolanca azonos hosszusagi, és kompoziciofaktoraik sorrendtdl elte-
kintve megegyeznek.

A Jordan-Holder-tétel bizonyitasdban fontos szerepet jatszik a normalis rész-

csoportok alabbi tulajdonsaga.

Modularis tulajdonsag : Legyen H, K, L normadlis részcsoportja G-nek és K <
L. Ekkor
HKNL=(HNL)K. (2.11)

A haloelmélet nyelvén azt is mondhatjuk, hogy a normalis részcsoportok moeduldris
hdlot alkotnak. A modularis tuljadonsag fontos kovetkezménye, hogy amennyiben
H, K normalis részcsoportok, akkor egy-egyértelmii kapcsolat all fenn a H < L <
HK feltételnek eleget tevé L normalis részcsoportok és a HNK < M < K
feltételnek eleget tevé M normaélis részesoportok kozott.

A Jordan-Hélder-tétel értelmében egy kompozicidldnccal rendelkezé csoport
jellemezhetd kompozicitfaktorainak dsszesstégtvel, vagyis a csoport elGall egyszeri
csoportokkal térténd egymas utani csoportbovitések eredményeként. E tény az
alapja az egyszerii csoportok kiemelkedd jelentéségének, hiszen ezaltal sok cso-
portelméleti kérdést egyszerti csoportokra vonatkozé kérdéssé redukalhatunk.

Veégiil megemlitjiik, hogy egy csoport akkor és csak akkor feloldhaté, ha létezik
olyan szubnormal lanca, amelynek faktorai Abel-csoportok.
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Fejezet 3

Permutaciocsoportok

A permutaciocsoportok elmélete a csoportelmélet legrégebbi és az alkalmazasok
szempontjabol egyik legjelentdsebb teriilete. Ennek részben az a magyarazata,
hogy mivel a permutacick szorzasa viszonylag egyszerii miivelet, és a permutacio-
csoportokra sok olvan hatékony eljaras létezik, amelyek nem allnak rendelkezésre
altalaban, a csoportelméleti szamitasok végrehajtasa soran gyakran célszerd egy,
a vizsgalt csoporthoz igen hasonlé permutaciocsoportra attérni. A fizikai alkal-
mazasok szempontjabdél a permutaciocsoportok alapvetd szerepet jatszanak a ma-
sodkvantdlasi eljarasban, amikor egy tobb azonos részecskébdl 4ll6 kvantumrend-
szer lefrasanal érvényesitjilk az azonos részecskék megkiillonboztethetetlenségének

kvantumelméleti alapelvét (Pauli-elv).

3.1 Permutacios hatas, palyak, tranzitivitas

Egy véges X halmaz 6sszes permutaciojabol allo Sym (X') szimmetrikus csoport
részcsoportjait nevezziik permutaciéesoportoknak, ezek a definicid szerint mind
véges csoportok. Egy valamivel altalanosabb fogalomra lesz sziikségiink ahhoz,
hogy a permutacidesoportok elméletét bizonyos végtelen csoportokra is alkalmaz-
hassuk.

Definicié : Egy G csoportnak a véges X halmazon értelmezett permutdcids hatdsa
egy ¢ : G — Sym (X) homomorfizmus. Az X szamossaga a permutéaciés hatas

25
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foka.

Mas szdval egy permutacios hatas a G csoport minden g eleméhez hozzarendeli
az X halmaz egy ¢ (g) permutaci6jat, amely minden z € X pontot egy gz pontba
képez.

¢(g): x> gz

A ¢ homomorfizmus voltat gy fejezhetjiik ki, hogy az egységelemnek megfelel

permuticié minden pontot dnmagara képez
d(l):z—=>z

és
g1 (g27) = (q1g2) x (3.1)

teljesiil minden gy, g2 € G-re és x € X-re.

Egyszeri példat szolgaltatnak permutéacios hatasokra a szabalyos sokszogek.
Ebben az esetben a vizsgalt (¢ csoport egy szabalyos sokszdg szimmetriacsoportja
— vagyis egy diéder csoport —, az X halmaznak pedig valasszuk a sokszog cstucspont-
jainak halmazat. Mivel egy szimmetria csiucspontot csiucspontba visz, ezért egy
permuticios hatast kapunk. De valaszthatjuk X-nek akar a sokszog oldalainak
halmazat, vagy a szomszédos oldalparokét, stb. Latszik, hogy egy adott csoportnak
sok kiilonféle permutécios hatasa lehet, ezek osztalyozasa lesz egyik f6 célunk.

A fenti példa arra is ramutat, hogy bizonyos permutaciés hatasok annyira ha-
sonl6ak egymashoz, hogy célszerii Gket azonosnak tekinteni. Példaul a sokszog
csucspontjainak X halmazan megadott hatas és a szomszédos oldalparok Y hal-
mazan megadott hatas ilyen, hiszen tetszéleges szomszédos oldalparhoz hozzaren-

delhetjiik a kozos cstcspontjukat, és forditva. Ez vezet a hatasok ekvivalencidjanak
fogalméahoz.

Definicié : Egy ¢ : G — Sym (X) és egy ¢ : G = Sym (Y) hatas ekvivalens, ha
létezik olyan a: X — Y bijekcié hogy

aod(g)=v(g)oa,

vagy a jeldlést egyszerisitve, a (gz) = ga (z) minden z € X-re.

Ugy is felfoghatjuk a fenti definiciot, hogy ekvivalens permutacios hatasoknal
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lényegében ugyanazokat az objektumokat permutalgatjuk, csak mas-mas cimkékkel
ellatva. A fenti példaban felsorolt dsszes hatas egyridssal ckvivalens. Az ekvi-
valens permutécios hatdsokat a tovabbiakban azonosnak fogjuk tekinteni. ezzel
nagymértékben lecsokkentve egy adott csoport kiillonbozd permutacios hatdsainak
a szamossagat, de mint késGbb kideril, még mindig végtelen sok marad. Hogy
ezek kdzitt rendet teremthessiink, szitkségiink lesz az alabbi fogalmakra.

Definicié : Legyen adva a G csoportnak egy hatasa az X halmazon, és legyen

r € X. Az z pont pdlyajinak (orbitjanak) nevezziik a
Gz = {gz]g € G}

részhalmazat X-nek. Keét killonboza pont palydja vagy megegvezik, vagy disz-
junkt, azaz a palydk egy particiéjat adjik X-nck. Amennyiben X cgyetlen pa-
lyabol all, a hatast tranzitivnak hivjuk.

Az el6bb targyalt példaban a diéder csoport tranzitiven hatott a megfeleld
szabalyos sokszig cstucespontjain (es a hatasok ckvivalenciaja miatt a szomszédos
oldalparok halmazan is). Ha viszont a csucsparok halmazan tekintjilk a hatdst,
akkor az mar nem lesz tranzitiv.

Definicié : Legyen adva a G csoportnak egy hatasa az X halinazon. Egy » € X
fizpontja g € G-nek, amennyiben gr = x. ckkor azt is mondjuk, hogy g stabiiizalja
z-et. Egy adott g € G Osszes fixpontjainak halmazat Fix (g)-vel jeloljik, mig
T € X stabilizdiora

G:={9€Glgr=12x}. (3.2)

Belathato, hogy G, < G ¢s G, = gG.g~ ", vagyis egvazon palya kiilonbozé
pontjainak stabilizatorai konjugalt részcsoportok.

Definicié : Egy G csoportnak egy permutacios hatasat reguldrisnak nevezziik.
amennyiben tranzitiv és csak az egységelemmnek vannak fixpontjai.

Konnyen belathato, hogy a fenti definicié értelmében csak véges csoportnak
lehet regularis permutécios hatésa, ¢s az ekvivalencia erejéig egyvertelmi. Ha G
véges, akkor a regularis hatdst az alibbi médon adhatjuk meg: legyen X\ = G,
¢s a g € (G csoportelem hasson a r € X' elemen a szorzdsi szabily szerint, azaz
#(g) : © — gz, ahol a jobb oldalon a g és az = csoportelemek szorzata all. A
csoportaxiomak biztositjak, hogy valéban egy regularis hatast kapunk, és ez a
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példa egyben igazolja az alabbi hires tételt.

Cayley tétele : Minden G véges csoport izomorf egy |G|-edfoka permutéciocso-

porttal, vagyis az S| egy részcsoportjaval.

A fenti tétel szerint barmilyen véges csoportot kezelhetiink permutéciocso-
portként, és ennek nagy jelentGsége van a csoportelméleti algoritmusok tertletén,

amint arra mar kordbban utaltunk.

A regularis hatasnak létezik egy igen fontos altalanositasa, amely egy H < G
részcsoport (bal oldali) cosetjeinek terén definial egy permutacios hatast. Legyen
ugyanis H véges indexii részcsoportja G-nek, és tekintsitk az alabbi ¢ : G —

Sym (G /H) homomorfizmust :
¢(g) "tH — g H

minden g,z € G-re. Konnyen belathatd, hogy igy egy tranzitiv permutdcios
hatasat kapjuk G-nek az X' = G/H halmazon, amely csak akkor regularis, ha
H = {1} a trivi4lis részcsoport. Az is igaz, hogy a G/H és a G/K halmazokon igy
megadott hatasok akkor és csak akkor ekvivalensek, ha a H és a K részcsoportok

egymas konjugdltjai. Ezzel a hatassal kapcsolatos az alabbi alapvetd tétel.

Orbit—stabilizator-tétel : Legyen adva a GG csoportnak egy hatasa az X hal-

mazon, és legyen z € X. Ekkor az # pont Gr orbitjan G tranzitiven hat, és ez a
hatas ekvivalens a G /G, halmazon a fentiekben definialt hatéassal, tobbek kozott

|Gz| = [G : G;]. Kovetkezésképpen tranzitiv hatas foka osztja a csoport rendjét.

Az orbit-stabilizator-tétel egyik fontos kovetkezménye, hogy segitségével osz-
talyozhatjuk egy tetszéleges G csoport Gsszes tranzitiv hataséat, hiszen az eddig
elmondottak szerint ezek egy-egyértelmi kapcsolatban allnak a csoport véges in-
dexii részcsoportjainak konjugalt osztalyaival. Viszont ezéaltal mar az dsszes hatas
is osztalyozhato, mert tetszSleges hatas eldall tranzitiv hatdsokbél az alabbiak

szerint.

Definicié : Legyen X,Y két diszjunkt véges halmaz, ¢és legyen adva a G cso-
portnak két, ¢ : G = Sym (X) és ¢ : G = Sym (YY) hatasa. Ekkor létezik az
X UY halmazon egy ekvivalencia erejéig egyértelmi ¢ @ ¢ : G = Sym (X UY)
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dsszeghatas, ahol

soul v 5.q TOIE  BREC (3.3)
Y{g)r, hazeV.

Visszaidézve a pélya fogalmat latjuk, hogy egy tetszileges hatéas felbomlik az
egyes palydkon értelmezett tranzitiv hatisok Gsszegére, vagyis valéban elegendé
a tranzitiv hatasok ismerete az Gsszes hatas osztalyozasahoz. Bizonyos értelemben
a tranzitiv hatiasok tovabb nem bonthaté elemi hatasoknak tekintenddk.

Az orbit-stabilizator-tétel azt is megmondja, hogy egy tetszéleges r € X pont
Gz orbitjAnak szamossagat, vagyis a palya hosszat megkapjuk a G, stabilizator
indexeként GG-ben. Egy masik érdekes kérdés az, hogyan hatarozhato meg egysze-
rden egy hatis palyainak szama. Erre ad valaszt az alabbi tétel.

Cauchy-Frobenius-lemnma : A G csoport X-en adott permutacios hatasa pa-

lydinak szidma egyenls az

G

1 .
el > _[Fiz (g)] (3.4)
' geG

kifejezéssel.

3.2 TobbszOros tranzitivitds, Mathieu-csoportok

Létezik a tranzitivitas fogalmanak egy ¢élesitése, amely kiilontsen fontos szerepet
toltott be a permuticidesoportok elmeletének fejlédésében, az an.  tébbszoras
tranzitivitds. Tekintsiik a G csoportnak egy tranzitiv hatasat az X halmazon,
és jelélje minden k > 0 pozitiv egész esetén X4 az olyan £ hosszisdgi X-beli
sorozatok halmazat, amelyekben minden elem kiilénbozik az 6sszes tobbitdl (ezek

szdma nyilvan | X| (|X| - 1)...(|.X| — k + 1) lesz). Definialjuk a G csoportnak egy

hatasat az X ¥} halmazon az alabbi szabaly szerint:
g(x1,...,z) = (9%1,. .., 9%k} ,

vagyis a sorozat minden egyes komponensét az eredeti hatas szerint transzfor-
méljuk. Amennyiben az igy kapott hatas tranzitiv, azt mondjuk, hogy a G eredeti

hatdsa az X-en k-szorosan tranzitiv. Az l-szeres tranzitivitds nem mas, mint a
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kdzonséges tranzitivitias. Konnyen belathat6, hogy ha valamilyen hatas k-sz0rosan
tranzitiv, akkor (k — 1)-szeresen is az. Példaul az 5, szokasos hatasa az {1,...,n}
halmazon n-szeresen tranzitiv, mig az A,, alternalo csoporté (n — 2)-szeresen az. A
permutéciocsoportok elméletének egyik klasszikus problemaja volt megtalilni az
tsszes tobbi tobszorosen tranzitiv csoportot, ¢s ez lehetéve is valt a veges egyszeri
csoportok osztalyozasa révén. Kideriilt, hogy az S, és az A, példajan kiviil nem
léteznek 6-szorosan tranzitiv csoportok. S6t, 5-szGrosen és d-szeresen tranzitiv cso-
portokbél is csak kettS-kettd lotezik, az in. Mathieu-csoportok, ezek kozill M-
6s Moy 5-szorosen, mig My és M,z 4-szeresen tranzitiv, ahol az indexek a per-
mutacios hatas fokat jelolik. A Mathieu-csoportokhoz tartozik még két 3-szorosaun
tranzitiv csoport, az Mg és az Myo. Kiemelendd, hogy M,y kivételével minden
Mathieu-csoport egyszeri, valdjaban ezek voltak az elsd — és sokaig egyeduli
példak tn. szporadikus egyszeri csoportokra, amelvek nem tagjal a klasszikus
végtelen sorozatoknak.

A 2-szeresen és 3-szorosan tranzitiv hatdsok is osztdlyozrhatok az egyszerid cso-
portok osztilyozésa segitségével: nyole végtelen sorozatot kapunk és tiz un. szpo-
radikus hatdst. A tovdbbi részletek fellelhetdk a szakirodalomban.

Létezik még egy fontos fogalom, a primitivitas, amely kozbensd helvet foglal e
a 2-szeres tranzitivitds és az (1-szeres) tranzitivitas kozott. Tekintsiik a kovetkezo
szituaciot: adva van a G-nek egy tranzitiv hatasa az X' halmazon ¢és egy & ekviva-
lenciarelacié az X-en. Azt mondjuk, hogy az ckvivalencia kompatibilis a hatassal,
ha minden g € G-re és ¢ = y-ra igaz gxr ~ gy, vagyis ckvivalens pontok képei
is ekvivalensek. Mindig van két kompatibilis ekvivalencia, az egvik az egyenléség
(amikor minden pont csak énmagaval ekvivalens), a masik pedig, amikor minden
pont ekvivalens az dsszes tobbivel. A kompatibilis ekvivalenciik jelentdsége abban
rejlik, hogy egy ilyen relacio ekvivalenciaosztalyain természetes modon megadhatd
a G-nek egy 1j hatasa, amikor is ¢ € (G az x € N pont ekvivalenciaosztalyat a
gz pont ekvivalenciaosztilydba képezi. Vagyis a GG hatéasa az XN-en indukailja G-
nek egy hatasat az ekvivalenciaosztalyok X/ & halmazin, és ez a hatas bizonyos
értelemben egyszertibb, mint az eredeti. Példaul, ha tekintjiik a négyzet szim-
metriacsoportjanak 4-edfoku hatasat a cstucspontokon, és két esicspontot akkor
tekintiink ekvivalensnek, ha nem szomszédosak, akkor egy kompatibilis ekviva-
lenciarelaciot kapunk, és a fenti gondolatmenet alapjan egy masodfoku hatést az
ekvivalenciaosztalyok halmazéan, amely megfeleltethetd az atlok halmazanak.
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Egy tranzitiv permutaciés hatast akkor hivunk primitivnek, ha a két fentebb
emlitett trivialis ekvivalencian kiviil nincs tobb vele kompatibilis ekvivalenciarela-
cio, ellenkezd esetben a hatas imprimitiv. Megmutathato, hogy minden 2-szeresen
(és ezért minden tébbszorosen) tranzitiv hatas primitiv. Ha adott foka permuté-
cidesoportokat vizsgalunk, az S), és az A, példain kiviil nagyon kevés primitiv cso-
portot talalunk, sGt, végtelen sok olyan n > 0 létezik, hogy a fentieken kiviil nincs
mas n-edfokt primitiv csoport. A primitivitas megfogalmazhato a stabilizatorok
segitségével is, ugyanis egy tranzitiv hatas akkor és csak akkor primitiv, ha egv
z € X pont (G, stabilizitora maximalis részcsoportja G-nek, vagyis G, < H < G
esetén H = G, vagy H = (G. Az is belathato, hogy imprimitiv hatis esetén egy-
egyértelmi kapcsolat van a hatassal kompatibilis ekvivalencidk és a G, < H < &

tulajdonsagit részcsoportok kazott.

o

3.3 A Burnside-gyfirti

Mint kordbban lattuk, a permuticios hatasok vizsgalatanil fontos szerepet jat-
szik az Osszeghatés fogalma, hiszen ezaltal vezethetd vissza egy tetszéleges hatds
vizsgalata tranzitiv dsszetevdire. Valojaban egy miiveletet definidltunk egy adott
csoport hatasaira, amelyrdél egyszeriien belathato, hogy kommutativ és asszociativ,
de nincs egységeleme.

Létezik egy masik fontos miivelet egy adott csoport permutacios hatasaira,
amelynek eredményét szorzathatdsnak nevezzik, és az alabbi médon értelmezziik.
Definicié : Legyen adva a G csoportnak két ¢ : G — Sym (X) és v : G —
Sym (Y) hatasa az X, illetve Y halmazokon. A ¢ @ : G = Sym (X xY)
szorzathatast

oY (g): (z,y) = (gz, gy)

értelmezi.

Azonnal adodik a definiciobol, hogy a szorzathatis foka egyenlé az egves tényezok
fokainak szorzataval. Az igy bevezetett miivelet kommutativ és asszociativ, egység-
eleme a trividlis, egyelem( halmazon adott hatas, és igaz az alabbi disztributiv
tulajdonsag:

YO =Y (dR0).
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A G csoport hatasainak osszességeét a fenti két mivelettel, azaz az Gsszeggel
és szorzassal, szokas a csoport Burnside-gyiirijének nevezni, bar szigori algeb-
rai értelemben ez nem gyiiri, csak egy un. felgwird, hiszen az Osszegnek nincs

egységeleme.

Altalaban nem igaz, hogy két tranzitiv hatas szorzata megint tranzitiv lesz.

Ha ¢;,...,d; jeldli a G csoport tranzitiv hatasait, akkor

&
6 ® ¢; = (D Nijon

3

alakban dekomponalhaté a ¢; @ ¢; szorzat, ahol az 1"\."?5 nemnegativ egész szamok,
a Burnside-gytri struktiradllandoi, azt mondjak meg, hogy mekkora multipli-
citassal fordul el§ a ¢ tranzitiv hatas a ¢; @ ¢; szorzatban. A hatasok szorzasa-
nak disztributivitasa miatt a strukturaallandok ismeretében tetszéleges két hatas
szorzatanak tranzitivekre vald felbontasa egyszerden addédik, ha ismerjiik az egyes
tényezdk dekompozicioit. Megjegyezziik, hogy minden i-re igaz N!, > 1, hiszen a
0; @ ¢; szorzathatasnak az (x, r) alaku elemek egy olyan orbitjat alkotjak, amelyen
a csoport a ¢; szerint hat.

A szorzathatas fogalmanak egy fontos alkalmazasa, hogy segitségével egysze-
riien megfogalmazhato a tobbszoros tranzitivitas: példaul egy hatas akkor kétsze-
resen tranzitiv, ha dnmagaval vett szorzata két tranzitiv hatds Osszege — amelyek
koziil az el6bbiek szerint az egyvik maga a vizsgalt hatas.

Létezik egy masik fontos fogalom, a permuticidés hatiasok megszoritdsa egy
részcsoportra. Tekintsiink ugyanis egy ¢ : G — Sym (X)) permutaciés hatast és
egy H < G részcsoportot. A ¢ homomorfizmust megszoritva a H részcsoportra egy
¢ - H — Sym (X)) homomorfizmust kapunk, vagyis a H-nak egy hatasat X-en.

A megszoritas miivelete felcserél az Gsszeggel ¢s a szorzéassal az alabbi értelemben:

(¢®Y)y = DYy,
(¢’ ® ¢) g = by @Yy .

Ezért egy tetszGleges hatds megszoritasanak ismeretéhez elegendd, ha ismerjiik
tranzitiv hatasokra valo felbontasat, valamint tranzitiv dsszetevinek megszoritasait.

Igaz tovabba, hogy a megszoritéis tranzitiv mivelet, azaz ha ¢ a G-nek egy hatésa
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és K < H < G, akkor
(PH) = &K -

Altalaban a G egy ¢ tranzitiv hatasanak a megszoritasa egy részcsoportra mar

nem lesz tranzitiv. Ha ¢y, ..., ¢s jeloli a & tranzitiv hatasait és @,,...,0,a H < G

részcsoport tranzitiv hatasait, akkor

(0:) = €D BIS;

=1

alaku lesz a ¢; megszoritasanak a felbontasa, ahol a B/-k nemnegativ egészek.
Eldgazdsi szabilyoknak nevezzitk a G tranzitiv hatasai H < G-re valé megszo-

e

ritdsainak H tranzitiv hatasai szerinti dekompoziciéjat.

3.4 A Burnside-tabla

Mint korabban lattuk, egy tetszdleges permutacios hatas felbomlik tranzitiv ha-
tasok Osszegére, és ez a felbontas ekvivalencia erejéig egyértelmid. E felbontasok
ismeretében egyszeri megallapitani két hatds ekvivalenciajat, hiszen ennek sziik-
séges és elégséges feltétele, hogy a felbontasban ugyanazok a tranzitiv hatasok for-
duljanak el ugvanazokkal a multiplicitasokkal. Ehhez viszont meg kell hatarozni
az dsszes palyat ¢s a stabilizétorokat. Felvetddik a kerdés, létezik-e olyan egyszerd
numerikus jellemzése egy permutacios hatasnak, amelynek segitségével a fenti fel-
adat egyszertien megoldhat6. Erre utalo jelzésnek tekinthets a Cauchy-Frobenius-
lemma, ami a hatas palyainak szamat a csoportelemek fixponthalmazainak sza-
mossaga segitsegével fejezi ki. A numerikus jellemzéstol azt is elvarjuk, hogy
illeszkedjen az elézd fejezetekben megismert miveletekhez, vagyis az Osszeg- és
szorzathatdsok, valamint a megszoritott hatiasok konnyen szamolhatdak legyenek
a segitségével.

A numerikus jellemzés megoldasat szolgiltatja a ¢ permutécios hatas fizpont-
fiiggvénye. Ez a O4 fiiggvény a G csoport minden H < G részesoportjahoz hoz-
zarendeli a H fixpontjainak szamat, azaz

O, (H)=|{z € X|¢(h)z =z Vhe H} . (3.5)
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Amennyiben H = {g) a g € G elem altal generalt ciklikus részcsoport, akkor

04 ((9)) = [Fiz (g)] -

Kénnyen belathato, hogy konjugalt részesoportokra a fixpontfiiggvény értéke
azonos lesz. Kevésbé trividlis, hogy a fixpontfiiggvény ekvivalencia erejéig egyértel-
miien jellemzi a hatast, azaz a ¢ és 1) hatas akkor és csak akkor ekvivalens, ha
©s = ©. Vagvis a fixpontfiiggvény valoban megoldja a fent felvetett numerikus

jellemzés problémajat.

Jeloljiik ¢é1,...,¢s-sel a G csoport Osszes tranzitiv hatasat. Minden egyes ¢;
megfelel részcsoportok egy konjugalt osztalyanak, valasszunk ki egy H; reprezen-

tanst az adott osztalybél. Ezek utan tekintsiik az alabbi s x s méretd matrixot:
mi; = 8(;,‘ (HJ) I (36)

Belathat6, hogy az igy kapott matrix invertalhato, és minden eleme nemnegativ
egész szam. Az is vilagos, hogy a matrix fliggetlen az egyes H; reprezentansok
valasztasatol, hiszen a fixpontfiiggvény konjugilt részesoportokra azonos értékii.
Ezt a matrixot nevezziik a G csoport Burnside-tdbldjinak, ez tartalmazza az Gsszes

lényegi numerikus informéciét a csoport permutéacios hatasairol.

Ezek utan egyszerten meg tudjuk oldani egy tetszéleges hatas tranzitivekre

valé dekomponalasanak problémajat. Tegyiik fel ugyanis, hogy a vizsgalt hatas

S

i=1

alakii, ahol az n; nemnegativ egész szam adja meg a ¢; tranzitiv sszetevd mul-
tiplicitasat. A feladat pont ezeknek az n;-knek a meghatarozasa. Egyszerti meg-
fontolassal arra a kiovetkeztetésre jutunk, hogy

Oy (H) =D niOy, (H) . (3.7)
=1

Mivel a fixpontfiiggvény csak a részcsoport konjugalt osztalyatol fiigg, ezért a fenti
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egyenlet ekvivalens az alabbival:

&
f‘)qﬁ (.HJ) = Zﬂ iy,
i=1
felhasznalva az m;; definiciojat. Mivel az m;; matrix invertdlhato, ezért a fenti

egyenletrendszert megoldhatjuk az n;-kre, az eredmény

_ -1\ @ AT _
J=1
vagyis a Burnside-tabla és a fixpontfiiggvény ismeretében kifejezhetk az n; mul-
tiplicitasok. Ezzel a felbontasi probléma is meg van oldva.
Erdekes kovetkezménye a fenti eredményeknek, hogy egy alternativ kifejezést
kapunk a hatas palyainak szamara. Ugyanis a ¢ {elbontasabol kovetkezik, hogy a
palyak szama 5., n; , hiszen minden egyes ¢; tranzitiv. Felhasznalva a multi-

plicitasokra kapott elézé képletet, a palyak szama

Y Ki©4(H) ,

1=1]
- . HQ7 :on a7 ey k 7 - - S ki prTe
ahol K; = 3., (m )s; . Természetesen az igy kapott szimnak meg kell egyeznie
a Cauchy-Frobenius-lemmé&bol adoédo eredménnyel.

A fixpontfiiggvény segitségével a szorzathatas is egyszeriien dekomponalhato,

ugyanis egyszeri megfontolas alapjan
Ogey (H) = 04 (H) Oy (H) ,

vagylis a szorzathatas fixpontfiiggvénye a tényez6k fixpontfiiggvényeinek szorzata.
Ennek alapjén kifejezhetjiik a Burnside-gy(iri strukturaallandoit a Burnside-tabla
segitségével, hiszen

N =) (m™"), Osss; (H) = > (m™)y mamy; (3.9)

=1 =1

a 3.8 képlet alapjan.
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Az elagazasi szabalyok szintén egyszeriien meghatdrozhatok a Burnside-tabla

alapjan, ugyanis K < H < G esetén
Opy (K) =04 (K) .

Felhivjuk a figyelmet, hogy az elagazasi szabalyok meghatirozasanal figyelembe
kell venni, hogy H két olyan részcsoportja, amely konjugdlt G-ben, nem sziik-
ségszerten konjugalt H-ban.

Lassunk egy egyszerd példat a fentiekre, vizsgdljuk meg az S szimmetrikus
csoport Burnside-tablajat. Az S;-nak 6 részcsoportja van, és ezek négy konjugalt
osztalyba esnek, ezekbdl egy-egy reprezentans

Hy = {1}=

H, = {1,(1,2)},

Hy = JL612,3):(1,8.2)}
Hiy = .S

Meghatéarozva az ezeknek megfelel§ ¢, tranzitiv hatasokat, az alabbi Burnside-
tAblat kapjuk:

6 0 0 0

3 1 0 0
m =

2 0 2 0

. & 1 1

A tranzitiv hatasok szorzési szabalyat az alabbi tablazat Osszegzi.

@ | ¢ @2 ¢z | @4
¢ | 6, 31 201 | &
P2 | 301 | 1 B2 | 1 | P2
¢3 | 2¢, ¢ 203 | @3
1 | b P2 ¢3 | P4
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Fejezet 4

Abrazolaselmélet

Az el6z6 fejezetben targyalt permutéacios hatasokat egy G csoportnak egy véges X
halmaz Gsszes permutacioinak Sym (X') csoportjaba képezé homomorfizmusokként
definidltuk. A permutéciés hatasok jelentsége abban 4ll, hogy az alkalmazasok-
ban igen sok csoport egy hatasaval van megadva, illetve a permutaciok egyszeri
miveleti szabélyai és a beldliik képzett csoportokra rendelkezésre allé hatékony
eljarasok jelentds mértékben segitik az adott csoport vizsgalatat. A permutacio-
csoportokon kiviil létezik egy masik osztalya a esoportoknak, amely hasonléan jo
tulajdonsagokkal rendelkezik: a matrixcsoportok. Egy adott G csoportnak kiilon-
féle matrixcsoportokba — elsésorban egy véges dimenzios V' linearis tér invertal-
haté linearis operatorainak G'L (V') csoportjaba — vivé homomorfizmusainak vizs-
galata az abrazolaselmélet targya. Mint azt rovidesen latni fogjuk, az igy adodo
elmélet nagymértékben hasonlit a permutaciés hatasok elméletére, de alapvets
kiilonbségek vannak a ketté kozott. A fizikai alkalmazasok szempontjabol az
abrazolaselmélet a csoportelméletnek a legfontosabb fejezete, aminek magyarazata
részben a kvantummechanikai allapotleiras jellegében és a szuperpozicié elvében
Byokerezik (Wigner tétele).
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4.1 Abrazolas, ekvivalencia, irreducibilitas

Definicid : A G csoport linedris dbrdzoldsa egy D : G — G'L (V') homomorfizmus,
ahol V egy linearis tér. Az abrazolas dim D dimenzidja a 1" lineéris tér dimenzidja.
Az abrazolas magja a D homomorfizmus magja, és az abrazolas hi, amennyiben
a magja trivialis.

Mas széval, egy D linearis abrazolas minden egyes g € G csoportelemhez hoz-
zarendeli a V' linearis tér egy D (g) invertdalhaté linedris operdtorat ugy, hogy
teljesiil

1. D(1) =1, aV téren hatoé egységoperator;
2. D(g~') = D(g)"" minden g € G-re;

3. D(gh) = D(g) D (h) minden g,h € G-re, ahol a jobb oldalon a megfelels
linearis operatorok szorzata all.

Minden csoportnak van egy un. egységabrizoldsa, amikor V' dimenzidja 1 és min-
den csoportelemhez az egységoperatort rendeljiik. Amennyiben D egy abrazolas

aV-nés A e GL(V) egy invertalhatd operator, akkor

szintén egy abrazolast definial. Az ily modon D-bdl adédo abrazolasokat D-vel
ekvivalensnek nevezziik, és a tovabbiakban azonositjuk ¢ket egyméassal. Ennek az
az oka, hogy az A operatorral valo konjugdlas ugy értelmezhets, hogy attériink
a V tér egy mésik bézisira, de ez nem okoz lényegi valtozast. Amennyiben a V'
lineédris tér véges dimenzios, egy konkrét bazis kivalasztasa mellett a D (g) abra-
zolasi operatorokat reprezentalhatjuk az adott bazisra vonatkozé matrixukkal.
Lassunk néhany példat abrazolasokra. Vilagos, hogy minden matrixcsoport,
legyen az GL (n), SL(n), O (n), Sp(2n) stb., esetén természetes modon kapunk
egy un. definialo dbrdzoldst, hiszen ezen csoportok elemei maguk is lineéris ope-
ratorok. Tekintsitk most egy szabalyos n-szog D, szimmetriacsoportjat. A sok-
szoget « utalmazo sikon Descartes-koordindtdkat bevezetve és az origot a sokszog
sulypontjanak valasztva a sik pontjai linearis teret alkotnak, és a D, elemei

———
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/

abra 4.1: A négyzet két koordinatazasa

¥ 4

¥

linearis transzformaciok ezen a kétdimenzids vektortéren, vagyis egy kétdimen-
zi6s &brazolast alkotnak. Ha példaul egy négyzetet tekintiink és egy olyvan sik-
beli koordinata-rendszert, melynek origoja a négyzet kézéppontja, mig koordina-
tatengelyei a csiucspontokon athalado egyenesek, akkor a Dg csoportnak az alabbi

kétdimenzios abrazolasit kapjuk.

() = ( )
D(C?) = (";]1 _?1)
er = (4)
D(s) = (; f’])
v = (1)
D(oy) = (? ;)

s = (47)
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Itt C jelsli a pozitiv iranyu 90°-os forgatast, o,,, a megfeleld koordinatatengelyre,
mig 04 az y = +x egyenesre valo tikrozést. Amennyiben a koordinataten-
gelyeket 45°-kal elforgatjuk, akkor egy az elézdvel ekvivalens abrazolast kapunk,
ahol példaul

0 -1

Dioz) = -1 0

Masik fontos példa a kovetkezd: legyen ¢ : G — Sym (X) a G csoportnak

egv permutaciés hatdsa a véges X halmazon, és tekintsiink egy

X| dimenzios V
vektorteret. Mivel V' dimenzidja megegyezik X szamossagaval, ezért V' tetszéleges
bazisanak elemei egy-egyértelmii kapcsolatba hozhatok az X halmaz elemeivel.
Jeloljiik e,-szel a V bazisanak az * € X elemhez tartozd vektorat, és minden
g € G csoportelemhez definidljunk egy D, (g) linedris operatort, amely ez-et egz-
be képezi, azaz

Ds(g):ex+¥egu-

A permutaciés hatas definicioja alapjan egyszeriien belathato, hogy igy egy abréa-
zolast kapunk, a ¢ hatashoz tartozd Dy permutdcids dbrazoldst. Ennek dimenzidja
megegyezik a ¢ hatas fokaval.

Fontos megemliteni, hogy mivel a linedris tér definiciéjaban szerepel a skaldrok
teste, ezért az Abrazolas fogalméanak is fontos része az alaptest megadasa. igy
beszélhetiink valos, komplex stb. abrazolasokrol, sét, bizonyos alkalmazasokban
egeész, illetve véges testek feletti dbrdzoldsok is szerepet jatszanak. A kiilonféle
alaptestek feletti abrazolasok osztalyozasa, illetve egymashoz valo viszonyéanak
meghatarozasa bonyolult feladat, ezért a tovabbiakban az alaptest mindig a kom-
plex szamtest lesz, amely a fizikai alkalmazasok szempontjabol amugy is a leg-
fontosabb eset.

A permutacios hatasok esetéhez hasonloan alapvetd szerepet jatszanak az elmélet-
ben egyes abrazoldsokra értelmezett miiveletek.

Definicié : Legyen Dy : G — GL(V}) és D, : G — GL (V») két abrazolasa a G
csoportnak. A Dy & Dy : G = GL (V) & V3) direkt dsszegiik

(D18 D2) (g9) = Dy (g) ® D2 (g) ,

ahol a jobb oldalon a megfelel6 linearis operatorok direkt dsszege all. Az abréazolasi
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operdtorok matrixainak segitségével a direkt Osszeg az alabbi blokk-diagonalis
matrix:
b

; 0 Dily) )

A lineéris operatorok direkt dsszegének tulajdonsagaibol kévetkezik, hogv az

abrazolasok direkt dsszege kommutativ és asszociativ, de nines egysegeleme. Kiilo-
nosen jelentdsek azok az abrazolasok, amelvek nem allnak eld két abrazolas direkt
osszegekeént, ezelkel kapcsolatosak az alabbi fogalmak.
Definicié : Egy D : G — GL (V') dbrazolast reducibilisnek neveziink, amennyiben
létezik invarians altere, vagyis olyan U < V" lincaris altér, amelyet minden abra-
zoldsi operator onmagaba képez. Ellenkezs esctben az abrazolas erreducibilis. Egy
abrazolast akkor neveziink teljesen reducibilisnek, amennyiben eicall irreducibihis
abrazolasok direkt osszegekent.

Ezek szerint egyv dbrazolas akkor reducibilis, ha alkalmasan vilasztott bazisban

az abrazolasi operatorok alakja

[ Alg) 0
(C(Q} D(g)

Fel kell hivnunk a figyelmet, hogy a fenti fogalmak erésen fiiggnek az alaptest-
tdl, példaul a valos testrél a komplexre valo attérés soran egy irreducibilis abra-
zolas reducibilissa valhat. Csoportok igen széles osztalyaira igaz, hogy minden
(komplex szamtest feletti) abrazolasuk teljesen reducibilis, igaz ez példaul az un.
felegyszeri Lie-csoportokra, amelyek egyszertd Lie-csoportok direkt szorzataként

allnak elé. Hasonlé allitast mond ki véges csoportokra az alabbi alaptétel.

Maschke tétele : Egy G véges csoport minden komplex abrazolasa teljesen re-
ducibilis.

Amennyiben minden 4brazolas teljesen reducibilis, az irreducibilis abrazolasok
pont azok, amelyek nem allnak eld két abrazolas direkt dsszegeként. Egy masik
fontos jellemzésiiket adja az alabbi, az alkalmazasok szempontjabol kiilonosen
fontos allitas.

Schur-lemma : A G csoportnak egy D : G = GL (V) abrazolasa akkor és csak
akkor irreducibilis, ha minden A : V' — V linearis operator, amely felcserélheté az
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0sszes abrazolas) operatorral, azaz
AD(g) =D(g) A,

az egységoperatornak skalarszorosa, A = Al
A Schur-lemma rendkiviil fontos a kvantumelmeéletben, ahol a szimmetriacso-
portot abrazoljuk az allapottéren, ¢s a Hamilton-operitor kommutal az 4brazolasi
operdtorokkal, igy a rendszer energiaszintjeinek elfajulisaga tiikrozi 2] t-
: , igy ¢ szer energiaszintjeinek elfajultsaga tikrdzi a szimme

riakat a Schur-lemma alapjan.

4.2 Tenzorszorzat és elagazisi szabalyok

Hasonl6an a permutacios hatasok elméletéhez, az abrazolaselméletben is fontos
szerepet Jatszik az dbrazolasok megszoritasa egy részesoportra, illetve az abrazo-
lasok tenzorszorzata. Ez utobbi fogalom ismertetése el6tt idézzink emlékezetunkbe
néhany linearis algebrai fogalmat.

Amennyiben V' egy linearis tér, linearis funkciondlnak nevezziik a V-nek egy
linearis leképezeését az alaptestbe. Természetes modon értelmezve linearis funk-
cionalok Osszeget, illetve skalarral valo szorzasat, a linearis funkcionalok Osszesége
maga is egy V™ linedris teret alkot, amelyet V' dualisanak neveziink. Amennyiben
V' véges dimenzios, akkor V™ izomorf V-vel, és 1V™ dudlisa azonosithatoé magaval
V-vel (ugyanis v € V esetén a ¢+ $(v) leképezés egy linearis funkcional V*-on).
Bilinearis funkcionalnak neveziink egy leképezést V' x W-bél az alaptestbe, ameny-
nyiben mindket valtozojaban linedris. A bilinearis funkcionalok megint lineéris
teret alkotnak a nyilvanvalo miiveletekkel, és ennek a térnek a dudlisat nevezziik
a V' és W linearis terek V @ W tenzorszorzatanak. A tenzorszorzat dimenzidja az
egyes tényezGk dimenzidinak szorzata, és amennyiben a V' linearis tér egy bazisa
e1,...,er, mig a W tér egy bazisa fi,..., f;, akkor a V @ W tenzorszorzat egy
bazisat alkotjik az e; @ f; : ¢ > ¢(ei, f;) elemek.

Tenzorszorzatok gyakran fordulnak elé a fizikiban, mar a neviik is sugalja
szoros kapcsolatukat a tenzormennyiségekkel, a kvantummechanikaban pedig egy

osszetett objektum allapottere az osszetevik allapottereinek tenzorszorzata.

Definicié : Legyen D : G — GL (V) egy linedris abrazolas. A D konjugdltjinak
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nevezziik azt a D* : G — G'L (V™) abrazclast, amelyre teljesiil
D (g)p(v) = o (D(g™")v)

minden ¢ € V* ¢és v € |7 esetén.

Nyilvan D és D* dimenzioja megegyezik, és az is igaz, hogy (D*)" = D.
Amenynyiben egy &brazolas ckvivaiens a konjugaltjaval, akkor onkonjugaltnak
nevezzik.

Tekintstink most két, D) : G = GL (V) és Dy : G — GL (W) abrazolast ¢s a
bilinearis funkciondlok terét, amely az eldzdek szerint megegyezik a 17 @ W ten-
zorszorzat duélis terével. Minden g € G-hez rendeljiink hozza egy (D, @ D4)" (g)
linearis operatort, amely kielégiti a

(D) @ D2)" (9)(v,w) = & (Di(g™ " Yo, Dalg™
l

feltételt minden ¢ bilineéaris funkcionalra és minden v € V,w € We-re. Igv egy
abrazolast kapunk a bilinearis funkcionalok terén, és ennek Dy 0Dy : G — GL(V &
W) dualisat nevezziik a Dy ¢s Dy tenzorszorzatdnak. Dy @ D5 dimenzidja nyilvan
D, és D, dimenzi6janak szorzata, és a D; @ D»(g) abrazolasi operator az aldbbi

modon hat a V @ W bazisvektorain :
.{r}] & Dg{r_{) e f_} — 4’)1(5!'}(“;' &) E_?_}(I?}f: :

A tenzorszorzas miveletérdl belathato, hogy kommutativ és asszociativ, tovabba
hogy az egységabrazolas az egységeleme. Igaz az is, hogy D) @ (D @ D3) =
(Dy @ D3) @ (D) @ D3). Ezért teljesen reducibilis abrazolasok tenzorszorzata-
nak meghatarozasahoz elegendd ismerniink irreducibilisekre valo felbontésukat, il-
letve az irreducibilis dbrazolasok tenzorszorzatait. Egy G csoport abrazoldsainak
halmazit a direkt Gsszeg és a tenzorszorzds miveleteivel szokds a csoport fiizids
gyurijének ne:ﬂezni, bar a Burnside-gytiriihéz hasonléan ez is csak egy félgyiri
a szd szoros értelmében. Ha D,,..., D, jeloli egy G csoport Osszes irreducibilis

abrazolasat, akkor a tenzorszorzat

.,
D; ® Dj = @ N£Dx
k=1
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dekompozicidjat szokds Clebsch—-Gordan-sornak nevezni, illetve az NE multiplici-
tasokat fiizids egytitthatoknak.

A permutacios hatasok elméletéhez hasonloan az abrazolaselmcletben is fontos
szerepe van a részcsoportra valé megszoritas miiveletének. Ha ugyanis adva van
egy D : G — GL (V) abrazolas és egy H < G részcsoport, akkor az dbrazolas
Dy : H = GL (V) megszoritasa a H részcsoportra megint csak homomorfizmus,
vagvis a H részcsoport egy abrazoldsa lesz. A megszoritas a szokdsos jo tulaj-
donsagokkal bir, peldaul direkt dsszeg, illetve tenzorszorzat megszoritiasa az egyes
tényez6k megszoritasainak direkt osszege, illetve tenzorszorzata. Ezért elegendd
az irreducibilis abrazolasok megszoritisait ismerni, az ugynevezett eldgozdst sza-
bilyokat:

(D) = D Bi Ex.
k=1

ahol Dy,...,D, jeldli a G, mig E;,...,F; a H irreducibilis abrazolasait. és a
B¥ multiplicitasok nemnegativ egész szamok. Az eldgazasi szabalyok segitségével
mar tetszéleges abrazolas megszoritasa meghatarozhato. Az elagazasi szabalyok
ismerete fontos a fizikai alkalmazdsokban a szimmetriasértés jelenségének tar-
gyalasakor.

4.3 Véges csoportok abrazolasai, karaktertabla

A véges csoportok adbrazolaselmélete igen jol illusztralja az Altalanos jelenségeket,
emellett viszonylag egyszerii és jol attekinthetd. Ennek egyik oka a méar korabban
ismertetett Maschke-tételben rejlik, miszerint egy véges csoport minden komplex
abrazoléasa teljesen reducibilis, ezért eléall irreducibilisek direkt Osszegeként. A
masik ok az, hogy véges csoportok esetén rendelkezésre all az abrazolasok ekvi-
valenciaosztalyainak egy egyszeri numerikus jellemzése az abrazolasi karakterek
segitsegeével.

Altalaban is megfogalmazhaté az a probléma, hogy létezik-e valamilyen egy-
szer numerikus kritérium két abrazolas ekvivalencidjanak eldontésére. Erre vo-
natkozik az alabbi tétel.

Invarianselmélet alaptétele : Legyen G egy végesen generalt csoport, és n po-
zitiv egész szam. Ekkor letezik G elemeinek egy olyan G, véges részhalmaza, hogy
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a csoport két n dimenzids abrazolasa alkkor és csak akkor ekvivalens, ha a G,,-beli

elemekhez rendelt dbrazoldsi operatorok spurjai megegyeznek a két abrazolasban.

Fontos megjegyezni, hogy a (,, halmaz nincs egyértelmiien meghatarozva,
adott G és n mellett sok kiilonféle halmaz megfelel a célnak. A tétel elvileg
megoldja az ekvivalencia kérdését: eldszor meg kell vizsgalni, hogy a két vizsgalt
abrazolas dimenzioja megegyezik-¢, és ha igen, akkor a (¢, halmaz ismeretében
donthetiink az ekvivalenciarol. A probléma abban rejlik, hogy nem all rendelkezésre
altalanos algoritmus, amely adott 7 és n esetén meghatarozna egy megfeleld G,
halmazt. Véges csoportok esetén ez a probléma ugy kertilheté meg, hogy tekintjiik
az Osszes csoportelem abrazolasi operatoranak spurjat, igy tetszéleges n mellett
megallapithatjuk két dbrazolas ekvivalencidjit. Ez vezet az dbrdzoldsi karakter

Frobenius-t6] szarmazé fogalmahoz.

Definicié : Egyv G véges csoport D : G — GL(V) abrazolasanak yp : G — C
karaktere
xp(g) = Tr(D(g)) . (4.1)

. Vegyiik észre, hogy xp(1) = dimV éppen az abrazolas dimenzioja, és hogy
az elébbiek szerint két Abrazolas akkor és csak akkor ekvivalens, ha karaktereik

megegyeznek. Egy masik fontos tulajdonsaga a karakternek, hogy

xp (¢") = xplg), VheG,

més szoval a karakter osztdlyfiigguény, vagyis konstans G konjugalt osztalyain. Ez
egyszerii kovetkezménye a spur ciklicitasinak, vagyis hogy Tr(AB) = Tr(BA),
illetve annak, hogy az dbrazolas homomorfizmus.

Mivel egy matrix spurja egyenld sajatértékeinek dsszegével - feltéve, hogy a
métrix diagonalizalhat6, ami az abrazolasi operatorokra mindig igaz -, és mivel
véges rendii matrix sajatértékei komplex egységgyokok, ezért kénnyen adédnak a
karakterek alabbi tulajdonsagai :

xp(97') = xolg), (4.2)
Ixp(g)l £ xp(1). (4.3)
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A definicio alapjan egyszert meghatarozni a dudlisok. direkt Osszegek és ten-

zorszorzatok karakterét, és az alabbi eredmeny adodik:

xp-(9) = xnl9), (4.4)
Xpep,(9) = xp,(9) +xD,(9). (4.5)
Xpiepa(9) = xp(9)xp.(g)- (4.6)

A fentiekbdl lathatjuk, hogy az dbrazolasi karakter hasonlo szerepet tolt be az
abrazolaselméletben, mint amilyet a fixpontfiiggveny jatszott a permutacios ha-
tasok elméletében. Fontos kuldnbség a két eset kozotr, hogy a fixpontfiiggvény a
részcsoportok Osszességén van értelmezve, és csak nemnegativ egész értékeket vehet

fel, mig a karakter az egyes clemekhez rendel - altalaban komplex — értékeket.

Tekintsiik a G véges csoport inekvivalens irreducibilis abrazolasainak Dy, ..., D
Osszességét, és jelolje a tovabbiakban y; az i-edik D, irreducibilis abrazolas karak-
terét, ezeket nevezziik irreducibilis karaktereknek. Belathato, hogy az irreducibilis
karakterek szama megegyezik a csoport konjugalt osztalvainak r szamaval. S6t,
az irreducibilis karakterek bazist alkotnak az osztalyvfiigevényvek terében, vagyis
azon f : G — C komplex érteki fiiggvények terében, amelyek minden g, h € G-re
teljesitik az f(g") = f(g) egyenlGséget. A 4.5 osszefiigges alapjan az is belathato,
hogy az &brazolasi karakterek pont azok az osztalyfiiggvények, amelyek eloal-
lithatok az irreducibilis karakterek nemnegativ egesz egyiitthatos linedrkombina-
ciojaként.

Szokas egy adott véges G csoport irreducibilis karaktereit egybegytdjteni a G
un. karaktertdblijiba. Ez egy r x r-es tablazat, amelynek sorait a G irreducibilis
karakterei indexelik, mig oszlopai a G konjugalt osztalvainak felelnek meg. Az
i-edik sor és a j-edik oszlop talalkozasaban az vi karakternek a j-edik konjugalt
osztly elemein felvett értéke szerepel — emlékezziink vissza, hogy a karakterek
konstansok a konjugalt osztilyokon. Szokas az elsG sorba a trivialis abrazolas
karakterét irni — ez a konstans 1 értéket veszi fel minden elemen -, mig az elsd
oszlopba az egységelemet tartalmazo trividlis osztalyt —igy itt az egyes irreducibilis

dbrazolasok dimenzi6i szerepelnek. Ez utobbi mennyiségekre vonatkozik az alabbi
hires allitas.
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Burnside-tétel : Az irreducibilis abrazolasok dimenzidinak négyzetisszege meg-

egyezik a csoport rendjével, azaz

Y xi(D) =16 (4.7)

i=1

A Burnside-tétel egy sokkal dltalanosabb allitas specialis esete, amint azt mind-
jart latni fogjuk. Az irreducibilis karakterek egyik legfontosabb tulajdonsagat
mondja ki az alabbi allitas.

Ortogonalitasi relaciok :

e 3 xi(9)x;(g) = bi;5. (4.8)

9€G

Az ortogonalitasi relaciokbél mar kovetkeznek az un. maéasodik ortogonali-
tasi relaciok, amelyek szerint ) ! xi(9)vi(h) egyenls |Cq(g)|-vel, amennyiben
g,h € G egymés konjugiltjai, egyébként az osszeg 0. A g = h = 1 specialis eset-
ben visszakapjuk a Burnside-tétel allitasat. Megjegyezziik még, hogy létezik az

ortogonalitasi relacioknak egy altalanositdsa, mely szerint

x5 (h)

. 4.
x; (1) =

1 =
F Z Xi(9)x;(g th) = §;
= geld

Az ortogonalitasi relaciok egy elegans megfogalmazasat kapjuk, amennyiben
bevezetjiik az osztalyfiiggvények terén az alabbi skaldrszorzatot:

i f) == 3 H(0FE). (4.10)

I 9€G

Konnyen belathat6, hogy igy egy pozitiv definit skalarszorzatot kapunk az
osztalyfiiggvények terén, és az ortogonalitasi relaciok azt fejezik ki, hogy az ir-
reducibilis karakterek ennek a térnek egy ortonormélt bézisat alkotjak. Ennek
alapjan most mar konnyen megoldhato az elmélet alapproblémaja, vagyis egy adott
abrézolas irreducibilisekre valé dekompoziciéja: ha ugyanis D = @I_,n;D; , akkor
xp(g) = 3.1, nixi(g), és az ortogonalitasi relaciokat felhasznalva kifejezhetjiik az
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n; multiplicitisokat
n; = (YD Xi)
alakban.
Latjuk tehat, hogy a karaktertdbia ismerctében megoldott az dbrédzoldsok osz-
talyozasa, illetve az irreducibilis dekompozicié problémaja. Ennek alapjan meg-

hatarozhatjuk példaul a fuziés gyird struktaraallandoit is, hiszen 4.6 szerint a

D; @ D; abréazolas karaktere x;Y;, ezért
NE = Waxy xe! (4.11)
adja meg a fuzios egyiitthatokat.

A karaktertabla sok fontos informaciot tartalmaz a vizsgalt csoportrol. Segit-

ségével meghatarozhato peéldaul a kommutitor-részesoport: belathatd ugyanis,

P M
hogy ¢ € G akkor és csak akkor, ha y;(9) = 1 minden olyan i-re, amelyre
e = ragyis D; dimenzidja 1. Az egydimenzios abrazolasok karaktereit
xi(l) 1, vagyis D; dimenzioja 1. Az egydimen ibrazolasok karakterei

linedris karaktereknek nevezziik. Mivel két egydimenzios Abrazolas tenzorszorzata
maga is egydimenzigs, ezért ezek egy Abel-csoportot alkotnak a tenzorszorzas
miveletére nézve, amely izomorf a kommutator-részesoport srerinti faktoresoport-
tal. S6t, egydimenzios abrazolasnak egy irreducibilissel vett tenzorszorzata maga is
irreducibilis, ezért az egydimenzios dbrazolasok fent bevezetett csoportjanak egy
permutdciés hatasat kapjuk az Gsszes irreducibilis abrazolasok halmazan. Nem
csak a kommutétor-részesoport hatarozhato meg a karaktertabla alapjan, hanem

a normalis részcsoportok haloja is. Vezessiik be ugvanis a

K ={9€G|xilg) = xi(1)}

halmazokat. Mivel az abrazolasi operatorok sajatértekei egyseggyokok, ezért Ky =
ker D; egy normélis részcsoport — a D, abrazolas magja -, és belathato, hogy

minden normalis részesoport eldall a K; reszesoportok valamely halmazanak met-
szeteként.

Lassunk egy egyszerii példat karaktertablara. Az S; 3-adfoku szimmetrikus
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csoportnak 3 konjugalt osztalva van:

G o= (1},
C: o= {(1,2),(1,3),(2,3)},
C: = {(1,2,3),(1,3,2)}.

Mivel 3 konjugalt osztaly van, ezért 3 irreducibilis karaktere van a csoport-

nak, amelyek dimenzioi konnven meghatarozhatok a Burnside-tétel alapjan. A
karaktertabla:
sslala]a]
1

\ uE
fﬁ] T
1

EE

Vagyis két egyvdimenzios és egy kétdimenzios irreducibilis dbrazolasa van Ss-
nak. A kommutator-részcsoport S; = € U C3 = {1,(1,2,3),(1,3,2)} = Ko, és
mivel K| = §3 és K3 = {1}, ezért K az egyetlen nemtrividlis normalis részcso-
port. A fuzios egyuitthatokat a 4.11 képlet alapjan kiszamolva az alabbi tablazatot

kapjuk az irreducibilisek tenzorszorzataira:

®@ | D1 | Dy Dy ]
D, | Dy | D, Dy

Ds | Ds | Ds b |
ﬂp‘g‘ Dy | Dy @Dy ® Ds

Vegyiik még észre, hogy S3 karaktertablajaban csak egész szamok fordulnak
el6. Ez altalaban nincs igy, de belathato, hogy minden szimmetrikus csoport
karaktertablija csak egész értékeket tartalmaz. Egy masik érdekes jelenség, hogy
minden irreducibilis Abrazolas dimenzi6ja osztja az S; rendjét, ami tetszéleges
csoportra 1s igaz.

A karaktereknek létezik még egy fontos alkalmazésa, a homogén komponensek
meghatarozasa. Egy D : G — GL(V) abrazolas homogén komponense egy olyan
Vi < V invarians altér, amelyen a D dbréazolas Gsszes D;-vel ekvivalens irreducibilis
komponensének direkt dsszege dbrazolodik. Ezen alterek meghatédrozdsa fontos
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példaul a Clebsch-Gordan-egyiitthatok szamitasanal. Minden egyes V; homogén
komponenshez tartozik egy P, : V = V projekcids operdtor, amelyre Piv = v
akkor és csak akkor, ha v € V;. Ezen projektorok alapveté tulajdonsaga, hogy
P,P; =6, ;P; és 3_._, P; = . Mint belathato, a projekcios operatorok kifejezhetok
az alabbi alakban:
P; = ""i—é? > xi(9)D(9)- (4.12)
9€G
Eme képlet alapjan szamolhato projekcios operatorck P;V° képterei adjak a D
abrazolas homogén komponenseit.
Végezetiil megemlitjiik, hogy a G x H direkt szorzat irreduciblis karakterei
xi#0; alakiak, ahol y; jeloli a G, mig 6; a H csoport irreducibilis karaktereit, és

xi#0;(g, h) = xi(g)0;(h)

a karakterek ngynevezett kiils6 szorzata.

4.4 Projektiv Abrazolasok és kociklusok

Az abréazolast ugy definialtuk, mint egy D : G —» GL(V) homomorfizmust, de sok
alkalmazas szempontjabol ez a fogalom nem elég altalanos. Példaul a kvantum-
elméletben az allapottér egy Hilbert-tér, és a szimmetriacsoport elemei ezen tér
unitér operatorai, de mivel az allapotok nem a Hilbert-tér vektoraival, hanem an-
nak egydimenzios altereivel vannak egy-egyértelmi kapcsolatban, ezért a szimmet-
riacsoport abrazolasi operatorai is csak egy skalarszorzo erejéig vannak meghata-
rozva. Mds szoval a szimmetriacsoportnak egy projektiv dbrdzolisa van megadva,
ami egy olyan D : G — GL(V) leképezés, amelyre

D) = I, (4.13)
D(g)D(h) = a(g,h)D(gh), (4.14)

ahol a : G x G = C egy komplex értékii fiiggveny, a projektiv abrazolas kocik-
lusa. A kociklus nem lehet egy tetszéleges kétvaltozos fliggvény, ugyanis a csoport-
axiomakat és a linearis operatorok szorzasinak miiveletei szabalyait kihasznélva
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azt kapjuk, hogy
a(l,g) = a(g,1) =1 (4.15)

és
a(g1,92)a(g192,93) = alga, g3)a(g1, 9293) - (4.16)

Ez utébbi egyenléség abbol adadik, hogy

D(g1) (D(92)D(93)) = D(g1)a(g2,93) D{g293) = a(g2,93)a(g1, 9293)D(919293) =

= (D(g1)D(g2)) D(g3) = a(g1,92)D(g:192) D(g3) = e(g1, 92)a(9192, 93) D(919293) -

Altalaban, egy olyan a : G x G = C fliggvenyt, amely kielégiti a 4.15 és 4.16
egyenleteket, a G csoport (2-)kociklusanak nevezziik, és ezek halmazat Z2(G)-vel
jeloljiik.

Ne feledkezziink meg arrél, hogy a projektiv abrazolas fogalméra gy jutottunk,
hogy az abrazolasi operatorok csak egy skalarszorzo erejéig voltak meghatarozva

(kivéve D(1j-et}, ezért megszorozhatjuk Sket egy §: G' — C* fliggvénnyel:
D(g) - B(9)D(g),

amelyre ${1) = 1. Egy ilyen transzformacié soran a projektiv abrazolas kociklusa
1s megvaltozik,

B(g)B(h)
Blgh)

Az a és a kociklusokrol azt mondjuk, hogy kohomolsgok. Ez a relacié nyilvan

al(g,h) — a(g,h) = a(g,h)

egy ekvivalencia. Az ekvivalenciaosztalyok véges halmazat H?(G)-vel jeldljiik, és
a G mdsodik kohomoldgiacsoportjanak, illetve Schur-multiplikdtordnak neyezziik a
projektiv abrazolasok elmélete megteremtéjének tiszteletére. A csoportstruktira
onnan adédik, hogy két kociklus pontonkénti szorzata megint kociklus, vagyis
Z*(G) egy Abel-csoport, és az ekvivalencia kompatibilis ezzel a miivelettel. A
Schur-multiplikitor egységeleméhez tartozo projektiv abrazolasok a korabban tar-
gyalt kozonséges dbrazolasok.

Mint azt az elnevezések is sugaljak, nemcsak 2-kociklusok léteznek, hanem
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tetszéleges k természetes szamra definidlhatok k-kociklusok, azaz olyan e : Gk -
C fiiggvények, amelyek egy, a 4.16-hez hasonlé fiiggvényegyenletet elégitenek ki,
¢s ezek kohomologia osztdlyai alkotjak a H*(@) kohomolégiacsoportokat. Ezek
vizsgalata a homologikus algebra korébe tartozik, itt csak annyit emlitiink meg,
hogy az 1-kociklusok nem masok, mint a linearis karakterek, igy H'(() éppen az
egvdimenzids abrazolasok csoportja a tenzorszorzas miiveletével.

Adott a kociklushoz tartozd projektiv dbrazolasck esetén a kozonscges abra-
zolasok elméletéhez hasonld modon definidlhatok a reducibilitas és irreducibilitas
fogalmai, és megfeleld feltételek teljesiilése esetén itt is minden dbrazolas teljesen
reducibilis lesz, vagyis elGallithato irreducibilisek direkt 6sszegeként. Fontos eltérés
a szokasos abrazolaselmélettdl, hogy két projektiv abrazolas direkt Osszegének csak
akkor van értelme, ha kociklusaik megegyeznek. Egy a és egy 5 kociklusu abra-
zolds tenzorszorzata értelmezhetd, de ez méar egy af szorzatkociklussal jellemzett
abrazolas lesz, vagyis adott a kociklusu dbrazolasok halmaza nem zart a ten-
ZOTSZOrZASTA.

Egy adott csoport projektiv abrazolasainak meghatarozasara szolgal az 1un.
univerzdlis feddcsoport. Ez egy olyan G centralis bévitése H?(G)-nek a G al-
tal, amelynek irreducibilis dbrézolasai egy-egyértelmi kapcsolatban vannak a G
irreducibilis projektiv dbrézolasaival. Mint azt majd latni fogjuk a Lie-csoportok
elméletében, az SO(3) forgascsoport univerzalis fedGesoportja az SU(2) csoport.
Ez azzal kapcsolatos, hogy H? (50(3)) = Z+, vagyis a Schur-multiplikitor kételemii.
A Schur-multiplikator egységeleméhez tartozd kozonséges SO(3) abrazolasokat
ltalaban tenzorabrazolasoknak nevezik, mig a Schur-multiplikitor nemtrivialis
eleméhez tartozo projektiv abrazolasok az un. spinorabrazolasok. A fenti gondo-

latmenet a magyarazata az SU(2) abrazolasok kvantumelméleti jelentdségének.

4.5 Frobenius — Schur-indikitorok

Tekintslink egy D : G — GL(V) abrazolast. Ekkor a V ® V téren értelmezett a
D @ D tenzorabrazolas. A

c: VeV VeV
a®b—~ b®a
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leképezés négyzete nyilvan az egységoperator, o = I, ezért sajatértékei csak +1
lehetnek. A +1 sajatértékhez tartozo altér a S*V szimmetrikus négyzete a V-nek,
mig a —1 sajatértékhez tartozé altér a A?V antiszimmetrikus négyzet. Konnyd
belatni, hogy a o leképezés kommutal az Osszes adbrazolasi operatorral, ezért a
Schur-lemma alapjin mind §°1, mind A%V invaridns altér, amelyeken megvalo-
sulé abrazolasokat S* D-vel és A% D-vel jelbljiik, és a D szimmetrizdlt négyzeteinek
nevezziitk. Amennyiben az {e;,...,e,.} vektorok egy bazisat alkotjak a V linearis

térnek, akkor S?V egy bazisa
e;®e;+e; ey 1<7,

mig A’V egy bazisa

e, ®e; —e; Ve, t2 §a

A bazisok ismeretében kinnven meghatiarozhatd a szimmetrizalt négyzetek

karaktere:

(xp(9) +xp(g?) . (4.17)

(xh(g) — xp(9*)) - (4.18)

XS?U(,Q) =

XMD(.G} =

[N SN

Kiilonosen érdekesek az irreducibilis dbrazolasok szimmetrizalt négyzetei. Ez
azzal kapcsolatos, hogy két irreducibilis abrazolas tenzorszorzata akkor és csak
akkor tartalmazza az egységabrazolast — éspedig pontosan egyszer—, ha egymas
konjugaltjai. Vagyis irreducibilis D-re D@D csak akkor tartalmazza az egységabra-
zolast, ha D = D . Amennyiben ¢ feltétel nem teljesiil, az dbrazolasi karakter
komplex értéki, és ezért nem létezhet olyan bézis, amelyben minden abrazolasi
operatornak valosak a matrixelemei, az ilyen abrazolasokat kempleznek nevez-
ziik. Amennyiben D = D, még mindig két eset lehetséges: vagy S%D tartal-
mazza az egységabrazolast, ekkor van olyan bazis, amelyben a méatrixelernek mind
val6sak, ezért az ilyen abréazolasokat valdsnak nevezziik; vagy A®D tartalmazza az
egységabrazolast, amikor is megint csak lesznek sziikségszertien komplex métrixele-
mek — bar a karakter csak valos értékeket vesz fel —, ezen abrazolasokat pszeudo-
valdsnak vagy kvaternionikusnak nevezzilkk. E harom eset megkiilonboztetésére
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szolgal az abrazolas vp Frobenius-Schur-indikdtora :

ami irreducibilis abrazolas esetén harom értéki. +1, ha az abrazolas valés, —1, ha
az abrazolas pszeudo-valds, és 0, ha az abrazolas komplex. Megjegyezziik, hogy
pszeudo-valds abrazolis dimenziéja mindig paros.

A Frobenius-Schur-indikitorok egy érdekes alkalmazésa, hogy segitscgiikkel
azonos karaktertablaval rendclkezd csoportok kozott is kiilonbség tehetd abra-
zolaselméleti modszerekkel. Fontos példa erre a Dg diédercsoport és a Qg Akvater-
nidesoport esete. Ez utébbi a o Pauli-matrixok (lasd 5.11) *e-szerescib6l, és

1 0 = g : -
a gp = ( 0 1 egységmatrix +1-szereseibdl allo 8 elemii nemabeli csoport,

melynek konjugalt osztalyai:

{(’.Tg} ; {—t‘?o} . {:i:i-‘.(.'fl} ; {:i:lc:’g} ) {imr;;} g

A két, csoport karaktertabldaja rendre

D, [ [10°) [1C.0°) [ {omoad [ rao]
1|1 1 1 1 1
1a 1 1 1 -1 1
1 | 1 1 -1 1 -1
1c | 1 1 J 1 ]
2 2 -2 0 0 0

és
Qs | {oo} | {—0o0} | {£101} | {£102} | {Fr03}
1 1 1 1 1 ld_-_
5 T 1 1 1 B
N 1 1 1 1
Bl 1 1 1 1 1
2 2 -2 0 0 0

Vagyis a karaktertabla, illetve a fizi6s szabélyok alapjan nem lehet a két cso-
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portot megkiilénboztetni. Viszont egvszertien belathato, hogy a kétdimenzios ir-
reducibilis a Dg-ban valos, mig a (Qs-ban pszeudo-valds abrazolas.

Tobbszoros tenzorszorzatok esetén a helyzet bonvolultabb, ekkor a megfeleld
foku szimmetrikus csoport irreduciblis abrazolasai szerint végezhetdk el a szim-
metrizalasok, ez vezet el az iin. Schur-funktorok elmméletéhez. Ezek kozott kiilonosen
fontos szerepet jatszik a teljes szimmetrizalds, amely a szimmetrikus csoport egység-
abrazolasanak, illetve az antiszimmetrizalas, amely a nemtrivialis egydimenzios

abrazolasnak (a permutaciok paritisanak) felel meg.

4.6 Indukalt dbrazolasok és a reciprocitasi tétel

Mint azt mar korabban lattuk, egy D : G — G L(V) abrazolast megszorithatunk
egy H < G részcsoportra, aminek eredményekeént egy res% D : H — GL(V) abra-
zolast kapunk. Létezik egy forditott iranya mivelet, amikor a H < G részcsoport
egy D : H — GL(V) abrazolasabol nyerjiik a G egy indy; D abréizolasit, a D
indukdlt dbrdzoldsdt. Az eljaras a kovetkezd: kivalasztunk minden egyes G/ H-beli
baloldali mellékosztalybél egy g; reprezenténs elemet (i = 1,...,[G : H]). Ekkor

tetszéleges g € G-re és i-re létezik olyan h € H és k egész, hogy teljesiil

99: = gxh
(természetesen mind k, mind h fiigg i-t6l és g-tél ). Legyen a V' linearis tér egy
bazisa {e;,...,e,}, és tekintsiink egy [G : H]dim V' dimenzios VE linearis teret,

melynek egy bazisat (g;, ¢;) alaku parok alkotjak. A g € G elem indukalt dbrazolasi

operatoranak hatasa ezen a bazison
(9ir€;) = (g, D(h)e;) .
Kénnyen belathaté, hogy a fenti definicié alapjan egy
ind§;D : G = GL (V°)

abrazolast kapunk. Ennek dimenzioja nyilvan [G : H] szorosa D dimenziéjanak.

Az indukalt 4brazolas speciilis esete a permutacios abrazolas. Legyen adva egy
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tranzitiv ¢ permutacios hatas, és legyen ebben egy kivilasztott pont stabilizatora
H. Ekkor a D4 permutacios abrazolas ekvivalens az indj;1 indukalt abrazolassal,
ahol 1-gyel jeloltiilk a H részcsoport egységabrazolasit. Amennyiben a vizsgalt
hatas nem tranzitiv, akkor a megfelelé permutacios dbrazolas tobb indukalt kom-
ponens direkt Gsszege lesz.

Belathato, hogy az indukcié tranzitiv mivelet, azaz ha K < H < G és D :
K — GL(V) egy abrazolasa a K részcsoportnak, akkor

ind$; (indj D) = ind%. D .
Miasrészt az indukei6 feleserél a direkt Gsszegek képzésével, azaz
ind§; (D1 ® Dq) = ind$, Dy @ ind$, D5 .

A D abrazolas x p karakterének ismeretében kiszamithato az indukalt Abrazolés
X% karaktere:

¢ 1 :
X5 (9) = ¥l Y xo(g"). (4.19)
heG
ghe H

E kifejezés alapjan mar belathato az indukalt abrazolasok alabbi alapvetd tulaj-
donsaga.

Frobenius reciprocitasi tétele : Legyen ¢ egy véges csoport, i < G egy rész-

csoport, és legyen x a G, mig ¢ a H egy abrazolasi karaktere. Ekkor

<trJ(J1 X)(‘; = (¢, \"H)u (4_20)

teljesiil.

A reciprocitasi téetel jelentSségét az adja, hogy segitségével a H-ra vonatkozo
elagazasi szabalyok ismeretében meghatarozhatok a H-r6l valé indukci6k ered-
menyei, hiszen ez utébbihoz nyilvan elegendé a H irreducibilis dbrazolasai in-
dukiltjainak ismerete.

Kiilonésen fontos az a specialis eset, amikor a H részcsoport normalis, ez az
in. Clifford-elmélet targya. Ekkor ugyanis a G csoport irreducibilis abrazolasal
elGéallithatok a H részesoport irreducibilisai és a ¢ /H faktorcsoport irreducibilis
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projektiv Abrizolasainak ismerctében az indukcio segitségével. Ezt a modszert
szokas alkalmazni példaul a Poincaré-csoport, illetve a kristalyok szimmetriacso-
portjai abrazolaselméletének targvalasakor, mindkét esethen a transzlaciok abeli
normalis részcsoportjat valasztva H-nak - ez az ugynevezett kiscsoportok mad-

SZEerTe.

4.7 Invarianselmélet

A csoportelmélet alkalmazdsai szempontjabol kiemelked6 jelentségi az invarians-
elmélet. Példaul egy fizikai rendszer hatasfunkcionilja invarians a rendszer szim-
metriacsoportjara, ami nemesak megmaradd mennyiségek létezését vonja maga
utan a Nocther-tétel révéen, hanem komoly megszoritast jelent a hatas konkrét
alakjara nézve, Sok mas esetben is alkalmaznak invarianselmeéleti megfontolasokat
annak érdekéhen, hogy egy sok paramétertdl bonyolult médon fiiggd mennyiséger
egyszeriien leirjanak néhany invaridns mennyiség segitségével, kihasznalva a rend-
szer szimmetriait. Ez a mult szdzadban rendkiviil aktivan kutatott teriilet fontos
szerepet jatszott a modern algebrai fogalmak kialakulasaban. Mélyrehaté tanul-
manyozasa komoly kommutativ algebrai ismereteket feltételez, ezért csak a leg-
elemibb vonatkozasait targyalhatjuk.

Tekintsiink egy A € GL(n) matrixot és az R = C[x,...,r,] polinomgyriit.
Egy f € R polinombél szarmaztathatunk egy uj f* € R polinomot az 4 matrix

segitségevel :

T mn
A . - 7 oy " (
f (le--;-r-n) T f Z-'lllrfs-‘*$2‘4ﬂfﬂ-’f ' "\‘421)
=1 1=1
vagyis az xj,...,r, hatiarozatlanokon végrehajtva a

I I
— A

Ip In

linearis transzformaciot. Vegyiik észre, hogy a valtozok transzformaciojanak li-
nearitdsa miatt, ha f egy d-edfokii homogén polinom, akkor f* szintén d-edfoku
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homogén. Az f akkor invaridns az A matrixra nézve, ha azonosan teljesiil

FOlms o) = I vs®a) (4.22)

Legven most adva egy D : G — GL(V) abrazolas az n dimenzios V' lineéaris
téren. Kivalasztva egy bazist, minden abrazoldsi operdtorhoz hozzarendethetd egy
G L(n)-beli matrix, és egy f polinomot akkor neveziink mvaridnsnok a G-re nézve,
ha invarians minden abrazolasi matrixra. A G-re invarians polinomok halmazat
jeldljiik R¢-vel. Ez természetesen nem csak a G csoporttol fiigg, hanem a D
abrazolastol is, bar ezt expliciten nem jeldljiik, viszont ekvivalens abrazolasokra
megegyezik.

A definiciébol azonnal adodik, hogy invaridnsok linear kombinacioja, illetve
szorzata megint invarians, vagyis RY egy gyiiri. Az is latszik, hogy tetszéleges
invarians el6all homogén invariansok Gsszegeként, és hogy elegendd a csoport gene-
ratorai abrazolasi matrixainak az invariansait meghatarozni. Az invarianselmélet
alapfeladata az RC invaridnsgyiri meghatarozasa.

Klasszikus példa a szimmetrikus polinomok esete. Tekintsiik ugyanis az S,
szimmetrikus csoport természetes permutacios hatasahoz tartozé permutaciés abra-
zolast, illetve ennek az abrazolasnak a R~ invariansgyiiriijét, ennek elemeit nevez-
zitk szimmetrikus polinomoknak. Ezek szerint egy f € R polinom akkor szim-

metrikus, ha invariins argumentumai barmely permutaciéjara nézve, vagyis

I ion 02 Fllnedieents) = i = Floysma i) 5

Nevezetes példak szimmetrikus polinomokra a hatvinydsszegek

n
pk:z:{:f! lgkiﬂf,

i=1

eés az ugynevezett elemi szimmetrikus polinomok

Sp = E Liy Tiuvwv-Ldyy 1_{:.‘.‘,5’.“1
]."_:il {...{ikfn

A szimmetrikus polinomok alaptétele kimondja, hogy tetsz6leges f € R5» szim-
metrikus polinom egyértelmiien el6all akar a py hatvanyosszegek, akar az s elemi
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szimmetrikus polinomok egy n véltozos polinomjaként, azaz léteznek Py, Sy € R
polinomok, amelyekre

f(j':l!"':zﬂ):Pf{pl'a"+apﬂ)=Sf(31|v--+3n} 1

és Py, Sy egyértelmd. Ez természetesen azt is jelenti, hogy mind a py-k az s;-kel,
mind az si-k a p;-kel kifejezhetdk az ugynevezett Newton-formuldk segitségével.

A fenti példanak két tanulsaga van: egyfel6l, bar nyilvan végtelen sok szim-
metrikus polinom van, létezik véges sok kozottik — akar a pi-k, akar az sp-k -,
amelyek segitségével mar az Osszes tébbi elGéliithato, mds szoval Iétezik véges sok
fundamentdlis invariins; masfeldl a fundamentalis invariansok segitségével valo
elgallitas egyértelmi, azaz a fundamentalis invariansok algebrailag fiiggetlenek. A

f6 kérdés az, hogy a fenti két tulajdonsag igaz marad-e altalaban.

Kideriil, hogy bar altalaban végtelen sok fundamentalis invariins sziikséges.
de a gyakorlatban eléforduld csoportok esetén — példaul véges csoportok, félegy-
szerl Lie-csoportok stb. — létezik fundamentalis invariansoknak egy véges halmaza.
Viszont ritka példaktol eltekintve, mint amilyen a fentebb targyalt S, esete, a fun-
damentalis invariansok nem lesznek algebrailag fiiggetlenek. Az invarianselmélet
feladata fundamentalis invariansok egy véges — lehetéleg minimalis - rendszerének

meghatarozasa, és az ezek kozott fennallo algebrai relaciok leirasa.

A tovabbiakban csak véges csoportokkal fogunk foglalkozni, mivel ez az in-
varidnselmélet legjobban feltart teriilete. Ebben az esetben az invariansok meg-
keresése nagyban egyszertisodik, mivel rendelkezésre dllnak a megfelel6 projekcios
operatorok. Legyen ugyanis D : G = GL(n) a vizsgalt matrixabrazolas, és legyen
Ry az R gydrt homogén k-adfoki polinomjainak halmaza, ami nyilvanvaléan egy
linearis altere R-nek, s6t, R = ®pRp. A 4.21 képlet alapjan egy abrazoléasat
kapjuk G-nek az Ry linearis téren, amelyrdl belathato, hogy ekvivalens a S¥D
szimmetrikus hatvannyal. A k-adfoky invariansok tere igy nem més, mint az By
azon homogén altere, amelyen az egységabrazolas val6sul meg. Erre pedig az

S 54D(g)

9eG

1
p >l ==l
|G|

projekcios operator, az igynevezett Reynolds-operdtor vetit, amelynek hatasa egy
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f € R polinomra

: 1
G D(g) ¢, .
REf(zy...,x0) = T Z P (g, . zn) . (4.23)
gEG
Mivel az z% = z{" ...z alaki monomok az R-nek mint linearis térnek egy

bazisat alkotjak — az R egy bdzisdt azok alkotjak, amelyckre Zfl a; = k —, ezért
az RY-t kifeszitik az RY (z®) alaku kifejezések.

A fenti eljaras alapjan ugyan megkaphatjuk az BE invariansgytiri egy bazisat,
de mivel ennek végtelen sok eleme van, gyakorlati szempontbdl nincs jelentésége.
A fundamentalis invariansok meghatarozasaban a Reynolds-operator jelentdségét
az alabbi tétel vilagitja meg.

Noether tétele : Az RY invaridnsgyirit generalja az {R” () [ 3, a; < (G|}

polinomok halmaza, amely tartalmazza a fundamentalis invaridnsokat.

A fenti tétel alapjan mar meg tudjuk hatarozni invariansok egy olyan véges
halmazat, amely tartalmazza a fundamentalis invaridnsokat. Hogy ez utébbiakat
ki tudjuk valogatni a halmaz elemei koziil, sziikségiink van a Hilbert-Poincaré-sor
fogalmara.

Definicié : Jelolje Hp a homogén k-adfoka invariansok terének dimenziojat.
Ekkor a G csoport (pontosabban a D abrézolas) Hilbert--Poincaré-sora az alabbi

formalis hatvanysor:

He (2) = ) Hpz*. (4.24)
k=0

Belathato, hogy véges G esetén Hg(z) egy racionalis tortfiggveny 2z = 0 koriili
Taylor-sora. Kiszamitasa az alabbi tétel alapjan lehetséges.

Molien tétele : Véges G csoportra

1

1
Hg(z) = Gl 9; Tt T—200) (4.25)

A gyakorlatban a fenti eredményeken alapulé hatékony eljarasok allnak ren-
delkezésre, amelyek segitségével nemcsak a fundamentélis invariansok, de a kozot-
tiik fennallo algebrai Gsszefiiggések is meghatarozhatok. Ez utobbi kérdéssel kap-
csolatban csak Hilbert hires tételét emlitjitk meg. Legyen a G fundamentalis
invaridnsainak halmaza {I,..., I}, és tekintsiik az ezek koz6tti algebrai Gssze-
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fliggéseket, masnéven syzygyket, vagvis azon r-valtozos S polinomok osszeségeét,

amelyekre

Belathatd, hogy a svzygvk maguk is egy végesen generalt gyirit alkotnak, azaz
létezik véges sok {Si,..... Ss} fundamentalis syzygy, amelyek polinomjaként az
osszes tobbi syzygy eldallithato. De a fundamentalis syzygyvk maguk sem algeb-
railag fiiggetlenek, azaz altalaban léteznek masodrendi syzygvk kozottitk és igy
tovabb. Hilbert tétele azt mondja ki, hogy az egyre magasabb rendd syzygyk
képzésének folyamata maximum n lépés utan véget ér, ahol n az abrazolas dimen-

zi6ja, azaz az n-edrendi syzygyk mar biztosan algebrailag fiiggetlenek.

Lassunk néhany példat invariansgytiriik szerkezetére. ElsGként tekintsiik a
négyzet Dg szimmetriacsoportjanak természetes kétdimenzids dbrazolasat a 39-ik

oldalrél. Ebben az esetben a Hilbert-Poincaré-sor

és ebbdl leolvashato, hogy két algebrailag fiiggetlen fundamentalis invarians van,

méghozza
i = :cf + x5,
I, = 3:]";173 ,

vagyis tetszéleges RPs invarians egyértelmien kifejezhets F(Ih, I5) alakban. Ve-
gyiik észre hogy I, nem mas, mint az euklideszi tavolsag, ami azzal kapcsolatos,
hogy az 4brazolasi matrixok ortogonalis matrixok, illetve az dbrazolas valos. Al-
taldban, valos és pszeudo-valos dbrazolasok esetén mindig létezik kvadratikus in-

varians.

Misodik példank a Zg ciklikus csoport azon 3 dimenzids abrazolasa, ahol a

csoport generatoranak abrazolasi matrixa

R
BO)=} —1- 9 0
0
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Molien tétele alapjan kiszamolva a Hilbert.-Poincaré-sort, az aldbbi eredményt

kapjuk:
1+ 223 + 2*

(1-22)°(1—2%)

A fundamentalis invariansok egy rendszere:

Jrl = 17% +T§,

Jrg = 333,

Iy = zx3323,

Iq = (.’F% = ﬂ"g) I3,

I_5 = JI%LE%,

Iﬁ = I1Is (']"'12 — 333) .

Ezen fundamentalis invariansok kozotti syzygyket az alabbi fundamentalis syzygyk

generaljak:
S1 = DLli- L,
G = B =tk
Sy = Ii-LI;,
S = BEL=42=1,
%, = Bh~ihk=1LT,
Se. = 112.{3——.{,? — 4615,

és ez utobbiakrol belathato, hogy algebrailag fiiggetlenek, azaz nincsenek masod-
rendi syzygyk.
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Fejezet 5

Lie-csoportok

A Lie-csoportok elmélete a fizikai alkalmazasok szempontjabol alapvetd jelen-
téségii. Ennek egyik oka, hogy a fizikai téridG szimmetriai Lie-csoportot alkotnak,
az in. Poincaré-csoportot. A részecskefizika jelenleg elfogadott elmélete, az tn.
Standard Modell szintén jelentds mértékben épit a Lie-csoportok elméletére. Ter-
meészetesen egy ilyen jelentds és szertedgazd elmélet nem targyalhato részleteiben a
jelen kurzus keretei kozott, kénytelenek vagyunk néhany alapfogalom ismertetésére
szlikiteni mondandénkat, remélve, hogy ez elégséges alapul szolgal majd a részlete-

sebb specialkollégiumok megértéséhez.

5.1 Alapfogalmak

A folytonos (kontinuum szamossagi) csoportok koziil kiillonosen jelentdsek azok,
amelyek elemeit véges sok valos szammal lehet paraméterezni. A valds paraméte-
reknek azt a legkisebb n szamat, amely még elegendé a csoportelemek megkiilon-
boztetéséhez, a csoport dimenzidjanak nevezziik, illetve n-paraméteres csoportrol
beszéliink. Tehat egy n-paraméteres csoport egy eleme A (a) alaka, ahol a =
(a1,...,an) avalos paraméterek dsszesége. Mivel két csoportelem szorzata megint
csak igy paraméterezhetd, ezért létezik egy @ («, 3) fiiggvény, amelyre

A(a)A(B) = A(®(a,B)) - (5.1)

63
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Hasonlo okbol létezik egy ¥ (a) fiiggvény is, amelyre
Af@)™ =AY () - (5.2)

Természetesen a paraméterck megvalasztasanal nagyfoki szabadsagunk van, hiszen
azok csak a csoportelemek megkiilonboztetéset szolgaljak, igy mindig elérhetd,
hogy az egységelemnek a 0 = (0,...,0) paramétersorozat feleljen meg. A csoport-

miivelet asszociativitasa miatt fenn kell allnia az alabbi fMggvényvegyenletnek:
®(a,®(3,7) =2 (®(a.8),7) , (5.3}

mig az egységelem és az inverzek definicidja szerint
i (D‘n) = (n,l)) ~

P (0, ¥ (a)) = (¥ (a),a)=0.

Egy n-paraméteres folytonos csoportot akkor neveziink Lie-csoportnek, ha
mind a @, mind a ¥ leképezések konvergens Taylor-sorba fejtheték a 0 pont koriil.
Gleason-Montgomery—Zippin hires tétele kimondja, hogy a definiciéban elég a
kétszeres differencialhatésagot kikétni, az mar maga utian vonja a fenti erésebb
tulajdonsagot.

Miel6tt példikon illusztralnank a fenti definiciot, meg kell emliteni néhany
topologiai fogalmat, amelyek jelentds szerepet jatszanak az elméletben. Egy Lie-
csoporton természetes modon értelmezhetd egy topologia, amelynél egy adott cso-
portelem kiornyezete azokbol az elemekbdl all, amelyek paraméterei elég kizel van-
nak az adott elem paramétereihez. Annak megfeleléen beszéliink kompakt vagy
nemkompakt csoportrol, hogy a megfelels topologikus tér kompakt-e vagy sem,
azaz minden nyilt lefedésébdl kivalaszthaté-e véges lefedés. A G Lie-csoportban
az egységelem komponensének nevezziik azt a Gy halmazt, amely azon G-beli
elemekbdl all, amelyek az egységelemmel folytonos girbével dsszekdtheték. A Go
mindig részcsoport, és cosetjei alkotjik a G 6sszefiiggd komponenseit. Ez azt is je-
lenti, hogy G akkor és csak akkor Gsszefiiggs, ha G = Gy. Veégiil egy G Osszefiiggd
Lie-csoportot akkor neveziink egyszeresen dsszefiiggének, ha barmely G-beli zart
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gorbe folytonosan egy pontra zsugorithato.
Példak :

1. A valés szamok R additiv csoportja egydimenzios Lie-csoport, amelynél
A(a) = a valaszthaté. Nyilvan & (o,3) = a + 8 és ¥ (a) = —a. Ez

egy nemkompakt dbeli egyszeresen Osszefiiggs Lie-csoport.

2. Az egységnyi abszolut értékd komplex szamok U (1) halmaza a szokasos
szorzassal egydimenzios kompakt abeli Lie-csoportot alkot, amely dsszefiiggd,
de nem egyszeresen Osszefiiggd. Ez esetben A (a) = exp (1a) és @ (a,3) =
a+ 3. Az U (1) jel6lés arra utal, hogy ez a csoport nem mas, mint az 1 X 1-es

unitér matrixok csoportja.

3. A haromdimenziés tér forgasainak csoportja egy haromdimenzios kompakt
nemabeli Lie-csoport, amelyrdl belathato hogy izomorf a 3 x 3-as egységnyi
determinansi ortogonalis matrixok SO (3) csoportjaval. Ez esetben egy cél-
szerd paraméterezés az Euler-szogek segitségével adhato meg. A csoport

osszefiiged, de nem egyszeresen Osszefiiggs.

4. A térid6 szimmetriacsoportja, az in. Poincaré-csoport egy tizdimenzios
nemkompakt nemabeli Lie-csoport, amelynek négy Osszefiiggé komponense

vall.

5. Adott n pozitiv egész szam esetén az n x n-es valos elemid méatrixoknak az
alabbi részhalmazai a matrixszorzéassal mint csoportmivelettel Lie-csoportot

alkotnak :

(a) GL (n) az Osszes invertalhaté métrix csoportja, az altalanos linearis

csoport. Dimenzitja n?.

(b) SL (n) az egységnyi determinanst métrixok csoportja, a specialis linearis
csoport. Dimenzi6ja n? — 1.

(¢) O (n) az ortogonilis méatrixok csoportja, az ortogonalis csoport. Di-
menzi6ja 22, A csoport kompakt, és két Gsszefiigg komponense

van, mivel ortogonalis matrix determinénsa +1.
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(d) SO (n) az egységnyi determinansii ortogonalis matrixok csoportja, a

specialis ortogonalis csoport. Mivel ez az ortogonalis csoportban az

egysegelem komponense, ezért kompakt, osszefiggd és dimenzidja meg-

egyezik O (n)-ével. SO (n) nem mas, mint az n-dimenzios euklideszi tér

forgascsoportja. n > 2 esetén nemabeli, n = 2 esetén izomorf U (1)-

gyel.

(e) Ha n = 2k paros szam, akkor Sp (n) jeldli azon n x n-es valos elemi A

méatrixok csoportjat, amelyekre
AGAT =G,
ahol AT jelsli az A matrix transzponaltjat, mig

[0 1
-1 0

\ 3

0

Ez a csoport a szimplektikus csoport. Jelentés példaul a klasszikus

mechanika Hamilton-formalizmusanak modern targyalasaban.

6. Az nxn-es unitér komplex elemi matrixok szintén Lie-csoportot alkotnak, az
U (n) unitér csoportot, mig az egységnyi determinansuak alkotjak az SU (n)
specialis unitér csoportot. Dimenziojuk n?, illetve n? — 1. Ezen csoportok

alapvetd szerepet jatszanak az elemi részecskék kolesonhatasainak leirasaban,
illetve a részecskék osztalyozasaban. Kiilonosen fontos koziiliikk az SU (2)

csoport, amely egy egyszeresen Osszefliggé haromdimenziés kompakt Lie-

csoport, ez ugyanis a forgdscsoportnak az un. univerzalis fedécsoportja,

amint azt a késGbbiekben latni fogjuk.

Hosszasan lehetne tovabb sorolni a példakat, de a fizikai alkalmazasok szempon-
tjabol az elSbbiek a legjelentdsebbek. Ezek utén térjiink at a Lie-csoportok rész-

letesebb vizsgalatéra.
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5.2 Egyparameéteres részcsoportok, Lie tételei

Az altalanos csoportelmélet targyvalasanal lattuk a ciklikus csoportok jelentdségét
a csoport szerkezetének leirdsaban. Ezek szerepét a Lie-csoportok elméletében az
egyparaméteres részesoportok veszik at. Mig G ciklikus részesoportjai felfoghatok
mint ¢ : Z — G homomorhzmusok képei az egész szamok additiv csoportjabol
G-be, addig az egyparaméteres részesoportok ¢ : R — G homomorfizmusok képei
a valés szamok additiv cseportjabol G-be.

Definicié : Egy s : R — R" differencidlbaté gorbét (lokalis) egyparaméteres

részcsoportnak neveziink, amennyiben a 0 egy kornyezetében
®(s(r),s(m)) =s(n +m).

A Lie-csoport egy A (a) paraméterezését kanonikusnak nevezziik, amennyiben
minden
Al ) & [CiTie s CaT)
alaku linearis a (7) leképezés, ahol a ¢;-k valds konstansok, egyparaméteres részcso-
portot hataroz meg. Tetszbleges Lie-csoportnak létezik kanonikus paraméterezése.
Kanonikus paraméterezés esetén teljesiil ® (o, —av) = 0, és kihasznalva a @

Taylor-sorba fejthetdségét

1.2 .
5[:{*0-J;3k B (5.4)

®;(a,f)=a; +pi+
Az itt szerepld (-3‘” valos konstansokat nevezziik a Lie-csoport struktiradllanddoinak.
Ezek tulajdonsagait irja le az alabbi tételek lanca.

Lie I. tétele : A &, fiiggvények kielégitik az alabbi parcialis differencislegyenlet-

rendszert: 3
a@;q’i (o, B) vji (B) = vir (®i (e, B))
ahol
d
vi; (@) = -@‘1’(&&’);,@:6 -

Tovabba teljesiil a v,;j(ﬁ) = §;; mellékfeltétel. Az adott mellékfeltétel mellett a

fenti rendszer megoldasa egyértelmd.
A bizonyitas viszonylag egyszerfi, az asszociativitast kifejezé fiiggvényegyen-
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letet kell differencialni 3; szerint az egységelem helyén.

Lie Il. tétele: Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a fenti differencial-
egvenlet-rendszernek létezzék a mellékfeltételt kielégité megoldasa, az, hogy a
vy (@) filggvények kielégitsék az alabbi parcialis differencidlegyenlet-rendszert:

dvi; v ik

*—,—Jvuc i gt 'U-itff =0,

9f o
ahol a (f’[” konstansok a csoport struktiraéllandoi.
Lie ITI. tétele: Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a masodik tételben
szerepld parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek létezzék megolddsa, az, hogy az
ott szerepld (rfk mennyiségek eleget tegyenek az alabbi két feltételnek:
kj .

s ; ik
1. antiszimmetria : €] = —¢,

2. Jacobi-azonossag : "™ + e"fell + kel = 0.

5.3 Lie-algebra, infinitezimalis generatorok

A Lie-tételek iizenete az, hogy a csoportmivelet meghatdrozhaté ~ legaldabbis az
egységelem egy kornyezetében — a struktiraallandék ismeretében, vagyis a &,
fiiggvények Taylor-sorfejtésének kvadratikus tagjaibol. Lie 111 tétele szerint az
antiszimmetridnak és a Jacobi-azonossdgnak eleget tevs konstansok tetszéleges
rendszere elGall valamely Lie-csoport strukturaallanddinak osszességeként. A fen-
tiek lehetdséget nytjtanak arra, hogy a Lie-csoportok vizsgalatat linearis algebrai
kérdésekre vezessiik vissza az alabbi konstrukci6 segitségével.

Definicié : Legyen G egy n paraméteres Lie-csoport, és jeloljiik (!-fk-val a struk-
taradllandéit valamely kanonikus paraméterezésben. Tekintsiink egy n-dimenzios
valos linedris teret és annak egy {X'?,..., X"} bézisat, és definialjunk ezen a téren

egy [,] bilineéris miiveletet az alabbi relacick révén:
[A A0] e IS, (5.5)

Természetesen a bilinearitas miatt ezzel a tér két tetszéleges elemeére is értelmeztiik

a miiveletet, amit kommutatornak neveziink. Ez a miivelet eleget tesz az alabbi
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két azonossagnak:
[A,B] = - [B, 4], (5.6)

[4,[B,C]) +[B,[C, A]] +{C,[A,B]] = 0, (5.7)

amelyeket rendre antiszimmetridnak és Jacobi-azonossagnak hivunk. Ezt a linearis
teret a kommutatorral mint miivelettel nevezziik a G Lie-csoport ¢ Lie-algebrdjdnak.

A Lie-algebra egyik fontos tulajdonsaga, hogy lokalis izomorfizmus erejéig jellem-
zi a Lie-csoportot. Itt lokalis izomorfizmus alatt olyan homomorfizmust értiink,
amely az egységelem egy kirnyezetében az inverzével egyiitt differencialhaté. Loka-
lisan izomorf csoportok nagymértékben hasonléak, bar globélis topolégiai tulajdon-
sagaik, mint a kompaktsag, Osszefiiggdség, illetve egyszeresen Osszefliggdség, nem
sziikségszertien azonosak. Példaul az O (3) és az SU (2) csoportok lokilisan izomor-
fak, de az utobbi egyszeresen Osszefliggs, mig az elébbi még csak nem is dsszefliggd.
Hasonloképpen, a valds szamok additiv csoportja lokalisan izomorf az U (1) cso-
porttal, és az utébbi kompakt, mig az el6bbi nem az.

Az alkalmazasok szempontjabol alapvetd feladat egy adott Lie-csoport esetén
meghatarozni a Lie-algebra szerkezetét. Ez természetesen megtehetd ugy, hogy a
csoportmiivelet sorfejtésének kvadratikus tagjabol leolvassuk a struktirasallandokat,
de létezik egy egyszertibb médszer abban az esetben, ha a vizsgalt Lie-csoport
elemei valamilyen geometriai objektum folytonos transzformacioi. Mivel az alkal-
mazasok szempontjabol fontos Lie-csoportok gyakorlatilag mind ebbe a kategériaba
esnek — példaul a matrixcsoportok linearis koordinata-transzforméaciokbol allnak
-, ezért roviden ismertetjiik ezt a modszert.

Tegyiik fel tehat, hogy n paraméteres Lie-csoportunk A (a) elemei valamilyen s
valds x,,...,r, koordindtdval paraméterezhetd geometriai objektum koordindta-

transzformacioiként vannak definialva :

Ts %,

ahol az z; (z1, ..., z,|a) transzformalt koordinatak differencialhaté fiiggvényei mind
az « paramétereknek, mind az xy,...,xs eredeti koordindtdknak. Valasszuk ki
valamelyik «; paramétert, és tekintsiik azt a transzformaci6t, amelynek minden
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paramétere 0, kivéve az i-ediket, ami egy ¢ infinitezimalis mennyiség. Az Z;,...,Zs
koordinatak egy tetszdleges F (zy,...,x) fiiggvénye a transzformécié utan sor-

bafejthetd e szerint:
F (:1:1,,;1*5) = F(z1,...,3s) + eiF (z1,...,25) +.

Az e-ban elsgrendi tag egyiitthatoja LF (zy,...,x), ahol I; egy elsérendd par-
cialis differencialoperator, az i-edik infinitezimdlis generdtora a csoportnak. Belat-
hato, hogy két infinitezimalis generator [I;, [;] kommutatora elGall infinitezimalis

generatorok linearis kombinacidjaként, azaz

IRAE DI
k
A differencialoperatorok kommutatora definicié szerint antiszimmetrikus és tel-
jesiti a Jacobi-azonossigot, kivetkezésképpen az infinitezimalis generatorok linearis
kombinaciéinak tere a kommutatorral egy Lie-algebrat alkot, és belathato, hogy
ez megegyezik a csoport Lie-algebrajaval. Természetesen az egyes infinitezimalis
generatorok konkrét alakja fiigg a csoport valasztott paraméterezésétl, két kiilon-
boz6 paraméterezés infinitezimalis generatorait egy linearis transzformacio kap-

csolja Gssze, csak a Lie-algebra az, ami paraméterezéstdl fiiggetlen.

Lassunk néhany példat a fentiek illusztralasara. A valos szamok (R, +)additiv
csoportja realizalhaté a valos szamegyenes eltolasainak csoportjaként: ekkor egy
koordinatank és egy v paraméteriink van, ész = A (a)r = r+a. Az r koordinata

egy tetszéleges F' () fliggvénye esetén
' . : d
F(c)=F(z+a)=F (¢) +a=F (z) +...
amibdl leolvashatd az infinitezimadlis generator:

Nyilvan [I,I] = 0, ez mar az antiszimmetriabol is kovetkezik, an. egydimenzios
abeli Lie-algebrat kapunk.

Tekintsiik most a sik forgascsoportjat, azaz az SO (2) csoportot. Ekkor megint
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egy a parameteriink van, a forgatas szoge, és az r,y koordinatak az alabbiak

szerint valtoznak :

r = cos{a)r—sin(a)y,

y = sin(ajz+ cos{ajy.

Egy tetszéleges F (x,y) fiiggvény megvaltozésa

o)

) ! a
F(-l‘ ,y) = F(z,y) + a (—y;ﬂ +f§§> F (4] Fs

vagyis az infinitezimalis generator I = —y% + .]',‘E%, Megint csak egvdimenzios
abeli Lie-algebrat kapunk, ami mutatja a fent vizsgalt két csoport lokalis izomor-
fiajat.

Végiil tekintsiik az alabbi Lie-csoportot - az un. egydimenziés affin esoportot

-, amely a valos szimegyenesen hat:

r

¢ = Ala.b)z=ax+b.

Mivel két paraméteriink van, ezért két infinitezimalis generator lesz. Vegyiik
észre, hogy a fenti paraméterezésben az egységelem A (1,0), vagyis amikor az a
paraméterhez tartozo infinitezimalis generatort keressiik, akkor az infinitezimaélis

transzformacio paramétere a = 1 + € lesz. Ebbdl
. d
F(A(14¢0)2)=F(z+ex) = F(:E}-FEIEI* () +...,
azaz [} = ;rf;-, mig

F(A(l,e):c):F(x+5):F(m)+c%F(x)+...,

azaz I = 3";. A két inifinitezimalis generator kommutatora

d
% g e
[-il-l'.L '2] dx 2,
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vagyis a nem zérus struktaraallandok:

3 om A s
czp = —cip = 1.

A kovetkezo alfejezetben az infinitezimalis generatorok modszerét fogjuk hasz-
nalni a forgascsoport Lie-algebrajanak meghatarozasara, illetve az SU (2) csoport-
tal val6 lokalis izomorfizmusanak belatasara.

Az infinitezimalis generatorok egy masik fontos alkalmazasa a transzformacio-
csoport invariansainak meghatarozasa. Ezek a koordinataknak olyan fiiggvényei,

amelyek a csoport transzformacioi soran nem valtoztatjak meg értékiiket, azaz
F(:tr],.,.,:xrs):F(.rl,“.,:cg). (5.8)

Mivel a fenti invarianciafeltételnek infinitezimaélis transzforméaciék soran is fenn
kell allnia, ezért a csoport invariansai kielégitik az I; /' = 0 elsérendid parcialis
differencidlegyenlet-rendszert. Példaul az SO (2) csoportra az

aF oF

I_._—
9y Yoz

egyenlet adodik, aminek altalanos megoldasa F(z,y) = F) (z? +y?) alaka,

vagyis az invariansok csak az orig6tol mért tavolsagtol fliggnek.

Visszatérve a csoport Lie-algebréjanak targyalasara, fontos megemliteni, hogy
a Lie-algebra egydimenzios alterei egy-egyértelmii kapcsolatban allnak a csoport
egyparaméteres részcsoportjaival, és ez a kapcsolat explicit megadhato az infinite-
zimalis generatorok ismeretében. A mar korabban emlitett globalis topologiai
tulajdonsagoktol eltekintve a Lie-algebra tartalmazza az osszes lényegi informéciot
a csoportrol, masfeldl sokkal konyebben vizsgalhato linearitdsa miatt. Példaul a
véges dimenzi6s egyszer Lie-csoportok viszonylag kénnyen osztéalyozhat6k Lie-
algebrai technikak segitségével. Az osztalyozas eredménye az, hogy a mar kordbban
ismertetett matrixcsoportok, azaz az SU (n), SO (n) és Sp(2n), néhany trivialis
kivételtdl eltekintve egyszert Lie-csoportok végtelen sorozatait adjak, és ezeken
kiviil mindossze 6t, Gn. exceptionélis egyszerti Lie-csoport létezik. Az osztalyozasi
tételnek fontos alkalmazisai vannak a részecskefizikiban. Az osztalyozas egyik
érdekessége, hogy speciélis tipusi an. Coxeter-grafok osztélyozasara vezethetd
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vissza, ami a matematikanak ¢s a fizikinak olvan latszolag fiiggetlen teriiletein
bukkan fel, mint a szingularitasok elmélete, a konform térelmeélet, sét az SU (2)
csoport veges reszesoportjaimak az osztalyozasa — ami mellékesen a szabalyos testek

osztalyozasaval is kapcsolatos

5.4 Lie-csoportok abrazolasai, Haar-mérték

Mint azt az el5z6 részben targvaltuk, a Lie-csoportok vizsgalatanak alapvetd maod-
szere a linearizalas, azaz a megfelels Lie-algebrara torténd attérés. Ez a helyzet az
abrazolaselméletben is, ugvanis egy Lie-csoport minden abrazoliasinak megfelel
Lie-algebrajanak egy abrazolasa, vagyis egy olyan R : g — End()") linearis
leképezés a g Lie-algebrabol a V' linedris tér operatorainak End(1V") halmazaba,
amely teljesiti az

R([z,y]) = R(z)R(y) — R(y)R(z)

feltételt minden x,y € g-re. Ez a kapcsolat nem egy-egyeértelmni, hiszen lokilisan
izomorf Lie-csoportok Lie-algebrai megegyeznek, igy valojaban a Lie-algebra abra-
zolasai az univerzalis fedéesoport abrazolasainak felelnek meg, mas széval a Lie-
algebra abrazolasok a vizsgalt csoportnak dltalaban projektiv abrazolasait szolgal-
tatjak.

A Lie-csoportok abrazolaselméletében jelentds a Haar-mérték fogalma. Em-
lékezziink vissza a veéges csoportok esetére, ahol fontos szerepet jatszott a cso-
portelemek halmazara torténd osszegzés, példaul a karakterek skalarszorzataban,
illetve a projekeios operitorok meghatarozasaban. Mivel egy Lie-csoportnak kon-
tinuum sok eleme van, ezért ebben az esetben a csoportelemekre vett Ssszegeket
egy megfeleld mérték-, illetve integralfogalommal kell helyettesiteni. Vagyis ha
adott egy f : G — C komplex értekii fiiggvény a csoporton, értelmezni akarjuk
ennek [, f(g)dg integraljat. Az integralnak, illetve a megfelels mértéknek transz-

lacidinvariansnak kell lennie, azaz teljesiilnie kell a

]G f(gh)dg = [G f(hg)dg = L /(9)dg

feltételnek tetszéleges h € G-re, ekkor a mértéket Haar-mértéknek nevezziik. Nem
minden Lie-csoporton létezik Haar-mérték, de példaul minden kompakt csoporton
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/dQZI,
G

ez az an. normalizdlt Haar-mérték, amely egyértelmii. Természetesen a csoport-

létezik olyan, amelyre

nak egy konkrét paraméterezése esetén a Haar-integral egy veges dimenzios in-
tegralra redukalodik. Peéldaul az SU(2) csoport esetén egy tetszGleges f oszta-
Ivfiiggvény csak a g € SU(2) matrix t := T7(g) spurjatol fiigg, és a megfeleld

2 1 t 2
[ f(g)dg = f - (5) Fodt
SU(2) ak v

]
-

Haar-integral

= |

5.5 A forgascsoport

Az alkalmazéasok szempontjabol legfontosabb Lie-csoport a haromdimenzios ter
forgasainak SO (3) csoportja. A csoport harom parameéteres, hiszen egy forgas
megadasahoz tudni kell a forgatas szigét és a forgastengely iranyat, ez utobbit
pedig két valos paraméterrel jellemezhetjiik. Tetszéleges forgas felbonthaté harom
egymasra merdleges tengely — példaul a Descartes-koordinata-rendszer z, y, z tenge-
lyei — koriili forgasok szorzatara, ezért az infinitezimalis generdtorok meghatéroza-
sanal elég rogzitett tengely koriili forgasokat vizsgalni, de ezek generdtora mar
ismert az SO (2) csoport példajabol. Konkrétan, egy z tengely korili a szogl
forgas az alabbiak szerint transzformalja a koordinatakat:

n o= o,
y = cos(a)y — sin(a)z,
z = sin(a)y+ cos(a)z,

és az ennek megfelelé L, infinitezimalis generator

0 0
L — — — —
. yaz zay'
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Teljesen hasonloan szamithaté a két masik generator, az eredmény:

J a
i = Egms,
I3, 3
bs = o5 "Var

Szamoljuk ki a fenti generatorok kommutatorait! Legyen F (z,y,z) egy tet-
sz6leges (differencialhato) fiiggvény, ekkor

£ 9 9] JdF aF J d oF OF
[Li L] F = kyz}—; - zag) (ZE‘ - Iﬁ:) = (:E —IE) (y ST By,) =
o PF L OF PR L PF SR
" 0z0r " Oz 0z Ordy Oyoz
—2Y BEF- + 22 —E}E— + 1y 5311 — Iz o i - QE =
¥ 020z drdy “0rdz 020y v

Az antiszimmetriat figyelembe véve elég az [Ly, Lo] ,[Ly, L3] és az [L2, L3] kom-
mutatorokat kiszamitani. A szamitas hasonld a masik két kommutator esetén, az

eredményt az alabbi tablazat osszegzi:

[L[ " IJQ] — '_1:-'3 5
[L1$L3} = L‘E,
BBl = ~Tus (5.9)

Innen mar koénnyen leolvashatok az SO (3) csoport struktaraallandéi. A Lie-
algebrat szokds egy kicsit mas alakban felirni, a fenti generdtorok helyett a J; =
—iL; generatorok segitségével. Ennek az az oka, hogy a négyzetesen integralhato
F (z,y,z) figgvények terén a J; operatorok onadjungaltak, vagyis a kvantum-
mechanika szerint fizikai mennyiségeket irhatnak le. Persze eddigi targyalasunk
szerint ez az atiras nem lenne megengedhetd, hiszen végig ragaszkodtunk az eld-
fordul6 mennyiségek valos voltahoz, de formalisan az 4j mennyiségek ugyanazt az
informaciot hordozzik, és létezik a Lie-algebrak komplexesitésének preciz elmélete,
ahol a fenti Atiras teljesen jogos. Az onadjungalt generatorok segitségevel a Lie-
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algebrat definialo kommutatorok az alabbi alakot veszik fel:

[Fio ] =veiiedi, (5.10)-

ahol ¢;;; a Levi-Civita-tenzor, ami antiszimmetrikus minden indexében, és €123 =
1. Ezek pont az impulzusmomentum-operator komponenseinek kommutétorai
th = 1 egyscgrendszerben), ahogy azt a kvantummechanikabél ismerjiik. Ez nem
veletlen, altalaban egy szimmetriacsoport (0nadjungalt) infinitezimalis generatorai
a szimmetridhoz a Noether-tétel szerint hozzatartozo megmarado mennyiségeket

abrazolo operitorok.

Az impulzusmomentum kvantummechanikai elméletébdl ismert. hogy jelentés
szerepe van a J? = 3 J7 operatornak, mivel az feleserélhets az dsszes generator-
ral. Vegviik észre. hogy J? nem eleme az SO (3) Lie-algebrajanak, hiszen az utébbi
a J;-k linearis kombinacioibél all. J* valojaban egy bavebb asszociativ algebranak
az eleme, amit a Lie-algebra univerzilis feddalgebrdjinak neveziink, és amelyet a
generatorok formalis szorzatainak linearis kombinacidl alkotnak, azzal a feltétel-
lel, hogy J;J; — J;J; = [Ji, J;] teljesiil. Az univerzalis fedGalgebra azon elemeit,
amelyek az Osszes generatorral kommutalnak, Casimir-operdtoroknak nevezzik,
ezek kitiintetett jelentdségiiek az abréazoliaselméletben. Belathat6, hogy SO (3)

. i d - 9 " .
minden Casimir-operdtora a J= polinomja.

Tekintsiik most az SU (2) csoportot, azaz a 2 x 2-es unitér matrixok csoportjat.

Az egységelemtdl infinitezimélis mennyiségben kiilonbozé métrix alakja
U=1+1A.
Az unitaritas miatt UUT = 1 4126 (A — AT) = 1, vagyis AT = A, mig
det (1 +12€A) =1+1eTr(A) =1

miatt Tr (A) = 0. A fenti két feltételt kielégitG matrixok linedris teret alkotnak,

ennek egy bazisat adjak a o; Pauli-matrixok:

1 0
iy = 01 y 02 = " & y 03 = : (5.11)
1 0 -1 0 0 =3
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Megjegyezziik, hogy itt megint egy énadjungalt bazisat valasztottuk az algebranak.
Konnyt ellendrizni, hogyv

[6i,05] = 21ei500% ,

1
2
széval az SU (2) Lie-algebraja megegyezik az SO (3) Lie-algebrajaval, azaz a két

vagyis a ;o; matrixok kommutatorai megegyeznek a J;-k kommutatoraival, mas
csoport lokalisan izomorf. Ennek a jelent&sége abban rejlik, hogy SU (2) egy-
szeresen osszefiiggd, ellentétben a forgascsoporttal. Altalaban, tetszéleges g Lie-
algebrahoz tartozik egyetlen olyan &, Lie-csoport, amely egyszeresen Osszefiiggd és
Lie-algebraja g, ¢és minden olyan G dsszefiiggs Lie-csoport, amelynek Lie-algebrdja
g, el6all G, /Z faktorcsoportként, ahol Z a GG,,-nak ggy véges centralis részcsoportja
(ami izomorf a G' fundamentalis csoportjaval). Topologiai szohasznalattal, G, a

G csoport univerzalis fedGesoportja. Peldaul SU (2) centruma

wan={(30)(3 )

ezért a fentiek alapjan SO (3) = SU (2) /Z, és csak ez a két dsszefiiggd Lie-csoport
rendelkezik a fentebb targyalt Lie-algebraval. Mas széval SU (2) a forgascsoport
fedGesoportja, 6sszhangban a projektiv abrazolasok elméletében megismert termi-
nologiaval.

Mint azt a Lie-csoportok abrézolaselméletében lattuk, a forgascsoport véges
dimenzios (projektiv) dbrazolasai egy-egyértelmii kapcsolatban allnak az 5.10 Lie-
algebra dbrazolasaival. Ezeket viszont jol ismerjiik az impulzusmomentum kvantum-
elméletébdl (h = 1 egységrendszerben). Eszerint a véges dimenzids irreducibilis
abrazolasokat egy nemnegativ, egész vagy félegész értékeket felvevé paraméter
jellemzi, az abrézolas spinje. Egy s spinid abrazolas dimenzioja 2s + 1, és rajta
a J? Casimir-operator az s(s + 1) értéket veszi fel. Az egész spind abrazolasok
- a tenzorabrazolasok - felelnek meg a forgéscsoport valodi dbrazolasainak, mig
a félegész spintiek a nemtrividlis kociklushoz tartozé projektiv abrazolasok. Az
alacsony spinii dbrézolasok szokasos elnevezései : s = 0 a skalar, s = § a spinor,
mig s = 1 a vektor. A kétdimenzi6s spinor dbrazolasban az infinitezimdlis gene-
ratorok alakja %0.—, ahol o; a Pauli-matrixokat jeloli. Az N, fuzios egyiitthato
értéke 1, ha |p — q| < r < p+q, és 0 egvébként, ami pont az impulzusmomentumok
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kvantummechanikabol jol ismert kompozicios szabalyat adja vissza.
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Fejezet 6

Kombinatorikus csoportelmélet

Az eddigiek soran t6bb olyan modszert vizsgaltunk csoportok tanulmanyozasara,
amelyek lényege az adott csoport részesoportként vald bedgyazasa egy jol kezel-
het§ csoportba, példaul egy szimmetrikus vagy egy altalanos linearis csoportba.
Sok fontos esetben ez az ut nem jarhato, hiszen a permutaciocsoportként valo tér-
gyalhatosag feltétele a csoport vegessége, mig a matrixcsoportként valo kezeléshez
léteznie kell egy hii véges dimenzios abrazolasnak. A kombinatorikus csoportelmélet
alapotlete az, hogy a vizsgalt csoportot ne részcsoportként, hanem valamely jol
kezelhetd csoport homomorf képeként tekintsiik. E megkozelités sikerének kulesa
a szabad csoportok létezése, amelyek homomorf képeként barmely csoport el6all,

illetve ezen elGallitasok, az un. prezentaciok kezelhetdsége.

A kombinatorikus csoportelmélet feladata a prezentaciokkal megadott csopor-
tok vizsgalata. Kiilon érdekessége e témakornek, hogy a legtébb alapproblémara
bizonyithatéan nem létezik altalinos algoritmikus megoldas, amely tetszéleges
prezentaciora mikodne. Sot, leteznek olyan konkrét csoportok, amelyekre egyal-
taldn nincs megoldasi modszer. Ezen elvi nehézségek ellenére a kombinatorikus
csoportelmélet az egyik legjobban algoritmizalt terilete a matematikanak, és mint
latni fogjuk, igen sok esetben rendkiviil mély informaciok nyerhetdk a vizsgdlt cso-
portrol egy konkrét prezentacié alapjan. E tény igen fontos annak tikrében, hogy
a topologiaban ¢s a homologikus algebraban eléfordulé csoportok tébbsége csak

egy prezentacio réveén ismert.

79
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6.1 Szabad csoportok

Tekintsiik szimbolumok egy X halmazat, illetve az X = X x {£1} Descartes-
szorzatot, melynek elemei (x,¢) alaka parok, ahol r € X ése € {+1, -1} - ezeket
nevezziik bettiknek. Az X halmaz elemeire értelmezziik az inverzképzés miiveletét
az alabbi moédon: l[.r.e‘-:}_1 = (x,—¢). Ezek utan tekintsik az X halmaz elemeibsl
alkotott azon véges hosszisagi sorozatokat — szavakat —, beleértve a 0 hosszisaga

L alaku részszo.

lires sorozatot is, amelyekben egyetien egvszer sem fordul elé zaz™
Ezen redukdlt szavak halmazan egy csoportmiivelet vezetheté be az alabbi modon:
az ry...Trp €s az Y1 ...ym redukalt szavak szorzatat ugy kapjuk, hogy tekintjiik
az xi...TpYi ... Ym sorozatot. Ez nem feltotlenil] redukalt, ngvanis eléfordulhat
y1 = x', ebben az esetben ezt a part elhagyjuk, és az o ...2,_1¥2 ... Ym SOrO-
zatot tekintjiik. Amennyiben ez sem redukalt, elhagvjuk az r,_jy2 part, és igy
folytatjuk az eljarast, amig csak véges sok lépesben nem jutunk egy redukalt szoéra,
ez utobbi lesz a szorzat. Belathato, hogy igy egy asszociativ miveletet kapunk a
redukilt szavak halmazan, amelynek egységeleme az iires sz6, és ahol egy =, ...z,
sorozat inverze z,,' ...z, '. Az igy kapott csoportot nevezziik az X halmaz feletti
F'x szabad csoportnak. Vilagos, hogy Fy veégtelen rendii, még akkor is, ha az X
halmaz véges.
A szabad csoportok legfontosabb tulajdonsaga az alabbi.

Univerzalitasi tulajdonsag @ Legyen G egy tetszdleges csoport ¢s ¢ @ X —

G egy leképezés. Ekkor letezik egy ¢ : Fy — G homomorfizmus, amely a ¢
kiterjesztése, azaz tf)(:r) = ¢(z) minden z € X-re. A ¢ kiterjesztés egyertelmii.

E tulajdonsagbdl mar kovetkezik az alabbi allitas.
Tétel : Jeldlje Fx, ill. Fy az X, ill. YV halmaz felett értelmezett két szabad
csoportot. Fy = Fy akkor és csak akkor, ha X és Y szamossaga megegyezik, azaz

| X| = |Y|. Az | X| szamossagot nevezziik Fy rangjinak:
rank Fy = | X] .

Az univerzalitasi tulajdonsag mellett a szabad csoportokra vonatkozo legfon-
tosabb éllitas, hogy minden részcsoportjuk megint csak szabad csoport — vagyis
1zomorf egy megfelelg Y halmaz feletti Fy szabad csoporttal.
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Nielsen—Schreier-tétel : Szabad csoport minden részesoportja szabad. Ha H <
F és F szabad, akkor

rank /{ — 1 = [F: H](rank F — 1).

A fenti tétel bizonyitasa konstruktiv abban az értelemben, hogyv eljarast ad egy

olyan Y C Fx részhalmaz meghatarozasara, amelyre H = Fy-.

6.2 Prezentaciok és Tietze-transzformaciok

A szabad csoportok gyakoriati jelentdsége az alabbi allitason alapszik.
Tétel: Minden csoport egy megfelel szabad csoport homomorf képe.

Ezt konnyid belatni a kovetkez6 médon. Legyen G a vizsgalt csoport, X
annak egy generatorrendszere — ilyen nyilvan mindig letezik, példaul az osszes
csoportelem halmaza -, és Fy az X feletti szabad csoport. Ekkora ¢ : X = G
leképezés, amely minden X-beli elemet 6nmagiaba képez, egvértelmiien kiterjeszt-
heté egy r}; : Fxy — G homomorfizmussia, amely sziirjektiv, mivel X generalja
G-t. A ¢ homomorfizmus magjanak elemeit nevezzilk az X generatorrendszer
reldtorainak, magat a magot pedig relatorrészesoportnak, és R(G, X )-szel jeloljiik.

A homomorfizmus-tétel alapjan
G = Fx /R(G, X).

Természetesen a fenti reprezentdcio nem egyértelmi, hiszen sok kiilonbozé ge-
neratorrendszere létezhet egy csoportnak, és a megfelelé szabad csoportok, illetve
relatorrészcsoportok jelentdsen eltérhetnek egymastol. Az, hogy mégis rendkiviil
hasznos egy csoportnak egy szabad csoport homomorf képeként valé reprezen-
talasa, a Nielsen—Schreier-tételre vezethetd vissza, amely szerint egy adott X' ge-
neratorrendszerhez tartozé relatorrészesoport maga is szabad. Persze a relatorrész-
csoport altalaban nem lesz véges rangu, csak akkor, ha G véges csoport, hiszen
az indexe megegyezik G rendjével. Ha viszont figyelembe vessziik, hogy a relator-
részcsoport normalis, hiszen egy homomorfizmus magja, tovabb egyszertsithetjiik
a leirast. Ehhez kapcsolodik az alabbi definici6.
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Definicio : Legyen G egv csoport és X C G. Az X részhalmaz NCq(X) nor-

malis lezdrdsa a G legkisebb normalis részcsoportja, amely meg tartalmazza az X

részhalmazt. azaz az Osszes X-et tartalmazd normadlis részcsoport metszete:

NCs(X)= (] M.

XCNaG

Definicié : Legyven X C G egy generatorrendszer, R(G. X) a megfelelG relator-

részesoport, ¢s I C Fy egy olvan részhalmaz, amelyre
NCp, (R) = R(G, X}

Ekkor az (X|R) part a G csoport egy prezentdcidjinak ncvezziik, az f2 elemeit
pedig a prezentacio relatorainak. Szokas az IR relitorhalmaz elemeit u = v alakd
egvenldségekként irni, amelyek jelentése u~'v € R, hiszen a faktorcsoport képzés
eredményeként az u ¢s a v szavak ugyanannak a G-beli csoportelemnek fognak
megfelelni.

Az eddigiek alapjan vilagos, hogy tetszdleges csoportnak létezik prezentacioja:
X-nek vehetjiik a csoport egy generatorrendszerét, R-nek pedig a megfelel6 rela-
torrészcsoport alaphalmazat. A lényeg az, hogy altalaban sokkal kevesebb rela-
tor is elég, hiszen a relatorrészesoportnak csak a prezenticio relatorhalmaza nor-
malis lezarasaval kell megegyeznie. Az is vilagos, hogy bar egy adott prezentéci6
egyértelmijen meghataroz egy csoportot — izomorfia ercjéig —, a forditott allitas
nem igaz, ugyanannak a csoportnak tobb kiilonbdza, mint nemsokara latni fogjuk,
végtelen sok prezentacidja létezik.

Egy prezentacio generator- ¢s relatorhalmazanak a szamossaga tetszoleges lehet,
de nyilvin csak olyan prezentaciok esetén vizsgalhatunk algoritmikus kérdéseket,
amikor ez a két szamossag véges, ekkor véges prezentdciordl beszéliink. Egy cso-
port végesen prezentéalt, amennyiben létezik véges prezentacioja, a tovabbiakban
csak ilyenekkel fogunk foglalkozni.

Miel6tt nekilatnank a véges prezentaciok és az dltaluk prezentélt csoportok
vizsgalatanak, lassunk néhany egyszeri példat.

Példak:

1. ({z}|0) = Z, a vegtelen ciklikus csoport, amely egyben az 1 rangu szabad
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csoport. Altalaban az X halmaz feletti Fxy szabad CSOport egy prezentacioja

(X1]0).

I"[j:l[uj,bj])* ahol g > 1 egész szam és [a,b] =

a~ 16~ 1ab jelli a csoportelemek kommutatorat. A fenti prezentacié adja meg
egy iranvithato, g génuszu felillet fundamentalis csoportjat.

Iy = f\n Gl Hfﬂ a; > prezentilja a g génuszi nem-iranyithato fehilet

fundamentalis csoportjat.

(S, TIST)® = 52,84 = 1) az SL(2, Z) csoport — az tn. moduldris csoport

— egy prezentacioja.

;:.“Ii' gy q‘.?.” Il.ﬁ'g'b',,_r'_}l?,- S— hf-.; ! ._‘;'(.‘3; :'_1 s SifSJ = —f';j-:t;‘.!:' 3 }J.Fi ]I?: e j’ k:" ];‘ Az I.‘..IH- fi)nr'ﬂ*
csoport egy prezentacioja. Ha ebhez a prezentacidhoz hozzavesszik az Osszes
s? alakii relatort, akkor az n-edfokt szimmetrikus csoport egy prezentaciojat

kapjuk.

Az elsd felmeriils kérdés, hogy két prezentaciorol megallapithato-e, hogy mikor

prezentaljak ugyanazt a csoportot. A vélaszt Tietze hires tétele adja meg, amely-

nek megfogalmazasa el6tt be kell vezetniink néhany j fogalmat.

Legyen (X|R) egy prezentacit. Egy w sz6 az R relitorhalmaz kévetkezménye,

amennyiben w € NCp, (R).
Definicié : Legyen (X|R) egy prezentacio. Az alabbi miveleteket Tietze-transz-

formdcidknak nevezzik :

. (X|R) = (X

RU{w}), ha w kivetkezménye R-nek (redundans relator be-

vezetése);

(X|R) = (X|R\ {w}), ha w kovetkezménye R\ {w}-nek (redundans relator
elhagyasa);

(X|R) = (X U{A}|RU {wA™1}), tetszbleges w szora, feltéve hogy A nem
eleme X-nek (1j generdtor bevezetése);

4. A harmadik pontbeli lépés ellentetje, azaz redundéns generator elhagyasa.

Bantai_-_ Csoportelmelet_szoveges-83.psd



{4 FEJEZET 6. KOMBINATORIKUS CSOPORTELMELET

A definiciobol vilagos, hogy a Tietze-transzformaciok eredményeként kapott j
prezentacid ugyanazt a csoportot prezentilja, mint az eredeti. Ennek forditottjat
mondja ki

Tietze tétele : Két véges prezentacio akkor és csak akkor prezentalja ugvanazt

a csoportot, ha az egyik megkaphaté a masikbdl véges sok Tietze-transzforméacio

alkalmazasaval.

6.3 Dehn-problémak és eldonthetdség

Természetesen a csoportprezentaciok vizsgalata nem oncél, lényege a prezentalt
csoportrél minél tobb strukturalis informaciéo meghatarozasa. E kérdéskor alap-

problémait Max Dehn fogalmazta meg a széizad elején.

1. Szoprobléma: adjunk algoritmust annak eldontésére, hogy egy adott sz6

mikor prezentalja a csoport egységelemet.

2

. Konjugaci6s probléma: adjunk algoritmust annak eldontésére, hogy két szo

mikor prezental egymassal konjugalt csoportelemeket.

3. Izomorfia-probléma: adjunk algoritmust annak eldontésére, hogy két prezen-

tacio mikor prezental izomorf csoportokat.

Az izomorfia-problémaval kapcesolatban meg kell emliteni, hogy bar Tietze tétele
sziikséges és elégseges feltételt ad arra vonatkozoan, hogy két prezentacié mikor
prezentdl izomorf csoportokat, ez semmiképp sem egyenértékii olyan algoritmus
létezésével, amely véges sok lépésben eldonti az izomorfia kérdését.

Jegyezziik meg, hogy a szoprobléma megoldasa valaszt ad arra a kérdésre is,
hogy két sz6 (wy €8 ws) mikor prezentaljia ugyanazt a csoportelemet - akkor és csak
akkor, ha wl_lwg az egységelemet prezentalja. Masrészt a konjugiciés probléma
megoldasa tartalmazza a szoproblémaét is, hiszen egy szo akkor prezentilja az
egységelemet, ha vele egy konjugalt osztalyba esik.

A kombinatorikus csoportelmélet egyik legmélyebb eredménye, amely alapveté
logikai eredményekre vezethetd vissza, hogy a Dehn-probléméaknak altalaban nincs
megoldasa. Ki kell hangsilyozni, hogy ez nem csak azt jelenti, hogy nincs olyan
altalanos algoritmus, amely tetsz6leges prezentécié esetén megoldana példaul a
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szoproblémat, ennél sokkal tobbrdl van szd. Explicit megadhaté olyan véges
prezentacio, amelyre a széproblémanak nines megoldasa! Természetesen ez nem
jelenti azt, hogy specialis tulajdonsagi prezentaciokra ne lenne megoldas, példaul
zart felilletek fundamentdlis csoportjainak szoproblémajat maga Dehn oldotta
meg.

Altaldban elmondhaté, hogy a legtébb csoportelméleti tulajdonsag nem dént-
hets el egy prezentacid istneretében, példaul a

e trivialitas (a prezentacio az egyelemi csoportot prezentalja-e);

® végesseg;

e kommutativitas;

e szOprobléma megoldhatosaga (van-e megoldas az adott prezenticiora);

® egyszeriseg;

szabadsdg (vagyis a csoport izomorf-e egy szabad csoporttal).

Ujfent hangstlyozni szeretnénk, hogy a fenti megallapitdsok nem zarjak ki specialis
prezentaciokra vagy prezenticidosztalyokra a problémék eldénthetdségét, csak al-
taldnos algoritmus létét tagadjak.

Az el6z6ekhez hasonloan, konkrét csoportelemek tulajdonsagai is altalaban el-

donthetetlenek, példaul a

e trivialitas (ez pont a szoprobléma);

centralitds (vagyis az dsszes tobbi elemmel val6 felcseréthetdség);

e adott elemmel val6 felcserélhetéség;

adott részcsoporthoz valé tartozas;

véges rendiiség.
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6.4 Kombinatorikus algoritmusok

Miutan lattuk, hogy a csoportprezentaciokkal kapcsolatos legtobb algoritmikus
kérdés megoldhatatlan, tekintsitk at azt a harom alapvet§ algoritmust, amelyek
valaszt prébalnak adni a fenti kérdések némelyikére. Termeészetesen ezek nem
mindig fognak sikerrel jarni véges sok lépésben, de pragmatikus szemponthol
amugy sincs tul nagy kiilonbség egy olyan eljarashoz viszonyitva, amely garan-
taltan megadja a helyes valaszt véges sok lépésben, csakhogy futési ideje a vilag-
egyetem életkorat is meghaladja.

A Knuth-Bendiz-algoritmus célja, hogy egy adott prezentacioban a relator-
részcsoport minden cosetjéhez (mellékosztalyahoz) — vagyis a prezentalt csoport
minden eleméhez — egyértelmiten hozzarendeljen egy szit, az adott coset Gn. nor-
malformdjdt. Amennyiben ez elérhetd, a szoprobléma megolddsa azonnal adédik,
hiszen nyilvanval6, hogy ket sz6 akkor és csak akkor fogja ugvanazt a csoportelemet
prezentalni, ha normalformaik megegyeznek. Emellett olyan kérdések is megvala-
szolhatoak lesznek, mint a csoport végessége, trivialitasa, stb.

A normélformak megkonstrualdsa az alabbi Otleten alapszik. Tekintsiink az
(X|R) prezentaci6 X generatorhalmaza feletti szavak X* halmazéan egy tn. re-

dukcids rendezést, vagyis egy olyan < binér relaciét, amely
1. trichotom, azaz tetszéleges u,v € X'* esetén uw = v vagy u < v vagy v < u;
2. jolrendezés, vagyis tetszéleges u € X *-ra csak véges sok nala kisebb sz6 van;
J. transzlacio-invarians, vagyis a,b,u, v € X* és u < v esetén aub < avb.

Egy ilyen redukcios rendezés segitségével egy sz6 normalformaja nem mas, mint a
vele egy cosetbe tartozo szavak koziil a legkisebb. Megmutathat6, hogy léteznek
redukcios rendezések, példaul az un. silyozott lexikografikus rendezés.

A redukcios rendezés kivalasztasa utan a prezentacio relacioit irjuk fel szavakra
vonatkozé egyenlGségekkent, vagyis P; = (), alakban, ahol i a relatorok indexhal-
mazan fut. Természetesen mindig megvalaszthatjuk tgy a fenti szoparokat, hogy
Qi < P; legyen, egy ilyen part dtirdsi szabdlynak fogunk nevezni. Az atirasi sza-
balyok ismeretében a kovetkezéképpen adhatunk algoritmust egy adott sz0 normél-
forméjanak meghatirozasara. Vizsgaljuk meg, hogy az adott szOban elfordul-e
olyan részsz0, amely egy atirasi szabély bal oldala: ha van ilyen, akkor cseréljiik
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ki ezt a részt az atirasi szabaly jobb oldalara, és kezdjiik Gjra az eljarast; ha nincs,
akkor alljunk le. Lathatoan ez az algoritmus véges sok lépésben olyan széhoz fog
vezetni, amely tovabb mar nem egyszerisithets, mas szoval irreducibilis. Sajnos
eléfordulhat, hogy ugvanahhoz a szohoz t6bb irreducibilis szo tartozik, attol fiig-
gden hogy milyen sorrendben alkalmazzuk az atirasi szabalyokat. Atirasi szabalyok
egy rendszerét konfluensnek nevezzik, ha tetszdleges széhoz egyetlen irreducibilis
szot rendel hozza a fenti algoritmus, ebben az esetben ez lesz az adott szé nor-
malformaja. Mivel a redukcios rendezés jolrendezés, ezért egy véges konfluens
rendszer segitségével tetszéleges szonak véges sok lépésben meghatarozhato6 a nor-
mélformaja, és ezaltal megoldhaté a szoprobléma;

A Knuth-Bendix-algoritmus célja egy véges konfluens atirasi szabalyrendszer
adodo eredeti atirasi szabalyokat addig boviti 1) szabalyok bevezetésével, amig egy
konfluens rendszer adodik. Természetesen a bGvités soran csak olyan 1j szabalyok
jelenhetnek meg, amelyek az eredeti csoportot prezentaljak.

Az algoritmus Altaldban nem ér véget véges sok lépésben - ellenkezd esetben a

szoprobléma mindig megoldhato lenne —, de sok fontos esetben eredményre vezet.

-----

balyoktdl és a redukcioés rendezéstdl is, eredménytelenség esetén célszerd ezeken
valtoztatni. Véges konfluens rendszer ismeretében nemcsak a széprobléma oldhato
meg, de eldonthetd a vizsgalt csoport végessége, s6t, véges csoport esetén az egyes
elemeket reprezentalé normalformak explicit felsorolhatok.

A kombinatorikus esoportelmélet masik fontos probléméaja a kovetkezé: legyen
adva egy csoport egy véges prezentacidval, és egy részcsoport egy véges genera-
torrendszerrel, ahol a részcsoport generatorait az eredeti csoport generatorhal-
mazan definialt szavakként adjuk meg. Hatarozzuk meg a csoport permutéciés
hatasat a részcsoport szerinti jobb oldali cosetek (mellékosztélyok) halmazan!
A fenti probléma megoldasara sziiletett a kombinatorikus csoportelmélet egyik
legelsé atfogd algoritmusa, az un. Todd-Cozeter-algoritmus, masnéven coset-
enumerdcid. Jelenleg sok kiilonféle implementacioja létezik, amelyek futésidben,
memoriaigényben stb. kiilonboznek. Legfontosabb alkalmazasai a kévetkezdk:
ha részcsoportnak a trivialis részcsoportot valasztjuk, és a csoport véges rendd,
akkor a coset-enumeraciéval meghatarozhaté a rendje, s6t egy vele izomorf per-
mutacidcsoport is (ennek jelentGsége az, hogy permutaciécsoportok vizsgélatara
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igen hatékony algoritmusok allnak rendelkezésre, amint azt mar tobbszor hang-
stlyoztuk). Tetszdleges részcsoport esetén a reszesoport indexe hatarozhato meg
coset-enumeracioval, amennyiben az véges. Ilven esetben az algoritmus véges sok
lépésben véget ér, kiilonben vég nélkiil folytatodik.

Bizonyos értelemben a coset-enumerécios probléma elientetjének tekinthetd az
alabbi feladat: adott a G csoportnak egy véges (X |R) prezentacioja és egy ¢ :
G — S, tranzitiv permutéaciés hatasaa £ = {1,...,n} halmazon. Egy ilyen tulaj-
donsagi permutacios hatas meghatarozza a (G csoport egy n indexi részesoportjat,
valamely Y-beli elem stabilizatorat, konjugacio erejéig egyvertelmien. Hatdroz-
zuk meg ezen részcsoport egy prezentaciojat, vagyis egy generatorrendszerét és
a generatorok altal kielégitett relaciokat! A megoldast a Reidemeister-Schreier-
algoritmus szolgaltatja. ElGszor is, mivel ¢ képe tranzitiv. minden ¢ € X-hoz talal-
i€ X}

gsszeségét transzverzilisnak nevezziik. Ezek ntan minden i € ¥ és ¥ € X pérhoz

hat6 egy olyan w; sz6, hogy ¢(w;) az 1-et i-be viszi. Ezen szavak T = {w;

hozzarendeljiik az
1 a
si(z) = wizw_ (6.1)

szOt, ahol z(i)-vel jeloltiikk i € £ képét a ¢(x) permutacio hatasara. Belathato,
hogy ezen szavak Osszesége gencralja a keresett részesoportot, vagyis az 1 pont
stabilizatorat. A fenti tipusu részesoport-generatorokat nevezziik Nielsen-genera-
toroknak.

Létezik egy egyszerii algoritmus a Nielsen-generatorok altal kielégitett rela-
ciok meghatéarozasara, ezaltal a részesoport egy prezentaciojahoz juthatunk. Az
igy kapott prezentacio altalaban igen redundans, ezért célszerii megfelels Tietze-
transzformaciokkal egyszerisiteni, a modern algoritmikus implementaciék mar
automatikusan végre is hajtjak ezt az egyszerisits lopést,

A Reidemeister-Schreier-algoritmusnak sok fontos alkalmazasa van, mi most
csak egy egyszerii, de anndl fontosabb csoportelméleti alkalmazasra hivnank fel
a figyelmet: segitségével meghatirozhatd egy végesen prezentalt csoport osszes,
adott véges indexii részcsoportja. Az allitas vilagos, hiszen az adott foku tranzitiv
permutaciés hatasok meghatarozasa egyszerii feladat, ezek ismeretében pedig az
algoritmus megadja a megfelels részesoportokat.
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