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. A kvantummechanikai tobbtestproblema alapjai

Részecskerendszerek altalanos leirasa Hamilton
operator, Schrodinger egyenlet

@ Legyen a részecskék szama: N.

Egyeldre tekintsiink el a belsé szabadsagi fokoktdl (pl. spin, izospin,
stb.)

o A szabadsagi fokok szama: 3N

Az allapotfiiggvény a konfiguracids térben:
W(ry,ro, ...ty t) v = (x5, i, 2i)

@ A Schrédinger egyenlet:

oV L ov
HW = ih (H)' = —ih—

@ A Hamilton operator:

H=H(ri,ra,...,rn; P1, P25 - - 5PN L)



o A felcserélési torvények:

[Xj7pkx] = [yjapky] = [ijsz] = ’hajkr j7 k= 1a2a ) Na
a tobbi kommutator zérus ([A, B] = AB — BA),

@ Helyreprezentacidban:

Xj 1 x;-vel valé szorzas
h g 0 0
= -V : Vi = _—
Pk i k k <6Xk Oy azk>
o Példa: Nem-relativisztikus esetben a Hamilton-operator gyakran:

N N

1
H=Y H+ 5 > vik(rj )
j=1 Jw};il
J

H; egyrészecske energiatagokat, v; «(r;, ri) kétrészecske
energiatagokat (parkdlcsdnhatast) ir le.

p; h?
L (r) — — A (.
H; = om. + Vj(rj) = 2m.AJ + Vi(r))
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0> 9

8XJ-2 8yj2 8zj2

A

o Azonos részecskék esetén: m; = m, V;(r;) = V(r;),
Viok(rjs ¥k) = v(rj, ri).

o Példaul N elektron egy atomban:

1 e?
v(rj7rk) o <47T60> |I’j — I’k‘

(m=9,11 x 10~ 3'kg, ¢o = 8,85 x 10712As/Vm,
e=1,60x 107%9C)
Atomokban (Z: a rendszdm):

V(ry) = L Z—e2
7 dreg) 1

A késbébbiekben a jeldlesek attekinthetosége érdekében hasznos lesz
bevezetni az

2 e
€

A1eg

.
mennyiseget.
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Molekuldkban:

M
Zke
Vi) = <47T60> Z |rJ — Ry’

ahol M: a magok szdma (rogzitett magok),
Ry: a k-adik mag helyzetvektora.

o Tegyiik fel, hogy H nem fligg az ido6tol:
W:ch¢n(r1,..., )e Ent/h = Z\II,,,

ahol v, kielégiti az idéfiiggetlen Schrodinger egyenletet:

Hq/jn = n¢na

Stacionarius allapot:

Y, =,(r, ..., rN)e_iE"t/ﬁ.

(id6figgetlen) fizikai mennyiség kozépértéke staciondrus allapotban
allandé.
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A kinetikus energia operatora:

N

12 N 1
O
— 2m ; O 2myr?

Egy részecskére (r,,¢: gombi polarkoordinatdk):

10 [,0
= mar ( 8r>’
L=rxp,

L =12+ L2 +L2

h(. O 0
Ly = — (sm (25% —|—ctg19cos¢a¢> ,
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Felcserélési relaciok egy részecskére:
[Lo,Ly] =ihL,; [L?,Li] =0, +ciklikus csere
Tobb részecskére
N N
L:ZLk:ZrkXpb
k=1 k=1
Felcserélési relaciok tobb részecskére (j, k =1,..., N):

[Lix, Liy] = ifLiz6j ;. [Li L] =0, +ciklikus csere
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Kontinuitasi egyenlet
Felhasznaljuk, hogy
ov 8\IJ*

HV = IhE; (HY)" = —in 5t

illetve, hogy a Hamilton operator

alakd. Ekkor:

ov* LV 1
ot TV ot ih[

9w — v . “_
IV = WH(HY) — (HW)W*] =

- % lw* Zk: <_2H2Ak> v — ‘UZ (—A )

Azaz 5
h
-~ 2 o * _ *
= 8t|w| + E 2imka (V*V, W — UV, U,

Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



Vagyis tényleg kontinuitasi egyenletet kapunk a 3N dimenzids térben:
P N
—[w[? Vid® =0
i ; g

ahol a k-adik részecske aramanak alakja:

1
J) — h - [FVV U+ UV W] = —Re <7?\U*Vk‘“> .
2myi my !

Az egész 3N dimenzids térre kiintegrélva (feliileti tag eltlinése miatt):
(W, V) = 3dllandé = 1

(Az allandét szokdsosan 1-nek vélasztjuk),
Skalarszorzat:

N
<\U1,\|/2> :/WT(I’L...,I’N)Wg(l’l,...,l’[v) dT, dr = Hd3r,-.
i=1

Normalt hulldmfiiggvények esetén, azaz ha (W, W)=1, |W|2d7 annak a
valdszinlisége, hogy a rendszer a konfiguraciés tér dt térfogat elemében
van.
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Megjegyzés: Spinnnel rendelkezd részecskék esetén a skaldrszorzat (lasd

kés6bb):
<\U1,\U2> = ZZZ/ d3r1d3r2 . .d3I’N\UI(I’1,51; .. .;rN,sN)x
51 So SN
xWo(ry, 5155 PN, SN)

Legyen 15 — At. Ekkor
(1,93) = (Y1, Ah) = (A1, 1h2) = (1A, 9h2) = (Y] Ala)
Ha 3 = By,:
(W1]A[e3) = ($1|ABly2) = (¢1, ABin) = (AT4hy, Bio) = (1A, Bio)
A késébbiekben gyakran hasznalt jelélés:
Wikl Albirier) = (ijk|Ali'j k')

Masszéval a |¢j) — |ijk) megfeleltetést hasznéljuk.
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Normaltsag, teljesség:
Legyen {9;}5°; egy teljes ortonormalt rendszer. Ekkor tetszéleges 1

allapot kifejthet6 ezen:
b= an,
i

ahol
(Wi, 4y) = 6
miatt
a;i = (Yi, ).
Visszairva:
b= il ).

Ennélfogva:

W) =D (W i) (i)

1

Ahonnan latszik, hogy a teljesség
S Il = L.

alakban irhaté.
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Megmaradé mennyiségek
Az A operator (W1, AV,) matrixelemének idSbeli megvaltozasa
Schrodinger- képben:

d _ oV, ov, OA
E<\U17A\U2> = <W,A\U2> + (W1, A ot Y+ (Vy, E\Uﬁ
1 1 15).\
= —%<H\U1,A‘U2> + le,AHWz) + (1, EWZ)
1 OA
- E(wh (AH - HA)\U2> + <\IJ17 E\U2>

Itt felhasznaltuk, hogy H 6nadjungilt, azaz
(HV 1, AV,) = /dT(HWl)*A\Uz :/dT\U?{(HA)\Ug

Igy célszerii A teljes idéderivaltjat

OA

., d .
i A= [AH] +ih

dt

-val definidlni. Ha A nem fligg az id6tdl, azaz % =0, akkor

i = [A,H].
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Ha [A,H] = 0, akkor A megmaradé mennyiség operatora.

Legyen A = H, ekkor

d 0
S H=H.
dt ot

Ha %H = 0 (nincs id8ben valtozé kiilsé tér), az energia megmarad:

(W, HY) Z|cn\2E

Ez a megmaradasi tétel a Hamilton-operator H(t + 0t) = H(t) id8eltolasi
invariancidjabél adédik.
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Szimmetriaoperatorok
Legyen R egy szimmetriaoperator, azaz legyen

[R,H] = 0.

Legyenek ; és r; az R teljes és ortonormalt sajatfliggvényei és
sajatértékei (Nem kotjik ki, hogy 1; szimultan sajarfiiggvénye H-nak!):

Rl/};:r,'lli,', <¢l7wj IJ’ ZW} ¢,|—1

ekkor

(¥i, RHYy)
(¥i, RHYy)

(i, HRY k) = rie(wi, Hibk)
> (W, Ruy) (g, Hebie) = > 1675 (ay, Hep)
J

j

= ri(¢i, Hi).
Ezért (kivonva egymasbdl a két kifejezést):
(rc = ri) (Wi, Hw) =
= Tétel: Ha a sajatértékek kiilonbozék (rx # ri):

<'ll)ia Hwk) =0
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@ A szdrmaztatasbdl nyilvanvald, hogy az allitds igaz marad, ha H-t
barmely olyan operatorral helyettesitjiik, amely R-rel felcserélhetd.

o A tétel igen hasznos konkrét alkalmazasokban (Lasd pl. a He atom
elsd gerjesztett dllapotainak perturbiciészamitasat)!

Impulzusmegmaradas torvénye:
Infinitezimalis transzlacid, azaz

rp—ri+6or, i=1,...,N
hatdsara a hullamfiggvény transzformacidja
N
(e +0r,...ry+0r) = w(rl,...,r,\/)+6r~ZVk1/J(r1,...,rN)+...
k=1

<1+%Jr-P—i-...)z/)(rl,...,rN),

ahol

B N
P:7§1vj
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az N-részecskés rendszer teljes impulzusidnak operétora (a
transzlacicsoport infinitezimalis generatora).
Ha a rendszer Hamilton operatora

H= Z (—Ak + Vk(rk)> + ; > viwlry = r),

akkor N
dP
I = — Z Vk \/k(l’/()7
k=1

azaz, ha nincs kiilsé tér (Vi(ri)=0) a rendszer teljes impulzusa

dP

ar 0

miatt megmarad.
Megjegyzés: Egyszerii igazolni altaldanosan, hogy ha a rendszer zart és a

transzlacié H-t invariansul hagyja, akkor [H,P] =0, igy P
idofliggetlensége miatt P megmarad.

Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



Az impulzusmomentum megmaradasa:

A z-tengely koriili véges szoggel vald forgatds soran a koordinatak
(x',y',7") = (xcosa — ysina, xsina + y cos a, z)
szerint transzformalédnak. da infinitezimélis forgatasokra
(X', y',7") = (x — yda,xba +y, z)
A hulldmfiiggvény transzformacidja ekkor:

o(xa — y10a, y1 + x16a, z1; . . i xn — ynoa, yn + xnda, zy)

N
0 5}

= go(rl,...,rN)JrcSaZ <)/kax +Xka) o(r, ... ) + ...
pt K Vi

<1+ I%(;azz—i—...) o, ... )

ahol
N

A h 0 0
L, = 7 Z (Xk3yk - )/kaxk)
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Hasonlbéan szamolva az x és y tengely korili forgatasokra kapjuk, hogy a
forgatasok infinitezimalis generatoraibdl alkotott vektoroperator:

N
I::Zrk X Pk
k=1

L a rendszer impulzusmomentumanak operatora. A fontos
kommutatorok:
[ZX,Zy] = ikl,, {B,ZX] =0, ikl

Ha a rendszer Hamilton operatora

N
h2
H= Z <—2mAk + Vk(rk)> + = Z vik(rj — i),
k=1 sz;:kl
akkor N
dL
o Zl‘k X (=V i Vi(r)) ,
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Az impulzusmomentum minden komponense megmarad, ha
@ Ha a k-adik részecskére haté kiils6 tér (Vi (r)) zérus,

@ Ha a Vi(ry) kiilsd tér centralis: Vi(ri) = Vi(|rk|) és az origd az
erbcentrumban van. U.i. ekkor V, Vi(rk) || rk

Megjegyzések: Egyszerii igazolni altaldnosan, hogy ha a rendszer zart
és a z-tengely koriili tetszbleges forgatds H-t invariansul hagyja, akkor
[H,L,] =0, igy L, idéfiiggetlensége miatt L, megmarad6é mennyiség
operatora.

El6fordul olyan eset, hogy L, megmarad, bar L tobbi komponense nem.
Ez a helyzet kétatomos molekuldkban, ha a z-tengely a két atomot
Osszekotd egyenesre esik.

Paritas megmaradasa:
Transzformécié: origéra tikrozés: v = —ry

N

P¢(X1aY1,Zla---) :w(_xla_yh_zlw")
'E)2¢(X1>}/17217~ . ) = 'ISQ/](_XL_yla —Z1y .. ) = 7/}(X17}/17217 .. )

P21
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P sajatértékei: p = £1. Zart rendszerre:

s p dp
P =0, S- =0,
[ i

azaz a paritds megmarad. lgaz az is, hogy:

{quo
Galilei-invariancia

ri=r+wvt, i=1....N

transzforméaciéra H nem invarians. (Mozgd koordinata rendszerbeli
energia # labor rendszerbeli energia). Galilei transzforméaciéra

H" = H — Hykp invarians.

Ekkor a tdmegkozéppont mozgastorvényét kapjuk:

N R
p—m?
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ahol

Id6tiikrozési invariancia (Magneses tér zérus)

Az invariancia egy kévetkezménye Kramers tétele: elektronokbdl all6
rendszer minden energiaszintje legalabb kétszeresen degeneralt, ha a
rendszer paratlan szdmi elektront tartalmaz (Ez a spin
figyelembevételével igaz).
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Spin, spinoperatorok
A N-részecskés azonos részecskékbdl allé rendszer spinoperatora:

A

§— 3 80

N
k=

1
Felcserélési relacidk:

5.5, =inS., |82.8] =0, i

Ha a H spinoperatort nem tartalmaz:

dS
~_o0
dt
Egy %h spinli részecskére:
A 1. 4

Csordas Andras
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S, (spin-) sajatfiggvények:

() (1)

Més reprezentécié: s: (diszkrét) spinvaltozd, s = +1. Egy részecskére
azt mondja meg, hogy egy spinor alsé vagy fels6 komponensérdl van-e
sz6. Ekkor az elobbi vektorok az (j reprezentaciéban a kovetkezé
fuggvények lesznek:

a(s) - 65717 /6(5) = 651_1

Normalas, ortogonalitas:

s=1,—1 s=1,—1 s=1,—1

Spintdl fiiggo egyrészecske hullamfiiggvények:

b= 1h(rs) = i(rals) + - (r)(s)
() = ¢(r1)

¢_(r) = ¢(r,—1)
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Formalis szabalyok:

oxa(s) = p(s), oxB(s)=a(s)
oya(s) = iB(s), o,6(s) =—ia(s)
o.a(s) = ofs), o.8(s)=—B(s)

Ha x(s) az a(s) és B(s) spinfiiggvények tetszéleges
linearkombinacidja, akkor a fenti szabdlyok szerint:

oxx(s) = x(=s)
oyx(s) = —isx(-=s)
oxx(s) = sx(s)
Spintdl fiiggé N-részecske hullamfiiggvény:
(ry, 51,12, ;... ry, sn). Az SK) operatorok:
1
A oK) operatorok igy hatnak t(r1,s1; ¥, S5} ... ; Iy, Sy )-re:
O'>(<k)1/)( oy My Skey e ) = 1/)( oy Py =Sk, .. )
U}(,k)lb( ey Vky Sy - ) = —iSk’(/J(. ey Vi =Sk, .. )
k
Tz 1/1 oy Ny Sk, L :Sk'LZJ ey Vi, SKG
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Kozvetlen szamolassal kaphaté:

aik)a)(,k) — a}(,k)oik) = 2l'c7£k)7 k=1,...,N

Az azonos k-khoz tartozé tébbi kommutator az x, y, z ciklikus

felcserélésével kaphaté. A kilonbdzé k-hoz tartozd afk), i=x,y,z
operatorok egymassal kommutalnak.

=- A fenti szabalyokkal igazolhat6 az S komponenseire vonatkozd
kommutaciés szabalyok.

Részecskerendszer teljes impulzusmomentuma

A teljes impulzusmomentum:
J=L+S;, (F=J+i+...)
Zart rendszer esetén J (F) mindig mozgasallandé! Akkor is ha L és S

kilon-kiildn nem mozgasallandS. (Ez a helyzet pl. a spin-palya
kolcsonhatas figyelembevételekor atomokban)
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Kétrészecskés spinfiiggvények
@ A spinoperatorok felcserélési (SU(2)) relacidi: [Sk, Si] = ifi€kimSm
(Jeldlés: Sy = S,, S, =S, és S3 = 5,). Mivel a spinopratorok
egymassal nem kommutalnak ezért keressiik S3 és az
52 = 52 + S5 + 52 (A Lee-algebra Casimir operatora) szimultan
sajatfliggvényeit.
@ A kommutatoralgebra segitségével igazolhatd, hogy a szimultan
sajatfliggvények és sajatértékek megvalaszthaték ilyennek:
S%|S, Ms) = h?S(S +1)|S,Ms), S: félegész,
53|57 M5>=hM5|5, M5>, Msg=-5-S+1,...,5
© Vezessiik be a kovetkezé dimenziétlan operatorokat:
=S3/h, sy =(5=£i5)/h
Megmutathatd, hogy a ezek az operatorok
s¢|S, Ms) = \/S(5 +1) — Ms(Ms +1)|S, Ms + 1),
s_|S, Ms) = \/S(5 + 1) — Ms(Ms — 1)|S, Ms — 1),
s3S, Ms) = Ms|S, Ms)

médon hatnak a fenti bazisfliggvényekre.




Osszefoglalva: a kétrészecskés spinfiiggvények:

(s, 2) = a(s)a(s)

olom) = = (a(s)ie) + As)a(=)

X1(s2) = B(s1)8(s2)

Holsrs) = s (aln)i(s) = o)
Os.Omm = > “Xm(s1, %) Xar(s1.%2), 5.8 =0,1

Megjegyzés: Kettonél tobb részecske esetén a spinfliiggvény nem lehet
teljesen antiszimmetrikus
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Szimmetrikus eés antiszimmetrikus
allapotfiiggvények. Pauli-elv, bozonok és
fermionok

Permutacio, mint mozgasallandé
Vegylink N szami azonos részecskét. Tekintsiik a kovetkezd Pj
operatort:

ahol k-val jeloltiilk a k-adik részecske hely- és spinkoordinatdinak
egylttesét: k = (rk, sx). Ha a részecskék azonosak: H szimmetrikus a
koordinatékban, igy

dP;
dt

[/5,-,-7 /ﬂ =0, = L0_yq
Azaz P; mozgaséllandé (minden (i, j) parra).
Ha HV = EV:
HPw = P;AV = EP;V,



azaz IAD,J sajatvektorai egyben a Hamilton-operator sajatvektorai is.
Jeloljik r-rel, W-vel P; egy sajatértékét és a hozzatartozé sajitvektorat:

Pyv = rv
IAD,-J-—t kétszer alkalmazva W-re ismét V-t kapunk:
P2u =v = r?y,
amibdl rogton kovetkezik, hogy

r=41.

e r=+1 (r=—1): az éllapot szimmetrikus (antiszimmetrikus) az
(i,j) koordinatdk felcserélésére.

@ Probléma: A kiilonb6zo I%- operatorok egymassal nem
felcserélhetoek altaldban.

@ A részecskék megkiilonboztethetetlenek: a koordinatdk felcserélése
nem vezethet ] 4llapotra (az dj allapot csak egységnyi
abszolutértékii szorzéban kiildnbézhet az eredetitél) (minden
(ia.j)'re)



@ Ennek csak két tipust hullamfliggvény tesz eleget:

o teljesen szimmetrikus
o teljesen antiszimmetrikus

barmely két részecske koordinitajanak (hely és spin) felcserélésére.

Pauli-elv

o Feles spinnel rendelkezd azonos részecskék allapotfiiggvényei
antiszimmetrikusak (fermionok).

@ Zérus vagy egész spinli azonos részecskék allapotfiiggvényei
szimmetrikusak (bozonok).

Példaul két fiiggetlen részecske: (¢, és ¢ allapotfiiggvények) Legyenek
ortonormaltak:

Z / @a(r,s)pp(r,s) d*r = 0a,b-

Ha a részecskék megkiilonboztethetéek ¢,(1)dp(2) és ¢da(2)dp(1) jé
allapotfiiggvény.
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Ha azonban megkiilonboztethetGek, ezek Pio-nek nem sajatfiggvényei.

Ezért:
Vr(L2) = \i@[¢a(1)¢b(2)—¢a(2)¢b(1)], (r=-1)
Vp(l2) = %[¢a(1)¢b(2)+¢a<2)¢b(1>], (r=+1)

Ezekre: (Wp(1,2),Vg(1,2)) =1, (We(1,2),Ve(1,2)) =1
Ha ¢, = ¢p, akkor W = 0, azaz két fermion nem lehet ugyanabban az

allapotban (Pauli-féle kizarasi elv).

@a, Pp egyrészecske allapotok esetén a lehetséges kétrészecske allapotok:
Bose-statisztika: ¢.(1)¢.(2), ¢5(1)¢5(2),

[¢2(1)$6(2) + 62(2)05(1)]/V2

Fermi statisztika: [¢,(1)05(2) — $2(2)ds(1)]/V2
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N fiiggetlen fermion hullamfiiggvénye:

A Slater-determinans:

90041(1) L)0011(2) T 90041(,\,)
v o~ L Por(1)  0ar(2) -+ @ay(N)
VNI . ; :
‘poélv(l) SOQN(2) T ‘pOéN(N)
1 N
— _ Pa [
- \/m (z):( 1) 1:[ @ai(l)
Yk, k=1,2,...: ortonormalt fliggvényrendszer.
Qag, 00, ..., apn: tetszOleges N sorozat.

e

P,: felcserélések szdma, amelyek segitségével az (o) permutaci6
el6allithatd, a permutacié parossaga.
Sokszor a

;N N
vF = W Z:l . Z Eirinyensin®1 (1) P2(i2) - . . dn(in)

iy=1
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vagy N N
1
F [ — . . . . . .
- \/m I;:l e i;:l: 8’17’2;~~7’N¢’1(1)¢’2(2) e (b’N(N)

alakokat célszerii hasznalni (Az eléz6 alaktdl csak egy esetleges (—1)
szorzéban kiilénboznek).
Bose-rendszerre:

ny szamd g,
Ny szamu @,

ZH;:N

ny szamu g,

wB(1,2,... N) = 1/221_[%

VT, nﬂ] =
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Fermion-hullamfiiggvény szeparalasa helytol és spintol
fiiggd tényezokre

Tegyiik fel: H nem tartalmaz spinoperatort.
\U(l, 2, ey N) = (D(I"l, ro,..., I’N)X(Sl,SQ, ey SN)

Ekkor az energia sajatérték altaldban fiigg ® szimmetriatulajdonsagatdl,
kovetkezésképpen fligg a spin nagysagatdl.

1/2 spinii fermion: W(r,s) = &(r)x(s); x(s) = a(s) vagy x(s) = 5(s).
Két 1/2 spinii fermion:

vy(1,2)
vy,(1,2)

&% (r1, 1) x (51, 52)
q)a(rh r2)3X(Sla 52)

Kettdnél tobb 1/2 spinii részecske esetén a spinfiiggvény nem lehet
teljesen antiszimmetrikus.
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Fiiggetlen részecskék allapotai (Fermionok):

MW, = 0,(r)®u(r) x5t 52) = == ‘ et e

V2 | @a(r1)B(s1) ®a(r2)B(s2)
Wy = \1@(¢a(r1)¢b(rz)i¢a(r2)¢b(rl)){ ;;E:zg =
_ L ou(r)a(ss) Ps(r2)a(s2) ‘¥1‘ ®,(r1)B(s1) ¢a(r2)ﬂ(52)‘
2| ®p(r1)B(s1) Pu(r2)B(s2) | " 2| Pu(ri)a(si) ®u(r2)a(sz) |

ahol feltettik, hogy
<<b87 cl>b> = 6a,b

1 . .z . 7 - Ve N g
3 W, magasabb szimmetridt mutat, mint a két determinans kiilén-kalon.
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Perturbacioszamitas a He-atomra

Perturbacié: v(ri,r2) (He-ra v(ri,r2) = €3 /|r1 — ra|, az elektron-elektron
Coulomb-kélcsénhatas)
A rendszer Hamilton operatora:

H = Hy + V(I’17I’2)

v(ry, r2) = v(ra, r1): spinfiiggetlen.
Perturbalatlan operétor:

Ho = HY(1) + HV(2)
ahol
h2
H(l)(i) = —%A; +V(r), i=1,2

(He-ra: V/(r;) = —Ze?/r;, a magpotencial)
Legyen ®,(r), ®p(r) olyan, hogy:

HO(Da(r) = E,a(ri); HU 1)y (1)) = EsPs(r)

és legyenek ortonormaltak:

d3r & (r)dp(r) = 6,5
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(Fuggetlenrészecske kozelitésben egyrészecske sajatfiiggvények)
?j Perturbalatlan allapot:

MW ou(r1, 51512, 5) = (1) Pa(r2) xo(s1, 52)
Yofst ) = 5 (afsn)(s2) + st o)

> Xo(s1,2) xo(s1,52) =1

S1,%2
A He alapéllapotat kozelitd perturbélatlan allapotra: a = 1s,

((n,1,m) = (1,0,0)), Kémiadban szokasos jeléléssel:

aa 1s

T4 1L

Elsérendii perturbacidészamitast végezve:

1 — (1)
E..=E + E,;
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A perturbalatlan energia:

E:SS) = <1 aa|H0|1waa> =

Z/d3r1/d3r2¢ r)o r2) Xo(s1, $2) X

51,52

x (HOQ) + HO@)) &(r1)0a(r2) (o1, 52) = 264
A perturbalt energia
ER = (Walv['Wa) =G
/d3r1/d3r2¢ (r1)®%(r2) xo(51, 52) %

51,52

v(r1, r2)®a(r1)®,(ra) xo(s1, 2) =

/d3r1/d3r2|d> ry | |¢) (r2)| (I"l,l’z)

C.s: az G.n. Coulomb-integrél. Osszefoglalva: Az (alap)éllapot energidja
a perturbacidészamités elsé rendjében:

1 —
E,. =2E,+ C,,
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T T b (Triplett (ab))perturbélatlan (gerjesztett) allapot (m = —1,0,1
barmelyike):

SWop(ry, 51502, 92) = \f (®a(r1)Pp(r2) — Dp(r1)Pa(r2)) *xm(s1, 52),
f (Szinglett (ab))perturbélatlan (gerjesztett) allapot:

YW, (r1, 51512, 82) = (Pa(r1)Pp(r2) + Ep(r1)Pa(r2)) txo(st, 2),

7
Emlékeztetd:
alsi, ) = als)a(s)
Solsns) = \%(a(sl)ﬁ(sg)w(sl)a(sz))
x-1(s1,2) = B(s1)B(s2)
Lol(sn,52) = \%(a(sl)ﬁ(sz)—ﬁ(sl)a(sz))

2 :s s’ /
5575/5”7”7/ = Xm(51752) Xm'(51752)7 5,5 = 07 1
51,52
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Elsérend(i perturbaciészamitast végezve:
13, = E‘,Eg) + 1,3E511))
A perturbélatlan energia (fels6 (als6) eléjel: szinglett (triplett)):
EQ = (M3 Hol W) =
= 3 [ dn [ s @3 )®irn) £ 93(m)05 (1) “xnlor. ) *

51,52

x (H(l)(l) T H<1)(2)) % (©,(r1)Pp(r2) £ Dp(r1)®a(r2)) *Xm(s1, 2)

= E +Eb /d3 /d3r2 b(|'2):|:¢ (r1)¢:(r2)) X

X (<Da(r1)¢b(r2) + d)b(l’l)q)a(l’z))
= E+E
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A perturbalt energia:
1’3E(1)_ <1’3\U b‘ |1’3\U >
Z/d3r1/d3r2 (F1)% (1) £+ 2 (11)” (12)) *xXom (51, ) X

51,52

X V(I’l7 I’2) \[ (CD (r1)¢b(r2) + q)b(l’l)q)a(l’g)) SXm(Sl, 52)

|—l||

= /d3r1/d r2v I’1,I‘2 ‘ a(rl)\2\¢b(r2)\2+|¢b(r1)\2\¢a(r2)\2) +

£ (93 (r1) @) Pa(r2) @ (r1) + @3 (12) 5 (r1) @ (r1)®u(r2) ) | =
= Cab + Kab

Tehat azt kapjuk a perturbaciészamitas elsé rendjében, hogy:

1Eaa - 2Ea + C387
YEsb = Es+ Ep+ Cop + Kb,
*Esp = Es+ Ep+ Cap — Kap,

ahol
Cab = d3r1 d3r2 |<Da(r1)\2\<l>b(r2)|2v(r1,r2),
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a Coulomb integral és

Kop = /d3r1/d3r2 &% (r)PL(r2)v(ry, r2)Pa(r2)Pp(ry)

a kicserélédési integral.
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Spin-palya kolcsonhatas

Elektron palyamozgasabol szarmazé jaruléka a magneses
momentumhoz:

+Ze

—e e e eh L L
(0 :IA :72 :72 0= —— = —_—— = - —
A= e = T T T om omh . "Fh
Azaz
L eh
i = —pB+ =——, 0.927107*J/T
L uBh, I o 0.927107°*J/

ahol up az atomi magneses momentum karakterisztikus mennyisége, az
G.n Bohr-magneton.
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A Stern-Gerlach kisérlet szerint a (teljes [{) magneses momentumhoz
jarulékot ad a spin is:

f = fiL+ fis
A spinbdl ad6dé jarulék:

. S

Hs = _/J‘Bgﬁa

ahol a g (dimenziétlan) értéke:
g=2[1+ >+ o(a2)} ~ 2.0023
2 ’

(« pedig a finomszerkezeti allandd)
Spin-palya kodlcsonhatas eredete (egy elektronra):

"Igazi" levezetés: Dirac-egyenletbdl.
"Kvazi levezetés":
A spin-palya felhasadast okozd energia-tag magneses eredetii:

1.
Hsp = _E,USB-
Az 1/2: Ez az (.n. Thomas-korrekcié, B pedig a migneses tér, amit az

nz n
elektron "érez".
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Abra megcsinalni!!ll
Induljunk ki a Biot-Savart tv-bél:

_@Idsxr

(d)B 47 13

Hasznaljuk fel:

d _

s — 10t = 7P
dt m

2 2 2

vV = _ﬁ:_L£7 vV = Ze” v
r 4rreq r 4req r3
1

C =

Igy az "észlelt" B magneses tér:

_&é(—p)xr_B_@EMreo

T4 m r3 4r m Ze? (VVxp)

VV xp=

mc2e

Megjegyzés: Ez az alak igaz akkor is ha a potencidl nem 1/r-es.
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Igy a spin-palya kolcsonhatasra (g = 2 esetén, ill. ug = (eh)/(2m))

1 B
< 74
2mc2e amczels (VV xp) = mc2he

Hepp = — S(VV xp)

adédik. Centrdlis er6térben

igy a spin-palya kolcsonhatads Hamilton-operatora 1 elektronra:

Hyp = —— (1 dv(r)) LS

2m2c2 \ r dr
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Spin-palya kolcsonhatas nagysaganak becslése a
Bohr-modellel:
A Bohr-elmélet szerint
@ Az elektronra haté centripetalis er6 a Coulomb-erd

o Az elektronok "kvantalt" kérpalyan mozognak, Az

impulzusmomentum a ki n-szerese (Bohr-szerint ide az n
fékvantumszamot kell irni)

V2 Ze?
Fn r2
mvpr, = nh
E kettébdl:
Ze? Vi Z
Zeg = mvﬁrn: vonh — v, = 0, — = —«
nh c n
nh n?h? n?

rn = = —— 5 — S 4o
mv, mZe? Z
Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



Karakterisztikus mennyiségek:

a = ——, (ElIsé Bohr-pdlya sugara, Bohr-sugar)
meg
e 1
a = fTZ N 137 (Finomszerkezeti 4llandd)
% & m (Rydberg)
o f7 r
20 72 y g
Hidrogénszerli atomok esetében
Ze2 1dV  Z& 1 (1dV(r)
V()= -0 Z— =220 lletve Hyp = —— | = LS
(¥) r’ rdr ;o e e = 5 p (r dr >
SR PR WY, U I
2m?¢c? r3 2m?c? n®ho 2 4nd R2c? R?

A spin-pélya energia becslése igy:

2 4
€ Z
E,~ 2a%—,
dao 4n>
azaz nagy Z értékek esetén a spin-palya energia a legfontosabb
relativisztikus korrekcid.
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A spinpalya kdlcsonhatas energiajanak meghatarozasa
perturbaciészamitassal (1 elektronra)

Perturbéci6: H.p, az elektronra haté V/(r) potencial gémbszimmetrikus
Legyen:

i=L+S§

Ekkor:
[Py, J2| = [Flops 2| = |, 17 = [Flp, 5] = 0
[F/s,,, Lz} £0, {Hs,,,sz} £0

Ezért a perturbalatlan llapotot J?, J,, L2, S? kdzds sajatfiiggvényének
vessziik fel:

1
¢nljmj(r7 197 ©s 5) = ;Rnb(r)¢bmj(797 ©s 5)

Bpm; (U, 0, 5): A gdmbfiiggvények és a spinfiiggvények
"5sszeClebsch-elésével" kapott J? és J, szimultan sajatfiiggvények.
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j=1l+ % esetén:

Jtmjm-1 J—mj mi+3
Oym (0, ,8) =\ [T ¥ H (0 9)als) + 4[5 VT (0, 0)(6)

j=1- % esetén:

¢ljm,-(79a%5):— WY/’ (0, p)a(s)+ W I’
Mivel (L+8)-(L+8) =13 J-bsl:

is= (2817

AE(nl) = (nlymj|Hsp|nl;m;) =
R 1/1
= Slusn-3(3+1) -6+ ) )

ahol
1 1dV

¢(nl) = Rf,(r)f(r) dr; f(r):_m;ﬁa
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1£0:
0E(nl)=AE(nl,j=1+1/2)— AE(nl,j=1-1/2)= %(2/ -+ 1)¢(nl)

JE(nl) : alkali atomoknal a spinpélya felhasadasban résztvevd két nivé
energiakilonbsége.

I=0,j= % esetén:

(L8)=0, de ¢(nl) divergal.

Ro ~ r'*1, & ~ =% ha r — 0. A Dirac-elmélet szerint pontosabb
targyalds £(r)-t mddositja, ha r — 0, dgyhogy ((nl) véges: nincs [ =0
allapotban felhasadas, de a relativisztikus elmélet szerint az / =0
szintekre kapunk eltolédast.
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182 11. Aufhiebung der i-Entartung in den Spektren der Alkali-Atome

Wellenlange A/nm
%0 300 400 600 800 1000 2000

' EWHDW
ﬂﬂl |1 | tovptserie | 1k

a“” 1 | | 2-Nebens.| 6160,73

sz 2P|ﬂ sz,snstn,'rn

]
=
B
ha'
o

3 H 1 o
Energie E Jev

Abb. 11.6. Dic drei kiirzestwelligen Spektralserien des Natrium-
Atoms. Die Seriengrenzen sind gestrichelt eingezeichnet. Das
Emissionsspektrum ist cine Uberlagerung dieser Serien. In Ab-
sorption beobachtet man normalerweise nur die Hauptserie, da im
‘Grundzustand des Na-Atoms der hochste besetzie Term der 3s-Term
ist. - Die gelbe Farbe von Natriumlampen wird durch die lingst-
wellige Resonanzlinic der Haupiserie, Ubergang 3s—3p, hervorge- L+
rufen. Das ist die aus historischen Griinden sogenannte Natrium-
D-Linie

Energie E /eV
1
N
o

D,: 5895,930
D,15889,963

1
w
o
Wellenzahl ¥ /10%cm™

Abb. 11.7. Termschema des Natrium-Atoms, sogenanntes Grotrian- » 5k
Diagramm. Einige der kiirzestwelligen Ubergiinge aus der Haupt- 512
scrie, den beiden Nebenserien und der Bergmannserie sind ein-
gezeichnet. Dic Zahlen im Diagramm bedeuten Wellenlingen der
betreffenden Oberginge in A. Dic am oberen Bildrand einge-
tragenen Termsymbole enthalten bereits die Quantenzahlen fiir die

i it und den G Diese werden in Kap.
12 und 17 erklirt

A nétrium (.n. grotrian-diagrammja (Haken, Wolf, "Atom und
Quantenphysik", 250.0)
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Speciélisan a
Ze?
V(ir)=-=2
(N=-=1
potencialra analitikusan kiszdmolhaté:

¢z 1
a0 121 + 1)(/ + 1) h2’

¢(nl) =

Vesd 6ssze:

E, =~ —a"—
P do 4n5’

Megjegyzés: A hidrogénatom finomszerkezetét igy nem kapjuk helyesen,
mert mas relativisztikus korrekciék ugyanolyan naygsagrendiiek, mint a
spin-palya energia.
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Numerikus példak
Spektroszképidban az energiakiilonbségeket gyakran 1/cm egységekben
adjak meg. Atszamitas: T = E/(hc) (azaz = a kisugarzott vagy elnyelt
foton hulldmszama)

SE(nl) a?z* le2 1 _
§To = =R R=-21"=109737cm™!
'T The I+ 1) 220 he  109737em

Példa: A 2p szint felhasaddsa Li-szerli ionoknal (Lasd tablazat).
Legyen

222 Lo o’z
T, = R P 5TSZam|tOtt =R 2p
2 4 "' Il + 1)

(Hidrogén-szerii spektrum n =2, | =1, Z,, effektiv magtoltéssel.) A
felhasadt nivék szdmtani atlagabdl Z,, megkaphato.



57-25pzam|tott(cm71) 5T2Tert(cm*1)
Li 0,338 0,395
BeT 6,61 6,39
B2 343 32,1
cts 107,4 100,4
NF4 259,1 2431
[0} 533,8 500,8

5 Top(cm™)
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Spin-palya kolcsonhatas részecske-rendszerre:

Tobb elektron (és atommmag) esetén a spinpalya kh. alakja 4ltaldban:

N
Hsp = Z Aish
i=1

ahol A pszeuddvektor. Ez az energiatag felcserélheté a J =L + S teljes
impulzusmomentummal azaz a J mozgasallandé:

dJ
-0
dt
Fliggetlen részecskék esetén:
op = mczheZs (ViV(r) x pi)
Centralis erGtérben:
1 dVv(r S))
Hep = 2m2c2 dr,

Nehézség: > .. Kezelése, felhasadasok: Lasd kés6bb.



Impulzusmomentum tulajdonsagai
Teljes impulzus momentum
I=L+S§
Felcserélési relacidk:
[Jx,jy} — ind,, []2,32} —0,  + cikl.
32 sajatértékei: h2J(J +1), ahol J=0,1,1,3,2...;
J, sajatértékei: hM, ahol M = —J, —J +1,...,J—1,J.
Palyaimpulzusmomentum (L2) sajatértékei: h2L(L + 1), L: egész

L=0 s L=1 R [=2 , L=3 , [ =4
all. jele: S P D F G

A spin (S?) sajatértékei: h?S(S + 1), ahol S=1,1/2,1,....
A teljes impulzusmomentum lehetséges értékei:
J=|L-S,|L-S]+1,...,L+S.

Lehetséges allapotok szama:
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Vezessiik be a kovetkez6 (léptetd) operatorokat:

Jp = Je+ l'jy
J=3 -1,
Ezek tulajdonsagai
23y =3 d =0y, 2I- -3, =-hJ-
Ezért:
3341, M) = 3y (3 + R) 1, M) = B(M + 1) |J, M)
azaz:

Jild, M) = RN (J, M)|J, M + 1)
ahol NV (J, M) szam. Hasonléan beldthat6

J_|J, M) = BN_(J, M)|J,M — 1)

A két szam:

Ny(J,M)=+/JJ+1) = MM+1), N_(J,M)=+/JJ+1)—-MM-1).
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Fontos az impulzusmomentummal
kapcsolatban

Legyen egy rendszer impulzusmomentum operatora:
1=, X), F=h+id
Egy (2L + 1) darabbdl (L: egész) all6 tetszéleges operatorcsaldd tagjait:

{TLVM}%,,:% irreducibilis tenzoroperatoroknak nevezziik, ha
teljesiilnek a kovetkezd relacidk:

[Ji,nM} = h/L(L+1) - M(M=£1)Time
s Tom] = aM T,

@ AzL=0-s ?'070 operator a skaldroperator.
@ Az L = 1-es operatorokat vektoroperatoroknak hivjak. Oka: Ha
A = (A1, Ay, A3) egy "igazi" vektoroperator, azaz teljesiiljenek a

A

T, Ar| = iB€gmAm
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relacidk, akkor megmutathatd, hogy a
Tio=As, Tii=——(A+ik), Ti 1= (A —iA)
1,0 3 1,1 A 1 2) 1,-1 A 1 2

operatorok L = 1-es irreducibilis vektoroperatorok (ezekbdl egy
"igazi" vektoroperator készithetd).

Wigner-Eckhart tétel:
(ndm| Temln' S m'y = Gl (I Telln' )

C,\J,,,”L,(,,J’m: Clebsch-Gordan egyiitthatd.
(mJ|| Te||n'J"): G.n. redukdlt matrixelem, ami nem figg az M', M, m
vetiiletek értékétol.

Clebsch-Gordan egyiitthatok: Gyakran keressiik a
I=0+1
impulzusmomentum operétor (J, és J? szimultdn) sajatfiiggvényeit, ha
[Jh,i,j] =0, i,j=1,2,3

a |j1, m) és |jo, my) direktszorzat bazisan. Legyen
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Q |j1,m): h, és J? sajatfiiggvénye,

Q |ljo, m): J, és J? sajatfiiggvénye,

Q |j, m): J, és J? sajatfiiggvénye.
A kérdéses problémaban rogzitett j; és jo esetén a keresett
sajatfiiggvények:

sm) = > Chin 2 Ljv, mi) o, mo)

my,m;

Ebben a kifejtésben szintén a Clebsch-Gordan egyiitthaték fordulnak el6.
Ezek helyett gyakran a

o b = (_qYi—ktm i 0 2
Cm,ml,mz - ( 1)J 2_/ + 1 ( ml m2 m )
relaciéval definidlt d.n. Wigner-féle 3j szimbdlumokat hasznaljik.
Megjegyzés: Gyakorlatban kellemesebb a Wigner-féle 3j-kal szamolni,
mert "magasabb szimmetridjiak", mint a Clebsch-Gordan egyiitthatdk.
(Lasd: Landau-Lifshitz: Kvantummechanika)

Csordas Andras Atomok és molekulik fizikaja



Skalaroperatorok:

Legyen Qs egy skaldr operator, azaz amelyre

|:-7X7 ©5:| = 0? |:‘7ya ©$i| = 07 |:~I]Za ©$:| = 0
llyen Qs lehet példaul H, J2, stb. J2, J,-nek van kézés
sajatfliggvényrendszere, ezért

Qeu(n', J, M) = " (nIM|Qs|n' IM)ip(n, J, M)

n

J-Qap(n', 4, M) = " (nIM|Qs|n' IM)N_(J, M)ip(n, J, M — 1)
Masrészt .
J_ap(n', I, M) = N_(J, M)p(n’, J, M — 1)
QsJw(n', J, M) = N_(J, M) “(nIM — 1|Qs|n'IM — 1)¢p(n, J, M — 1)
Minthogy L o
J Qs = QsJ—
(n,J, M|Qs|n’, J, M) = (n,J,M — 1|Qs|n’, J, M — 1),
azaz a J, M-ben diagonalis matrixelem fliggetlen M-tdl.
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Vektoroperatorok:

Legyen \Y; egy vektoroperator, azaz amelyre

Jp, V| = ihV,

1, V| = —ihV, + ciklikus rel4ciok
-727 \A/Z = 0

Klasszikus kép: Ha a J impulzusmomentum megmarad, V forog a J koriil.
Idéatlagban V-nek csak a J-vel parhuzamos komponense marad meg:

o= (v )32

(x: x id6atlaga )

Ennek kvantummechanikai megfeleldje:
Impulzusmomentum sajatallapotok kdzott

v- Y5

~
J2
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Vigyazat! Ez nem szigor( egyenléség! A két oldal csak
impulzusmomentum sajatéllapotok kozott egyenlé! (lasd alabb)
Mivel VJ egy skalar operator, ezért

(V3) = (nIMN3|nIM) = (nIM'|N'3|nIM'")

illetve R .
<J2> = <nJ/VI|J2\nJM> = th(J +1)

Wigner-Eckhart tétel:
(A tétel vektoroperatorokra alkalmazott specialis esete)
(IMNIIM) = (V|1 ) (IM'|3]IM),
ahol (J||V||J) az G.n. redukélt matrixelem, ami nem fiigg M, M’-t8l.

Felhasznalva a tételt:

(IMNIIM) = (UM IM') (M3 IM) =
MI

JIVIIY D S (IMII[IM") (M (3] IM) =
M/
= (JIV|[I)(IM|TP|IM) = R I(J +1){J||V|| ),



ahonnan kapjuk,hogy

) = VIV )
UM2IM) (02

Visszairva a Wigner-Eckhart tétel fenti alakjaba

~

<

< 2>> (M 31M),

azaz az impulzusmomentum sajatallapotok terében:

(IM' V| IM) =

[

v Vj
()

—~
~

Itt is vigyazat! Csak sajatallapotok terében!
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Atomi szintek jellemzése
LS termek, a spektrum finom és hiperfinom szerkezete

o Vizsgaljuk azt az esetet, amikor az L-S nivék kdzotti tavolsdg nagy a
spinpalya energiaknal!

@ Ekkor a spin-palya energiat perturbacidként vesszik szdmitasba.
(L-S csatolas)

e Nulladrendben a szinteket jellemzi L és S(!). L, és S,-t8l nem figg
a spektrum)

o Perturbaciészamitas elsé rendje: (Hp) fligg J-tdl, adott L és S
mellett: Ez adja a nivék finomszerkezetét.

@ A nivék multiplicitds: 25+ 1, ha S < L; illetve 2L+ 1, ha L < S.

Hiperfinom szerekezet: az energia fligg F2 sajatértékétol

A~

F=1] —&—f, i = magspin
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Spin palya kolcsonhatas (finomszerkezet)

g, = ZNzﬁ("f) ('A-fgi)
i=1

Gyors Ut a végeredményhez:
L2, L, sajatfiiggvényeinek terében:

f(ri)i:l — <€l}l\-l|‘>|:
(L?)
5¢, 5, sajatfiiggvényeinek terében
5 = 5508
(5?)
Ezért
L)(S;S) PR
(Z RL(L+1)S(S+1) (L-S)
¢

¢: a finommultiplettre jellemzd szam, ami fiigg az elektronkonfiguraciétdl,
azaz egyéb kvantumszamokték, de a felhasadasban-résztvevd nivék
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mindegyikére azonos. A JJ = (L + S)(L + S) azonossdg miatt

_%(_72_[2_32)

lgy az elsérendli perurbaciészamitas eredménye:

(Ag,) = %2 [JJ+1) - L(L+1)-S(S+1)], ahol J=|L-S|,...,L+1.
Ugyanerre az eredményre jutunk a Wigner-Eckart tétel segitségével:
(nLM; SM%|&:L;8;|nLM SMs) = (nLM]|&:L;|nLM,)(nSM%|S;|nSMs) =
= (nL||&L;||nL)(nS||Si|[nS) (LM |L|LM,)(SM5|S|SMs)
Ezért:
(nLM] SM%|Hop|nLM SMs) = ¢(nLS)(LM; SM5|LS|LM,SMs)

N

¢(nLS) =Y (nL||&L;]|nL)(nS|Si]|nS)

i=1

(LSIM,|Hgp| LSIM,) = o [JUJ+1) - L(L+1)=S(S+1)] = EW)

2
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ahol J=|L—-S|,|L—S|+1,...,L+S.
Landé-féle intervallumszabaly:
AE,, = E(J) — E(J — 1) = h*¢J.
Ch? nagysagrendje ~ 100cm~?
Példaul: a vas (3d)%(4s)? 5D termjeire (L=2, S = 2)

E(cm™ 1) | AE (cm™) | R?¢ = AE/J (cm™1)
5D, 0.0 -415,9 -103,9
5Ds 415,9 -288,1 -96,1
5D, 704,0 -184,1 2021
5Dy 888,1 -89,9 -89,9
5Dy 978,1

Spec.: Két részecske (Analitikusan meghatarozhaté):
Hsp = f(rl)ltlgl + g(l’g)izgg
Esp(n1/1n2/25LJ) = <n1/1n2/25LJ\I:ISp\n1/1n2/25LJ> =
1
= ((mhmhlL ) JUJ+1)=S5(5+1)—L(L+1)]

Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



ahol

1
C(mhmhbl) =

aL(L+ 1){[L(

FL(L 4 1) + h(h +1) = h(h + 1)]¢(nh)}

L+1)+ h(h +1) = (k4 1)[¢(nh)+

és
o0
=1 [ Rner) o
0
Numerikus példa: Az elsérend(i perturbaciészamitas szerint a

E(S,L,J)—E(S,L,J-1)
J

mennyiségnek J-t6l fliggetlennek kell lennie.

Megfigyelt energiaszintekbdl szamitva h2(-t:

| [C=PP Pl en D) [ (= 1FP Al (em )|

R¢ =

Be 2s 2p 0,68 1,18

Mg 3s 3p 20,06 20,35
Ca4s 4p 52,16 52,94
Sr 5s 5p 186,83 192,11
Hg 6s 6p 1767,3 2315,3
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Tanulsag: Be-nal a spin-palya energidval 6sszemérhetok az egyéb
relativisztikus korrekciék. Hg-nal (Z = 80) és mas nehéz elemeknél az
spin-palya energia nagy, igy az LS csatolds mar nem hasznalhaté.

Hiperfinom szerkezet

A hiperfinom szerkezetet okozé egyik legfontosabb kdlcsonhatds a mag és
az elektronok (mégneses dipél-dipdl) kdlcsénhatdsa. Hasonléan a
spin-palya kolcsonhatashoz ez:

Hpip = aid

A teljes impulzusmomentum (magspinnel egyiitt):
F=J+i

Mivel FF = (J +1)(J +1), az elsérendii perturbéciészamitas eredménye:

2
(NLSJiF | Hyp|nLSJiF) = % [FIF+1)— JU+1)—i(i+1)]

A Landé-féle intervallumszabaly most:

E(F)— E(F — 1) = ah®F



A spin-pélya és a hiperfinom felhasadast okozé kdlcsénhatas
nagysagrendje: ah? ~ 0.lem~!, AE ~ ((LS)A? ~ 100cm 1.

Példa:
2.0
l6)
1.0 I5)
4)
§ 0.0
3y
1.0
2y
1y
2.0 . .
0.0 1.0 2.0 3.0

uB/a,

A °Li hat hiperfinom allapota a magneses tér fiiggvényében.
Forrds: M. Houbiers et al., cond-mat/9707006
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Atomok magneses térben

Legyen a mégneses tér vektorpotencidlja A(r):
B(r) =V x A(r).
A Hamilton-operator egy részecskére:
~ 1
H=_"(p—qA(r)*+ U(r).
o (b~ gAY + U(r)

(U(r): nem mégneses eredetli) Elektronra: g = —e.
Homogén magneses térben A(r) valaszthatd

A(r) = %(B X r)nek.
Mivel (p = —ihV)
(B—qA) = B’ —q(AP+PA)+q*AA =
= p—q(rxp)B+ q{ [(BB)(rr) — (Br)(Br)],

igy (BB)(rr) — (Br)(Br) = B?r? miatt

[l ]
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Elektronra a spint is figyelembevéve (Dirac -egyenletbdl):
7 7 - e’ 2 2

ahol a i magneses momentum:

A~

1 he

/_j:_MB(L‘Fgeg)ﬁ’ MBZ%’ 8e ™2

Normalis Zeeman effektus: Ha a spin-palya csatolastdl eltekinthetiink
(Hsp = 0) és a magneses tér viszonylag kicsi.

A —[iB tag miatt fellépé felhasadas (Ekkor m; és mg jé kvantumszamok):
B
(nlm;mg| — [iB|nlm;mg) = ;—m(m/ +2mg)h = pugB(m; + 2my).

(ms = £1/2). eB/2m: az elektron Larmor-féle korfrekvencidja. Elektron
rendszerre:

2 N
i — H(B = L+ a8 £ gy
H=HB=0)+ _(L+&S)B+ B ;r’“
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igy a normalis Zeeman-felhasadas:

eB
(LM, SMs| — {iBInLM,SMs) = = (My + 2Ms)li = i B(M¢ + 2Ms).
Diamagneses tag becslése: (r?) ~ 10716

2
122em 32<r2>
eBh
2m

= 107°ZB(Gauss)

(1 Gauss=10"* tesla).
A diaméagneses energia nagy rendszamu atomoknal vagy er6s magneses
térben az elektrontermek kozti kiilonbséget meghaladhatja.
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Anomalis Zeeman-effektus: Ekkor a magneses tér olyan, hogy
Emég < Esp

(A magneses tér okozta felhasadas Iényegesen kisebb, mint a spin-palya
felhasadas)

Legyen B || z-tengellyel.

A spinpélya-csatols nagy, ezért a J?, J,, S?, L? sajatfiiggvényeinek
bazisan kell dolgozni. A szdmolas eredménye:

B
(Himsg) = <“‘%(Lz +2S,)) = usBgyMy. My=—J,....J

gs: Landé-faktor (dimenziétlan)

Szarmaztatas:
(L, +25,)=(,+85,) = M, + (5,)
Mivel impulzusmomentum sajatallapotok kozott:

s= 80,

J2
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ezért z komponensét véve és J2.J, sajatfiiggvény bazison 4tlagolva:
. AM,  aa
5 = g 09
Mivel LL = (J — S)(J — S), a JS kifejezhetd, mint
JS = (2 — 1%+ 5%))2, igy

(48) = %7# JU+1) = L(L+1)+S(S+1))

Visszairva:
_IU,BB hMJ .
(Hmsg) = - hAM; + 72J(J 1) (JUJ+1)—-LL+1)+5(5+1))
Azaz JU+1) = L(L+1)+S(S+1
g1 U LD S5+

2J(J+1)
adédik. QED.
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3P &llapotok Zeeman-felhasadasa

A H = fLS/h? + g(L, + 2S,)/h hamilton operator sajatértékei g/f
fiiggvényében a 3P altérben. Fiiggbleges tengely: E/f.
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3P &llapotok Zeeman-felhasadasa

0 2 4 6 8 10

A H = fLS/h? + g(L, + 2S,)/h hamilton operator sajatértékei g/f
fiiggvényében a 3P altérben. Fiiggbleges tengely: E/f.
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3P &llapotok Zeeman-felhasadasa

300f
200}

100

-100}

-200}

300+t

A H = fLS/h? + g(L, + 2S,)/h hamilton operator sajatértékei g/f
fiiggvényében a 3P altérben. Fiiggbleges tengely: E/f.

Ebben az altérben L =1, M; = -1,0,1, 5=1, Ms = —-1,0, 1.
(Mp + 2Ms) lehetséges értékei: —3,—-1,1,—-2,0,2,—-1,1,3
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Zeeman-effektus a magspin figyelembevételével

Példa:
2.0 .
6y
1.0 I5)
4)
§ 0.0
3y
1.0
2
1)
2.0 . .
0.0 1.0 2.0 3.0

uB/a,

A ®Li hat hiperfinom allapota a magneses tér fiiggvényében.
Forras: M. Houbiers et al., cond-mat/9707006

Tegytik fel, hogy B olyan, hogy
Emég < Ehip

(A magneses tér okozta felhasadas Iényegesen kisebb, mint a hiperfinom
felhasadas)



Legyen J az elektronhéj teljes impulzus-momentuma, i a magspin. A
teljes impulzusmomentum
F=J+i
Magneses térben (a diamagneses tag elhanyagoldsaval) a
Hamilton-operatorhoz a
Hmég = _/IB

tag adddik. Az elelktronhéj magneses momentuma:

JU+1)-L(L+1)+S5(5+1)

fhel gspsd/ 8y + 2J(J+1)
A mag magneses momentuma:
eh
fimag = Biltmagi/T;  [tmag = 5——
mag mag mag 2mp

(mp: proton tomeg, g; egységnyi nagysagrendii dimenzi6tlan).
A teljes magneses momentum |gtej| > |ftmag| miatt:

/I = ﬁel + ﬂmag ~ p:e/a
Az atlagolasokat hasonléan végezve, mint az elébbi anomalis
Zeemann-effektus szdmolasakor:

(Himsg) = (—jiB) = 8185 1

8
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Hasznaljuk fel, hogy

»_. M
><FZ> - 7:L2/E(Fir 1)

() = EF (3E),

és hogy ii = (F — J)(F — J) miatt

(GF) = %hz[F(F 1) 4 JJ 1) — i+ 1)),

Ezért a most vizsgalt esetben a magneses térben fellépé felhasadas
mértéke:
(Hmag) = —([iB) = gr 115 BMF,

ahol most gr

 F(F+1)+JJ+ 1) —i(i+1)
&r=é& 2F(F +1) '
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Suruségeloszlas és parkorrelacio azonos
részecskék rendszerében

Siiriiségoperator:

Atlagsiiriiség:
p(r) = (¥, p(r)V)

A spin figyelembevételével:

A spinfliggd atlagsiiriiség:

p(r,s) = (W, p(r, )W), p(r) = p(r,s).



Ha a részecskék megkiilonboztethetetlenek:

p(r,s) = Z Z/d3r1 rN\IJ*(rl,sl;...;rN,sN) X

SN i=1

><6(r —1)0s,sV(r,s1; ... N, Sn) =

N Z /d3r2...d3r,\,|\ll(r,s;r2,52;...;r,\/,s/\,)|2
525:-+5SN

Pareloszlas-operator:

P(r,s;v',s) Z 3(r —1;)85 50(r" — 1,5
"

Pareloszlas-fliggvény, spinfliggetlen pareloszlas-fiiggvény:

P(r,s;r',s') = (W, P(r,s; ¢, s )W), P(r,¢") = Z P(r,s;r',s")

s,s’
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Ha a részecskék megkiilonboztethetdek:

P(r.sir sy = > Z/d3r1 Py (re, 815 ... v, sy) X
S15--

SN hj 1

x5(r—r,)6ss,5 — ;)05 s V(r,s1;. .. N, SN) =

N(N — /d3r3 EBry|W(r,s;v', s r3, 83 0n,50) 2

Siirliségmatrix:
o(r,s;¢¥',s'y = N E /d3r2...d3r,v X
52,...4SN
*(p . ol .
xW*(r 5,00, 5. .. N, sy)W(F, ' ra, 55 .., Sh)
Ezzel a spinfiiggd atlagsiiriiség:

Q(rv 5) = g(r, s, 5)
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A kiilsé potencial operatora és a siirliségoperator kapcsolata:

ss,

<>
Il Il
- IM]=
\ <
Q :‘
\w
< |
-t \
i’L %
~
\ <
Q.
° M
: =g

A kiilsé potencial atlagértéke:

. V0 = [ Ervine)

A kolcsonhatasi energia és a pareloszlas-operator kapcsolata:

A = —Z v(ri, ;) /d3 /d3 P(r,s;r',s")

= = [ & [ &3 v(r,¥)P(r,r)
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A kolcsonhatasi energia atlagértéke:

(W, Fyy) = %Z/d3r/d3r' v(r,¥')P(r,s;r' s")

s,s’
1
= E/d3r/d3r’ v(r,r')P(r,v)
Hasznos pl. a
, &
v(rr') = r—r/|

Coulomb-kélcsdnhatés esetén.
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Fuggetlen Bose-részecskek alapallapota

Legyenek a bozonok zérus spiniiek! A nemkdlcsénhaté rendszer (normalt)
alapallapota:

Wer, .y Hsor, [ rlemi -

Az siirliség ebben az allapotban:
o(r) = (W, 5(r)V) = /d3r1 od?ry ©*(r1) ... " (rn) x
xZér—r cop(ry) =
_ Z /d3r2 PralV(r 2. .. o)
A
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A pareloszlas-fliggvény ebben az allapotban:

P(r,r") (W, IAD (r,r) /d3r1 d’ry ©*(r1) ... 0" (rn) x

X Z S(r—r)o(r —r))e(r1)...o(rn) =

= N-1) /\\Urr rs,rq,....t0) 2 d%r .. dPry =

N(N N—-1

= T o(r)o(r') = N ——o(r)o(r)

A kolcsonhatasi energia atlaga:

(V|H W) = /d3 /d3 P(r,r)
- 5o / d*r o(P)v(r ¥ )o(r).
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Slater-determinans alaku fermion

hullamfiiggvényre
Felhasznaljuk a kdvetkez6 azonossagokat:
N
Z €iryoryin€in,...iiv = N!
pyeeein=1
N
Z Ciryiaseyin€itiysin - = 51'1,]1(/\/_1)[
=1 Y TV
25--5IN
N
> i = (04000 — 0 jy0y) (N = 2)!
3yenerin=1 — —

Az egy Slater-determinanssal leirt hullémﬂjggvény:

V(ri,s1ir2, 9. I, SN) \ﬁ Z €ir,enninPin (11, 51) 05 (12, 2) - iy (P, )

ey in=1

ahol az egyrészecske hullamfiiggvényekrdl feltessziik, hogy normaltak:

3 * _
> [ dreiesetes) =



A siirliségmatrix 1 Slateres hullamfliggvény esetén:

o(r,s;r',s") NZ/d3r2 d®ry %
So

SN

XWH(r, 5,00, 8. ..y, sn)V(Y, 8" v, 55 ..y, sy) =

N N
_N &Bry. .. d3
=N €ir,iz,..sin €t g2, dn r2...d ry X
’ S525.445SN

ityi25e e in=1j1,j2,. . jn=1

X7 (¢, 5)pi(r2,92) - - @7, (rn, sw) e (V8 )0 (12, 2) - - @i (P, sw) =

N N
ST
TV (S iv€ir i iy X
(N _ 1)| 115025005 INSJ10J25 5N

52y in=1J1,j2,0 - in=1

sz(n 5)901'1("/7 5/)5l2,J25'3»J'3 s (;i/v,j/v =

N N
1 * ro
TV Z (pil(r’ 5)90.i1(r ;s') Z €irsiaseensin €t iaseing =
(N-1)! i =1 bpeniv=l Y T
5,-171-1(N71)!
_ngll 9011 r S an(pl (p,(l’ S)

i1=1
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A siirliség:

oo

2
o(r.s) = o(r.s: v, s) Zm R = nileir,s)]

=1 i=1
ahol
1, ha yj(r,s) szerepel a Slater det.-ben
= {o, egyébként
A pareloszlas fliggvény:

P(r,sir',s)=N(N—=1) ) /d3r2 Py V(s S e s e sy) P =

53,..4 SN
N
N(N —1) s .
€iryizyeenyin€ito2y ool r3. rN
iyi2yeeiN=1 12, ju=1 S35..45SN

XSO;;(WS)Q%(" S )(,0,3(I’3,S3) @TN(vasN) X
X¢j1(r>5)<PJz("/75 )@Ja(r3753) @jN(rNJ SN) =

1
= E E €itsizseesin it daeeesiieOisofs Ol i -+ - Oiy jay X
(N—2)!

1502505 iIN=1J10J25 0 jn=1

XQDZ(I‘, 5)@;’;("/7 5/)90j1(ra S)Sﬁjz(f/, 5/) =
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N N
1
P(rsir,s') = ———= > > 05 (r5)h(r,5)e(r,8)p,(r,8') x
(N=2)! £~ £
i1,i2=1 j1,2=1
N

X Z Cirsia,izyesin€itajasfzsesin =

Boiv=1 T~ T

(5"1 10312 =i 1p Oy iy )(N72)!
N
Z Lp;;(l’, s)<p;;(r’, 5/)()01'1(") S)@iz(“? S/) -
i, =1
N
- Z <P;k1("a S)QD?;(I’/, 5/)901'2("7 5)90"1("/7 5/) =

i1,h=1
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'D(rv S rlvsl): (Z |<p;1(l’,5)|2> (Z |<p,-2(r', 5l)|2> -

il:l i2:1
o(r,s) o(r',s")
(St (Sevmr)
=1 h=1
o(r,sir',s") o*(r,sir',s")

Azaz 1 Slateres hullamfiiggvény esetén:
P(r,sir',s') = o(r, s)o(r', s") —|o(r, s;v',s")?
o(r,siv',s)) = migi(rns)ei(r,s'),  olr,s) = olr,s;v,s).
i
Specialis eset: Ha az egyrészecske fliggvények

afs)

pi(r,s) = o(x(s);  x(s) = 4(s)
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alakuak, akkor:
o(r,s;r',s')=0, ha s#5¢

azaz ilyenkor nincs korrelacié a kiilonb6z6 spinallast részecskék kozott.
Lathaté az is, hogy az 1-Slateres esetben

P(r,s;r';s)=0, ha r=v
A kolcsonhatasi energia atlaga:

(YlHi|yp) = C = K
C= %/d3r/d3" o(r)v(r —r)o(r),
K — %Z/d3r/d3r’ v(r—r)|o(r,s; v, s") %

s,s’

Ezek az 1-Slateres eredmények atirhatok a kovetkezd alakba is:

1
C= E;nlnj<ulv|u>?

1 S
K=3 Z”i"ﬂul\/lﬂ%
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ahol a matrixelem:

(k) = 32 [ 00 G507, £)65r e oule (3.

Specialis eset:

a(s)

4(s) ugyanakkor ¢;(r,s) = ¢(r) x {

2i(r,5) = 6(1) x {
A folsé esetben

(ij|vlji) = Z/d3 d*r' 67 (¢ )a(s") o (1) B(s)v(r, /') (r)B(s ) di(r)a(s) = 0.

s,s’

Ugyanlgy az alsé esetben. Azaz: Kicserélédési kolcsonhatas csak azonos
spinallasi egyrészecske allapotok kozott 1ép fel.
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Zart héjak esete (Atomok targyaldsakor lesz sziikség rd)

© Legyenek az egyrészecske hullamfiiggvények

D pim(r) = %Rn/(f) YW, 0)i o(r,s) = &(r) { gg;

alakuak.
@ Forduljon elé a Slater-determindnsban adott / esetén az ésszes m

© Minden helyfliggd rész forduljon eld a Slater-determinansban a-val
és (-val is.

@ Az n kvantumszamot definidljuk gy, hogy a R, (r) radiélis
hullimfiiggvény zérushelyeinek szdma a 0 < r < oo intervallumon
legyen egyenlé n— [ — 1.

Mivel mind az m= —/,—/+1,...,/1 —1,/, ésszesen (2/ + 1) szdmi
dllapot betoltott. L =0, M =0, S =0, S, = 0. Felhasznélva, hogy

/
. m 2/ +1
Z Y™ (01, 01) Y™ (92, 02) = P(cos 1),

= 4
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ahol ¥ az ry és rp kozti szog, a stirliségmatrix
o(r,s;v',s') = Z nigi(r,s)gi(r',s') =
=05 Zn DI (r)®i(r') =

121 +1 1

= s (cosﬂ) R ()r/l-'\’,,,(r')7

nl

ahol Zn,': a betoltott allapotokra vald Osszegzés. Lathatd ebben az
esetben, hogy p(r,s) és P(r,s,r',s’) forgdssal szemben invarians.
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Variacios elv és variacios modszer

Tekintsiik a kovetkez6 funkcionalt:

v HY
E[V] = <(U;,W>>
Allitas: Barmely olyan W, melyre E[W] stacionarius, azaz amelyre
SE[W] =0
kielégiti a B B
Hy = EV

egyenletet, azaz a \j allapot H-nak sajatfliggvénye E sajatértékkel.

Bizonyitas: Hasznaljuk fel, hogy W valds és képzetes részének fliggetlen
varialasa helyett szabad W-t és W*-t fliggetleniil varidlnunk. Varialva
W*-ot:

OV HY) (W, HY) B
‘”‘E["’]‘( A RUAGE <‘5"”“’>)w‘

(W, HW)
<5w, HY - (W, w) \u> (6W, [HV — EV])

W) AT

0
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Mivel 0W* tetszbleges, ezért:
0=HV - E[V¥

QED.

Megjegyzés: Ugyanezt kapjuk, ha (W, HW)-t varidljuk a (W, V) =1
mellékfeltétellel :
S{(V,HV) — E(V, W)} =0;

Itt E: egy Lagrange multiplikator. W*-szerint varialva szintén a
Schrédinger egyenletre jutunk.

Fontos tétel

Tétel: Tetszbleges W-re E[W] mindig nagyobb vagy egyenld, mint a
rendszer Eg egzakt alapéllapoti energidja:

Eo < E[V].

Megjegyzés: Ez a tétel teszi lehetové atomok és molekulak
alapallapotanak (alapallapoti energidjénak) variaciészamitassal torténd
meghatarozasat.
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Bizonyitas: Fejtsiik ki W-t H sajatfiiggvényeinek teljes, ortonormalt
rendszere szerint:
Hxn = Enxn, Eo<E,

V= Z anXn, <Xn7Xm> = 6n,m

HV = " a,Eqxn
n

(W, HY) ZEn\an\ > EOZ|a,,|2 Eo(W, W),
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Altalanositas gerjesztett allapotokra

Rendezziik a sajatenergiakat tgy, hogy
E, > E, ham>n.

Legyen & tetszbleges. Tekintsiik a

N—1
V=0 Xnlxn )
n=0
allapotot. Ez az dsszes xo, .- ., xn—1 allapotra ortogonalis.

Ekkor
(W HY) = 3" Elan > En Y |an|? = En(W, W).
n>N n>N

Azaz: ha (W, x,) =0, n < N, akkor Ey < E[V].
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Variaciés modszer (Ritz-maddszer)

T.f.h a Schrodinger-egyenlet egy kozelité megoldasat valamilyen
megszoritott fliggvénytérben keressiik, amelyben a hullamfiiggvény alakja
adott, de az alak néhany (mondjuk n darab) szabad paramétert
tartalmaz:

V=V¥( ay,a,...,3 ,r,S1,...,tn,sn), E[V]=E(a1,...,an)
| S
szabad paraméterek

Variélva as, ..., ay szerint: energidban az Ej alapallapoti energia egy
felsé korlatjat kapjuk. Az adott fiiggvénytérben Ey legjobb kozelitését

E[W] = E(al, an, .. )
energia funkciondl (fliggvény) minimuma adja. A minimum helyét a

OE
6‘3,- =0

egyenletek megoldasa adja. Jeldlje a szimultan egyenleteknek a
megolddsat: aig, axo, - .., ano. Az adott fliggvénytérben az alapallapoti
energia kozelitd értéke (felsd korlatja): Eo(aio, @20, .. -)-
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Fuggetlen részecske modell bozonokra
Bose-rendszer alapallapota, Gross-Pitaevskii egyenlet

A Hamilton operator:

N

H = Z {—;L;A,- + V(r,-)} + % Z v(ri —r;)

i£i=1

Az alapallapoti hullamfliggvény a fiiggetlen részecske modellben
(kolcsonhatés nélkil egzakt lenne):

V= p(r)p(r2) - .. (rn).

Ez teljesen szimmetrikus a helykoordinatak cseréjére.

Alapgondolat: kolcsonhatés esetén is keressiik ilyen alakban a
hulldmfiiggvényt, és az egyelSre hatdrozatlan o(r) egyrészecske fliggvényt
variaciésan valasztjuk meg. Varhatéan jé eredményt ad, ha a
kolcsonhatas nem tul erés. Megkotés:

(N d®r =1
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Ezzel az alapéllapoti hullamfliggvénnyel:

(W, HY) = th/d3rga +N/d3rg0 (r)p(r)
MO [ @180 o 00 (vtr = ¥ )ole)itr)
¢ meghatarozésa a
§[(W, HV) — EQW, V)] /6p"(r) = 0

variacios elvbél a kovetkezé nemlinedris Schrodinger-egyenletetre vezet :

—%NA@(r) + NV (r)o(r) +

NN = D) [ (e = ¥ )ele') = El)
Szokdasosabb alak (Skalazzunk igy):

n= %; o(r) = NY2(r); d*rle(r))> = N
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w jelentése: Zérus hdmérsékletli kémiai potencial

2
g V) + (1= ) [P vl = OoRo0) = o)

Nagy N esetén az 1/N az 1 mellett elhanyagolhatd.
Kis energidju titkdzéseknél az atomi kétrészecske potencial (v(r —r’))
konkrét alakja nem lényeges, az helyettesithets a

4rh%a
m

vir—r)= (r—r')

potenciallal, ahol a az s-hullam{ szérasi hossz.
Ekkor az kapjuk, hogy

I pol) + V(o) + + 2

|6(1)[?6(r) = po(r).

Ez az irodalomban igen sokszor tanulmanyozott, G.n. Gross-Pitaevskii
egyenlet.
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Fuggetlen részecske modell fermionokra
A Hartree-Fock médszer

Cél: Variaciés médszer révén meghatarozni a "legjobban kozelit6"
egyrészecske hullamfiiggvényeket.
Variacios hullamfiiggvény:
@ a Hartree-médszerben:
\Il(rl, S1,F2,50;, ..., N, SN) = (pl(l’l, Sl)cpz(l’z, 52) e cpN(rN, SN),

@ a Hartree-Fock médszerben: (Slater-determinéns alaku)

N
1
W(r, 51502, ;... PN, SN) = N Zﬁil,...,i,\,@il(rly51)<Pi2(r2;52) - pin(rns sn),

-I1 ,,,,, iN:1

a

Z/d3r<p}*(r, s)<pj(r,s) = (5,'71' l,j = ]., ..N

mellékfeltételek mellett.
A Hamilton operator:

H— Z [—;;A, + V(r,-)} + % Z v(r — 1)
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Meghatarozandé az

Enr = (VIH|V) — 251' vilez)
ij=1

funkcionadl minimuma.

Az ¢; ; Langrange-multiplikatorok a (p;|¢;) = d;; kényszerek miatt
kellenek.

Lattuk, hogy:

N 2
WY, = 33 [ i) (<0 Vo) el
+= ZZ/d3 /d3r @i (r,8) i (r', s ) v(r —v)pi(r, s)p;(r', s)

ij=1 s s’
i#j

_= ZZ/d3 /d3r @7 (r,8) i (r', s )v(r — v )pj(r, s)pi(r', s)

IJ 1 5,5’
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......

2
(_hA—i— V(r )go, r,s) +ZZ/d3r o7 ( v, s v(r —r)p;(r, s )ei(r, s)

=1 s
J#i
—zz/dwrs or =)ol ), s) = ze,,ws &)
j=1 s’
J#i

(i=1,...,N, s ==1) illetve ¢;(r,s) szerint:

(~3md+ V() )it 55 [ e e rsie = )i s)

j=1 s/
Vedl
—ZZ/dW ¢, s ) (1 SV(r — ¥ )ay(F §)) Zam rs) (2)
j=1 s’
J#i

Képezve (1)-(2)*-t
N

*
Z (5171' - 5i,j) p;j(r,s)
—



Mivel a ¢j(r, s)-k linedrisan fiiggetlenek (Egyébként a Slater-determindns
zérus lenne):
Eji = Eij

tehdt a g;; matrix dnadjungalt, ezért unitér transzformaciéval
diagonalizalhaté.
Az unitér transzformaciét elvégezve, az j egyrészecske bazisban
ugyanolyan alaki (1)-(2) egyenleteket kapunk, csak most (1) és (2) jobb
oldalan (valds) diagonalis matrix all:

(—thJr V(r)) pi(r,s +ZZ/d3r i (r' ) v(r =), ")pi(r, 5)

=1 s
J#i

—ZZ/d3r @i (r, s v(r = r)oi(r, s")pj(r, s) = eipi(r, s),
j=1 s’
J#i

(i=1,...,N). Ezek a (megszoritas nélkili) Hartree-Fock egyenletek
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Més alakok (attérve a végtelen elemii bazisra és a betodltési szamokra):

("]
h? A
|:2rnA + V(I’) + Uk(l’) — Kk:| ng(r,S) = ekcpk(r, S)
Ue(r) = anZ/d3r’ v(r =)o (v, s)pi(r,s),
AT
Kipi(r,s) = Z nj;(r, s) Z/d3r' @i (r',s")v(r —r)pi(r', s').
= ¢
o Legyen

s/

U =Y [ & vle= Ol )P
Kor(r,s) = Z njo;(r, s) Z / d3r i (r, s )v(r —r)ew(r, s').

Mivel (Uk(r) — Rk) wr(r,s) = (U(r) - R) wk(r,s), igy a
Hartree-Fock egyenletek masik alakja:

HHFgak(r,s) = expi(r, s)
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h? N
HHF:f%A+V+U+K

U(r) = / & (e — ')o(r)
Ko(r,s) = Z/d3r’ o(r,s; v s v(r—r)ek(r,s),
o(r,siv',s') =D i (r,s))pi(r s)

o(r,s) = o(r,s;r,s)

or) = 3 alr. ).

S
Megoldas:

@ Vesziink egy kezdeti {¢;(r,s)}" , kezdeti (egymésra ortogonilis)
egyrészecske fliggvény rendszert!

@ Kiszamoljuk o(r, s;r',s') — o(r,s) — o(r). (Most mér U(r) és K
hat4sa ismert)

© Megoldjuk a H' ¢, = e,k (linedris) problémat a ¢y, ex-kra

Q Az (j py-kkal update-oljuk o(r,s; ¥, s')-t

Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



@ Ha a kozelités elég pontos: VEGE, ha nem: Goto 2
Az onkonzisztens iterdciét ledllitjuk, ha ¢k, e, mar nem valtozik.

Megjegyzések:
o A o, fiiggvények sajatfiiggvényei a HF operatornak, igy az
ortogonalitds nem-degeneralt esetben (az &sszes ¢ kiilonbozd)
teljesil, illetve a degeneralt esetben teljesithetd.

o Ha az egyrészecske hullamfiigvények

er(rs) = ew(r)x(s);  x(s) = {a(S)
alakuak, akkor

Ron(r)a(s) = / &r o 10, 1) (r — ¥ )oe(r)a(s),

Kor(r)3(s) = /d3r’ o(r, =1, r, = 1)v(r — ¥ (r)B(s),

Koe(r,£1) = [ &3 o(¢', £1;r, £1)v(r — ¥ ) (¥, £1),
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azaz kicserél6dési energia csak azonos spinirany( részecskék koézott
Iép fel.

Csordas Andras Atomok és molekulak fizik



Zart héj (altalaban zart héjak)

A zart héjat korabban definialtuk.
1
o(rf, 1k, 1) = o(r, —1;r,—1) = Eg(r',r)

o' )= Z nip; (v, s)pi(r,s) =2 Z nigi(r)e; (')

Ekkor
H3F¢k(r) = {—S;A + V(r)} or(r) + / v(r— r/)g(r’)d3r’ or(r) —
5 [ V= el )ou(r) = exn(r
R

Korabban lattuk, hogy o(r,r") forgadsszimmetrikus, ezért ¢,-t

61(1) = TRV (0,0)

alakban vehetjiik fel. A térzs = zart héjak.



Torzs + 1 elektron (az N + 1-ik)

Kézelités: (J6 eredményt ad)
@ A kiilsé elektron visszahatdsat a térzsre elhanyagolva.

@ A torzselektronok és a kiils6 elektron kozti kicsrélodési kdlcsdnhatds
elhanyagolva.

2
H3F¢N+l(r) = [—ij+ V(r)—|—/v(r—r’)gzh(r/)d3r/ dns1(r) —

5 [ V=)ol Yowia(v) = nsadn ()

i) = T Rua () YF(0,¢)

Tobb elektron a torzson kivil:
Az el6z6 kozelitéshez hasonléan a kilso elektronok a

Veff(r) = V(r) + U(r)



U(r) = / v(r — ) oum(r)d?r

effektiv térben mozognak. A kiilsé elektronok kozti kicserélédési energia
vezet az LS-termekre.

Hartree kozelités a torzselektronokra:

N
v=[las)
j=1

A ;j(rj, s;) fuggvények kiilonbozéek. (Ez a W nem teljesiti a Pauli-elvet)
A varialast elvégezve a Hartree egyenletek a

Uk = Zan/d3r lpi(r', s")Pv(r — ).
J#k

helyettesitéssel kaphatéak a HF-egyenletekbdl.
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Atomok elektronszerkezete
A He-szerii ionok alapallapotanak szamitasa

Perturbaciésan
Lasd a gyakorlat anyagat
Variaciosan

Perturbécidsan a kovetkezd (normélt) hullamfiiggvényt haszniltuk:

O(ry,s1502,5) = D(1,0,0[r)P(1,0,0[r2) 'x(s1, 52) = Do(r1, 12, Z) x(s1, 52)
7 3/2 a1
P0.0.00) = Rul)¥p)=2(2) eE
125 2.,
Bo(ri 1, 2) = —re HF)
T a3

Tekintsiik ®g(ry, ro, Z)-ben Z-t variaciés paraméternek! Z = 7’
Azaz feladatunk (®g|H|®o) minimalizéldsa, ahol
h2 ZZ 2Z 2
H= (A4 0y) - 05 02 1 %

2m r- r r
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1
Do(ry,1p,2') = p

Mivel @ kielégiti a

2
Ho®o = — 22D g,
ao

172 oo, (1 1
Ho—fﬂ(Alﬁ’Az)*eoz <r1+r2)

egyenletet, ezért H-t irjuk a kovetkezo alakba

1 1
H=Ho+H, H=-2_(7-2)e <+>
rz n rn

Az atlagértékek:

2
e _,
0 —/
(®o|Ho q>o>=*;z ,
N




7% [exp|-25(n+n)

Gg|Hi|dg) = d®r d®r —
(®o|H1|®Po) 7T238/ . rnd’n
273 rexp(—2%r
—2(z - 7')%%, / P25 s, -
7Tao r

5 _, N o €
= =7 -2(/-272)Z—
830 ( ) do

A teljes energia Z’ fiiggvényében:
/ eg 12 5_, /
E(Z') = (®o|H|®o) = |\ 2T g 227 =
0

A legjobb becslés az alapallapoti energiara a fenti variacios feltevésbdl a

OE(Z') ., 5 B
g =22 45 —2Z=0

egyenlet megoldasabdl, azaz

5
Z'=7-=
16

esetén kaphaté.
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Jeldljiik EY-vel és EP-vel a varidciészamitassal, illetve a
0 0
perturbaciészamitassal kapott alapallapoti energiat:

5 e2 5\° 25 €2 e2
Eg=E(Z=Z2-=-)=-2(Z-=) =EP——==EP-0,00765-2
0 < 16) a0 ( 16) 0 256a © a0

e? 5
EP=-8(722-2Z7
0 30< 8)

He-szerii ionok alapéllapoti energiai (€3/ao egységekben):

[ He [ U™ [ B | B | & [ W [ 05 |
Mért -2,904 | -7,280 | -13,655 | -22,031 | -32,406 | -44,782 | -59,156
Perturbéciés || -2,750 | -7,125 | -13,500 | -21,875 | -32,250 | -44,625 | -59,000
Variacios -2,848 | -7,223 | -13,598 | -21,973 | -32,348 | -44,723 | -59,098

Az ionizacibs energia a He-szer(i ionokra:
J = —(Eore — Eon), Eon = P
0

Két elektront tartalmazé Z magtoltésii ionra (He esetén atomra) azt
kapjuk, hogy

25
Jvar = Jpert + — eo

256 ag
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A kovetkez6 tablazatban kiilonb6zé Z-re a perturbéciészamitassal, illetve
a fenti variacié-szamitassal kapott ionizacids energidkat tiintetjiik fel
(e3/a0 egységekben) a mért értékekkel egyiitt kiildnb6z8 ionokra. (A
tablazatban J(© = 72/2, J) = 72/2 — 57/8 a perturbéciészamitas
zérus illetve elsé rendii eredményei, JV = JO 4+ 25/256: a fenti
varidciészamitis eredménye, J™: a mért ionizicids energia)

| (z] J9] O] »[ J[J-J9
HJ 1] 0500/ -0,125[ -0,027 [ 0,026 0,151

He || 2| 2,000 | 0,750 | 0,848 | 0,904 0,154

Lit [ 3] 4500 2,625 2,723 | 2,780 0,155
Be?T || 4| 8,000 | 5500 | 5598 | 5,655 0,155
B3* [[ 512500 | 9,375 | 9,473 | 9,531 0,156
C* || 6 | 18,000 | 14,250 | 14,348 | 14,409 0,159
N5* [[ 7 | 24,500 | 20,125 20,288 0,163
O%F [ 8 | 32,000 | 27,000 27,169 0,169
F* | 9 ] 40,500 | 34,875 35,053 0,178
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Mas variaciés ansatz a He-szer(i ionok alapallapoti hullamfliiggvényének
térfliggd részére:

u(afr)u(Blra) + u(Blr)u(alra)

q)o(rlarl;avﬂ) = [2(1 + 52)]1/2 ’

ahol «, ( variaciés paraméterek:

u(\|r) = <m3> e Mo N=a,p.

0

S : a Py normiltsagat biztositd atfedési integral:

B _ B 8(@ﬁ)3/2 _ 8x3/2 B
5= 500 = [ wlalu(aindr = GEG = P xe

LI

(®o|Pg). Az energiafunkcional:

e2
E = E(a,x) = (@olH00) = £ [a2M(x) — aL(x)]

M(x) =x+ (1—x)°

2(1 + S2)’
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L(x)=2Z(1+x)—

1 x(1+3x + x?) N 20x3
1+ 52 (1+x)3 (1+x)> )"

Varidlandé: « és 3, vagy a és x (ez a célszeriibb)

OE & - =
055 = % Jawmg -1l — a5
=0

Az alapallapoti energia x fliggvényében:

_ _ L(x) _ & (L(x))?
EG) =E <a - 2M(X)’X> T T2 4M(x)

Most mar csak x fliggvényében kell minimalizalni.
OE(x)/0x|x=x, = 0-bdl meghatéarozhaté xq

Ey = E(x = x0)

Ez csak numerikusan végezhet6 el.

Csordas Andras Atomok és molekuldk fizikaja



Numerikus értékek:

H™: x0=0,27; = 1,04, Eg = —0,513¢3/ag, J = 0,013€3 /ap.
He : —2,875€2 /a0, J = 0,875€2/ao
(1. ansatz: Eg = —2.848€3/ap, J = 0.848€7/ag). Mind a H~, mind a He
Xp # 1, azaz a belsé elektron kissé a kiilsé jobban van arnyékolva.

x0=0,54; a =2,19, Ey

~20fT i
\ 1 -28735 [ /]
\ - \
22| - \
| i —28740F \
\ i A\
\ 1
-24f | - \
o \ - ©-2.8745
| 1
\ -
26 | ]
260 | _ I ~2:8750
\ / 1
\ - -
-28 \ ——— 1 -28755 ~
A . . . . . n . . .
0 1 2 3 4 5 050 052 054 056 058 060
X X
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Hylleraas ansatz-a a He-szer(i ionok alapallapoti hullamfliiggvényének
térfliggd részére:

CDO = Aeiks []- +au+ C2t2 + 35 + C4S2 + C5U2 + Cﬁsu} s

ahol
Ss=n+n, t=n—nrn u=ny,

Ez a térfliggd rész szimmetrikus a ry < ry cserére.

Varidlandé paraméterek:A (norméltsagot biztositja), k, ci,. .. ce.
Hylleraas eredményei (&3 /ag egységekben):

H=: Ey=—0,5264 J=0,0264
He: Ey=—2,9032 J=0,90324
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He-szerii ionok gerjesztett allapotainak szamitasa
variacios modszerrel

A felvett hullamfiiggvénynek ortogonalisnak kell lennie az alapéllapot és
az alacsonyabb energidju gerjesztett allapotok hullamfiiggvényeire. Ez a
35, 3P és 1P allapotoknal automatikusan teljesiil a spinfiiggvények,
illetve a helyfiiggd részek ortogonalitasa miatt (L2 és L, kiilonbdzd
sajatértékeihez tartoznak).

(Szintsorrend: 1S (alapallapot), 3S, 3P, 1S, 1P)

Variaciés hullamfiggvények (Nem normaltak):
V[3S] = [#(100, Z3|r1)®(200, Z>r2) — $(100, Z;|r2) (200, Z>|r1)] *x(s1, 52)

V[EP] = [®(100, Z;|r;)®(210, Zs|ry) — d(100, Zy|r2)P(210, Zo|r1)] 3 x (51, 52)

W[LP] = [®(100, Z;|r; ) (210, Zo|ry) + D(100, Z; |rp) (210, Zo|r1)] L x (51, 52)

e ®(nlm, Z|r): hidrogénszerii 4llapotok Z magtoltéssel.
@ Variaciés paraméterek: Z; és Z,.

o Pl. W[LP] esetén Z, = 2,003, Z; = 0,965



Elvégezve a varidlast a numerikus értékek (€3/ay egységekben):
EV[3S] = —2,167, Mért:-2,17523

EV[P] = —2,131, Meért:-2,1332
EV['P] = —2,122, Mért:-2,1238
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Hund-szabalyok

Hund empirikusan talalta a kovetkez6 szabalyokat:

@ Ha az egyéb koriilmények azonosak, a legnagyobb ered6 spint
allapot lesz a legalacsonyabb energiaji allapot.

@ Azonos elektronkonfiguracidjl és azonos ered6 spinii szintek koziil a
legnagyobb palya-impulzusmomentumi lesz a legalacsonyabb
energiaju allapot.

© Ha a kiilsé héjon az elektronok szdma < 2/+ 1 (azaz a héj legfeljebb
félig betoltott), akkor az alapéllapotban J = |L — S|. Egyébként az
alapallapotban J =L+ S

Példa: A szén (C) alapallapoti (1s)?(2s)?(2p)? konfiguriciéja:
o 15 4llapot (2 db ekvivalens elektron a 2p palyan). Lehetséges

S | L | elfajulés
0|0 1
0|2 5
1)1 9

e S=1 (1. Hund szabaly)
@ L=1 (Nincs mas lehetéség, nem kell a 2. Hund-szabily)
02<3=J=|L-5=1-1=0

Tehat a szén alapallapota: 3P.
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Molekulak elektronszerkezete

o Adiabatikus kozelitést alkalmazunk
@ 0. kozelitésben magok rogzitettek

A Hamilton operator:

HeSH " Zze
Z T2 Zl|rﬁrk| Z|Rka\
ik ,#k

o N: elektronok szama
@ M: magok szdma
o R;: magok koordinatai
o r;: elektronok koordinatai
Zke
H; = A K0
’ Z |rj —Ry|

@ m: elektron tomeg
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A H; molekulaion alapallapota
o Legegyszerlibb eset: M =2, N =1
o Atomi egységeket hasznalunk:
energia: e2/ao egységekben
hossz: ap (Bohr-sugér egységekben)
Hamilton-operator:

1 1 1 1
He —A—— - = 4=
2 rs rb+R7

@ ry (rp): az "a" mag ("b" mag) és az elektron tavolsiga,
@ R: a két mag tévolsiga (rogzitett).

A problémahoz hasznos a (nydjtott) elliptikus koordinatak bevezetése
a-mag (0,0, —R/2)-ben, b-mag (0,0, R/2)-ben

Elektron helye: r, hengerkoordinatidkban: g, z, ¢

Nyujtott elliptikus koordinatak: &, n, ¢

Ponttranszformécié:

e 6 ¢

R R
3 (2-1)1-n), z= €0
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@ ¢ =const.:

R/2 fékusztavolsagl konfokalis forgasellipszoid
@ 7) =const.:

R /2 fékusztavolsagl konfokalis forgashiperboloid

Hasznos dszefiiggések: (kép)

R
0=rysind, = rpsintdp = —1/(£%2 — 1)(1 — n?)
R 2 R
rbcosﬁb—i—g:z racost¥, = —(En+1)
=

rycost¥, — — =z rp cosp = 5(577*1)

R :
p=aler | e L

_ha—1p
rbZE(f_n) n="x

A Laplace-operator elliptikus koordinatakban:

4 0, 00 a0 (1 1 )&
A=r@—m ot Yae ot ”)aﬁ(sz—l*l )&J

a d3r térfogatelem pedig

R3
= (& —1?) dg dndy.
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Az R — 0 esetén r,, rp — r (dbra)

1
lim =¢R=r
R—0 2§ ’
. . ra —1rp
lim 7= lim -2 = cos v
R—0 R—0

Allitas: R tavolsigban rogzitett Z, és Z, toltésii magok terében 1
elektron SE.-problémaéja elliptikus koordinitdkban szeparalédik.

A Hamilton-operator atomi egységekben (a konstans Z,Z,/R energidval
eltolva a 0 szintet):

rs 2 R

H:_EA_é_Z,J 1 2(Za_Zb>
2 E+n &—n

(A magok kézétti Z,Z, /R, az energidban csak egy eltolast jelentd tagot
nem irtuk ki)
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A Schrédinger-egyenlet alakja:
0, . 0 0 5 0 1 1 0?
e = 1 (1)
{35(5 )8£+877( n)5n+(§2—1+1_772> 5<P2+
1
+R(Zs + Zb)§ — R(Zs — Zp)n + 515/?2(52 - n2)}w =0.

Ez az egyenlet a
V= X(€)Y(n)F(»)
alakd hullamfiggvénnyel szeparalhaté:

(;;2 + m2> F(p) =0.

F(p) =e™; m=0,41,+2,...
X(&)-ra és Y(n)-ra a szeparici6s egyenletek

1 0, ., 0 m? 1_ 5.5 B
X(g)[ag(g —1)8§+R(Za+2b)£—§2_1+2ER£}X(§)C

1 0 0 m? 1
7 [ (=) g, —R(Za= 2o — 75 + 25R2n2] Y(n)=-C
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Probléma:
a, C-t kvantalni kell (Csak utdna lehet E-t)
b, X,Y végtelen sor alakjaban all el

Bar igy elvben a H;L probléma egzaktil megoldhatd, a mddszer mar Hp
sem miikodik.

= Kozelitd mddszerek kellenek!
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Kétatomos molekulak szimmetriai
o Forgatas a z tengely koriil. Egyelektron hullamfiiggvények L,
sajatfiiggvényeire valaszthaték: i ~ &%
Egyelektron hullamfiiggvények jelolése:
I[m: 0 1 2 3
Jellés: o 7 & o ...
Teljes elektronkonfiguracié L, sf.-e A/ sé.-kel
A: 0 1 2 3
Jelolés: ¥ M A o ...
Minden |A] # 0 allapot kétszeresen elfajult.
o Tiikrozés az y, z-tengelyeken atmené sikra
Sajatérték: o, = +1; Mindkett6t jeldljiik jobbra foliil.
Jelolés: Pl: ¥t (o, =+41), &~ (0, = —1)

Tovabbi szimmetriak, ha a két mag azonos (Z, = Z,)

o i (inverzid): Tikrozés a két mag felezOpontjara (origéra)
i sajatértékei: +1; Ha +1: gerade, ha —1: ungerade (németbdl)
Jelolés: Pl: X}, X0

o Tiikrozés A-B felz8sikjara (Az x, y-tengelyeken dtmend sikra)
Sajatérték: o4 = £1; Ha +1: nincs csillag, Ha —1: van csillag
Jelolés: Pl: X1+
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LCAO modszer
(Linear Combination of Atomic Orbitals)

A H;’ molekulaion alapéllapotdnak meghatarozdsidhoz tekintsiik a
kovetkezd variaciés alakot:

Y(ogls|r) = (d15(alr) + ¢15(b|r))
——

T
o~ of (m=0)

o (A spinfliggd rész a(s) vagy 3(s))

@ ¢15(a, blr): Az "a" (a "b") magra centrélt 1s hullamfiiggvény:

1
¢1s(a, blr) = —=e"™*, rap=[r—Rap|, Ra.p=1(0,0,£R/2)
e
o N: Az allapot 1-re norméltsagat biztosité tényezd.

@ o,ls: R — oo-re 2 db 1s allapoti szeparalt hf.-t kapunk
@ 1sog: R — 0-ra 1s allapoti, hidrogénszerii allapotot kapunk

Elliptikus koordinatakban:

P(ogls|r) = e 2RE [e*%R" + e%R"} = Le’%Rgcthn

N7 N7 2
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Az N normalasi tényezo:
N= / [61(alF) + 61o(bIN] dPr = 2(1 +S),
ahol S a ¢15(alr) és ¢15(b|r) dllapotok atfedési integrélja:
S= /¢15(a|r)¢1s(b|r) d*r.
S kiszamitasa elliptikus koordinatakban analitikusan elvégezheto:
S= 7T827r/1 dn [ dge R )
El6szor az n-szerinti integralast célszer(i elvégezni:

R * Rrefq2 1
5—72/1 e (5—3>d§,

majd a &-szerinti integralas is elvégezhetd. Kapjuk, hogy:

2
S:e‘R{1+R+'§}.
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Az alapallapoti energia:

Haa + be + Hab + Hba
2(1+S)

E=E[V]= /\UH\Ud3r =
alakba irhatd, ahol

H,, = /¢1S(a|r)Hd>1s(a|r) d3r,  Hpp = /¢1s(b|r)H<b15(b|r) d3r,

Hap = /d>1s(a|r)Hd>15(b|r) d®r, Hpo= /¢1S(b|r)H<b15(a|r) d*r.
Egyszer(i belatni, hogy
Haa = Hpb;  Hab = Hpa,
ezért

Haa + Hba

E:
1+5S
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Mivel

igy L
H.a = _5 + E — €aa,

€12, €pa elliptikus koordindtakban kiszamithaté:

1 S
Hba = —55 + E — €pa-

®7,(alr) 1 2R
eaa:/le3r:§{1—e 2 (1+R)}
€bs = / —q’ls(a'r)r:)ls(b") d*r=e R1+R).

Eredményiil kapjuk, hogy

1 1 €ewmte 1 1 (R+1)e?R—RR+1)eR-1

2 R 1+S 2 R R[(1+R+4R2)eR=+1
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R — oo-re E = —1/2 (az alapéllapoti energia a H-atom energidjihoz tart).

| —0.50
\ \
\ \
o5 | 02} \ -
\ \
\ \
\ \
\ —054 \
w 00 . w \
\ -0.56 \_//
N\
AN -
-05 e — _ossl
n o060ls
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Van minimum, azaz a Hj stabilis:

E
aEN _ 0, Rp=249a =1.3210"m =0,132nm
dR J g,

Ey = E(Ry) = —0,5648 (hartree).
Mért értékek H;r molekulaionra:

Ro = 2,00; Eo = —0,602635.

(Eo(R = 2) = —0,5538 (hartree).
Az el8bbi LCAO kvalitative helyesen irja le a H-t. (kdtétt allapot véges
Ro-nal).



Az elektron tartézkodasi valdsziniisége az a és b-mag felez6 merdSleges
sikjdban a og1s allapotban zérustdl kiilonb6z6 (Csillagtalan: og = +1).
Az ilyen palydkat kotdpalyaknak nevezik. (Ellentéte: lazitopalya).
Disszociacios energia:

D = E(o0) — E(Ry) = 0,102635(hartree) > 0.
Tovabbi variaciés ansatz-ok a HJ alapallapotara

ZI3/2
VT
Variaciés paraméterek: R, Z' varidcibs paraméter.
Minimumban

¢15(a|r) _ —Z'r,

Z'=1,228, Ry=1,06, D =225eV =0.082685(hartree)
@ Az 1s-pélya polarizaciés torzitasat is figyelembeveszi:
d(alr) = e %4 cZ,e %2 Z,=r,cos1,.

D =2,71e¢V = 0.0995894 (hartree).
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© Egyszerii, de igen j6 ansatz:
V= e 9%(1 + on?).
Minimumban

=135 =047, R=2 D=2772eV =0.10187 (hartree)

A HJ elsb gerjesztett allapota

Ho1le) = s (el — dus (b

Ez ortogonalis ¢(o4 1s|r)-re. Ugyaniigy szamolva, mint (o4 1s|r)-nél:

H..,— H 1 1 -
R A =

Csordas Andras Atomok és molekulik fizikaja



‘\
05} \\ \
\\ \\
\\\ \

A (og 1s) és (o} 1s) ansatzok energiagdrbéje egyiitt:

-05

@ Az E(c? 1s) energia monoton csokkend fiiggvénye R-nek, tehat
instabil allapot.

e Ha R=12,00, E(o} 1s) = —0,1609. A mért érték: -0,1676.

o A o} 1s lazité palya.

A fenti LCAO-kozelités elliptikus-koordinatban (szorzat alaki):

1ge s 1
W(os 1sl¢,n, ¢) = —m————e"2Rsh_ Ry
(0 151, m, ) o) R
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Tovabbi gerjesztett allapotok

A 2p atomi palyak radialis fliggvénye:

Z\"? z _,
R2p = <2> %re_Z

Az atomi palydk szogfliggd részében célszerii valés gombfiggvényeket
hasznélni. Ekkor a (nem normalt) LCAO atomi palyak:

®p,(alr) = R(r) cos da,

&, (alr) = R(ra)sind, cos p,,

b, (alr) = R(ra)sin?d,sin pa,
(Ugyanigy a "b"-re)
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_Nodal plane

+ =
. . — . .
A B A B
= +
_ +
e P
~~ Nodal plane - ibonding)
b () 73, (ntibonding)
B — B
+
2p. A B + .t
® a2 Gntibonding)
. . — . .
A B A B
3 A * B,
2P A 2psn
oA B (a) 2
) Atomic orbitals Molecular orbitals
© 2003 Thomson-Brooks/Cole © 2003 Thomson-Brooks/Cole

(Forrés: http://www.chem.umass.edu/)
Az np atomi palyakbdl megkaphaté (nem-normalt) LCAO pélyak:

V(o nplr) = ®p,(afr) +¢pz(b| r; (ov=+1),
V(ognplr) = ®p(alr) = p,(blr); (o = +1),
V(mynplr) = ®p,(alr) + @, (blr);  (0v = —1),
V(mgnplr) = ®p(alr) = ®p (b]r); (00 = —1).
Tovabbi két 7 allapot kaphaté a fenti két m-palyabdl a p, — p, cserével,
amelyekben o, = —1.
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A H, molekula alapallapota és gerjesztett allapotai

A H; molekula Hamilton-operatora rogzitett magok esetén:

1 1 1 1 1 1 1
= 2A1 2A2 ra fa2 el b2 R
A Hy molekula probémajaban a valtozék nem szepardlhatéak. Atomok
esetén jo kozelitést kaptunk, ha az elektronfelhd hulldmfiiggvényét
hidrogénszer(i atomi palyakbdl épitettiik fel. Hasonld eljarast kovetve Hp
molekula esetén, a molekula elektronjainak egyiittes hullamfliggvényét a
H2Jr molekulapalyaibdl épitjiik fel. Az alapallapot hullamfiiggvénye tehat:

W = Y(o, 1s]1)¥(o, 15[2) 1x(1,2)

(Ez az t.n. MO: molecular orbit). Mivel a V(o 1s|1) allapotok sem
ismertek csak végtelen sor alakjaban, ezért ezeket a
MOLCAO-médszerben hidrogén-szerii atomi palyak linedrkombinacidival
helyettesitik:

V(og 1s|1) = ®y4(all) + P15(b[1).
Az

£ (IHW)
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-t minimalizilva Coulson a
D = E(c0) — E(Ro)

disszociacids energiara a kovetkezo értékeket kapta:

2
Ro=1,6a,=0,85A; D =265¢V = 9,810‘22—0.
0
A megfigyelt értékek:
2
Ry = 1,403 = 0,740A; D =4,72eV = 17,46 107230,
0

A fenti hullamfiiggvény alakja kissé részletesebben kiirva:
V= [¢1s(a|1)¢1s(b|2) + ®15(al2)P15(b[1)+
+15(a[1)®15(a[2) + P1s(b1)P1(b]2)] 1x(1,2)
Heitler és London e helyett a kovetkezé hullamfiiggvényt hasznélta:
Vo= [01(al1)0r(b[2) + Prs(al2)@1s(bI1)] Tx(1,2) =
1 | ®yg(all)a(1)  @15(b[1)5(1) 1| ®y5(al1)5(1)  ®15(b[1)
2)a(2 b|2)3(2
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A Heitler-London hullammfliggvényt hasznalva az alapéllapoti energia

I+ A
E=—2
1452

alakd, ahol S a
/|w2 d*rnd®n =2(1+5?)
normalas miatt fellépd

5:/¢(a\1)¢(b|1)d3r1 — R <1+R+ Rj)

atfedési integral,

| = /<I>(a|1)<l>(b|2)H<b(a|1)<b(b\2) d*r d®n,

A= /<1>(a\1)<1>(b|2)/—/c1>(.a|2)q>(b|1)d3r1 d*r.
A Hy Hamilton-operatoraban szerepld tagokat alkalmasan csoportositva
C+K
E =2E(H) +

2
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alakba irhatd, ahol

¢ = [etamown {1 -2 +2 o2 he@mernén
bl ra2 rn» R
1 ®2(a|1)d2(b|2
= _2633 + =+ / M d3l'1 d3r2
R ro

(Az utolsé integral csak numerikusan végezhetd el),

¢2(a|1) 3 1 —2R
= ——d’n=—=(1- 1+R
€aa / ror n R ( € ( + )) )

11 1 1
K = /¢(a|1)¢(b|2) {rl . + - + R} ®(a|2)d(b|1) d®r d?ry
a

2
S5y [ FCAGRICRE 5 5,
12

(Ez utdbbi integral is csak numerikusan végezhet§ el)

O(a1)O(bl1) s

€ab =

. =e R1+R).
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Az energia minimumot mutat R-fliggvényében, jelezve azt hogy a H,
molekula stabilis:

2

Ro = 0,869A = 1,64a9, D = 3,140eV = 11,6 10—230.
0

A Heitler-London hulldmfiiggvényben csak az egyik Slater-determinanst

megtartva:
2

Ry=1,0, D=04eV=15102%,
4o

azaz sokkal sekélyebb minimum kaphaté csak igy.
Megjegyezziik, hogy a Heitler-London fliggvény atirhaté a

Vi = [V(og 1s[1)¥(0g 15[2) — V(o 1s|1)W (0, 15[2)] "x(1,2),
V(o) 1s|1) = d14(all) — 15(b|1)
alakban is. A molekuldk nyelvén a Heitler-London hullamfluggvény tgy is

megfogalmazhatd, hogy tobb konfiguracié linedrkombinacidjat képezziik
(Konfiguracios kélcsénhatas).

A H, els6 gerjesztett allapota



Az MO-médszerben:

Vo= [W(og 1s[1)W(o} 1s]2) — W(og 1s[2)W(a} 1s|1)] 3x(1,2)
= 2[-01.(a[1)P1s(b]2) + P15(a[2)P15(b[1)] *x(1,2)

A Heitler-London mddszerben:

W = [p15(al1)¢1s(b]2) — d15(al2)d1s(b]1)] *x(1,2)
I—A C—-K
E=—— =2E,H)+ ——
i (O
Variaciés médszer
A H, alapallapotanak hullamfiiggvényét a kévetkezé médon
altalanosithatjuk:

Y = [ih(og1s|1)(0g1s2) + Cop(oy1s|1)e(o;1s]2)] *x(1,2)
Mindkét tag '¥} 4llapot. Részletesen kiirva:
Vo= [¢(al1) + ¢(b|1)] [¢(a]2) + o(b[2)] *x(1,2) +
+C[¢(al1) — ¢(b[1)] [¢(a]2) — H(b[2)] *x(1.2)
= (14 C)[g(al1)(al2) + ¢(bI1)d(b]2)] 'x(1,2) +
+(1 — C) [¢(al1)$(b]2) + d(al2)d(b[1)] - x (1 2)
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A C = —1 érték a Heitler-London hullamfiiggvényt, a C = +1 pedig a
tiszta "ionos" allapotot irja le.
C-t variaciés paraméternek tekintve, az energia minimumnal:
C=-0727, Ry, =0.884A, D =3.21eV.
Az 1s hullamfiggvénybe skalafaktort bevezetve:
$(ls) =e %
Az energia-minimumnal:

Z=1199, C=-0591, D =4.00eV, R,=0.748A.

Kétatomos molekulak molekulapalyai
A komplex

py =sinde?, p_ =sinde ', py=cos?
atomi szogfiiggd részek helyett szokasosabb a kévetkezd

px =sinvcosy, p, =sinvsiny, py=cosv



val6s kombinécidkat hasznalni. Emlékeztetiink arra, hogy (a normalasi
tényez6t és az elbjelet is kiirva) a gombfiiggvények:

YW, p) = :FH% sinder™® Y2(9, ) = 4/ % cos .

A kovetkez6 valds és nem normalt atomi palydkat képezhetjiik:
o, (alr) = R(ra)cosd,
®p,(alr)
®p, (alr)

R(rs)sin ¥, cos @,

R(ra)sin®,sin g,
(3)

ahol az "A" mag és a "B" mag a z tengelyen van. Az origdt "A"-ba vagy
"B"-be tolva az innen mért gombi koordinatak (rs, Ja, pa) és (rb, Up, ©p).
A legegyszeriibb kozelitésben:

N3 7 r
Rap(r) = (2> %fe /2,

A 2p atomi palyak felhasznaldsaval a kévetkezé nem-normalt
molekulapalyak képezhetdk (n = 2):

W(osnplr) = Oy (alr) + Oy (bIF): 7, = +1



V(ognplr) = ®p(alr) — Oy (blr); 0y =+1
V(munpy|r) = ®p (alr) + & (blr); oy = -1

(Egy masik molekulapalya adédik a py — py, és o, = +1 cserével)
W(mnplr) = 0 (alr) — 0, (bIP); 0, = —1

(Egy masik molekulapalya adédik a px — py és o, = +1 cserével).

Azonos magu kétatomos molekulak alapallapota
Az elsé sorban az atom alapéllapotat tiintetjiik fel.

H: (15) 251/2

(0gls)?: 'vr
He: (1s)?> 1S,  zart héj
KK = (0415)*(01s)* : 'yr

Két kot és két lazité molekulapalya.
Nincs kémiai kotés.

Li: (15)%(2s) 25,
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(0g1s)?(051s)?(042s)? : Iyt
11 11 Tl
Ry =2,672A; D =1,03eV.
Be: (15)2(2s)2 1S,  zart héj

KK(0425)%(0%2s)? Iyt
Instabil.

B: (1s)%(25)%(2p) 2Py

KK(042s)(0%25)*(my2p)? 35y
Tl Tl "
Itt
(mu2p)? =(mu2px)(u2py)
T T
Ry =1,589A; D =3,0 eV
Megjegyzés:
(mu2px)? : Iy s
Tl

magasabb energiaju.
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C: (15)2(25)2(2p)? 3P,

KK(0425)?(0:25)?(mu2p)3(042p) n,

1
ahol
(7Tu2p)3 :(ﬂ-u2px)2(77u2py); o, =+1
Tl 7
vagy
(7ru2p)3 :(7u2px)(7ru2py)2a o, =-1
7 Tl
meg jegyzés:
(mu2p)* = (mu2px)*(mu2py)? : N

magasabb energiaji az elsé6 Hund-szabaly miatt.
N: (1s)(25)%(2p)°  “Sap2
KK(0425)*(0225)?(mu2p)*(042p)* : 'Yy

D = 9.756 eV. Erés kotés, minden (...2p) kotd palya betoltott,
lazit6é egy sem.
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0: (15)%(25)2(2p)* 3P,

KK(0g25)*(0525)%(0g2p)*(mu2p)* (m32p)? - Y,
"
O, gaz paramagneses. D = 5.080 V.
Fi (1s7(257(2p)° 2Py
KK(arg2s)2(0325)2(ag2p)2(7ru2p)4(7r22p)4 IZ;“

8 kétd, 6 lazité palya. D =1.6 eV, Ry = 1.43 A,
Ne: (15)2(25)2(2p)8 1S, zart héj.

KK (0525)2(0325)(0,52p)(ms2p) (32p) (0520

kot palydk szdma egyenl6 a lazité palydk szamaval. Nincs kémiai
kotés.
Kotések szama egyenl6 a kotd és a lazitd palyak kozotti kilonbség felével.
Pl. H—H, Li—Li, 0O=0, N=N.
A kémiai elemek vegyértéke az atomjaikban taldlhaté kompenzalatlan
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spinli elektronok szdmaval egyezik meg.

H He Li Be B C N O F Ne
spin i 0o 2 0o 1 1 2 1 1% 0
vegyérték 1 0 1 2 1 2;4 3 2 1 0

A x-gal megjelolt értékek nem felelnek meg a fentieknek, késébb fogjuk

ezeket megmagyarazni.
Kiilonb6z6 magu kétatomos molekulak
Pl. HCI sésav.

Cl:  KL(3s)*(3p)°; K = (1s)%, L = (25)%(2p)°
L2 és o, szimmetriaoperator marad. A 3p, és 3p, palydk nem
kombinalédhatnak a hidrogén 1s palyajaval. A kot palya:
Y(20) = c1¢(3p: Cl) + c2p(1sH)

(Ez =+ Allapototra vezet). Variaciés médszerrel kapjuk, hogy ¢; > c:
A HCI~ diplomomentuma 1.03 x 10~ '8 elektrosztatikus egység. A HCI
molekula alapéllapotanak betdltott palyai:

KL(10)?(17)*(20)?)



J6 kozelitésben:
(1o) = CI3s; (1m) =~ 3px, 3py,

Ezek nem koto palyak.
Kotéstipusok:
H — H: kovalens (azonos mag)
H — CI: kovalens (kiilénbéz6 magu)
Na — Cl ionos (kilénb6z6 magu)
HCI molekulakristalyt, NaCl ionkristalyt alkot.
Tobbatomos molekulak

Lokalizalt molekulapalyak
H2 O:
Az O atom elektronallapotai: (1s)?(2s)?(2p)* (3P, 4llapot), ahol
(2p)* = (2p2)(2px)(2py). Ez azt sugallja, hogy a hidrogén atomoknak a
P« és p, palydk hosszanti irdnyaban, azaz az O magot az origéba
helyezve a hidrogén magoknak az x és y tengelyen kellene
elhelyezkedniiik, és a H — O — H kétésszog pedig oo = 90° lenne.
a-val és b-vel jeldlve a két hidrogén magot a fenti kép a kdvetkezd
molekulapélydkat adja:

(15)7(25)*(2p:)*(152px)*(152py ),
—_————

O
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ahol a kotopalyak:
P(1s2p|r) = crp(1salr) + c2p(2p, OJr).

¥(1s2py[r) = c1d(1sb[r) + c26(2p, Ofr).

A kotés tengelyében mindkét molekulapalya o tipusi. A mért H— O — H
szég: o = 104.5°

NH3 ammoénia:

A N atom alapéllapotiban a betdltott elektronallapotok: (1s)?(2s)?(2p)3
(*S allapot).Tehat harom egyszeresen elfoglalt p palya van. Az
amméniaban a kot6 palyak:

(1s2px)(1s2py)(152p;)

A mért H— N — H sz6g: o = 108°.
Hibridizacio

A C atom alapéllapotéban a betdltott elektrondllapotok: (1s)?(2s)?(2p)?
(3P &llapot). Ebbdl z = 2-re kdvetkeztetnénk. Ellenpéldak:

CH; metan

CCly széntetraklorid



A szén energia allapotainak sorrendje:
(15)2(25)%(2p)? : 5p, D, 1s
(1)2(2s)(2p)*:  °S
Ez utébbinak az alapallapottdl valé tavolsiga:
E(®S) — E(CP) = 4.2¢V.

Négy kotés kialakuldsa kettd helyett fedezi a 3P — 3S dtmenetet. A négy
kotés egyforma metanban és a széntetrakloridban. Magyarazat a
hibridizaci6: a (2s) és a (2p) palyak keverednek, ami néveli a kétések
erGsségét. A tetraéderes szimmetridra vezet6 hibridizacié:

b= 3 (025) +6(2p) + 6(26,) + 6(2p2)
Ve = 3(625) +6(p) — 6(2p,) ~ 6(2p2)
Us = 3(625) — 6(2p) +6(28,)  0(2ps)
Yo = 3 (625) ~ 6(2p.) — 6(2p,) + 0(2p:)
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Delokalizalt elktronallapotok
Benzol: CgHg
Legyenek a benzol molekuldban a C magok az (xy) sikban, egy egyenld
oldalt szabalyos hatszog csiicsaiban: jeloljik Oket a, b, ¢, d, e, f-fell A
C— C— Cés H— C— C kotésszdgek 120%-osak. A szén atomok (2s),
(2px), (2py) palyai most a kovetkezOképpen hibridizalédnak:

.
= ﬂ__¢(zs)+ﬁ¢(2px)]

v = ¢(2s)—*f¢(2px)+f¢(zpy)]
no= ¢(2s)—f¢(2px)—f¢(zpy)]

A o tipust koté molekulapalydk, amelyek a hidrogének irdnyaban
lokalizaltak: »(a) + ¢(1sH), ¥1(a) + ¥3(b), 13(a) + ¢1(f), .. .stb.
A (2p,) pélydk delokalizalt molekulapalyat képeznek.

Ciklikus csoport rendje: 6. A csoport operatora 7/3 szogli forgatas a



benzolgylirii centruma koriil.

6
Ze:mrq/3¢ 2p, q| ) n=20,1,2,3,4,5
q:].
Un(ip +/3) = €™ ()
Magmozgasok

m: elektron tomege , M: mag tomege.
a~107%m

a: a molekula kiterjedése. Az elektrongerjesztés energidjanak
nagysagrendje:
h2
66‘/ ~ maZ

A molekula forgdsabdl szarmazé energia nagysagrendje:
ﬁ2

€rot = )
A a2
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ahol Ma? a tehetetlenségi momentum. Emlékeztetiink ra, hogy a rotator
energiaszintjei:

h2
E= %/(/—i-l), ahol 1 =0,1,2,....
A molekula rezgési energidjanak nagysagrendje:

Evip ~ hwv
ahol w-t a kévetkez6 moédon becsiilhetjik meg: Maximalis potencialis
energia ~ $ Mw?a?
hZ
ma?
h2
(mM)*/? 22

Muw?a? ~
Evip =

Lathaté, hogy
€rot K €yjp K €gf-

()

~ 2 ~ 4
€Erot =~ K €Eyip = K €gf
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Kétatomos molekulak

H:He+HMag
R & N 27 N2z, 1 . & &
Ho— " A; — 04a 0 - 04 07 7
¢ 2m 4 Zrai Zrbi+2.z rik+Rab
i=1 i=1 i=1 i#k=1
B2 1 1
Hitog = — (= AL + —n
Mag 2 (Ma M b)
relativ mozgas:
G2 10 d
Tw=Tet o Tr=- 1 0 (g0
v= IRt oyRet IR 2/\/IR2(’9R< 8R>
MM
M = m . redukalt tdmeg

Legyen az elektronéallapot X tipusu.
H sajatfiiggvénye adiabatikus kozelitésben: W =W . W,

Hewe(rhsla <, IN, SN R) - Ee(R)We



1
V= V(R (0.9) Ve(L,..., NiR)

\Umag
v teljes — \UXmag ’

ahol xmag @ magok spinfiiggvénye.
<we7 H\I}e>wmag = E\Umag; <wey we> =1

7 PV(R) | PK(K +1)

V(R)+ W(R)V(R) = EV(R)

2M  dR? 2MR?
W(R) = E.(R) + w(R)
h2 d? B2 2
(We, —Wﬁwew(ﬁ’) = _WWW(R) + w(R)V(R)

Z /W?e("laslwn,l’N,SN;R)d3r1...d3r,v:1

Sly--ySN

WV, valésnak vehetd. Akkor

d
(We, —W,) =0

? [
adh
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Ha
= M| >0,

azaz az elektronfelh6 allapota nem X tipusi, akkor
K > A megengedett
és
W(R) = Ee(R) + w(R) + wi(R),

ahol wy(R) tovabbi kis jarulék.
Harmonikus koézelités:
0=R—-FRo

e d? K2
[szgz T amR2

d2W) (dW)
—_— = Muw?; —_— =0
( dR? R=R, dR ) p_r,

h2
= W(Ro) + (v + )hw - SR
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K(K+1), v=0,1,2,...



Magspinek szerepe

Azonos atomokat, pl. Hp-t véve. A H atom magspinje //2, az atom
bozon. Legyen ¢, szimmetrikus az elektronok és a magok
helykoordinatajanak egyidejii felcserélésére.
o 'Y} (alap)éllapotban: az elektron spinfiiggvény *x
antiszimmetrikus.
o parahidrogén:
Xmag, K =0,2,4,...

o ortohidrogén:

*Xmag K=1,3,5,...

o 3%} allapotban: az elektron spinfiiggvény 3y
1Xmag, K: 1,3,5,...

3Xmag7 K = 0,2,47...

Ugyanis tiikrézéskor a gdmbfiiggvények Y™ — (—1)'Y/" szerint
viselkednek.
Atomok kolcsonhatasa nagy tavolsagban



Tekinsiink pl. H atomokat.

H = Hy + H;
K2 e2 e2
0 0
Ho=———(A1 4+ Ap)— = —
ra1 I'p2
2 2 2 2
e e e e
H-%,%_ & _ %
nz2  rer  ra

o = ®(1sa|l)d(1sh|2);
az atfedési integral S = 0 a nagy tavolsdg miatt. R — oo-re

3(d1n)(d2n) — d1d2
~ Hd —
H]_ ~ H —_ R3 9

ahol n az a-bél b-be mutaté egységvektor,

din = ez

don = eyzpp

d; = egrar; dy = egrp



4ltaldban pedigd =eg Y ;1. Az

w(R) ~ ~ 76

viselkedés masodrendii perturbiciészamitassal kaphaté (w(R) a
kdlcsdnhatasi energia). Altalaban igaz w(R) ~ —1/R®, ha az atomok

impulzusmomentumanak iranyara atlagolunk.

Masodrend(i perturbaciészamitas:

U,y
2) _ mn Y nm
Em 72,,:€m_€n

netm
Z |(Y0, HY1pp) 2

€0 —€n
n-f'O

w(R) < 0, mert g9 < &, és

d 2
(R < oo (e, HUE

o — &0
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ahol €,+: a legalacsonyabb gerjesztett allapot energiaja, amelyre

(o, H94b) # 0.
D (Wo, HTn) P =Y (o, H4bn) (1o, HYtpon) =

k0 k0
= <1/)07 (Hd)2¢0> - <w0; Hdz/}0>27
—_—
=0
azaz,
Hd 2
Epx — &0
n*: mindkét atom a 2 fékvantumszamu allapotba gerjesztédik
e2 e?
—_920. =209
=0 230, e 830

4
e
(H')? = R*%(Xglxgz + YAy + 42520 + K)

K: keresztszorzatok, amelyeknek varhaté értéke zérus.

X2 [®(1s|r))? d®r = a3
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8e2ad
W(R) = R060
A pontos érték:
6.499
w(R) = ~Re 53
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