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1. fejezet

Bevezetés

Ez a jegyzet a Budapesti Mtszaki- és Gazdasagtudoméanyi Egyetem fizikus
szakanak mester kurzusain oktatott "Atom- és molekulafizika" nevid targyhoz
kapcsolodik. Azzal a céllal irodott, hogy segitséget nytutson a hallgatéknak
sokrészecskés rendszerek kvantummechanikai tanulmanyozasdban. A heti 2 6ra
el6adéast és 1 ora gyakorlatot tartalmazo 1 féléves kurzus sordn a hallgatok
megismerkednek az atom és molekulafizika alapfogalmaival és a Hartree-Fock—
Roothaan-mdédszer valamint a strdségfunkcionalos moédszer formalizmusaval.
ezen kurzus utan a hallgatoknak nem tiinnek érthetetlennek az ab initio mod-
szerrel késziilt kozlemények, és megfelel§ specializacié esetén hozzélathatnak a
korrelacios energiat is kiszamité modszerek tanulmanyozasahoz is.

A téargy feltételezi az egyrészecskés rendszereket targyalé kvantummecha-
nikai ismereteket, amiket a hallgatok valamely alapszak elvégzésével szereztek
meg. Azok részére, akik nem rendelkeznek ezen ismeretek kell6en mély haszna-
lataval, az irodalomjegyzékben megadunk néhény hasznos munkat: [MGY71,
NK78, LI88, AB96, GT07|. Ezekbdl mindenki sziikséglete és specializacidja
szerint potolhatja a hidnyzo ismereteket. Az azonos szintre hozést szolgalja,
hogy atom- és molekulafizika jegyzethez kissé szokatlan moédon tébbet foglal-
kozunk a perturbaci6 szamitas alapfogalmaival és a specialis relativitas elmélet
targyalasaval is.

A targy tematikdjanak osszeallitdsakor Kapuy Ede és Torok Ferenc "Az
atomok ¢és molekulak kvantumelmeélete " [KT75] cimd munkajabol indultunk ki,
de tamaszkodtunk més mtvekre is: [LJ69, NSZG79, MI87, SZ096, VTFMO02].
Azok részére, akiket mélyebben érdekelnek a legijabb eredmények, megadtunk
két angol nyelvii munkat [CJF06, DB0S|. Laszlo Istvan munkaja a 2., 3., 5., 7.,
9.,10., 11., 13. (kivéve a 13.5 alfejezet ), 14., 15., 17. és 18. fejezetek és Udvardi
Laszlo irta a 4., 6., 8., 12., 13.5 (alfejezet ) és 16. fejezeteket.



2. fejezet

Egy- és tobbrészecskés rendszerek
kvantummechanikaja

Roviden osszefoglaljuk azokat az alapelveket, amelyeket egyrészecskés rend-
szerek kvantummechanikai vizsgalata soran szokas alkalmazni. Bar nem cé-
lunk a kvantummechanika formalis matematikai szigortusaggal valo leirasa, ezen
alapelveket axiomaknak fogjuk nevezni. Kiindulva a szemléletes hullamfiigg-
vény fogalombol, utalést tesziink az absztrakt Hilbert-térre is. Megmutatjuk,
hogy sokrészecskés rendszereket "ugyanigy" kell targyalni, mint egyrészecskés
rendszereket, csak "kis modositasokkal". Megallapitjuk, hogy e moédositasok
helyességét az eredmények kisérletekkel valoé Gsszehasonlitasaval tudjuk eldén-
teni.

2.1. Altalanos elvek

2.1.1. A kvantummechanika axiomai

Elgszor [KT75] alapjan osszefoglaljuk azokat az alapelveket, axiomaékat
amelyek alkalmazasaval egyrészecskés rendszerek kvantummechanikai targya-
lasa torténik, majd megnézziik, hogy ezeket az axiémékat hogyan kell modosi-
tanunk, ha attériink sokrészecskés rendszerek vizsgalatara.

Egyrészecskés rendszerek kvantummechanika axiémai

1. Axiéma: A fizikai rendszer allapotat a U(r,t) hullamfiiggvény irja le,
ahol r a helyvektor és t az id6. Ha W(r,t) négyzetesen integralhato, vagyis
S U (x, t)U(r, t) dedydz véges mennyiség, akkor W(r,t) egy kotott allapotot
ir le, és az allapotfiiggvényt regularisnak nevezziik.



Absztrakt formalizmusban a fizikai rendszer allapotéat a kib&vitett vagy fel-
oltoztetett Hilbert-térbeli | W) vektor fejezi ki. A Hilbert-tér az euklideszi tér
végtelen dimenzios altalanositasa [PD02|, egy belss szorzattal (skaléris szorzat)
ellatott linearis tér. Ha ez a lineéris tér véges, akkor mi véges Hilbert-térrsl be-
széliink. Kibgvitett vagy feloltoztetett Hilbert-térnek hivjuk azt a teret, amely-
ben a szokasos Hilbert-teret kiegészitjiik a szorasi allapotokkal is [B9§|. Egy
mésik absztrakt formalizmusban a fizikai rendszer allapotat a p stirtiségopera-
tor fejezi ki [B9S].

Itt megjegyezziik, hogy mivel az elektron rendelkezik tgynevezett belsd im-
pulzusmomentummal, a spinnel, allapotat egyediil a W(r,t) alaka hullamfiigg-
vény nem irja le. Sziikségiink van a spin allapotat leir§ két dimenziés Hilbert-
térre is, mely ortonormalt bazisit a-val és [-val jeloljiik és a spin z kompo-
nensének rendre % és —% sajatértékeihez tartozo sajatfiiggvényei. Igy a spint is
figyelembe véve, az elektron hullamfiiggvényét

U(z,y,z2,0,t) (2.1)
alakban frhatjuk fel, ahol a
U(z,y,2,0) = ¢(x,y,2)a(o) (2.2)
hullamfiiggvény tartozik az % sajatértékhez, és a
V(z,y,2,0) = ¢(z,y,2)5(0) (2.3)

pedig a —% sajatértékhez. Ezzel az elektron allapotfiiggvényét két Hilber-tér,
a ¢(x,y,z) haromvaltozos térbeli fiiggvények és a spin kétdimenzios Hilbert-
terének a direkt szorzataként irtuk fel. Az ilyen fliggvényeket spinpalyaknak
nevezziik. Mivel az igy kapott uj Hilbert-tér is linearis tér, ezen tér elemeinek
barmely komplex szamokkal vett linearis kombinacidja is megadja az elektron
allapotat.

2. Axioma: Minden A fizikai mennyiséget egy linearis, hermitikus A ope-
ratorral irunk le. Tegyiik fel, hogy az A mennyiségnek létezik klasszikus megfe-
lelgje. Ekkor Schrédinger-féle hozzérendelésben a megfelel§ operédtort a kovet-
kezé modon készitjik el. ElGszor felirjuk az A mennyiséget klasszikusan a hely
és impulzus koordinatak fiiggvényében az A = A(x,y, 2, ps, Dy, p-) alakban, és
az x, y,% helykoordinatédkat A-ban a helyiikén hagyjuk, a p,, p, és p, impul-

zusokat pedig rendre a 22 20 ¢g %% szimbolumokkal helyettesitjiik. Ezzel
megkaptuk azt az
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operatort, amely az A fizikai mennyiséghez tartozik. Osszefoglalva, alkalmaztuk
az

T=x,y=y,z2=2z (2.5a)
h o h o h o
Dy = a5 Dy = ~ > D, = — 2.5b
b ior P T dy b 10z ( )
operator hozzarendelést, vagyis
A= A(#,5, 2, pr. Dy, D2)- (2.6)

Az operéatorok fenti, tgynevezett Scrodinger-féle hozzarendelése csak egy
lehetséges modszer. Altalanosan csak azt kell megkovetelniink, hogy a fizikai
mennyiségek operatorait a klasszikus fizikai Osszefiiggésekbdl kapjuk. Axioma-
ként elsirjuk, hogy a kanonikus impulzusokhoz ( py ) és helykoordinatédkhoz (
q; ) ugy kell hozzarendelni a megfelel§ operatorokat, hogy kielégitsék a

P h

et — Qb = ;%z (2.7a)
prpr — pipr =0 (2.7b)
Qkqr — Qugr =0 (2.7¢)

Heisenberg-féle felcserélési torvényeket. Ha a kanonikus helykoordinatak és az
impulzusok Descartes-koordinatdkban vannak megadva, akkor ¢ = x, ¢o = y
43 = %, P1 = Pas P2 = Py €8 P3 = Pz

El6fordul, hogy olyan mennyiség operatorat kell elGallitanunk, amelynek
nem létezik klasszikus megfelelGje. Ekkor ezen mennyiség operatorat az abszt-
rakt Hilbert-téren készitjiik el, figyelembe véve a mennyiségre kapott kisérleti
eredményeket. Ilyen mennyiség példaul az elektron spinje. Kisérletekbdl arra
kovetkeztetiink, hogy operatorat a kétdimenzios Hilbert-téren kell elGallitanunk
analogidban az impulzusmomentum operatoraira kapott tulajdonsédgokkal.

3. Axiéma: A U(r,t) allapotban az A operator (A) kozépértékét a kovet-
kez6 formula adja:

(A) = / h U*(r,t)A(r, ) U (r, t) dedydz = (U, AD) (2.8)

Ugyanez Osszefliggés a Hilbert téren a kovetkezs alakot veszi fel:
(A) = (¥, AD) (2.9)

vagy R
(A) = Tr(pA)). (2.10)
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4. Axiéoma: Egy A fizikai mennyiség mérésének eredményéiil a hozzérendelt
operator sajatértékét kapjuk. A mérés utdn a rendszer hullamfiiggvénye ezen
sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény lesz.

Itt a mérésen idealis mérést értiink. Ami azt jelenti, hogy a méréberende-
zést makroszkopikusnak tekintjiik és feltessziik, hogy a mérés hosszu ( elvileg
végtelen ) ideig tart.

5. Axioma: A ¥(r,t) hullamfiiggvény idébeli fejlédését a

. _hov(r,1)

HU(r 1) = === (2.11)

id6tél fliged Schrodinger-egyenlet irja le, ahol H arendszer Hamilton-operatora.
Konzervativ rendszerekre ez megegyezik a teljes energia operatoréval.

2.2. Az axiomak alkalmazasa sokrészecskés rend-
szerekre

1. Axioma: Az N részecskét tartalmazoé fizikai rendszer allapotat a

\Ij<x17ylvzlao-17"'7xN7yN7ZN70-N7t) (212)

hullamfiiggvény (allapotfiiggvény, Hilbert-térbeli elem) irja le. Most meg kel-
lene mondani, hogy ebben a kifejezésben hogyan kell a részecskék spinjét figye-
lembe venni. Erre majd késébb tériink vissza.

2. Axioma: Az N részecskét tartalmazo fizikai rendszer A fizikai mennyi-
ségéhez ugyanugy rendeljiik a linearis, hermitikus A operétort, mint az egyré-
szecskés esetben. Ha ezen operator helykoordinatak és impulzuskoordinatakkal
felirt alakja

A= A(:Ulayhzlvpxl?pyupzu "'7xN7yN7ZN7p:EN7pyN7pZN) (213>

akkor a megfelel§ operatort az

i A h o hOo hoO h O R O h O
= A(x 2 —— —— ——— T ZN, — - -
L Y1, 21 i 0z 10y 10z Ny YN N 1 0xn’ 1 0yy i Ozn
(2.14)
alak adja, az
Ty = T, U = Yk, 26 = 2k (2.15a)
h O h 0O h 0O
LA S L A 2.15b
P 1 Oz, Py i Oy Py 1 0z ( )



operator hozzarendelés alkalmazasaval, vagyis

A= A(ilag1>217ﬁz17ﬁy1>ﬁ217 "-ai‘NvgNaéN7pr7ﬁyN7ﬁZN) (216)

Altalanosan, N részecske esetén is csak azt kell megkovetelniink, hogy a
kanonikus impulzusokhoz ( py ) és helykoordinatéakhoz ( ¢, ) ugy kell hozzaren-
delni a megfelel§ operatorokat, hogy kielégitsék a

e h

Pedi — QiPk = ;51@1 (2.17a)
Prpr — pipr =0 (2.17b)
4@ — @ge =0 (2.17¢)

Heisenberg-féle felcserélési torvényeket. Ha a kanonikus helykoordinaték és az
impulzusok Descartes-koordinatdkban vannak megadva, akkor ¢; = x1, g2 = 11
q3 = %1, .-, @3N—-2 = TN, g3N-1 = YN, 3N = 2N, P1 = Pz, P2 = Dy, P3 = Dz,

. P3N-2 = Days P3N—1 = Dyy, P3N = Dzy- A fenti (2.17a)- (2.17c) Osszefiig-
gésekkel igy feltettiik, hogy kiilonboz6 részecskék tetszéleges hely és impulzus
koordinatai felcserélhet6k. Ennek helyességét a kisérleti eredményekkel vald
Osszehasonlitéas igazolja.

A 3-ik, 4-ik és 5-ik axibma ugyanabban az alakban fogalmazhaté meg, mint
az egyrészecskés esetben.

2.2.1. Az n elektront és N atommagot tartalmazé6 rend-
szer Hamilton-operatora
Tekintsiink egy n elektront és N atommagot tartalmazé konzervativ rend-

szert. Ekkor a Hamilton-operator megegyezik a teljes energia operatoraval. A
2. axioma alapjan a teljes energia klasszikus képlete a kévetkezs:

n n—1 N N-1
E = Z —l—ZZV%a —l—ZZV}, ZZV(b,a)
=1 a=I 7>1 =1 b>a a=I
(2.18)
Az elektronokat az i, j az atommagokat pedig az a, b betiik jelolik. Az
elektronokat az 1, 2, 3, ... arab szamokkal, az atommagokat pedig az I, II,

ITI, IV, V, ... rébmai szamokkal indexeljiik. Az elektronok tomege m, és M, az
a-ik atommag tomege. Az elektron impulzus négyzete p? = pii + pfh + pzi és
az a-ik atommag impulzus négyzete pedig p; = p2 + p;, + p2,. Az impul-
zusokat tartalmazo tagok fejezik ki az elektronok és az atommagok kinetikus
energiajat. Coulomb-kolcsonhatés segitségével felirva elektronok és atommagok



potencialis energiajat a kovetkezs elektron-mag, elektron-elektron és mag-mag
kolesonhatést kifejez6 formulak a kévetkezdk:

ez,

; L — 2.1
V(i,a) P P (2.19a)
2
e
1) = ——————— 2.1
V(]’ Z) 471'60’1']' - I’i| ( gb)
2707,
V(ba) = — 2 (2.19¢)

4meg|ry — 14

Itt vy — 1)) = /(2x — 20)2 + (ye — wi)® + (2x — 21)2 a k és [ részecskék ko-
zOtti tavolsag, eZ, az a-ik mag toltése, —e az elektron toltése és ¢y a vakuum
elektromos permeabilitasa.

Szintén a 2. axioma szerint az (2.15a)- (2.15b) operator hozzarendeléseket
alkalmazva az (2.18) energidban, kapjuk a Hamilton-operator kovetkezs alak-
jat:

n h2 N hz n N n n—1 N N-1
H=— Az Z Aa—i—ZZVza —l—ZZV}, ZZV(b,a):
i=1 =I M, i=1 a=I j>i i=1 b>a a=I
=01+ O,
(2.20)
Itt o o 92
A, = + + (2.21)

8131'2 (9y¢2 8212
az i-ik elektron koordinataira és
0? 0? 0?
01,2 + 0Yq> * 0242
az a-ik atommag koordinatéira hato Laplace-operator. A fenti Hamilton-operatorban
szereplé Ol operatort egyrészecske operatornak hivjuk, mert olyan tagok ossze-
gekeént allithato el6 amelyek egy részecske koordinataira hatnak

A, = (2.22)

R n h2 N hQ
O, = — 3 — A, — z; Q_MGAa (2.23)

A kévetkezs O, operatort pedig kétrészecske operdtornak hivjuk, mert olyan
tagok Osszegeként allithato el6 amelyek két részecske koordinataira hatnak

n n—1 N N-1
ZZv@a+ZZVg, +3 Y V(b))  (224)
=1 a=I 7>1 =1 b>a a=I



2.3. A kozelit6 modszerek alkalmazasanak szuk-
ségessége

Mar az egyrészecske probléma tanulméanyozasakor is tapasztaltuk, hogy az
esetek tobbségében numerikus modszereket kell alkalmazni. Tegyiik fel, hogy
numerikusan akarjuk meghatarozni az n részecske W(xy1,y1, 21, s Ty Yns 2n)
hullamfiiggvényét. Egyelére eltekintiink a spintél. Ez a hullamfiiggvény 3n val-
tozotol fiigg. Ha mindegyik véaltozonak csak 100 értéket adunk, az igy kapott
rdcson a ¥ hullamfiiggvény

D =100°" = 10%" (2.25)

fiiggvényértéket vesz fel. Tételezziik fel azt az idealis esetet, hogy 1 fliggvény-
érték tarolasara elégséges
1A% = 107%9m? (2.26)

Igy az n részecske ¥ hullamfiiggvényének tarolasara
V(n) = D107% = 105710730 = 10303 (2.27)

térfogatti anyagra van sziikségiink.

Vegyiink egyetlen vasatomot, amelyben az elektronok szama n = 26. Igy
a fenti képlet alapjan V(26) = 10'26m? térfogatii anyagra van sziikségiink,
ha a fenti kozelitéssel tarolni szeretnénk egyetlen vasatom hullamfiiggvényét.
Ez meglehetGsen nagy térfogat, ugyanis a Fold térfogata is "csak" Vpgg =
1.08 x 102m3. A V(26) = 10'm3 térfogat egy R = 6.5 x 10% fényév sugart
gombnek felel meg. Jelenlegi tudasunk szerint az univerzum kora 1.37 % 10*°
év. Az Gsrobbanas pillanataban elindult fénysugar is "csak" 1.37 x 1019 fényév
tavolsadgot tett meg.

Ellenben, ha feltessziik azt a tovabbi kozelitést, hogy az n-részecskés hul-
lamfiiggvény felirhato n egyrészecskés hullamfiiggvény szorzataként, akkor méar
nem lesz sziikségiink ilyen nagy térfogatra. Ugyanis ha alkalmazzuk a

\Ij(xh Y1, 215 -5 Ty Yn, zn) ~ ¢1<I’1, Y1, Zl)¢n(xn7 Yn, ZTL) (228)

kozelitést, akkor
D =100°n (2.29)

racspont tarolasara van sziikség. Mivel egyrészecskés hullamfiiggvényre tudjuk,
hogy hogyan kell figyelembe venni a spint, (2.1), (2.2) és (2.3), rogton adodik
annak sokrészecskés értelmezése is. Ha tehat a hullamfiiggvény egyrészecske



fiiggvények szorzata akkor a sokrészecskés fiiggvényben a spinen a kovetkezdst
értjik:

\Il(xbyl;leao—la cooy Ty Yn,y Znaan) ~ ¢1($1,3/1731,01)---1%(9671,%, Znaan) (230)

Ezzel a sokrészecskés hullamfliggvényben a spint visszavezettiik a mar ismert
egyrészecskés definiciora.

2.4. Spinpalyak szorzataibol készitett hullamfiigg-
vények tulajdonsagai

Az el6z6 alfejezetben belattuk, hogy célszerti sokrészecskés hullamfiiggveé-
nyeket egyrészecske hullamfiiggvények szorzataiként elGallitani. Ezek az egyré-
szecske hullamfiiggvények legegyszeriibb esetben a i(x, y, z,0) = ¢(z,y, 2)y(0)
alaku spinpalyak, vagyis egy tértdl fiiggd fliggvény o(z,y,z) és egy spintdl
fiiggs fliggvény (o) szorzata, ahol mint mar emlitettiik, v(o) = a(o) vagy
(o) = B(o). Definidlhatjuk spinpélyak linearis kombinéaciojat, masnéven az
altalanositott spinpalydkat a kovetkezs formulaval:

\I/(ZL‘, Y, <, U) = Cl¢1(x7y7 2)71(0-) +ot Cngbn(xa Y, Z)Vn(o-) (231)

Tegyiik fel, hogy a rendszeriink N részecskét tartalmaz, akkor altaldnosan
definialhatjuk az allapotfiiggvényt, mint egyrészecske szorzatfiiggvények linea-
ris kombinaciojat, vagyis:

kIj(l’Z’ "'>Na t) = \Il(xbybzlao—lax%y%227027 "'7xNavazN70N7t) =
= Uy (21,y1, 21, 01, ) Va2, Yo, 22, 02, 1).. Un(2N, YN, 2N, 01, 1)+
oV N1 (21,91, 21, 01, 1) U nyo(Ta, Yo, 22, 02, 1) .. Wan (2N, YN, 2n, 01, 1)+

csWont1 (21, y1, 21, 01, ) Wonyo(Xa, Yo, 22, 02, 1) .. Wsn (ZN, YN, 2N, 01, 1)+

ahol
Vi), Y5, 25,05) = ¢z, Y5, 2)7i(0;) (2.33)
ezen kiviil hasznélatosak a kovetkezé jelolések is:
Vi(zj,y5, 25, 05) = Vi(J)
¢, y5,25) = b)) (2.34)
Yilog) = %))



A sokrészecskés hullamfiiggvények skaléaris szorzatanak kiszamitéasi szaba-
lyait is konnyen megkapjuk, ha megnézziik, hogyan kell azokat kiszamitani egy-
részecskés esetben. Legyen példaul ¥y = ¢y (x, y, 2)71(0) és Uy = ¢o(x, y, 2)72(0)
két egyrészecskés hullamfiiggvény. ekkor a skalaris szorzatuk,

(W1, ¥2) = (o1, 02)(71,72) (2.35)
ahol

<@¢g=/@u%a@@%aw@w

(2.36)
<mmﬂ=/3ﬂwwme=%m2

A o spinvéltozora vald integralas jelolése teljesen formaélis. A skalaris szorzat
értekét a d,, 4, adja. Erre a formalis integral szimbolumot csak azért vezettiik
be, hogy a késébbi formulakat egyszertibben tudjuk felirni. Legyen W; és ¥;

két sokrészecskés fiiggvény. Ekkor

v, =W, (55'1, Y1, 21, 01)%2 (5172, Y2, 22, 02)---‘IJ¢N (OCN, YN, ZN, UN)

Wy =Wy (21,91, 21, 01) ¥, (T2, Y2, 22,02)... Y (TN, YN, 28, ON) (237)
ahol (2.33) és (2.34) szerint alkalmaztuk a kovetkezd jeloléseket:
Wi, (Thos Yis 2k, 0k) = iy (Thes Uiy 28) Vi (k) (2.38)
U (Th, Yo 26, 0%) = i (Tres Y, 26) 75, (k)
Igy a (U;, V) skalaris szorzatra kapjuk hogy,
(U3, W) = (U, U ) (W, U)o (Wi, Ui ) (2.39)

ahol az egyrészecskés esetre ismert (2.35) és (2.36) Osszefliggések alapjan

(Wi, U5i) = (Dires Bjn) (Yires Vi)
(0163 = [ 61,09 2)65, (0., 2)dmndyed 210
R RAC CAT T
Ha a VU; és/vagy ¥; hullamfiiggvények spinpélyak szorzatanak linearis kom-

binaciojaként allithatok els, akkor is a fenti Osszefiiggéseket kell alkalmazni,
miutan felhasznaltuk az algebra disztribucios tulajdonsagait.
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2.5. A Pauli-elv

A Pauli-elv olyan fizikai rendszerekre vonatkozik, amelyek tobb azonos ré-
szecskét, példaul tobb elektront tartalmaznak. Elgszor tekintsiik az f(a,b) =
a’? +b% és a gla,b) = a® — V? fiiggvényeket. Az f(a,b) fiiggvényt szimmetrikus
fiiggvénynek nevezziik az a és b valtozok felcserélésére valod tekintettel, ugyanis

f(b,a) =b*+a* = a* +b* = f(a,b) (2.41)

A g(a,b) fiiggvényt pedig antiszimmetrikusnak nevezziikk az a és b valtozok
felcserélésére, mert

g(b,a) =b* —a® = —(a® — b*) = —g(a, b) (2.42)

Két azonos részecske

Tekintsiik a kovetkezd, két azonos részecskét tartalmazo Hamilton-operéatort:

. 12 12
H(1,2) = — 5= A1 = =D+ V1) + V(D) +V(1,2) (2.43)

ahol
V(i) = V(xi, yi, %) (2.44)

és
V(2, 1) = V(]_, 2) = V(ZEh Y1, 21,Y2, Y2, 22) = V(ZL‘Q,’(JQ, 22,Y1, Y1, Zl) (245)

gy H(2,1) = H(1,2).

Példaul, ha nyugalomban 1év6 atommagokat és két elektront tartalmaz a
rendszeriink, akkor V(i) az i-ik elektron kolecsonhatasa az atommagokkal, és
V (i, j) az i-ik elektron kélesonhatésa a j-ikkel.

Jeloljiik Plg—vel az l-es és 2-es részecske koordinatainak a felcserélését,
vagyis

P¥(1,2) = U(2,1) (2.46)

Be fogjuk latni, hogy a Py5 operator énadjungalt, azaz P = Pj.
Hiszen, ha ¢(1,2) = ¢(x1,y1, 21,01, T2, Y2, 22, 02) €8
¢(172) = ?/1(%;y1721,01,362,y2,22,02), akkor:

(925; ]512\1/) = /625*(17 2)}5121/)(17 2)d$1dy1d21d01d$2dy2d22d02 =

(2.47)
:/¢*(1,2)’17Z)(2,1)d$1dy1d21d01d$2dy2d22d0‘2
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és
(p12¢, \I/) = /(p12¢(1, 2))*77/)(1, 2)d$1dy1ledO'leL'QdygngdO'Q =

= /Qﬁ*(Q, 1)’17D(1, 2)d$1dyldzlda‘ldedygdZQdO'g =
(2.48)
= /¢*(1, 2)¢(2, 1)dl’2dy2d2’2d0'2dx1dy1d2'1d0'1 =

- / ¢*(1,2)0(2, 1)daydyy dzy dordy2dysdzados = (¢, Pra®)

ezzel belattuk, hogy (¢, ]512\11) = (o, ]512\11), vagyis P» 6nadjungalt.

@ Py operator felcserélhets a H (1,2) szimmetrikus operatorral. Ugyanis
ha H(1,2)1(1,2) = ¢(1,2), kovetkezik, hogy:

PioH(1,2)1(1,2) =

. (2.49)
P12¢(17 2) = ¢(27 1)
H(1,2)Paip(1,2) =
= H(1,2)9(2,1) = (2.50)

~

= H(27 1)¢(27 1) = ¢<27 1)

Tehat mivel [H(1,2), P,
fiiggvény rendszere. Ha (1
sajatérték p, akkor

o] = 0, létezik a Piy-nek és H(1,2)-nek kozds sajat-
,2) a Py operator sajatfiiggvénye és a hozza tartozo

P¥(1,2) = p¥(2,1) (2.51)
és R o A
PLU(1,2) = PaPo¥(1,2) = Pop¥(2,1) = p*¥(1,2) (2.52)
de R o )
PLU(1,2) = PaPa¥(1,2) = Pp¥(2,1) = ¥(1,2) (2.53)
Tehét p? = 1, vagyis p = £1. A p, = +1 sajatértékhez tartozé W (1,2) sajat-
fliggvény szimmetrikus, a p, = —1 sajatértékhez tartozo ¥, (1, 2) sajatfiiggvény

pedig antiszimmetrikus a két részecske koordinataira valo felcserélésre, hiszen
P0,(1,2) = U, (2,1) (2.54)

és
PiyW,(1,2) = U,(2,1) (2.55)
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A Pauli-elv

A tapasztalat szerint azonos részecskékbdl all6 rendszerek hullamfiiggvénye
egész spind részecskék (bozonok) esetén mindig szimmetrikus, félegész spind
részecskék (fermionok) esetén mindig antiszimmetrikus két részecske Gsszes ko-
ordinatajanak a felcserélésekor. Azaz

\IJ(...,xi,yi,zi,Ui, X, Y5,%25,05, ,t) =

2.56
:\I/(...,Ij,yj,Zj,O'j,...[L’i,yi,zi,O'i,...,t) ( )

ha az ¢-ik és j-ik részecske bozon, és
qj(...,l‘i, Yi, 25,05, ...,Ij,yj, Zj, O']', ,t) = (2 57)

= —\I/(...,Ij,yj,Zj7O'j, - Liy Yiy 24y 04y ,t)

ha az i-ik és j-ik részecske fermion. Ezt a tulajdonsagot nevezziik Pauli-elvnek.
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3. fejezet

A Born - Oppenheimer-kozelités

A tudomanyos szakirodalomban a Born - Oppenheimer-kozelités a kvetkezd
szovegkornyezetben szokott elGfordulni.

Mivel a magok nagyobb tomegiik miatt az elektronoknal sokkal lassabban
mozognak, azok az elektronmozgas szempontjabol nyugalomban lévének te-
kinthetsk. Igy nyugvé magok terében a

H, = " th Zn:i zn:nzf iv:jvz:l e*ZyZ,
e — am L L 47reo|r —r,| o 47reo|rj —r p— 4reg|ry — T4l

(3.1)
Hamilton-operator sajatérték probléméjat kell megoldani.

A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy a fenti kijelentésnek mi a héttere, és
megismerkediink a Born- Oppenheimer-kozelités pontosabb megfogalmazasai-
val. Be fogjuk latni, hogy ezen kozelités mindegyik megfogalmazasa tartalmazza
a (3.1) egyenletben definialt H, Hamilton-operétor sajatérték problémajénak
a megoldasat.

El6szor 6sszefoglaljuk az n elektront és N atommagot tartalmazoé rendszer
vizsgalatanal alkalmazott jeloléseket.

H=Tpe+T.+VE =T+ H. (3.2)
a Hamilton-operéator,
N N
h2 h?
nuc = V2 3.3
D OEs A 33)

a magok kinetikus energiaja,




az elektronok kinetikus energidja és

n n—1 NN gy
Z;zlﬂeolrz—r | +]2>:;47T60’I‘]—I‘Z Z;4W60|rb—ra\
) (3.5)
a potencialis energia. A méar fentebb definialt H, operator pedig,
H =T,+VB (3.6)
A megoldand6 Schrédinger-egyenlet tehat a kovetkezd:
(H, + Thuo)¥(R, 1) = EV(R, ) (3.7)

ahol R = (r7, 17, ..., g, ..., Tn) jeloli a magkoordinatakat ésr = (rq,ro, ..., 1y, ..., I)
az elektronkoordinatékat.

3.1. Az adiabatikus kozelités

Mivel az atommagok tomege legalabb két nagysagrenddel nagyobb, mint
az elektron tomege ( % > 1836 ), a magok az elektronoknal joval lassabban
mozognak. Igy varhato, hogy az elektronéllapotok kiszamitasanal a magok jo
kozelitéssel nyugvonak tekinthetSk és az elektronallapot folytonosan kdveti a
magok helyzetének valtozasat. Ezen azt értjiik, hogy a lehetséges elektronalla-
potokat a nyugvé magok terében a

ﬁe(R)‘n, R) =e.(R)[n, R) (3.8)
Schrodinger-egyenlet megoldaséval kapjuk. A f[e(R) jelolés alatt azt értjiik,

hogy azr = (ry,ro, ..., 1y, ..., ry,) elektronkoordinatéktol és R = (ry, rry, ..., ra, .o, TN)

magkoordinataktol fliggd Hamilton-operatorban az R = (r7,ry7, ..., rg, ..., Tn)
magkoordinatékat rogzitetteknek tekintettiik. Igy az e, sajatértékek is fiigge-
nek attol, hogy éppen hol rogzitettiik a magokat. Az |n, R) sajatfiiggvények
valtozoi az r = (ry,re, ..., 1y, ..., 1,) elektronkkoordinatak. A sajatfiiggvényt és
a hozza tartozo sajatértéket az R = (ry, ryy, ..., 1y, ..., ry) magkoordinatak mint
paraméterek jellemzik.

3.2. A Born- Oppenheimer-kozelités szorzatfiigg-
vénnyel

Born és Oppenheimer a

(H, + T,u.)¥(R,r) = EU(R,T) (3.9)
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Schrodinger-egyenlet megoldasét
U(R,r) = &,(R)|n,R) (3.10)
szorzatfiiggvény alakjaban kereste, ahol a
H.(R)|n.R) = ,(R)[n, R) (3.11)
egyenletet rogzitett magok esetén oldottdk meg, és
(Thue + €2(R))P(R) = E, @1 (R) (3.12)

adta a @5 (R) magkoordinataktol fliggs sajatfiiggvényeket. Ezt a modszert per-
turbacidszamitassal alapoztak meg. Hatranya, hogy csak kis amplitidoja moz-
gasokra alkalmazhato, és az elhanyagolt tagok tényleges nagysagat nehéz meg-
becsiilni.

3.3. A Born- Oppenheimer-kozelités szorzatfiigg-
vények linearis kombinaci6javal
Born késébb tovabbfejlesztette a modszert, és a
(H, + T,u.)¥(R,r) = EU(R,T) (3.13)
Schrodinger-egyenlet megoldéasat

U(R,r) =) @,(R)|n,R) (3.14)

alakban kereste. Ez a magkoordinatak mindegyik helyzeténél egzakt sorfejtés,
ugyanis az ¢,,(R) elektron allapotfiiggvények teljes rendszert alkotnak és ismét
a

H.(R)|n,R) = ,(R)|n,R) (3.15)
egyenlet megoldéaséaval kaptuk Sket.

Behelyettesitve a (3.14) hullamfiiggvényt a (3.13) Schrodinger-egyenletbe,
kapjuk

(Tue + He) Y@, (R)n,R) = E > &,(R)|n, R) (3.16)
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Felhasznéalva az (3.15) egyenletet, végrehajthatjuk ezen a kovetkezd azonos
atalakitasokat:

Thie Y Pu(R +Zc1> R)H.|n,R) = EZCI)n(R n,R
Thue Y Pu(R)] +Z<I> R)[n,R) EZ@ (3.17)

Ha ezt az egyenletet skalarisan balr6l megszorozzuk a (n/, R| fiiggvénnyel,
amely a r = (ry,ro, ..., 1y, ...,1,) elektronkoordinatakra valo integralast jelenti
rogzitett R = (r7,ryy, ..., T, ..., *y) magkoordinaték esetén, a kovetkezd kifeje-
zéshez jutunk:

n, R|TWZ<1> )|n, R+Zen (W',Rln,R) = EY_ ®,(R)(n’,R[n,R)

(3.18)
Ha kihasznaljuk, hogy |n, R) ortonormalt minden régzitett R = (r7,rry, ..., ra, ..., TN)
magkoordinata esetén, kapjuk a kovetkezs egyenletet:

n', R|TWZ<1> )|, R) + 6 (R)®, (R) = ED, (R) (3.19)
Mivel N N
. P h? (92 d?
e = = ; 2Ma ; 2M, (9&:2 8yg * 823) (3:20)
és
82
8—333<I>n(R)|n,R) =
9 ,,09,(R) on,R),
_axa(( awa )‘n7R’>+¢n(R) axa )_
_9°9,(R) 9¢n(R) 0ln, R) = 0¢,(R) I|n, R) #n,R)
~—o PRt T e T o o, B
(3.21)
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kapjuk a kovetkezd Osszefiiggéseket

(n', RyTWZq> )|, R) =

0 RI= 30 5V Y u(R)n R -

(3.22)
Ha az igy kapott egyenletben r-szerint integralunk, akkor adodik

n', R|TWZ<1> )|, R) =

:Tnuccb (R)—

—ZZQM n',R|V,4|n, R)V,®,(R)—

n a=I

-3 27;@ (n',R|Aq|n, R)®,(R)

(3.23)
A (3.23) egyenlet felhasznalasaval a (3.18) Gsszefiiggés a kovetkezd alakot veszi
fel:

ZZQM ', R|Va|n, R)V, 2, (R)—
o=t (3.24)

_ZZQM n',R[Aqn, R)®,(R) + € (R) P, (R) = E®,/(R)

n a=I

A (n/,R|V,|n,R) és (n/,R|A,|n,R) kifejezések nemdiagonalis matrixelemei-
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nek az elhanyagolasaval (3.24) igy alakul:

N N
~ h2 h2
{True — 2; 2Ma2<”,’ R|V. |, R)V, — z; o (n',R|A.|n",R) + € (R)}®,(R) =
= £,/ (R)
(3.25)

Ha bevezetjiik az A,(R) = (n/,R|V,|n/,R) jelolést, akkor (3.25) a kiovetkezd
alakot veszi fel

D3 o (Vo Au(R)P + & (R)) 0 (R) = EQu(R)  (3:20

3.4. A Berry-fazis

Legyen H (R) egy olyan Hamilton-operator, amely adiabatikusan valtozik
az R = R(t) id6tol fliggd paramétereken keresztiil. Keressiik a

HR(1))|¥(1)) = i%!‘lf(m (3.27)

Schrodinger-egyenlet megoldéasat, feltéve, hogy a rendszer a t = 0 id&pillanat-
ban a |¥(0)) = |n,R(0)) n-edik sajatallapotban van, azaz

H(R(0))|n,R(0)) = E,(R(0))n,R(0)) (3.28)

Be lehet latni, hogy a

t

|W(t)) = exp(—i/dsEn(R(s)))m,R(t)) (3.29)

0

kifejezés nem megoldas, ahol
H(R(t))[n, R(1)) = E.(R(1))|n, R(#)). (3.30)

Keressiik a megoldast

t

V(1)) = exp(im(t) —i/dsEn(R(S)))lmR(t» (3.31)

0
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alakban. Az (3.31) kifelyezés behelyettesitésével az (3.27) egyenletbe adodik,
hogy

Yo (t) d
a S nR(1) (3.32)

Ebbdl integrélassal jon a végeredmény, mint

= i(n, R(t)]

t

w(®) =1 [0 R()| I RGs)) =
"k (3.33)

=i / (n, R(t)|Vgr|n, R)dR

R(0)
3.5. A Hellmann—Feynman-tétel

A Born—-Oppenheimer-kozelités egyik gyakori alkalmazasa, amikor moleku-
ladinamikai szdmolasokban az atomokra hato eréket az elektronrendszerre vo-
natkoz6 kvantummechanikai modszerrel szamoljak, majd kis At idGtartamot
véve az atommagok elmozdulasat klasszikus mozgast feltételezve hatarozzak
meg. Ekkor az atommagok mindegyik helyzetében megoldjak a Schrodinger-
egyenletet, majd az igy kapott energiat derivaljak a magkoordinatak szerint.
Numerikus derivalas céljabol minden magkoordinata valtoz6 Gjabb helyzeté-
ben meg kellene oldani a Schrédinger-egyenletet. A Hellmann—Feynman-tétel
alapjan a Hamilton-operator derivaltjanak a sajatallapottal vett kozépértéke
is megadja ezt a magokra hato erGket. A tételt altalanosan fogjuk kimondani.

Hellmann—Feynman-tétel: Tegyiik fel, hogy a H Hamilton-operator fiigg

az aq, (o, ..., a, paraméterektdl és U az egyik sajatfiiggvénye, vagyis HV =
EW, ekkor
oF
v 3.34
N laat (3:34)

Ez rogton kovetkezik a

(ol 0) + (Wl o) =
(o B+ (V]E ) =
(3.35)
ov ov
—e{ (1w + <\1‘fa7>}=
2
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Osszefiiggésbdl, ugyanis

OF O(V|H|V)
8ak_ 80% N R
(o W) + (U |0+ (0|5 =
- A a\; (3.36)
2y 2y i 22
—w 20y 1
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4. fejezet

Az atom és molekulafizika
mértékegységei: atomi egységek

Miutén a Born-Oppenheimer kozelitésben levalasztottuk a magok mozgasat
az elektronok mozgasatol, irjuk fel egy molekula elektronikus Hamilton opera-
torat, amelyben az R, magkoordinatak csak mint paraméterek szerepelnek:

N

Y& kerz,
szfm ZZ’I‘Z Z!rl—r]] (41)

=1 i=1 a=1

A dimenzidanalizis segitségével keressiik meg azokat a hossz, energia, idg,
sebesség egységeket, amelyek jellemzGek a fenti Hamilton operator altal leirt
rendszerre! ElGszor is gytjtsiik dssze azokat a fizikai alandokat, amelyek a 4.1.
szamu egyenletben szerepelnek:

fizikai allando mértékegysége
Planck allando h=1.05457266 x 10734 Js [h] = Js = kngQ

Coulomb alland6  k = 8.987551788 x 10°4m>  [] = Nm* _ hgm

[
elemi t6ltés e =1.60217733 x 1071°C"  [e] =C
elektron témege  m = 9.1093897 x 1073kg |

Vizsgaljuk meg, hogy miként tudnank a fenti allandok segitségével egy
hossztisdg dimenzi6ju mennyiséget elGallitani. Hosszisag a Planck és a Cou-
lomb allandéban fordul els, ugyancsak ebben a két konstansban szerepel az id§
is. El6szor szabaduljunk meg az id6t6l:

- 2

— = - = kgmC (4.2)
kgm

G

Ebbdl a mennyiségbdl az elemi toltés és az elektron tomege segitségével egy-
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szertien képezhetiink hosszusagot:

h2

kme?

ag = 0.529 x 1079 = 0.529 A (4.3)
A dimenzidanalizis segitségével most kapott, tgynevezett Bohr sugarral mér
talalkoztunk a hidrogén atom kvantummechanikai targyalasakor.

A kovetkezd lépésben hatarozzuk meg a molekulafizika karakterisztikus
energia skalajat. Az atomok és molekulak targyalasanal a legfontosabb kol-
csonhatas a Coulomb kélesonhatas, igy kézenfekvének tiinik ebbdl a témakor-
bél valasztani egy jellegzetes energiat:

ke

Qo

Eq (4.4)
Természetesen az energiat nem J-ban, hanem elektronvoltban (eV') akarjuk
meghatarozni, amely az elemi toltésére es6 energia:

Ey(eV) = % = 27.2¢eV =1 Hartree = 2 Rydberyg (4.5)
0
A molekulafizikiban altalaban Hartree az energiaegység, mig szilardtestfizika-
ban gyakran hasznaljuk a Rydberget az energia mértékegységeként.

Az el6zGekben definialt hosszusag és energia egységek segitségével irjuk fel
az 4.1. szami Hamilton operatort tugy, hogy csak dimenziotlan mennyisége-
ket tartalmazzon. Hosszisag egységként hasznaljuk a Bohr sugarat: r; = aor;,
R, = aof{a, ahol r; és f{a a dimenzidtlan elektron- és magkoordinatak.

21, kAL Z ke?l e 1
H=—=—> SAi—— =t > ———. (46
a%m;Q ap ;;|fi_Ra| ap 2;|ri_rj| (4.6)

Az el6z6 egyenletben felhasznéltuk az impulzus operator koordinata reprezen-
taciobeli alakjat:

p; = sz = %@Z, amelyben @Z az i-dik elektron dimenziétlan r; koordinataja
szerinti gradiensét jelenti. A kinetikus energia kifejezésében az egyik ag helyére
a dimenzidtlanitott kinetikus energia el6tt is az 4.5. egyenletben megadott Ej
energia fog szerepelni. A H|U) = E|V¥) idéfiiggetlen Schrodinger egyenletet a
kovetkezs formaban frhatjuk fel:

1- N M Za 1 N 1 3 ) E ) .
(_25A2_22m+52ﬁ> |\I/(I‘1...I'N)> = EO|\I/(I'1...I'N)>
(4.7)
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Vagyis ha a 4.7. szamu id6fiiggetlen Schrodinger egyenletben a hosszusa-
got atomi egységben, Bohr-ban mérjiik, akkor az energia természetes moédon
Hartree-ban adodik.

Hasonl6an az atomi hossztiisagegységhez megkereshetjiik a sebesség atomi
egységét is. A fizikai allandok téablazatabol egyszerten ellenérizhetjiik, hogy a
kdévetkez6 mennyiségnek sebesség dimenzidja van:

]{7 2
vy = % = 0.0218769141586 x 10% m/s . (4.8)

A fenti vy sebesség jellemz6 az atomi folyamatok sebességére. Ha ez a sebes-
ség megkozeliti a fény sebességet,akkor a klasszikus kvantummechanikai leirds
érvényét veszti és a Schrodinger egyenlet helyett a Dirac egyenlet segitségével
kereshetjiik meg a rendszer stacionarius allapotait. Hatarozzuk meg a fény ter-
jedési sebessége és a vy atomi sebesség hanyadosat: ¢/vg = 137.13. Ez az arany
megnyugtatoéan kicsi, ami persze nem jelenti azt, hogy teljesen megfeledkezhe-
tiink a relativisztikus hatéasokrol. A relativisztikus hatédsoknak fontos szerepe
van, tobbek kozott, az egyes molekuldk optikai spektrumanak kis 1éptékt, ugy
nevezett finom szerkezetének kialakitasaban. A perturbacié szamitéis segitsé-
gével éppen ennek az ardnynak a hatvanyai szerint fejthetjiik sorba az energia
korrekcidkat, ezért az atomi sebesség és a fénysebesség arédnyat finomszerkezeti
allandonak hivjuk. Térjiink vissza a 4.8.szamu képletre:

_ke*  ketay  Ey

= = . 4.9
TR T % T (4.9)

A rendszam noévekedésével a rendszerre jellemzd energia is né, ennek megfele-
16en a tipikus sebesség is egyre jobban megkozeliti a fénysebességet és a relati-
visztikus hatésok is egyre fontosabb szerepet kapnak. Gondoljunk csak egy uran
atomra, amelynek 92 a rendszamal A relativisztikus hatasoknak készonhetjiik
az arany sargas szinét is.

Az atomi folyamatok iddskalajat a karakterisztikus tavolsag és sebesség
ismeretében egyszertien meghatarozhatjuk:

ag h ~18
lg=—=—=24.198 x 10" "°s . (4.10)

Vo N
Az atomi folyamatok jellegzetes ideje tehat az attoszekundumos tartomany.
Természetesen a folyamatokra jellemz§ idGskala forditottan aranyos azok ener-
gidjaval. A vegyérték elektronok valtozasait jellemz§ néhany eV energia vélto-
zassal jaro folyamatok idgskaldja kb. egy nagysagrenddel hosszabb, mint azok-
nak valtozasoknak az ideje, amelyekben a f6kvantumszamok is véaltoznak. A
molekulak rezgéseihez kapcsolodo folyamatok még hosszabb idejtiek.
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Pump and probe

Létezik-e miszer, amellyel ilyen révid idétartamokat tudunk mérni? Termé-
szetesen a hagyomanyos stopper 6rak nem johetnek szoba, de segitségiil hiv-
hatjuk az ultra révid idGtartamu laser impulzusokat. Két impulzusra lesz sziik-
ségiink: egyre, amely létrehozza a vizsgalni kivant jelenséget és egy masikra,
amelyikkel a vizsgalatot végezziik. A két impulzus kozott eltelt id6t egyszertien
valtoztathatjuk a mésodik laser impulzus altal megteendé ut hosszanak a val-
toztatasaval. Ezt a mérési eljarast hivjuk angolul "pump and probe" modszer-
nek. A kovetkezd dbran a poliacetilén szoliton gerjesztésének az élettertamat
meghatéarozo mérés|KL88| sematikus képét lathatjuk.

Késleltetés

Laser | -\

123
BIOUSAYR)

0Z2IJZS

(CH),

Joya1e

4.1. abra. Poliacetilén szoliton gerjesztése.

A (CH),, transz-poliacetilén CH csoportjait szigma kotések és egy deloka-
lizalodott elektron felhd kot Ossze. Energetikailag kedvezébb, ha az egyenle-
tes kotéstavolsagok helyett rovidebb és hosszabb kotések valtogatjak egymast,
amint az abra is mutatja. Ezt a fajta kotéshossz atrendezédést Peiers torzulas-
nak nevezziik.

Alapallapotban a révidebb és hosszabb kotések rendben kovetik egymast.
Ha egy szolitont gerjesztiink a lancon, akkor egy ponton a kotések sorendje
megvaltozik. A gerjesztés élettartamanak a méréséhez elGszor egy intenziv 1é-
zerimpulzussal létrehozzuk a szolitont. A lézer frekvencidjat tgy valasztjuk
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VAV AV AV AV VA VA VAN

szoliton

4.2. 4bra. Peiers torzuldsnak

meg, hogy a kétszerese a gerjesztett allapot elnyelési savjaba essen. A meg-
kétszerezett frekvencidju masodik impulzussal mérjiik a minta abszorbciojat a
késleltetés fiiggvényében. A késleltetés hosszat a fényut hosszanak — a tiikrok
pozicidjanak — a véltoztatasaval finoman tudjuk hangolni.
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5. fejezet

Determinans alakt
hullamfuggvények

Az egyik korabbi fejezetben megmutattuk, hogy sokrészecskés rendszerek
hullamfiiggvényét célszert szorzatfiiggvények linearis kombinaciojaként felirni
(2.32). Majd azt is belattuk, hogy a hullamfiiggvénynek teljesiteni kell a Pauli-
elvet. Vagyis azonos részecskékbdl allo rendszerek hullamfiiggvénye egész spinti
részecskék (bozonok) esetén mindig szimmetrikus (2.56), félegész spint részecs-
kék (fermionok) esetén mindig antiszimmetrikus (2.57). A jelen fejezetben azt
vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet tetsz6leges sokrészecskés fiiggvénybdl szim-
metrikus vagy antiszimmetrikus fiiggvényt késziteni. Ezen miiveletek elvégzé-
sére szimmetrizalé és antiszimmetrizalé operatorokat vezetiink be. Megmu-
tatjuk, hogy ha egy egyrészecske fiiggvényekbol felépitett szorzatfiiggvényre
hatunk az antiszimmetrizal6 operatorral, akkor egy olyan fliggvényt kapunk,
amelyik determinans alakban is felirhato. Ezt a hullamfiiggvényt hivjak Slater-
determinansnak.

5.1. Fluggvények szimmetrizilasa és antiszimmet-
rizalasa
5.1.1. Szimmetrizalas

Tekintsiik a W(1,2) kétrészecskés hullamfiggvényt, amely altalaban sem
nem szimmetrikus sem antiszimmetrikus, ugyanis W(2, 1) # W(1,2) és ¥(2,1) #
—W(1,2) De ha képezziik a W,(1,2) = U(1,2)+¥(2,1) figgvényt, ez mar szim-
metrikus, ugyanis

U,(2,1) = U(2,1) + W(1,2) = U(1,2) + ¥(2,1) = U,(1,2).  (5.1)
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Tekintsitk most a U(1,2,3) haromrészecskés hullamfiiggvényt. Itt a harom
valtozo kozil 3-féle képpen tudonk kivalasztani 2 valtozot. Ha ezen valtozok
felcserélésével kapott 4 fliggvényt Osszeadjuk, akkor az igy nyert fiiggvény nem
lesz szimmetrikus. Kénnyen beldthato, hogy a harom részecskét jel6ls valtozok

szecskés hullamfiiggvény a kévetkezd lesz.
U,(1,2,3) = U(1,2,3) + U(2,1,3) + (3,2, 1) + ¥(1,3,2)+
FU(3,1,2) + U(2,3,1) =
= [W(1,2,3) + PoW(1,2,3) + Pis¥(1,2,3) + Pos¥(1,2,3)+
+ P PaW(1,2,3) + PiaPy¥(1,2,3) =
= (—f+1512+p13+1323+]312p13+p12ff’23)\1’(1,2,3) = (52)

= {125) * (ars) * (an) * (i) * () * (ar) o029 -

_ Z ( 123 )\1;(1,2,3) = Zﬁaklf(l,2,3)

“— \i11913
111213

Ahol )

€S

i1inis €S > ., az Osszes harom elemd permutéciora valo Gsszegezést jelenti

111213

( 123 )m, 2.3) = W(irinis) (5.3)

Ezek utan mar kénnyen felirhatjuk az n részecskét tartalmazo W(1,2,...,n)
szimmetrizalt hullamfiiggvényét a
Uy(1,2,...,n) =

S (2111227;”)\1;(1271): (5.4)

11%2...0n

= E PV (1,2,...,n)
(0%
alakban, ahol az Osszegezés az Gsszes n elemi permutaciora torténik.

5.1.2. Antiszimmetrizailas

Tekintsiik ismét a W(1,2) kétrészecskés hullamfiiggvényt. Altalanos esetben
U(2,1) # —V¥(1,2). Most viszont a V,(1,2) = ¥(1,2) — ¥(2,1) fliggvényrsl
lathato be konnyen, hogy antiszimmetrikus. Ugyanis

U,(2,1) = U(2,1) — U(1,2) = —(U(1,2) — U(2,1)) = ~T,(1,2).  (5.5)
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Tekintsiik a ¥(1,2,3) haromrészecskés hullamfiiggvényt. Ebbdl fogunk an-
tiszimmetrikus fliggvényt késziteni. A kétrészecskés esetbdl latjuk, hogy nem
elég az Osszes permutécioval kapott fliggvény Osszeadasa, hanem sziikséges,
hogy (—1) kiilénb6z6é hatvanyaival is szorozzunk. Mégpedig (—1) annyiadik
hatvanyaval, ahany részecskepar felcseréléssel (transzpozicid) az adott permu-
tacio elgallithato. Ez a szam mindegyik permutéaciora egyértelmiien vagy paros
(p = 0), vagy paratlan (p = 1) és értékét, a permutaci6é paritdsanak nevez-
ziikk. Ezért az antiszimmetrikus U, (1,2, 3) haromrészecskés hullamfliggvény a
kovetkez6 lesz:

U,(1,2,3) = ¥(1,2,3) — U(2,1,3) — ¥(3,2,1) — ¥(1,3,2)+

+0(3,1,2) + ¥(2,3,1) =

= 1U(1,2,3) — Pu0(1,2,3) — Ps0(1,2,3) — Py(1,2,3)+

+PuP30(1,2,3) + PuyPa¥(1,2,3) =

([ P12—P13—P23+P12P13+P12P23) (1,2,3) =

= (I + (=) P+ (—1) Py + (—1)Pyy + (—1)2P1y Py + (—1)2 Pia Py3)U(1, 2, 3) =
( )

(2 (5) - (2 () ()« (oo -
(5.6)

Ahol 37, ;. és )", ismét az 6sszes harom elemt permutdciora valo Ssszegezést
jelenti. Ezek alapjan az n részecskét tartalmazo W(1,2,...,n) hullamfiiggvény
antiszimmetrikus alakja a kovetkezd:

v, (1,2,....,n) =
= > (—1)1’(_1,2'”7,1 )@(1,2,...,@ =Y (1)’ P (1,2, ....n) (5.7)

11%2...0p

11%2...0n a

Az Osszegezések ismét az Osszes n elemii permutéciora torténnek.

5.1.3. Szorzatfiiggvények antiszimmetrizalasa. A Slater-
determinans

Tegyiik fel, hogy a kétrészecskés hullamfiiggvényiink egyrészecske fiiggvé-
nyek szorzata, vagyis W(1,2) = Wy(1)W9(2). Az el6bbick szerint, ha ezt anti-
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szimmetrizaljuk, kapjuk hogy:

2(1)’ (5.8)
2)

Ha mos a (5.7) Osszefiiggést alkalmazzuk a
U(1,2,...,n) =V (1)Ta(2)...¥,(N) (5.9)

szorzatfiiggvényre kapjuk hogy

U, (1,2,....,n) =
=2 <1111227Zn> Wy (1) W2(2). W () = > (= 1) Pali (1)W5(2)... 0, (n)
a (5.10)

Ez utobbi kifejezés pedig nem més, mint a determinans definicidja, ezért

D (—1PPU (1)W5(2)... Wy (n) =

Ui(1) Uy(2) .. ... Uy(n)
Wy(1) Uy(2) . Wy(n)
v, (1) \Ifn.(2) U, (n) (5.11)

Ui(n) Ws(n) ... .. W,(n)

A hullamfiiggvénynek ezt az alakjat hivjuk Slater-determinénsnak. Mivel a
determinans értéke nem valtozik meg, ha a matrixat tiikkrozziik a diagonélisara,
kétféleképpen is felirhatjuk ezt a determinanst.

Célszerti definialni az
o 1 A
—_ _1\P
A, = il Ea (—1)PP, (5.12)
antiszimmetrizalé operatort.
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5.1.4. Az A, antiszimmetrizald operatorral kapcsolatos
tulajdonsagok

1. Ha P, = (m i ) akkor P_ = (11”221;;) Ugyanis

PN 12. 12..n
pip, = (- - 5.13
o (1 2 ..m /) \iqia...iy 12..n ( )

2. Ha /1(1, 2,...,n) egy szimmetrikus operator és B, = (1112.22.::;:), akkor

[A(1,2,....,n),P,] =0 (5.14)

Bizonyitéas:

A 12 ..
—A(1,2, ..n)< ,">\If(1,2, n) =
11%92...7p
=A(1,2,..0)U (i1, s, ..., 0n) =
i YUtz i) (5.15)
—A(il,ig, 2 )\I](Zl,lg,...,ln) =

Tehat A(1,2,..n)P,0(1,2,...,n) = P,A(1,2,..n)¥(1,2,...,n), vagyis
[A(1,2,...,n), P,] = 0.
3. Az A, = \/L >

Bizonyitéas:

(—1)? P, antiszimmetrizalo operator énadjungalt.

Legyen ¥(1,2,...,n) és ®(1,2,...,n) két n-részecskés allapotfiiggvény. Fel
fogjuk hasznalni a valtozok atjelolésébdl kovetkezs

(P,U*(1,2,...,n)6(1,2, ...,n)d1d2...dn =

—

(5.16)
:/\1/*(1,2,...,71) 16(1,2,...,n)d1d2...dn
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azonossagot és azt, hogy P, = (1.1”.22'::%") és P; e (’1”22’;:) paritasa megegyezik.
lgy

(A0, @) =
:/(An\lf)*CDdle...dn =

Z/(Anq/*)cbdmz..dn:
/W'Z 1PPU*(1,2,...,n))®(1, 2, .., n)d1d2...dn =

_ * 1
_/\11(1,2,..., W'Z DPP'®(1,2,...,n))d1d2...dn

(5.17)

Itt az utolso lépésben az Gsszegezés mindegyik tagjat megszoroztuk P! -el.

Ez megfelel az integralasi valtozok atjelolésének, ami természetesen nem valtoz-

tatja meg az integral értékét. Kihasznaltuk tovabba, hogy P, és P! paritasa

ugyanaz. A kovetkezd atalakitasok elsd lépésében azt fogjuk kihasznalni, hogy

az 0sszes inverz permutacid Osszege megegyezik az Osszes permutacié Gsszegé-
vel. Folytatva az atalakitast kapjuk:

(A, 0, ®) =
(1,2, n)(—= Y _(=1)PP;'®(1,2, .., n))d1d2...dn =

/
:/\11*(1,2,...,11)(% (=1)PP,®(1,2,...,n))d1d2...dn =
/

(5.18)
Tehat A} = A, vagyis az A,, operator 6nadjungalt.

4. Bizonyitsuk be, hogy A, A, = \/n'An Bizonyitas:
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6. fejezet

Egy- és kétrészecske operatorok
matrixelemei determinans
hullamfiiggvények kozott

Vizsgéaljuk meg egy molekula Hamilton operatorat azutan, hogy a Born-
Oppenheimer kozelitésnek megfelelGen levalasztottuk a magok mozgasat.

S
12m z:1a1|rl | 2 =1, ak

egyrészecske operatorok kétrészecske operator

a

J/

A kinetikus energia operatorat és a magok Coulomb terét leir6 operatort felir-
hatjuk tgy, mint egyrészecske operatorok - olyan operatorok, amelyek csak egy
részecske valtozoitol fiiggenek - Gsszegét. Az elektronok kozotti kolesonhatést
azonban csak olyan operatorokkal tudjuk leirni, amelyek két elektron koordina-
taitol fliggenek. Az egy- és kétrészecske operatorokat, tehat, a kvetkezSképpen
irhatjuk fel:

C=Sci) W=12%ul) (6.2)

i=1 ij=1

]

A tobbelektron hullamfiiggvényeknek antiszimmetrikusnak kell lenniiik a
valtozoik felcserélésével szemben. Az antiszimmetrikus hullamfiiggvényeket ki-
fejthetjiik Slater determinansok szerint:

D = A, (1)pry (2) v On (N) = \/_ Z 1P P, (1) o1y (2) o, Oix (N)
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Az A antiszimmetrizald operator onadjungalt és felcserélhets az egy- és kétré-
szecske operatorokkal:

A=A [AC]=[AW]=0 (6.4)

A feladatunk a kovetkezs: hatarozzuk meg az egy- és kétrészecskés opera-
torok matrixelemeit kiilénbo6z6 Slater determinansok kozott.

O = App (1)on,(2) oo, O (N) (6.5)
(I)L = Ag&ll(l)@b@) ............ SOZN(N>7 (66)

ahol Yy, ...... 0y €S @y ......¢01, lineérisan fiiggetlen fiiggvényrendszert alkotnak.
ElGszor szamitsuk ki két Slater determinédns skalér szorzatat:

(Pr|Pr) = (Apr, (1)pry(2)- oy (N)[ Aty (1)1, (2)..015 (V) (6.7)
= {0k (1) oy (2). | AT Ay, (1)1, (2) .01 (N)) (6.8)
= (or (D) @ry (2)- | AA@y (1)1, (2). 01, (V) (6.9)

Az el6z6 sorban kihasznaltuk az A antiszimmetrizal6 operator 6nadjungaltsa-
gat.

(s%(1)90k2(2)----!a4«49011(1)%(2) ----- iy (N)) =

zél“% )ors (2 |Z pPZ 1P P'ioy, (1).....01, (N)) (6.10)

A P permutéciok csoportot alkotnak, igy nyilvanvaldéan két permutacié szor-
zata is egy a csoporton beliili permutaciot eredményez. N szadmu részecske ko-
z6tt N! permutdcio lehetséges. Az - (=1)PP > (- 1Y P" operéci6 Gsszesen
N!N! permutaciot tartalmaz, ezek kozott azonban csak N! kiilonbozo létezik,

tehat 3 (—1)PP Y (1) P' = N1S, (~1)P
(Pr|®L) = Dk (1) ks (2)--ripry (N IZ 1)P Pipy, (1)....1, (N))

= @k (1)@rs(2) - ry (N )IAz> (6.11)

Az el6z6 egyenletben az skalarszorzat masodik tagja tugy irhato fel, mint a
kovetkez6 métrix determinansa:

9011<1)§012<1) """" SOZN(1>
‘I8 (2)90l2<2> """" Pl (2>

A= . . (6.12)
2 (NPL(N) i (V)
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A (D |Py) skalarszorzat is egy matrix determinansaként allithato eld:

<30k1|9011><()0k1‘9012>" <90k1’(plN>
<<)0k2|§011><(:0k2|9012>" ""<90k2|§0lN>

(Pr|Pr) =| . . (6.13)
(Pl ) (Pr 010)- o lprnliory)

Vizsgéljuk most meg azt az esetet, amelyben a gy, ...... Oky €8 @, ......¢o1, fiige-
vényrendszer ortonormalt rendszert alkot: (o, [¢x,) = 6;;. Ekkor nyilvanvaléan:

1

(Px|Px) = . =1 (6.14)

Azt is egyszeriien belathatjuk, hogy ha barmelyik ¢y, egyrészecske fliggvényt
kicseréljiik egy rdjuk ortogonélis ¢; fiiggvényre, akkor (®x|®!) = 0, ahol a ®!
Slater determinénsban az i-dik egyrészecske fliggvényt kicseréljiik ;-re:

L = App, (1).ee0y(3) o1 (N) (6.15)

Most hatarozzuk meg a C' egyrészecske operator (@ |C|P) matrixelemét.
Az el6z6 gondolatmenetet felhasznalva:

(PlClPL) = (Pry (1) ok, (2) - pnn (N)[ClA) (6.16)
= <90k1(1)90k2(2)----90kN(N)!ZC(’i)!Az> (6.17)

Akkor tudjuk egyszertien kiszamolni az integralt, ha sikeriil kiemelniink
az i-dik valtozotol fliges fiiggvényeket a determinansbol. Ezt konnytszerrel
megtehetjiik a determinéns kifejtésével:

A = Z(—l)m/@z; (1) Al (6.18)
o (1)@, (1)... o1, (D, (1) @1y (1)

01, (2)1,(2).. o1, (2)r,,,(2). -1y (2)

Al =1 . . . . . '
(") o (i — gt —1)... ...gpli,_l(z — 1)gpli,+1(z — 1. o (i—1)
gOll (Z + 1)()012 (Z + 1) ...ngiul (l + 1)S0li’+1 (Z —+ 1) ..gOlN (Z + 1)

o1 (N) gy (I)... o (N, (V). (V)
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Tehat a A(i|i') aldeterminanst tgy kapjuk a A; determinansbol, hogy elhagy-
juk a matrix i-ik sorat és ¢ oszlopat. Visszairva a méatrixelembe a kiévetkezd
kifejezés adodik:

N

(@|C1PL) = > (¢w,

ii'=1

C|g0[i,>DKL(’i|7:/) (619)

ahol a Dy (ili') a 6.13 szamu egyenletben szerepls determinans azon aldeter-
minansa, amelybdl kihagytuk az i-dik sorat és ¢’-dik oszlopat.

Nézziik meg, hogy miként alakul a métrixelem, ha a Slater determinansokat
ortonormalt fiiggvények alkotjak. Ekkor a Dy (i]i') aldeterminans egy egység
matrix determinénsa lesz:

N
(@lC1D) = S (nlelion) (6.20)

i=1
Ha a bal- és jobboldali Slater determinansok csak egy egyrészecske hullamfiigg-
vényben kiilonboznek egymastol, vagyis a ¢y, fiiggvényt a jobboldalon kicserél-
juk egy ¢ figgvényre ({pk,|¢@1) =0 VE;), akkor a Dy (i]i’) aldeterminanshoz
tartozo méatrixban csak akkor nem lesz nulla a diagonélisban, ha i = j és i’ = [.

(@x|C]P5) = (o, lclen) (6.21)

Konnyen belathatjuk, hogy ha tébb mint egy egyrészecske hullamfiiggvényben
kiilonboznek a Slater determinansok a jobb és baloldalon, akkor a matrixelem
nulla lesz.

Kétrészecske operatorok esetén hasonldéan jarunk el:

(PrWI[Pr) = (or (1)Pr, (2). 0y (N)[W]A) (6.22)
= {Pr; (1)pr, (2)-- 005 (V)] Z w(i, j)|Ay)  (6.23)
i=1,7 i#£j

A A; determinanst hasonloan kifejtjiik az aldeterminansai segitségével:
N
A= Z (=) (@l;@)@l; (J) — (j)Wz; @) A(ijli'y") (6.24)
ij=1 i#j
A Ay(ij]i'y") aldeterminanst a 6.12 szamu egyenletben szerepld determinansbol
ugy kapjuk, hogy elhagyjuk az i- és j-dik sorat valamint a ¢’- és j'-dik oszlopat.
A matrixelem a koévetkezd alaki lesz:
N

(@xWlds)= Y (=1) ((%(1)%(2)\w(i7j)!<pz;(1)<pz;(2)>

i,5,8'5'=1

= {en (e @)l 22 (1)) Dicalislis)
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A Dg(ij|i'5") aldetermindnst a 6.13-as egyenletben szereplé determinans
i- és j-dik soranak és i'- és j’-dik oszlopanak elhagyéasaval kapjuk. Vizsgaljuk
azt az esetet, ha az egyrészecske hullamfiiggvények ortonormélt rendszert al-
kotnak. Ebben az esetben a 6.13. egyenletben egy N dimenziés egységmatrix
determinénsat kapjuk. Ha i és i’ valamint j és j' kiilonbozik, akkor Gsszesen
négy darab l-est hagyunk ki az egységmatrixbol, tehat az (N — 2) x (N — 2)
egységmatrixban biztosan lesz nulla elem, igy az Dy (ijli’j") aldeterminans
nulla lesz.

(P |W|Pk) = Z ({er, (Depr, (2w @, )l or (D, (2))
= {on(Wew, (2)Iw(i, j)ler (2)¢r, (1)) (6.25)

Itt megjegyezziik, hogy az Osszegbdl nem sziikséges kizarni az i = j esetet,
hiszen ekkor éppen elttinik a méatrixelem. Ha a jobboldali Slater determinans-
bol kicseréliink egy egyrészecske hullamfiiggvényt, o, — ¢; , akkor a 6.13
méatrixban az a j-dik diagonéalis elem nulla lesz. Vagyis, ha a D (ij|ij) alde-
terminansban nem a j-dik sort és oszlopot hagyjuk el, akkor nyilvan nulla lesz
az értéke.

N

(DrW|P)) =) ({or (Depw; 2)[w (i, 3l (Den(2))  (6.26)

i=1

— (e W)er, (Dw(i, e (2e(1)))  (6.27)

Ha két egyrészecske hullamfiiggvényt cseréliink ki, akkor csak egyetlen eset-
ben nem tinik el az aldeterminans, vagyis:

(P |W|eF) = (Cer (Dpr, (2w i, )l om(L)n(2)) (6.28)
— (o (Der, (2w, 5)lom(2)¢(1))) (6.29)

Ha jobb- és baloldali Slater determinansok tobb mint két egyrészecske fiigg-
vényben kiilonboznek, akkor a kételektron operatorok métrixeleme eltiinik.

Feladatok:

1. Hatarozzuk meg egy molekula Hamilton operatoranak varhatoértékét egy
Slater determinéns esetében!

megoldas:
A molekula Hamilton operétora atomi egységekben a kovetkezd alaku:

H= Z——A ZZ’R -~ Zm—r]] (6.30)

i=1 a=1
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A Hamilton operator elsé két tagja egyrészecske operator az utolso6 tagja
pedig kétrészecske operédtor. Az els§ két tagra a 6.21 szamu egyenletet

alkalmazva a
90i> (6.31)

kifejezést kapjuk. A Coulomb kolcsonhatas varhatéd értékének meghata-
rozasara a 6.25 szamu képletet alkalmazzuk:

> (e (1@ )-3 (D@

i#] i#]

N

> <<pz-| - %A|90i> - f; <S0i

=1

M

Zq

a=

30]'(1)%(2)> :
(6.32)

i — 1] i — 1]

A teljes integral tehat a két tag Osszege lesz:

N 1 N M Za
(P[H|D) = ;<%|—§AI%>—;<% 2R, 1] cpz->
+ Z<‘Pi(1)%’(2) t—1,] %‘(1)%‘(2)>
] i J
- Z<%(1)%(2) | @j(l)Wi(2)> . (6.33)
] i J

. Hatéarozzuk meg az ortonormalt {¢;} egyrészecskefiiggvényekbdl allo Sla-
ter determinénshoz tartozoé redukélt egyrészecske stirtiségmatrixot!

megoldas:
A U(ry,re,...ry) hullamfiigvényhez tartozo redukalt egyrészecskés stiri-
ségmatrix definicioja a kovetkezd:

P (r,r') = /\If*(r, ro,...tN)U(r 1o, ... vN) o, dPrs, .. ATy
(6.34)
Az integrél elvégzéséhez hasznaljuk fel a Slater determinéns 6.18 szamu
kifejtését:
N

PV x) = = 3 (D)™l () () (AL A1) (6.35)

3,j=1

A fenti képletben a determinansok skalarszorzata csak akkor nem tiinik el,
ha mindkét determinéns ugyanazokat az egyrészecske hullamfiiggvénye-
ket tartalmazza: (A(1]¢)|A(1]j)) = d;;. Ezt felhasznalva a stirtiségmatrix
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a kovetkezd alaki lesz:

P (r, ') Z% (6.36)
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7. fejezet

A variacios elv

Most mar tudjuk, hogy hogyan kell olyan hullamfiiggvényeket késziteni egy-
részecske fliggvények szorzatainak a segitségével, amelyek teljesitik a Pauli-
elvet is. Szimmetrikus és antiszimmetrikus fiiggvények készitése céljabol be-
vezettilk a szimmetrizald és antiszimmetrizalé operatorokat. Mar csak az a
kérdés, hogy egy adott fizikai rendszer, atom, molekula vagy szilardtest tulaj-
donsigainak a meghatarozéasa céljabol, hogyan tudjuk meghatarozni a vizsgalt
probléma szempontjabol legjobb kozelité hullamfiggvényt. Erre ad valaszt a
variacios elv, ugyanis segitségével ki tudjuk valasztani egy fiiggvénycsalad azon
elemét, amelyik legjobban megkdzeliti a kivant hullamfiiggvényt.

7.1. A sziikebb értelemben vett variaciés elv

Alulrol korlatos teljes energiaval rendelkezd kvantummechanikai rendszerek
tetszbleges W hullamfiiggvényére igaz a kovetkezd Osszefiiggés.

V|H|D)

o > E, (7.1)

(Wlw) ~

ahol H a Hamilton-operator és Ey a legkisebb sajatértéke, ha az létezik. Bizo-
nyitas:

Legyen U; a H hamilton-operator E; sajatértékéhez tartozo tartozo sajat-
fiiggvénye, vagyis HU; = E;U,, i =0,1,2,.... Mint tudjuk, a sajatfiiggvények
ortogonalisak. Tegytik fel, hogy normaltak is, azaz (¥;|¥;) = ¢;;. Alkalmazzuk
a U =73 ¢V, sorfejtést (7.1) szamlalojara és nevezsjére.
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o oo ~ (7.2)
= ey =y el
i=0 j=0 =0
és
WD) =(3 W ]S ;) =
i=0 =0
:<Z ;Wi Z ¢ HV;) = Z Z i (V| By V) = N A D)
=0 7=0 =0 7=0 =0 7=0
= ciciEio0i; = Z i B > Z |ci|*Ey = Eg Z il
=0 j=0 =0 =0 =0
(7.3)
Tehat

o (VA S P,
WV~ SelaP -
>icolei By o Daiso il _
> = bheSs 5 = Eo
> ico lcil D ico lcil
Hasonloan bizonyithatd be gerjesztett allapotokra az az Osszefiiggés, hogy
ha a W probafiiggvényre teljesiil a (U|W;) = 0 Osszefliggés az i = 0,1, ..., (k—1)
értékekre, akkor

_(v|H|D)
P= gy 20 7o)

7.1.1. Az Eckart-egyenl&tlenség

Belattuk, hogy a variaciés elv segitségével tetszdleges pontossidggal meg
tudjuk kozeliteni az alapallapoti energiat, vagy bizonyos ortogonalitasi felté-
telek teljesiilése esetén a gerjesztett allapotok energiait is. A fenti bizonyitas-
bol még nem kovetkezik, hogy ha egy probafiiggvény jo kozelits értéket ad a
sajatértékre, akkor jol megkozeliti a megfelels sajatfiiggvényt is. Az Eckart-
egyenlStlenséghdl kovetkezik, hogy ha egy fiiggvény jo kozelitést szolgéltat a
sajatértékre, akkor az jol megkozeliti a hullamfliggvényt is.

Az Eckart-egyenltlenség
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Legyen ismét ¥ a kozelitd hullamfiiggvény, és teljesiiljon réa a

(WHY) (7.6)

Py 7

feltétel. Legyen tovabba W normalt is ((W|W) = 1). Ekkor teljesiil a
E,—-F

T E1— Ey

egyenlStlenség. Most ismét sorbafejtettiik a U probafiiggvényt a H Hamilton-

operator sajatfiiggvényei szerint az U = >° ¢;¥; alakban, ahol az E; sajéat-
értékekre igaz az Fy < E; < E;, ha 1 <.

lcof® > (7.7)

Bizonyitéas:

A ¥ normaltsagabol kovetkezik, hogy
(U) =32 lalP=16s 32, ei]* =1 — |eo]*. Ezt felhasznalva irhatjuk,

—(U|H|T) = Z|cl| E; =

> 7.8
:|CO|2EO+Z|Ci|2Ei > |CO|2EO+EIZ|CZ'|2 = (78)
=1 =1
=|co]* Eo + Er(1 — |eol)
Ebbdl pedig kévetkezik a
(U|H|V)

p=10 S g (7.9)

(W]w)

keresett Osszefliggés. Tehat ha az energia (F ) tart az alapallapotu energidhoz
(Ep), akkor a |co| egyltthato is tart 1-hez. Vagyis hatéresetben U csak az
alapallapozi ¥, hullamfiiggvényt fogja tartalmazni.

7.2. A tagabb értelemben vett variacios elv

A Schrodinger-egyenlet megfogalmazhat6 variacios elv formajaban is. Mi-
el6tt ezt bemutatnank, szélunk néhény szot a varidlasi és differencidlasi sza-
béalyok hasonlésagarol Ez a hasonlosag nagyon megkonnyiti szamos variaciod
szamitasi szabaly és Osszefliggés levezetését. A energia

QALY

b= Ty

(7.10)
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kifejezését energia funkcionalnak nevezziik. A funkcionalon olyan leképezést
értiink, amely fliggvényhez valos szamot rendel. Esetiinkben a fiiggvény a W
hullamfiiggvény és a valos szdm az E energia.

Filiggvények differencialja. Az y = f(x) valos-valos fiiggvény differen-
cidljan értjiik a dy mennyiséget, ha igaz ré az

y(z + Ax) — y(x) = dy + O(Ax?) (7.11)

Osszefiiggés. Tehat a differencia a fiiggvény elsérendd megvaltozasat jelenti Ax-
ben. Igy igaz a kévetkezd Osszefliggés is:

dy = %[f(:c + aAx)]a=o (7.12)

Itt « valos szam.

Funkcionalok variaciéja. Az J = J(V) funkcional variaciojan értjik a
0J mennyiséget, ha igaz ra az

J(U +60) — J(W) = §J + O(6¥?) (7.13)

Osszefiiggés. Itt 0V = nd, a U fliggvény megvaltozasa. A pozitiv valés n nulla-
hoz tart és ® valamely véges fiiggvény. A §J a funkcional elsérendd megvalto-
zését jelenti 0W-ben. Most is igaz egy (7.12) -hez hasonlo kifejezés:

0

J(U + adT)] g (7.14)

Az (7.12) és (7.14) egyenletekbdl kovetkezik, hogy az Osszetett fliggvényre (
szorzat, tort, stb. ... ) ismert differencialasi szabélyok érvényesek a variaciokra
is.

Megjegyzés. Legyen z; = a + b és 2o = u + v két komplex szam.
Levezetésekben gyakran jutunk a dz7ze 4+ 02125 = 0 kifejezéshez, amelyet a
02729 = 0 egyenlettel szoktak helyettesiteni. Ezt azért tehetjiilk meg, mert
mind a ketts egyenletbdl az kovetkezik, hogy 2o = 0. Ugyanis,

02520+ C.C. =0
02129 + 02125 =0
(0a — idb)(u + i) + (da + i6b)(u — iv) =0 (7.15)
dau + idav — 1dbu + dbv + dau + idbu — idav + dbv = 0
20au + 26bv = 0
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Az utolso6 egyenletbdl kiovetkezik, hogy u = 0 és v = 0, vagyis 2o = 0. Hiszen
da és b tetszoleges értéket felvehet egymastol fiiggetleniil. Ha pedig elhagyjuk
a C.C. tagot, akkor

02729 =10
(0a —idb)(u +iv) =0
dau + idav — idbu + 6bv = 0 (7.16)

da(u + 1) — obi(u + iv) =0
dazy — Obize =0

Megint azt kapjuk, hogy 2o = 0, ugyanis da és db tetsz6leges értéket felvehet
egymastol fiiggetleniil.

A Schrodinger-egyenlet A Schrodinger-egyenlet mint variacioés prob-
léma is megfogalmazhato: Keresendd az a hullamfiiggvény, amelyre az energia
( energia varhato értéke, energia funkcionél ) stacionarius. Azaz

R T (7.17)

Bizonyitas:

0=30F :5{%} -

G+ A i} -

AU I

LY + OV WA G019+ 91)

O () iiteyeul (L0 (U0) — (U )) (9]5%)
T e (V)

U 6D

(7.18)
A fenti megjegyzés alapjan az egyenletiink utols6 alakjabol elhagyhatjuk a
komplex konjugalt (C.C.) tagot. Egyszerii atalakitasokkal a kovetkezo leveze-
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tésekben kapjuk a Schrodinger-egyenletet:

(OU|H| W) (U|V) — (U|H|V) (60| )

e +C.C.=0
(OW|H W) (U|W) — (U|H|W)(V|P) 0
(W[w)?
(S| H|W)(W|W) — (V| H|W)(0|¥) _ 0
(U[w)
(OW[H W) (W|W)  (V|H|W) (W) _ 0
(W[w) (T (7.19)
; (V[H|¥)
(00| H|T) W@\mxm =0
(§U|H|T) — E(0U|T) =0
(6U|H — E|T) =0
(H—E)|¥) =0
(H—E)|¥) =0
H|V) = E|V)

7.3. A lineéaris variacios ( Ritz ) modszer

A Ritz-féle varidciés modszernél azt kérdezziik, hogy adott m darab ¢
bazisfiiggvény mely linearis kombinacidja kozeliti meg legjobban az alapélla-
poti hullamfiiggvényt. Tehat a HYU = BV Schrodinger-egyenlet megoldasét
U = )" ;¢ alakban keressiik és a ¢; egyiitthatokat ugy hatarozzuk meg,
hogy: X

(VIH|Y)
E ) (7.20)
minimalis legyen. Ekkor a hullamfiiggvény variaciojat 00 = Y™, d¢;¢; alakban
vehetjiik fel. Ezt behelyettesitve a fenti (7.19) levezetés

(6U|H — E|T) =0 (7.21)
soraba, adodik:
(O beigi)|H — E|W) =0 (7.22)
=1
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Mivel a variaciok egymastol fiiggetlenek, feltehetjiik, hogy dc; = 0, ha i # k de
dck, # 0. Ekkor adodik, X
(ol — EJw) =0 (7.23)

Mivel ezt megtehetjiik mindegyik index valtozora, a kovetkezs egyenletrend-
szert kapjuk: R
(p;|H— E|V) =0 (i=1,2,...,m) (7.24)

Behelyettesitve ide a ¥ = Y~ | ¢;¢; kifejezést, adodnak a kovetkezs Osszefiig-
gések:
(¢s| H — E| ch¢j> =0

D (&ilH — Elg;)e; =0
7=1

m (7.25)
D> (@il o) — E@ilé)e; = 0
Zm:(HU — ESZ‘]‘)C]‘ =0

Ahol Hy; = (¢5|H|¢;) és Si; = (¢4]¢;) a H, valamint S m-szer m-es métrixok
matrixelemei. Ha tovabbé c a ¢; egyilitthatokbol képezett oszlopvektor, akkor
a megoldand6 sajatérték feladat a

Hc = ESc (7.26)

alakban is felirhato.
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8. fejezet

Néhany példa a variacios elv
alkalmazasara

A molekulak és atomok stacionarius allapotait leir6 Hamilton operator alul-
rol korlatos, igy létezik variacios elv az alapallapot hullamfiiggvényére és ener-
gidjara. A variacios elv alapjan becsiiljiik meg elGszor a hidrogén atom alapal-
lapoti energidjat. A Hamilton operéatort a kovetkezs alakban adhatjuk meg:

1 1
H=—A——. 8.1
2 r (8.1)
Célszeri attérniink polarkoordinatakra:
110 ,0 1
H=——— EE—— (8.2)

—r
2r20r Or r
A variacios elv értelmében a rendszer

(¢l H|p)

b= (¢lw)

(8.3)

energidjat minimalizalja az optimalis alapallapoti hullamfiiggvény. Tekintsiik
a kovetkezd ¢ = e~ probafiiggvényt, amelynek paramétere az a kitevs. Az
optimélis valasztasnal az energia paraméter szerinti derivaltja elttinik:

OE 0 (plH|p) _
o~ 0a (glg) (84)

A derivalt kiszamitasahoz szamitsuk ki a 8.4 szamu egyenletben felléps integ-
ralokat. Kezdjiik a probafiiggvény normajaval:

2 1
= —2a 2d = — = — .
{plp) /0 e ““rodr 2oy~ Io? (8.5)
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A 8.4. egyenlet szamlalojanak kiszamitédsahoz el6szor hatarozzuk meg a Hamil-
ton operator hatasat a probafiiggvényre:

11 8 2a —ar 1 —ar 11 8 2 —ar 1 —ar 11 2 2 —ar 1 —ar
Hlp) = 5035 B¢ o€ =gmap e e =5 (2ra —r?a?) e " ——¢
(8.6)
A Hamilton operator varhatoértékére a kovetkezs integralt kapjuk:
“11 2 2 —2ar, .2 1 —2ar,.2 1 1
<90|H|90>:/0 éﬁ(%a—ra)e redr — ; ;e rdr:%—rﬂ
(8.7)

A 8.2 szamu egyenlet energidjéra a kovetkezd eredményt kapjuk az o optima-
lizacids paraméter fiiggvényében:

(1 1 3 1,
E(a) = (8a 4a2> da” = 50 —a (8.8)

Az optimaélis esetben az energia derivaltja eltiinik:

oF

—=a—-1=0, a=1 8.9

5n (8.9)
Ha az optimélis o paramétert behelyettesitjiik 8.8 szamu képletbe, akkor a hid-
rogén atom alapallapoti energidjara a pontos £ = —1/2 értéket kapjuk atomi

egységben, vagyis Hartree-ban. Az egyezés annak koszonhets, hogy a proba-
fliggvényt éppen a pontos alapallapoti hullamfiiggvény alakjaval megegyezd
alakban kerestiik.

8.1. abra. A hidrogénatom alapallapoti hullamfiiggvénye

Miel6tt megvizsgalnank azt, hogy mi torténik akkor, ha nem a legoptimali-
sabb alakban keressiik az alapallapoti hullamfiiggvényt, tekintsiik 4t a pontos
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hullamfiiggvény néhany tulajdonsagat. A potenciélis energianak szingularitasa
van az r = (0 pontban, amelyet a kinetikus energianak kell kompenzalnia. Ko-
ordinata reprezentaciéban a kinetikus energia operatora a Laplace operator,
amely a hullamfiiggvény gorbiiletét méri. Tehat a hullamfiiggvénynek olyan ala-
kiinak kell lennie, amely gorbiilete szinguléris - ti hegyes - a potencialis energia
szingularitdsdnak a helyén.

A p = e " fiiggvény éppen teljesiti ezt a feltételt. Nyilvanvaléan minden
fiiggvény gorbiilete szingularis az origdbban, amely r-szerinti derivaltja nem tii-
nik el ugyanitt. Altalanossagban megmutathato, hogy ha a potenciélis energia
Z/|r — ro| szerint szingularis az ro-pontban, akkor a hullamfiiggvény r-szerinti
derivaltja Z kell, hogy legyen ugyanebben a pontban. Ezt a feltételt hivjuk
Kato féle cusp feltételnek.

Vélasszuk most a probafliggvényiinket ¢ = e~ alakban. A Gauss fiigg-
vény nem teljesiti a cusp feltételt, ezért elvarasaink szerint az exponens va-
ridlasaval az alapallapoti energidnal nagyobb energiat kell kapnunk. El&szor
szamitsuk ki a fiiggvény normanégyzetét:

o0
_ 2 m
/ e 2 2dyr = \/_
0

A szamitasaink soran a kovetkezs Osszefiiggést fogjuk hasznalni:

o0 nn
0 m/20 2

A kovetkezs 1épésben hatarozzuk meg a Laplace operator hatasat a probafiigg-
vényre:

—ar —Qr 1 —O{T‘2
——r°—e = ——_—2ar’e =3 (6ar® — 4a”r) e . (8.10)

Ennek alapjan a kinetikus energia varhato értékét a kovetkezd integrallal ha-
tarozhatjuk meg:

1 (o)
—/ (6ar2 — 4a2T4) em20m gy = (a VT — 2a2ﬂ> = ga VT
0

’ 4(20)% " 8(20)3 4(20)3
(8.11)
Hatarozzuk meg a potencidlis energiat is:
1 1 * 1
/ ety 2y = 200 (8.12)
o T 4o 0 4o




Az el6z6 integralokat Osszefoglalva az anergidra a kovetkezd kifejezést kapjuk:

o §a ﬁg_ _ % 3 23
2 3 a 2
g elfle) _ o)t _ P (8.13)
(0le) VT 2. VT
4(2a)2

Az energia derivaltjanak el kell tiinnie az optimumnaél:

oF 3 2 8 8
— = — — 3/ — =0 = — F=——=-0425 8.14
a2 V 7na YT o 67 ’ ( )

tehat a Gauss tipustu probafiiggvénnyel lényegesen nagyobb energiat kaptunk
mint az egzakt alapallapot energidja.

Hasonlbéan kaphatunk variaciés becslést a helium atom alapallapotara is.
Probafiiggvénynek véilasszunk exponenciélisan lecsengé Slater tipusu fliggvényt.
A szingulett alapéllapoti fiiggetlen részecske hullamfiiggvényt, jelen esetben a
probafiiggvényiinket, a kovetkezs alakban keressiik:

D(ry,m9) = o(r1)p(r2) = da’e e (8.15)
Irjuk fel hélium atom Hamilton operatorat atomi egységekben:

2 2

P1 Pa 2 2 1
H==Ly4=2_=2_=4_ - 8.16

2m+2m 1 7”2+|7“1—’l“2| ( )

Az energia varhato értéke a 8.15 szamu fligvénnyel egyszertien szamolhato:
E2|p%| 2{¢21e ) + (plr)plra) ——lp(r)e(r) ) (8.17)
= — — - r1)p(ra) | ————|p(r1)e(r )
Pl 1P idinlg @1902|r1_r2|90 1)p(1r2

Szerencsére az integralok jo részét mar a hidrogén atom esetében meghataroz-

tuk: ) )
p
2(lZ1p) = o, 2(plp) = ta, (8.18)
m r

az egyediili komplikaciot az 8.17. szamu egyenlet utolso tagjanak, az tigyneve-
zett Coulomb integralnak a kiszamitasa okozza. Az integral elvégzéséhez hasz-
naljuk az 1/|r; — 3| multipol sorfejtését:
L i re 4 i Y (9, o) Y (9, ) (8.19)
Tl>+1 2l + 1 l ) 90 l 790 ) .

=1~
=0 m=—

ahol (r,9,¢) a r vektor gombi koordinatai, r— és r- rendre a kisebb és a
nagyobb az r és 1’ kozill. Miutan a ¢(r) gémbszimmetrikus, csak az [ = 0
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tagoknak lesz jaruléka az 8.19. kifejtésbdl.

=7

(et lotr)etr) ) =

oo o , 1
= (4043)2/ r2dr/ P2 dyl e 2ore=20r (8.20)
0 0

=
oo T
_ _ ’
= 2(4&3)2/ r?dre 2‘”/ dr'r'e= 2"
0 0
Az integralas soran elGszor az r < r’ félsikra integralunk, majd a masik félsikra.

A szimmetria miatt a két integral megegyezik, innen szarmazik a kettes faktor
az 8.20. integral elején.

1

o0 T , o0 1
2432/ 24 2ar/d//2ar:2432/ 2 Jpe— 20T _
(4a”) i redre i r'r'e (4a”) i redre e e

2(4 3)2/00 r ~2ar g 2(4 3)2/00 r i r’ i e —~dar g
= o —e r— o — 4+ — 4+ — e r
o 4a? o \4a? 202 20«

1 1 2 6 ) 5

g 23 — — — = =
s2a (4a%2aﬂ 103402 20%(4a)®  2a(da)t ) ~ 8°

Most mar minden integral rendelkezésre all a 8.17 energia kifejezéshez és annak
a szerinti derivaltjahoz:

) dE 27
E(a)=a®—da+ - — =2a——. 8.22
(@) =« a+ % o= (8.22)
LT , 27 )’ . : _ 27\2 __
Az optimalis a paraméter a = 16 €sa hozza tartozo energia F = — (E) =

—2.847. A pontos alapallapoti energia —2.903 Hartree, amely néhany sza-
zad Hartree-val alacsonyabb mint a fliggetlen részecske modellen alapulé va-
ridcios becslésiink, de ne felejtsiik el, hogy a 0.056 Hartree elektronvoltban
AFE = 1.52¢V | amely hozzavetsleg 15000 K hémérsékletnek felel meg! De miért
nem megfelel§ a hullamfiiggvényiink alakja? Ha megvizsgéljuk a 8.16 Hamilton-
operatort, akkor észrevehetjiik, hogy nem csak a magok potencialis energiaja
szinguléaris, hanem az elektronok kozotti taszitas is. Ezt a szingularitast is a
kinetikus energianak kell kompenzalnia, ezért a relativ koordinatakban felirt
hullamfiiggvénynek is teljesiteni kell egy cusp feltételt. A mi probafiiggvényiink
nyilvanval6an nem felel meg ennek a kovetelménynek, ha viszont kiegészitjiik
egy relativ koordinataktol fiiggs szorzofaktorral, lényegesen kozelebb kertilhe-
tiink a pontos megoldéashoz. A ¢(r1,7r9) = e e *2(1 + ¢(|r; — ra|) hullam-
fiiggvénnyel az alapéllapoti energia Fjy = —2.891eV -nak adodik, amely kevéssel
tobb mint 1%-kal haladja meg az egzakt értéket.
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9. fejezet

A fuggetlen részecske kozelités

A kovetkez6 fejezetben azt fogjuk megvizsgalni, hogy ha elektron-rendszert
tanulmanyozunk, akkor melyik a legjobb filiggetlen részecske kozelités. Vagyis
hogyan tudjuk a sokelektronos hullamfiiggvényt egyrészecske fiiggvények szor-
zataként felirni. Az el6z6 fejezetben belattuk, hogy elektronrendszer hullam-
fiiggvényének teljesitenie kell a Pauli-elvet is, vagyis a hullamfiiggvénynek an-
tiszimmetrikusnak kell lennie. Ha egy szorzatfiiggvényt antiszimmetrizalunk, a
keletkezett fliggvényt Slater-determinans alakban frhatjuk fel. A Hartree-Fock
modszer megmondja, hogy melyik a legjobb Slater-determinéns egy elektron-
rendszer alapallapotanak a lefrasara.Méar tudjuk, hogy a legjobb hullamfiiggvé-
nyeket variacios elvbdl kaphatjuk meg. Be fogjuk latni, hogy ezekrél az egyré-
szecske fliggvényekrdl feltehetjiik, hogy ortonorméltak. Ez a feltevés 1ényegesen
egyszertsiti a kapott formulékat.

9.1. A megszoritas nélkiili Hartree-Fock méd-
szer

Feltessziik, hogy az n elektront és N atommagot tartalmazo rendszert Born-
Oppenheimer kozelitésben a

n N n N
. 1 Z) 1 11 7.7
A=Y"3-A-Y20 o Y 1o =
1 { 2 —7 ria} i 2 = Liitj Tz'j * 2 b—I;ab Tab
= a= i,j=1;i a,b=1I;a (91)
no . 1 n 1 .
:E H(2)+§ E 7‘_+H(0)
i=1 ig=ln#j Y

Hamilton-operator irja le.
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Keressiik a H® = E® Schrodinger-egyenlet kozelité megoldasét a
D =A,01(1)Ty(2)... T, (n) =

Ui(1) Wo(l) .o ... Wu(1)
U1(2) Wy(2) U,(2) (9.2)
Ui(n) Us(n) oo o Wn(n)

Slater-determinans alakban, ahol a Wy (1), Uy(2),...W;()... figgvények az elekt-
ronok egyrészecske spinfiiggvényei. A Hartree-Fock modszerben azokat az egy-
részecske spinfiiggvényeket keressiik, amelyekre az

(P|H|P)

E O[@) (9.3)
energia kozépérték minimalis. A ®;(i) egyrészecske spinfiiggvényekrsl feltehet-
jik, hogy ortogonélisak.

Ugyanis tegyiik fel, hogy a (9.3) energia miniméalis az egymésra nem ortogo-
nalis Uy (1), Uy(2),...0,(7)... egyrészecske fiiggvényekbdl felépitett (9.2) Slater-
determinéns esetén. Az L = {L;;} lineéris transzformacio segitségével készitsiik
el a W, =37 WL, ortogonalis egyrészecske fiiggvényeket. Ekkor

O =A, ¥ (1)¥5(2)... W, (n) =
Uy(1) Wy(1) U, (1) [Li1 Lz ... ... Ly,
Uy(2) Uy(2) U,.(2)| [Lay Loy ... ... Loy,

_ = oC
Ui(n) () o Uul0)| Lt Luz oo oo L

Tehat ha ismerjiilk a nemortogonalis egyrészecske fliggvényekbdl felépitett
Slater-determinést, az ortogonalizacioval kapott ® determinéans csak egy komp-
lex szammal val6 szorzoval kiilonbozik téle, és igy nem ir le 4j fizikai allapotot.
Ezért a Hartree—Fock-modszerben az

n n (9.5)
=S WA + 5 3 W1 - Pl ) + A0

i=1 i,5=0
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energia kifejezés minimumat keressiik a
(Wi W) = 05 (9.6)

ortogonalitasi feltételek mellett. Itt alkalmaztuk a

@OEOEW) = [ EOE0BOD (©.7)

@) = [ [vone voveas @9

jeloléseket. Ezt a variacios feladatot a mechanikabo6l mér ismert Lagrange-féle
multiplikdtor modszerrel oldjuk meg. Tehat az Eyp helyett az

enr = Bur — ) ey (V| ¥;) - 6;) (9.9)
i

mennyiséget varialjuk a (9.6) feltételek mellett és az ¢;; paraméterek a Langrange-
féle multiplikatorok. Elkezdve a variaciot, irhatjuk:

Seup = 0Ep — Y e0(W|¥;) =0 (9.10)
i,J
Ebbsl
D e (Wil Wy) = ey (00 W;) + (]6%;)) (9.11)
i,J .

A §FEgr tagjai pedig igy alakulnak:

S S = ST OWIA]E) + YWl D)]ow) (9.12)

és
1 1 .
0 izjé@i‘l’ﬂr—m(l—fjlzﬂ‘l’i‘l’ﬁ =
1 1 . 1 1 .
=> {5(5\112-\11j|—(1 — Pio)|030;) + S (0| —(1 = Pr2) |0 ;) +
— 712 2 T12
i.j (9.13)

1 1 A 1 1 N
Fo (W0 W | —(1 — Ppo) [0 05) + - (W05 — (1 — Pr2)|W:005) p =
2 T12 2 12

1 A 1 .
= E {(5‘I’i‘l’j|—(1 — Ppo) |90 5) + (W 0| —(1 — P12)\5‘I’i‘l’j>}
T12 T12

i?j

95



Most lassuk be, hogy 7, = €;;, vagyls az ¢ matrix 6nadjungalt. Ehhez
azt fogjuk kihasznalni, hogy ey p valos, mert Eyp valos, és a varialas is valos
értékekre torténik. Igy eyp = elyp és Eyp = Ejyp. Tehat igazak a kovetkezd,
egymasbol kévetkezd azonossagok:

EHF =€
Enp — Y eii((Wi|¥y) = 6) =Epp — > hi((Wi]¥,)" = 65)
= il Wy) — 655) = = > en(U5]¥5) — 6yy)
i,j .3
=2 (W) = b)) = = 3 el (Wil y) — 65:)
i,j 1,3
=Wl = 8y) = = Y e (W] 8y) — 6y) (9.14)
i,j 1,3
=) (Wil W) = = Y e (W] ¥y))
i,j 1,3
D (el — i) (Wil ;) =
2%
(e5; — €5) (Wi W) =0

oo
€’L] —531

Ezek utan (9.11), (9.12) és (9.13) alapjan a deyp = 0 kifejezés igy alakul:

S W H)T) + > 5@@\—(1—1312 |0, 0,) Zgﬂ (60| W,)+

% i
D (W HD)6W) + ) (TP, |—(1 — Po)|6%,0,) Zsﬂ (W,]6W;)
A i
S EUH D)) + ) (50, y—(1 — Pra)| W, ;) Zgji<5q/i|qu> +C.C. =0
i ij ij

(9.15)

A korébbi megjegyzésiink alapjan a mennyiség komplex konjugéltja (C.C.)
clhagyhato. Igy a depr = 0 egyenlet a kivetkezd alakot veszi fel:

S W H )T+ | oWyl — (1 Po) |0, 0;) Zgﬂ (00, W,) =0 (9.16)

7 17

Ebben a kifejezésben formalisan kiemelve a (6W;| fiiggvényt, kapjuk a kévetkezs
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kifejezést:

o {i0+ S1_wi - Aol Eaier} -

(9.17)
Mivel 0W; tetszGleges lehet, a kdvetkezs egyenletre jutunk:

{0+ T wia- Pl _wpfiv) = Eelw) 09

Vezessik be a

h(1) = H(1 +Z g |— S DINEAD (9.19)
operatort, melyben a
1 1
(il ) = [Bevee (9.20)
Cow \p.>|xp->—/qf*(z) Lv.yw,@d2  921)
~~ N g ’ .
és
1 ) 1
Al Wl ) = [0 el (92

értelmi jelolést alkalmaztuk. Ennek segitségével a Hartree—Fock-egyenlet a ko-
vetkez6 alakban is felirhato:

h=h(1 Zgﬂ i=1,2,... n (9.23)

Legyen U = (U, Wy, ..., ¥,) egy sorvektor és ¢ = (g;;) egy matrix. Igy a
Hartree-Fock-egyenlet irhato a h¥ = We alakban.

Mivel £ 6nadjungélt, az u™eu = ¢ transzformacioval diagonalis alakra hoz-
hato, ahol u unitér transzformécié Bebizonyithat() az iS hogy a h operétor

T sz

a hatésara. Igy ha ¥ = \Il’ u+, akkor érvényesek a kovetkezd atalakitasok:

hU'ut = U'ute
h' = W'uteu (9.24)
U = W'e!
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Ez utobbi egyenletet hivjak kanonikus Hartree-Fock-egyenletnek. Mivel az &’
méatrix diagonalis, a kanonikus Hartree—Fock-egyenlet a kovetkezd alakban is
felirhato:

R(1)W;(1) = &;W,(1) i=1,2,... n (9.25)
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10. fejezet

A megszoritas nélkiili
Hartree—Fock-egyenletek

megoldasainak tulajdonsagai

Miutan mar ismerjiik azokat az egyenleteket, amelyeket ki kell elégiteni a
legjobb (Hartree—Fock ) egyrészecske fiiggvényeknek. Most azt fogjuk megvizs-
galni, hogy ezen fliggvények milyen szemléletes fizikai és matematikai tulajdon-
sdgokkal rendelkeznek. Ezt a tulajdonsagokat szoktak felhasznélni a szamitési

eredmények értelmezésében és magyarazataban.

10.1. Jelolések és definiciok

Tekintsiik a R

kanonikus Hartree-Fock-egyenletet, ahol

+Z v; |E — P)l ' L V5)
és N
1 Z
A = —=A, -5 22
(1) =—54 ;m

29
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A Hartree—Fock-energiat pedig kétféleképpen is felirhatjuk:

n

A 1 < 1 .
Bur = 3 (WIHWIW) +5 > (0| (1 = Pra)|0i;) =

= we (10.4)
) 1 1 )
= (Uy|h(1)[T;) — 5 Z(‘I’z‘q’ﬂa(l — Pro)|¥;¥5)
i—1 i.j=0

A fenti (10.2)- (10.4) egyenletekbdl azt latjuk, hogy a iL(l) Hartree—Fock-
operator és az Eyp Hartree-Fock-energia felirasahoz csak n sajatfiiggvényre
van sziikségiink. A h(1) operatornak azonban t6bb mint n sajatértéke is lehet.
A fenti operéator és energia kiszamitasdhoz felhasznalt Wy, Wy, ..., U, sajatfiige-
vényeket betoltott palyaknak nevezziik, és a tobbi W,q,...,U,, ... sajatfiigg-
vény neve pedig virtualis palya. Megallapodés szerint a betoltott palyakat i, j
betiikkel, a virtualis palyakat pedig p, q betiikkel jel6ljiik. Ha tetszéleges palya-
rol beszéliink, vagyis nem akarjuk hangstlyozni, hogy betdltétt vagy virtuélis
palyarol van szo, akkor a jele k, [.

10.2. A kanonikus Hartree—Fock-egyenlet sajat-
értékeinek néhany egyszertibb tulajdonsaga

a. Az Osszes €y sajatérték valos, ugyanis h onadjungalt.
b. A kiillonbo6z6 € # ¢; sajatértékhez tartozo Wy, U, sajatfiiggvények ortogo-
nalisak.
c. Ha a ¢, sajatérték v-szeresen degeneralt, vagyis v szamu linearisan fiiggetlen
Uy, sajatfiiggvény tartozik hozza, akkor a Wy, -k tetszéleges linearis kombina-
cidja is az €, sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény, és igy a Uy, fiiggvények is
ortogonalisséa tehetdk.

10.3. A Hartree—Fock-kozelités mint els6rendii
perturbaci6é szamitas

Tekintsiik a i Hartree—Fock-operator 6sszes U, sajatfiiggvényét. Ezek szama
akar végtelen is lehet. Minden lehetséges moédon valasszunk ki ezek koziil n sa-
jatfiiggveny, és készitsiik el a @i = A, Wy (1)Who(2)... ¥ (n) Slater-determinénsokat.
Az igy kapott @ hullamfiiggvények sajatfiiggvényei lesznek a

H° = i h(i) (10.5)
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operatornak, ahol

S [P
h(%)—H(%H;g// vl —Pz-z)!\f,\lfﬂ (10.6)
Ugyanis, R
H®y = B0 (10.7)

ahol E}?) = > " €k a sajatérték. Most nézzikk meg, hogy ez a H° operétor
mennyire kiilonbozik az eredeti H Hamilton-operatortol.

n

! :Zﬁm’w% > %:

ig=liitj "
=D H(i +ZZ 1—P>|v\1fj>—
=1 ] 7
by Y 11 P Y 1 Y =
DW= Pl W)y DD = (108)
i=1 j i i i,j=1;i#]
"L U 1 1 — 1
=Y b)) =YYWl = Pa)l ) + 3 — =
i=1 i=1 i i ij=lit5 Y

Itt

A 1

W= Z T—ZZ 1—P)| v;) (10.9)

1,j= 117éj J j i
a perturbéacio. A O = dpyp HartreefFock—hullamfﬁggvény sajatfiiggvénye a
H° Hamilton—operatornak, és a hozza tartozd sajatérték E}? = > &k Az
energia els6rendid perturbaciojara kapjuk:
EW = (W | W[ ) =

n

1 .
:_Z (W0 |—(1—P12)|‘I”I’ )= > (W0 —(1 = Pp)|W;0;) =
ij=1 zj—l 2 (10.10)

:_—Z \IJ\I/|—(1—P12)“I"I’>

1,j=1

Ebbdl latjuk, hogy a Hartree-Fock-kozelitésben egy lépésben megkaptuk az
energia perturbaci6 szamitas szerinti elsérendi kozelitését. Ugyanis

Eyp = E® + EW (10.11)
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10.4. A Brillouin-tétel

Legyen ® g a Hartree-Fock alapallapotd hullamfiiggvény Slater-determinansa.
Készitsiik el azt a & Slater-determinanst, amely csak 1, vagy 2-nél t6bb vir-
tualis palyat tartalmaz. Ekkor a Brillouin-tétel szerint:

(Dyp|H|DL) =0 (10.12)

A Brillouin tétel kévetkezménye, hogy barmely » A(i) egyrészecske operétor
els6rendi korrekcidja eltiinik:

AW = (@pp| > AG) W) + (U] A0 @pp) =0 (10.13)

Ugyanis U olyan Slater-determinansok linearis kombinécioja, amelyek két
virtualis palyat tartalmaznak.

10.5. A Koopmans-tétel
Az g; sajatértékeknek fizikai értelmet adhatunk. Legyen

HY =N"H(i) +

i=1 ij=Lii#

— (10.14)

az (n — 1) elektront tartalmazé rendszer Hamilton-operatora. Készitsiik el a
kovetkezs, (n — 1) elektront tartalmazo Slater-determinanst:

Dpp_i = An 101 (1)To(2)... 0,y (i — 1)W1 (i).. W, (0 — 1) (10.15)

Itt a ¥, egyrészecske fliggvények az n elektront tartalmazoé rendszer Hartree-
Fock egyrészecske fiiggvényei. Ekkor

E'™ = (@yp_i| HD|®yp_;) = Eyr — & (10.16)

Tehéat, ha az (n— 1) elektronrendszer alapallapott hullamfiiggvényét egy olyan
Slater-determinénssal kozelitjiik, amely az n elektromos rendszer alapallapotu
Hartree—Fock megoldas alapallapotu egyrészecske hullamfiiggvényeibdl épiil fel,
ugy, hogy kihagyjuk az i-ik egyrészecske hullamfiiggvényt, akkor ezen (n —
1) elektront tartalmazé rendszer energiajat az Epp energia és a megfelel§ ¢;
kiilonbsége adja. Ebben a képben a W, egyrészecske allapotban 1évé elektron
energiaja ;.
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Hasonl6 modon, ha

n+1

fl(_):ZFI(i)Jr% > L (10.17)

i=1 ity Y
az (n + 1) elektront tartalmazo rendszer Hamilton-operatora és
Dppyp = Ap1 U1 (1)Ts(2)... 0, (n)T,(n + 1) (10.18)

az (n—+1) elektront tartalmazé rendszer alapallapotu hullamfiiggvényének azon
kozelitése, amely az n elektronos rendszer Hartree—Fock alapallapotii egyré-
szecske fiiggvényeit és p-ik virtualis egyrészecske hullamfiiggvényt tartalmazza,
akkor a megfelelg alapallapott energia:

EP) = (@ p |HO | ®ppy,) = Egp + ¢, (10.19)

Az g; neve ionizaciés potencial és a ¢, pedig az elektronaffinitas.

10.6. A Hartree—Fock-moédszer nyilthéju rend-
szerekre

Az (10.1) kanonikus Hartree-Fock-egyenletek ¢; kiilonbo6z6 sajatértékeinek
megfelels allapotokat nevezziik héjaknak. Elsfordulhat, hogy ugyanahhoz a sa-
jatértékhez tobb sajatfiiggvény is tartozik. Azokat az elektronrendszereket hiv-
juk zarthéju rendszereknek, amelyeknél ha valamely héj egy sajatfiiggvénye
szerepel a Hartree—Fock-matrix felépitésében, akkor ezen héj 6sszes sajatfiigg-
vényét is felhasznaltuk A-ban. Ha ez nem igaz, akkor beszéliink nyilthéjt rend-
szerekrdl. A nyilthéja rendszerek vizsgalatanak kiilon irodalma van. Itt csak
néhany tajékoztatd megjegyzést tesziink.

Tehat akkor kapunk nyilthéji rendszert, amikor valamely héj vagy héjak
nem minden egyrészecske fliggvényét szerepeltetjiik a Slater-determinansban.
Vannak olyan rendszerek, amelyek nem is irhatok le zarthéji determinénssal.
Ezen rendszereket csak determinansok linearis kombinéci6javal lehet megadni.
A determinansokban a nyilt héj mindegyik egyrészecske fliggvényét kell szere-
peltetni azonos stllyal.

Ha az egy determinanssal kaphato szamolasi eredményeket pontosabba akar-
juk tenni, akkor a hullamfiiggvényt Slater-determinansok linearis kombinéaci-
6jaként irjuk fel. Az egyiitthatokat ismét variacios szamitassal hatarozhatjuk
meg.
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11. fejezet

Megszoritast tartalmazo
Hartree—Fock és
Hartree—Fock—Roothaan-moédszer

Eddig a Hartree-Fock-mddszerben szerepls egyrészecske fliggvényekrdl csak
azt tételeztiik fel, hogy spinpalyak. Azzal sem foglalkoztunk, hogy a gyakorlat-
ban hogyan oldjuk meg a rajuk vonatkozo egyenleteket. A gyakorlati szdmolé-
sok azt mutattak meg, hogy az egyrészecske fiiggvényekre tovabbi megszoritaso-
kat tehetiink. Ezzel kapjuk a megszoritast tartalmaz6é Hartree-Fock-modszert.
A Hartree-Fock-Roothaan-mddszerben pedig azt is megmondjuk, hogy ezen
egyrészecske fiiggvények milyen, elére megadott bazisfliggvények linearis kom-
binaciojaként adodjanak. Hagyoményosan az igy kapott modszert hivjak ab
initio modszernek, ugyanis a kezdeti Hamilton-operatorbol indulunk ki és ma-
tematikailag kézben tartjuk a szamolésokat. Nem ab initto modszerek példéul a
félempirikus modszerek, amelyekben bizonyos integrélokat elhagyunk, masokat
empirikus formulakkal és paraméterekkel kozelitiink. Ujabban a majd késébb
ismertetendd stirtiség funkcionélos modszereket is ab initio modszernek hivijak.
A fejezet vége felé bemutatjuk a sorfejtésekben alkalmazott bazisfiiggvényeket,
majd emlitést teszlink a Hartree-Fock-modszeren tulléps eljarasokrol is.

11.1. Megszoritast tartalmazé Hartree—Fock-mo6dszer
zarthéju rendszerekre

Az (10.1) kanonikus Hartree-Fock-egyenletek ¢; kiilonbo6z6 sajatértékeinek
megfelel6 allapotokat nevezziik héjaknak. ElGfordulhat, hogy ugyanahhoz a
sajatértékhez tobb sajatfiiggvény is tartozik. Azokat az elektronrendszereket
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hivjuk zarthéja rendszereknek, amelyeknél ha valamely héj egy sajatfiiggveé-
nye szerepel a Hartree—Fock-métrix felépitésében, akkor ezen héj Osszes sajat-
fiiggvényét is felhasznaltuk h-ban. Ha ez nem igaz, akkor beszéliink nyilthéju
rendszerekrol.

A 2n elektront tartalmazo zarthéju elektronrendszer kozelité hullamfiigg-
vényét keressiik

Dirr = Asndr(1)a(1)61(2)B(2)...0n(2n — Da(2n — 1)on(20)8(2n)  (11.1)

alakban. Itt feltettiik, hogy a spinpalyakban mindegyik ¢; tértsl fiiggs rész sze-
repel egyszer « és egyszer [ spinnel is. Az (11.1) ¢; tértdl fiiggd egyrészecske
fiiggvényeit ismét variacio szamitéssal hatarozhatjuk meg. Most mar nem rész-
letezziik a szamolasokat, csak a végeredményt adjuk meg, amely szerint a ¢;
fiiggvényeket a

Fo; =eip(1)  1-1,2,... (11.2)
Hartree-Fock-egyenletek adjak, ahol az F Fock-operator alakja:

F=H"(1)+> (2]; - K)) (11.3)
j=1
és N
. 1 Z
Hore() = —-0, =S 22 (11.4)
2 a1 T1a

A jj operator a Coulomb-kolcsonhatést, a K ; operator pedig a kicserél6dési
kolesonhatéas. A definicios egyenleteik a kovetkezs:

/(b 2)drs (11.5)

i {/¢ d@}@( ) (11.6)

Az Eyr energia a kovetkezd alakban 1rhat0 fel:

S D Ry

21]1

—228“—1-22 (11.7)

=1 j=1
:Z<€i+Hii)
i=1
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ahol
Hﬁ—/@ﬂﬁﬂﬁﬁﬂﬁ (118)

* * 1
Jij://qbi(1)@(2)r—w¢i(1)¢j(2)dﬁdT2 (11.9)

Ki; ://¢f(1)¢§(2)%12¢i(2)¢j(1)d71d72 =

: (11.10)
=//@@@®E@mmmmw

11.2. A Roothaan-féle egyenletek

A Roothaan-féle modszer esetén a Hartree—Fock-kozelités ¢; egyrészecske
fiiggvényeit adott egyrészecske fiiggvények linearis kombinaciojaként allitjuk
el6. Ha ezen adott egyrészecske fliggvények atomi palyék, akkor az atomi palyak
linearis kombinaciojanak a modszerét kapjuk ( Linear Combination of Atomic
Orbitals = LCAO ).

Tehat keresssiik az egyrészecske fliggvényeket

m

pu=1

alakban, ahol m az atomi pélyak szama és x,, a p-ik atomi palya. A c,; egyiitt-
hatokat a mér korabban is ismertetett varidcié szamitassal lehet meghatarozni.
A kapott egyenletek neve Hartree—Fock—Roothaan-egyenletek. Miel6tt ezeket
ismertetnénk, megadunk néhany integralt és Osszefliggést, amelyek a bézis-
fiiggvények ismeretében kiszamolhatok és segitségilikkel adhatok meg a keresett
egyenletek. Az

sz/ﬁmmmﬁ (11.13)

kifejezés neve atfedési integral. Az atommagok terében mozgd egyetlen elekt-
ronra vonatkozo
. 1 Yz
H(1) = =54 -y =

11.14
Ta ( >

a=1

atomtorzsi Hamilton-operator matrixelemeire jon:
H,, = /X;a)[ﬁrorexuu)dn (11.15)
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Sziikségiink van még a

Po) = [ [ 000G @e@dndn = [ave] (1116

tobbcentrum integralokra és a

occ

P =2 chicu (11.17)

kotésrend maéatrixra. Ezek utan a Coulomb-kolesonhatés és a kicserélgdési kol-
csonhatas J;; és K;; métrixelemei a

Jij = Z sz'ciicuicaj(/wp\lf) (11.18)
pAVO
és
Kij = ) ¢iChicviCoj(pAlvo) (11.19)
puAvo

alakot veszik fel.
A Hartree-Fock—Roothaan-egyenletek igy a kovetkezdk:

Z(F,ul/ - giSﬂy)Cyi =0 (1120)
és .
Fu = Hy + ; PM{(W\AU) — 5(/M\ua)} (11.21)

a Hartree-Fock—Roothaan-matrixelem. Az Eyprr energiat pedig a

1 1
Enrn =)  PuHu+35 ) PWPM{WMU) - §(MA\W)} (11.22)
nv

[12.Xe

formula adja.

11.3. A bazisfiiggvények kivalasztasa

A fenti Hartree-Fock—Roothaan-moédszerben a bazisfiiggvényeket tobbféle
modon is meg lehet valasztani. Ez a valasztéas altalaban fiigg a feladatban sze-
replé atomok szamatol és az elérni kivant pontossagtol. Atomok és molekulak
targyaldsanal a két leggyakrabban hasznalt béazis a Slater-tipusu fiiggvények
( Slater Type Orbital = STO ) és a Gauss-tipusu fiiggvények ( Gauss Type
Orbital = GTO ).
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A Slater-tipusn fiiggvények
A Slater-tipusu fiiggvények alakja a kovetkezd:
Xnim (Ta) = R (10)Y™ (0a, Pa), l<n,n=1,2,3,.. (11.23)
Ezek radialis része
Ro(ra) = (20)"*2((20)!) 21y eapl—Cra] (11.24)

ahol r, =r — R, és R, = (X, Y,, Z,) rendszerint az egyik mag helyzete. Azt
mondjuk, hogy a bazisfiiggvény az R, = (X, Ya, Z,) helyen 1év6 atomon van
centralva.

A Slater-tipusu fiiggvények jol irjak le az elektronok tulajdonsagait az
re — 0 és az r, — oo hataresetekben is. Jelolésiikre a hidrogénatom palyéaihoz
hasonléan az n f6- és [ mellékkvantumszamokat hasznaljuk.
Az 1=0,1,2,3,4, ... értékek jelolése rendre s,p,d, f, g, ....

A Gauss-tipusu fiiggvények
A szamitasok megkonnyitése céljabol bevezették a
Yuvw(Ta) = Tyl aexp|—ar?] (11.25)

Gauss-tipusu fiiggvényeket is, ahol az u,v,w kitevSk pozitiv egész szamok, il-
letve zérusok.

A Gauss-tipusu fliggvények elénye, hogy a veliik képzett integralok konnyeb-
ben szamolhatok ki, mint a Slater-tipusu fiiggvények ugyanilyen integraljai.
Hasznos tulajdonsaguk, hogy a 7ooo(r,) palyak integraljaibol a ... (r,) palyak
integraljai az X,, Y,, Z,) szerinti derivalasokkal kiszamithatok. Hatranyuk,
hogy r, = 0 helyen nincs cstucsuk és r, novekedésével tul gyorsan valnak zé-
russa.

A Gaussian lobe fiiggvényeket akkor kapjuk, ha valamennyi bazisfiiggvényt

2@1'

Yilr;) = () Teap[—ai(r — Ry)?] (11.26)
T
fliggvények > . a;7y; linearis kombinaciojaval fejezziik ki.
Gyakori modszer, hogy az egyes STO-kat GTO-k linearis kombinécidjaval
allitjak eld:

Xsto = Y _ dixicro (11.27)
Az igy definialt bazist hivjak kontrahalt bazisnak. A hasznalt d; egyiitthatok
elzetesen ki vannak szamolva és tablazatokban vannak tarolva. Ebben a bé-

zisban egyesitve vannak a Slater-tipusu és Gauss-tipusu fiiggvények elényei. A
Yiaro fliggvények a primitiv Gauss-fliggvények.
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Valés bazisfiiggvények

Az (11.22) egyenlettel megadott STO béazisfiiggvények komplexek, mivel az
Y, gombfiiggvények komplex fliggvények. Atomok és molekulak targyalasakor
van lehet&ség arra, hogy a komplex bazisfliggvényekrdl attérjiink valosakra, ha

kihasznéljuk az

osszefiiggéseket. Igy az

1
Y0 =4/ —
0 47
adja az
1
s=14/—
47
fliggvényt. A p fiiggvényeket az
3
YY) = 1 °0 0
V! = 3 sin 6 exp|i¢)
8T
Y= 3 sin 6 exp|—i¢)
8T

a gombfiiggvények adjak a

/3
P = ECOSQ
/3 . 0sin ¢
=4/ —sin @ sin
Py 8
3
P, =1/ =—sinfcos ¢
8

alakban. A d fiiggvényeket pedig a

5
o |5 2
Yy _\/167(1 3 cos” 0)
vl — /15 sin 6 cos 6 exp[+i¢]
8
1 /15
y2 =51 /8_ sin® 0 exp[42i¢)
i
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(11.31)

(11.32)

(11.33)



gombfiiggvényekbdl kapjuk a

d, = 127r<1 — 3cos?0)
1
dy, = 15 sin 6 cos 6 cos|¢]
8T
15 . .
dy. = - sin 6 cos 0 sin[¢] (11.34)
1
dy2_,2 = % sin? § cos[2)
1
dyy = _1657r sin? § sin[2¢)]

alakban.
A fenti jelolésekrsl megjegyezziik, hogy a pray.z) €és a df,y ) fliggvények
fiiggése a 0 és ¢ valtozoktol ugyanaz, mint a megfelels f(x,y, z) fiiggvényé.

Néhany, gyakran hasznalt jelGlés

A minimaélis bazisban (minimal basis set ) atomonként a lehetd legkevesebb
bazisfiiggvényt alkalmazzuk abbol a célbol, hogy leirhassuk az atom betoltott
atomi palyait. Az ugynevezett kétszeres zéta ( double zeta vagy DZ ) bézis az
atomi palyakat megkétszerezi. Hasonléan a T'Z, ()7, PZ bazisban a fiiggvények
szdma harom, négy illetve 6tszorose a minimalis bazis fiiggvényeinek.

Az STO — NG bézisban minden minimalis atompélyat N darab primitiv
Gauss-fliggvénnyel fejtiink sorba. A felhasitott vegyérték (split valence ) béazis-
ban a bels héjak egyszeres zéta, a vegyértékhéjak DZ vagy T'Z minGségtiek.

A K — LMG bazisban a belsé héjakat K Gauss-fiiggvénnyel fejtjiik sorba.
A vegyértékhéjban dupla zéta van és az egyes bazisfiiggvényeket L illetve M
Gauss-al fejtjiik sorba.

Polarizécios fiiggvényeket hasznalunk, amikor d tipusu fiiggvényeket adunk
a 2-nél nagyobb atomszamu fliggvényekhez (jele: (x)), illetve ha ezen kiviil a
H és He atomok fliggvényeit kiegészitjiik p tipusu fiiggvényekkel is, akkor jele:

Atomi palyak hibridizacioja

Eddigi meggondolasaink soran feltételeztiik, hogy az LCAO MO-k felépité-
sében szerepld AO-k egyszert s, p, d, sth. ... palyak. A tobbatomos molekulak
elméleti targyalasa vezetett arra a felismerésre, hogy bizonyos, a geometriai
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és az elektronszerkezetet jellemz& modell konnyebben kezelhetd, ha a tobb-
atomos molekulak egyes kotéseit olyan kétcentrumos LCAO MO-kal irjuk le,
amelyekben az egyes AO-kat az eddig hasznalt s, p,, p, p. stb. fliggvények li-
nearis kombinéciéja utjan allitjuk els. Az ilyen AO kat nevezik hibrid (kevert )
hibridizécioi 1smertek.

Az sp?® hibridizacié gyémantban

1
01 = 5(8 +pz +py +pz)
1
09 = 5(5 + Du — Dy _pz)
2 (11.35)
03 = 5(3 — Dz +py _pz)
1
04 = 5(5 — Pz _py +pz)

Az sp? hibridizaci6 grafitban

1 2

1 1

1
o ot — (11.36)
VRV A
1 1 1
03 =—=5 — . — —=
3 \/g \/gp \/ipy
Az sp hibridizacié acetilénben (CyH: )
(s + )
01 = ST Pz
\? (11.37)
oy =——(5 — ps

Az sp™ hibridizacié az u=(u,,u,, u.) egységvektor irdnyaban

}(S + VN(Patiy + Patly + Datiy)) (11.38)
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12. fejezet

Néhany példa a Hartree-Fock
egyenletre

1. Mutassuk meg, hogy He atom esetén a szingulett alapallapot szorzat
hullamfiiggvény varidlasaval a Hartree-Fock egyenletet kapjuk!

megoldas:
Altalanossagban a megszoritasos kanonikus Hartree-Fock egyenleteknek
a kovetkez6 az alakja atomi egységekben:

s 3
- 30 Zm_ e 2 [ 3 A 0

J€occ.

/ > % ‘(r/)dT'3 = €ipi(r) (12.1)

j€E€occ.

A He atom alapéallapota esetében az egyrészecske allapotokat jel6ls in-
dexek csak egy értéket vehetnek fel, ezért ezeket el is hagyjuk. Ebben
az esetben a fenti 12.1 Hartree-Fock egyenletben az utolso, tigynevezett
kicserélGdési tag éppen kiejti a Hartree tag felét, tehat az alapallapot HF
egyenlete He atomra a kovetkezé alaki lesz:
) s

~56(0) - o) + [ 2 gy

ahol feltételeztiik, hogy a He atom magja az origobban helyezkedik el.

p(r) = ep(r), (12.2)

Most irjuk fel az alapallapotot a variacioszamités segitségével. A hullam-
fiiggvényt a kovetkezd alakban keressiik:

%(1)@(2)) . (12.3)

= |



A He atom Hamilton-operatora atomi egységekben:
2 2 1

1 1
H=—-A—-A,— = _Z
9t 972

_ 124
(&1 T2 \1‘1—1’2\ ( )

(|H|D) = (12.52)

=~ (6lale) 2 (%le ) + (el leWe2))
(12.5b)

Varialjuk az alapallapoti energia 12.5b szamu kifejezését ¢* szerint, és
mellékfeltételként rojuk ki a ¢ egyrészecske fiiggvény normaltsagat: (p|yp) =
1.

OF = — (0p|Alp) — 2 <5s0\§|s0> +2 <590(1)<p(2) —

—A((dplp) = 1) =0
(12.6)

.....

el, ha a kovetkez6 egyenlet teljesiil:
2 ') (1)
—Agp(r) — 27 9 | L)
o(r) = 22p(0) +2 [ S8
amely A = 2¢ valasztassal éppen megegyezik a He atom 12.2 szamu HF
egyenletével.

dr'p(r) = Ao(r), (12.7)

. Irjuk fel a Hartree-Fock egyenleteket az elsérendi redukalt stirtiség matrix
segitségével!

megoldas:

Ha a sokelektronos hullamfiiggvény {p;} kétszeresen betoltott egyelekt-
ron hullamfiiggvényekbdl alkotott Slater determinans alakban adott, ak-
kor az egyelektronos redukalt stirtiségmatrix a kovetkezd alaku lesz:

PD(rr) =2 o)), (12.8)

j€occ.

A 12.1 szamu Hartree-Fock egyenletben konnyen felismerhetjiik a fenti
strtiségmatrixot:

1 Zy p (') s
—5Api(r) — ; m%’(r) + / TdT @i(r)—

]r
1 M (¢
5 [ 5w = ciatr)
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3. A Moshinsky atom esetében két harmonikus potencidlban mozgd ré-
szecske harmonikus potenciallal hat koleson egymassal. A probléma Hamilton-
operatorat a kovetkezSképpen adhatjuk meg:

Vi P2 1 2 1
H= om T o T 2mQ (ri +73) + S 2(ry —1p)? (12.9)

Hatarozzuk meg az egzakt és a Hartree-Fock alapéllapoti energiat!

megoldas:

Egzakt megoldas:

Vezessiik be az r = ry — ry relativ és R = r1 + ry 0sszeg koordinatékat és
a hozzajuk tartozo impulzusokat: p = p1 — pa, P = p1 + po. Irjuk fel az
impulzusoperatorokat az 0j koordinatak segitségével:

h(OR O o 0
pLo= i(8r18R+8r18r) Py (12.10)

7;1(8]%8 or 8)
i

a0k Tarmar) TP (12.11)

P2 =

A Hamilton-operatort a kivetkezSképpen irhatjuk fel:

Pz p? 1
H = —+p—+ “mQ(R? + 1) + —mw?r?
m 4 2

(12.12)

A fenti operator nyllvanvaloan szeparalhatd két fiiggetlen harmonikus
oszcillator Hamilton-operatoranak az Gsszegére:

P21 [O\? P 1 O\? 1
H -9 s 2 9 £ o =2 2
<2m—|—2m<2)R>+ <2m+2m<(2) +2w r
(12.13)
A megoldasokat szorzatalakban irhatjuk fel:

Upom (11, 72) = Yn (11 + 12) O (r1 — 72), (12.14)

ahol ¢ és ¢ a harmonikus oszcillator megoldasai.

() r 2h
tn(r) = 1/Ne (%) L"(fo)’ X = — (12.15)
ou(r) = 1/Ne~ ) L (D) (12.16)

Ty = \/70 ,/ + w2 (12.17)



Szem el6tt tartva, hogy a teljes hullamfiiggvénynek antiszimmetrikusnak
kell lenni, az antiszimmetrikus S = 0 spin részhez szimmetrikus térbeli
rész tartozik, mig a szimmetrikus S = 1 allapothoz a térbeli résznek
antiszimmetrikusnak kell lennie:

o=
—~
[a—
~—
=<

(D" () = x
(X,

Az allapotokhoz tartozo energiat a kdvetkezGképpen kaphatjuk meg:

S=0 Wpm (11, 72) = Un (11 4+ 72) O (11 — 72) (X (2)) m even

S=1 U,n(r,re) = Yu(r 4+ r2)pm(rs — ra) <X

NI
= = |

(2)) m odd

SIS
—~
—_
~—
=<

(2) +x

(SIS ST ST
N[= Nl N[ o=

2

1 O\ 1

Hartree-Fock megoldas

Keressiik az S = 0 szingulet alapallapotot:

1 1

D(ri,72) = o)) (Vi (x, ) —x, *(Dx( @) (1219)

Miutan szingulet allapotban a két részecskének ellenkezd spinje van, nin-
csen kozottiik kicserélddés, és a HF egyenletet a kovetkezSképpen irhatjuk
fel:

SIS

2 1 5 5 1 ) ' B
<% + §mQ r 4 5w (@|(r —1") |¢>) di(1r) = €:0:(7) (12.20)

A HF egyenleteket 6nkonzisztens iteracioval oldhatjuk meg. Kezd6 egyré-
szecske hullamfiiggvénynek valasszuk a kolesonhatés mentes megoldast.
Ekkor

(Plr|o) = 0, (P|r?|¢) = ?, ahol 2y = /-1 Helyettesitsiik be a HF
egyenletbe:

2 1 .
(2p_m + §m§227~2 + Z—lmuﬂxg + §mw2r2) sz(r) = giqbi(T) (1221)

vagyis:

(;’—m (@) ) oi(r) = (e — Smuad)oi(r)  (1222)

Az elsé iteracio utan tehat egy olyan harmonikus oszcillator Schrédinger-
egyenletét kaptuk, amelynek sajatfrekvenciaja wy = /2 + w? és az ener-
gidja eltolodott $mw?z3-tel.
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13. fejezet

Tomegkozéppont mozgasanak
levalasztasa és az atomok
elektronszerkezete

Kvantummechanikai bevezets eladésokban a hidrogénatom targyalasa so-
ran fel szoktuk tételezni, hogy a proton tomege sokkal nagyobb az elektron t6-
megénél, és gyakorlatilag végtelennek tekinthets. A koordinata rendszer origo-
jat a protonra helyezziik. Most azzal foglalkozunk, hogy ez a kozelités mennyire
jogos atomok és molekulék esetén. Majd az atomok elektronrendszerének leira-
sakor hasznalatos altalanos fogalmakat ismertetjik. Roviden foglalkozunk az
atomok peridodusos rendszerével is.

13.1. A tomegkozéppont mozgasanak a levalasz-
tasa

Irjuk fel ismét az n elektront és N atommagot tartalmazo rendszer Hamilton-
operatorat a kovetkezd alakban:

H = Tryen + T + VP = Tpen + He (13.1)
a Hamilton-operator,
T, :—ZN: hQA:—XN: W g (13.2)
e — 2M, ¢ = 2M, “ '

Zmi

. iR R,
Te:—z1 A== —V; (13.3)

=1
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az elektronok kinetikus energiaja,

n n—1 N N-1 e Z
b
Z; 47T60|I‘ — 1, ;ZZI 47T60|I‘J — 1y Z az dreg|ry, — ra|
(13.4)
a potencialis energia, és R R R
H =T,+V" (13.5)
a mar korabban definialt H, operator.
Vezessiik be a rendszer stulypontjanak R koordinatajat az
N n
R = 2ug=t Mala + D iy Ti (13.6)

M

alakban, ahol M = Zflv:[ mg +n. Az r; i = 1,...,n elektronkoordinatak és
az r, a = I,..., N magkoordinatdk helyett vezessiikk be a kovetkezs relativ
koordinatakat a fenti stilyponti koordinata mellett. Ekkor kapjuk az
r;=r,—R (i=1,..n)
r, =r,— R (a=[...,N-1) (13.7)

A
ry =R

koordinatakat. Ezen koordinatakban a Hamilton-operator alakja:

i =H% + g (13.8)
ahol
HE — _ L
oM~
HE =T +T +VP
(N =,
Moo e / 1 ! 13.9
=3l ¥ oww 9
a= a,b=1,a#b
R Ie= (1 1 1 <
T = - = B N4 N AVY
M LES LA SR
=1 1,j=1,i#j
Most keressiik a R
H'V =FV (13.10)
(HX + HP)U =Ev '
Schrodinger-egyenlet megoldéasat
\Ij(Rﬂ rmra) - ( )wB( 17 :z) (1311)
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alakban. A tomegkozéppont szabad mozgésara vonatkozd

—WARQ(R) = E"g(R) (13.12)

Schrodinger-egyenlet megoldasat rogton felirhatjuk a

9(R) =exp[iPR]
1 (13.13)
EE ——_p?
oM

formulakkal. Az tébbi atommagra és az elektronokra vonatkozo
HByP = pByP (13.14)

egyenletbdl jon a hullamfiiggvény és az £ = EX + EB energia hidnyzo része.

13.2. A virialtétel

A kvantummechanikai viridltétel szerint részecskékbdl allo rendszerek ko-
tott allapotaiban a kinetikus és a potencialis energia nem fiiggetlen egymastol.

Tekintsiik a A = fl(ri,pi,ra,pa) operatort. Ennek id6beli valtozasanak
kozépértéke a y energia sajétéllapotban

(x ! !x> 1<><|12UEI—Hflbd (13.15)

Ha ebbe az dsszefiiggésbe behelyettesitjiik H = H? (13.9) ésaz A = 32" r/p|—

=1 1
ij 11 r/ p!, értéket, a kovetkezs formulat kapjuk, melyet kvantummechanikai

viridltételnek neveznek:

n N-1
20x|T"1x) = Y _XIEVIVE ) = > X VLV P ) =0 (13.16)
=1 a=I

Ha kihasznaljuk, hogy VB a Coulomb-kélesénhatas, akkor a fenti Osszefiiggés
a

2(x|T"|x) + (x[VZ[x) = 0 (13.17)
alakra egyszertisodik. Itt az integralast minden koordinatara, vagyis az elekt-

ronokra és a magokra is el kell végezni. A virialtétel alakja csak az elektronko-
ordinatakra val6 integralas esetén:

N
20X|T'1x) + (XIVE[X) + D raVaEy(ra) =0 (13.18)

a=I
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Itt E,(r,) a rendszer energiaja a y allapotban. Ha az atomok egyensulyi hely-
zetben vannak, vagyis V,E, (r,) = 0, ekkor a virialtétel alakja:

2(x|T"|x) + (xIVE]x) =0 (13.19)

de itt mér csak az elektronkoordinatakra kell integralni.

13.3. Az atomok allapotat jellemz6 fizikai mennyi-
ségek

A fenti eredményeket atomokra alkalmazva, a magok szama N = 1, ezért
az (13.9) egyenlet alapjan most 77 . = 0 és

nuc

HB = Hy+ Hy (13.20)
ahol
1
==Y AN-2ZY 4= — 13.21
DRI W EE D I (13.21)
i,j=1,1#]
és
[ p— nA ! anvv (13.22)
M= oM " oM o '

i=1 i,j=1,ij
A fenti egyenletekben a korabban vesszével jelzett relativ koordinatakat ismét
vesszGtlen betikkel jeloljiik. Ha feltessziik, hogy M — oo, vagyls az atommag
tomegét végtelennek vessziik, akkor Hy — 0, vagyis H? = Hy. Bz az eset felel
meg annak, amikor azt mondjuk, hogy az atomok elektronrendszerének a prob-
léméjat a végtelen nagy tomegi atommagra helyezett koordinata rendszerben
oldjuk meg. A kovetkezSkben olyan operatorokat keresiink, amelyek felcserél-
het6k egymaéssal és a Hamilton-operatorral is. Ekkor a Hamilton-operator sa-
jatallapotai jellemezhetdk a vele felcserélhet operatorok kvantumszamaival is,
ugyanis létezik kozos sajatfiiggvény rendszeriik.

Ha az i-ik elektron pélya impulzusmomentuma, spinje és teljes impulzus-
momentuma rendre L—, S; és jz = L + 8;, akkor

L = zn:l (13.23)
=1

az atom teljes palya impulzusmomentum operatora,

S = i 8 (13.24)
=1
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az atom teljes spinjének az operatora és

J=> (I +5) (13.25)

i=1
az atom teljes impulzusmumentum operatora. Az atom palya, spin és teljes
impulzusmomentum operatorainak a komponensei kozott ugyanazok a felcse-
rélési relaciok léteznek, mint az egyelektron megfelel§ operatorara. Ezen kiviil S

minden olyan operatorral felcserélhetd, amely spinoperatorokat nem tartalmaz.
Mivel

(7 1% = [H”,S% = [H7,J4 =0
=P L. =[H"S.]=[H"J]=0

a {I:IB,tz,ﬁz, S2?, S”Z} operatoroknak és a {ﬂB,£2, S2 J2, jz} operatorok-
nak is létezik kozos sajatfiiggvény rendszere. Hasonléan, mivel

(13.26)

T2 Q&2 a2
[Ho, 7] = [Ho, 57 = [Ho, J'] = 0 (13.27)
[H07Lz] = [H07Sz] = [HO7 Jz] =0
a {Hy, L2 L,,82, 5.} operatoroknak és a {Ho, L2, S2,J2, J.} operatoroknak is
létezik kozos sajatfiiggvény rendszere.

Ez azt jelenti, hogy a H? ¢s a H operator sajatallapotai egyforman jelle-
mezhetdk a {I:Q, L, S SZ} vagy a {f;Q, S2 J2, J;} operatorok kvantumszama-
ival.

Az 12 és L, operatorok sajatértekei R2L(L+1) és hM ahol La0,1,2,3,4,5, ...
értékeket veszi fel, melyeket rendre az S, P, D, F,G, H, ... betiikkel jeloljiik,
mint a hidrogénatom mellékkvantumszamat, csak a kisbetiiket nagybetiikre
cseréltiikk. Ha L adva van, akkor M az M = —L,—L+1,...,L — 1, L értékeket
veszi fel.

Az S% és S, operatorok sajatértékei h2S(S + 1) és hMg ahol S az 22—
1,...,2,1,0 értékeket veszi fel, ha az elektronok n szdma péros, és az 7,5 —
1,...,3,3, 1 értékeket, ha az n paratlan. Ha S adva van, akkor Mg az Mg =

-5, =95 +1,...,5 — 1,5 értékeket veszi fel.

Az J? és J, operatorok sajatértékei h2J(J + 1) és hM;, ahol J az L +
S,L+S—1,L+S5—2,..|L— S| értékeket veszi fel. Ebbdl latszik, hogy a J
multiplicitasa (25 + 1), ha L > S és (2L +1), ha L < S. Ha J adva van, akkor
Mjyaz Mg =—J,—J +1,....J — 1, J értékeket veszi fel.

Relativisztikus kozelitésben figyelembe kell még venni a

=1
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spin-palya kolcsonhatést is. Ekkor a Hamilton-operéator alakja a kévetkezd lesz

=1

és nem cserélhet6 fel az {L2, L., S%, S.} operatorokkal, de a J%-el és a J.-el fel-
cserélhetd. Ezért a nemrelativisztikus kozelités csak kis spin-palya kélcsonhatas
esetén alkalmazhato 0-ad rendd kozelités.

A {ﬂB, H,, 12 L,,S%5,,J32 jz} operatorok felcserélhetdk az i paritas ope-
ratorral, amit az

if(rl, ro,,....r,) = f(—=ry, —ro,, ..., —1,) (13.30)

osszefiiggéssel definialunk. Ezért a i paritas operatorral abrazolt fizikai mennyi-
ség is mozgaséallando és sajatértékei: p = +1.

13.4. Az atomok elektronallapotainak az oszta-
lyozasa

Ha a HP vagy a H, operatorok sajatallapotait az {L2, L., S2, 5., 1} operato-
rok kvantumszamaival jellemezziik, akkor |p, L, S, M, Mg, p) a hullamfiiggvény
és F,r.sMMgp & hozzatartozo sajatérték. A p = 0,1,2, ... kvantumszam ha-
sonlo szerepet jatszik, mint a hidrogénatomnal az n fskvantumszam. Altalaban

Ep,L,S,M,Mgp 7& Ep’,L’,S’,M’,Mé,,p’ (1331)
ha a kovetkez6 azonossagok koziil valamelyik nem igaz:
Opp =10 =105 =10,y =1 (13.32)

Tehat
Eprsvmsp = Eprsmap (13.33)

azaz rogzitett p, L, S, p esetén az energia multiplicitasa (2L + 1)(2S + 1). Fel-
tettiik, hogy nincs kiils6 magneses tér.

Ha a H? vagy a H, operatorok sajatallapotait az {L2, 82, J2, J,, 1} operéto-
rok kvantumszamaival jellemezzik, vagyis |p, L, S, J, M, p) a hullamfiiggvény
és B, 1s.0M,,p & hozzdtartozo sajatérték. Rogzitett p, L, S, p esetén a multiplici-
tas megint (2L+1)(25+1), de a spin-palya kolesonhatas hatésara a degeneracio
részben feloldodik a kiilonb6z6 J szerint. Ez a finomszerkezet. Azokat az alla-
potokat soroljuk kiilonbozé multiplettbe, amelyekre a J kiilonb6z6 de L és S
azonos. Ha S < L, akkor J lehetséges értékeinek a szama 2S5 + 1.
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Ha az elektronallapotok leirhatok a fenti |p, L, S, J, M, p) hullamfiiggvénnyel,
akkor beszéliink Russel-Saunders vagy LS csatolasrol. Ekkor kicsi a spin-palya
kolesonhatés. Atomokra ez a Z < 36 rendszamokra teljesiil. Az éllapotot pe-
dig az 25717 szimbolummal jeldljiik. Az L értékét, mint ahogy azt korabban
megemlitettiik az S, P, D, F, G, H, ... betiik fejezik ki.

Ha a spin-palya kolcsonhatas erds, akkor a fenti osztélyozésok nem érvé-
nyesek, mert az L és S nem definialhaté. Ekkor beszéliink JJ csatolasrol. Ez
a 36 < Z rendszamok esetén fordul el6.

Ha a magspinek hatésat is figyelembe vessziik, akkor a hiperfinom szerke-
zetet kapjuk. Durva szerkezetrsl pedig akkor beszéliink, ha sem a spin-pélya
kolesonhatés, sem a magspin hatasa nincs figyelembe véve.

13.5. Néhany példa a finomszerkezetre és a hi-
perfinom szerkezetre

Ha az egyes atomok és molekulék elnyelési spektrumat pontosan akarjuk le-
irni, akkor figyelembe kell venniink a relativisztikus hatasokat is. Relativisztikus
lefras esetén a Schrodinger egyenlet helyett a Dirac egyenletet kell megoldani,
ha meg akarjuk kapni a rendszer sajatallapotait. Ez tobbtestprobléma esetében
kiilonosen bonyolult, de a Dirac egyenletbdl kiindulva szarmaztathatunk relati-
visztikus korrekciokat, amelyeket pl. perturbéacioszamitas segitségével tudunk
figyelembe venni. Az egyik legfontosabb tag az u.n. spinpalya kolcsonhatés.
Tudjuk, hogy gombszimmetria esetében relativisztikus leirds esetében nem a
palya momentum lesz a megmarad6 mennyiség, hanem az J = L+ S teljes im-
pulzus momentum. A Hamilton-operator kiegésziil egy aLS taggal, ahol az «
szorz6 a kolesonhatés erdsségét jellemzi. Egy V() potencidlban mozgo elektron
esetén a korrekciora a kovetkezo kifejezést kapjuk:

up OV

Hps = —LS 13.34

55 hmec?r or ( )

Célszert az LS szorzatot a J teljes impulzus momentum négyzetével kifejezni:
1

LS =3 (J?-L*-8%) . (13.35)

Kénnyen meggy6zddhetiink rola, hogy az LS operator felcserélhets a J? ope-
ratorral, vagyis J? sajatallapotai sajatallapotai lesznek a spin-palya csatolassal
kiegészitett Hamilton operatornak is. Ha az 13.34. kifejezésbe a hidrogén atom
1/r potencialjat helyettesitjiik, akkor az egyelektronos, Z rendszamu atom saj-
atenergidinak a korrekcidjara a kovetkezs kifejezést kapjuk:

togsiip 3(J +1) —1(14+1) — s(s + 1)

AEpg = Z*
L8 Arndad I+ +1) ’

(13.36)
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ahol n, [ a f6kvantumszam és az palyamomentum, ug, ag a Bohr magneton és
a Bohr sugar és g, az elektron g faktora, amely kozelitSleg 2-vel egyenld.
Atomok esetében a gémbszimmetria megmarad, de a spin-pélya csatolas
hatasara a J? lesz a megmarad6 mennyiség. Az egyes stacionarius allapotok
jellemzésére, tahat, az L, J és S kvantumszamokat hasznalhatjuk:

spin degeneralisag

2S+1P

J
teljes pa’lyamomentum/
S:1=0,P:l=1D:1=2 F: =3

telfes impulzusmomentum. J=L+8

13.1. 4bra.

Feladat:

T6bb helyrdl is ismerds lehet a natrium lampa kellemes, sarga fénye (13.2.
abra). Ha nagy felbontast spektroszkoppal megvizsgaljuk a kibocsajtott sarga
féenyt (13.3. abra), akkor két azonos intenzitasu, kicsit eltéré energiaja vonalat
talalunk 589 nm-es és a 589.6 nm-es hullamhosszon. A felhasadast a spin-palya
csatolas okozza. A két vonal a kdvetkezd atmeneteknek felel meg:

2512 =2 P35 682512 =2 Py 5. Hatarozzuk meg a spin-palya csatolas mértekét!

13.2. 4bra. Na lampa fénye.

A Na atom Hamilton-operatorat a kdvetkezs alakban adhatjuk meg: H =
Hy+ aLLS. A H, operator energia spektruma - a f6kvantumszamtol eltekintve
- csak L-t6l fligg és nem fligg a spintdl:

<2P3/2\H0\2P3/2> = <2P1/2’H0’2P1/2> = ky
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13.3. dbra. Na D vonalédnak negyfelbontéastu spektruma.

E3/2 = <2P3/2|H0 + O[LS|2P3/2> = EO + <2P3/2|OZLS|2P3/2>

Hasznaljuk ki a 13.34. szamu azonossagot:

(8]
(?P3 2| aLS|* Py j5) = §<2P?>/2|J2 —L? — 8?1’ Py)s)

_ % (3/2(3/2+ 1) — 1(1 +1) — 1/2(1/2+ 1)) = % (13.37)

Tehat Esp = Ep + 5. Hasonléan hatarozhatjuk meg az 2P1/2 sajatallapot
energiajat:

By = By + % (1/2(1/24+1) = 1(1+1) = 1/2(1/2+ 1)) = By —a  (13.38)

A felhasadéas nagysiga a két energia kiilonbsége: A = 370‘ Szamitsuk ki, hogy
mekkora ez elektronvoltban!

(13.39)

1 1 2mhe Mja — A
E3/2—E1/2=27rhc< )N TREAL/2 = A3/2

Aag M) s Mg
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Természetesen atomi egységekben szamolunk: A = 1, ¢ = 137 és a hullam-
hosszat Bohr-ban, atomi hosszegységben mérjiik.
2w137 6

Bsjo — Evjs = 27.2¢V = 1.22meV 13.40
327 P12 T 5800/0.520 5890 X° me (13.40)

A spin-palya csatolas nagysaga o = %A = 0.81meV.

13.6. A centralis tér kozelités atomokra

Eddig az elektronok allapotat leiré egyrészecske fiiggvényeket variacié szé-
mitéassal kaptuk. A néhany kapott formuldnak szemléletes képet tudunk adni,
ha arra gondolunk, hogy mindegyik elektron a tébbi elektron és az atommag
altal létrehozott atlagos potencialban mozog. Errél a potencialrél atomoknal
tételezziik fel, hogy gombszimmetrikus. Igy az n elektront és Z rendszami
atommagot tartalmazé rendszer Hamilton-operétora a kévetkezd modon koze-
lithetd:

=33 A2y ey Y

zy 15i#5 v

SRV ILEEN LD N ED M

=L (13.41)

——ZA ZZn+Zv

=1 =1
=Z{—§Ai—zﬁ+m(z)} :iﬁi:f[
i=1 v i=1

A V;(r) potencidlokat atlagolassal kaptuk és feltessziik roluk, hogy gémbszim-
metrikusak. Ha

Q

hW(i) = e, 0;(i), i=1,2,..,n (13.42)
akkor a HU = BV Schrodinger egyenlet megoldasa
U =", (1)¥s(2)...W,(n)

o i . (13.43)
Itt
U, = (1) 0i(i) (13.44)



ahol o;(1) az « vagy a [ spinfliiggvény és a helykoordinatatol fiiggs rész,
alakja pedig

Gi(ri) = bn,15m; (i) = Ry, (1) Y (03, 05) (13.45)
az Ry, (r;) fuggvényt pedig az
R, ;. 2dR,, 27 Li(l;+1
Pl 2B fo 22 oy WD g (13.46)
dr; r; dr; R T o

egyenlet hatarozza meg.

Pontosabb kozelitésben az (13.43) egyenletben alkalmazni kell az antiszim-
metrizald operatort. Ekkor egy Slater-determinéns lesz az alapallapot. A h
operatort az (9.19) Hartree-operatorbol is megkaphatjuk megfelels atlagolas-
sal. Az n = n; = 1,2,3,4,... f6kvantumszam értékeire rendre a K, L, M, N
betiiket hasznaljuk. Az adott n f6kvantumszamu csoport elektronjai héjakra
oszthatok az [ = 0,1,2,3, ... értékei szerint, melyeket az s, p, d, f, g, h be-
tiikkel jeloljiik. Adott [ mellékkvantumszamu héjban (21 4 1) szamu palya van,
az 1l my = —1,—1 4+ 1,...,1 — 1,1 magneses kvantumszamu palyak mindegyike
szerepelhet o vagy 3 spinnel. Igy bizonyos mértékben a Pauli-elvet is figye-
lembe tudjuk venni még abban az esetben is, amikor az (13.43) egyenletben
nem antiszimmetrizaljuk a hullamfiiggvényt. Igy a Pauli-elv szerint egy héjban
legfeljebb 2(2] + 1) elektron foglalhat helyet.

13.7. Az atomi konfiguraciok és a periédusos rend-
szer

Az atom allapotét részben jellemezhetjiik a Slater-determinénsban szerepld
On, 1.ma, egyrészecske fliggvények megadasaval. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az
részecske fiiggvényekbdl épitjiik fel a Slater-determinansokat, amelyek f6kvan-
tumszama n és mekllékkvantumszéama [. A lehetséges 2(21 + 1) fliggvény koziil
v szerepel az egyes determinénsokban. Ha v < 2(20 + 1), akkor nyilt héjrol
beszéliink, és az éllapot leirdsara Slater-determinénsok linearis kombinaciojara
van sziikség. Ugyanis csak igy tudjuk szerepeltetni egyforma sillyal mindegyik
egyrészecske fiiggvényt a hullamfiiggvényben. Ha nem ezt tessziik, akkor alta-
laban elrontjuk az atom ( vagy molekula ) szimmetriajat.

Példaul a hidrogén (H), hélium (He), a litium (Li) és az oxigén alapallapoti
konfiguracioi rendre (1s), (1s)2, (15)%(2s), (15)%(2s)?(2p)*. Az n = Z elektront
egyenlet konkrét numerikus megoldésaval kapjuk meg. az elemek elektronkon-
figuracioit tablazatokban szoktak kozolni.
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A szamitéassal nyert elektron konfiguraciok tobbsége megkaphaté a kovet-
kezs szabélyok (felépitési elv, autbauprinzip ) alkalmazasaval:

1. Az n = Z elektront tartalmazo Z rendszamu A atom Slater determinéan-
sai n egyrészecske fiiggvényt tartalmaznak.

2. A Pauli-elv miatt nincs két olyam W, egyrészecske fliggvény, amelyek
ugyanazzal az (n, [, m;, m,) kvantumszam négyessel jellemezhetsk.

3. A konfiguracioban a lehetd legkisebb e,,; energiaju egyrészecske fliggve-
nyek szerepelnek.

4. Az egyrészecske energiak sorrendjét a kovetkezd empirikus szabaly alap-
jan hatéarozzuk meg: €, 1, < €n;;, ha n; +1; < n;+1;, vagy ha n; +1; = n; +1;,
de n; < n;

5. A Hund-szabaly szerint az elektronok rogzitett n; és [; esetén egy al-
héj elfajult (degeneralt ) palyait egyenként toltik be parhuzamos spinekkel (
mind « vagy ) mindaddig, amig az alhéj félig betoltédik. Ezutan keriilnek az
ellentétes spinallasu elektronok a méar félig betoltott palyakra.

6. A félig, vagy teljesen betoltott alhéjak stabilitasa nagyobb, mint mas
alhéjaké.

13.7.1. A perioédusos rendszer felépitésének alapjai

Az atomok kémia tulajdonsagait a legkiilsé (a legnagyobb e, energiaju )
héjak hatarozzak meg. Az azonos mellékkvantumszamu kiils6 héjak szerint cso-
portositott atomok kémiailag hasonlé viselkedéstek, és a periddusos rendszer
ugyanazon oszlopaban helyezkednek el. A periédusos rendszer sorait az éppen
betoltés alatt 1évs f6kvantumszammal jellemezziik. Az atomokban 1évé elektro-
nok n szama megegyezik a Z rendszammal (Z = n). A Z rendszam azt mondja
meg, hogy a periddusos rendszer hanyadik helyén helyezkedik el az atom.

13.7.2. A Slater-szabalyok

Slater tapasztalati adatok felhasznélasaval a V;(r;) gémbszimmetrikus po-
tencialokat a kovetkezs alakban vette fel:
ong . L(n*—=1)n* —1(l+1)
Vaa(r) = ==+ 3 = (13.47)
ahol 0,,; az arnyékolasi egyiitthato és n* az effektiv f6kvantumszam. Ekkor az
(13.41) egyenlet (13.42) és (13.43) megoldasat felirhatjuk az

Roy(r) = r”*—lea;p{ - Mr} (13.48)

) n*

87



Slater-fliggvények és
1 (Z — 0'”75)2
eni(r) = =53 (13.49)

energia sajatértékek segitségével.

Az n* =nn =123 esetén. Ha n = 4, akkor n* = 3.7,ha n = 5, akkor
n* =4, és ha n = 6, akkor n* = 4.2.

A o,; meghatarozasara a kovetkezs szabalyokat alkalmazzuk. ElSszor a
konfiguracié palyait csoportositjuk a kdvetkezé modon.

(15)(252p)(3s3p)(3d)(4sdp)(4daf)... (13.50)

1. A fenti csoportokon beliil o, ; minden elektronra ugyanaz.

2. Adott csoport 0,,; paramétereihez a t6le jobbra 1évs csoportok elektronjai
nem jarulnak hozza.

3. Adott csoporton beliil egy kiszemelt elektron o,,; paraméteréhez a tobbi
elektron egyenként 0.35 jarulékot ad, kivéve az (1s) csoportot, ahol a jarulék
0.30.

4. Ha a szemiigyre vett elektron (sp) csoporthoz tartozik, akkor az eggyel
kisebb f6kvantumszamu csoport elektronjai egyenként 0.85-el, az ennél beljebb
es6 csoport elektronjai pedig egyenként 1.00-val jarulnak hozza o, ;-hez.

5. Ha a szemiigyre vett elektron (df) csoporthoz tartozik, akkor minden
beljebb es6 csoport elektronja egyenként 1.00-val jarulnak hozzé o,,;-hez.

Példaként tekintsiik a a szénatom (1s)?(2s)?(2p)? konfiguraciojat. Ekkor
01,0 = 0.3 és 020 = 021 = 2x085+3x%x035=17+1.05=2.75.
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14. fejezet

Bevezetés a kvantummechanikai
perturbaciészamitasba

Eddig varidciés modszereket alkalmaztunk a Schrodinger-egyenlet kozelité
megoldasara. Abban az esetben, ha a vizsgaland6 operator kicsit tér el egy
olyan operatortol, amelyiknek ismerjiik a sajatérték problémajanak a megol-
dasat, akkor alkalmazhatjuk a perturbéacidszamitas modszereit. Attol fliggGen,
hogy ez a perturbécié fiigg az id6tél vagy nem, beszéliink id6tsl fiiggs és id6tol
fiiggetlen perturbacidszamitasrol. A perturbécidszamitas modszere pedig azon
alapul, hogy a perturbalt operdtor hullamfiiggvényeit a perturbéalatlan operator
hullamfiiggvényeinek a linearis kombinécidjaként allitjuk els.

14.1. 1doétél fiiggetlen perturbacidok nem elfajult
aAllapotok esetén

Tekintsiik a H = H + W Hamilton-operatort, ahol HO sajatérték problé-
majanak a megoldasa ismert, és W kis perturbacio H mellett. Megoldando
tehat a

HU, = E, U, (14.1)

sajatértek egyenlet, és ismert a H °®; = E}®), probléma megoldasa. Abbol
a célbol, hogy szabalyozni tudjuk a W operator hatasanak sulyat, az eredeti

Hamilton-operatort irjuk a R R R
H=H"+\W (14.2)

alakban, ahol 0 < X\ < 1. A keresett sajatfiiggvényeket és sajatértékeket fejtsiik
ki A hatvanyai szerint:

89



Uy =0 4 Au 4 220 4 e

(14.3)
By =EY + AE" + AzE,f) +AE® 4
A X-tol valo fiiggést behelyettesitve, a (14.1) egyenlet igy alakul:
(HO + AW (W0 4+ AU} + A2T2 + N0 4 ) = (14.4)

=(EY 4+ AEL+ N2 EF + NEP + )0 + A0; + \202 4 N30 )

Itt A megfelel hatvanyainak egyiitthatoi megegyeznek a két oldalon. Ebbdl
jon:

A0 A9 =BV v
A g0 W =EVw - BV (14.5)

A B W) =E0w® 1+ BV + EP e

Itt a \° : egyenlet valojaban a H° operator sajatérték egyenlete, igy be-
16le kovetkezik, hogy U\” = @, ¢s E\”) = E°. A nulladik kzelités tehét a
perturbalatlan feladat megoldéséaval egyezik meg.

A A\!: egyenletbél kapjuk az elsé rendi kézelitést Fejtsiik sorba \If () et a
HO sajatfiiggvényei szerint. Azaz \IJ( ) = => akl @l Ezt behelyettesitve )\1 -be
jon

H° Z ay @+ Wo, =B Y al) o+ BV,
l

Z B\, + W, =E" Z al) &, + BN o
(14.6)

1 1
ZE?a,il (mll) + (m|W k) = Zam (mll) + B (mlk)
E%all) + W,y =E )a,(wi + EM 6,

A fenti elsé egyenletben kihasznaltuk, hogy ®; a H® EP sajatértéki sajat-
fiiggvénye. Ezzel megkaptuk a masodik egyenletet, amit balrol skalérisan meg-
szoroztunk ®,,,-el, amivel megkaptuk a harmadik egyenletet. Itt bevezettiik a
(m|l) = [®*ddV &s (m|W k) = Wy, = [ @5 WAV jeloléseket. A sajat-
fiiggvények ortonormaltsagabol kovetkezett a fenti negyedik egyenlet, amely
szerint:

Wik ZES) ha m =k
o Wk (14.7)
akm —M ha m % k
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Tehat elsérendd kozelitésben az energia és a hullamfiiggvény alakja:
Ey =E} + W,

14.
U —(Pk+ak)(1>k—|— Z EO ( 8)

EO

Az a,(;) értékét a normalasi feltételbsl kapjuk.

Novekvs rendben hasonléan szamolandok ki a magasabb rendd kozelitések.

14.2. 1dé6tol fiiggetlen perturbaciok elfajult (de-
generalt ) allapotok esetén

Feltessziik, hogy a HO Hamilton-operator Ej sajatértéke p -szeresen de-
generalt, azaz p darab sajatfliggvény tartozik hozza. Ezeket ¢pi, dro, ...¢xp-vel
jeloljik. A perturbalatlan probléma sajatérték egyenlete tehat,

H®, = E)9, (14.9)
A nemelfajult esethez hasonlbéan a

HUy, = B,y (14.10)
sajatérték probléma megoldasat

H=H+\W (14.11)

esetén
Uy =00 2wl + 2208 4 0wl
By =EY + AE(” + )\QEM FNED +

alakban keressiik. Ezeket behelyette51tve a sajatérték egyenletbe, figyelembe
vessziik, hogy A megfelels hatvanyainak egyiitthatoi megegyeznek a két oldalon.
Igy kapjuk, mint az el6bb,

(14.12)

2 0 0 0
N HO‘I’l(cz) :Elgl)qjl(cl)
AL HOU) el =D 4+ B W) (14.13)

50 (2 2o (1 0) 1, (2 1) q,(1 2) 1, (0

N HOWE + W) =EQD + B + EDw)
Itt a \° : egyenletbdl mint elgbb is jon hogy \If(l) = & és E(O) E). A
nulladik kozelités tehat most is a perturbalatlan feladat megoldasaval egyez1k

meg.
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A A\!' : egyenletbdl kapjuk az elsé rendii kozelitést. Fejtsiik sorba \I’g)—et
a H° sajatfiiggvényei szerint. Azaz \IIIS) = Zr’s a,gz,;bm. Ezt behelyettesitve
Al --be jon

H° Z A s + WOy =B agy) @, + Ef) Oy

7,8

Z 0 al)) @, + Wy, =B Z al)) @, + B0y

14.14
LT ) (klrs) + (| |kl) = Za,ikis (kjlrs) + B (kgikty A1)
Ek&klkj <k7]|W|kl> a/(clz)q + Ekl Okjkl

(k| W kL) =By 65 0

A legfelsé egyenletben kihasznaltuk, hogy ®,, a H® E° sajatértéki sajatfiigg-
vénye. Ezzel megkaptuk a masodik egyenletet, amit balrdl skalarisan megszo-
roztunk ®;-el, és ez adta a harmadik egyenletet. Itt bevezettiik a (kj|rs) =
[ @@,V 6 (kj|W]rs) = Wijps = [ @5, W,,dV jeloléseket. A sajatfiige-
vények ortonorméaltsdgabol kovetkezett a fenti negyedik egyenlet és belSle az
otodik. Az 6todik egyenletbdl az kovetkezik, hogy degeneralt sajatértékek ese-
tén a fenti levezetés csak akkor érvényes, ha a (kj|W|kl) matrix diagonélis.
Tudjuk, hogy az E} sajatértékhez tartozo @y sajatfiiggvények tetszéleges line-
aris kombindcitja is az EY sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény.
A
i)kl = Zalﬂ)ks (1415)

transzformacioval vezessiink be olyan ®; sajatfiiggvényeket, amelyek a W mat-
rixat diagonalissa teszik, vagyis
- =
Wy =E) Oy
P 1
w Z alsq)ks :E]il) Z alsq)ks
S S

> (kjIW |ks)ous =B > (kjlks) (14.16)

S

Z(kj\WWs)als = ;S)Oélj j=12..p

S

Ez a W perturbaci6é eredeti ®;; bazisban felirt matrixdnak a sajatérték
probléméja.
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Tehat a perturbacioszamités elsé rendjében p-szeresen elfajult sajatallapo-
tok esetén az energia-sajatértékekre a kovetkezs eredményt kapjuk:

Ew=E)+E\) = E) + /é;lW@k,dv (14.17)

A sajatfiiggvények meghatarozésa céljabol ismételjiik meg a fenti A' : (14.13)
egyenletbe valo behelyettesitéseket, de most mér a transzformalt ®,,; sajatfiigg-
vényekkel. Ekkor, ha \I/,(;) = Zm algzsd)m, a A\l : egyenlet igy alakul:

'’ Z Qi ®rs + WG =B Y ajyy v + By B
Z E}?S irs®rs + Wy =E;” Z Ui ®rs + Efy Oy
r,5

Ziammm$oMMM:$§)mmmwmew>

W@g<mWM:W%gHM%M

(mj|W |kl) :<El£0 ED)a; klm] + Ek})émj ki

(14.18)

Vagyis (kl\W|/<:l) kl) és aélznj %

Igy a perturbacioszamitas elsé rendjében p-szeresen elfajult sajatallapotok
esetén a sajatfiiggvényre a kovetkezs eredményt kapjuk:

WUy =Py + ‘I’;(gll) =
[ <I>ij<I>kldV ] (14.19)

=Py + Z Z i

14.3. 1dé6tol fiiggd perturbaciészamitas

Feltessziik, hogy a kdlcsonhatéasmentes fizikai rendszert a HO idstol fligget-
len Hamilton-operator irja le és a W (t) perturbécio fiigg az id6tsl.

. K(t) 0<t<
W = KW 0stsT (14.20)
0 t<0,t>71
A megoldandd Schrodinger-egyenlet a kovetkezd:
hov(r,t - -
;% L [H + W) = 0 (14.21)
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Ha a perturbalatlan rendszer sajatértékeit és sajatfiiggvényeit a
H'®), = B, (14.22)
egyenlet adja, keressiik a megoldast

U(t) = ag(t)Dre 7%t (14.23)
k

alakban. Ezt a probafiiggvényt behelyettesitve a fenti Schrodinger-egyenletbe
jon:

h . —iELt i —ipt

- Zakq)ke hk +ak®k{—ﬁEk}e RERE S 4

7

k
+ Z([:[O + W)Clkq)keiéEkt =0
k

EL{ > y Dye”HI 4 ak@k{_%Ek}e_;’Ekt}Jr

1
k
F2 (Bt Wmdee =0 (g9
k

h/ % ~ i
- Z qu)ke_ﬁEkt + Z Wakq)ke_ﬁE’“t =0
L% k
h 1 ~ 7
- Z ar(n|k)e  nBr 4 Z(n!WW}ake_ﬁE’“t =0
L% k

h . _ipoy T —LEt
—Qp, RN — — k‘ hk
~Gne gk (n|W|k)aye

A fenti utols6 egyenlet adja:

i :% S (alW k) axe HEEE =12
. ¥ . (14.25)
n == g Ko (t)age™“* n=12, ..
Ha a rendszer perturbécio elstti allapotarol feltessziik, hogy ax(t) = dgm, azaz
U, = ®ppe i Pt ha t <0 (14.26)

akkor a kolcsonhatéas kikapcsolasa utéan

U= apn®pe 75 ha 7 <<t (14.27)
k
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lesz az allapot. Annak a valészintisége pedig, hogy a rendszer az n-ik staciona-
rius allapotba keriiljon, P, = |anm(t)]?.

Az (14.25) egyenletet iteracioval oldjuk meg. A jobb oldalra elGszor behe-
lyettesitjiikk a U, allapotot. Megoldjuk az (14.25) egyenletet, majd a kapott
megoldast ismét behelyettesitjiik az egyenlet jobboldalaba, és addig folytatjuk
ezt az iterdciot, amig meg nem kapjuk a W, végsé hullamfiiggvényt a kellS
pontossaggal. Igy elészor

1 .
i = = K (D)™ han =1,2,.. (14.28)
]

adodik, melynek a megoldésa

n

I o
all) = 71/ Ko (tYe“rt'at’  han=1,2,... (14.29)
th Jo

Ha ezt behelyettesitjiik az (14.25) egyenlet jobb oldalaba, kapjuk a masodrend
kozelités egyenleteit,

1 )
- (2) —— K ¢ iWnmt
anm Zh nm( )6 +

112 . o (14.30)
Hah S Kl [ Bty
n'#m
Ennek megoldasa
1 /[ oy
al?) :.—/ Ko () et dt’ +
(14.31)

zwnn/t // 1wyt t" 3411 341
{zh} Z/Km e /Knm e dt’dt

n'#£m

A megoldas behelyettesitésével a differencidlegyenletbe kapjuk a harmadik ko-
zelitést. Tovabb folytatva az iteracidkat, a megoldés végtelen sor alakjaban
allitodik eld.

Példaként tegyiik fel, hogy K, (t) = Kpm, vagyis ez a méatrixelem nem
fiigg az 1d6t6l. Ekkor

ezwan _ 1

/ Kpme™mmidt = ——— K., (14.32)

TWnm
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és igy - ,
an(T) —|anm| =

/ K (1) ™t dt
0

2

1

R
En—FEnm

1- COS{—h T} (14.33)

2
En—Em
h

9
:%]KnmPré(En — E,)

2
:ﬁlKan

: 4 -2 1—cos2a ¢4 1 sinax . 4
Ugyanis felhasznaltuk a sin’a = ==9%* és a 0(a) = lim, o “25° Osszefiiggé-

seket. Tehat az idGegységre vonatkozo dtmeneti valoszintiség

Lo (7)

2
— %|Knm|26(En —E,) (14.34)

Ezt az Osszefiiggést hivjdk Fermi aranyszabélynak.

Jelolje p(E,) az E, energiaju végallapotoknak az egységnyi energiainterval-
lumra vonatkozo striiségét. Ekkor az idGegységre vonatkozo atmeneti valoszi-
niiség:

P:/Mp(En)dEn - 27T{|Knm|2p(En)} (14.35)

T h En=Enmn

Ha a W(t) perturbécio a 7 idGtartam alatt periodikusan valtozik az idében,
vagyis

R f( t +iwt 0 <t<
e = 4 Ke =t=T (14.36)
0 t<0,t>r71
ekkor )
Pan(T) = =2 | Ko P70(Ep = B & ) (14.37)
és .
-
(14.38)

ot}

En,=FE,+hw
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14.4. Hidrogénatom homogén elektromos térben.
A Stark-effektus

A hidrogénatomot allando erdsségi E = (0,0, E) elektromos térbe helyez-
ziik, tehat

- h? 1 e A
H=—-——A- — —eEz=H"+W (14.39)
2u dmeg 1
a Hamilton-operator. A perturbéalatlan rendszer Hamilton-operatora
~ h? 1 e
A=A (14.40)
21 dmeg 1
és R
W = —eEz (14.41)
a perturbacio.
A H° hidrogénatom Hamilton-operator
4
0 _ _ pet 1
E. =Eym = T (14.42)
sajatértékei és a hozza tartozod
O = Vo = RY™(0, 9) (14.43)

,...) af6kvantumszam, (I = 0,1, ..., (n—

sajatfiiggvényei ismértek. Itt (n = 1,2, 3, .
(=l+1),....,—1,0,1,...,(I—1),l) a mag-

1)) a mellékkvantumszam és (m = —I,
neses kvantumszam.
Az alapallapothoz (n = 1) egyetlen hullamfiiggvény tartozik.

1 12 _r
W00 = RioYy (0, 0) = {—3} e @ (14.44)

Tag

Az els6rendii perturbéacié nulla, ugyanis (14.7) szerint
W10071()0 = /\I’TOOW\ploodv = /\DTOO(—QEZ)\I’loodI’dde = O (1445)

Az (n = 2) gerjesztett allapot 4-szeresen degeneralt. A megfelels sajatfiiggve-
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nyek:

Wag =RaoYy (0, 0) = { }
1 )2 . i®
Uo1y =Ry1Y( (6, ¢) = { , } e sin@{ ¢ }

‘1’210 :R21Y10(9, ¢) = {

(14.46)

-1 1 2 r __r e~
Uo -1 =Ro Y, (0,0) = Srad 2—%6 240 sin @ 7%
0

Az elfajult (degeneralt ) perturbécioszamitas els6 rendjében az (14.16) egyen-
lettel szamolt matrixelemek koziil csak kettd lesz nullatol kiillonbozs, éspedig

Wa10,200 = Wago 210 = —3eEag (14.47)

Azokat a szabélyokat, amelyek megmondjak, hogy mely métrixelemek kiilon-
boznek nullatol, kivédlasztasi szabalyoknak hivjuk. Itt a kivalasztasi szabaly
Waimnrm: # 0, ha m = m/, ami csak a fenti matrixelemekre teljesiil. Az ener-
giakorrekciok kiszamitasara igy a (14.16) egyenlet szerint a kovetkezd szekularis
egyenlet gyokeit kell meghatarozni:

—EM  _3¢Eay 0 0
—3¢Eay —EW 0 0
0 0 0 g g |=0 (14.48)
0 0 0 —E®

Ennek a gyokei (E") = +3eFay,0,0). Mivel a négy gyok koziil kettd zérus, az
elsé gerjesztett allapot négyszeres elfajulasa csak részben oldodik fel az elekt-
romos tér hatasara. Az ay, sajatvektorok meghatarozasabol igy elsé rendben
a kovetkezd sajatértékeket és sajatfiiggvényeket kapjuk.

By = — M seBay Wy = (oo + Vo)
= — — eFa =
1 372 0 1 NG 200 210
4
e 1
By =— — —3eFkay VY, :—(¢200 - \1’210)
8h? V2 (14.49)
pe’
Es = — 2 W3 =111
4
e
Bi=- Uy =t
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A fenti, tgynevezett linearis Stark-effektus csak akkor jon létre, ha az ener-
giat az n f6kvantumszam egyediil meghatarozza. Mivel itt az [ = 1és (=0
mellékkvantumszam energidja keveredett Wi-ben és Wy-ben,ha a perturbéalat-
lan rendszer energidja a f6kvantumszam mellett a mellékkvantumszamtol is
fiiggdtt volna, akkor az elektromos térben elsé rendben az nem hasadt volna
fel. Az energia megvéltozasa a perturbéacidszamitas masodik rendjében jelenne
meg.

_ (0) 2 112 Wnlm,n’l’m’Wn’l’m’,nlm
Enim = Ey) + €E>) SO0 (14.50)
n'l’

nl

n' V'

A fenti kifejezésben csak olyan matrixelemek kiilonboznek zérustol, amelyekre
I =1+ 1. Ezt kihasznéalva felirhaté hogy:

Epim = BY 4+ E*(a + pm?) (14.51)

Itt « és B allandok, m pedig a magneses kvantumszam. Ezt a jelenséget hivjak
kvadratikus Stark-effektusnak.

14.5. Az elektromagneses sugarzas kolcsonhatasa
atomokkal. Félklasszikus kozelités

Az elektroméagneses tér és az atomok vagy mas mikrorendszerek egymas
kozotti kolesonhatasat a kvantumelektrodinamika irja le a tapasztalattal jo
egyezésben. A félklasszikus targyalds az atomokat a kvantummechanikai ids-
fiiggs perturbacioszamitas alkalmazasaval, az elektromégneses teret pedig a
klasszikus elektrodinamika torvényei szerint veszi figyelembe.

Tekintsiink egy A vektorpotenciallal és ® skalarpotenciallal leirt kiils6 elekt-
romégneses térbe helyezett hidrogénatomot. Ekkor a H Hamilton-operator a
kovetkezsk szerint alakul:

- 1
H :ﬂ(f) —eAP +V(r) +ed =

2
(& €
—— — (AP+DPA) + —A%+ed — .
p-+ V(r) 2/~L( p+p >+2M + e (14.52)
1 2 h
— PP V() - SAP+ A%~ divA 4 ed
20 W 20 21

Felhasznéltuk, hogy (pA — Ap) = ZdivA. Coulomb-mértéket (divA = 0) és
tiszta sugarzasi teret (® = 0) feltételezve, a Hamilton-operator a kévetkezd
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lesz,

~ 1A2 [ e? 9
H=—p"+V(r)——Ap+ —A
21 1%

. wn (14.53)
e e

=— —A+V(r)— —Ap+ —A?
21 ) jz 21
ahol "

HO = ——A4+V(r) (14.54)

2p
a perturbalatlan Hamilton-operator és
. e . e,
W=—-——Ap+ —A (14.55)

It 21

a perturbacio. Els6 kozelitésben a §A2 tagot elhagyjuk, mert csak a méasod-

rendii kozelitésben ad jarulékot. Igy, ha
A =uAycos(kr —wt) =

:gA()(efierriwt 4 eikrfiwt)

(14.56)

a vektorpotenciél és u a sugarzés polarizaciojat kifejez6 egységvektor, akkor a
perturbacio

W(t) = —SAp = Ke®! + K*e™! (14.57)
]
alaki, ahol
€ —ikr
K =— 2—A (up)
o (14.58)
K* — — Z14061kr(up)
az egyiitthato. Ebbdl
2
P, = %{|Knml2p(En)} (14.59)
En=Epm—hw
az abszorpcio és
2
P - %{yKnmmEn)} (14.60)
En=Em+hw

az emisszi6 valoszintisége, és
—ik ~
Kym = ——[e"" (up)]nm (14.61)
az atmenet matrixeleme.
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Ha ezt a matrixelemet az e~ kozelitéssel szamitjuk ki, akkor beszéliink

dipol kozelitésrsl. Ugyanis, ha a az atom mérete, akkor a lathato és az ultraibo-

lya tartomanyban ka = 2% ~ 107%. Ezért itt e = 1 — ikr + (Cilr)” Zkr) +..~1.
Ezzel A 4
Ko = === [(p)]um = —=—1(Prm 14.62
(B = 5 (P (1462)
De az [r, H] = %lf) kommutatorbol jon
o =By = Ep)rame =
‘;Z (14.63)
E,—FE,)d,.
=5 m)
ahol
dym = €rpm = (U |r|thn) (14.64)

az elektromos dipolnyomaték m — n atmenetéhez tartozé matrixeleme. Ezért
dipol kozelités a neve ennek a szamolasnak. Mivel K, =~ Ay az emisszi6 és az
abszorpci6 valoszintisége is a sugarzas intenzitasaval aranyos.

Az itt bemutatott félklasszikus kozelitéssel le lehet irni az abszorpciot és
az indukalt emissziot. A spontan emisszi6 leirdsara mar kvantumelektrodina-
mikara van sziikség.

Ha tobb elektront tartalmaz6é atomrol van szo, akkor a d,,, helyére a
7 dpn (i) matrixelem frando. Dipolsugarzas csak olyan allapotok kozotti
atmenet soran jon létre, amelyre a K, = —%[(uﬁ)]nm = ——u(pnm) # 0.
Ha ez a métrixelem zérus, akkor a két allapot kozotti dip(’)latmenet tiltott. A
kivalasztasi szabalyok mondjak meg, hogy melyek azok a feltételek, hogy két
allapot kozott az dtmenet megengedett legyen.

Az u = (0,0, 1) polarizacios vektorral leirt sugarzas kivalasztasi szabélyai
a ¢, és ¢y allapotok kozott: I, =, = 1, mq = my,.

Ha a fény cirkularisan polarizalt, akkor az u; = \%(el + iey) és uy =
\/Li(el — ieq) polarizacios vektorokbol indulunk ki ( e; = (1,0,0), ex = (0,1,0)
) és a kivalasztési szabélyok [, = I, £ 1, m, = my £+ 1 lesznek.

Elsfordul, hogy dipoélsugarzast tiltanak a kivalasztasi szabalyok, de ha az
e~ 0 1 —ikr kozelitést vessziik figyelembe, ezzel elektromos kvadrupol sugar-
zéast kapunk, aminek a kivalasztasi szabélyai: |l, — | = 2, mq—my, = 0, £1, £2.
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15. fejezet

A csoportelmélet és a
hullamfuggvények
szimmetriatulajdonsagai

Ha az atom,molekula vagy a szilardtest rendelkezik valamilyen szimmet-
ridval, akkor annak hatésa jelentkezik az elektronrendszer allapotfiiggvényé-
nek alakjaban, vagy a forgasi és a rezgési spektrum adataiban is. Az anyag
spektroszkopiai tulajdonsagainak a lefrasaban elengedhetetlen a szimmetria al-
kalmazasa. A kvantummechanikaban a szimmetria jelenségét a csoportelmélet
segitségével targyaljak. A kovetkezGkben ismertetjiik a molekuldk szimmetria
csoportjait és az alapvetd csopoertelméleti fogalmakat, amelyek ilyen leirasok-
ban hasznalatosak. Bemutatjuk hasznalatukat a legegyszertibb esetekben.

15.1. Szimmetriaelemek, szimmetriamitiveletek

Szimmetriaclemnek nevezziik azokat a geometriai fogalmakat, amelyek se-
gitségével szimmetriamiveletek hajthatok végre. A szimmetriamiveletek pedig
egy adott test olyan elmozditésait jelentik, amelyek a testet onmagara képezik
le. Elgszor a szimmetriamiveleteket mint az atomokra, pontosabban azok ko-
ordinataira hato transzformacioként irjuk le. Ezutan definidljuk a szimmetria-
mivelet hatasat fliggvényekre és a megfelel6 miiveletet szimmetria operatornak
nevezziik. A kovetkez6 1épésben operatorokra hattatjuk a szimmetriamiivele-
teket.

El6szor azt nézziik meg, hogy milyen szimmetriamiiveletek 1éteznek. Az elsé
szimmetria elem a szimmetriasik vagy tiikorsik . A szimmetriasikra valo
tiikrozes jele: o . A o(x,y,2) = (2, ¢/, 2) mivelet soran az (x,y, z) koordina-
tat tlikrozziik az adott tiikorsikra, és igy kapjuk az (2,4, 2’) koordinatat. A
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szimmetriacentrum jele : i és hatésa i(x,y, z) = (—z, —y, —2). Az n-szeres
forgést szimmetriatengely jele: C,. n = 1,2,3,.... ez adott tengely koriili
forgatast jelent % szoggel. A C? pedig p% szoggel valo forgatést jelent, ahol
p < n egész szam. Ha egy tengely koriil tetszéleges szoggel elforgatva a moleku-
lat vagy atomot az onmagaval fedésbe keriil, akkor a szimmetriamtvelet C.
Ha azt is jeldlni akarjuk, hogy egy ilyen tengely koriil ¢ szdggel forgattunk, ak-
kor C% vagy C, a jel. Az azonossag jele: I és mivelete I(z,y,2) = (z,v, 2).
Az n-szeres forgastiikrozés jele: S, és definicidja: S, = 0C,. A o tiikor-
sikja meréleges a C), forgastengelyére. Tehat az S,, forgastiikrozés soran elGszor
elvégezziik a C), forgatast, utana pedig a o tiikrozést.

Bevezetiink néhany speciélis jelolést is. A o, szimbolummal olyan tiikro-
zést jeloliink, amelynek a tiikorsikja merdleges a legnagyobb forgasa C, for-
gastengelyre, a fétengelyre. A o, pedig olyan o amely tiikorsikja tartalmazza
a f6tengelyt. A o4 szimbolummal pedig olyan o, mitveletet jelélnek, amely tii-
korsikja felezi két olyan C5 forgatas tengelyei kozotti szoget, amely forgatasok
forgastengelyei merdlegesek a fGtengelyre.

15.1.1. A G szimmetriacsoport

Ha két szimmetriamiveletet egymés utan elvégziink, Gjabb szimmetriam-
veletet kapunk. Konnyen beldthato, hogy a szimmetriamiveletek csoportot al-
kotnak. Két szimmetriamtvelet szorzatan azt a szimmeriamtveletet értjiik,
amely megegyezik azzal, amelyet a két miivelet egymés utan valé végrehaj-
tasaval kapunk.

Tehat a G szimmetriacsoport elemei azon A, B, C,... szimmetriamtiveletek,
amelyekre igazak a kovetkezG Osszefiiggések:
1.AABeG - ABe G
2. A,Be G — A(BC)=(AB)C
3. Létezik I € G egységelem, amelyre minden A € G esetén 1A = Al = A.

4. Minden A € G létezik olyan A~! € G, amelyre A™1A = AA" =T

Abel csoport: Olyan G amelyre A, B € G — (AB) = (BA)
Egy csoport rendje: h, ha a csoportelemek szédma h.

15.1.2. A G szimmetriacsoport meghatarozasa

Azon csoportok szédma, amelyek a molekulak szimmetriait irja le, véges.
A kovetkezs algoritmussal eldonthetd, hogy egy adott molekula melyik szim-
metriacsoportba sorolhatd. Az IGEN, NEM eldontendd kérdéssorozat végén
megadjuk az adott csoportok jelét.
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Linearis a molekula?
IGEN Van inverzios centruma?
IGEN D,
NEM C.,
NEM Van legalabb forgéstengelye?
IGEN Tobb is van?
IGEN Tobb 2-nél nagyobb rendi is van?
IGEN Van 5-6d rendt tengely?
IGEN Van inverzios centrum?
IGEN I,
NEM [
NEM Van inverzioés centrum?
IGEN Van 4-ed rendi tengely?
IGEN O,
NEM T,
IGEN Van 4-ed rendd tengely?
IGEN O
NEM Van tiikorsik?
IGEN Ty,
NEM T
NEM Van tiikorsik?
IGEN A f&tengely tiikorsikra merdleges?
IGEN D,
NEM D,
NEM D,
NEM Van tiikorsik?
IGEN A tiikdrsikban van forgastengely?
IGEN (),
NEM C).n
NEM Van forgatva tiikrozés?
IGEN S,,
NEM C,
NEM Van tiikorsik?
IGEN (|
NEM Van inverziés centrum?
IGEN C;
NEM

104



15.1.3. A szimmetriamiiveletek hatasa fiiggvényekre. A
szimmetriaoperatorok

Eddig a szimmetriamtiveleteket atomokra definidltuk. Tehat megmondtuk,
hogy egy adottR szimmetriamiivelet hatasara az r = (z,y,2) koordinataju
pont melyik ' = (2/,y/, 2’) koordinataja pontba keriil. Azaz Rr = r'. Célszert
ugyanezen szimmetriamiivelet fiiggvényre valo hatasat kifejezs R operatort ugy
elképzelni, hogy az az atom koriili fiiggvényt az atommal egyiitt "elmozditja".
Tehat (Rf)(r) = f(R 'r).

15.1.4. A szimmetriamiiveletek hatisa linearis operato-
rokra.

Legyen L egy linearis operator és R egy szimmetriaoperator. Az a kérdés,
hogyan célszert definialni az L operator L' szimmetriatranszformaltjat. Mivel

Rf =f
Rg =g’ (15.1)
Lf=g

legyen L' gy definialva, hogy L'f' = ¢'. Ekkor

.. .. (15.2)
= RLf =RLR™'f' =L'f
Ez adja R o
L' = RLR™ (15.3)
Ha pedig L' =L, akkor LR = RL, vagyis L ¢és R feleserélhetsk.
15.1.5. A Laplace-operator
Legyen
A 0? 0? 0?
L=A=_—+—"=+ (15.4)

or? 0z O}
a Laplace-operator és R egy szimmetriatranszformacio. Altalaban azt szok-
tak mondani, hogy ranézésre latszik, hogy a fenti Laplace-transzformacio fel-
cserélhetd barmely szimmetria operatorral. Most azt vizsgaljuk meg, hogy ez
tényleg fgy van-e. Legyen Rr’ = r és igy v’ = R™'r’, ahol r = (z1, 79, 23) 65
v’ = (2}, 2y, 2%). Ekkor R = {R;;} és x; = Zj’:l Ry’ ugyanis [R™'];; = Rj; és
R unitér. Tehat 2} = 32°_ [R™Y;;2; = Z?:l Rjix;.

7=1
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Be fogjuk latni, hogy RA = AR. El6szor azt nézziik meg, hogy mi az RA
operator hatasa az f(r) fiiggvényre.

3

(RA)f(r) =R(Af(r)) = R{ 3 Y f(xé;?,xg)} B
3 O2f (), /i)_l Z (15.5)

Most pedig azzal foglalkozzunk, hogy AR hatésara mi torténik f(r)-el.

(AR)f(r) =Af(R™'r) = Af(x) =
(15.6)

3
— Z an(xlla J‘J27 xé)
k=1

2
Ox;,

Az (15.6) eredményének atalakitéasara hasznaljuk ki a kovetkezd Gsszefiig-
géseket:

Of (wy, x5, x3) Of (wy, x5, 3) Oy

.

Oxy, ox! Oxy,
= Z (15.7)
3 / / / )
-3 Of (), 23, 23) 1,
- ki
- oz;
=1
és
O f(at, 7, 7}) :i (v, )
D2 — onor,
5 - (15.8)
— 1) 23 Ru R
Z BN Kl L i
il=1 g’
Ezek felhasznalaséval pedig jon
3
: 0}, o, 1)
(AR)F(x) =3 =" =
k=1
NN B )
k=114,l=1 A’ (15.9)
3 2 / / / ’
_ Z 9 f(x1737271'3)5'l _
Ox;0x '

il=1

3
_ Z an(x/h 17/2, xé’))
=1

/2
ox}
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Ezzel belattuk, hogy a Laplace-transzformacié valoban felcserélheté barmely
szimmetria operatorral, azaz RA = AR.

15.1.6. Néhany fontosabb definici6

A Hamilton-operator csoportja: A Hamilton-operator felcserélhetd
azokkal a szimmetriaoperatorokkal, amelyek a molekula ekvivalens atommag-
jait egymasba viszik. Ezen szimmetriaoperatorok csoportot alkotnak. Ezt a
csoportot nevezziik a Hamilton-operator csoportjanak és Gg-val jeloljiik.

Matrix reprezentaciok A G csoport A, B - N operatorainak az f, f,...
frn ortonormalt bazison képzett nxn-es A, B, ... N méatrixainak osszességét a G
csoport egy n-dimenziés reprezentaciojanak nevezziikk. Az Ry, matrixelemeket
a vektorokra értelmezett skalarszorzassal kapjuk, azat Ry = ( f1|}t2 fr)-

Ekvivalens reprezentaciok: A G csoport A, B, C,... N és A, B, (,...
menziojuk, és létezik olyan L lineéris transzformécio, amelyre igaz, hogy A’ =
L'AL, B' = L7'BL, C" = L7'CL, ... N' = L7'NL. Ezt a transzforméaciot
hasonlésagi transzformécionak nevezziik.

Egy reprezentacié karaktere: Hasonlosagi transzformacioval nyert ekvi-
valens reprezentacioban az egymasnak megfelel6 matrixok diagonéalis elemeinek
az Osszege ugyanaz. Ezt a x(A) = >, A; mennyiséget hivjuk az adott cso-
portelem karakterének az adott abrazolasban. Konnyen bebizonyithato, hogy
Y(AB) = X(BA) és x(A) = x(L1AL).

Reducibilis és irreducibilis abrazolasok ( reprezentacidok): Legyen
a G csoportnak adva egy n dimenzids reprezentéicidja az R, térben. Ha létezik
az R, térnek egy olyan R,, m < n altere, amely invaridns a G csoportra nézve,
akkor azt mondjuk, hogy az R, térben adott reprezentécio reducibilis. Ha ilyen
tér nincsen, akkor a reprezentaci6 irreducibilis.

Egy csoport osztalyai: Egy B csoportelem az A csoportelem konjugaltja,
ha létezik olyan X csoportelem, amelyre B = XAX 1. Az egymassal konjugalt
csoportelemek Gsszessége egy osztalyt képez.

15.1.7. Fontosabb tételek

T : Egy csoport irreducibilis reprezentacidéinak a szama megegyezik a cso-
port osztalyainak a szamaéaval.
Ty : Egy h-ad rendd, r osztallyal rendelkezé csoport A irreducibilis reprezen-
tacivjanak a dimenzidja legyen my, ekkor

> mi=nh (15.10)
A=1
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Azon, hogy a csoport h-ad rendd, azt értjik, hogy h eleme van.
T3 : Csoport reprezenticidinak karaktereire igaz a kovetkezd Osszefliggés:

D N (R X7 (k) = hdag
(15.11)
> NDA R = how

Itt x*(k) az « irreducibilis reprezentacio k-ik osztalyanak a karaktere, és
Ny a k-ik osztaly elemeinek a szdma.

Matrixreprezentacidk redukalasa: Ha a I' reducibilis reprezentécio cy-
szor tartalmazza a A irreducibilis reprezentaciot, akkor azt a

'=coa®csBd... 0w (15.12)

kifejezés alakjaban irjuk fel. Kihasznélva a karaktertablazat ortogonalitasat
kapjuk:

o= 7 S N (R x(h) (15.13)
P =) DMRI'R (15.14)

projekcids operator pedig a A irreducibilis reprezentaciohoz tartozé R,,, altérbe
vetit.

Tétel: A H operdtornak egy adott sajatértékhez tartozo linearisan fligget-
len degenerélt sajatfiiggvényei a Gy csoportnak invarians alterét feszitik ki. A
tapasztalat alapjan altalaban a H operator sajatfiiggvényei a Gy irreducibilis
reprezentacioinak a bézisfiiggvényei.
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16. fejezet

Molekularezgések

A Born—-Oppenheimer kozelitésben adiabatikusan szétcsatoljuk a magok
lasstt mozgasat az elektronok gyors mozgasatol. A magok mozgéasara vonat-
kozo Schrodinger egyenletben a potenciél szerepét az elektronokra vonatkozo
Hamilton operator sajatenergidja jatsza, amelyben a magok koordindtai mint
paraméterek szerepelnek. Az elektronokra vonatkozo idéfiiggetlen Schrodinger
egyenlet a kdvetkezs:

N My L X ]
i p
) -S4y —— | 2= E(Ri,Rs.... R,
( <2m gt |ri—Rp|> 2 - \ri—rj|>

i=1

(16.1)
mig a magokra vonatkozd Schrodinger egyenletet igy irhatjuk fel:
> 4+ Vu(RiRs,... Ry) | ¥, = BT, (16.2)
2M,
p=1
ahol
1L 1
Vi(R1,Ra,...,Ry) = E(R;,Rs,..., R — _ 16.3
(R1, Ry M) (R1, Ry M)+2;’Rp_Rq| (16.3)

A magok lényegesebben nehezebbek mint az elektronok, ezért mozgasukra
sikeresebben alkalmazhatjuk a félklasszikus leirast, mint az elektronokéra. A
magok alapéllapotban a potenciélis energiajuk minimuméban vannak. Kis ener-
gids gerjesztések esetén fejtsiik sorba a magok V,, potencialis energidjat az
egyensuly koriil. Az elsérendd tag nyilvanvaloan eltiinik, hiszen a magok egyen-
silyban vannak:

u, (16.4)




ahol u; az i-dik mag kis elmozdulasa, Ry pedig az egyensilyi geometriat jelenti.
Tekintsiik kvantummechanikai valtozonak a kis elmozdulasokat, és a sorfejtést
felhasznalva irjuk fel a magokra vonatkoz6 Hamilton-operatort:

= ZQM

Vezessitk be a B, = P,/\/M,, R, = R,\/M, véltozokat. Az uj valtozokra is

fennall az impulzus és koordindta operatorokra érvényes felcserélési relacio

[Ppia qu} = ?@?qéij

R (16.5)

Az 1j valtozokkal irjuk fel a rendszer Hamilton operatorat:

H= Z — + Z RyiDypigi Ry » (16.6)
P%qj

ahol
1 o*V,, 1

D.. .=
T M, ORRiOR; g, /M,

az ugy nevezett dinamikus matrix. A dinamikus maéatrix nyilvanvaléan szim-
metrikus matrix, tehat a sajatértékei valosak lesznek. Az egyensilyi helyzet
akkor stabilis, ha nincs negativ érték kozottiik. Az Up,,; unitér transzformacié
diagonalizalja a dinamikus matrixot:

ZZUlm piaiUdgil (16.7)

p,q=11j=1

Azajuy = Zpi Ul pitpi valtozok az egyes rezgési modusok lesznek, segitségiikkel
a rezgési Hamilton-operétor szétesik fliggetlen harmonikus oszcillatorok Gssze-

gére:
H= Z( P+ dlvl) : (16.8)

A Hamilton-operator alakjarol leolvashatjuk, hogy az egyes médusok energidja
megegyezik a dinamikus matrix sajatértékeivel. Ha az egyenstlyi helyzet stabil,
nincs negativ sajatérték. A molekula eltoldsa vagy forgatasa nem jar energia
befektetéssel, ezért ezekhez a modusokhoz — harom transzlaciés és harom ro-
tacios modus — nulla energia tartozik. Tehat altolanossagban egy M atombol
all6 molekulanak 3M modusa van, amelybdél 6 nem igazi rezgési modus, ha-
nem eltolas, és forgas. Linearis molekuldk esetén a molekula tengelye koriil
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elhanyagolhato a tehetetlenségi nyomaték, ezért a forgési médusok szama csak
ketts lesz. Kétatomos molekulédk esetén pl. 6sszesen 6 modusunk van, amely-
b6l 3 eltolasi két forgatési és csak egy rezgési, vagyis csak az egyik sajatérték
kiilonbozik nullatol.

Az egyes modusok klasszikus hataresetben a Boltzmann eloszlas szerint
toltédnek be. A rezgési energidk az infra tartomanyba esnek, hémérsékletben
kifejezve kozel 1000 K, amely érték elég magas ahhoz, hogy termikus egyen-
silyban lényegében csak az alapéllapot legyen betoltve szobahSmérsékleten.

Vizsgaljuk meg, hogy a csoportelmélet segitségével hogyan hatérozhatjuk
meg a rezgési modusok szamat és tulajdonsagait. Azok a szimmetria miivele-
tek, forgasok és tiikrozések, amelyek a molekulat 6nmagukba viszik &t, csopor-
tot alkotnak. Ne felejtsiik el, hogy nem csak az elektronok, hanem az azonos
atommagok sem megkiilonboztethetéek egymastol, igy a transzformélt mole-
kula azonos az eredeti molekuléval. Létezik egy pont, amelyet a molekula 6sszes
szimmetria miivelete 6nmagaba visz at, ezért az altaluk alkotott csoportot pont
csoportnak hivjuk. Az egyes szimmetria miiveleteket méatrixokkal reprezental-
hatjuk. A matrixok megalkotasdhoz valasztunk egy bazist, amelyen kifejtjiik
az egyes miiveleteket. Tekintsiik példaként az NHs ammonia molekulat. A mo-
lekula szimmetria csoportja a Cs, pont csoport, amelynek karakter tablajat a
16.1 tablazatban lathatjuk.

I 2C3 3o,
1 1 1 Z x? + y2, 22

Ay |1 1 -1 | R,
2 -1 0 | () (R R) | (@ =y ay), (e2,92)

16.1. tablazat. A Cs, csoport karakter tablaja.

Osszesen négy atomunk van, amelyek mindegyike harom iranyba mozdulhat
el. A béazisunk tehat 3 x 4 = 12 dimenziés lesz. A csoport az egységmiiveleten
kiviil 6t masik miveletet tartalmaz: egy 120°-os forgatast és annak négyzetét,
Cs, C%, valamint hérom o, tiikrozést (16.1 szdmu 4bra).

Az egységmiivelet méatrixa a rezgések bazisan egy 12 dimenzios egységmat-
rix. A forgas matrixok megszerkesztéséhez elGszor vizsgaljuk meg, hogy az egyes
atomok hovéa kertilnek a mtvelet soran:

| H, — Hy | Hy— Hs | Hy — H | N = N |

vagyis az els6 hidrogén atom a mésodik helyére, a masodik a harmadik he-
lyére, a harmadik pedig az elsé helyére keriil, mig a nitrogén atom a helyén
marad. Az atomok permutalédsan kiviil az elmozdulasokat is forgatnunk kell.
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16.1. abra. Az ammoénia molekula szimmetria miiveletei.

Egy elmozdulés vektort a kovetkez6 méatrixszal forgathatunk el 120°-kal:

cos (&) —sin(3F) 0 —2 —*/73 0
sin (&) cos(&) 0 | = \/75 -1 0
0 0 1 0 0 1

A (5 forgas matrixa az egyensuly koriili kis elmozdulésok bézisan a kovet-
kezdképpen néz ki:

H, H, Hy
V3
R
H, 0 2 —2 0 0
0 0 1
T
H, 0 0 B Lo
0 0 1
T
Hs V3 1 0 0
2 2
0 0 1
_1
2
N 0 0 0 v
0

Létezik egy unitér transzformacio, amely az adott béazison kifejtett 0sszes cso-
port miveletet blokk diagonalis alakra hozza. A blokk diagonélis alakra hozas

112

o

MI»—AMlS
w

e}




utan az egyes irreducubilis abrézolasok tobbszor is el6fordulhatnak a kiilonb6z6
blokkok kozott. A karakterekre vonatkozo ortogonalitasi Osszefiiggés felhasz-
naldsaval meghatarozhatjuk, hogy az egyes irreducibilis dbrazolasok hanyszor
fordulnak el az adott bazison kifejtett reprezentacidoban.

D Xp(R)xg(R) = Ny (16.9)

ahol R a csoport miveleteit jeloli, x,(R) az adott miivelet p irreducubilis rep-
rezentacidjanak a karaktere (az irreducibilis reprezentacié nyoma), N pedig a
csoport rangja, vagyis a csoport elemek szdma. Tegyiik fel, hogy a p irreducibi-
lis reprezentéaci6 n,-szer szerepel a reducibilis reprezentacioban. Az R csoport
miivelet reducibilis abrdzoldsdnak karaktere, nyoma, x(R) = > n,x,(R). Szé-
mitsuk ki a kévetkezs Osszeget:

ZX(R)X ZanXp ZN ol = Mg - (16.10)
R

Az el6z8 egyenletben kihasznéltuk a 16.9. szamu ortogonalitési Osszefliggést.
Ahhoz, hogy az el6z8, 16.10. szamu 6sszefiiggést felhasznéljuk az egyes irredu-
cibilis dbrazolasok szamanak meghatarozasahoz, ki kell szdmolnunk az Gsszes
csoport mitvelethez tartozé karaktert. Itt vegyiik figyelembe, hogy az egyes
osztalyokon beliil megegyeznek a csoport miiveletek karakterei.

Mi hasznat vehetjiik, ha tudjuk, hogy az egyes irreducibilis reprezentaciok
hényszor fordulnak el6 a rezgéseket leir6 elmozdulés vektorok bazisan felépi-
tett miveletek méatrixaiban? Térjiink vissza az ammoénia molekulara. A mole-
kula rezgések 16.2. szamu Hamilton operatora invarians a (5, csoport minden
elemével szemben, vagyis felcserélhets az Osszes csoport miivelettel, tehat ko-
z0s sajatfiiggvény rendszeriik van. Természetesen ugyanaz a transzformaécio,
amely a csoport elemeket redukélja a dinamikus matrixot is blokk diagona-
lis alakura hozza. Az egyes blokkokat, illetve a hozzajuk tartozé modusokat
az adott irreducibilis reprezentaciokkal jellemezhetjiik. Ezeket a vektorokat az
adott irreducibilis reprezentacié transzformalja a csoport mtvelet esetén.

Szamitsuk ki a Cj forgatas 12 dimenzids matrixanak a nyomat! Ebbdl a
méatrixbol elegendd azokat a blokkokat figyelembe venni, amelyek diagonali-
sak, vagyis csak azokhoz az atomokhoz tartozé blokkokat, amelyeket a csoport
mivelet onmagaba visz at. A 120°-os forgatés esetén a forgas matrix nyoma
eltinik, igy a teljes métrix nyoma is nulla.
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17. fejezet

A stirtiségfunkcional elmélet
alapjai

Az eddig vizsgélt sokrészecskés rendszerek tulajdonsidgainak a leirasara a
hullamfiiggvényt hasznaltuk. Lattuk, hogy ha n részecskénk van, akkor a hul-
lamfiiggvénynek legalabb 3n valtozoja van, és még a spin nincs is figyelembe
véve. Ebben a fejezetben azt nézziik meg, milyen informéciokat kaphatunk
az elektronstriségbdl, amelynek csupan 3 valtozoja van. Ezutdn a strtség-
méatrix bevezetésével olyan részrendszerek leirasat mutatjuk meg, melyeket a
kornyezettel valo kolesonhatas miatt nem lehet hullamfiiggvénnyel leirni. Ezek
a kevert allapotok.

17.1. A stirtiség funkcional elmélet

17.1.1. A p(r) elektronsiirtiség mint alapvaltozo

Tekintsiik a

. - n X Z,€ “Loe? PN A
Hz—%;&—;z; LY =T VU=
1= =1 a= g>1=1
=Y =Y )+ Y
i=1 % j>i=1 v

Hamilton-operator HU = EU Schrodinger-egyenletét. T az elektronok kine-
tikus energiajanak az operatora és U az elektron-elektron kolcsonhatés. Az
elektronrendszer szempontjabol a magok altal létrehozott V' potencialt kiilsg
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potencialnak tekintjiik. A W(1,2,...,n) norméalt sajatfiiggvényhez a

400
p(r) = n/ U*(1,2,3,...,n)¥(1,2,3,...,n)do1d2d3...dn (17.2)
elektronstrtséget rendeljiik. Alkalmaztuk az r = ry jelolést.

Lemma (Hohenberg-Kohn): A kélesonhato, alapéallapott elektronrend-
szer valamely v(r) kiils6 potenciallal kapott p(r) elektronstirtisége egyértelmien
meghatarozza a v(r) kiilsé potenciélt egy additiv konstanstol eltekintve.

Bizonyitéas:

Vegyiik észre, hogy

+oo n
(T, VD) :/ U*(1,2,3,..,n)(>_v(r:))¥(1,2,3,...,n)d1d2d3...dn =

o0 i=1

+o0
—n/ U*(1,2,3,...,n)v(r;)V(1,2,3,...,n)drido1d2d3...dn =

oo

(17.3)
Legyen p(r) a v(r) kiils6 potencialban 16v6 n elektron strtisége az E) energianak
megfelels ¥q(1,2,...,n) alapallapotban. Ekkor,

En :(‘111,131—1@’1) =
=(Uy, (T + Vi + U)y) =
(U1, Vi 0y) + (U, (T + U)Ty) = (17.4)
—/_ cX)vl(r)p(r)dr + (U, (T + U)Wy)

[e. 9]

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan vy(r) # vi(r) + C ( C = konstans )
potencial, amelyhez tartozé ¥, # ¢, alapallapoti hullamfiiggvény ugyanazt
a p(r) elektronstirtséget allitja els. Ekkor,

By =(Ty, HyUy) =
(Ws, (T + ‘72 + ﬁ)‘%) =
(

Wy, Valy) + (W, (T + U)Wy) = (17.5)

:/_ h vy (r) p(r)dr + (Uy, (T + U)Wy)

[e.e]
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Mivel ¥y # €0, nem alapallapota H; -nek,

By Z(‘I’l,ﬁﬂlﬁ) < (‘1’2,[:[1‘1/2) =
=(Wy, ViWy) + (Wo, (T + U)Ty) =

_ /_+°O or(B)p(r)dr + (Ug, (T + U)0,) =

_ / :o o (0 p(r)dr — / :o o (r)p(r) dr+

+ /_ " o ()p(E)dr + (U, (T 0) ) = (17.6)
_ /_+°°(U1(r) — vy (r))p(r)dr + (Ts, (T + Vo + U)Ty) =

+oo A
:/_ (v1(r) — va(r))p(r)dr + (Vy, HyWs) =

oo
= [ (wl) - eale)ptyie + E:

Azaz,
+o0
B < / (00 (r) — vs())p(x)dr + E» (17.7)
Hasonl6 moédon kapjuk, hogy
+oo
E, < / (v2(r) — vi(r))p(r)dr + E; (17.8)

Ezen két egyenlGtlenség Osszeadasaval 1étrejon
Ei+ Ey < Bl + By (179)

Ez pedig ellentmondas, vagyis feltevésiinkkel ellentétben vy(r) = vy (r) + C.

Mivel p(r) meghatarozza mind az n elektronszamot és a v(r) potencialt,
kovetkezik belSle a H hamilton-operator és rajta keresztiil a rendszer minden
tulajdonséga.

17.1.2. A Hohenberg—Kohn variaciés elv

A variacios elv szerint az alapallapoti E energiat az
E = ming (U, Hi)) (17.10)

variacios elvbél kaphatjuk meg, ahol U egy normalt probafiiggvény
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A minimalizalast két lépésben végezziik el a kovetkezé modon. A U egyér-
telmiden meghatarozza a p(r) elektronstrtséget. Rogzitett p(r) stirtiségre ezen
stirdséget el6allito W5 fiiggvényekre minimalizalunk:

E,[p(r)] =min, (U2, FIl‘lfg‘) -

oo (17.11)
_ /_ 0 (0)p(r)dr + Flp(r)]

o0

ahol )
Flp(r)] = mina(kllg‘, H\I/%“) (17.12)

A masodik lépésben hatarozzuk meg az alapallapotu energiat

E =min;E,[p(r)] =

+00
—ming( [ (x)pwde + Flp)) (17-13)

o

17.1.3. A Kohn-Sham-egyenletek

Keressiik az

+0o0
Elpw) = [ oe)ple)ir + Flo(w) (17.14)
funkcional minimumat az
p(r)dr =n (17.15)

feltétel mellett ( n az elektronszam).
A Lagrange-féle multiplikator modszert alkalmazva a kovetkezs variacios
feladathoz jutunk:

S(Elp) ~ n( [ plw)de —n)] =0 (17.16)
Ebbél jén
dF'[p] _
5p(r) +o(r) =p (17.17)

Sajnos az F[p] nem ismert. Legyen
p=> |l (17.18)
i=1

Ekkor ,
= I
T[] = > (1] = 5 -Adi) (17.19)

=1
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Az E. = T,[p] — T[p] kiilonbséget beleértjiik a kicserélsdési részbe. Igy az
Flp] = T[p] + Jlp] + Ezc[p] (17.20)

funkcional minimumat keressiik a

(¢4, 45) = 0y (17.21)

ortogonalitasi feltétel mellett. Itt
1 [ p)p) . .,
Jp| == | ———=drd 17.22
(] 2/ 7] (17.22)

Ekkor a Kohn-Sham-egyenletek a kévetkezdk:

2m

h? .
{ - —A+ Ueff}@' = Z&j%’ (17.23)
=1

ahol

6J1p] | 0Euc[p]

) =0 ) )

Amint mar korabban emlitettiik, az F[p] alakja nem ismert. Ebbdl kévetke-

zik, hogy E,.[p] alakjat sem ismerjiik. Ezért a konkrét szamolasokban az %&[)p]

tagra empirikus formuldkat hasznalnak. Ezzel a moddszerrel kielégité pontos-
sdggal lehetséges nagyobb rendszerek vizsgalata.

(17.24)

17.2. A stirtiségmatrix

Léteznek olyan kvantummechanikai rendszerek, melyek leirasara nem alkal-
mas a hullamfiiggvény. Ezen rendszerek leirasara hasznaljak a stirtiségmaétrixot.
Els6 olvasasra értelmetlennek tiinhet ez a kijelentés, hiszen amikor felsoroltuk
a kvantummechanika axiémait, ott szerepelt a hullamfiiggvény léte is. Az el-
lentmondést az oldja fel, hogy azokban az esetekben, amikor nem hasznélhato
a hullamfiiggvény, a vizsgalt fizikai rendszer része egy nagyobb fizikai rend-
szernek, amelyre viszont létezik hullamfiiggvény. A strtiségmatrixot azért kell
bevezetni, hogy a tanulmanyozni kivant kisebb fizikai rendszer tulajdonségait
ugy tudjuk meghatérozni, hogy nem lépiink ki a nagyobb rendszerbe.

Legyen S egy zart fizikai rendszer és S’ egy alrendszere, vagyis S' C S.
Tegyiik fel, hogy az S rendszert leir6 hullamfiiggvény ¥(q, x), ahol = az S’ ko-
ordinatainak az Osszességét jeloli, g pedig az S tobbi koordinataja. A ¥(q, x)
altalaban nem esik szét csak az x és csak a ¢ koordinataktol fliggs fiiggvények
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szorzatara, ezért mondhatjuk, hogy a vizsgélt S’ rendszernek nincs hullamfiigg-
vénye.

Legyen faz S " részrendszerre vonatkozo valamilyen fizikai mennyiség, mely-
nek f az operatora, és f csak az S’ rendszer x koordinatéira hat. Ekkor definicio
szerint az (f) kozépértéket az

://\I/*(q,x)f\ll(q,x)dqu (17.25)

adja. Vezessiik be a

pz,2") = /\If(q,x)\lf*(q,x’)dq (17.26)

fliggvényt. A p(z,x’) mennyiséget az S’ stirtiségmatrixanak nevezziik. A defi-
niciobol kovetkezik, hogy p(z, ') hermitikus, ugyanis

p (x,2") = p(a', x) (17.27)

A stirtisegmatrix csak az S’ koordinataitol fiigg, és segitségével az f operator
kozépértéke a kovetkez6 modon szémitandod ki:

Z//‘If*(q,x)f‘lf(q,:v)dqu:
// (¢, )V (¢, 2") | =z dqdr = (17.28)

= /[fp(x, )=z

A stirtiségmatrix ismeretében az S’ rendszert jellemz6 barmely fizikai mennyi-
ség atlagértéke kiszamithato. A kvantummechanika posztuldtumait a strtség-
matrix segitségével is meg lehet fogalmazni. Ez a kvantummechanikai leirds
legéltalanosabb formaja. Maga a hullamfiiggvénnyel valo leirds a p(z,2’) =
U (z)U*(2") stirtiségmatrixnak megfelels specialis eset. A hullamfiiggvénnyel
rendelkezd allapotokat tiszta allapotnak nevezziik. A csak stirtiségmatrix se-
gitségével leirhato allapotokat kevert allapotoknak nevezziik.

17.2.1. A p(x,2,t)-t meghatarozé linearis differencial-
egyenlet

Mivel tiszta allapotban tudjuk, hogy a hullamfiiggvény idébeli és térbeli
valtozasat az id6tdl fliggd Schrodinger-egyenlet irja le, induljunk ki ebbdl a
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speciélis esetbél. Legyen p(x,2',t) = U(z,t)U* (', t). Igy

R 8,0 . %/ 1 G\II(x,t) . (9\11*(56’,15) B
ihoy =ihU" (&' 1) —= + zh\IJ(a:: B =
U (2! ) HU (2, t) — U(z, ) H'U* (2 1) = (17.29)

:(H - Hl*)p(x7 a’, t)

Ebbdl mar kénnyen kiolvashatod a keresett egyenlet:

m% = (H — H*)p(x, 2, t) (17.30)
17.2.2. A p(z,2/,t) stirtiségmatrix sorbafejtése tiszta al-
P g

lapotok szerint

Legyen U, (x,t) az S’ alrendszeren hato H Hamilton-operator sajatfiiggvény
rendszere. Ekkor

p(g;’ x/7 t) = Z Z amn\lf*(:c', t)\Ifm<$, t) =

. (17.31)
= D0 D W (& )R
Az a,,, sorfejtési egyiitthatok az
nn = 0
Gt > |amn? (17.32)
egyenlGtlenségeknek tesznek eleget. Tiszta allapotban
(a'2)mn = Amn (1733)
Ugyanis, ha a,,, = a,,a;, akkor
(0%)mn = > Okl = Y Oy, =
(17.34)

k k
_ * 2 *
=a,a E lag|” = ama;, = amy,
k

Azaz a stirtiségmatrix tiszta allapotban megegyezik 6nmaga négyzetével.
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18. fejezet

Relativisztikus kvantummechanika

18.1. A relativitaselmélet alapjai

18.1.1. A Galilei-transzformacié és a relativitas elve a
mechanikaban

A Newton-egyenletek csak bizonyos vonatkoztatasi rendszerekben, az iner-
ciarendszerekben irhatok fel. Ezt fejezi ki a Galilei-féle relativitas elve, amely
a kovetkezd:

A Galilei-féle relativitas elve: Az egymashoz képest egyenes vonali,
egyenletes mozgast végzd vonatkoztatasi rendszerek teljesen egyenértékiiek a
mechanikai jelenségek szempontjabol. Ha az egyik rendszer inerciarendszer,
akkor a masik is az. Az egyik inerciarendszer hely- és idSkoordinétait a Galilei-
transzformécié adja meg a masik inerciarendszerben.

Ha specialisan a K és K’ inerciarendszerek tengelyei parhuzamosak, és a K’
alland6 v sebességgel mozog a K rendszer x tengelyének az iranyaban, akkor
a két inerciarendszer hely- és idSkoordinatai kozott a Galilei-transzformacio a
kovetkezs:

2 =x — vt
/ JE—
v (18.1)
z =z
t' =t

18.1.2. A Lorentz-transzforméaci6é és a specialis relativi-
tas elve

Az elektromossagtan alapegyenletei a Maxwell-egyenletek. Mivel ezen egyen-
letek megvaltoznak a Galilei-transzformécio hatasara, kezdetben éternek nevez-
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ték azt a vonatkoztatasi rendszert, amelyben érvényesek. Ugyanakkor megke-
resték azokat a transzformécios formulakat is, melyek nem valtoztatjdk meg
a Maxwell-egyenletek alakjat, ha attériink egyik inerciarendszerrsl a masikra.
Ezeket a transzformécios formulakat nevezziik Lorentz-transzforméacionak. koz-
ben az éter fogalma tarthatatlanna valt. Igy megfogalmazhatjuk Einstein nyo-
man a specialis relativitas elvét:

A specialis relativitas elve: Valamely leszarmaztatott fizikai mennyisé-
get egy formula csakis akkor értelmez helyesen, valamely torvényt pedig egy
egyenlet (vagy egyenl6tlenség ) csakis akkor ir le hiien, ha a formulanak, egyen-
letnek (vagy egyenl6tlenségnek ) alakjat a Lorentz-transzformacié nem val-
toztatja meg. Vagyis a formula Lorentz-kovarians. Egy skalaris mennyiséget
Lorentz-invariansnak neveziink, ha szamértékét a Lorentz-transzformacié nem
valtoztatja meg.

Ha speciélisan a K és K’ inerciarendszerek tengelyei parhuzamosak, és a
K’ rendszer allando6 v sebességgel mozog a K inerciarendszer x tengelyének az
irdnyéban, és c-vel jeloljik a vakuumbeli fénysebességet, akkor a két inercia-
rendszer hely- és id6koordinatéi kozott a Lorentz-transzformacié a kovet-
kezé:

, T —ut
Tr =
’U2
2
y =y
o, (18.2)
L
’L)2
T2

Tekintstink két eseményt. Az egyiket a ¢, x1, y1, 21 koordinatak jellemzik,
a masik koordinatai pedig to, xa, Y2, 22. Az

S19 = \/(:2(252 —t1)2 = (va —71)%2 — (Y2 — y1)? — (22 — 21)? (18.3)

mennyiséget e két esemény tavolsaganak nevezziik. Szamértéke nem valtozik
meg a Lorentz-transzformacio hatasara. ugyanugy, ahogy két pont Pithagorasz-
tétellel szamolt euklideszi tavolsidga is valtozatlan, ha elforgatjuk a koordinata
rendszert.

18.1.3. Négyesvektorok és koordinataik

A mechanika Newton-torvényeit a Galilei-transzformécio, az elektromos-
sdg Maxwell-egyenleteit pedig a Lorentz-transzformacié hagyja véltozatlanul,
ha attériink egyik inerciarendszerrél a masikra. A Lorentz-transzformacié az
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altalanosabb, mert belSle a fénysebességhez képest kis sebességek esetén meg-
kaphato a Galilei-transzformécié. Ebbdl az sejthets, hogy a Newton-torvények
is valamilyen, csak kis sebességeknél érvényes valtozatai olyan torvényeknek,
amelyek nem véltoznak meg Lorentz-transzforméacioval. Ha igaz a specialis re-
lativitas elve, akkor ilyen torvényeknek létezniiik kell. Keressiik meg ezeket a
torvényeket. Ebbdl a célbol célszert bevezetni a négyesvektorokat.

Egy esemény (ct, x,y, z) koordinatait ugy foghatjuk fel, mint a négydimen-
7i6s tér egy helyzetvektoranak négy komponensét. E vektort és komponenseit
x# -vel jeloljiik, ahol u lehetséges értékei 0, 1, 2, 3 és 2° = ct, 2! = 2, 2% = ),
73 = 2.

Ennek a vektornak a hosszat az (18.3) Osszefliggés alapjan definialjuk, mint

' = (a")" = (2)" = (2%)" = (2%) (18.4)

A négyesvektor: Altalanossagban az A* négyesvektornak nevezziik az
AV Al A2 A3 négy mennyiség Osszességét, ha azok inerciarendszerek kozott
ugyanigy Lorentz-transzformécio szerint transzformalédnak, mint az x* négyes
helyzetvektor komponensei. Az x* négyes helyzetvekvort az esemény négyes-
vektoranak nevezziikk. A korabban is emlitett specialisan felvett koordinéta-
rendszerek esetén ez:

A0 vA
0 __ c
S
1_ wA°
A e (18.5)
AIQ :A2
Al3 _A3
Az AF négyesvektor négyzetét az
s = (A")? — (A1)? — (A7) — (A4%)7 (18.6)

Osszeg adja. az irdsmod egyszertsitése érdekében célszert bevezetni a kovetkezd
lent indexelt mennyiségeket: Ay = A°, A = —Al, Ay = —A? A3 = — A3,

Az A" az A négyesvektor kontravarians, az A, a kovarians felirasat jelenti.
Ezt felhasznalva, a négyesvektor hosszénak négyzete igy alakul:

3
=) ArA, = ACAg+ ANA + APAy + APAy = APA, (18.7)
n=0

Itt alkalmaztuk az Einstein-féle konvenciét, amikor a ZZ:O ArA, kifejezést
AF A, -el helyettesitettiik. Eszerint ha egy kifejezésben valamely index kétszer
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(felsé és also indexként is ) szerepel, akkor erre az indexre Yp Gsszegezést
értiink. Ezeket a szummakat a késébbiekben nem irjuk ki. Az A*A, kifejezés
ugy is értelmezhetd, mint A* vagy A, 6nmagaval valo skalaris szorzata. Az A*
és B" négyesvektorok skaléris szorzatan igy a kovetkezdt értjiik:

AFB, = A’By+ A'B; + A’By + A’B; (18.8)

Példaul, ha 2* = (ct,r), akkor x, = (ct, —r) és igy zt'z, = *t* —r?
Ha bevezetjiik a

10 0 0
y 0 -1 0 0
Guv = gM = 0 0 -1 0 (189)
0o 0 0 -1
metrikus tenzort, akkor igazak a kovetkezd Osszefiiggések:
guwA” = A,
g'rA, = A" (18.10)

AFA, = g, APAF = g A LA,

18.1.4. A sajatidé és a négyesvektorok kiilonbsége

Egy részecske két eseménye kozotti dr sajatidén azt az idét értjiik, amelyet
a részecskéhez rendelt koordindtarendszerben mériink.
Mivel
ds® = dz"dx, (18.11)

Lorentz-invarians, irhatjuk, hogy
datdx, = c*dr? (18.12)
Ebbél jon
1
dr =—/dxrdx, =
c

1
:—\/CthQ —dx? — dy? — dz? =
c

2 2 2
:dt\/l—dx +dy? +dz*

c2dt? o (18.13)
2 2 2
gy da Syt fdz T
cdt cdt cdt
u2
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Itt a részecske sebességét az u betiivel jeloljiik, hogy megkiilonboztessiik az
inerciarendszerek egymashoz viszonyitott v sebességétsl. Ezt a megkiilonboz-
tetést a késébbiekben is meg fogjuk tenni.

Mivel a dr sajatidé megvalasztdsat mindig ugyanabban a koordinatarend-
szerben mérjiik, amelyben a részecske nyugalomban van, d7 is Lorentz-invarians.

A Lorentz-transzformécio linearitasabol kovetkezik, hogy ha z# négyesvek-
tor, akkor dz* is az.

A tovabbiakban, ha gorog bettiket frunk indexbe, mint u, v, A, o, ... ezek
a0, 1, 2 és 3 értékeket veszik fel. A latin 4, 7, k, [, ... indexek pedig a 1, 2 és 3
értékeket jelolik.

18.2. A mechanika kovarians megfogalmazasa

A Lorentz-transzforméaco kis sebességek esetén megegyezik a Galilei-transzformacioval.
A mechanika kovarians mennyiségeit hasonlé médon fogjuk definidlni, mint a
nem kovarids alakban, csak a definiélé formulakat agy fogjuk atalakitani, hogy
a kapott torvények és definiciok a Lorentz-transzformécié szerint transzfor-
malodjanak. A kisérleti adatokkal valo Osszehasonlitas donti el, hogy az igy
definialt mennyiségek a természet torvényeinek megfelelnek-e vagy nem.

18.2.1. A kovarians sebesség

A sebesség definicidja nem kovarians alakban u = %. Ennek a definicionak
a mintajara definialjuk a négyessebességet az u* = Cif—: alakban. Mint kordbban
megjegyeztiik, a szamlaloban dx* négyesvektor és a nevezében a dr sajatidé
fiiggetlen az inerciarendszertsl, mert a részecskéhez rogzitett koordinatarend-
szerben kell mérni. Tehat,

B dz*
Cdr

ut

_{ el dr } (18.14)
u2

:{\/16_u_ \/1u_u_}

Tehat a kovarians sebesség 0-ik komponense a fénysebesség, és az utolsd ha-
rom komponense pedig az eddig is ismert nem kovaridns sebesség. Ezen kiviil
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mindegyik komponens osztva van 4/1 — 72—22—&1.

18.2.2. A kovarians impulzus

Ha az impulzus azon definici6jabol indulunk ki, amely szerint egyenls a
sebesség és a tomeg szorzataval, akkor mivel mar fentebb definidltuk a né-
gyessebességet, ha azt megszorozzuk a részecske mg nyugalmi tomegével, ami
Lorentz-invarians, a kapott p* = mou* mennyiség lesz a négyesimpulzus. Fon-
tosabb Osszefiiggések:

P =mou”

:{\/1iu_\/1o_u_}: (18.15)
~(me, mw) = (me,p) = (- p)

ahol m = 22— arelativisztikus tomeg és p a relativisztikus tomegbdl és a nem
1 u

2
(&
relativisztikus u sebességbdl szamolt impulzus, amely kis sebességekre az mou

klasszikus impulzusba megy at. Az (18.15) Gsszefiiggések utolso egyenléségébdl
jon az ismert E = mc? formula a relativisztikus energiara.

18.2.3. Newton II. axiémajanak kovarians alakja, a ko-
varians eré

Newton II. axiomajanak kovarians alakja F = ‘;—5’. Vagyis az eré megegyezik
az impulzus id6 szerinti derivaltjaval. Az fentiek alapjan igy a K* négyeserének
a négyesimpulzus sajatids szerinti derivaltjaval kell egyenlének lenni. Tehat

1 1dE dp (18.16)

Itt F' a nem relativisztikus erd és Fu ezen eré teljesitménye.
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18.3. Relativisztikus kvantummechanika

A relativisztikus kvantummechanika formulainak a felirdsara ugyanazokat
a posztulatumokat fogjuk hasznalni, amelyeket a 2. fejezetben felsoroltunk. A
kapott eredményeket mindig 6ssze kell hasonlitani a kisérleti eredményekkel
abbol a célbol, hogy ellenérizziik, hogy a kapott Osszefliggések megfelelnek-e a
valosagnak. Példaul a relativisztikus elektron tulajdonsigait a Dirac-egyenlet
irja le. A fenti axiomak alkalmazasa azonban a Klein—Gordon-egyenletet adja.
Mivel ez nem az elektron egyenlete, Dirac nyoman tovabbi megfontolasokra
lesz sziikség.

Tudjuk, hogy Z toltésti atommagot tartalmazo hidrogénszerti atomban az
1s elektron energiaja atomi egységekben E = —%2. A virialtétel szerint a T
atlagos kinetikus energia és a V' atlagos potencialis energiara igaz, hogy 27" +
V =0 (13.17). Mivel E = T'+V, kapjuk tovabba, hogy E =T+V =T —-2T =
—T'. Ha kihasznaljuk, hogy a klasszikus kinetikus energia T' = %02, ahol v a
sebesség, és atomi egységekben az elektron tomege m = 1 és ¢ = 137.036 a
fénysebesség, az F = —T Osszefiiggésbdl jon, hogy

Z? 1,
Ty
c =137.036 (18.17)

v? A 2
] :{ 137.036}

Ebbdl latszik, hogy nemrelativisztikus kvantummechanikabol az kovetkezik,
hogy Z > 137.036 rendszami atomokra az elektron sebességére nagyobb ér-
téket kapnank, mint a fénysebesség. A specialis relativitaselmélet formulaibol
kovetkezik, hogy ilyen sebességre nem lehet felgyorsitani az elektront. A tapasz-
talat szerint (Z < 36) rendszamra elhanyagolhatok a relativisztikus hatasok,
az 0todik sorban, ahol (37 < Z < 54) atmeneti esetek fordulnak els, vagyis
néhany esetben figyelembe kell venni a relativisztikus hatasokat, maskor elha-
nyagolhatok. A hatodik sortol 54 < Z jelentsek a relativisztikus hatasok.

18.3.1. A Klein—Gordon-egyenlet

Tekintve a

1 (02 0*  0? hov
D T U= 18.1
{ 2m{8x2+0y2+822}+v} i Ot (18.18)

Schrodinger-egyenletet, azonnal latszik, hogy nem kovariéns, hiszen az idé sze-
rint elsé, a helykoordinata szerint pedig masodik derivaltat tartalmaz.
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Ha meg akarjuk talalni valamely részecske relativisztikus kvantummecha-
nikai operatorat és annak sajatérték egyenletét, a kvantummechanika 2. posz-
tuldtuma szerint a megfelel§ fizikai mennyiség klasszikus formulajabol kell ki-
indulni. Ennek impulzusokkal és helykoordinatakkal felirt alakjaban kell az

T = Tiy Uk = Yk 2k = 2k (18.19a)
hoo ho . ho

~ A ~

P L S 18.19b
P i 0z Py i Oy Py i 0z ( )

operatorhozzarendelést végrehajtani.

Eszerint, ha az energiat szeretnénk relativisztikusan targyalni, keresni kell
egy olyan klasszikus relativisztikus formulédt, amelyik a koordinatakat, impul-
zusokat és az energiat tartalmazza. Erre a (18.15) kifejezés alapjan felirt

E2
P'pu=p"po+p'pr+ P°pr + P'ps == 5 —p? = mic? (18.20)

Osszefiiggés latszik alkalmasnak, ugyanis p? -et komponensekként felirva, jon:

E2 2 2 2 2 2
—5 P2~ Py~ P = migc (18.21)

Ebben megvalositva az (18.19b) operator hozzarendeléseket, kapjuk az

1 0°T  m2e?
2\:[/ o
v c? 0t? h?

U=0 (18.22)

egyenletet, amelyet Klein—-Gordon-egyenletnek neveznek és a 0 spint részecskét
irja le. Itt a

h LoV ov*
W—‘m{‘l’ o Y 8t} (18.23)
stirtiség nem pozitiv definit. Az
S = i(\II*V\I/ — VU (18.24)
C 2mi '

valoszintiségi stirliség aramra viszont igaz a

oW
- = 18.2
o HVS=0 (18.25)

kontinuitasi egyenlet. Az elektron fermion és spinje %, ezért relativisztikus
egyenletének felirdasakor tovabbi Otletekre van sziikség.
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18.3.2. A Dirac-egyenlet

Mivel a Klein—-Gordon-egyenletre kapott W valdszintiségi stirtiség negativ
is lehet, és a hidrogénatomra kapott relativisztikus korrekcié nem egyezik a
kisérlettel, Dirac 1j relativisztikus egyenletet keresett az elektronra. Az volt a
célja, hogy az egyenlet az id6 szerint csak els6 derivaltat tartalmazzon. Ismét
az (18.20) egyenlet

P’po +p'p1 + pPp2 + p’ps = mie? (18.26)

alakjabol indult ki. Amikor a Klein—Gordon-egyenletet kaptuk, ebbe helyette-
sitettiik a (18.19b) operator hozzarendelést. Az id6 szerint kétszeres derivalast
kaptunk, mert mindegyik komponens a négyzeten szerepelt. Dirac vette az
(18.26) egyenlet négyzetgyokét. Vagyis feltette az

(V°po +7'p1 +77p2 +7°ps)? = mic? (18.27)

és
po +7'p1 +¥p2 + 7°ps = moc (18.28)

azonossagot, amely csak akkor teljestil, ha igaz a
YA A = 29" (18.29)

Osszefiiggés.

Belathato, hogy a v#-k nem lehetnek kozonséges szamok, hanem csak leg-
alabb 4 x 4 -es matrixok. A legalacsonyabb rendd 4 fiiggetlen matrixot Dirac
a kdovetkezd alakban allitotta eld:

1 0
0_ —
=0 )-

10 0 0 (18.30)
lo1 0 o
“loo -1 o0
00 0 -1
1 _ 0 Og
=(% %)

(18.31)
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000 (18.32)

o o0 o

10 72 0 O

— 0 0 0

3 0 (0" .
7= (—O’Z 0)

0 010 (18.33)

o 00 -1

~l-100 O

0 1.0 O

Bevezetve a - .
h, = ———— =< — —— —— 18.34
P = Bn { ic ot iv} (18.34)
illetve . 5o R
R SN 18.
V=" 0, { icot iv} (18.35)
operator hozzarendelést az (18.28) egyenletbe, kapjuk a
oV  imc
UL 18.

Yot 0 (18.36)

Dirac-egyenletet. Itt természetesen a hullamfiiggvény alakja a kovetkezd négy-

komponensti vektor:
vy

(18.37)

ahol a komponensek is fiiggvények.

Abbol a célbdl, hogy jobban latszodjon a Schrédinger-egyenlettdl valo el-
térés, a Dirac-egyenletben az id§ szerinti derivaltat vigyiik az egyik oldalra, és
célszerd bevezetni a kdvetkezd matrixokat:

B ="
Ay :al - 6’71
o g (18.38)
, =a’ =

o :a3 = 573
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Emlékezve, hogy o = (0,,0y,0.), az a = (o, ay, @) és  matrixok a kovetkezs

alakban is felirhatok:
_ (0 0>
s 0
(18.39)

(o %)

Kihasznalva, hogy p = (P, Py, P-), az (18.36) Dirac-egyenlet felirhato a

hovw
5 2P = 18.40
capV + fmc o ( )
vagy
hov how how 5 hovw
oY AN el U= 18.41
caiax+cayi8y+cazaz+ﬂmc P ( )
alakban.

Ha kiils6 V' potencial is van, akkor a Hp Dirac-Hamilton-i operator alakja
Hp = cap¥ + fmc*¥ + V (18.42)

A Schrédinger-egyenletre hasonlitoé relativisztikus Dirac-egyenlet pedig:

HpY = ——— 18.4
P i ot (18.43)
18.3.3. A szabad részecske Dirac-egyenletének megol-
dasa
Keressiik a P
nlZ L My = 18.44
7 Ban * h (18.44)
Dirac-egyenletet megoldéasat
U = u(p)e " = u(p)e’%(Et’pr) (18.45)
alakban, azaz
ua(p)
= 18.46
u(p) (UB(p)) ( )

ahol u4(p) és ug(p) kétkomponenst vektorok. Az (18.45) probafiiggvényt be-
helyettesitve az (18.44) Dirac-egyenletbe, az a kovetkezd alakot veszi fel:

Elo ) e oo 2 JLug) o me
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Elvégezve a szorzasokat, kis rendezés utan ez igy alakul

(E — mc2)uA(p) — C(O-p)uB(p) -0
(E + mc*up(p) — c(op)ua(p) =0 (18.48)
Majd adodik, hogy on)
ualP) =g =y (P)
e (18.49)
us(p) = 7 (o)
(E + mc?)
Ebbdl pedig jon:
(B2 — m2c) — (op)(op))ua(p) =0
((E* —m?*c*) — *(op)(op))up(p) =0 (18.50)

Kihasznéalva a (cA)(cB) = (AB) 4 ic|A x B] azonossagot, A = B = p-re
jon:
(B* —m?c") = ¢*p*)ua(p) =0
(B* —m?*c") — *p*)up(p) =0
Ha ezen egyenletekben szerepls u,(p) és ug(p) vektorokrol feltessziik, hogy
nem a nulla vektorok, akkor adodik, hogy

(18.51)

E = £y/m2ct + 2p? (18.52)

Kihasznélva a
_ Pz (px - Zpy)) o <pz b— )
op) = . = 18.53
(op) <(px+zpy) —P= P+ —D: ( )

Osszefliggést, kapjuk a sajatvektorokat is.
Ha F = \/m?2c* + ¢?p? a sajatérték, akkor a hozza tartozo két sajatvektor:

u(p)=N|[ o (18.54)

E+mc?

E+mc?

és

uP(P)=N| o (18.55)
E-+mc?
—Cpz
E+mc?
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Ha pedig E = —\/m?c* + ¢?p? a sajatérték, akkor a hozzéa tartozo két

sajatvektor:
EiI;:LC2
Pt
u®(p) =N e (18.56)

0

és
cp—
E—mc?
—Cpz

u(p) = N | BF=me (18.57)

Itt N a normaéalési allando.

18.3.4. A Dirac-egyenlet és a spin

Centralis, gombszimmetrikus V' (r) potencialt feltételezve, a Dirac-egyenletet

- hov
HY = ——— 18.58
i Ot ( )

alakban frjuk fel, ahol
H =cap + pmcé® + V(r) =
h 0 h 0 h 0
cawza—qzjtcayl By +c&z€a—+ﬂmc +V(r)= (18.59)
0o 1h 0 oh 0 R0

="y s+ e oy ¢ Yy = o= 47" me* + V(1)

z impulzusmomentum operatora, akkor a gombsz1mmetr1kus

HaIAJ r X
[L,V(r)] =0de [H,Lj] #0. Legyen L; = &;,,,#™p", ahol

<>'U>
=) &

1 ha jmk paros permutacidja 123 -nak
€jmk = 4 —1  ha jmk paratlan permutéacioja 123 -nak (18.60)
0 egyébként
Igy
o1t 0 m ok DC k

[[A{7[: ] [07 2 i Ox lagjmkx p ] - 75jlk'7 pr (1861)

Vezessiik be a

Lymak (18.62)

Zj = 5jmk2
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mennyiséget. Erre
5 = iy2qd = (“’” 0) (18.63)

=it = (7 o) (18.6)

1.2 (o O
Y3=iy = (O 0z) (18.65)
A kovetkezd levezetésekben ki fogjuk hasznélni a

[V "] = 2gMm AR — 2gT ™ (18.66)

azonossagot.
Igy

A, gﬁﬂ :%i 7' pus €™ 7] =
:?voqu [V " o =
:?qmwo(—%kﬂ” +29"pk) =
:?yo(—gjmmkpm + jmiy"p") =
:ihcvosjlkvlpk

A (18.61) és (18.67) egyenletekbdl kivetkezik, hogy

(18.67)

.- R
(A, L+ 5% =0 (18.68)

Tehat természetesen adodik, hogy a teljes impulzusmomentum operator
komponenseit
- A h
alakban definialjuk, ahol IA/j a palya- és ng a spin impulzusmomentum.
Ha a szabad elektron impulzusara feltessziik, hogy p = (0,0, p), akkor p, =
p— =0, és az (18.54) - (18.57) egyenletekbdl kapjuk:

1

uM(p) =N (,), (18.70)
E+mc?

0
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1
u?(p) =N 0 (18.71)
—ep
E+mc?
cp
E—mc?
u(p) =N ? (18.72)
0
0
—ep
u(p) =N E—én@ (18.73)
1
Ezekre igazak a kdvetkezd Osszefliggések:
Zsu (p) = +u(p)
Z5u®(p) = — u®(p) (18.74)
Z5ul® (p) = + u® (p)
Zgul (p) = —u! (p)

Tehat az uV)(p) és u'?(p) sajatfiiggvények felelnek meg az elektron 1 il-
letve —1 sajatértékd spinjének. Dirac az ul® (p) és ul® (p) sajatfiiggvényeket a
pozitron % illetve —% sajatértéki spinfiiggvényével azonositotta.

135



Irodalomjegyzék

[LJ69] Ladik Janos : Kvantumkémia. Miszaki Kiado, Budapest 1969.
[MGYT71] Marx Gyorgy : Kvantummechanika. Miiszaki Kiado, Budapest 1971.

[KT75] Kapuy Ede, Térok Ferenc : Az atomok és molekuldk kvantumelmélete.
Akadémia Kiad6, Budapest 1975.

INK78] Nagy Kéaroly : Kvantummechanika. Tankonyviado, Budapest 1978.

[NSZGT79| Naray-Szabo Géabor : Alkalmazott kvantummechanika. Tankonyvi-
ado, Budapest 1978.

[MI87] Mayer Istvan : Fejezetek a kvantumkémidabsl BME Mérnoki Tovabb-
képz6 Intézet, Budapest 1987.

[LI88| Laszlo Istvan : Mikrofizikai alapok I-1I. LSI Alkalmazéastechnikai Szol-
galat, Budapest 1988.

[KL88| F. Krausz, P. Lasztity, J. S. Bakos, E. Wintner, G. Leising, The inf-
luence of photoinduced structural distortions on interband absorption in
polyacetylene, Appl. Phys. B 45, 21 (1988)

[AB96| Apagyi Barnabas : Kvantummechanika. Miegyetemi Kiado, Budapest
1996.

[SZO96| Attila Szabo, Neil S. Ostlund : Modern quantum chemistry. Dover
Publications , INC. Revised edition, Mineola, New York 1996.

[BI8| Leslie E. Ballentine : Quantum mechanics. A modern development.
World Scientific, Singapore, New Jersey, London 1998.

[PD02| Petz Dénes : Linedris analizis. Akadémia Kiado, Budapest 2002.
[VITEMO02| Veszprémi Tamés, Fehér Miklos : A kvantumkémia alapjai és alkal-
mazdsa. Miszaki Konyvkiadd, Budapest 2002.

136



|CJF06| Christopher J. Foot : Atomic Physics. Oxford University Press, Ox-
ford, New York 2006.

[GTO7] Geszti Taméas : Kvantummechanika. Typotex, Budapest 2007.

[DB08] Dmitry Budker, Derek F. Kimball, David P. DeMille : Atomic Physics.
An exploration through problems and solutions. Oxford University Press,
Oxford, New York 2008.

137



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 1
2. Egy- és tobbrészecskés rendszerek kvantummechanikija 2
2.1. Altalanos elvek . . . . . .. ..., 2
2.1.1. A kvantummechanika axiéomai . . . . . . ... ... ... 2
2.2. Az axiomak alkalmazasa sokrészecskés rendszerekre . . . . . . . )
2.2.1.  Azn elektront és N atommagot tartalmazoé rendszer Hamilton-
operatora . . . . . . . ... 6
2.3. A kozelit6 modszerek alkalmazésanak sziikségessége . . . . . . . 8
2.4. Spinpalyak szorzataibol készitett hullamfiiggvények tulajdonsa-
Al . . 9
2.5. APauli-elv . . .. ... 11
3. A Born- Oppenheimer-kozelités 14
3.1. Az adiabatikus kozelités . . . . . . ... 15
3.2. A Born- Oppenheimer-kozelités szorzatfiiggvénnyel . . . . . . . 15
3.3. A Born- Oppenheimer-kozelités szorzatfiiggvények linearis kom-
bindciojaval . . . . . ..o 16
3.4. A Berry-fazis . . . ... 19
3.5. A Hellmann-Feynman-tétel . . . . .. .. ... ... .. .... 20
4. Az atom és molekulafizika mértékegységei: atomi egységek 22
5. Determinans alakd hullamfiiggvények 27
5.1. Fiiggvények szimmetrizalasa és antiszimmetrizadlasa . . . . . . . 27
5.1.1. Szimmetrizalas . . . . . ... ... oL 27
5.1.2. Antiszimmetrizaldas . . . . . . ... ... 28
5.1.3. Szorzatfiiggvények antiszimmetrizalasa. A Slater-determinéns
29
5.1.4. Az A, antiszimmetrizalo operatorral kapcsolatos tulaj-

donsagok . . . ... 31



Egy- és kétrészecske operatorok matrixelemei determinans

hullamfiiggvények kozott 34
A variacios elv 41
7.1. A sztikebb értelemben vett variacioselv . . . . . . ... ... .. 41

7.1.1. Az Eckart-egyenl6tlenség . . . . . . .. ... 42
7.2. A tagabb értelemben vett varidcioselv . . . .. ... L. 43
7.3. A lineéris variaciés ( Ritz ) modszer . . . . . . ... ... ... 46
Néhany példa a variacios elv alkalmazasara 48
A fiiggetlen részecske kozelités 53
9.1. A megszoritas nélkiili Hartree-Fock modszer . . . . . . . . . .. 53

10.A megszoritas nélkiili Hartree—Fock-egyenletek megoldasainak

tulajdonsagai 59
10.1. Jelolések és definiciok . . . . . ... . ... 59
10.2. A kanonikus Hartree—Fock-egyenlet sajatértékeinek néhany egy-
szertibb tulajdonsaga . . . . . . . ... 60
10.3. A Hartree-Fock-kozelités mint elsérendd perturbacioé szamitas . 60
10.4. A Brillouin-tétel . . . . . . .. ..o 62
10.5. A Koopmans-tétel . . . . . . . ... ... . 62
10.6. A Hartree-Fock-modszer nyilthéju rendszerekre . . . . . . . . . 63
11.Megszoritast tartalmazé Hartree—Fock és Hartree—Fock—Roothaan-
modszer 64
11.1. Megszoritast tartalmaz6 Hartree-Fock-modszer zarthéju rend-
szerekre . ... Lo 64
11.2. A Roothaan-féle egyenletek . . . . . . . . ... ... ... ... 66
11.3. A béazisfliggvények kivalasztasa . . . . . . . . . ... ... ... 67
12.Néhany példa a Hartree-Fock egyenletre 72

13. Tomegkozéppont mozgasanak levalasztasa és az atomok elekt-

ronszerkezete 76
13.1. A tomegkozéppont mozgasanak a levalasztasa . . . . . . . . .. 76
13.2. A virialtétel . . . . . . .o 78
13.3. Az atomok allapotét jellemz6 fizikai mennyiségek . . . . . . . . 79
13.4. Az atomok elektronallapotainak az osztalyozasa . . . . . . . .. 81
13.5. Néhany példa a finomszerkezetre és a hiperfinom szerkezetre . . 82
13.6. A centralis tér kozelités atomokra . . . . . . . .. ... 85
13.7. Az atomi konfiguraciok és a periddusos rendszer . . . . . . . .. 86

139



13.7.1. A periodusos rendszer felépitésének alapjai . . . . . . . 87

13.7.2. A Slater-szabalyok . . . . . .. ... ... ... .. ... 87
14.Bevezetés a kvantummechanikai perturbaciészamitasba 89
14.1. Idstal fiiggetlen perturbéaciok nem elfajult allapotok esetén . . . 89
14.2. 1d6tdl fiiggetlen perturbéciok elfajult (degeneralt ) allapotok
esetén . . ..o 91
14.3. Id6tdl fiiggs perturbacioszamitas . . . . . . . Lo L. 93
14.4. Hidrogénatom homogén elektromos térben. A Stark-effektus . . 97
14.5. Az elektromégneses sugarzas kolcsonhatasa atomokkal. Félklasszi-
kus kozelités . . . . ..o 99

15.A csoportelmélet és a hullamfiiggvények szimmetriatulajdon-

sagai 102
15.1. Szimmetriaelemek, szimmetriamiveletek . . . . . . . . . .. .. 102
15.1.1. A G szimmetriacsoport . . . . . . .. ... ... 103
15.1.2. A G szimmetriacsoport meghatarozasa . . . . . . . . .. 103

15.1.3. A szimmetriamiiveletek hatésa fliggvényekre. A szimmet-
riaoperatorok . . . ... oo 105
15.1.4. A szimmetriamtveletek hatasa linearis operatorokra. . . 105
15.1.5. A Laplace-operator . . . . . . . . ... ... .. .. .. 105
15.1.6. Néhany fontosabb definicio . . . . .. .. .. ... ... 107
15.1.7. Fontosabb tételek . . . . . . ... ... 107
16.Molekularezgések 109
17.A strtiségfunkcional elmélet alapjai 114
17.1. A stirtiség funkcional elmélet . . . . . . . . ... ... .. ... 114
17.1.1. A p(r) elektronstirtiség mint alapvaltozo . . . . . . . .. 114
17.1.2. A Hohenberg-Kohn variaciéselv . . . . .. ... .. .. 116
17.1.3. A Kohn-Sham-egyenletek . . . . . .. . ... ... ... 117
17.2. A stirtiségmatrix . . . . . . . ... 118

17.2.1. A p(x,2’,t)-t meghatarozo lineéris differencidlegyenlet . 119
17.2.2. A p(z,2',t) stirtiségmatrix sorbafejtése tiszta allapotok

SZErINt . . . . . 120

18.Relativisztikus kvantummechanika 121

18.1. A relativitaselmélet alapjai . . . . . . . .. ... ... ... .. 121
18.1.1. A Galilei-transzformacio és a relativitas elve a mechani-

kdban . . . . . .. 121

18.1.2. A Lorentz-transzformacio6 és a specialis relativitas elve . 121

140



18.2.

18.3.

18.1.3. Négyesvektorok és koordinataik . .. .. .. ... ... 122

18.1.4. A sajatids és a négyesvektorok kiilonbsége . . . . . . . 124
A mechanika kovaridns megfogalmazéasa . . . . . ... . .. .. 125
18.2.1. A kovarians sebesség . . . . . ... 125
18.2.2. A kovarians impulzus . . . . .. ... 126
18.2.3. Newton II. axiéoméajanak kovarians alakja, a kovarians

erd . .. 126
Relativisztikus kvantummechanika . . . . . . . .. .. ... .. 127
18.3.1. A Klein—Gordon-egyenlet . . . . . . .. ... ... ... 127
18.3.2. A Dirac-egyenlet . . . . ... .. ... ... 129
18.3.3. A szabad részecske Dirac-egyenletének megoldésa . . . 131
18.3.4. A Dirac-egyenlet és a spin . . . . ... ... ... ... 133

141



