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1. Brown mozgas: Einstein levezetése

Robert Brown 1827-ben felfigyelt arra, hogy a pollenszemek a vizben mozgést végeznek.
Eleinte arra gyanakodott, hogy a virdgpor él6lény, mely evez a vizben. Ezen &tletét
azonban elvetette, miutan a homokkal és més, élettelen porokkal is hasonlokat tapasztalt.
Az elméleti magyarazatot elsgként Albert Einstein adta meg, miszerint a pollent (mint
nagy golyot) a vizmolekuldk (mint kis golyok) idénként megiitik, kiilonb6z6 iranybol,
emiatt tapasztalhato az ide-oda mozgas. Erre a fizika képre kellett rahiizni a matematikat,
igy Einstein kijelentette a kovetkezdket:

1. A pollenek fiiggetleniil mozognak egyméastol.

2. 71d6, ami joval kisebb, mint a megfigyelési id6, ugyanakkor elég hosszi, hogy a goly6
(pollen) csak 1 vizmolekulaval 1épjen kapcsolatba. A kovetkezd 1 id6ben az el6z6t61
fiiggetleniil mozog a pollen, ergo 7 idGszakokra osztom az idéfejlédést, amiben a
kovetkezs 1épés fiiggetlen az el6z6t6l.

3. Einstein azt mondja, hogy a pollenek dinamikajat valoszintiségi leirassal fogjuk
megérteni.
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1. dbra. A részecske helyére csak valoszintségi allitasok tehetSk P(x) a valészintségi
eloszlasfiiggvény.

Mit jelent az 1. abra? Arrol szamol be, hogy a részecske az x és x + dx kozti részen
talalhato. Nekiink erre a P fliggvényre kell valami egyenletet 6sszehozni. Hogy csinaljuk?
Tudjuk, hogy 7 idénként a részecske A-t ugrik. Feltételezziik, hogy van egy ®(A), ami
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2. abra. Az x — A-bo6l x-be torténd ugras.

megadja annak a valdszintiségét, hogy az ugras nagysaga pont delta volt a tau idén beliil.

Einstein azt mondja, hogy a részecske minden iitkézéssel elvesziti az impulzusat és egy
ijjal megy tovabb, ami random. Amit mi tudni akarunk, az a ®(A)dA. Einstein felteszi,
hogy a t + 7 allapotot teljesen meghatérozza a t allapot. Ezt ma Markov-folyamatnak
nevezziik. Azon valoszintiségek Osszege, hogy a részecske x — A-ban volt és pont A-t ugrik:

P(z,t+7)dx = / P(x — A t)dz - (A)dA (1)
Az (1) egyenlet a Kolmogorov-Chapman egyenlet (ami a valosziniiségszamitas alapegyen-

lete). Mi nem szeretjiik az integralegyenleteket, ezért sorbafejtjiik 7-ban és A-ban is, igy
egy differencidlegyenletet kapunk. A kovetkezd sorfejtés a Kramers-Moyal sorfejtés.

P(:c,t)—l—%T:P(x,t)/@(A)dA—%/A@(A)dA
1P (x,t) [
T / A2D(A)dA

A jobb oldalon el kellett menni a masodik rendig, hiszen ®(A) varhatoan nulla, viszont
a méasodik rendben mar A? jelenik meg, aminek az atlaga mar # 0. Szedjiik 6ssze mi
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A (2) tipusit egyenletek a Fokker-Planck egyenletek. Késébb, a mérések fejlsdésvel
kimérték, hogy az r2 ~ t, tehat a négyzetes tavolsag az id6vel aranyos, tehat a tavol-
sag az id6 gyokével. Nézziik mi a helyzet, ha kezdeti feltételt is adunk!

P(xz,t=0) =d(x)
A Fokker-Planck egyenletet a fenti kezdeti értékkel kielégité megoldas a kovetkezd:

1 22
P(x,t) = e Dt
(1) Var Dt
Ezen latszik, hogy normalizalt! és az is, hogy delta fiiggvény a ¢t = 0-ban?. Ha leel-
lendrizziik, lathato, hogy kielégiti az integralt is, tehat megoldas. Remek, most mér ki
lehet szamolni az x? atlagot is (azért z-szel dolgozunk csak, mert csak 1 dimenzioban
vagyunk).

o0

22 = /xQP(x,t)dx:

—0o0

oDt [
V2T

Ennek az egyenletnek a megoldaséanal is ugyanazt helyettesitettiik, mint az el6bb (y =
x/\/2Dt), csak itt mar szerepelt egy x? is az integralban. Ezt mérte ki Perrin (Nobel-dij),
lényegében ez volt az egyik bizonyiték arra, hogy atomok léteznek.

2
yle'TW = 2Dt (3)

1.1. A beadandoéhoz

Az utolso feladatban sz6 volt arrol, hogy alakul a Fokker-Planck egyenlet, ha mondjuk
szél faj a viz felett. Lapozzunk vissza ahhoz a levezetéshez és vegyiik figyelembe a kezdei
feltételt is (a részecske az origobol indul, azaz ott a P(x,t = 0) = d(x). Nézziik most a
hézit, mi valtozik!

P AoP P
oP __RoP 0

ot = 1oz o
Vegyiik észre, hogy v = %, és igy
oP oP 0*P
= —9— +D—— 4
ot e + ox? (4)

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a haraggorbe kozepe vt sebességgel halad és kdzben
folyik szét! J6 megoldéds a&tmenni egy vt-vel halad6 koordinata-rendszerbe, hiszen ott mar
csak egy allo haranggorbét kell figyelni. Legyen

P(z,t) = V(x — vt,t)

!Ha kiintegraljuk a teljes tartomanyra, alkalmas helyettesitéssel egy Gauss integralla alakithato,
amibgl mar latszik, hogy az értéke 1

’Hiszen a Gauss-gorbe félértékszélessége ~ t-vel, ami t = 0 ban egy ponttd megy at, viszont az még
mindig normalizalt, tehat Dirac-delta lesz.



Helyettesitsiik z — vi-t 2-vel®. Ezt behelyettesitjiik (4)-be, amely igy
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Ez remek, hiszen visszakaptuk a diffuzios egyenlet (hiszen a —v-s tag kiesik!). A kezdeti
feltétel itt is U(z,t = 0) = §(z). Ezt a feltételt kielégité megoldas

1 52
U(z) = e 1Dt 6
(2) PST (6)

:

Ebbe még visszahelyettesitjiik a z-t, amivel

1 x—uvt 2
Playt) =~ (™)

3Azért —vt, mert ezzel mindig a haranggdrbe kdzepén lesz az origo!
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2. Brown mozgas: Langevin levezetése

Langevin felismerése a sztochasztikus differencidlegyenlet kozelités (1908-ban irta fel, Per-
rin hires kisérletével azonosan). Langevin azt mondja, hogy a mozgo részecskére hato erd
két részbdl tevidik Gssze:

e A haladasbol szarmazo?* hidrodinamikai fékezéerd

e A halad6 gébmbnek minden irdnybol nekimennek a részecskék, amibdl a fenti hidro-
dinamikai er§ szarmazik, amin kiviil marad még egy véletlen erd is.

Az a sugari Cfl—f sebességi részecskére haté surlodasi erd:

dx
F, = —6mma—
7
Itt 7 a dinamikai viszkozitas, melynek dimenzidja % és a vizre mért értéke 10_3%.
Langevin szerint
d*x dx
m—s = —6ma— + X 8
2 Tt (8)

Ebben a képletben m a viragpor tomege, X pedig az egyeldre ismeretlen véletlen ers. Ez
egy Sztochasztikus differencidlegyenlet, hiszen benne van a véletlen tag is. Probaljuk meg
ezt megoldani! Azt tudjuk, hogy ennek a véletlen tagnak az atlaga nulla. Legalabb azt az
eredményt szeretnénk kihozni, amit Einstein kihozott az 6 elméletébdl, ekkor meghataro-
zott lenne a diffizios egyiitthato, méghozza fizikai paraméterekkel.

Szorozzuk be az egyenletet z-szel®.

1 d?x? dz\” 1 dz?
s _ =) = —6mn-—— 42X 9
2" ar m(dt> ™y T (%)
Ismét felhasznéaltuk (a sarlodasi ers kifejezésében), hogy x% = %%. Most pedig nem
maradt mas, atlagoljunk!
1 d?<a2?> dz > ld<z?>
—M————— — = —06m-——+ < zX > 10
SR m<<dt) g TS (10)
Vegyiik észere, hogy m% nem mas, mint m < v? >, ami a mozgasi energia atlaga,

azaz kpT. Nem marad mas hatra, mint elimindlni a < X >-et, hogy meg tudjuk oldani
az egyenletet. Ez igazabol munkavégzés, hiszen eré*elmozdulas. Tudjuk, hogy a részecske
sebessége nem né spontan, ha az x X szorzat pozitiv lenne, akkor a folyadék felmelegitené
magat, ha pedig negativ, akkor elveszitené minden energiajat. Tehat csak nulla lehet.

d> < 2®> >  2kgT 6mnad < x? >
_ S = (11)

4Keépzeljiik el, ahogy a részecske, mint goly6 halad, az elStte 1évs térben talalhatd részecskékkel t&bb
interakciot szenved, mint a mogotte lévékkel. Ebbdl ered a fékezGers.

. . o . 2 2
5Vegyiik figyelembe a kivetkezs azonossagot: x% = %d;tﬂz — (%)

dt? m m
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d<z?>

Ha mondjuk y = =

helyettesitést valasztjuk, a

dy  6mna 2kpT
hut- — 12
dt + m m (12)

egyenletet kell megoldani. Ez inhomogén, ezért megoldjuk a homogén részét és keresiink
egy inhomogén partikularist, amibdl kikeverjiik a megoldast.

yn = Coe~ Tt
2kgT
mna

A megoldas tehat a kett§ 6sszege. Ne feledkezziink meg arrol, hogy volt egy helyettesités,
ezt csinaljuk vissza!
< $2 > QkBT 6mna
- Coe™ m ¢t 13
dt 6mna  Coc (13)

Az exponenciélis kitevGje nagyon nagy (ha behelyettesitjiik a viszkozitas értékét és a
pollenszem atmérgjét, akkor nagyjabol 107 értéket kapunk), de ez negativ ,ezért nagyon
pici id6 alatt elhanyagolhatova valik (kb 1 sec, ami a méréshez képest elenyészé, ezért
elhanyagolhat6). Az exponencialis elhanyagolasa és integralas utan (ami csak egy t-vel
val6 szorzast jelent

2kpT
<a?>="Lt—9opt (14)
67na
amibdl enT
== (15)
6mna

Azért nagy dolog ez, mert ebbdl az Avogadro-szam meghatarozhato! FElvileg, a PV =
Ny kpT-bdl is meg lehetett volna hatarozni, azonban akkor még nem tudtak a kg értékeét,
igy N kp helyett is csak az R értékét tudtak mérni®, az univerzalis gazallandot. Ha a (15)
egyenletet bévitjiik N,-val, akkor megkapjuk a kévetkezGt

RT

D=—— 16
6mnaN, (16)

Innen mar minden mérhetd és csak ilyen mennyiségekkel van kifejezve az Avogadro-szam.
Ezzel pedig kg meghatarozhatd. Kapott is érte Perrin egy Nobel-dijat.

R = N,kg.



3. abra. A Perrin altal készitett abra a pollenszemek mozgasardl vizben. Ezen az abran
mérte ki a diffizios egyiitthatd mértékeét

3. Master-egyenlet

Az eddigiekben atnéztiik a Brown-mozgast Einstein és Langevin levezetésében. Mindkét
megkozelités érvényes és ezek ekvivalensek egyméssal. Innentdl kezdve diszkrét allapot-
terekkel és ezek sztochasztikus lefrasaval foglalkozunk. Felmeriil néhany alapvetGen 1j
fogalom, melyeket a megértés érdekében tisztézni kell. Gondolunk itt a diszkrét allapot-
térre, valamint magara a Master-egyenletre is. Azért fontos ezen fogalmak ismerete, mert
a bonyolultabb szimulacioknal szinte csak ezekkel foglalkozunk. Ha le szeretnénk irni egy
rendszert, ismerni kell az allapotdsszegét.

z= ieﬁEn (17)

Itt persze n az allapotok szamat jelenti, tehat egy nagyon nagy szam. Vegyiik példaul
az Ising-spinldncot. Ebben minden egyes magnes (azaz minden pont) 2 allapotot jelent.
Egy mol vasnél ez mar N = 96-10% allapot. Annak ellenére, hogy még csak 1 mol-nal
tartunk, mar most orbitdlis az adatmennyiség. A szimulaci6 jelentGsége pont abban all,
hogy futtatjuk a rendszert, majd egy id6 utan atlagolunk. Ezért szép az egyensilyi jelen-
ségek statisztikus fizikdja, mert hosszi idGkre az idGatlag egyenls a statisztikai atlaggal.
A lényeg abban &ll, hogy a kiilonboz6 allapotok Boltzmann sillyal legyenek jelen. Ez
jo, hiszen csindlhatunk barmilyen szimulaciot, a lényeg, hogy Boltzmann sillyal vegyiik
figyelembe az allapotokat. Nézziik pl. 1 spinre:

H:—JZSZ'S]'

<ij>



A szumma alsé indexe azt jelenti, hogy szomszédos tagokra Osszegziink. Ezek utan
meghatarozzuk az egyensilyi eloszlast!

1
P(s) = ;eﬁszwsfsf

Ugy kell valami dinamikat kialakitani, hogy ezt kapjuk meg.
Egy masik példa, amit hasznalni is fogunk, a két spin esete. Képzeljiik el az allapotteret”.
Az allapottér: ff, fl, If, ll. Ez pontosan 22 allapot. Minden lehetéségnek van egy
bizonyos valoésziniisége, legyenek ezek rendre Py, Py, P, Py . Ide még késGbb visszatériink,
menjiink tovabb, hiszen valami matematikit akarunk csindlni.

Tegyiik fel, hogy kiilonbo6z6 allapotaink vannak.

Q- Gl(’iqolok
1

@ —— Alkf“'\{wlclé

(Y\/
M

@
N ﬁcs.
m‘/
N

h

4. abra. A kiilonb6z6 allapotokbol mas-mas atmeneti rataval tudunk atmenni més allapo-
tokba (pl. az abran az n-bdl n'-be torténs atmenet W, rataval torténik

"Roviditsiik f-el a fel iranyt, l-el pedig a le iranyt.



A Wy-el jeldljik azt, hogy n-bél n'-be mentiink at és forditva, valamint a W,
kifejezést nevezziik Atmeneti ratanak.

Po(t+ At) = Po(t) = W AP (1) + Y Wo At (t) (18)

n' n/

Ez nem mas, mint a Master-egyenlet. Az els6 szumma a At id§ alatt n-bél n'-be térténd
atmenet, a masodik szumma pedig pont a forditottja. A (18) egyenlet tehat nem mas,
mint a Chapman-Kolmogorov egyenlet® Alakitgassuk ezt egy kicsit és derivaljuk az id6
szerint

ZWnnP +ZWm,P (t) (19)

Innentdl kezdve mér csak az dtmeneti ratakra lenne sziikség, ezeket viszont a kvantum-
mechanikabol ki lehet szamolni, a Fermi-féle aranyszabaly segitségével. Nekiink azonban
erre nincs sziikségiink, hiszen nem a dinamika érdekel minket, hanem az egyensily. Ehhez
szeretnénk megtalalni az dtmeneti ratakat. A rendszer egyensilyi eloszlasat tudjuk

1
Pl = —e P (20)

z

Nézziik meg a spines példan. Tudjuk az energiat is. Két spin van, tehat
H = —J8182

1
P(e)(Sl, 52) —_ —6’8J3152
z

Tehat adott konfiguraciokra

Pl(e) = —¢F
z
1
P(e) — _ ok
2 ze
Valamint
2= 2eF + 2¢7F

hiszen ez az Osszes allapot! Térjiink vissza a Master-egyenlethez egy kicsit
E)P
0= ZWn 2P +ZWm/P (21)

Az egyenstly pedig stacionarius allapot! A nulla a jobb oldalon nem tgy jon ki, hogy a
tagok Ossze-vissza kiejtik egymast, ezt csak az egymaéssal szomszédos tagok teszik meg.
Az egyensulyban id6tiikrozési invariancia van. Egyensulyi rendszert megfigyeléssel nem
lehet megkérdezni arr6l, merre folyik az id§! Ennek fontos kévetkezménye van.

8 Azaz a valoszintiség megmaradésa.
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5. dbra. Az dtmeneteket szamoldé mano.

Addig, amig a rendszer nincs egyensilyban, nem tudunk sokat mondani az atmeneti
ratakrol. Ha tennénk egy manot a n és n' allapotok kozé, aki szamolja, hanyszor megy a
rendszer n-bél n'-be és forditva. Mit tapasztalna ez a mano hosszu id6 utan? Azt latna,
hogy valamennyi megy itt is, ott is, &m az id6tiikrozési invariancia miatt ez egyenls. A
Whm azt jelenti, hogy egy ugras volt és a mano ezt szamolgatja. Ha nem ezt tapasz-
talné, akkor nem teljesiilne az id6tiikrozési invariancia, hiszen, ha az egyik irdnyba tobb
menne, akkor id6tiikrozéssel elGjelet valtana és igy meg lehetne hatarozni az idé folyasanak
iranyat. Viszont ez nem lehetséges, ezért felirhatjuk a

W P = Wiy P (22)

Ez nem mas, mint a részletes egyensily elve. Azt jelenti, hogy a (21) egyenletben az
egymas melletti tagok kiejtik egymast. Igy mar teljesen mindegy mit adunk meg W-re,
ha a részletes egyenstly teljesiil (és az allapottér irreducibilis), a rendszer relaxalni fog az
egyenstly felé.

Wn’n Pn(/e) 6_6E"' G_B(En'_E") 1
Wnn/ — PT(Le) — 675En — 1 = e—B(En—En/) <23>

Oriiliink, hiszen a (23) egyenletben mar kiesett a z. A kovetkezd valasztas kielégiti a fenti

Osszefiiggést
Wn’n — e_B(En/ —En)

ha az E,, > E,, valamint, forditott esetben pedig W,,, értéke 1.
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4. Master egyenlet - folytatas

Az el6adést a mult heti anyag ismétlésével kezdtiik, melyb&l megemlitek néhany moz-
zanatot, az soha nem art. Sztochasztikus rendszerekkel foglalkozunk, melyekre felirtuk
a Master-egyenletet. Ehhez mindenképpen ismerniink kell az atmeneti ratakat (melyek
arrol szamolnak be, hogy egyes allapotokbol milyen valosziniiséggel keriil mas allapotokba
a részecske). Mi arra szeretnénk hasznéalni ezt a formalizmust, hogy a nagy szabadsagi
foku egyensilyi rendszert szimulélni tudjuk. Tudjuk, hogy az egyensilyi eloszlas (20)-al
egyenld, &m ebbdl tul sok az dsszetevd, ezért mi inkabb szerkesztiink egy dinamikat, amivel
mar a szamitogép dolgozik. Kérdés, hogy mi kell ahhoz, hogy a rendszer az egyensilyhoz
relaxaljon? Olyan atmeneti valoszintiségek, amelyek teljesitik a részletes egyensily elvét.
Ha a részletes egyensiily teljesiil, akkor a rendszer egyensilya fiiggetlen lesz a dinamikatol.
A részletes egyensily elve a (22).

Az 6ra tovabbi részében a hazi feladattal kapcsolatos informaciokat beszéltiik meg.
Ezt kérésre nem irom a jegyzetbe, folytassuk az Gj anyaggal. Tudjuk, hogy ha a részletes
egyensily elve teljesiil, akkor a megoldas stacionérius. Nézziik meg milyen koriilmények
kozott teljesiil az, hogy csak egy stacionarius megoldas van?

atP — AP

Ezzel azt szeretnénk kifejezni, hogy P egy oszlopvektor, amiben benne vannak a kiilonb6z6
Pl, PQ, ceey Pn értékek.

atIDn = Z Ann’Pn/ (24)

Alakitsuk a4t a Master-egyenletet, hogy lassuk, val6ban ilyen alakban irhato!

= WaraPo ==Y WurbpwPu=>_ (— > WG + W,m/> Py (25)
s TR "y s

A zarojelben &llo kifejezés pedig nem mas, mint A,,! Tehat lathato, hogy a Master-
egyenlet linearis és meghataroztuk az A métrixot is. Ennek a matrixnak vannak speciélis
tulajdonsagai! Ha az elsG indexe szerint 6sszegezziik, nullét fog adni! Az olyan métrixokat,
melyek ezt tudjak, sztochasztikus méatrixoknak nevezziik. Ezek a méatrixok biztositjak
a valbszintiség megmaradasat. Tehat, Osszegezziilk mirSl van sz6! A matrixaink sz-
tochasztikusak kell legyenek, valamint az allapottérnek irreducibilisnek kell lennie, ami
azt jelenti, hogy az allapotok kozott at lehet menni, szabad az atjaras mindenkir6l min-
denkire, méghozza véges valoszintiséggel. Ha ez a két feltétel teljesiil, a Perron—Frobenius
tétel azt mondja, hogy az A matrix sok sajatértéke koziil a legkisebb és legnagyobb nem
degeneralt.

Természetesen vannak olyan helyzetek is, ahol a rendszer felrobban, nem egyensulyi.
Ilyenkor a lambdak pozitivak.

Ha megtalaljuk az Osszes sajatértéket és sajatvektort, akkor a megoldas

P(t) = Z a;e;(0)

12



A \;-nek csak nullanal kisebb valos része lehet minden esetben, hiszen méas esetben el-
széllna a valoészintiség. Van pontosan egy lambda, ami nulla, a t6bbi negativ. Nekiink
pont ez a nulla kell, ez tartozik az egyensilyhoz.

Innentdl kezdve van egy moddszeriink arra, hogy az egyenstlyi rendszereket szimulal-
hassuk annak ellenére, hogy nem ismerjiik a rendszert.

5. Otodik elGadas

Ezen az el6adason az Ising-spinlacrol tanultunk, am a Tanar Ur jelezte, hogy ez az anyag
nagy gondossiggal ki lett dolgozva és megtalalhato a weblapjan, angolul. En csatolom a
jegyzethez, majd egyszer, ha lesz idém beirom a sajatom is.

13



Interacting spins in a heat bath
(Dated: October 16, 2011)

The master equation for two ferromagnetically coupled Ising spins is considered. The system is
assumed to be in contact with a heat bath at temperature T. Accordingly, the transition rates
in master-equation are chosen so that the system relaxes to equilibrium at temperature 7. The
solution of the master equation is derived and the relaxation of the magnetization of the system is

obtained.

SYSTEM DESCRIPTION

The system consists of two Ising spins s; and ss. In
approriate units, these variables can take two values:
s; = 1. The interaction between the spins are ferromag-
netic (prefering aligned spins), described by the following
interaction energy

E(Sl,SQ) = —J8182, (1)

where J is a positive constant setting the energy scale.

The spins are in contact with a heat bath of temper-
ature T, and so, after a long time, the spins will be in
equilibrium at 7" which means that the probability of a
state (s1, s2) is given by

1

1
Pl (sy,55) = Ee’ﬁE(Sl‘”) = Eeﬁ‘]“” ; (2)

where 3 is the inverse temperature 8 = 1/(kgT) and Z
is the partition function obtained from the condition

> Y PO =g 3N

s1==x1 so=+1 s1==x1 so=%1
3)
Introducing K = 8.J, one finds from the above equation
Z =2(*K 72K, (4)

and substituting this expression into eq.(2), one obtains
the equilibrium distribution

eKslsz

P (s1,59) = K T 7K ()

There are two low-energy states with energy FE(11) =
E({)) = —J and two high-energy states with E({1) =
E(1]) = J, and the corresponding equilibrium probabil-
ities are as follows

K

PO = PO =, (©)
PO = PO = ™)

KINETIC ISING MODEL FOR 2 SPINS

We introduce dynamics by allowing the 1st or 2nd spin
to flip by some rate wq(s1,s2) and wa(s1,s2). Then the

master equation for the time-dependent, nonequilibrium
distribution P(sy, s9;t) is written as

W = —[wi(s1, 52) + wa(s1, 52)|P(s1, 825 t) +

wy(—81,52)P(—s1,52;t) + wa(s1, —s2)|P(s1, —s25t) .(8)

The first two terms on the right-hand side describe the
going out of the state (s, s2) while the last two terms are
related to the going into the state (s1, s2) by flipping the
first or second spin in the (—s1, s2) and (s1, —s2) states,
respectively.

We would like to have a system which relaxes to equi-
librium. Since the detailed balance should be satisfied in
equilibrium, we have the following conditions for the flip
rates:

wy (s1,52) P (s1,82) = wi(—s1,89) P9 (—s1,50)

’wQ(Sl,SQ)P(e)(Sl,Sg) = ’wQ(Sl,—Sg)P(e)(Sl,—Sg) (9)

Using eq.(5), the above conditions can be rewritten as

wy(s1,52) e 2Ks1s2 B 1 10
wy(—81,82) 1 T e2Ksise (10)
wQ(Slﬁ 82) _ 6_2K8182 — 1 (11)
wo(s1, —82) 1 T e2Ksise

One can easily see that the above equations are satisfied
with the following choice of flip rates

w1 (1) = w2 (1) = w1 (W) = we () = e (12)
wi(T)) = w2 (M) = wi(lh) = wz(I1) = 1. (13)

The above flip rates are frequently used. They corre-
spond to the choice of rates of w = 1 if the flip decreases
the energy while w = e #%F if the flip increases the en-
ergy (0E > 0).

Note that the dimension of the flip rate w is 1/time,
so one should multiply the rates in eqs.(12,13) by 1/7
where 7 is a characteristic time of the spin-flip process.
It is treated as a parameter of the model, and setting
7 = 1 means that the time is measured in units of 7.



MASTER EQUATION IN MATRIX FORM

Using the spin-flip rates (12,13), the master equation (8) can be written as

(P, t) = —2e2KP(11,t) + P
HP(I1t) = e 2EP(t) 2P
P(1lit) = e RPN +
0 P(l;t) = 0 + P
Introducing the notation
P(11,1)
o P
ro-|nie). o
P(li,t)

we can write the master equation (14-17) in a matrix
form

9, P(t) = AP(t) (19)
where the matrix A is called the evolution matrix, and

is obtained from the comparison of eqs.(14-17) with eqs.
(18) and (19)

—2¢72K 1 1 0
e 2K _9 0 2K
A= e 2K 0 —2 e 2K (20)
0 1 1 —2¢2K

The equilibrium distribution is a stationary solution of
the master equation which means that the vector

€K

S(e 1 e_K

P = ey e | (21)
eK

is an eigenvector of the matrix A with eigenvalue \; = 0.
This can be easily verified by just calculating AP®.

In order to describe the time evolution starting from
any initial state 13(0), we must find the remaining three
eigenvalues \; (i = 2,3,4) and the corresponding eigen-
vectors P, Indeed, once we have accomplished this
task, we know that the time evolution of the i-th eigen-
vector is given by

PO (t) = azeMt PO (22)
where P (0) = a;P%). Then we can write a general
solution in the form

4
f’(t) = pe 4 Z a;etit P ,

=2

(23)

(1t + PULY + 0 (14)
Ut + 0 + e 2RP(L1) (15)
0 - 2P(1Lt) + e ?RPULLY) (16)
(th.t)  + P 272K P(L,1). (17)

and the coefficients a; are determined from the initial
condition

4
P(0) =P+ P, (24)
i=2
Note that, written out for the components of the vectors,
we have here 4 equations for 3 coefficients a; (i = 2,3,4).
There is, however, the normalization condition

Zﬁ(t) = Zﬁ(O) =1

and so we really have only three coefficients to determine.

(25)

DIAGONALIZING THE EVOLUTION MATRIX

Looking at the equilibrium distribution vector P [see
eq.(21)], one can notice that the vector has the following
symmetry: 13(6)(51,52) = 13(5)(—51, —$3), i.e. the prob-
ability of a state remains the same when both spins are
flipped. This is understandable since the sytem has a
symmetry: The expression of the energy is invariant un-
der the flipping of both spins, E(s1,$2) = —Js152
E(—s1,—s2) and, consequently, the Boltzmann factors
~ e~ P have the same symmetry.

There is, however, something more general here. For
systems of such up-down symmetry one has the following
results from group theory: All the eigenvectors of the
matrix A are either symmetric or antisymmetric under
the simultaneous flipping of all the spins. It follows then
that we can search for the eigenvectors of A by assuming
the following forms (of course, we may also just try to find
such eigenvectors without any reference to group theory)

a C

(i b (4 d

Ps(ygrn ~ b or aEn)tisym ~ _d (26)
a —C

Let us begin by finding the symmetric eigenvectors.
The four algebraic equations obtained from the compo-
nents of the eigenvalue equation



are not independent. They yield only two equations

2 at2b=Na , 27a-20=A\b. (28)

Adding up the above equations, we obtain
)\1(0/+b) :07 (29)

and the two solutions of the above equation are Ay = 0
and b = —a.

For the case of \; = 0, we should get the equilibrium
distribution and, indeed, setting Ay = 0 in the equations
(28), we find b = e~ 2K q, and normalizing the distribution
leads to eq.(21), and thus

A =0 PN = ple) (30)

For the second case of b = —a we obtain from egs.(28)
1

=21 4e) L PO=| T @
1

Let us turn now to the antisymmetric eigenvectors.
The eigenvalue equation

=\ P

antisym

antisym

(32)
yields again two equations for the parameters ¢ and d

—2¢ 2K —2d = M\id. (33)

c=X\c

The two soulutions of the above equations are A3 =
—2e72K with d = 0 and \y = —2 with ¢ = 0. Thus the
remaining eigenvalues and eigenvevtors are as follows:

1
ST T I B
-1
and
0
A= —2 PW = _11 . (35)
0

All the eigenvalues and eigenvectors of the dynamical ma-
trix (eqs.30,31,34,35) have been found, and we can see
that apart from the zero eigenvalue (A; = 0) related to
the equilibrium state, all other eigenvalues are negative
(A < 0 for i = 2,3,4). Thus any initial perturbation
described by the eigenvectors PO with i = 2,3,4 die
out in the ¢ — oo limit and the system relaxes to the
equilibrium state. Note that this is not surprising. We
have here a discrete, irreducible state space and so the
Perron-Frobenius theorem applies.

Having the eigenvalues and eigenvectors of the dynam-
ical matrix, we can turn now to the calculation of the
relaxation of the total magnetization m(t) = (s1 + s2)¢
of the system.

RELAXATION OF THE TOTAL
MAGNETIZATION

The time evolution of the average of a physical quan-
tity (Q(s1,s2)) is obtained by averaging over the time-
dependent distribution P(sy, so;t)

Q) =(Q); = Z Z Q(s1,82)P(s1,82;t). (36)

s1==%1 so==%1

Since we would like to calculate the time-evolution of the
magnetization of the system, Q = s; + s2 in our case,
and we have

m(t)= > Y (s1+s2)P(s1,50t).  (37)

s1==x1so=+1

In order to evaluate the above expression we should find
P(s1,s2;t). To do this, we need some initial condition.
For concreteness, let us assume that initially, the system
is completely aligned in the + direction (m(t = 0) = 2),
ie. P(M1,t = 0) = 1 and all the other probabilities are
7ero

Bt =0) = (38)

OO O =

Then the coefficient a; in the general solution of the mas-
ter equation (23) can be determined using the initial con-
dition (24) which, written out for the components take
the form

K

1 = %m +as + as (39)
oK

0 = 7a1 — a9 + ay (40)
oK

0 = 71— Az~ a (41)
ok

0 = 70,1 + a9 — as . (42)

Subtracting (41) from (40), we find a4 = 0 while sub-
tracting (42) from (39) resluts in ag = 1/2. Using these
values, egs.(39) and (40) yield a; = 1 and ay = e X /Z
[note that we did not assume that the coefficient in front
of P(©) would be unity, it emerged from the equations as
it should since the equilibrium distribution (21) is already
normalized].

Using the coefficints a; as well as the eigenvalues re-
lated to the ith eigenvector, the solution of the master
equation satisfying the initial condition (38) can be writ-



ten as
el 1
K —
O P I
ek 1
1
- 1
+ e S 8 (43)
-1
Collecting the components, we have
% +672(1+672K)t % +672672Kt 1
N e X e—2(1+e’2K)t e X
P(t) = r o—2(1+e 2Kt 7K - (44)
K z K 062Ky 1

e —2(14e 2Ky e~
7 T¢ Z

2

We have now all P(sq, s2,t) and can evaluate m(t) as
given by (37). Looking at the sum (37), we can notice
that s1+s+2 = 0 for the | and 1| states, while s1+s9 =

2 for the 11 and sy + s5 = —2 for the || states. Thus the
sum reduces to the following expression

m(t) =2 [P(M,1) — P(LL.1)] (45)
Using now the P(t) components from (44), we find
m(t) =2 e2e "t (46)

Thus the magnetization of the system relaxes exponen-
tially with a relaxation time given as the inverse of one
of the eigenvalues of the dynamical matrix

1 1
Trelax = 5621( = §€2J/kBT . (47)

As can be seen, the relaxation time diverges as the tem-
perature goes to zero. It is understandable, the char-
acteristic thermal energy coming from the heat bath is
kpT, and it is not enough to overturn the spins since the
energy of overturning is J and J > kpT at low temper-
atures.



6. Hatodik el6adas

Ezen az el6adason sorbanallési problémakkal foglalkozunk (egy tj technika sorbanallasi
problémak megoldasara.)! A célkitiizésiink legyen a kovetkezé: fiktiv szereplénk a Tesco-
ban probal szerencsét, nyari munka alkalmaval. Az aruhézvezeté megkéri, hogy szamolja
ki, mi kell ahhoz, hogy egy sorban maximum mindig csak két ember varakozzon. Hogy
szamoljon a didk? Nézziik a problémat egyelére egy sorra (tehat egy kiszolgald egység =
kassza van). A sorban 1,2,..n varakozo van, a beérkezd emberek rataja wy, a kimenské
pedig wi. Meg kell valaszolnunk néhany dolgot, nevezetesen: mi lesz a sor dtlagos hossza
és az ekorili fluktudcio? Hogy ezekre valaszolhassunk, irjuk fel a Master-egyenletet.

n>1

o P, = —(wk + wb)Pn +wpP—1 + wi Py (26)

Az els6 tag, hogy n-ben vagyunk, valaki jon vagy elmegy, a masodik tagban n — 1-bdl wy
rataval atmegyiin n-be, az utolséban pedig n + 1 ember volt, de valaki kiszolgalodott.

n=>0

0Py = —wp Py + wi P (27)

Rendelkezéstinkre all tehat a két egyenlet, ebbdl lehet meghatarozni a keresett menny-
iségeket. Kiilon-kiilon az egyenletek 1/s dimenziojuak, am, ha leosztjuk Sket egymassal,
dimenzidtlanok lesznek. Vezessiik be a

Wy
= — 28
= (28)

mennyiséget. Fontos, hogy ez mindig kisebb mint egy, kiilonben a rendszer felrobbanna
(hiszen t6bben jonnének be, mint ahanyan tavoznak). A kovetkezd 1épés, hogy (26) és
(27) egyenleteket leosszuk wy-val, valamint hasznaljuk a bevezetett (28) jelolést is.

atPn - _(1 + Q)Pn + an—l + Pn+1 (29)

by = —qhy+ P (30)
Kévetkezo lépésiinkben vezessiik be a generatorfiiggvényt.’

G(s,t) =Y e " Py(t) (31)

Tulajdonsagai:

G(0,t) =1

9 Azért kapott kiemelést, mert a mai 6ra tanulsiga az, hogy megtanuljuk felirni, kezelni és hasznélni
ezt a fliggvényt, valamint szeretnénk bemutatni, hogy néhany helyzetben milyen egyszertien hasznalhato.
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oG =
——| =D _eTR(t)]  =<n>
s s=0 n=0 s=0
[ ]
0*°G =
— 53 = ZnQPn(t) =< 712 >
9s% |, —
[ ]
orG =
(—1)]6% = anpn<t> =< nk >
s=0 n=0

Tehat azért jo, mert az eloszlasfiiggvény Osszes momentuma ilyen egyszeriien kiszamol-
hato. Szeretnénk rajonni hogy kell generatorfiiggvényt csinalni. Ennek érdekében nézziik

meg a kovetkezGt.
oo

0G(s,t) = e P, (t) = (32)

n=0
Most irjuk be a Master-egyenletet az idéderivalt helyébe gy, hogy mar kiilénvalaszottuk
azn =0 é n = 1... esetet.

—qPy+ P+ Y [~(14q)Py+ qPay + Po] e = (33)

n=1

Hogyan lehetne elérni, hogy itt megint a G jelenjen meg? Nézziik meg kiilon a tagokat.
A [] zar6jelben harom kiilénallo tag van. Menjiink végig ezeken.

—(14q)) e Py = (1+q)Py— (1+q)G(s,1)

Ugye az van, hogy a szumméban egyt6l megyiink e végtelenig. Ez mar majdnem jo,
de nekiink nullatol kellene, ezért atalakitjuk kicsit, hogy nullatél menjen, amit meg
pluszba kellett szamolni emiatt, azt levonjuk. Ha mar nullatél megy, akkor igazabol
G(s,t)-t jelenti. A mésodik és harmadik tagnél pont ugyanezt csinaljuk végig.

[ ]
q Z e "P,_1=q Z 6_8(m+1)Pm =qe” Z A qe_SG(s, t)
n=1 m=0 m=0

Semmi nem valtozott, csak itt hasznaltunk egy m = n — 1 helyettesitést.

e Ugyanaz a tészta, mint el6bb, csak itt m = n + 1-et hasznélunk. A végeredményt
koézlom

Z e "Pyi = —¢° (PQ + e_SPl) + e*G(s,t)
n=1
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Rendben, végeztiink! Szedjiik 6ssze mi maradt!
OG(s,t) =Py(1—¢’) = [L+q—qe® —€e°] G(s,t) (34)

Tegyiik fel, hogy stacionarius allapot van, azaz (34) = 0. Ilyenkor

PO (1 — 68) PO
G*(s) = = 35
(s) l—et+q(l—e®) 1—ges (35)
Py
Gls = 0) = - (36)
ebbdl pedig az kovetkezik, hogy

Ha ezt a Py-t behelyettesitjiik a (35) egyenletbe, mar tudunk is szamolgatni! Mennyi lesz
n varhato értéke? A tulajdonsagokbol leirtuk hogy kell ezt kiszamolni!

0G ge* q
<n>=-—— =14+q¢q)—— = — 38

Azt mondhatjuk, hogy ha ¢ = 2/3, akkor az n varhatoan kettd, azaz a pénztarosnak més-
félszer gyorsabban kell dolgzni, hogy a varakozok szama kettd legyen. Ahogy kiszamoljuk
az n? varhato értékét, ki tudjuk majd szamolni a szorast is. Szoval

2 >— Q<1 + Q> (39)

(1—¢q)?

Ebbdl a szorasnégyzetet a < n? > — < n >2 képletbsl, majd ebbél gydkvonassal a
SZOTASTa,

<n

U:\/<n2>—<n>2:1ﬂ%\/6%2,4 (40)
—q

Ebb6l mar latszik a probléma. Nagyobb lett a szoras, mint maga a varhato érték.
Ezen tgy lehet segiteni, hogy nem egy, hanem sokkal t6bb kasszat kell alkalmazni. Persze
igy az egész szamitasunk mehet a kukaba. Konklazié: a generator fiiggvényt nagyon jol
lehet hasznéalni, tegyiik is meg, mert ez egy hasznos taldlmany. A problémat megoldhattuk
volna ugy is, hogy nem hasznaljuk a generator fiiggvényt (persze csak stacionérius allapot-
ban). A Master-egyenletbdl megkaphato P, és P, amelyekbdl kovetkeztethetiink P,-re.
Leellenérizve ezt a kdvetkeztetést, rajoviink, hogy ezen az egyszerti modellen j6 volt, de ha
kicsit mélyebbre szeretnénk menni, sokkal bonyolultabb szdmolés és megfontolasok allnak
az utunkba.
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7. Hetedik el6adas

Belenéziink a sziiletési-kihalasi folyamatokba, de nem szeretnénk hdévebben foglalkozni
veliik. Megmutatjuk hogy kell felirni az itt hasznalatos mennyiségeket. Azt mondhatjuk,
hogy ha azt szeretnénk tudni hova van koncentralva az eloszlasfiiggvény, elég az n-re és
n?-re felirni a mennyiségeket (4tlag, szoras, stb...).

e

6. abra. Egy adott allapotbol lambda valoszintiséggel lehet fel 1épni, és mivel le.

Probaljunk meg egy kicsit mashogy belegondolni a sorbandllasi problémakba. Gondo-
ljuk meg hogyan kellene felirni a Master-egyenletet arra, hogy évente mennyi valtozik
a hémérséklet? Amikor az dtmeneti ratakat szeretnénk meghatérozni, ott nagyon sok
tényez6t figyelembe kell venni (pl.: albedo, Napbol a Foldre beesé energia, vizgdztar-
talom, CO, szint). Irjuk fel a Master-egyenletet

n="T

atpn(t) = - (,Un + )\n) Pn + )\nflpnfl + ﬂn+1Pn+1 (41)

Ilyenkor a momentum generator fiiggvény az eloszléasfiiggvény diszkrét Fourier-transz-
formacioja

G(s,t) = Y e ™" Pu(t) (42)
Derivaljuk le!
3tG: Z e_isn(?tP: (43)
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(0.9}

= Z [_(Iun 4 )\n)efisnpn + efispn)\nilefis(nfl)Pnil + eis,un+1efis(n+1)Pn+1}

i e—z‘s(n—l)/\n_lf)n_1 _ i [_(Nn _|_/\n) +e—15)\n+€is’un} e—z’snpn (44)
e—is i e_is(n_l)An—IPn—l _ s i e—z’sm)\mpm :e—is i eisn)\npn

Ide ugy jutottunk el, hogy az els6 egyenlGségnél csindltunk egy n — 1 = m, a mésodiknél
meg egy m = n helyettesitést. Ezt persze el lehet jatszani a tobbi résszel is.

Szeretnénk sorba fejteni a (44) egyenletet. Nézziik mi lesz bel6le (kozben 6sszeszedjiik az
n-nel aranyos tagokat).

Q zn: n-e“np, = az% io: e np, = ioz%

n=—oo

A masodik tag mar a 45 -el lenne aranyos. Tehdt 9,G = ao(s)G + ay(s) %= +a2(8)%25§
Szoval ha valaki ad nekiink par egyszeri kifejezést lambdara és mitire, akkor elvileg fel lehet
irni egy differencidlegyenletet. Ez azonban a legegyszeriibb esetekben is nehéz. Nézziink
egy egyszertibbet.

Vegyiik észre, hogy itt is miikodik a részletes egyensiily elve, hiszen ha nincs semmi dramlat

a rendszerben, akkor

st __
xnpn - Mn+1pn+17

azaz a valosziniiségi aram az n helyen nulla.

Plst — >\0 Pst
M1
PQst — )\1 Pst )\0)\1 Pdst
M2 M fho
Pit _ )\0)\1 )\n lPst
M2ty

Remek! Felfelé haladva ez teljesiil, nézziik meg azonban lefelé is, hiszen ott is lehet értéke
a fliggvénynek.
Pitl — lu_lpst

S N—l st ,LL(),LL 1 st
pst =L pst — Fy
D W WD W

s Hofb—1---—n+1 ot
pst, = Hollothonit
A Ao A,

Py 1+iﬁ%+ 3 H‘”“ =

1i=1 n=—1[1=-—1
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A momentumokra vald derivalas

[e.o]

()= Y nh(t)

n=—oo

Az érdekel minket, hogy hol van ez az érték egy fiiggvénynél.

/)

| I
|

Zmn>

7. dbra. Az eloszlasfiiggvény atlaga és szorasa.

Sajnos, ha a fliggvény nem szimmetrikus, ez a virhato érték egyéltalan nem a maxi-
mumnél talalhato. Ehhez mar kell a masodik momentum, ami a szérasrol tajékoztat. A
harmadik momentummal meghatarozhatjuk azt is, mennyire szimmetrikus a fiiggvény, a
negyedik pedig a Gauss-gorbétol valo eltérésnek a mértéke. Azt tudjuk, hogy a Gaussnal

Tehat nem marad hatra mas, mint kiszamolni az elsé négy momentumot, azokbo6l majd
minden szamunkra hasznos informaciot kinyerhetiink.

at<n> = Z natpn - Z [_ (:un + An) Pn + >\n—1Pn—1 N+ Mn+1Pn+1 ' TL] =

= (\n) = (un) = e_a(e_oy(n) = (m)*" = 22—

€1 — 01
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Akkor lenne baj, ha most a lambda és a md az n valami bonyolult fiiggvénye lenne,
azonban mi tegyiik fel, hogy A\, = g9 + e1n és p, = po + p1n, azaz linearis fiiggvények.
Igy pedig

(n) — (n)* = on(t) = on(0) - g1V
Persze legyen €; < 09, hogy ne szaladjon a végtelenbe a rendszer. Végezetiil irjuk fel a
maéasodikat is (amit ugyanugy kell, mint az els6t).

0(n?) = ... = 2(\on) + (An) — 2{(un) + (u,n) = co + c1{n) + ca(n?)

Az egész szamolas egyszerid lambdara és mire vonatkozik. Ha bonyolultabb menny-
iségekkel dolgozunk, akkor az egyenletrendszer elmegy a végtelenbe, nem tudjuk megadni
zart alakban, hiszen minden derivilassal egy magasabb hatvany jelenik meg.
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8. Nyolcadik el6adas

8.1. HaAlézatok és tulajdonsagaik

\7

@
C¢(

8. abra. Egy egyszeri graf

A grafok sok fajtdja koziil két alapvetGt vizsgalunk meg, mégpedig az Erdés-Rényi
grafot és a Barabasi-Albert-féle grafot. Tegyiik fel, hogy N cstics van a rendszerben.
Adott csticsnal hany él jon be a rendszerbe?

N — adott csticsok szdma, melyekbe pontosan k él megy be. A fokszameloszlas pedig
P, = % Az el6adas sordn harom fajta fokszameloszlast fogunk megkiilonboztetni.
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9. abra.

Az exponencialis eloszlas a két hatareloszlas kozott talalhato.

8.1.1. Erdd&s-Rényi graf

Ebben a grafban N nagy szam és az élek véletlenszertiek (szamuk pedig %ﬂ) Az
éleket %At rataval rakjuk le, azaz minden csicshoz huzhatunk egyet. Az élek szama

N
L=—t
2

Mi az atlagos fokszam?

> N 1S 2L
Y= kP,=) k—=—=) kN, =" =t,

azaz az idGvel aranyosan né az élszam! Ne feledjiik, hogy véletlenszertien htizunk be egy
élet egy csicsba. Annak a valdszintisége, hogy az Nj cstcs élszama nd, aranyos az Nj_q

csucsok szaméaval.
Ni(t + At) = Ni(t) + Nx_1 At — Ny At

Tehat felirhato a két Master-egyenlet

Ni, = Ni_y — Ny (45)
N() = —N() (46)

Valamint '
bP.=P_1—- P (47)
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Py=-F, (48)
Ezeket megoldani majd a generator fiiggvénnyel tudjuk.

ie skPk

k=0

GtG(s = —PO + Z e Pk 1 — Pk) G(S,t) + Zeis(kil)Pkfleis =

k=1

itt az utols6 szummaés tag nem méas, mint maga a G(s,t), szoval
= (—14+€°) G(s,t)

A végeredmény tehat
G(S, t) — C . 6(—1-&-6*5)75

Mi a C?7 A normalizaciébol megmutathato, hogy ennek egynek kell lenni!

° 0 —tik
G(s,t) = e(flJre_S)t ottt ot Z (e_st)k% _ Z 6—sk€ k|t
k=0 ) k=0 :

Ez remek, hiszen igy megvan a keresett valoszintiség!

P otk _ e~ () ()b
k! k!

Ez Poisson-eloszlas. Ez az eloszlas nagy k-ra Gaussba megy at. Az eloszlas szorasa pedig

(k%) — (k)* = (k)

A Poisson eloszlas szords négyzete aranyos az eloszlas paraméterével. A szoras tehat az
atlag gyoke!
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8.1.2. Egyszerid dinamikus graf

10. dbra. A novekvs graf az ER és BA grafok kozott talalhato.

Ilyenkor a Master-egyenlet

N1 N
N.(N +1) = Ny(N _k
R(N+1) K(IV) + N N
ANy~ Npr Ny
dN N N (49)
dn, N,
- -1 50
N N T (50)

Nagyon nagy N-re érvényes a feltételezés, hogy Ny, = Py - N.

1
P,=P,1— P, = P, = §Pk—1

1
Plz—P1+1—>P1:§

Ezekbdl pedig:

1
Pk: — ? — €_k1n2

Az egyenletekre tgy kell tekinteni, hogy minden lépéshen eggyet iit az oOra, tehat

eggyet adunk hozza. Ezért van leosztva 1/N-el az Osszes mennyiség, hiszen ez a rata,
hogy odakeriil valami adott iitésben.
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9. Kilencedik el6adas - Dinamikai hal6zatok - 2013.4prilis
15.

Egy dinamikai halozatnal érdekelhet minket a fokszameloszlas, amit a kévetkez6 képlet
ad meg:

11. abra. Az eloszlas atlaga és szorasa

Ez azt jelenti, hogy a csticsok hanyad részének van k éle.
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Linearis preferencialis halozatok:
— mi a preferencialis csatolodas?

. r—D
N %\ / o) 7 X K
: 2

— > e /

@\@ . 9

5% _
Aod @ L
A
12. Abra. A preferencialis csatolasndl a magasabb fokszamu csicsok nagyobb

valoszintiséggel 1étesitenek 0j élet.

A preferencialis csatolodas, hogy a rata aranyos az élek szaméval.

W — rata
1
dNj, k (k—1)
S N Ni_
I STE VRS ST
1 1
k =1 eset:
dN; 1
——— =——N;+1
aN SN T
1

Mivel egyenls > IN;?
I
Z [N, = (9sszes ¢l szama) - 2 = 2N
]

Emiatt az egyenletek egyszertibben leirhatok!
dNy,  kNp  k—1Np 1 dN;y N

AN 3N 2 N 4N 2N
Trivialis feltételezés (hiszen minden él két csticshoz kapcesolodik):

N,
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Feltételezziik tovabba, hogy Ny = Py - N.

ko ok—1 k-1 (k= 1)(k —2)
P.——2p Por—Pi—tp =
Fe e T e T B e e T T ) (e 1)
k- D(k-2).2-1  (k—1) -
G2t D). 4 T gy 0=
(k—1)! 4 1
= 4 = P k— ~ —
k2 " hr2)(kt Dk - knasY &I g
i
Y
—=
13. abra. e
1
<k;>:ZkPk~ B
k

<Ko~ YRR~ Y

Rendszerrel kapcsolatos kérdések:

— Mi van akkor, ha a preferencia ergsebb, mint linearis?
k.Oé
>N
l
[ e
Pk = —e M a—1
k;oc
Linearis preferencia csatolodas eltolodassal:
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kE+ A 1
= DPi~—=+2A
l
fNi k+ A (k—1)+ A

N SN T ST 0N,

dN;y 1+ A
. N+ 1
N S UraN T
l

dNy E+AN, (k—=1)+ANer  dN, 1+AN

N1

AN - 24 AN T 24x N AN T 23aAN T

k4 A (k—1)+ A 1+ A 2+ A
p—_rtAp WD+ A, o p 2t Ap L p =
I T s Wi Rk i o5

Hasznaljuk a rekurziot!

DA, (k1 NE=24Y)
P k2420 T (k2420 (k41420 -
(k=14 N (k—=24X)...(1+))
(k+2+2\)(k+142))...(442))
A=1
k(k—1)..-2 3 k! a 1 1

ET )k +3).. 65 Gt T Gtk +3)kr2)(E+ D) KT KA
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10. Tizedik el6adas

10.1. Langevin-egyenlet

A masodik elGadason felirtunk egy egyenletet a Brown-mozgast végz8, a-sugari részec-
skére, mégpedig

2
m% = —67r77a% + X
(z?) = 2Dt
kgT
- 6mna

Most azonban mast fogunk csinédlni! Ugyanazt az esetet vizsgaljuk, csak olyan hatareset-
ben, mikor a csillapitas nagyon erds.

ou
mi = —6mnar — — + X
Ox

A kérdés az, hogy mit kell megérteniink errél az véletlen erérél (zajr(’)l) hogy szimulé&lni
tudjuk a rendszert (ugyanazt az eredményt szeretnénk kapni)? A mennylseget felfoghatjuk
gy, mint egy origbba szogezett negativ részecske és egy szabadon engedett pozitiv részecske
helyzetét. Lényeges dolog, hogy olyan idGszakban vizsgalom a rendszert ahol az tulcsil-
lapitott, azaz nincs inercidja. & elhanyagolodik, leosztunk p = 6 —-val, a zaj pX =1, a

viszkozitas pedig 7 lett.
= —pkxr+n
Milyen feltételeket kell teljesitenie a zajnak, hogy megkapjuk az egyensulyi eloszlast?

T=mn (51)

Azaz nézziik azt a helyzetet, hogy egyel6re nincs is csillapitas?

t t

#(t) = 70 + / n(t)dt’ — (x(t)) = / (n(t))dt = 0

0 0

(n(t)) =0 (52)

<9c2(t)>:< j n()dt j ) dt”> / / drdt” (n(t)n(t")) = 2Dt

0 0 0 0

Ha ezt a korrelaciot tételezziik fel (hogy kiilonb6z6 id6pillanatban fiiggetlenek a zajok),
akkor megkapjuk a véletlen bolyongéast.

(n(t)n(t")) = 2Ds(t" — ") (53)
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Ez a valasztas a zajnak azt az eredményt adja, melyet tudunk, hogy kapnunk kell. Most
pedig vizsgaljuk meg azt a helyzetet, hogy megvan a rugd. Mit kell most teljesiteni a zaj-
nak, hogy egyensilyi eloszlast kapjunk. Azért hasznos megérteni az ilyen targyalasmodot,
mert az ember nagyon gyakran tilcsillapitott egyenletként kapja azt a problémat, melyet
meg kell oldania (kiszdmoland6 dolgok + zaj). Ahhoz, hogy ezeket a rendszereket sz-
imulalni tudjuk és ebbdl valami egyensilyi eloszlast kapjunk, a zajrol kell tudni mondani

valamit.
t

&= —pkr — x(t) = moe " 4 /e—ﬂk(t—t/)n(t/)dt'
0

(x(t)) = @oe™™

t t
(z?) :< Toe MM —i—/e“k(tt/)n(t’)dt' - | moe PR +/e“k(t/t”)n(t”)dt” > —
0 0
a kovetkez6 lépésben éta atlaga ki fog esni, hiszen az nulla, tehat ami megmarad

t t
= me i [ e ) -
0 0

A (n(t")n(t")) mennyiség nem mas, mint 2DJ(t' — t”). tudjuk tovabba azt is, hogy U =

tka?, valamint P(z) = 1o—Bzka?
z

1 [ 5 pipe i [
= (2%) = - /x2662kw dx:—d—ln/e—oszdx:
z a

Legyen a = % és z= [° e Bka?/2 — 1= e~ dz. Ezzel pedig a végeredmény

d1 T d 11 n ¢ 1
=——In,y/—=—|—=In n = —
da o do 2 @ eons 2cv

Korabbrol tudjuk, hogy

1 1
—k(z?) = kT
Phla™) = ghe
D kT
(@) = 2 = "2
wk k
Azaz, hogy egy barmilyen zaj jo egyenstilyhoz vigye a rendszert
kgT

D:,ukBT: -
67na

A lényeg tehat, hogy a hémérséklettel aranyos legyen a zaj amplitudoja.

34



11. Tizenegyedik el6adas

Legyen U = 1ka? potencialunk!

1 1 1
Peq(l’) == ;676%1‘%2 — 51{7 < fL’2 >= Eka

A fenti egyenlet az ekviparticio.

kyT

6mna

D= Mka —

Plnt) = e
x(t + At) — x(t)
At

= —px(t)

z(t + At) = z(t) — px(t) At + Frandomn(t, At)

Az n-ra feltettiik, hogy az atlaga nulla és korrelacioi nullik. Egy adott pillanatban a
korrelacioja Gauss eloszlasi. Ha ebben az 1 korrelacioban az amplitudot jol megvalasztom,
akkor a rendszer az egyensilyhoz relaxal. A D a korrelacio amplitidéja, t a szorés
négyzettel aranyos!

~ 1 _ 2@
Pi(n(t)) = Wornriie
_ 1 20 1 R S R (D)
P t ) , tn — — ¢ 4iDAt — - .e 3 —
(n(tr) (tn)) IZI V2r DAL (\/ 27rDAt>

)
_( 1 )e_ﬁmt{"z(t)dt’

Legyen Py,c(z) ~ e U/

) oUu
I:—M%‘i‘ﬁ

Mostantol kezdve a fenti allitdsok bizonyitasa kovetkezik. A fenti egyeletben megje-
lend 7 a zaj!

z(t+ At) = z(t) — ug—gAt +n(t, At)
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Ha nincs U (kiils6 potenciél), akkor a rendszer véletlen bolyongast végez. hogy ez tényleg
véletlen bolyongés legyen, ahhoz az kell, hogy a zaj eloszlasfiiggvényében az amplitido
négyzet a At-vel legyen leosztva.

<n(t) >=0

<ntn(t') >=2Do(t —t')

~ 1 n2
P(n) = ——— ¢ 1At
() V2Tt DAL

(z(t1) = x(to) + n(to)

x(ta) = x(t1) +n(t1) = z(to) + n(to) + n(t1)

n—1

x(tn) = x(to) + z(t1) + ... + x(tpn_1) + n(ta1) + ... + n(to) = x(to) + Zn(ti)
i=0
n—1 n—1
< [z(tn) — x(to))? >= <n(t Z<77 ) >=n2DAt = 2Dt
=0 7=0

Chapman-Kolmogorov egyenlet:

- . 7 1 (z—az' —v(z')AD? A
P(x,t+ At) = / Wz, 2'; At)P (2, t)dx' = / ——e ADAt P2 t)da'
@t a0 = [ WasisoPeow = [ —— @'

Az atmeneti ratakat jol kell meghatérozni. Van egy determinisztikus rész, ami egy jol
definialt dolog és a zaj, ami véletlenszerd. Azt a determinisztikus részt (és zajt) kell
betenni, ami az x-b6l az z’-be visz el. A Chapman-Kolmogorov egyenletet sorba fejtjiik:
Valtozocserét, alkalmazunk:
y=2a +v(x)At —z

dy = dx’%dx’At = (1 + ag(j/)At) dx’

da' = —2— = (1 - 22At) dy

1+ dxAt

Folytassuk a megkezdett integralt!

1 y2 02}
— [ e ([1—- —At +y—v(z)AL,t) =
Tmm | (1= 5 ey tae
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1 v . oP 1 PP
= — “aat (1 — —At ) | P(x,t — At)— + =(y — AP —— + ...
e [t (12 G080 [P+ - o@an G + 5 wan?S T+
- o - op 1—0%P
=P - —P At — —At+ —y?>—=A
(x,t) e (x,t)At — v(z) o t+ 59" 52 t
Felirhato a Fokker-Plack egyenlet:
op 0 . PP
- 2 )z D=
5 5y (V@) P(2,1)) + Doy

) o (U - %P
o o (a_P) T Po

A fenti egyenlet a stacionarius megoldés. (egyensulyi eloszlas)

or_ o
ot oz’

Egyensuly, aram nélkiil:

ahol J a val6sziniiségi dram

I Ps ac
8Upstac + Dﬁ—t

— =0
M@x ox

1t OU  QlnPy,

Doxr Oz

—%U = lnpstac + C

~ wU

Pstac =Ce D

A 1 U

D = pkyT — Pue = —€ RoT
z
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12. Tizenkettedik el6adas

Mualt 6ran a Langevin kozelitést vizsgaltuk, most pedig erre néziink analogiskat!

) oU n
T =—pu—
Py T
Azt néztiik, hogy az étanak milyennek kell lenni, hogy az atlagok ugyanolyanok legyenek,
mintha a P, = %e*%—vel szamolnank.

Ha az n Gauss zaj és nem korreldl, akkor az azt jelent, hogy a At tavolsaggal ardnyos a
za] szOrasa.
(n(t)) =0

(n(t)n(t')) = 2D5(t —1')
D = /vaBT

Ahhoz, hogy az egyensiilyhoz relaxaljon a rendszer az kell, hogy a zaj amplitidoja p-vel
is aranyos legyen. Vegyiik a kovetkez§ példat:

R

—————————

—

DY

14. abra.

Bar az aramkoérben nincs aram (hiszen < [ >= 0), de finom &drammérével az aram
fluktuacioi kimérhetgk.
Az aramfluktuacié a hémérséklet kovetkezménye, a fonon-elektron fluktuaciéval mag-

yarazhato.
dl
L— + RI =V,
7 + T
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15. abra.

A Vp valami termalis er§. Még nem tudunk roéla semmit sem. Ha a helyére nullat irnank,
igaz lenne az is, csak akkor nem tudnank kiszadmolni a fluktuéciot.

= —pkxr+n

. R
f= =04t
7 +nr(t)

Latjuk, hogy teljesen hasonloak, ezért maga az nr(t) = V. Szoval

x> I
R
k<< —
T
Mi a valésziniisége annak, hogy a rendszerben I aram folyik? Azt tudjuk mar régebbrél,
hogy (2%) = *2L.
1 _E@
P(I) = —e F5T
2z

RI?

Legyen k <> R és ju <> % Igy pedig P(I) = Le 25T amivel

21

dE = 1dU = RIdI

1
E(I)=R / rdr' = %RIQ
0
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Tehat
kgT

R
Szoval ha hémeérséklet fluktuaciokat vizsgalunk, akkor mindent le tudunk irni, hiszen az
egyenletek analogak.

(1%) =

Vizsgéaljuk most az idSkorrelaciokat (x(t)x(t + 7)) = (7).

0

16. abra.

Legyen uk =1

x(t+T) _ x(o)efF(tﬁ-) + / efl‘(t+7-ft”)n(t//)dt//
0

A kovetkezd mennyiség, amit fel kell irnunk, az az z(t)z(t + 7) lesz, amit én most nem
irok fel, mert egy csomé olyan tag van benne, amelyeket el fogunk vesziteni, hiszen arra
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péalyazunk, hogy a (z(t)z(t + 7)) mennyiséget kiszamoljunk, ebben pedig az Gsszes olyan
tag, ahol n szerepel, nullat ad, hiszen annak a varhato értéke zérus.

t
(z(t)z(t + 7)) = 22(0)e T+ 12D / eVttt gy —
0

¢ r
e T =
0

t
— x2<0)e—F(2t+fr) + QD/e—Q'y(t—t’)dt/e—m— _ 1,2(0)6—1“(2154-7—) + ?e—QF(t—t/)
0

_ x2(0>6—F(2t+7—) 42T (1 _ 6—2Ft)

=T

Osszegezziik a dolgokat!
D = pkgT
kgT
2\ _ VB
D . ukBT . kBT

r wk k
()t +7)) =c(T) = Te—#klfl

Az utolso kifejezés tehat tetszéleges taura igaz, mert feljebb tettiink egy feltételt, hogy
nullanal nagyobb taukra értékeljiik ki a dolgokat. Ha megvizsgalnénk a forditott helyzetet
is, azaz, hogy tau kisebb, mint nulla, azt tapasztalnank, hogy c(7) = ¢(—7).

kT

(x(t)x(t + 7)) = c(1) = e MRl — pe—T(®)

(D

17. abra.
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A teljesitményspektrum:

1 )
Sw)==— [ “e(t)dt =
@) =5 [ et
0
(nem maés ez, mint az autokorrelacios fiiggvény Fourier transzformaltja.
AT Al i AT
_ iwt —F|t|dt _ A (iw+F)tdt (iw—F)tdt — =
om | ¢ € 2 / c te T w?4I?
o oo 0

AS(Rﬂ

18. abra.
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