1. VEKTOREGYENLETEK

a,b adott vektor
a adott skalar
y ismeretlen vektor

1.1 axy =b
ay =a
1.2 axy =b
by =a

1.3 (y+a)x(y+b) = a(axb)
14 (y+a)x(y+b) = a(axb)xy
1.5 (y+a)x(y+b) = ay

1.6 y=ax(y+b)

1.7 y=ax(y+axy)

1.8 axy =b
bxy = aa

Mi a mértani helye a kovetkez8 vektoregyenletek megoldasvektorai végpontjainak?
1.9y =I[(axy)xylx(axy)
110 yxa = [(axy)xylx[(axy)xa]

Van-e k6z0s pontja a két mértani helynek?

1.1

112 axy = ax(yxb)
113  (y+ta)x(y-a) = (axb)xy+(yxb)

114y = b-ax(axy)

2. TUKROZESEK, VETITESEK

2.1 A sik egy A pontjanak a helyvektora r
Allitsuk elé:
- az adott B pontra vett tikrozottjének
- az adott a irdnyvektoru egyenesre vett meréleges tukrozottiének
- ez utobbi 90 fokos elforgatottjanak ( az origd koril )
- az e irdnyvektoru egyenesre az f iranyu egyenessel parhuzamosan vett vetiletének
- az utébbi 90 fokos elforgatottjanak helyvektorat!

2.2 Két sik hegyesszdgben metszi egymast. Hatarozd meg az egyes sikokra vetitd ill. tikrozé P1,P2,T1, T2mUiveletek
algebrajanak szabalyait!
( pl. igaz-e, hogy P1T2 = T2P1)

2.3 Egy sik normalvekrota n, egy pontjanak helyvektora a. Tukrézd a Q pontot a sikra. Fligg-e a tukrozott Q' pont
helyvektora a-tol?
Ertelmezd a valaszt algebrailag és geometriailag is!




3. KOMPLEX SZAMOK

3.1

3.2

3.3

Legyen z = 1-il Szamitsd ki:

|z|, arc z, z*, zz*, 1/z

egkl , e'z, In z, log @+ z, zZ

sin z, sin (iz), \/; ‘{/;

Abrazold az eredményeket a komplex szamsikon!

A sik pontjai kdzott értelmezziik a kdvetkezé miveleteket:

A
\<
B

a két pont kozti szakaszfelezdbdl kiinduld merdlegesre felmérjik az AB tavolsag felét. A kapott pontot jeldlje A*B
- lgazoljuk a komplex szamok segitségével, hogy barmely A,B,C,D pontra

(A*B)*(C*D) = (A*C)*(B*D)
- Kommutativ, asszociativ-e a mivelet?
- lgazoljuk, hogy barmely A,B,C pontra az

(A*B)*C, (B*C)*A, (C*A)*'B
pontok altal alkotott haromszdg sulypontja egybeesik az eredeti A,B,C pontok altal alkotott haromszdg
sulypontjaval!

Van-e a komplex szamok kozo6tt megoldasa a
sin(z) =z egyenletnek?

4. ELEMI VEKTORMUVELETEK

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Fejezd ki a haromszdg teruletét harom oldalaval!
Fejezd ki a tetraéder térfogatat hat élével!
ird fel egy gdmb vektoregyenletét!

Bizonyitsd be:
(ab)(cxd)-(b c)(a d) = (axb)(cxd)

Igazold:
(ab)(cxd)+(a c)(dxb)+(a d)(bxc) = a(b c d)

a,b,c nem egy sikba es6 vektorok k6zos kezddponttal. Mutasd meg, hogy a harom vektor végpontjara illeszked6
sik meréleges a kdvetkezd vektorra:

N = axb+bxB[][D[D[]
(Sajnos a sor tovabbi része a forrasfileban meghibasodott. Pétold a hianyt!)

A sikbeli vektorok kozott értelmezhetjik a kdvetkezd szamértéki "vektoridlis" szorzatot:
a*b = aibz-azb2
Vizsgald meg a miiveleti szabalyokat! (PIl. igaz-e: (axb)c = a(bxc) ?)
ird le a mlveleteket a kétindexes Levi-Civita szimbdlummal! (5.2 feladat) Milyen fizikai feladatokban hasznalhatod a

*-gal jeldlt mlveletet? Mi a * mlivelet haromdimenzios analogonja? Invarians-e a kétdimenziés * mivelet a

4.8

koordinatarendszer elforgatasara? Es tiikrozésére?

Az n-dimenzids térben adott n db linearisan nem 6sszefliiggd gk vektor. Hatédrozzuk meg a reciprok vektorrendszer

MI vektorait! (gkyl =okl)




5. INDEXES IRASMOD

5.1 %fijk £kIm %ﬁkl ik
i%fijk Eilk iZJij ak

2. £kl Eikl %O'ik Ak

ikl
2 Eijk EkIm Emni
ikm
5.2 Ertelmezziik a kétdimenziés &jk Levi-Civita szimbdlumot!
2eEjEjk  2EjEjk ek 2 &j Jji
] jk J
53 Ertelmezzik a négydimenziés térben az Eijkl Levi-Civita szimbdélumot!
%Eijkl Elmnp 2 €ijkl €ijpq _%(é‘ijkl Eijkm
ij ij
2 &jkl Elkji 2 &ijkl Elmnp Epgri
ijkl ilp
54 Ertelmezd az n-dimenziés térben az m-indexes ailiz. .im altalanositott Kronecker-deltat! Dolgozd kia miveletei
szabalyokat!
55 Igazold a 4.4-4.5 azonossagokat indexes irasmodban!
6. DETERMINANSOK
a b
a b
6.1 C a determinans paros (2n) rendd, a ki nem irt helyeken 0 all.
b a
b a
1 2 3 45 n
112 3 4 (n-1)
1 x 1 2 3 (n-2)
1 x x 1 2 n-3
6.2 f(x)= ( )
. X
. 1 2
1 X X X . X 1
1 2 3 45 n
x 1 2 3 4 (n-1
X x 1 2 3 (n-2)
X x x 1 2 n-3
63  f(x)= (n-3)
. X
1
X X X X X 1




6.3

1 2 3 45 n 1 2 3 45 n
112 3 4 (n-1) x 1 2 3 4 (n-1)
1 x 1 2 3 (n=2) x x 1 2 3 (n=2)
f(x):% i x 1 2 (n.3) f(x)=)_( i X 1 2 (n.3)
1 2 1 2
1 x x X X 1 X X X X X 1
6.5
x 0 (1) 1 0
1 x (-1) 1 0 cos(a—b) cos(b—-g) cos(g-a)
g(x)=11 0 (x-1) 0 1 cos(a+b) cos(b+g) cos(g+a)
01 (1) x 1 sin(a+b) sin(b+g) sin(g+a)
01 (-1) 0 x
6.7
1234 (n-1) n 12 2 2 2 2
1 3 3 4 (n-1) n 2 2 2 2 2 2
12 . 4 (n-1) n 2 2 32
1237 (n-1) n 2 4
- | | . (n-2)
1 2 3 4 (2n-3) n . (n=1)
1 2 3 4 (n-1) (2n-1) 2 2 2 . . : 2 n
6.9
(a+b) (ab) 0 0 0 0
1 (a+b) (ab) 0
0 a b ¢ 0 1 (a+b) . O 0
-a 0 d e 0 0 1 oo 0
-b -d 0 f 0 0 :
-c —e -f O . (ab)
: 1 (a+b) (ab)
0 0 0 .. 0 1 (a+b)




6.10  Bizonyitsuk be:

b a
c b a
c b
n+l n+l
f (ab,c)= :%7
2 D
a
c b a
c b

ahol AQAZ az ax? +bx +c¢ =0 masodfoku egyenlet két gyoke, D pedig az egyenlet diszkriminansa. Vizsgaljuk
mega D3 0 hataresetet!

6.11
X 1 0 : o 0
(-n) (x-2) 2
0 (-n+l1) (x-4) 3
f 0= (—n+2) (x-6) 4
. (n-1)
0 . : . .. (1) (x-2n-1)
a+bi c+di
6.12 . .
-c+di a-bi
6.14
2cosa -1
-1 2cosa
A, @)= : . Vezessiik vissza A (@)-ra!
-1
-1 2cosa
6.15
(2cosa-1) -1
-1 2cosa
B, (@)= . . Vezessiik vissza A (@) -ra!
-1
-1 2cosa




6.16

(2cosa-1) -1
-1 2cosa -1
-1 .
C. (@)= Vezessik vissza A (@) -ra!
2cosa -1
-1  (2cosa -1)
6.17
2cosa -1 o . . 0 -1
-1 2cosa -1 0
0 -1
D, (@)= . S . Vezessilk vissza A (@) -ral
: . -1 0
0 -1 Z2cosa -1
-1 0 . .0 -1  2cosa
6.18

Vizsgaljuk meg a fenti (6.14-6.17) feladatokat, a c0S(@) — ch(a) cserével! Végezzik elaz @ - 0
hataratmenetet is! Keressiik meg a determinansokkal definialt A (@), B, (@),C, (@), D, () fiiggvények zérushelyeit!

7. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Javaslat: Hasznaljuk a Gauss-eliminaciéos modszert! (Ha lehet.)

, 3 ~) 5x1+8x2+3x3=11
X1 T oX2 ™ X3 —

6x1+3x2+4x3=3 1o%273 x1+3x2+2x3=5
7.1 7.2 3x1+t4x2+x3=7 73

3X1—x2+2x3=5 3x1+2x2—-x3=1

7x1—2x2+x3=0
172x2+x3 1t xp=1
X1~ Xx2+x3—3x4=7
- X1t x2+2x3+x4=1 . x1~2x2+x3-4x4=19
' X]1—2X2 = x4 =2 ' 3x1+4x2-x3+2x4=-9

~2x1%3x2+2x3¥ x4 =72

X1 +3x2+x3-x4=7
7.6 2x1+5x2—x3+2x4 =22
3x1+8x2+x3—x4=24

X1~ 2x2+3x3—x4+2x5=2 3x1+2x2-3x3+4x4=1

7.7 3x1—x2+5x3-3x4—x5=6 7.8 2x1+3x2—2x3+3x4=2
2x1+x2+2x3—2x4-3x5=8 4x1+2x2—-3x3+2x4=3
ay+bx=c

7.9 cx+az=b  Diszkutaljuk az a,b,c paraméterek szerint!
bz+cy=a



X+ay+ a2 Z= a3
710  X+by+ b2 7= b3 Diszkutéljuk az a,b,c paraméterek szerint!

x+cy+c?z=c3

axtay+(a+)z=a
711 ax+ay+(@-1)z=a Diszkutaljuk a szerint!
(@+D)x+ay+(a+3)z=1

Qa+)x-ay+(a+)z=a-1
712 (@-2)x+(a-l)y+(a-2)z=a Diszkutdljuk a szerint!
a-Dx+(@-)y+QRa-)z=a

Ga-Dx+2ay+(da+)z=a+1
713 (4a-Dx+(a-1y+(4a —-1)z = -1 Diszkutaljuk a szerint!
(6a+2)x+2ay+(ba+2)z=2-a

3x+5y-z=1
714 Xx+tay+2z=2 Diszkutaljuk a,b szerint!
Xx+9y-5z=hb

Ba-x+2ay+@Ba+1)z=1
715  2ax+2ay+(Ba+lz=a

(@+1)+(@+1)y+(2a+2)z=qg2

7.16 Diszkutaljuk a, B szerint!

8. HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

X1+t x2+x3+x4+x5=0
- 3x1+2x2+x3*+x4-3x5=0
. X2 +2x3+2x4+6x5=0

Sx1+4x2+3x3+3x4-x5=0
Adjuk meg a megoldasok egy alrendszerét!
3x1+4x2-5x3+7x4=0

2x1—3x2+3x3-2x4=0
4x1+11xp-13x3+16x4=0

8.2

7X1_2X2+X3+3X4:0



X1+ x2-x3+x4-x5=0
83  2xtX~3Xs~Xetxs=0
~2x1+x2-x3*x4~x5=0

Xx1~2x2~4x3+x4-3x5=0
8.4 _X1+X2_2X3_2X4+X5:0
2x1—5x2-14x3+x4-11x5=0

3x1tx2-8x3+2x4+x5=0
2x1—2x2-3x3—7x4+2x5=0
x1+11xp-12x3+34x4-5x5=0

8.5
X1—5x2+2x3-16x4+3x5=0

2x1+3x2*+x3=0
8.6 x1—x2+x3:0
Sx1*+5x2~x3=0

X1+ x2-3x3+x4=0

8.7
X1~ x2+9x3+4x4=0
X—=z+y=0

8.8 Xx+az—-32=0
x=3y-az=0

Diszkutéljuk @ szerint!

8.9

ax +by = Ax

15 2a 2

Zx-2y-"Zx-ay =ty +2 x
A T

9. MATRIXSZORZAS

9.1 Szamitsd ki az AB, BA szorzatokat, az [A,B]=AB-BA kommutatort és az {A,B}=AB+BA antikommutatort, ha a megfelel
szorzatok léteznek! Ha nem, magyarazd meg, miért!

3 2 1 2 0 1
a. A=14 6 -1 B=14 7 -3
2 0 7 5 2 1

2 3

4 2 1 5 9

b A= B=
- b 9 -7 3 |4 1
0 -1

o
1>
1
w PP N
N
o o

o o1
= O
|
I
W O O o1
N NN W



05
1
2
e A=(4 013 B= 3
4
-2
t A=( 2 -1 5{1}
3
g A=| 2 B=(-2 1)
-1
5 7 1 6 -14 11
h A=|0 3 2 B=|2 9 -10
10 2 -3 7 15
1 0 01
i A: E:
R
a ﬂ
9.2 A=
- \c d

Van-e olyan X 2x2-es matrix, amelyre teljesdl:

a. XA =0
00
b. AX =0 itt 0= :
— - {0 o0
c. XAX =0

10. MATRIXSTRUKTURAK

10.1 Mutassuk meg, hogy az
A@)= (1 ”j
0 1
tipusu matrixok a szorzasra nézve zart halmazt alkotnak! Melyik ismert struktaraval izomorf a rendszer?
10.2  Bizonyitsuk be, hogy a

Clab) = (Z _abJ

tipust matrixok az dsszeadasra, a skalarral valé szorzasra és a matrixszorzasra nézve zart halmazt alkotnak!
Melyik ismert strukturat kaptuk? Hany dimenzids linearis tér ez? Keressuk benne linearisan fliggetlen

Ertelmezhet6-e az osztas a struktiraban? Milyen részstrukturakat kapunk, ha a2 + b2 =17
A fentiekben a és b valds paraméter volt. Ismételjik meg a vizsgalatokat, ha a és b komplex szamok! Mi valtozik?



10.3

10.4

a+ib c+id . _ o _
A = tid ib alaku martixok esetén ismételjik meg a fenti vizsgalatokat! Miben tér el a
—c+i1d a-lI

bazismatrixok algebraja az el6z6 esett6l? Mi van, ha a,b,c,d komplex?

Az a +Dbi (i 2= —1) alaku komplex syamok egy altalanositasat kapjuk, ha az Uj képzetes egységre masféle
miveleti szabalyt kotink ki:
a+bF (Fz = +1) (hiperbolikus komplex szamok)

a+bQ (QZ = 0) (Study-féle szamok)

(Részletesen lasd: Kantor-Szolotovnyikov: Hiperkomplex szamok, Gondolat, 1985)

Keressiunk olyan 2x2-es matrixokbdl allé strukturat, amely izomorf az igy definialt algebraval! Milyen ismert
tulajdonsagokkal talalkozunk?

11. LINEARIS OPERATOROK

111

11.10

irjuk fel az N normalisu, origdn atmend sikra vetitd, illetve tikrozé P, T operatorokat és P, T matrixokat!

[ =1)

Szamitsd ki a matrixok adjungaltjat és inverzét (ha van)!
Ugyanez ferde vetités esetén.

Legyen P projektor. Mittudsza Q =E—~P,ésa T = E - 2P operatorokrol?

Legyen T tiikr6z6 operator. Mit tudsza P = T Q=

m
-

E+

-

operatorokrol.

Keresd meg az 6sszes 2x2-es valds projektormatrixot!

Keresd meg az 6sszes 2x2-es tukrozématrixot!

Ha ab =0, akkoraz N =acb operatorra igaz: 22 =0. Igaz-e az allitds megforditasa?

Ha ab =2, akkora T =aob —E operator tikrozo (lz =E). Igaz-e az allitas megforditasa?

Mikor tlikr6z6 matrixok?

a b _
A(a,b) =| 1-42 . B(a):(Cha sha) C(,B):(COS’B Sln,B]

b -sha -cha sin —cosf

C D Cc' D'
->

A B A B'
irjuk fel a sikbeli nyiras operatorat: A mivelet az ABCD négyzetet az A'B'C' D' paralelogrammaba viszi,

A©BO©=DO©C®=AB=DC. irjuk fel az operatort, ha a nyiras nem az x-tengely, hanem az N egységvektor
irdnyaban torténik!




11.11 Irjuk fel annak a lineéris operatornak a matrixat, amely a fenti N iranyG nyiras utan még 90°-kal jobbra is forgat!
Van-e olyan vektor, amely a m{ivelet soran meg6rzi iranyat? Felcserélhet6-e a két részm(ivelet?

12. OPERATORALGEBRAK

121 Legyenek A, (k=1...n) linearis operatorok: Az A, és A, operatorokhoz rendeljiik hozza a kommutatorukat,

azaz az Iék ,Alj =A A —A A, operatort. Operatorhalmazunk a kommutélésra nézve zért, ha a kapott

=k =I

operator kifejezhet6 az eredeti operatorok linearis kombinacidjaként, azaz vannak olyan Cuim szamok (altalaban

komplexek), hogy Iék ,AI J = ZCMmAm . Ha halmazunk nem zart a kommutalasra nézve, vegylik hozza (n+1)-ik
m

elemként a most kapott kommutatort, és vizsgaljuk meg Ujra a zartsagot. Az operatorhalmazt igy bévitve végul
vagy zart halmazhoz jutunk vagy ... (gondold végig!).
Tegyuk zarttd a kommutalasra nézve a kovetkezd halmazkezdeményeket:

0 1 01
a. Alz AZ:

0 oJ 1 1)

0 -1 1 -1
b. Alz Azz

1 0 1 1

1 0 0 1
C. Alz AZ:

0 —1) 1 oj

0 0 01
& A, =|-1 00| A,=[0 00

0O 0O -1 00

12.2 A fentieket egy adott intervallumon értelmezett differencialhaté fliggvényekre hato linearis operatorokra is el lehet
mondani. Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 rendszereket:

_d _
o ATE T A, f=xTF(x)

b. Af:%f(x) A, f=x30f(x)

d 1
c. Af= Af=2109

13. MATRIX ADJUNGALTJA ES INVERZE
13.1 Mely matrixoknak lehetne/van adjungaltja/inverze a 9.1 feladatban szerepl6k kozil?

13.2 a. Egy matrix elemei egész szamok. Mi a feltétele annak, hogy az inverz elemei is inverzek legyenek?
b. Ugyanez pozitiv egészekkel.

13.3  Szamitsuk ki a matrixok adjungaltjat/inverzét!
1 -3 4 1 2 -5 1 -2 3
A=|-3 5 6| B=|1 -3 3 C=|4 0 5

-2 2 10 1 1 -2 -1 2 3



13.4

13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

13.10

A paraméterek mely értékénél Iétezik inverze a kdvetkezd matrixoknak? Hogy fligg a matrix rangja a paramétertdl?

-1 4 8 12
-1 2 1 a 0 1

2 1 3 1
A= B={2 a -2| C=3 4 1

-2 8 16 24
3 -6 -3 1 -1 2

a 1 2 3

Szamitsuk ki a kovetkezd paraméteres matrixok inverzét!

1 a 4 0 a O 2 -4 3 1 B-5 2
A=|0 1 5| B=la 0 0 C=-2 1 -3|D=0 1 4
1 1+a 9 0 0 a 2 7 5 g 0 0

Mi a feltétele annak, hogy az (E + A) matrixok 6nmaguk inverzei legyenek? Adjuk meg a feltételt kielégité

osszes 2x2-es A matrixot!

A =eof, e ésf adott vektorok. Szamitsuk ki az A matrix adjungaltjat és inverzét!
Egy matrix unitér, ha inverze megegyezik transzponaltjanak komplex konjugaltjaval (ezt is adjungaltnak hivjak).
Adjuk meg az 6sszes 2x2-es unitér matrixot! Mit kapunk, ha a matrix elemei csak valds szamok lehetnek? Milyen
geometriai transzformaciodkat irnak le ezek a matrixok?

Van-e olyan 2x2-es/3x3-as matrix, amelyre a (szerencsétlen médon) egyarant adjungaltnak nevezett hétféle matrix
megegyezik?

Invertaljuk a kdvetkez6é komplex elem( matrixot!

1+ 1 3+

2 J3 2J15

A=l 1 1 4+3i

- 2 3 215
1 i

J3 15

14. MATRIXEGYENLETEK

14.1

14.2

14.3

Hatarozzuk meg azt az X matrixot, amelyre:
1 -2 3 4
X =
(3 4 )= (—1 5}
31 1 2
X =
—\2 4 -1 -2
1 3),(1 0 3 2
X =
(—3 1—(0 5) (o 5)




19. KUPSZELETEK, MASODRENDU FELULETEK, KVADRATIKUS ALAKOK

19.1 Az XAX +bx +¢ =0 masodrendi feliileletet eimetssziik az XN = d egyenletl sikkal. ( A = & 3x3-as

szimmetrikus matrix, b adott vektor, N adott egységvektor, ¢,d adott skalarok )
irjuk fel a metszetgdrbe egyenletét j6l megvalasztott koordinatarendszerben!

19.2  Legyen XAX =C egy gérbesereg egyenlete a ¢ paraméter fliggvényében. irjuk fel egy gérbe X helyvektord
pontjaban a gorbe érint6jére meréleges N normalvektort! Mely pontokban parhuzamos a normalvektor az X helyvektorral?

19.3  Bizonyitsuk be, hogy az

r =p + &X egyenlet egy kupszelet egyenlete! (r = x2 +y2 , P adott hosszusagdimenzidju mennyiség, € adott
szam) Hol helyezkedik el a gérbe? Hozzuk az egyenletet kanonikus alakra!

19.4 Az eldz6 feldat alapjan mutassuk meg, hogy a kupszeletek polarkoordinatas egyenlete:
r=— P
1-e&os¢
Mi p és & geometriai jelentése? Diszkutaljuk az eseteket £ szerint!
19.5  Milyen felllet:
2x% +4y? +37% +4xz —4zy +4x +4y +4z =07
Mesd el a z+2z =@ sikkall a Ofoo #o0 )
Milyen gorbéket kapsz?

A kovetkez6 feladatokban hatarozzuk meg a goérbe illetve felllet fajtajat, jellemzé adatait, elhelyezkedését a
szerepl6 paraméterek minden lehetséges értékére!

196 —6716x% —5376xy +1716y2 —2800x +9600y +a =0
197  3x2+12xy +ay? +4x +3y -7 =0
198 —4x% +4xy —y? +x +ay =3 =0
19.9  4y?+4xz+x+y +az =c
1910 6x% +12y% +97% +12xz —12yz +12(x +y +7)
1911 2x*+y? +3xy —-x -y =¢
1912 x?+6xy +9y® +2x +2ay =c
1913 17x% —12xy +8y? —ax +40y +80 =0
19.14  5x% +24xy —5y? +6+/13x +4+/13y =c
1915 9x? +20y? +202% —40yz —36x —4+/2 **4/27 =¢
1916 2x% +4y? +322 +4xz —4yz +4x +4y +*7 =0
19.17 Messlk el a
3x? +4xy +2y? +4xz +47° —ax =0 felilletet a
2X—-y+2z=0¢ésa-3x+4y +3z =0
sikokkal! Milyen gorbék a metszésvonalak?
19.18 2Xy —6x +4y =cC
1919 6x% —2y% +622 +4xz +8x —4y -8z =¢
1920 X°-2y® +7° +4xy-8xz-4yz-14x+14z-4y=c
19.21 Keressuk meg a kdvetkezd négydimenziés masodrendi hiperfelllet egyenletének harmonikus alakjat!

[(X,y,Z,t)
2Xy +2z2t —3x —4y -5z +6t +16 =0

1
(@]



20. LINEARIS REZGO RENDSZEREK

20.1 n db egyforma m témegl tdmegpontot egyforma k rugoallandoju rugokkal linearis lancca fliziink 0ssze. A végek
lehetnek régzitettek, szabadok, elletve ciklikusan dsszekapcsoltak. Szamitsuk ki a sajatfrekvenciakat! Utmutato:
15.14, illetve 6.14-18 feladatok

a)
1 2 3 n-1 n
b)
1 2 3 n-1 n
W Ww-e W
c)
1 2
n
n-1
d)
1 2 3 n-1 n
W Ww-e “WW-AVWy-e
Melyik esetben van zérusmodus?
20.2
k k
m m M
w =0, w,=w,/n
Szamitsuk ki a C = — aranyt a sajatfrekvenciak N aranyabdl!
m
20.3 B
1 1 1
il 1
m M I't'l
Rugéval csatolt ingak kis rezgései.
w, [w, =n adott.
Mi az 6sszefliggés az M,m,|,k,g paraméterek kdzott?
20.4
1 1 lg
k
AAA
m VVVVm

At =0 pillanatban az egyik ingat kihtizva, 0 kezd6sebességgel elinditjuk a rendszert. Mi a feltétele annak, hogy ez
a kezdeti helyzet valamikor a rendszer torténete soran megismétlédjon?

20.5
m
c
b
m M m

3 egyforma tdmegbdl és egyforma erés, de kulénb6z6 nzugalmi hosszu rugobdl allé rendszer egyensulyban *** a,b
befogdju derékszdgl haromszdoget alkot.
Hatarozzuk meg a sikbeli normalrezgéseket és sajatfrekvenciakat! Mi a zérusmoédusok fizikai jelentése?

20.6
mn_A Lm
kkkE:
k <L’
m m

A kezdeti egyensulyi konfiguraci*** Szamitsuk ki a sajatfrekvenciakat, irjuk fel a normalrezgéseket! Hany
zérusmodus van?

20.7



At =0 pillanatban a kdyépsé testet V; sebességgel elinditjuk. irjuk le az egyes testek mozgasat tetszéleges
idében. Hasznaljuk a 17.15 feladatot!

20.8  Egyforma tdmegekbdl és rugokbdl szabalyos tetraédert/kockat/oktaédert/.../... épitlnk.
Szamitsuk ki a sajatfrekvenciakat! (egzakt megoldas lehetséges!)

20.9  Vizsgaljuk meg a 20.1 feladat linearis lancat, ha az egyforma rugoék felvaltva M, illetve m tdomegeket kotnek dssze.
Hogyan valtoznak a sajatfrekvenciak?



21. VEGYES ALGEBRA FELADATOK HALADOKNAK

21.1 A Pauli-matrixok:

(i 3] {2 S)eefs )

Tekintsiik 6ket egy O "matrixvektor" harom komponensének.
Ekkor kézonséges @ vektorral képezhetd az a0 "skalaris szorzat" (értéke egy 2x2-es matrix) és az aXx o

"vektorialis szorzat" (értéke matrixvektor)
Szamitsd ki:

f(a,b) = Sp(e'?? [8"?)!

21.2  Mutasd meg, hogy tetszbleges 2x2-es spurtalan (SpM=0) hermitikus matrix eléallithatod
H =xJ" +yd° +23° alakban, ahol a d-k a Pauli-matrixok. Ezzel egy-egyértékii kapcsolat létesillt az F(X,Y, z)
vektorok és a fenti tipusu matrixok k6zoétt. Vizsgald meg a

detH(r)
Sp(H(x) tH(Y))

%[u@) (H(y) - H(y) H(x)]

kifejeyéseket! Milyen vektormiveleteknek felelnek meg?

21.3  G. Casanova Vector Algebra cimi miivében lattam a kdvetkez8 képletet:
alb=ab+axb
Itt a és b vektorok, ab skalaris, axb vektoridlis szorzas. Zh-ban leirva ezt a sort azonnal egyes. Most megis probalj
valami értelmet adni a fenti "6sszeadasnak". Jotanacs, a vektort nem feltétlenil szamoszloppal kell reprezentalni!

21.4  Bizonyitsd be, hogy tetsz6leges 2x2-es hermitikus matrix eléallithatd

H=td" +x0" +yd® +23°
0 10 . . o
alakban, ahol 0~ =E = 01 az egységmatrix, a masik harom 9 a harom Pauli-matrix. Ezzel egy-

egyértelm( kapcsolat létestlt az (x,y,z,t) négydimenzios vektorok és a 2x2-es hermitikus matrixok kozott. Milyen
1
vektormiivelet megfelel6jét kapod, ha kiszamitod a detH(X) és ESP(H(Z) [H(y)) kifejezéseket?

Definialjuk két négydimenzios vektor Ujfajta skalaris szorzatat az utobbi kifejezéssel. Lehet-e négydimenzids
vektorialis szorzast értelmezni a

H(X) [H(y) = H(y) [H(x) kifejezesbdl kiindulva?

215  Fejezzik ki két 8 és 3% (i,k=1,2,3) Pauli-matrix szorzatata 8° és &' (1=1,2,3) matrixok linearis
kombinaciojaként!
21.6  Definialjuk két Pauli-matrix Ujfajta szprzatat:

5 *o" = =(8'8" -6+

Ismerés valezlrl10nnan a * mlvelet? Magyarazzuk meg ennek alapjan a 21.2 feladat eredményét! (Hasznaljuk fel a

21.5 feladatban kapott képletet!)

21.7  Mutassuk meg, hogy a

0 0 O 0 01 0 -1 0
J'={0 0 -1|, J°=l0 o0 0| J°=l1 0 O
01 O -1 00 0 0 O
matrixok a Qi o Qk = g‘g" —ngi maodon definidlt "szorzassal" a Pauli-matrixokhoz hasonloan viselkednek!
21.8  Vizsgaljuk meg egy adott intervallumon értelmezett, differencialhaté fliggvényekre haté operatorokat. (Ezek
fuggvényhez fliggvenyt rendelnek, pl. a differencialas D operatora Dsin=cos)
Ertelmezzik a sajatvektorok mintajara az operatorok sajatfiggvényeit!
2

d d
Hatarozzuk meg a —, X—, (X +—) operator sajatértékeit és sajatfliggvényeit! (Lehet folytatni: —2...)
dx dx dx dx



L d d .
Szamitsd ki az (X — ———X) "kommutatort"!
dx dx

219  Aledfeljebb (n-1)-ed foku egyvaltozos polinomokat egyértelmiien megadhatjuk n db egyutthatdjukkal, melyeket n-
komponensi vektornak foghatunk fel.

2

-1
pl.n=4 2x°® -x?+5x-7 o

-7
Mutassuk meg, hogy a szammal vald szorzas és a polinom 6sszeadasa mivelettartd6 moédon képz8dik le a

vektorokra. A polinomok differencialasa linearis operacionak felel meg a vektorokon. (Bizonyitsd be!) Allitsd elé a

d

d_ differencialoperatornak megfelel6 D matrixot! Hatarozd meg a D matrix inverzét! Milyen mivelet ez a polinomok
X

kérében? Vizsgald meg (6vatosan) az N — oo hatéresetet!



22.

221

22.2

223

22.4

22.5

22.6

PERTURBACIOSZAMITAS

Hatarozd meg a perturbacioszamitas elsd, illetve (ha kell) masodrendjéig a sajatértékeket és a sajatvektorokat!

(A+£C)S=AS

2 0 2 1 0 1
A=|0 4 -2 C=|0 3 2
2 -2 3 1 2 2
2-1 0 i 1 0 -1
A=l 0 1+i O C=0 1 0
i 0 2-i -1 0 3
0 0 1 5 7 2
A={0 1 0 C=|7 0 -1
1 00 2 -1 0

3 1-i 1 3-i
A= . A= .
- {1+ 4 — 3+ 2

Ahol az egzakt megoldast is meg tudjuk hatarozni, hasonlitsuk 6ssze azt a perturbacioszamitassal kapottal!



23. ALGORITMUSOK

irjunk algoritmust blokkdiagram vagy (nem tul preciz) programnyelv formajaban, (ajanlott nyelv:Pascal) a kdvetkez6
feladatokra.

23.1  Tetszbleges dimenzidju vektorok skalaris/diadikus szorzasa

23.2  Vektorok sz6gének kiszamitasa

23.3  Vektorialis szorzas

23.4  Matrix és vektor szorzésa

23.5  Matrixok szorzésa

23.6  Matrix (altalaban nem négyzetes) transzponalasa

23.7  Matrix adjungaltja

23.8  nxn-es determinans

23.9  Gauss-eliminacids moédszer linearis egyenletrendszerekre

23.10 Karakterisztikus egyenlet egyltthatoinak kiszdmitasa (nxn-es matrixra)
23.11 Matrix minimalegyenletének meghatarozasa (a sajatértékeket mar ismerjuk)
23.12 Polinomok osztasa

23.13 Egyszer(, gyors modszer 3x3-as homogén linearis egyenletrendszer megoldasara (sajatvektorok™** hasznalhatd)
23.14 Teljes program matrix sajatértékproblémainak megoldasara

A bonyolultabb algoritmusok szubrutinként hivatkozzanak a (mar megirt) egyszeriibbekre.



