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o A szbveget én irtam Ossze. Vallalom érte a felelGsséget, de nyilvidnvaléan nem egy-az-egyben
sajat sziillemény: rengeteg mashonnan atvett fogalommal, sz6fordulattal, targyaldsmoddal éltem;
elvégre én is (elvileg) megtanultam ezeket valahonnan. Sokat meritettem David Gyula és Matolcsi
Tamés jegyzeteibdl és egykor hallgatott 6raibol, Gnédig Péter hajdani 6raibol.

e Az abrak nagy részét én készitettem a Gnuplot ill. az Inkscape programokkal; ahol nem (azaz
valahonnan atvettem abrat), ott jelzem ezt.

e Probaltam tgy Osszeirni a jegyzetet, ahogyan az oran elhangzik (majd). Teljesen nem sikertil-
hetett ez; de mégha igen is, akkor is az a helyzet, hogy ezen jegyzet elolvasasa nem helyettesitheti
teljesen az el6adason vald részvételt, hanem kiegésziti azt. A gyakorlaton vald részvétel (és a
gyakorlofeladatok megoldasaban valo aktiv kozremiikodés) még sokkal fontosabb; ezek nélkiil az
ismeretek elsajatitasa nagyon-nagyon lyukacsos maradna.

e Amennyire tellett, olvashaté, ép és értelmes mondatokkal probaltam lefrni a szoveget. Mégis
tomorségre kellett torekednem, tovabba magat a folydszoveget is sok beszurt képlet, Osszefiiggés
tarkitja, ami a szokasos ,,0lvasasi rutint” eléggé meg tudja torni. Annak, aki nekiall ezt a jegyzetet
olvasni, mindenképpen javaslom, hogy lassabban haladjon, szandékosan htizza be a féket olvasas
kozben; pl. tgy, hogy minden mondatot (a beszurt képletekkel egyiitt) fejben hangosan megismé-
tel, kiolvas. Kénnyen elveszhet a fonél, ha a szokasos ,regényolvasés” modon allunk neki.

e Jellemhibam, hogy sok labjegyzetet frok. Ezek érintélegesen kapcsolodnak a szoveghez, érdemes
azért elolvasni 6ket. A legtobbszor plusz magyarazatok, szofejtések, érdekességek. . . keriiltek oda.
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1. Bevezetés

A fizika feladata a természet folyamatainak matematikai nyelven torténé megértése. A ,Vektorsza-
mitas” tantargy abban szeretne segitséget nyujtani, hogy a fizika egyetemi szinti tanulmanyozasa-
nak elején Osszeszedjen, elmélyitsen és begyakoroltasson sok olyan matematikai ismeretet, tudast,
eszkodzt, amelyek aztan a késGbbi tanulményok soran nélkiilozhetetlenek lesznek, és sokszor kiilon
magyarazat nélkiil hivatkoznak majd rajuk.

1.1. A tantargy célja

Fizikus szemléletet szeretnénk atadni: a célunk az, hogy a targy tanulédsa soran szemléletesen, a
kés6bbi alkalmazasokat szem el6tt tartva értsétek meg, sajatitsatok el a matematikai fogalmakat.
Felsorolni is nehéz lenne, hogy a késGbbiekben milyen sokféle teriileten hasznosithatjatok majd az
itt megszerzett ismereteket. A targy célja nem az, hogy axiomatikusan, szigori bizonyitasokkal
épitse fel a matematika nagy épitményét (ill. az ide vonatkozd részeit); ezt meghagyjuk mas
matematikai kurzusokra.

A tartalomjegyzék cimszavakban kb. tartalmazza az érintett témakoroket. Mint a targy neve is
mutatja, alapvetGen a vektorok és az azokkal végzett miiveletek keriilnek itt els, olyan (a matema-
tika hagyomanyosnak szamito felosztasaban) kiilonboz6 teriiletekrdl szemezgetve, mint a lineéris
algebra, a koordinadtageometria, vagy a vektoranalizis.

A linedris algebra az alapvet6 vektormiiveletek altalanositasaként bevezeti a vektortér fogalmat,
és ezzel kapcsolatos tételeket mond ki; a fizika minden teriiletén (s6t, sok méas tudoményagban is)
alkalmazasra keriilnek majd az itt megtanultak.

Szamos geometriai triikkot, tudnivalot (egyenesek, sikok, gorbék: ellipszisek, hiperbolék, pa-
rabolak ill. kiilonféle feliiletek leirasa, kezelése, stb.) segit ez a targy készséggé fejleszteni: ezek
szintén nemcsak a fizikdban hasznosak, hanem barmilyen olyan teriileten is, ahol analitikus gra-
fikus készségre, térszemléletre van sziikség. Ezt az ismeretkort hivhatjuk analitikus geometrianak
vagy koordindtageometridnak.

Végiil a félév kés6bbi részében sorra keriilé wvektoranalizis (melynek célja vektormezsk vizs-
galata, és részben épit az addigra mar elsajatitott differencial- és integralszamitasi ismeretekre)
elengedhetetlen a fizika nagyon sok agénak megértéséhez. Ilyenek: az elektromossagtan, a szi-
lard testek és folyadékok mozgésadnak tanulményozasa, de késGbb a kvantummechanika vagy a
relativitdselmélet is.

Eggyel ,hatrébb lépve” azt is mondhatjuk, hogy amivel egy fizika BSc szakot elvégzett hallgato
wkittinhet” a tarsadalomban (b&ven akkor is, ha nem szigori értelemben a fizika kutato mivelé-
sére adja a fejét), az az, ha a mindennapi nyelven megfogalmazott problémakat at tudja tiltetni
matematikai nyelvre, és a megtalalt megoldast értelmezni, szemléltetni tudja. Remélem, hogy a
Vektorszamitas” targy ehhez az egyik els6 és nagy segitség lehet; ezen szellemben kivanok sikeres,
az 0 tudas megszerzésének 6romében gazdag félévet!



6 1. BEVEZETES

1.2. Nyelvi tudnivalék

e Aki fizikaval foglalkozik, nem tssza meg, hogy el6bb-utobb megtanuljon angolul. Nem kell
perfektnek lenni; az angolokat kivéve senki sem az'. Szakmai irodalombél majd tigyis rank ragad.

Sok ,magyar” szakkifejezést is az angolbdl vettiink /vesziink at; ezek altalaban ilyenkor valami
konkrét(abb) dolgot jelentenek, nem pedig altalanossagban azt, amit az angol szotarban a cimszo
alatt talalnank.

e IdegesitG lehet elsére a sok latin alapu kifejezés is; nemcsak azok, amik konkrétan valami fogal-
mat jelentenek (asszociativitas, disztributivitas, imaginérius rész. .. ), hanem a ,kozbeszéd-szertien”
hasznaltak is (definicio, trividlis,...). El6bb-utobb ezekhez is hozzaszokunk; nem tudom megigér-
ni, hogy nagy magyarito leszek.

e A  matematikai (logikai) nyelv” és szabalyai nem mindig fednek at a ,természetes (azaz: beszélt)
nyelv” szintaktikajaval, erre jo vigyazi. Jot tesz, ha egy matematikai allitast elGszor esetleg ma-
gyartalanul, kormonfontan olvasunk ki, majd ezutan fogalmazzuk meg rendes nyelvhelyességgel. A
tagadasnal, ill. a ,yvagy”, ,£s” logikai miiveleteknél keriil el§ ez sokszor. Példaul: az ,Andras és Béla
fizikusok” allitas logikai értelemben vett tagadasa nem az, hogy ,Andras és Béla nem fizikusok”,
hanem az, hogy ,Nem igaz az, hogy Andras és Béla mindketten fizikusok”, amit gy is mondhatunk
(kicsit mar tovabb ,alakitva”), hogy ,Andras és Béla koziil legalabb egyikiik nem fizikus”.

e Mivel hamar  kifogyunk” a latin abécébdl, a gorog abécé is elengedhetetlen. Alabb felsorolom a
gorog betiiket (kis—, nagybett ill. kiejtés), egészen enyhén szubjektiv szinkoddal. Piros: ezek al-
landéan el6keriilnek matematikai képletekben (ezek kozott is vannak gyakoribbak és kevésbé azok,
de mind ,dobogosok”). Jo, ha ezeket megszokjuk (kiolvasni ill. leirni). Kék: ezek ,,jo” gorog betiik,
mégsem annyira hasznaljuk Sket képletekben. Szirke (f6leg nagybetiik): ezek annyira hasonlitanak
egy (néha nem is a megfelel) latin bettire, hogy gorog betiiként kezelésiik jelolésben értelmetlen.

a A alfa L I iota p P ré
B B béta k K kappa o X szigma
~ T gamma A A lambda T T tau
6 A delta nw M mii v Y ipszilon
e E  epszilon v N nt p P fi
¢ 7 zéta & = kszi x X (k)hi
n H éta o O omikron v v pszi
¥ ©  t(h)eta w II pi w 2 omega

1.3. Jelolési tudnivaldk

e Hasznalni fogjuk a szokisos halmazelméleti jeloléseket: ha a és X halmazok, akkor a€ X ill. a¢ X
jelentése (egyel6re magyartalanul kiolvasva): ,a eleme X-nek” (vagy ,a az X-ben van”), illetve ,a
nem eleme X-nek”. Tovabb: halmazelméleti uni6, metszet, kiilonbség jelei AU B, AN B, A\ B.
Fontos az egyenldségjel. Az A = B azt mondja (az = tehat az ,,allité egyenléségjel”), hogy volt
mar eddig is két jol értelmezett valamink, A és B, amikrdl most allitjuk, hogy egyenléek. Az A = B
vagy forditva: B := A jelolés viszont azt jelenti, hogy A eddig is volt, és B-t most értelmezziik,

1Ok meg hozzaszoknak, hogy a sajat nyelviikon idegen anyanyelviiekkel beszéljenek; néha elgondolkodom, vajon
ez nem bosszantobb-e, mint megtanulni egy idegen nyelvet. . .
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tgy, hogy A-val megegyezik (vagy masképp mondva: A-t B-vel is jelolhetjiik ezutan). Ez az = jel
tehat a definidlé egyenléségjel, ami tehit nagyon nem ugyanaz, mint az = allité egyenlGségjel.

e Amikor matematikai Osszefliggéseket irunk fel, akkor betiikkel jeloliink ,objektumokat”, pl.
szamokat. Példa: az (a+b)(a—b) = a*—b* ismert képletet ugye tgy kell érteni, hogy a és b
helyébe barmilyen szamot irva igaz 0sszefliggést kapunk, de ezzel a jeloléssel egyszerre leirtuk mind
a végtelen sokat”. Egy képletben eredendGen kiilénb6zd objektumokat nem szabad ugyebar
ugyanazzal a bettivel jelolni: ha x-et és y-t latunk, alapbol két kiilonbozs dologra” (sokszor:
szamra) gondolunk. Persze kideriilhet, hogy mellesleg x = y, de akkor ez egy fontos d@llitds.

e Még a gordg és a latin abécébdl egyiitt is igen hamar ,elfogyhatnak” a jeldlésre hasznalhato betiik,
f6leg, ha probéljuk tiszteletben tartani a jo néhany eléggé elterjedt jelolési szokast. Persze egyrészt
jO mindig minden jel6lést tisztazni (akkor biztos nincs félreértés), de segit, ha emellett a szokasokat
is probaljuk betartani. A legfontosabb szokas az, hogy ,hasonl6 kontextusban”, tehat ,egyszerre,
egyenjogu modon” bevezetett objektumok (,valtozok”, azaz: szamok, vektorok, halmazok, stb.)
jelolésére lehetGleg az (akarmelyik) abécé hasonlé helyen fekvs betdit hasznaljuk. Ez bizonyara
mér megszokott dolog, érdemes ra ezutan is térekedni.
Tovabbi szokasok (ezek mar inkabb jathaghatoak”): ha adottnak képzelt valos (vagy komplex)
szamok keriilnek els, altalaban a latin (vagy gorog) abécé elejétdl indulva valasztunk: «, 3, 7,
.., illetve a, b, ¢, d, ..., de ,szeretjiik” a gorog abécé kozepét is: A, u, sth. Ha kifejezetten egész
szamok keriilnek el§, sokszor szeretiink a latin abécé kozepe tajan keresgélni: n, m, k, [, stb. Ha
valtozok”, azaz valos (vagy komplex) szamok mint ,ismeretlenek” keriilnek els, azokra szeretjiik
az x, Y, u, ...bettket hasznalni.

e Eppen a sok ,korlat” miatt, meg azért is, hogy tetszéleges szamt objektum jelét rogzithessiik,
indexeket szoktunk hasznélni, amelyek az objektumainkat megkiilonboztetik: altalaban ezek ter-
mészetes szamok?. Tehéat pl. A1, Ao, A3, Ay, A5 Ot darab egyenjogt” objektumot jeldl (tipikus
szokas szerint: valos vagy akar komplex szamot). Ha gy irjuk: A1, Ao, As,..., akkor azt is megen-
gedjiik, hogy ,akarhany” legyen (esetleg nem is megmondva elére, hogy mennyi).

e Akarmilyen 6sszegek, de féleg ,indexezett objektumok” Osszegének jelolésére jo a szummajel®.
Pl. ha ismert, hogy van N darab szamunk, akkor

N
AL+ Ao+ A3+ -+ Ay jelolése: Z Aks vagy ha nem érthets félre: Z A
k=1 k

Figyeljiik meg: van egy ,futéindex”, amit itt k-val jeloltem: ez ,halad” végig az Osszes ,lehetséges”
(pontosabban: az 6sszes megkovetelt) értéken, amit a szummajel ,koré” (ala-folé) frunk; a példaban
tehat k végigfut az 1, 2, ..., N indexeken, és kozben Osszeadjuk a megfelels )\, szamokat. Ha
olyan ,kornyezetben” dolgozunk, ahol egy indexrdl egyértelmt, hogy milyen értékei lehetnek, (azaz:
smilyen értékeken futhat végig”), akkor ha az azzal indexezett objektumokat Gsszegezziik, sokszor
ki sem irjuk a szummajel koré az Gsszegzési tartoméanyt (mint az imént a mésodik jel6lésben).

2Tényleg altaldban természetes szdm az index, de ha belegondolunk, semmi sem teszi ezt kitelezévé: az index
lényege, hogy akirhény véges sok legyen, és megkiilonboztethessiik Gket. Legkézenfekvsbb ilyen ,indexhalmaz”
persze éppen a természetes szamok halmaza.

3A summus latinul jelenti azt, hogy ,teljes”, ,legfelsd”’, mindenesetre az sszeg szora is kiterjeszt&ddtt a jelentése.
Cserébe a gordg nagy S-nek megfelel§ szigma-betiivel, X-val jelolik.
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2. Komplex szamok

Els6éves fizika BSc szakosok matematikai 6rajan vagyunk; ide jut az a nemes feladat is, hogy a
komplex szamokat megbeszéljiik. Aki most hall elgszor roluk, nem biztos, hogy egybdl atérzi,
milyen alapveté modon hasznaljuk 6ket; szavamat adom, hogy nemsokara olyan emlék lesz az,
amikor nem ismertiik a komplex szamokat, mint most az, amikor nem tudtunk beszélni.

2.1. Természetes szamok, egész szamok, racionalis szadmok

e A kovetkezSkben roviditve megbeszéljiik (=, atismételjiik”) a szamfogalom bévitésének lépéseit.
Kiindulunk az ujjainkon megszamolhat6 0,1,2,3,. .. természetes szamokbol, ezek halmazat N-nel
jeloljiik®. A nullat is a természetes szamok kozé soroljak; a NT jelolés a pozitiv (tehat a nullanal
nagyobb, 1,2,3, stb.) természetes szamok halmazat jeloli.

o A természetes szamok halmazan értelmes az 6sszeadas (jelben a+b) és a szorzas (jelben a-b
vagy egyszeriien ab). Van rendezés is: barmelyik két szam koziil az egyik biztosan nagyobb vagy
egyenld, mint a masik. Jelben: a>b, vagy b>a biztosan igaz; még az is lehet, hogy mindkettd,
pontosan akkor, ha egyenlGek: a>b és b>a, ha a=b. Az 6sszeadasnak, a szorzasnak és a rendezésnek
ismert egyszerd tulajdonsagai vannak; egyelére csak rutinszeriien hasznaljuk ezeket.

o Az Osszeadés inverzmiivelete® a kivonas (jele —): ha a+b = ¢, akkor b = c—a, és a = c—b, azaz
pl. mivel 3+5 = 8, ezért 8—5 = 3, és 8—3 = 5. Eszrevehetd, hogy nincs olyan természetes szam,
ami egyenl6 volna pl. 2—5-tel: a kivonas mitivelete nem értelmes barmely két természetes szamra.
A hiany, az addéssag, a fedezetlen tobbletkiadas leirasara utolag mar egyszertinek tiing dolog be-
vezetni a negativ egész szamokat. Ezek és az eddigi természetes szamok 0sszességét egyszertien
egész szamoknak hivjuk: ezek tehat a 0,1, —1,2,—2,3,—-3,4, —4,... szamok. Az egész szamok
halmazat Z-vel jelolikS, ezen beliil a negativ egész szamok (tehat a —1, —2, —3, stb. szamok) hal-
mazanak jele Z~, a nemporzitiv (nulla vagy negativ) egészeké Z,. A pozitiv egészeket mar eddig is
ismertiik: N C Z, azaz a természetes szamok halmaza részhalmaza az egész szamok halmazanak.

e A szamfogalmat tehat kib6vithettiik az egész szamokra. Az egész szdmoknak is van Gsszege,
szorzata, rendezettsége, ugyanolyan kellemes tulajdonsagokkal, mint a természetes szamoknal. Uj-
donsig a természetes szdmokhoz képest, hogy Z-ben mar a kivonés is barmilyen két egész szdmra
értelmes: ha a és b egész szamok (azaz a,b € Z), a—b mindig létezik, és egész szam. Ez azért nem
egészen magatol értet6ds, mert azzal, hogy pl. ,a 2—5 miivelet eredményeként bevezettiik a —3-at”,
mint szamot, most mar azt is le kell ellendrizni, hogy pl. két (ajdonsiilten most értelmezett) negativ
szamnak is van Osszege, kiilonbsége. Ezt azonban mér régen megszoktuk, most nem hiazzuk vele
az id6t. Az egész szamok miiveleti szabalyait a még nem eléggé rutinos ember néha eltéveszti;
probaljuk meg minél kevesebbszer. Frissités: —5- (=4 — (=3)) = =5-(—4+3)=—-5-(—1) =5.

e A szorzés inverzmiivelete az osztas (jele /, vagy :, vagy vizszintes tortvonal): ha a-b = ¢, akkor

b=2<%,ésc= g Példéul: 3 -5 = 15, tehat 3 = %, és b = 13—5 S6t, most mar az egész szamokra
is gondolhatunk: —3 - —5 = 15, ebbdl % = —3, és 1—55 = —3. Az osztas miivelete azonban nem

mindig értelmes az egész szamok korében: pl. nincs olyan egész szam, ami egyenld volna %—tel.

4Az N betti mint jelolés a naturalis—természetes latin szobél jon.
5Az jnverz” az invertere(=kb. ,visszaforgatni”) latin szobol jon: egy miivelet ,yvisszafelé-csinalasa”.
6A német (egyszeriien ,szam’-ot jelents) Zahl sz6 elsé bettijébol.
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e Utodlag egyszerlinek tinG 1épés az ,osztozkodas értelmességének” érdekében bevezetni a tort-
szamokat: ha ezekkel is kibdvitjitk a szamfogalmat, akkor az osztas is (szinte) mindig értelmes
lesz. A tortszdmokat pl. § alakban irhatjuk, ahol a és b egész szamok: § az a szam, amit b-vel
megszorozva éppen a-t kapunk. Két kiillonb6z6 alakban felirt tortszam persze lehet ugyanaz: pl.
2/3 =4/6 = 8/12, sth. Az egész és tortszamok Osszessége lesz az n. racionalis szamok halma-

za’, ezt Q-val jeloljiik®. Hasznaljuk a QF, QF, Q,, Q~ jeldléseket is, taldljuk ki, mit jelentenek.

e Racionalis szamok korében minden (nem nullaval vald) osztasnak van értelmes eredménye:
a,beQ, b#0-ra ¢ € Q. Itt is hasonlo érvényes, mint a negativ egészeknél: a raciondlis szdmo-
kat azért vezettiik be”, hogy két egész szamnak (majdnem) mindig legyen hanyadosa, de egytttal
azt is elértiik, hogy két akdrmilyen racionalis (tehat tort)szamnak is értelmes lesz a hanyadosa. A
tortszamok miiveleti szabalyait (0sszeadasuk, kivonasuk, kozos nevezdre hozas, stb.) is legyiink

i steni. Frissftés: 8 — =8 — 3 1 5 21 4 20 _ 41 ; 7/6 _ 35
szivesek egyre kevesebbszer elvéteni. Frissités: 3 P =9t2=5%1t5% =% illetve 5 = 2

e A raciondlis szamok korében tehat (a nullaval osztést kivéve) barmely két szamra értelmesek az
Osszeadas, kivonas, szorzéas, osztas miveletei, tovabba a szadmok nagyséig szerinti rendezése.
Ezekre érvényesek a megszokott tulajdonsagok, melyek (ahol csak a miveletek értelmesek) a ko-
rabbi, ,lesziikitett” verziokban is (mint pl. a természetes szamok Osszeadéasa) érvényesek voltak.
Lentebb, a valés szamok kapcsan soroljuk fel részletesen a mtveleti tulajdonsigokat.

20 _»

e A szamfogalom iménti N—7Z és Z—Q bévitései tehat algebrai jellegiiek. Azért ,talaltuk ki” a
(pozitivak mellé a negativ) egész szamokat ill. a(z egészek mellé a tort) racionalis szamokat, hogy
bizonyos miiveletek (az Gsszeadas ill. a szorzés) inverzeinek (a kivonasnak ill. a nem nullaval
osztasnak) mindig legyen értelmes végeredménye. Tovabbi algebrai (=miiveletek értelmességét
kiterjeszt6) bovitések is vannak: pl. az un. algebrai szamok halmaza; ez tartalmazza a mindenféle
egyenletek gyokeit, pl. az (14+1/5)/2 sth. tipusi szamokat. Ezekre visszatériink.

b az a szamnak b szamuszor

e A hatvanyozas miivelete is ismert: a, b természetes szamokra a
onmagaval vett szorzatat jelenti (a a hatvdnyalap, b a kitevd). A hatvanyozas alaptulajdonsagai:
a*t=a"a¥, illetve (ab)*=a"b", (a/b)*=a"/b", (a®)? = a™, stb., ha minden alap és kitevs itt még
egyelére természetes szam. Hatvinyozasra altalaban a’#b%, kétféle inverz is van tehat. Az egyik
a gybkvonas: ha a’=c, akkor ugyebar a=y/c (specialisan: ha a’=b, akkor b=+/a a négyzetgyok,
ahova a 2-est nem irjuk ki). A hatvinyozas masik fajta inverze a logaritmus: ha a’=c, akkor
b=1log, c. Egyeltre a, b, c csak természetes szamok lehetnek itt.

2.2. Valés szamok, miiveleteik

e A racionalis szamokkal elvagyunk egy darabig: felrajzolhatjuk Gket egy (végtelen hosszi) szam-
egyenesre. Kijeloljiik a 0-t és az l-et, majd ezt a szakaszt n-szer odamérve megkapjuk az n
természetes szamot, felezve megkapjuk az 1/2-et, és igy tovabb. Az Gsszes racionélis szamot

berajzolva (kés6bb tisztazando értelemben) stirtin betoltjiik a szamegyenest. Hogy ,vannak-e nem
raciondlis szamok”, az akkor értelmes kérdés, ha megmondjuk, miért szeretnénk ilyeneket.

7 A ratio aranyt, ardnypart jelent, de értelmet, eszet is. Raciondlis: értelmes, ésszel felfoghaté. A racionalis
szadmok” elnevezése inkabb az ,aranyként felirhat6’-t jelenti; remélem, az irraciondlis szamok is ,felfoghatok”. . .
8Egy masik latin szobol, ami hanyadost jelent: quotiens.
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e Az elsé nyom: kideriil, hogy nincs olyan racionalis szam, aminek négyzete 2 volna’. Ugyanak-
kor azt gondolnank, hogy v2 = 1,41423562. .., vagyis a kovetkezd racionalis szamok sorozata:
1 14 1,41 1,414 1,4142 (stb., egyre tobb tizedesjegyet kiirva) .egyre jobban megkozeliti a
V/2-t”. Masképp mondva: temérdek (konkrétan: végtelen sok) pozitiv racionalis szam van, aminek
négyzete kisebb, mint 2, és ha ezeket ,bejeloljiik” a szdmegyenesen, akkor latszik, hogy a bejelolt
(igen siirti) halmaznak van valamiféle ,fels6 hatara”. Ez azonban nem egy racionalis szam.

e A valés szamok bevezetése lényegében azt jelenti, hogy a racionalis szdmokkal ,stirtin telefir-
kalt” szamegyenesen ,kitoltjiik a maradék helyeket”. El lehet eggyel pontosabban is mesélni,
hogy hogyan is kell a valos szamokat (halmazelméletileg) bevezetni, de a lényeg ez. A valos szamok
halmazanak jele!® R, a nem racionalis valos szamokat irracionalisaknak hivjuk, ezek halmazanak
jele néha Q*. A valds szamok tehét kitdltik a szamegyenest, igy R-ben minden feliilrél korlatos
részhalmaznak van fels§ hatara. Ez nem volt igaz a raciondlis szamokra: ugye pl. nincs koz-
tiik olyan, ami a felsG hatara volna annak a halmaznak, hogy {,,azok a racionalis szamok, amelyek
négyzete 2-nél kisebb”}. A valos szamok kozott viszont definicioszertien van ilyen: ez a V2.

e A valdés szdmok kozott megtalalhatjuk az egészeket, a raciondlisakat, meg még csomo6 mast, pl.
mindenféle gyokvonasok eredményeit is ( ¥/43, ¥/124, stb). Mégis, a Q—R bévités nem algebrai
jellegii. Ez alatt azt értjiik, hogy nem egyszertien a miiveletek (jelesiil: a gyckvonasok) értelme-
zési tartomanyat akartuk kibGviteni. A fentebbi kitétel, hogy ,kitoltik a szdmegyenest”, a valos
szamok definidlo tulajdonsdga. A valds szamok bevezetése a folytonossag fogalmat vetiti elGre,
ami nem egy algebrai (azaz: mitveletekkel kapcsolatos) fogalom, hanem a matematikai analizis
egyik alapfogalma.

Mas oldalrol megvilagitva: az olyan (valos) szamokat, amelyek valamilyen egész egyiitthatos
egyenletnek a megoldasai, algebrai szamoknak nevezik. A v/2 (noha nem racionalis szam) példa-
ul ilyen algebrai szdm: 6 az 2°—2=0 egyenletnek a megold4sa'l. Valamilyen értelemben azonban
s legtobb” valos szdém nem algebrai szam. (Még ugy is, hogy egyébként a V2 példajan volt
egyszer( latni, hogy ,miért van sziikség” a racionalis szamok halmazéan kiviili szamokra.)

e Most felsoroljuk a valés szdmokon értelmezett 0sszeadas, szorzéas és rendezés alaptulajdonsagait,
amelyeket (pl. kozépiskolabol) ismertnek tételeziink fel.

Osszeadas (latinosan: ,addicio”): a, b-re a+b modon jeldljiik, alaptulajdonsagai:

— Al: Az sszeadas asszociativ'?: (a+b)+c = a+(b+c) barmely harom a, b, c € R szamra'?.

— A2: Az dsszeadds kommutativ!t: barmely két a, b valos szamra a+b = b+a.

— A3: Van pontosan egy darab nulla nevii szam, amire igaz, hogy minden a€R szamra a+0 = a.
— A4: Minden a € R szamnak van pontosan egy ellentettje, —a, amire a + (—a) = 0.

Szorzas (latinosan: ,,multiplikacio”): a, b-re a-b vagy ab modon jeloljiik, alaptulajdonsagai:

— M1: A szorzés asszociativ: (ab)c = a(bc) barmely a, b, ¢ € R szamokra; jellhetjiik tehéat abe-vel
is a harmas szorzatot.

9Ha volnanak a, b egészek, amikre (a/b)? = 2 lenne, akkor a®> = 2b? lenne, ami a primtényezss felbontéis
egyértelmiisége miatt lehetetlen. Altalaban is egy pozitiv egész szam egészedik gySke vagy egész, vagy nem racionalis.

10A realis=,yalos” latin sz6 kezddbetjébdl.

11 A raciondlis szamok is algebrai szdmok, hiszen pl. a 7/9 szdm a 9x—7=0 egyenletnek a megoldasa.

12 A latin eredetii sz jelentése kb.: ,Osszetarsithato”.

13Ez a tulajdonsag (az asszociativitds) teszi tulajdonképpen lehetéve, hogy az el6bbi akdrmelyik jeldlés helyett
egyszertien a+b+c-t irjunk, azaz kénnyen értelmezziik harom (vagy akkor mar: akarhany véges sok) szam Osszegét.

14 A latin eredeti szo6 jelentése: ,felcserélhetd”.
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— M2: A szorzas kommutativ: barmely két a, b valos szamra ab = ba.
— M3: Van pontosan egy darab egy nevii szam, 1#0, amivel minden a€R szamra a-1 = a.
— M4: Minden nemnulla a##0 szamnak van pontosan egy reciproka, é, amire a-% = 1.

Osszeadds és szorzds kapcsolata:
— AM: Az dsszeadésra nézve a szorzas disztributiv'®: minden a, b, ¢ szamra a(b+c) = ab+ ac.
Rendezés (latinosan: ,ordinacid”): a, b-re a<b vagy a>b a jelolése; alaptulajdonsagok:
— O1: A rendezés alaptulajdonsagai (hogy tényleg ,rendezésnek” hivhassuk):
a.) minden szam kisebb-vagy-egyenld mint 6nmaga: a<a,
b.) két szamra a<b és b<a egyszerre akkor és csak akkor teljesiil, ha a=b,
¢.) harom szamra ha a<b és b<c, akkor a<c is igaz.
— 0O2: Béarmely két a, b szdm Osszehasonlithaté: a<b vagy b<a biztos igaz.

Rendezés és 0sszeadds, szorzds kapcsolata:
— OA: Barmely a, b, ¢ szamokra ha a<b, akkor a+c < b+-c.
— OM: Barmely a, b, c>0 szamokra ha a<b, akkor ac<bc.

Az eddigi tulajdonsidgok méar a racionalis szamok sziikebb halmazan is mind igazak voltak. Csak
a valos szamokra vonatkozik viszont a rendezés teljessége:
— OC: Barmely feliilrgl (vagy alulrol) korlatos szamhalmaznak van fels (vagy also) hatara.

e Ha csak a valos szamok lebegnek a szemiink el6tt, akkor esetleg ezen fenti tulajdonsagok megfo-
galmazasa foloslegesnek tiinhet, hiszen annyira megszoktuk 6ket. Azért érdemes mégis megfogal-
magzni 6ket, mert taldlkozunk majd olyan ,objektumokkal”, és azokon értelmezett ,miveletekkel”
(s6t, némely ilyen miiveletet esetleg akar ezen objektumok szorzdsdnak is fogunk hivni), amikor
ezen ,objektum-miiveletekre” egyik-masik fentebbi tulajdonsag nem fog teljesiilni. Akkor jo lesz
majd emlékezni, hogy pontosan mik is voltak a (szamoknal mar megszokott) jo tulajdonsagok.

A felsorolt miveleti tulajdonsagokrol belathato, hogy logikailag fiiggetlenek: egyik sem kovet-
kezik logikailag a tobbibdl. A valos szamokon értelmezett miveleteknek persze szamtalan egyéb
hasznos tulajdonsiaga van, amelyek ezekbdl kovetkeznek; nem soroljuk fel az Gsszeset.

e Paros egész kiteviji (a kitevst 2n-nel jeloljiik) hatvanyozas minden valos szamhoz pozitiv valosat
rendel, méghozza x-hez és —z-hez ugyanannyit. Megegyezés szerint egy y pozitiv valés szadm
2n-edik gyoke, 2/y az a pozitiv valos szam, amire ( I y) = y. Specidlisan négyzetgyokre: csak
nemnegativ valos szamnak van négyzetgyoke, és az nemnegativ szam lesz. Jelesiil: nincsen olyan
valés szam, aminek a négyzete —1 volna.

e A hatvanyozas fontebb is emlitett tulajdonsigai egyeldre csak a természetes szamok kdzott vol-
tak értelmesek: a”t¥=a"a?, (ab)*=a"b", (a/b)"*=a"/b", (a*)Y = a™¥, stb. Ezekhez hozzavehetjiik
azt, hogy (/a)™ = a, mindig, amikor ez utobbi értelmes. Ezek egyiitt indokoljak, hogy (bizonyos
fenntartasokkal) kiterjessziik a hatvanyozas miveletét, tehat a¥ értelmességét. Konkrétan: a kite-
v6ben megengediink tortszamokat és negativakat is, azaz barmilyen racionalis szamot, az
alapban pedig barmilyen pozitiv valés szamot. Osszefoglalva: z¥ értelmes, haz € RT, y € Q. A
legfontosabb szabalyok: ™" = {/x™ = (/x)™, 7% = 1/2%, 2° = 1. A hatvanyozasnak ezen sza-
balyaiban valo jartassagot szintén ,hozott anyagnak” tételezziik fel. Fontos, hogy nem értelmes
0°, és nem hatvanyozhatunk negativ valés szamot. Ugyan pl. (—5) = 25, de ha egységesen

15 A disztributiv jelentése kb. ,szétdarabolhatd”, ,szétoszthatd”.
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barmilyen racionalis kitev6t meg akarunk engedni, akkor negativ szamok hatvanyozasanal elGke-
riilhetne negativ szam parosadik (pl. négyzet)gyoke, ami nem létezik.

e Még nem értelmeztiink irracionalis kitevéGt, pl. 2\/5—‘5, hiszen a kitevét itt nem lehet két egész
szam hanyadosaként felirni, hogy az a™/"=</a™ szabalyt alkalmazhassuk. Gondolnank, hogy va-
16s kitevGjti hatvanyozast (azaz x¥-t, ahol x€RT, y€R akirmi), olyasmi modon értelmezhetnénk,
hogy ,a kitev6t egyre jobban megkdzelitjiik racionalis szamokkal”, sth. Ez miik6dé modszer, de
nemsokara ,egyszeriibben” bevezetjiik Y-t akdrmilyen szamokra. Egyelére tehat elfogadjuk, hogy
minden pozitiv valos x és valos y szamra egyértelmiien létezik z¥.

2.3. Komplex szamok, egyszerid miiveleteik

e A valbés szamok kozott barmely két szam Osszege, szorzata, kiillonbsége, hanyadosa ill. pozitiv
valos szamok valos kitevGji hatvanya (ez a gyokoket is magaban foglalja) létezik, értelmes és valos
szamot ad eredményiil. A valés szamok kozott azonban nem létezik pl. /—6. Felmeriil az igény,
hogy legyenek negativ szdmoknak is gyokei. Ehhez tovabb kell béviteni a ,szamok” fogalmat.

e Az a (valos szamokénal bévebb) szdmhalmaz, amelyben értelmes pl. v/—1, vagy éppen a v/—9, a
komplex szamok halmaza, jelben'® C. Kideriil, hogy a komplex szamokkal nemcsak azt nyerjiik,
hogy negativ szamokbol lehet gyokot vonni (pedig ez a motivacid), hanem szinte barmilyen miivelet
(0sszeadas, szorzas, hatvanyozas, gyokvonas, logaritmus, stb.) szinte mindig értelmes lesz.

e A valos szamok kitoltik a szaimegyenest; hidba probalnank ,tovabbi szamokat suvasztani kozéjiik”.
Ahogyan a valos szamok halmazahoz, R-hez a szamegyenest tarsitjuk geometriai elképzelésként,
tigy a komplex szamokhoz (azaz a C halmazhoz) egy sikot, az in. komplex szamsikot tarsit-
juk!”. Egy valés szdmra mint a szamegyenes egy pontjara gondolhatunk; hasonloan, egy komplex
szamra gondolhatunk gy, mint a komplex szamsik egy pontjara. Természetesen a komplex szamok
kozott ott vannak a valosak is: megallapodés szerint a komplex szamsikon egy vizszintesen abrazolt
koordinatatengelyt rajzolunk be (és valos tengelynek hivjuk), a valos szamok ezen vannak.

e A komplex szamokon értelmezett miiveletek azon alapulnak, hogy egyszertien bevezetjiik azt
a szamot, ami egyenld /—1-gyel. Ennek jele ¢, neve képzetes egység, vagy latinosan ima-
gindrius egység. (A ,képzetes” sz6 itt az eddigi ,valos” nyelvi ellenpontja'®). Tehat:

i =—1.

Az 7 tehat nem valos szam. A komplex szamsikon tgy abréazoljuk az i-t, mint a nullatol (amit
az origoba tesziink) a valos tengelyre merdleges tengelyen (amit ezentul képzetes tengelynek
hivunk) egységnyi tavolsagra 1évs pontot. A sik pontjait pedig komplex szamokkal azonositjuk:
egy z komplex szam tehat felirhat6, mint

z2eC: z=a+b-1i, ahol a és b valos szamok.

A z szam tehat az, ahova a nullabol (origobdl) a valds tengely iranyaban (yvizszintesen”) a-nyit,
majd a képzetes tengely iranyaban (,fiigg6legesen”) b-nyit odébb menve jutunk.

16Nyilvan a complex sz6 kezd&bettijébsl.

17 A komplex szamsikot egyik megalkotdjarol idénként Argand-siknak is nevezik.

18Az i jelolés nyilvan az ,imaginérius’ sz6 kezddbettije. Megjegyzés: a villamosmérndkok teljesen érthetetlen
okbdl kiilonckodnek: j-vel jelolik a képzetes egységet; igazan leszokhatnanak errdl. . .
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e Fontos elnevezések és fogalmak: a z = a + b - ¢ alakban felirt komplex szdémnak a valés része
a, jelben a = Re z, a képzetes része b, jelben b = Im z, az abszolatértéke (ami itt is a ,nullatol
valo tavolsaga”) jelben |z|, értéke |z| = va® + b2, Pitagorasz-tétellel kigondolva. Tovabba egy 2
komplex szdim komplex konjugaltjanak'® hivjuk (és z*-gal jeldljiik?®) azt a komplex szamot,
amit a képzetes rész ellentettre cserélésével kapunk: ha z = a 4 bz, akkor z* = a — bi. Még egy
fontos fogalom: a z komplex szdm argumentuma, vagy fazisa az a ¢ szdg, amit az origohol a
komplex sikon z-be mutaté szakasz bezar a valos tengellyel, jelben: ¢ = arg z. Osszefoglalva:

Komplex szam: 2z =a+ bi, z valos része: Rez = a,
z konjugaltja: 2" =a — bi, z képzetes része: Imz =5,
z abszolutértéke: |2| = Va2 + b2 z argumentuma: © = arg 2.

e Fontos megjegyzések:

1. Vigyazat: a képzetes rész is egy valds szam!! Ez néha eltévesztdik.

2. Vigyazat!!! Megszokasbol z = a+bi alakban irtuk (és fogjuk is még t6bbszor) a komplex
szamokat, és legtobbszor ilyenkor hallgatolagosan hozzaértjiik, hogy a és b valésak, azaz a a
valos rész és b a képzetes rész. Mindjart értelmezziik a komplex szadmok mitveleteit; akdrmilyen
21 és z9 komplex szamokra is képezhetjik a 2 = z; 4+ 129 Osszeget. Ennek egyaltalan nem z;
és 2z, a valos és képzetes részei (ha 2z, vagy 2z, nem valosak)!!!

3. Nyilvanvalo, hogy a konjugalt konjugaltja ugyanaz: (2*)* = z.

4. Esetleg ,beijedtiink” a négyzetgyokkel kapcsolatban, de a |z|-nél nincs gond: a®+b* valos sza-
mok négyzetodsszege, igy & biztosan nemnegativ valos szam, és négyzetgyoke egy egyértelmi
nemnegativ valos szam. Csak a z=0 abszolutértéke nulla, minden mas z-re |z|>0 val6s!

5. Valos szam abszoltutértéke persze ugyanaz, mint eddig.

6. Az alabbiak nyilvanvaloak (de azért memorizéaljuk, olvassuk ki szavakkal, hangosan ket!):

Re z = Re 2", Imz = —Im2z", |z| = |2*], 2] = V/(Re2)2 + (Im 2)2.

7. A komplex szamok kozott gondolva a nulla szamra annak a valés és képzetes része is nulla!
8. Ha egy z komplex szamroél tudjuk, hogy Im 2=0, akkor annyit tudunk, hogy & valds. Tehat:

*

ha z valos (azaz z€eR) & Imz=0 & z=2",

ahol (itt és késébb is) az < jel .egyenértékii™t, ,egymasbol kovetkeznek™ et jelent.
9. Az olyan z szamokat, amikre Re z = 0, azaz z = ¢ - b, b€R alakba irhatok, vagyis rajta vannak

a képzetes tengelyen, tiszta képzeteseknek szoktuk hivni. Ezekre:

ha z tiszta képzetes < Rez=0 <& z=—2".
10. Az argumentumot, azaz a z irdnyanak ,szogét” radidban, azaz szamokban mérjiik! (Azaz:
nem fokokban, meg ilyesmikben.) A pozitiv valés szamok argumentuma tehat nulla, a pozitiv
képzetes részii tiszta képzeteseké 7/2, stb.

19 A konjugalt”, ,konjugélas” szd sokszor sokféle értelemben elSkeriil; latin jelentése kb. konjugal=,8sszekapcsol”.
Egy komplex szam és konjugaltja tényleg intim moédon ,0ssze vannak kapcsolva”; egyik meghatarozza a méasikat.
20Eyz talan a legelterjedtebb jelolés, de néhany konyvben pl. feliilvonassal is jelolik a komplex konjugélast.
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1. 4bra. A komplex szamsik és a komplex szamokkal kapcsolatos egyszerii fogalmak illusztracioja.

11. Az argumentum, arg z nem egyértelmii: a teljesszbget, azaz 27-t egész szamuszor (nega-
tivszor is) hozzdadhatjuk. Ez kellemetlen tud lenni; szeretnénk egyértelmiivé tenni arg z-t.
Ezért megallapodunk?!, hogy argz € ]—W,ﬂ. Vagyis az argumentum a pozitiv valds ten-
gelyrsl korbe elindulva né, egészen m-ig??, ezt a negativ valos tengelyen rajta veszi fel. Ott
hirtelen visszaugrik —m ,folé egy kicsivel”, majd ahogy korben haladunk, onnan tovabb nd,
amig csak visszaér az arg z = 0-ra, amikor korben visszajutottunk a pozitiv valos tengelyhez.

12. Egy komplex szidmot a z = a + b - ¢ alak helyett megadhatunk ugy is, hogy megmondjuk
|z|-t és arg z-t. Ez utobbi a komplex szam tn. trigonometrikus alakja; visszatériink erre.

Az 1. abra probalja szemléltetni a komplex szamsikot és az eddig emlitett fogalmakat. e Szeretnénk,
ha a valos szamok miiveleti tulajdonsagai (6sszeadés és szorzas asszociativitasa, kommutativitasa,
a disztributivitas, stb.) a komplex szamok kozott is érvényesek lennének. Komplex szamok (amiket
most u-val és v-vel jeloliink) Gsszeadasa elég nyilvanvalo:

u=a+bi, v=A+Bi = u+v=(at+A)+ (b+DB)i.

Vagyis két komplex szam 0Osszegét tgy kapjuk, hogy kiilon a valds és kiilon a képzetes részeiket
osszeadjuk. Ezt a komplex szamsikon tgy lehet szemléltetni, hogy az origobol az u és a v komplex
szamokba mutato vektorok 6sszegét képezve kapjuk az 0sszegbe, u+v-be mutato vektort.

A kivonas a kivonandé szam —1-szeresének hozzaadasat jelenti, tehat

u=a+bi, v=A+Bi = wu—v=(a—A)+ (b—DB)i.

21 Gyakorlatilag mindenki, tovdbba minden szamitogépes programcsomag is igy csinalja.
22Ne feledjiik: 7 radian 180°-nak felel meg.
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e A szorzas sem kiilondsebben bonyolult: az u és v komplex szamok szorzatat mint az v = a+bi
és a v = A+Bi kéttagi Osszegek szorzatat kell kiszdmitani, kozben figyelve, hogy i? = —1:

u=a+tbi, v=A+Bi = wu-v=(at+bi)(A+Bi)=aA+ (aB+Ab)i+ (bB) -
vagyis Osszegytijtve a valos és képzetes részeket: w-v = (aA—bB) + (aB+Ab)i.

Az utols6 egyenlGség tehat megadja, hogy hogyan kapjuk a szorzat valds és képzetes részeit a
szorzandokéibol. Ez némi rutinszerzés utan beidegzddéssé valik. Komplex szamot valdssal szorozni
igen egyszerd: ha A valos (azaz A€R), és u = a+b - i komplex szam, akkor \-u = \-a + A-b-i. Ez
tehat a z szamhoz mutaté vektor A-szoroséra nytjtasanak felel meg, ha A valoés. Majd visszatériink
arra, hogy hogyan kell ,igazi” komplex szamok szorzasat elképzelni a komplex sikon.

e Mi komplex szamok szorzatanak abszolutértéke? Véalasz: |u-v| = |u|-|v|, azaz szorzaskor az
abszolutértékek is szorzdédnak. Lassuk ezt be! Megint legyen u = a+ib és v = A+iB a valos és
képzetes részeikkel megadva. A négyzetekre lesz egyszertibb; a szorzatot fentebbrdl behelyettesitve
egyrészt  |u-v|* = (aA—bB)* + (aB+Ab)* = a* A*+b* B*+a*> B>+ A%,
masrészt  |ul*-|v]? = |a+bi|* - |[A+Bi|]* = (a®*+b*)(A*+B?%) = a®A* +a* B> +b* A* + b B,
2.

azaz tényleg |uv|? = |u|?*|v|®. Mivel az abszolutértékek nemnegativ valosak, |uv| = |u|-|Jv| is igaz.

e Az osztassal ismerkedés el6tt az (el6z6ekbdl kovetkezs, de amugy is fontos) aldbbi formulat
véssiik az esziinkbe:

|2|? = z22*. Hiszen: z=atbi = 22" = (a+bi)(a—bi) = a®+b* = |z|*.

Egy komplex szam abszolutérték-négyzetét tehat gy kapjuk, hogy 6t a konjugéltjaval szorozzuk.
Egy 2 komplex szAm négyzete, 2> nem ugyanaz, mint az abszolutérték-négyzete, |z|*!
Erre nagyon figyeljiink, mert igen sokszor eltéveszt&dik.

o Az el6z6 képletet tudva komplex szamok reciprokat kézzelfoghatobb alakra hozhatjuk, ha a
nevez$ konjugaltjaval bévitiink. Szampélda:
1 Rez =7 1 1 3=-7 3-Tv 3-Ti 3 7.

= — = = . = = = = — — —1.
T30y Imz=? 347 347 3-7i 3+7 58 “7 58 58

gy tehat minden 2#0 komplex szamra kellemesen értelmes az % reciprok; egy z; és egy z5 # 0

15+34
2431

TN Y i G A
szam Z- hanyadosa pedig egyszerten a 210
valos és képzetes részeit! Eredmény: 253 =3 — 34,

243t

12 lesz. Gyakoroljuk ezt sokat! Keressiik meg pl.

e Jegyezziink meg néhény egyszert osszefiiggest: > = —1, 1 = —i, ¢+ (—i) =1, i* = 1.

e Egyszertien (de kissé hosszadalmas modon, konkrétan leellenérizve mindent) belathatjuk, hogy
a komplex szdmok imént megbeszélt modon értelmezett Osszeadasa, szorzasa, kivonasa, osztésa
tudja ugyanazokat a kellemes tulajdonsigokat, mint a valos szamoknal (ezeket 1d. fentebb, a 2.2.
szakaszban). A valos szamoknal megszokott rendezésnek persze nincs értelme C-ben: nem
tudjuk egyértelmiien ,nagysag szerint 6sszehasonlitani” a komplex szamokat, azaz a C stk barmely
két pontjat?>. Tovabbi mitiveletekre gondolva: tudni véljiik, hogy +/—1 = i, mert tényleg,
i> = —1. De: mivel egyenls pl. v/i (s6t, létezik-e egyaltalan)? ElGbb egy kis kitérd.

ZPersze két komplex szdm abszolutértékét dsszehasonlithatjuk, de ez nem az, amire mint rendezésre gondolnank;
mér csak azért sem, mert sok kiilonb6z6 komplex szamnak ugyanaz az abszolatértéke.
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2.4. Elemi fiiggvények

e Hogy tovabb haladhassunk, ismerkedjiink meg néhény elemi filiggvénnyel, amelyek 1épten-
nyomon el6keriilnek a matematikdban, a fizikdban, vagy mindezek akarmilyen alkalmazasaiban.
Ezek: a szogfiiggvények, a hiperbolikus fiiggvények, illetve az exponencialis fiiggvény.

e A szogfiiggvények (sinus/szinusz, jelben: sinz, cosinus/koszinusz, jelben: cosz, és a tGbbi:
tangens, kotangens, sth.) geometriai jelentései és alaptulajdonsagai ismerdsek kozépiskolabol:

1. Valés szamok szogfiiggvényeire a szdg radianban értendé: pl. sin § = 1 (mivel 90° = 7/2).

2. A sin és a cos fiiggvények minden valos szamra értelmezettek, értékkészletiik a [— 1, 1} halmaz,
és 27 szerint periodikusak.

3. A sin paratlan fiiggvény: sin(—z) = —sinxz. Nevezetes értékei: sin(0)=0, sin(7/2)=1. Zérushe-
lyei: sin(nm) = 0, ahol n € Z. A sin fliggvény monoton né = = 0 és = = 7/2 kozott.

4. A cos paros fliggvény: cos(—x) = cosz. Nevezetes értékei: cos(0)=1, cos(mw/2)=0, cos(m) = —1.
A cos fiiggvény monoton csokken 0 és m kozott.

5. A differencidlszamitasban kideriil, most higgyiik el, hogy a sinx fiiggvény grafikonjanak mere-
deksége r=0-ban 1, azaz nagyon kicsi x-ekre: sinz =~ x. A cos meredeksége z=0-ban 0.

6. Rendkiviil fontosak az addicidés tételek: barmilyen z, y szamokra
sin(z + y) = sinx cosy + cos z sin y,
cos(x + y) = cosx cosy — sinzsiny,
és a pitagoraszi Osszefiiggés: minden x-re
(sinz)? + (cosz)? = 1. Szokésos jelolésmoddal:  sin®z + cos? z = 1.

7. A tobbi szogfiiggvény (tangens—tg, kotangens—=ctg) a sin-bol és a cos-bol épiil fel?*:

sin 1 COS T
tg x = , ctgr=—"=—.
CcosST tgx sinx

e Az x valos valtozd exponencialis fiiggvényeinek tagabb értelemben az olyan f(x) fiiggvényeket
hivjuk, ahol x a kitevében van®®, tehat az f(x) = a® alaktiakat, ahol a valami adott pozitiv valos
szam. Tehat pl. exponencialis fiiggvények az f(z) = 2%, f(x) = 3%, f(x) = (0,4)", stb. fiiggvények.
A 2. abra abrazol néhany ilyen f(x) = a® alaku fliggvényt, valamint a legfontosabbat koziiliik.

e Ha f(z) = a” alaku fiiggvény, akkor f(z +y) = f(x)f(y) minden z, y valos szamra, hiszen
a hatvanyozasra a®a? = a*1Y volt igaz. Bar logikusnak tiinik, most ne is probaljuk bizonyitani,
de higgyiik el, hogy ez forditva is miik6dik. Ha van egy f(x) fiiggvény, amirdl elarultak, hogy
minden z, y szamra f(x +y) = f(x)f(y) teljesiil, akkor f(x) kizardlag f(x) = a” alaki lehet (az
a szamot ez a tulajdonsig maga még nem rogziti). Nemsokara meglep6 modon el6keriil ez.

e Latszik a 2. abran (is), hogy minden a-ra az y=f(x)=a” fiiggvény grafikonja az x=0-nal atmegy
az y=1-en: a® = 1. Ugyanakkor az is latszik, hogy alap, azaz a®-ben az a monoton valtoztatisaval

1

sinx

?4Régebben néha kiilon definialték a ,secans”, secx = ——, és a ,cosecans”, cosec T =
éppen a cos és a sin reciprokai, nem annyira érdemes veliik t6lteni az id&t.
25 Az exponens latin szonak (ex-+ponere = ki + tenni) sz6 szerinti tiikérforditdsa a magyar kitevd szo.

fliggvényeket; mivel
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f(x) = 1,5%
— f(x)=2*
— f(x) = &*
— f(x) =5"
— f(x) = 10"
2 3 4

2. dbra. Az exponencialis fiiggvények kozott kittinik az e” fiiggvény (,az exponencialis” fiiggvény),
amelynek nulldban 1 a meredeksége.

(novelésével ill. csokkentésével) monoton valtozik (azaz: nd ill. csokken) az a” fiiggvény grafikonja-
nak az r=0-ban mért meredeksége is. Van tehat pontosan egy darab olyan f(x) = a® fiiggvény,
aminek r=0-ban pontosan 1 a meredeksége: az ehhez tartozé hatvinyalapot ,Euler-féle
szamnak”, e-nek nevezziik. Ez az e szdm a matematika egyik legfontosabb szama; valos, irraci-
onalis szam?%, értéke e = 2,7182818285 .. ..

e Sziikebb értelemben, vagyis szinte mindig, ,,az” exponencialis fiiggvénynek hivjuk, és exp(z)-
szel jeloljiik az f(z) = e® = exp(x) fiiggvényt, aminek meredeksége x=0-ban 1. A leglényegesebb
alaptulajdonsiga, amit mar a hatvianyozasnal megismertiink:

e“eY = e masképp: exp(z) - exp(y) = exp(x + y). Tovabba: exp(l) =e' =e.

e A hatvanyozas (egyik) inverze a logaritmus: ha a*=b, akkor x=1log,b. Az f(x)=e" exponencialis
fiiggvény inverze az e alapu logaritmus: ha y=e”, akkor x=log, y. Ez olyan sokszor elSkeriil, hogy
kiilon neve van: természetes logaritmus, jelben®’: In. Tehat: ha y=e®, akkor z=1Iny. Az Inx
logaritmus értelmezési tartoménya nyilvan az x>0 pozitiv valés szdmok halmaza. A logaritmus-
fliggvény alaposszefiiggése az exponencidlis fiiggvényébdl kovetkezik:

exp(z) -exp(y) = exp(x +y) = In(ab) =lna+1Inb, a>0, b>0 valos szamokra.

e Bevezetjiik végiil az utolsé ,csomag” elemi fliggvényt, a hiperbolikus fiiggvényeket, melyek
elnevezésben (és sok minden méasban is) a trigonometrikus fiiggvényekre hasonlitanak majd. Az
sh x (sinus hyperbolicus) és a ch = (cosinus hyperbolicus) az exponenciilis fiiggvény ,paratlan

26S6t, nemhogy nem racionalis, nem is algebrai, hanem tn. transzcendens szam is, mint amilyen a 7 is.
2TA logarithmus naturalis, azaz természetes logaritmus szavak kezdSbetdibdl.
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ill. paros részei”, a th = (tangens hyperbolicus) pedig ezek hanyadosa:

et —e " er +e " shx e¥—e™®
thET, chr=—7"7— th z = =

A 3. abra szemlélteti ezeket a fiiggvényeket; szdmtalan jo tulajdonsagukat mindjart osszeszedjiik.

4,,

4,,
3,,

3 =
2,,
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/1\ ‘12 0 i 4 3 2 10 1 2 3 4
7 : t
. — f(x) = sh(x)
sin(x) . 2= f(x) = ch(x)
cos(x) — f(x) = th(x)
- tg(x) 3 -
-3 -

3. dbra. Balra: trigonometrikus fiiggvények, jobbra: hiperbolikus fiiggvények (sh, ch, th) illuszt-
racioi, jellemzG értékei, hatarértékei. Jegyezziik meg Sket!

2.5. Komplex exponencialis, Euler-formula

e Szeretnénk az elemi fiiggvényeket (sin, cos, exp, sh, ch, stb.) kiterjeszteni komplex szamokra.
(Megjegyzés: ha jeloléssel hangsiilyozni akarjak, hogy komplex szamokon értelmezett fiiggvények-
r§l van sz, néha nagy kezdgbettiket hasznalnak: Exp(z), Sin(z), Cos(z), Sh(z), Ch(z), és a
természetes logaritmusra Ln z.) Mindjart latjuk, hogy elég az exponencialis fiiggvénnyel foglal-
kozni. Szeretnénk tehat egy z=a+bi komplex szdmra értelmezni exp(z)=exp(a+bi) = e**Vt.
Az e*TV=e"¢¥ kellemes tulajdonsag, megtartanank: legyen tehat olyan az exponenciélis fiiggvény
kiterjesztése, hogy barmilyen komplex u, v szamokra is exp(u) exp(v)=exp(u+v). Ezért

z=a+bi, a,bcR = ¢ =" =¢%" azaz exp(z) = exp(a)exp(ib).
o Itt ¢® = exp(a) mar értelmes; mit kezdjiink e = exp(ib)-vel? Vizsgaljuk meg ehhez a komplex
szamok trigonometrikus alakjat. Ha a z komplex szam abszolutértéke |z| = r, és argumentuma
(fazisa) ¢, akkor a szogfiiggvények geometriai jelentésébdl nyilvanvald, hogy igy irhatjuk z-t:
z=rcosp+1i-rsing =r(cosy +isinp).
Ilyen trigonometrikus alakban az addicios tételeket tudva egyszeri a komplex szamok szorzasa:

Ha 2z =ri(cospitising;), és zp = ry(cospatisinps), akkor a szorzatot kifejtve
2129 =TT ((cos (1 COS Pa— SIN g 8IN Ys) + 7(sin 1 cos Yo+ cos ¢y sin ¢2)) ,

vagy egyszeriisitve: 2129 = r1r2(cos(<,01+g02) +1 sin(gol—l—goz)).
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Szavakban: szorzasnal az abszolutértékek osszeszorzodnak (ezt eddig is tudtuk), az argumen-
tumok pedig 6sszeadédnak. Ez geometriailag is szemléletes lehet: pl. ¢ argumentuma +m/2,
ezért egy komplex szam i-vel szorzottja egyszertien annak ,,90°-kal valo elforgatottjat” jelenti.

e A komplex egységkoron fekvs szamok, amikre |z|=1, mind cos p+isin ¢ alakba irhatok. Ezek
csak a ¢ argumentumtol fiiggenek; jeloljiik ezt a fiiggést f(p)-vel. Az el6z6 Osszefiiggés alapjan:

flp) =cosp+ising = f(o1)f(p2) = fo1+pa).

Ez utébbi tulajdonsag éppen az exponencidlis fiiggvény definialoé tulajdonsaga, amit komplex sza-
mok kozott is meg szeretnénk tartani!

e Eljutottunk az alapvetd, hires, és mulhatatlanul fontos Euler-formula felirdsahoz:
€'’ = cos p + isin . Specialis esetek: €® = e"?™ =1, ™2 =i " =—1.

Persze abbol, hogy f(¢) exponenciélis, még nem kévetkezik, hogy éppen f(p) = €, hiszen lehetne
még az alapban barmi mas is, amit tgy is mondhatnank, hogy a kitev6ben a ¢-t ¢ helyett barmi
massal is szorozhatnank. Az indokolja ezt a valasztast, hogy, mint lattuk, az e” fliggvény meredek-
sége x=0-ban 1, azaz kis z-ekre e ~ 1+x. Masrészt kis z-ekre sinx ~ x és cosz ~ 1, amibdl kis
o-kre f (p) = 1+ip. Ez éppen olyan, mintha kis ¢-kre e’#-t is 1+ip-val helyettesitenénk; megint
(kicsit merészen) komplex szamok kozé is kiterjesztjiik az e® fiiggvénynek a valos szamok kozott
érvényes kozelitését, de igy minden stimmelni fog.

e A komplex egységkoron fekvd szamok, melyekre |z| = 1, tehat tiszta képzetes exponencialisként
irhatok. Akarmilyen z komplex szam is felirhat6 az abszolutértékével és a ¢ fazissal az eddigi
trigonometrikus mellett az in. exponencialis alakban is:

z€C = z=re% |z|l=r zl=1 & z=¢€". (Itt r,p eR.)
e Eljutottunk oda, hogy értelmezziik akarmilyen komplex szdmok exponencialisat is:
z = a+bi, a,bER = ¢ =" = %" = ¢%(cos b+isinb) = e cosb + ie® sin b.
e Az iménti Euler-formulat felirhatjuk ¢ helyett —p-re is:
e’ = cosp +isinp = e = cosp —ising,
ezekbdl pedig kifejezhetjiik cos -t és sin p-t:

e et el — =P
- sing = ————.
2 ’ 24

e Nagyot léphetiink: e*-t mar kiterjesztettiik az egész C-re, igy semmi sem gétol, hogy az iménti

CoS p =

két képletet (és az sh, ch hasonlo definici6it) minden komplex szamra érvényesnek mondjuk.

e Ergsen tAmaszkodtunk a sin, cos addiciés tételeire, amikor megindokoltuk az Fuler-formulat,
hiszen az addicios tételek kellettek, hogy megallapithassuk az elébb f—fel jelolt fiiggvény alaptulaj-
donsagat, f(e1 + @2) = f(e1)f(pa)-t, és ebbdl indulva beazonosithassuk, hogy f(¢) = €. De ha
méar tudjuk, hogy a komplex exponencialisra érvényes az e“e” = e formula, akkor pusztan ebbél,
valamint a definiciokbol ,yisszafelé” levezethetjiik az Osszes ismert addicids, pitagoraszi, stb.
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képletet (és ,hiperbolikus parjaikat”). Ezeket itt részben felsorolom. Tehat:
w ztw

Alaptulajdonsag: e“e” =e*", azaz  exp(z)exp(w) = exp(z+w), minden z,w € C-re.

Es a definiciok tehat, szintén minden komplex szamra:

ot _ i o 4 iz 0% — o2 0% 4 o7
sin(z) := g cos(z) 1= %, sh(z) := — ch(z) := +T
Ezekbd6l mar kivetkeznek az alabbi tulajdonsigok minden komplex szamra:
= Péaros(atlan): sin(—z) = —sin(z), sh(—z) = —sh(z),
cos(—z) = cos(z), ch(—z) = ch(z),
= Kapcsolatok: isin(z) = sh(iz), ish(z) = sin(iz),
cos(z) = ch(iz), ch(z) = cos(iz),
= Pitagoraszi: sin? z + cos® z = 1, ch?z —sh?z =1,
= Addici6s: sin(z4w) = sin z cos w+ cos zsinw, sh(z+w) = sh z ch w+ch z sh w,
cos(z+w) = cos zcosw—sin zsinw, ch(z+w) = ch z ch w+sh z sh w,
= Periodikussag: sin z = sin(z + n-27), sh z = sh(z + n-2mi),
cos z = cos(z + n-2m), ch z = ch(z + n-2mi),
= Spec.addiciés: sin(2z) = 2sin z cos z sh(2z) = 2shzchz,
cos(2z) = cos® z — sin? 2 ch(2z) = ch?z +sh? 2.

Ellenérizziik, hogy tényleg, ha a sin, cos stb. fliggvényeket igy definialjuk, ahogy most, akkor az
e = e**¥ képletbsl kovetkezik minden itt felsorolt dolog! (Irjuk be a sin, cos, sh, ch helyére a
megadott definiciokat, majd alakitgassunk!) Figyeljiik meg az elGjelek izléses ,Osszjatékat”!

o Megjegyzés a komplex konjugilashoz: ugye ha egy z komplex szam a valos és képzetes részével
van megadva, mint z = a + bi, akkor a konjugéltja z* = a — bi, vagyis ,,az i elGjelét az ellenkezGjére
kell valtoztatni”. Marmost kdnnyen belathatjuk, hogy a ,konjugéalas felcserélhets a miiveletekkel™

*

* * * * * * * * * uN* u
(u+v)" =u" + 07, (u—v)" =u" =", (u-v)* =u" 0", <;> =

Nagyon fontos, hogy az Fuler-formulaban is konjugalasnél egyszertien az i-t —i-re kell cserélni:
(ew)* =e "% hiszen (cosp +isinp)" = cosp — isin .

Ebbél lesztirhetjiik, hogy barmilyen z komplex szamra is [exp(z)]" = exp(z*), s6t, a tébbi elemi
fiiggvényre is megallapithatjuk, hogy mindig ,felcserélhetjiik a konjugalast mindennel”. Egy bonyo-
lult komplex szamos kifejezés konjugaltjat tehat ugy kapjuk, hogy minden kijelolt komplex
szam konjugaltjat vessziik. Legfontosabb: mindenhol az i-t —i-re cseréljiik. Tehat anélkiil,
hogy konkrétan kiszamolnank a valds és képzetes részeket, megallapithatjuk példaul, hogy

4 . * 4_ . . . . * . o . *
Példak: Ty _Amn sin(-z) ) __ sin(=i-#) sth.
9—5¢ 9451 sh(z*)+ exp(5+2i) sh(z)+ exp(5—2i)
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2.6. Komplex szamok egyéb fiiggvényei, tudnivaldi

e Ismerjiik meg a komplex exponencidlis, Exp(z) inverzét, a komplex logaritmusfiiggvényt,
Ln z-t. Még egyszer kigondolva, hogy mit csindl a komplex exponencidlis egy a + bi komplex
szammal, ill. az eredménybdl hogyan kapjuk vissza a-t és b-t, kozelebb keriil az exponencialis
inverze is:

Z=a+bi = Exp(atbi)=e%" = "= |Exp(Z)], b=arg(Exp(2)),

amib6l Lnz =In|z| +iargz, minden z komplex szamra.

Ezzel tehat kitalaltuk Ln z valos ill. képzetes részét: Ln 2z valos része a z abszolutértékének valos
logaritmusa, Ln z képzetes része pedig z argumentuma (fazisa). Fontos tudni, hogy a fazisra
vonatkozo megallapodasunk (amellyel azt a | — 7, 7| intervallumba korlatoztuk) miatt Ln z nem
mindenhol folytonos: arg z ugye +m-r6l —7 f61é ugrik, amikor z-vel foliilr6l 4tlépilink a negativ
valos tengelyen. Ez ugye azért kell, hogy a komplex fazis, argz egyértelmii lehessen (n - 2mw-vel
,odébbtolt szoget” frva a ¢ komplex fazis helyébe e'#-ba ugyanahhoz a komplex szdmhoz jutunk).

e Nem ugyanazt jelenti tehat a kovetkez6 két mondat, hogy adott z komplex szamhoz:
1) keressiink olyan u szamo(ka)t, ami(k)re e* = z. Végtelen sok van, n - 2mi-vel kiilonbo6znek.
2) keressiik meg Ln z-t. Ez egyértelmii, az el6zGek koziil az, amire a fazis } —, ﬂ -be esik. Példak:

Ln1=? Valasz: Ln1=0. e =1, x =7 Valasz: x =n-2mi.

Ln¢ =7 Valasz: Ln:= %r e’ =1, x=7 Vilasz: z = %r +n - 2mi.
Ln(—1) =? Valasz: Ln(—i) =im. e* =—1, x=? Vilasz: z =1im+n-2mi.
Ln(1—i) =7 Valasz: thQ - z% e’ =1—i, x =7 Vilasz thQ - 1% +n - 2mi.

Gondoljuk ezeket végig (kiilonosképpen az utolsot) gyakorlasképpen!

e A val6s hatvanyozasnal is voltak elvarratlan szalak: az irracionalis kitev6ji hatvanyozast nem
igazan definidltuk. Ismeretes a kovetkezd logaritmus-azonossig, amivel mas hatvanyalapra lehet
attérni; megfogalmazzuk az exp fiiggvényre, azaz az e-alapt hatvanyra is, mert az fog kelleni:

a=c%* = g"=cleee specidlisan  a’ = "™ = exp(b-Ina).

e Talan elhihetd az eddigiekbdl, hogy a matematika precizebb felépitésében kideriil, hogy az exp(x)
fiiggvényt anélkiil is definidlhatjuk, hogy a hatvanyozésra, azaz ,az eleve furcsa e szdmnak az 6n-
magaval vett szorozgatasaira” hivatkoznank. Elég tudni, hogy f(x+y) = f(z)f(y) mindig igaz, és
hogy nulldban 1 a meredekség: pontosan egy ilyen f(z) fiiggvény van, ezt nevezziik el exp(x) fiigg-
vénynek, az inverzét In z-nek. Ezekkel definidlhatjuk az akarmilyen valos kitevdji hatvanyozast:

Definicié: a® = exp (b -In a).

Ez (az exp(x) és az In alaptulajdonsigai miatt) tudja a hatvanyozas megszokott azonossigait, és
specialis esetekben tényleg visszaadja a megszokott hatvanyozast. Pl. 3% igy is tényleg 9 lesz: a
definicio és a tulajdonsag szerint 3% = exp(2 - In3) = exp(In3) - exp(In3) = 3 -3 = 9, minden
rendben van.
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e A komplex hatvanyozast, s6t, akkor mar a gyokvonést is az el6z6n felbatorodva definialjuk:

Definici6: 2" = Exp (u -Ln z), minden z, u komplex szamra. Tovabba: /z = 2'/%.

Példdk:
Ln(—l) — it — \/__ _ (_1)1/2 _ e%-Ln(fl) _ /2
; -1 3t
= (_1)1/3 _ eé-Ln(—l) — 6171'/3 = COS(’T&'/S) + ZBID(’TF/S) — +—\/_Z
V2
LI](Z) = %T = \/; — ,L'1/2 _ 6%Ln(z) — 6z7r/4 _ COS(7T/4) + ZSlIl(7T/4) _ %

- ZZ _ ei-Ln(i) _ €f7r/2'

—7/2

Az utolsot, hogy i = e , méar ugyan ki nem talaltuk volna.

e Az elsG sorhoz megjegyzés: ebbél ,indultunk”, ériiliink, hogy tényleg kijott, hogy v—1 = i. A
—i-t (aminek négyzete szintén —1) ott vesztettiik el”, hogy a fazis lehetséges értékeit egyértelmien
lerogzitettiik. Komplex gytkvonésnél sem ugyanazt jelenti tehat a kdvetkez6 két mondat:

1) keressiink olyan szamokat, amiknek négyzete —1 (erre a valasz: i és —i, két lehet&ség van), vagy
2) keressiik v/—1-et. (Erre a valasz: ).

e Fentebb (—1)Y3-ra kijott egy kellemes komplex szam, de a valés szamok kozott mondanank meg-
szokasbol, hogy v/—1 = —1. Természetesen (—1)> = —1, ez rendben van. De: ha megallapodunk
a fazisrol (ahogy tettiik), akkor —1'/% a fenti bonyolultabb komplex szam kell, hogy legyen.

e Adott n pozitiv egészre és z # 0 komplex szamra pontosan n darab olyan kiilonb6zé komp-
lex szam van, aminek n-edik hatvanya z. Ezek koziil tehat egyet  kivalaszt” /z-ként a fazisra
(arg z-re) vonatkozo egyértelmi el6iras. Specialisan: két olyan szam van, aminek négyzete z (ezek
egymés —l-szeresei), ezek koziil az egyik ,a” négyzetgyok. Pozitiv valos szamok négyzetgyoke, sot,
akarhanyadik gyoke pozitiv valos?s.

e Az n-edik gyokvonas emlitett n-szeres ,tobbértelmtiségét” azzal 6rizziik gondolatban, hogy be-
vezetjiik az n-edik komplex egységgyokok fogalmat. Adott n-re ez n darab olyan kiilénbo6z6

komplex szam, aminek n-edik hatvinya éppen 1. Nem egységes a jelolésiik: jelolhetjiik Sket pl.

r,ﬁ")—val, a k index fut 1-t6l n-ig. Az r beti a radikdl vagy angol root (gyok) szora utal.

Az n=1-re csak az 1 jon szoba: r%l)zl. Az n=2 esetben r§2):1, réQ): — 1. n=3-ra harom darab

—1451\/3 és 2 —1—2@\/??

van, a —1, a . n=4-re négy darab van: 1, 7, —1, —i. Ezek kicsit varazslasnak

tinhetnek, de ha felidézziik a komplex szamok szorzasdnak geometriai jelentését, lathatjuk: az
n-edik egységgyokok a komplex egységkoron helyezkednek el, szabalyos n-szoget alkotva,
melynek egyik csiicsa az 1-ben van, ld. a 4. abrat. A trigonometrikus vagy exponencialis

alakkal konnyen felirhatjuk az n-edik egységgyokdket: r,in) = exp (z%”k), gondoljuk csak ki%’.

oksk

28 A valés négyzetgydkvonasnal a hasonlé tébbértelmtiségen konnyebben atsiklottunk annak idején: ott elég volt
azt mondani, hogy ugyan 5-nek és —5-nek is 25 a négyzete, de v/25 = 5 és kész.

29 Megjegyzés: ami az egységgyokok valos és képzetes részeit illeti, n=1, 2,4, 8,stb.-re egyszerti, n=3-ra is, n=>5-
re is kigondolhat6. Ugyanakkor bebizonyithatd, hogy pl. n=7-re nem (és nagyon sok tovabbira sem) lehet az
egységgyokok valos és képzetes részeit véges sok gyokvonas, miivelet kombinaciojaval kifejezni. (Ez enyhén Osszefiigg
azzal, hogy korzovel-vonalzoval kevésféle szabalyos sokszoget lehet szerkeszteni; szabalyos hétszoget pl. nem.)
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n=1 1. i n=3

4. dbra. Az n-edik komplex egységgyokok illusztracidja a komplex szamsikon, n=1-t6] kezdve
n==8-ig. A geometriai jelentést kell tudni, és az ebbdl kdvetkezs trigonometrikus alakot.

e Még par megjegyzés komplex szidmokhoz:

1.

Lattuk, hogy minden miivelet kb. értelmes. Két lényeges dolog maradt (és marad is): nullanak
nincs reciproka, és nullanak nincs logaritmusa (és mas hatvanyai sem). Ezekkel nincs mit tenni.

. Egyenletek megoldasa is miikddik a komplex szamok kozott. Valos masodfoki egyenleteknek

vagy két (esetleg egybeess) valos gyoke van, vagy két komplex, amik egyméas konjugaltjai (amikor
a diszkriminans negativ, de komplexben ,,gond nélkiil” tudunk beléle gyokot vonni).

Akarmilyen komplex egyiitthatos algebrai egyenletnek (pl. a z=7, ahol 2% + 2% — (1+4)2% +
iv32z — 3 = 0 egyenletnek) van megolddsa: ezt mondja ki az un. algebra alaptétele®. Es
akkor mar egy n-edfokiunak biztos lesz n darab (amik k6z6tt ugye lehetnek ,egybeesések”).
Kideriil, hogy Ln(z*) = (Ln 2)*. Ez, gondoljuk végig, azon mulik, hogy a fazist éppen ,jol
vagtuk fel”, azaz w-r6l —m-re, és nem mashol ugrottunk®!!). Emiatt a komplex konjugalas a
logaritmuson (és igy a hatvanyozason is) ,atemelhetd”. Pl. kiszamoléas nélkiil tudhatjuk, hogy
((3+74)0+5)" = (3—74)67,

Az arg z megszoritasa ]—7T,7r} -re azt is jelenti, hogy a logaritmus alapdsszefiiggésével komp-
lexben vigyazni kell: altalanossdgban Ln(ab) # Lna + Lnb (akkor nem egyenls, ha az a és b
Osszeszorzasaval atbukunk” a negativ valés féltengelyen, és emiatt az argumentum "visszaug-
rik” 27-t). Emiatt a hatvanyozas szokasos azonossagai sem mindig igazak, pl. (ab)® # a°b°. Ez
kellemetlen, de nincs mit tenni; néha vigyazni kell ra. Egész m kitevére persze semmi probléma

m-27mi

nincsen: e = 1. Ugyancsak nincs probléma pozitiv valos szamok valos kitevGjd hatvanyaval.

A komplex szamok tanulmanyozaséat félbehagyjuk. Komplex fiiggvénytan cimszo alatt majd

(felvértezve az integralas és differencialas tudomanyéval) visszatériink hozzajuk.

30A nevével ellentétben ez a tétel matematikai analizisbeli tétel; nem is lehet bizonyitani csupin a miiveletek

vizsgalataval, csak (késébbi tanulményok soran elGkeriils) bonyolultabb moédszerekkel.

31Kivétel: ha netalantan z éppen a negativ valos tengelyen van, akkor Ln(z*) # (Ln 2)*, hiszen ekkor z* = z, de

Ln z-ben ilyenkor +im szerepel, (Ln z)* pedig igy —in-t tartalmaz.
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3. Az euklideszi tér vektorai, a vektortér fogalma

3.1. Vektorok a fizikaban, alapvetd vektormiiveletek

e Skalarmennyiség?? az olyan fizikai mennyiség, amelynek megadésahoz elég egy szdmadat.
Pl. egy test hdmérséklete, tomege, elektromos toltése, energidja.

e Vektormennyiség: megadasihoz ,nagysaga mellett iranyat” is meg kell adni. Példak:

1. Kijelolve egy origot (azaz: ,kezddpontot”) a térben, egy pont helye, masképp: origobol indulva
az adott pontba érkezéshez sziikséges elmozduléas. Ez a vektorfogalom ,prototipusa’s”.

2. Egy pontszerii test sebessége vagy gyorsulasa, egy pontszert (kicsi) testre hato erd.

3. Adott pontban mért elektromos térerdsség.

e Fizikiban beszéliink polaris vektorrol és axialis vektorrol. A szavak jelentése kb.: poldris =
(cstcs),pont™ban hat, azidlis = ,tengely”-en hat. A fenti példaban felsoroltak mind polaris vek-
torok. Axialis vektorok pl. egy geometriai térbeli elfordulas, a mechanikiban a sz6gsebesség
vagy a forgatényomaték. Az axialis vektorok mindig ,forgas™szertiséggel kapcsolatosak®'. Ezek-
r6l is meg kell ugyebar mondani nemcsak a nagysagukat, hanem azt is, hogy ,merre térténnek™ a
tengelyiik iranyat fogjuk az ilyen vektorok irdnyénak hivni. Ide visszatériink; egyelére jobb, ha a
polaris vektorokra, jelesiil az elmozdulasra gondolunk, amikor a vektorfogalmat elképzeljiik.

e Egyelore vektorokat mindig feliilnyilazott karakterrel jeloliink, igy: o, v, W, d, I;, sth.

o IsmerGs lehet vektorok Osszege: ha elmozdulok észak felé 3 métert, majd kelet felé 4 métert,
akkor  Osszességében” a kijelolt (a mostani példaban éppen téglalap—),4atlo” mentén mozdultam
el. Nyilvan egy adott pontbol valo akarmilyen két elmozdulast (elmozdulasvektort) ,6sszeadhatok”
igy: a vektordsszeadas ilyen értelmezése paralelogramma-szabaly néven fut. Azaz: az egyik
vektor és a masik vektor altal kijelolt paralelogramma atloja lesz a vektorok Osszege.

e Vektorok szammal szorzasa is logikusnak ttinik: ha akarmilyen (pl. E-ENy) iranyba elmozdu-
lok 120 métert, akkor ,,6tsz6ros elmozdulas” ugyanilyen iranya, de 600 méteres elmozdulast jelent.
Egy vektor ellentettjén a minusz eggyel szorzottjat (azaz: ellenkezd iranyt ugyanolyan nagy-
sagl vektort) értjiik. Ertelmezhetjiik két vektor kiildnbségét is, mint az egyiknek és a masik
ellentettjének Osszegét. A szamokhoz hasonléan felcserélt sorrendi kivonas ellentett vektort ad:

u—v=id+ (—V), és V—1u=—(u—v).
Az 5. dbra szemléltet néhany vektormiiveletet.

e Van tehat két miveletiink, vektorok Osszeadasa vektorra, és vektornak szammal szorzéasa (ered-
mény itt is egy vektor). Geometriai szemléletre hivatkozva kideriil, hogy e miiveleteknek vannak
kellemes tulajdonsagaik. Az elnevezések mar elGkeriiltek; a jelentésiiket itt is konkrétan megadjuk:

1. A vektorok Osszeadasa kommutativ mivelet: ha u és v két vektor, akkor @+ v =v+ 4. Ezt a
paralelogramma ,szimmetridja” sugallja.

327 skalar” szo6 a latin scala=,lépcsd” szobol szarmarzik,
33 A latin vector igenév a vehere (= htizni”, ,széllitani”) igéb6l képzddik. (Angol rokon sz6 a vehicle: jarmi.)
34Majd villamossdgtanban kideriil: a méagneses térerGsség is axialis vektor.
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cl

a) b)

6. abra. a.) A vektorGsszeadés asszociativ, b.) vektorok szammal szorzasa disztributiv.

2. Vektorok Osszeadésa asszociativ mivelet: (¢ + V) + @ = @ + (V4 @) barmilyen harom «, v,
W vektorra. Ezt a térbeli paralelepipedon (=, csapott téglatest”, mind a hat lapja paralelogram-
ma) alakzat geometridja indokolja: egyik cstucspontjabol indulé harom élt képzelve a harom
vektornak lathato, hogy akarmelyik zardjelezésii 0sszeg a szemkozti csticsba mutato vektor lesz.

3. A vektorok szammal szorzasa disztributiv a vektordsszeadasra nézve: ha A valés szam,
w és V két vektor, akkor A\ii + AV = A(@+ V). A  hasonlosag’ra mint geometriai transzformaciora
gondolhatunk itt: hasonl6 haromszogek minden oldalpéar-aranya ugyanannyi (most \).

4. Edd1g nem beszéltiink rola, de elfogadhatjuk, hogy van egy olyan vektor, a nullavektor, jelben
0, amit barmilyen vektorhoz hozzaadva azt nem valtoztatja: @ + 0 = . (Szemléletesen: ha
odébbmész, majd ,aztan odébbmész semennyit”, ugyanott maradsz.)

5. S6t: barmilyen vektorhoz az ellentettjét hozzéaadva éppen a nullavektort kapjuk: @ + (—) = 0.

Tovabbi nyilvanvalo tulajdonsagok is vannak, 1d. alabb. A 6. dbra szemlélteti az asszociativitashoz
és disztributivitashoz mondott ,magyarézatokat”.

e Sokféle fizikai mennyiséget jol lehet vektorként kezelni: példaul egy pontszerti testre hato eréket.
Rég megszoktuk, de nagyon nem magatol értet6dd allitas: ha egy ilyenre hato er6k vektorosszege
nulla, a test egyensilyban marad. Tovabba a mozgast az eredd erd, az 6sszes hato erd vektordsszege
hatarozza meg. Ezek a fizikai megfigyelések is a vektorok (fentebb targyalt) Gsszegét és szamszo-
rosat, mint hasznos”, értelmes” miiveleteket sugalljak.

e A vektortér egy matematikai fogalom. Egy halmazt akkor hivunk vektortérnek, ha értelmes
az elemeinek (amiket akkor mar hivhatunk ,vektoroknak” is) az Osszeadésa és szammal szorzasa,
a mar latott (és alabb tjra Osszefoglalt) kellemes tulajdonsagokkal. A fizikai vektoroknak és a
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(haromdimenzios) matematikai vektortér fogalmanak kapcsolata olyan, mint a fizikai teriink (geo-
metriai) egyenesének és a valos szamok halmazinak a kapcsolata. A valos szamok halmaza (R)
egy matematikai fogalom, és az, hogy a fizikai tér egyenesein mért tavolsagokat valos szamoknak
feleltethetjiik meg, nem magdtol értetddd, fontos dllitds fizikai teriink szerkezetérdl.

e Mi a helyzet vektorok parhuzamos eltolasaval? Ez osszetettebb kérdés. A helyvektorok itt
L0bbet tudnak”, mint més fizikai vektormennyiségek. Pontszert testre hato eréknél pl. nincs ér-
telme ,mashova tenni az origot™ két kilonbozd helyen lévd pontszeri testre hatd erGknek mint
vektoroknak alapvetSen semmi koziik egyméshoz®®. A fizikai teriinket viszont ugye (legalabbis kis
leptékben) elképzelhetjiik tgy, hogy kijeloliink egy origot, és a pontokat az onnan indulé hely-
vektorok ,végpontjaival”’ azonositjuk. Az origbot azonban itt méashova is tehetnénk, vagyis minden
pontbdl induld elmozdulasokat vektoroknak tekinthetnénk.

e Elmozdulasok osszege viszont akkor értelmes, ha egy adott pontbol (mint oribogol) valo elmozdu-
lasvektorokrol beszéliink. A | nulla kilométerk6tsl észak felé 1m” és a "nulla kilométerkstdl keletre
Im” elmozdulasok Gsszege értelmes (és ez a ,nulla kilométerkstol EK-re v/2 méter” elmozdulas).
Azonban érezziik, hogy nem igazan értelmes , kiilonb6z8 pontokbél valé elmozdulasok” (mond-
juk: a ,nulla kilométerk6tol keletre 1 m elmozdulas” és ,a Tejutrendszer kozepétsl a Magellan-felho
fele 1 fényév elmozdulas”) osszege. Egyeldre tehat jegyezziik meg, hogy adott origoju helyvektoro-
kat adhatunk 6ssze, ne foglalkozzunk vektorok ,parhuzamos eltolasaval” még.

e A fizikai térben vett elmozdulasokra (innen—oda) persze szemléletes dolog a vektorok ,végpontjat
odébb tolva” rajzolni az Osszegiiket. Fentebb azonban a vektorok Osszegének szemléletes bevezeté-
sénél (és az abrak rajzolasanal is) elkeriiltem azt az esetleg ismerdGsen csengd szoveget, miszerint két
vektor Osszegének képzéséhez ,az egyik vektort a mésiknak a végpontjaba toljuk”. Lehet ezt a sza-
balyt szerkesztéshez, elképzeléshez hasznalni, de tisztazzuk, hogy barmilyen vektorokra gondolva
ez csak egy (a paralelogramma geometridjat kihasznald) szemléltetd szabdly.

3.2. A vektortér (linearis tér) fogalma

e Rogzitsiik a valos szamok R halmazat mint ,szamhalmazt”. Azt mondjuk, hogy valamilyen V
halmaz vektortér R f6lott (és V elemeit ilyen értelemben ,yvektoroknak” hivhatjuk), ha

1) V barmely két u, vV elemére értelmes és V-ben van azok (u+v-vel jelolt) Gsszege,

2) minden AER valos szamra és €€V halmazelemre létezik V-ben egy \-u-vel jelolt ,,szamszoros”,
3) és ezek a miveletek az alabbi miiveleti tulajdonsagokkal rendelkeznek:

— A1: A vektorosszeadas asszociativ: (d+V)+w = u+(v+w) barmely V-beli vektorokra.

— A2: A vektorOsszeadds kommutativ: barmely két i, v € V vektorra d+VvV = V4.

— A3: Van egy nullavektor, 0 € V, amit barmilyen @ € V vektorhoz hozzédadva @ + 0 = 4.

— A4: Minden @ € V vektornak van ellentettje, —, amelyre @ 4 (—) = 0.

— M: Az eggyel szorzas helyén hagy minden @ € V vektort: 1- 4 = .

— AM: A szammal szorzés disztributiv a vektorok osszeadéasara: a(u+V) = au+av.

— MM”: A szammal szorzas asszociativ: o(fu) = (of)ud minden @ vektorra és a, 8 szamokra.

35 A mechanikdban mondjak, hogy ,az eréket eltolhatjuk a hatasvonaluk mentén”. Ez nem a matematikai vek-
torterekre vonatkozo eredendden értelmes (plane nem eredendden igaz) allitas, hanem azon fizikai torvény meg-
allapitésa, hogy két kiilénb6z6 fizikai helyzetben (amikor egy kiterjedt merev testet kétféleképpen ,rangatunk”; de
a két pont ,a cérnaval egy vonalban van”) ugyanazt a mozgast (vagy éppen egyensilyt) fogjuk tapasztalni.
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— MA”: A szammal szorzas disztributiv a szamok Osszeadéséara: (a+0)u = au+pu.

e A nevezéktan hasonld, mint a valés szamok miiveleti tulajdonsagainal volt. Elészor a vektor-
Osszeadas sajat tulajdonsagai (A1-A4), majd a vektorok szammal szorzésanak sajat tulajdonsaga
(M), ezutan e ketts kapcsolata (AM) keriil el§. Ezutan jon a vektorok szammal szorzasanak kap-
csolata a szamok szorzasaval®s (MM) ill. a szamok dsszeadasaval (MA”).

e Két vektort, u-t és V-t (a fizikai teriinkben is, és altalanos vektortérben is) parhuzamosnak
mondhatunk, ha egyik a masiknak szdmszorosa, azaz van olyan A szdm, amire @ = \V. A nulla-
vektor ilyen érteleben ,minden vektorral parhuzamos”, hiszen barmilyen vektort nullaval szorozva
6t kapjuk. Ez furcsanak tiinik, de éppen igy lesz j6: emiatt a megallapodas miatt majd nem kell
mindig kiilon kivizsgalni, hogy mi a helyzet a nullavektorral parhuzamossag esetén.

e Ha kijeloliink egy origot, akkor fizikai teriink pontjait helyvektorok ,végpontjaival” azono-
sithatjuk (azaz: ,ahova az origobdl indulva mutatnak”). Visszafelé: a vektortér fogalma a fizikai
térbeli helyvektorok absztrakcidja: azon tulajdonsagok teljesiilését koveteltiik meg a matematikai
definicioban, amelyeket , kimagyaraztunk” a helyvektorok (iranyitott szakaszok) kapcsan. Az, hogy
»a helyvektorok vektorteret alkotnak”, nem matematikai, hanem fizikai allitas, miszerint (fizi-
kai teriink pontjait adott kijelolt ,origobol indulo helyvektorok végpontjaival” azonositva) fizikai
teriink leirasahoz a ,(haromdimenzids, 1d. késébb) vektortér” fogalmat hasznalhatjuk.

o A kovetkez6 nyilvanvaldsdgok egyszeriien kovetkeznek a vektortér miiveleti tulajdonsagaibol, de
fizikai vektorokra gondolva is egyszeriiek, szemléletesek. Egy adott V vektortérben:

— Ertelmes vektorok kivonasa, igy mint lattuk: (@—v) = 4+ (—V), és 1—v = —(V—1).

— 0 nullavektor csak egy van. (Ha ketts lenne, melyik lenne ezek dsszege?)

— Nulla szammal szorozva a nullavektort kapjuk: 0 - @ = 0.

— Ha \- 4 =0, akkor A = 0, vagy @ = 0. (Ezt olvassuk ki hangosan!)

—

— Egy vektor ellentettje egyértelmii, és —u = (—1) - 4.

e KésGbbi tanulményainkban szamtalan olyan matematikai halmazzal taldlkozunk, amelyeknek
elemeire értelmes a fenti tulajdonsagokat teljesits osszeadas és szammal szorzas. Ezeket a halma-
zokat emiatt hivhatjuk vektortereknek. Példa: a valés szamokon értelmezett valos értéki fliggve-
nyek halmaza. Ezek Osszegét és szamszorosat értelmezziik szokdsosan: ,pontonként Gsszeadassal
és szorzassal” (pl. az f(x) = x? és a g(x) = sinz fiiggvények Gsszege legyen az 22 + sin z fiiggvény,
ill. az f(z) = 2? fiiggvény a szamszorosa legyen az a-x? fiiggvény, stb.). Igy a figgvények halmaza
vektortér lesz, noha a fiiggvényeket nemigen lehet iranyitott szakaszok” modjara elképzelni. . .

e Masik példa: a valos szamokbol 4ll6 szam-6tds6k halmaza (ennek jele: R®, elemeit oszlopként

irjuk), amikre értelmezziik az dsszeadast és szimmal szorzast . komponensenként®””, vagyis igy:
a A a+A a Aa 0
b B b+B b Ab 0
cl+|C|=|c+C, Alel =1 A, és a nullavektor nyilvan: 0
d D d+D d Ad 0
e E e+FE e e 0

36 A szorzasjel (ill. egymas mellé iras) hol a szdmok egymadssal szorzasat, hol a vektorok szammal szorzésat jelenti!
3T A komponens latin sz6 szo6 szerinti jelentése ,Osszetevs”; tigy mint valamely Osszetettnek képzelt objektum része.
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A szam-6t6s6k (most az = egyenlGségjellel értelmezett) miiveletei rendelkeznek a megkovetelt tu-
lajdonsagokkal (ha akarjuk, ellendrizziik!), tehat a valos szam-6tosok halmazat (R°-6t) ezekkel a
miiveletekkel ellatva tekinthetjiik matematikai vektortérnek.

e Ravagnank, hogy a szam-6t6s0k el6bb értelmezett halmaza mint vektortér ,6tdimenzios”, és ha
mar itt tartunk, az egyenes egydimenzios, a sik kétdimenzids, a fizikai teriink pedig hdromdimen-
zios. .. Eddig dimenziérol nem volt szo; alabb ennek pontos(abb) értelmet adunk. ElGtte be kell
vezetni néhany alapvets fogalmat. Ezt most Ggy csindljuk, hogy el6bb szemléletesen, a fizikai
teriink helyvektoraira és geometriajara gondolva beszéljiik meg a fogalmakat, utdna akarmilyen
V vektortérre is. Ez az akarmilyen vektortér mar lehet nagyon ,nem olyan” is, mint a fizikai te-
riink: esetleg épp csak azt tudjuk réla, hogy van benne (a definici6 szerinti) 6sszeadas és szammal
szorzas. Mégis jo, ha mindig magunk elé képzeljiik fizikai teriinket szemléltetésnek.

3.3. Alterek, linearis kombinaciok, bazisok, dimenzid

e A vektortér méasik neve: ,linearis tér”. A linedris sz6 jelentése: egyenes”, .egyenes-szert’. A
vektoroknak egyenes szakaszokként valo elképzelése hivta be” ezt a sz6t ide. Tulajdonképpen a
linedris mdvelet elnevezés lesz a lényeg: magukat a vektortér-miiveleteket (6sszeadés és szammal
szorzas) is ezzel a ,meghélyegzéssel” latjuk el, tovabba minden miiveletet és fogalmat igy hivunk
majd, ami (késébb tisztazando értelemben) illeszkedik” a vektormiiveletek tulajdonsagaihoz.

e Euklideszi teriinkben fontosak az origon atmend egyenesek. A térre mint vektortérre (a pon-
tokra mint helyvektorok végpontjaira) gondolva ezen egyeneseknek a kiovetkezd tulajdonsaguk van:
egy olyan vektort, ami ebben az egyenesben van, szaimmal szorozva, illetve két, az egyenesen fekvg
vektort Osszeadva eredményiil csak olyan vektort kaphatunk, ami szintén rajta van az egyenesen.

e Ilyesmi tulajdonsagi részhalmazok az origobn atmend sikok is mind: egy ilyen sikot kijelolve
barmely két ebben fekvs vektor 0sszege, ill. barmely ebben 1év6 vektor akarmilyen szamszorosa is
ebben a sikban lesz. Matematikaiabban megfogalmazva: egy (az origon d&tmend) egyeneshdl, illetve
egy (az origon atmend) sikbol nem vezetnek ki a teriink vektor-miveletei (a ,linearis miveletek”).

e £z a tulajdonsag megjegyzésre érdemes: akadrmilyen vektortérre is megfogalmazzuk. Egy V vek-
tortér M részhalmazat linearis altér-nek (vagy, ha nem érthetd félre, egyszertien csak altérnek)
hivjuk, ha a vektormiiveletek (Gsszeadas és szorzas) nem visznek ki belgle. , Jel6lgsebben”™ M C V
linearis altér, ha minden A € R szamra és minden i, v € M vektorokra (amik tehat a kérdéses M
részhalmazban vannak) A - @ ill. @+ v is az M részhalmazban vannak.

e Minden V vektortérben a nullavektort, 0-t tartalmazo egyelemt halmaz, {6} linearis altér. (El-
lenérizziik le! A\-0 = 0, és 040 = 0: tényleg a {6} halmazban maradtunk!) Masik példa: maga az
egész V halmaz is linearis altér, mert nem vezetnek ki belgle a mtveletek (jo vice).

e Emlék: minden halmaz részhalmaza sajat maganak, és valddi részhalmaz az, ami tényleg szi-
kebb. Vektortereknél valédi linearis altér-r6l beszéliink, ha az nem a {6} halmaz, és nem is az
egész V. A fenti példék nyelvén, amik a linearis altér fogalmat sugalltak: origoval ellatott fizikai
teriink valodi linearis alterei az origon dtmend egyenesek és sikok. (Az Osszes linearis altér kozott
még ott vannak: az egész fizikai teriink, és a csak a nullavektort (az origot) tartalmazo halmaz.)

o Az egész tér és egy (origon atmend) sik metszete nyilvan a sik. Két ilyen sik metszete vagy a sik
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(ha egybeestek), vagy (a kozos, origon dtmend) egyenes. Tovabb ,szikitve”: egy (origon atmend)
sik és egyenes ill. két ilyen egyenes metszete vagy egy egyenes (specialis esetben), vagy csak az
origo (azaz a {6} halmaz). Osszefoglalva: linedris alterek metszete is linedris altér. Ez altaldban,
akarmilyen V vektortérben is igaz: ha M és N alterek, akkor metszetiik, M NN is linearis altér.
Ezt be is bizonyithatjuk: ha barmely M-beli ill. N-bel vektorok ¢sszegei ill. szdmszorosai is M-ben
ill. N-ben vannak, akkor olyan vektoroknak, amelyek M{NN-ben vannak (azaz M-ben és N-ben is),
nyilvan az Osszege és szamszorosa is benne lesz M-ben és N-ben is, azaz M N N-ben.

e Fuklideszi térben két (nem egy egyenesbe es, nemnulla) vektor kijelol (= kifeszit”) egy sikot.
Egy (nemnulla) vektor kijelol egy egyenest. Egy vektorhoz végtelen sok olyan sik van, ami tartal-
mazza 6t: ezen sikok metszete (ami ,mindegyiknek része”) éppen a vektor altal kijelolt egyenes.
Harom vagy t6bb vektorhoz a legsziikebb ,altér”, amiben benne vannak, altalaban az egész tér, de
ha véletleniil mind pl. egy sikba esnek, akkor ez a sik is olyan altér, ami mindegyiket tartalmazza.
Most is akarmilyen V vektorterek esetén értelmes fogalommal talalkoztunk. Azt mondjuk, hogy
néhany vektornak (vagyis: vektorok egy HCV halmazanak) linearis burka, vagy a H halmaz altal
kifeszitett linearis altér az a legsziikebb M altér, ami tartalmazza H minden elemét.

e Bevezetjiik a linearis kombinaci6é (rovidebben: linearkombinéacio) fogalmat. Egy adott V
vektortérben nemcsak kett6, hanem akarhany véges szamu vektort is Osszeadhatunk béarmilyen
sorrendben, és az eredmény egyértelmii (mert a vektordsszeadas asszociativ és kommutativ). Az
osszeadando vektorokat ,el6bb” szamokkal is szorozhatjuk. Tehat ha adott valahany (mondjuk: N)
darab vektor, amelyeket most zarojelezett indexekkel kiilonboztetiink meg: vy, v(2), U(3), .. .,0n),
és adott NV darab valos szam: A, Ao, As,..., Ay, akkor létezik a kovetkez6 Gsszeg:

A1-U(1) + A T2) + Az-Ug) + -+ - + An-T)-

Ezt (ill. az eredményvektort) az eredeti ¥y, U(2),. . .,U(n) vektorok egy lehetséges linearis kombi-
nacidjanak hivjuk, a A\;, Ao,... Ay szdmokat pedig az adott linedrkombinéci6 egyiitthatéinak.

e Adott vektoroknak persze végtelen sokféle linedris kombinéacidja lehetséges, ha az egyiitthatokat
valtoztatgatjuk. Ertelmes tehat a kovetkezd fogalom: ha egy V vektortérben adott valahany vektor
(vagyis: egy H C 'V részhalmaz), akkor

Span H := {a H Osszes lehetséges linearis kombinacidinak halmaza}.

e Most az egyik legfontosabb fogalmat, a linedris fiiggetlenséget vezetjiikk be. Fizikai teriinkben
két vektor pontosan akkor esik egy egyenesbe, ha egyik a masiknak szadmszorosa, azaz: az egyik
elgallithatd a masikbol |linearis kombinacioval” (itt ennek jelentése: egy szammal szorzéassal).
Harom vektorra: ha ezek egy sikba esnek, akkor barmelyik elGallithato a masik kett6bdl lineéris
kombinalassal, ha viszont nem esnek egy sikba, akkor hidba probalkozunk: barmelyik kett§ vektort
akarhogy linedrkombinaljuk”, nem kaphatjuk meg a harmadikat.

Barmilyen V vektortérben értelmes a kovetkez6 meghatarozas: vektorok egy halmaza linea-
risan fiiggetlen (vagy masképp fogalmazva: a halmazhoz tartozé vektorok egymastol linearisan
fiiggetlenek), ha semelyik vektor sem éallithato el mint a t6bbinek a linearis kombinéacioja.

H CV linearisan fiiggetlen, ha V v € H: ¥ ¢ Span(H \ 7).

Vektorok egy halmaza linearisan Osszefiiggé, ha nem linearisan fiiggetlen.
Megjegyzés: a ,képletben” a halmazelméleti ,minden” (V) és a halmazelméleti kivonas \ jelolését
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hasznaltuk. Ugyanaz van leirva ide, mint feljebb szavakkal; gyakoroljuk a kiolvasasét!

o Kovetkezzék néhany nagyon egyszerd fontos allitdas. FEzek barmilyen vektortérben igazak, és
be is lehet Gket bizonyitgatni, mégis inkabb csak azt kérem, hogy szemléltessiik magunk elGtt az
allitasok tartalmat a (haromdimenzios) euklideszi teriinkben egyenesekre, sikokra stb. gondolva!

1. Egy H C V halmazra Span(Span H) = Span H, szavakban: ha vektorok linearkombinacioit tjra
Példaul: @b vektorokra 7-(@ + 4b) — 2-(5-d@ + 8-b) = —3-@ + 12b.

2. Egy M linearis altérre Ml = Span M. Szavakban: linearis altérre nemcsak az igaz, hogy akar-
milyen két benne 1év6 vektor 6sszege és barmilyen benne 1év6 vektor szamszorosa is benne van,
hanem az is, hogy barhany benne 1é6v6 vektor akdrmilyen linearis kombinaci¢ja is benne van.

3. Egy H C V részhalmagz altal kifeszitett linearis altér pontosan a Span H, szavakban: a kifeszitett
altér minden vektorat megkapom az eredeti vektorok linearis kombinalasaval.

4. Ha egy H halmaz linearisan oOsszefiiggé (vagy masképp: ennek elemei, a vektorok linearisan
osszefiiggbek), akkor valamelyiket biztos ki tudom keverni a maradék linearkombinéciojaként
(ez éppen a fiiggetlenséghez megfogalmazott feltétel tagadasa).

5. Barmilyen @ vektorra 0 - @ = 0, s6t, @, v,. . . vektorokra is 0- @+ 0 - ¥+ - - - = 0. Szavakban: a 0
nullavektort akdrmilyen vektorokbol els lehet allitani a trivialis linedrkombinacioval (mely-
nek minden egyiitthatoja nulla). Allitas: vektorok egy H halmaza pontosan akkor linearisan
Osszefiiggd, ha elG lehet allitani elemeibdl a 0 nullavektort nem csupa nulla egyiitthatos
(azaz: nemtrivialis) linearis kombinacioval. Ez tényleg ekvivalens a korabbi meghatérozassal:
ha valamelyik ¥ € H vektort elGallithatjuk a tobbibdl linearkombinacioval, akkor a tébbinek
ezen linearkombinaciojahoz még —v-t hozzaadva tényleg a 0-t kapjuk, és ez biztos nemtrivialis
lesz (hiszen —1 - U-t adtunk hozz4).

6. Az el6z6 allitas megforditva: vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha a 0 nul-
lavektort csak a trivialis linearkombinacioval allithatjuk el§ bel6liik. Sokszor ezzel szoktak
definidlni a linearis fiiggetlenséget; ez tehat ekvivalens a mi mostani meghatarozasunkkal.

e Fizikai teriinkben gy tiinik tehat, hogy barmely hArom nem egy sikba esé vektor linea-
risan fiiggetlen, és barmilyen vektor elGallithatd ezekbdl linearis kombinaléssal:

fizikai teriinkben l;(l), 5(2), 5(3) nem egy sikban =

= minden ¥ vektorra v = a—g(l) + /55(2) + 7-5(3), valamely «, 3, v szamokkal.

Adott ilyen (nem egy sikba esd) l;(l), 5(2>, 5(3) vektorharmas esetén minden adott ¥ vektor nemcsak,
hogy el6all igy, hanem az «, 8, v szdmok, azaz a linearis kombinéci6 egyiitthatoi egyértelmiiek.
Ha ugyanis lennének o/, ', 7/ szamok, amikkel szintén el6 lehetne v-t allitani, akkor o kétféle
elgallitasat egymasbol kivonva (a vektorosszeadas disztributivitasat tudva) a 0 nullavektort kapjuk:

Bt BB v B ) 3 3 3
o0l e g (a=a’) - bay + (B=B) - ba) + (v=7")b).-

Ha 5(1)7 5(2) és 5(3) tényleg linearisan fiiggetlen (ahogy feltettiik), akkor ez utobbi, O-t el6allito line-
aris kombinacioban az egyiitthatok csak nullak lehetnek. Azaz tényleg: o =o', § = ' és v =7/,
vagyis a v-t elgallité linearis kombinacio egyiitthatoi egyértelmiek.
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e A most latott fogalmak 1ényegében akarmilyen V vektortérben értelmesek, és a bdzis fogal-
méhoz vezetnek. Valamilyen V vektortérben egy B halmazt (azaz: néhany, sok-kevés, ki tudja,
hany) vektor halmazat bazisnak hivjuk, ha:

1.) B linearisan fiiggetlen, és

B bazis a V vektortérben, ha
“ v FEEben, 2.) B kifesziti az egész V teret, azaz Span B = V.

Gyakorlasképp még egyszer kimondjuk: a ,, B kifesziti az egész V teret” ugyanazt jelenti, mint hogy
,a V vektortér barmely ¢ vektora elGall B-bél vett vektorok linearis kombinéciojaként”.

Akéarmilyen V vektortérben is igaz, hogy egy adott bazis esetén egy v vektort a béazis eleme-
ibdl linearkombinacioként elGallitva az egyiitthatok egyértelmiiek. (Gondoljuk végig: elgbb, a
fizikai térre vonatkoz6 hasonlé meggondoldsban ha a hidrom vektort kicseréljiik az akarmilyen V
vektorteriink egy (nem feltétleniil harom elemii) B bazisara, onnantél semmi olyat nem hasznal-
tunk, ami ne lenne akadrmilyen V vektortérben is ugyantigy érvényes és igaz.

e Fizikai teriinkben végtelen sok bazis van (a kényelmes szdmolashoz majd olyat valasztunk, ami-
nek tovabbi jo tulajdonsigai is vannak; errdl késébb.) De: minden bézis harom vektorbol all.
Hiaba is probalkoznank négy— (vagy tobb-)elemii halmazokkal: nem lesznek linearisan fiiggetlenek
(azaz egyiket ki lehet lineArkombinélni a t6bbibdl), vagy két— (pléne: egy-)elemti halmazokkal:
nem feszitenék ki az egész teret (azaz lenne olyan vektor, ami nem allithato el6 beldliik). Erre
mondjuk azt, hogy teriink haromdimenziés. Még egy megéllapitas: ha van két linearisan fiig-
getlen vektorom, akkor van olyan bézis is (még mindig végtelen sok), amely harom vektor koziil
kett6 a megadott. Mas széval: egy linearisan fiiggetlen halmaz kiegészithetd bazissa.

e Akarmilyen vektortérrél mit mondhatunk? Fogadjuk el bizonyitas nélkiil, hogy

1.) minden vektortérben van bazis,

2.) barmilyen vektortérben is egy linearisan fiiggetlen halmaz kiegészithetd bazissa.
Véggondolhato a kovetkezs is: ha egy V vektortérben van egy bazis, aminek n darab eleme van,
és egy masik bazis, aminek m eleme van, akkor m=n. (Pl. ha m<n lenne, akkor vagy az m elemii
»bazis” nem feszitené ki az egész V-t, vagy az n elemd ,bazis” nem lenne linearisan fiiggetlen.)
Tehéat: altalaban egy vektortérben nagyon sok kiilonb6z6 bazis van, azonban biztos, hogy ha van
véges sok (n darab) elembdl allo, akkor minden més bazis is ugyanennyi elemii. Ekkor mond-
juk, hogy a V vektortér n dimenzioés. Erre a dimV = n jelslést hasznaljuk?®.

e Adott V vektortér esetén annak linearis altereit is tulajdonképpen vektortérnek tekinthetjiik
(hiszen nem vezetnek ki beldliik a vektormiiveletek). Ertelmes tehat pl. egy MCV linearis altérre
annak dimenzidja, dim M. Pl. nem nagy tOprengés rajonni, hogy fizikai teriinkben (ez haromdi-
menzios) az origon atmend sikok kétdimenzios alterek.

e Egy V vektortérben legyenek M és M’ alterek. Ha egyrészt M N M’ = {0}, masrészt
Span(MUM’) = V (azaz metszetiik csak a nullavektort tartalmazza, viszont egyiitt kifeszitik
az egész teret), akkor azt mondjuk, hogy M és M’ kiegészit6 alterek. , Térbeli példa”: egy (ori-
gon atmend) siknak (ez kétdimenzios altér) kiegészité altere minden (az origon atmend) egyenes,
ami nincs ebben a sikban. Visszafelé: egy (origon atmend) egyenesnek mint egydimenzios altérnek
kiegészitG altere minden 6t nem tartalmazo (az origon atmend) sik (ami kétdimenzios). A nulla-

38 Elokeriilnek majd olyan matematikai vektorterek, amikben nincs véges elembdl allo bazis. Ezeket végtelen
dimenziosaknak hivhatjuk. Aki hallotta mér, hogy vannak kildnbizd végtelenek, annak: egy végtelen dimenzids
vektortérben is barmely két bazis szamossaga ,,ugyanaz a végtelen”. Ennek azonban nincs jelentGsége a fizikaban.
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vektort tartalmazo halmaz (a trividlis altér, nulla dimenzios) és az egész (haromdimenzios) tér is
egymas kiegészitdi.

e Nyilvanvalonak tiinik (és tényleg belathaté abbol, hogy minden linearisan fiiggetlen halmaz ki-
egészithetd bazissa), hogy akarmilyen vektortérben:

1.) Minden altérnek van kiegészitGje (altalaban végtelen sok kiilonb6z6, mint fent a példakban),
2.) Ha M C 'V és M C V kiegészits alterek, akkor dim(M) + dim(M’ ) = dimV.

3.4. Euklideszi vektorok skalaris szorzata

Van geometriai teriinknek és vektorainak jonéhény olyan tulajdonséga, fogalma, amirgl sz6 sem
esett még: szakaszoknak van hossza, egyenesek, sikok (s6t: helyvektorok) szdget zarhatnak be,
idénként merélegesek, stb. Ezek a fogalmak a skalaris szorzas kérdéskorével kapcsolatosak.
Most ez utébbit szemléletesen, fizikai teriink vektoraira beszéljiik meg.

e El6szor is: a térben az irdnyitott szakaszoknak van hossza®’. Ezt most abszolitérték-jellel
jeloljiik: a ¥ vektor hossza |U]. , Tapasztalatbol” tudjuk tébbek kozott a kovetkezdket:

1.) Szammal szorzasnal egy vektor hossza a szam abszolatértékével szorzodik: |A\7| = |A| - |].
2.) A hossz nem negativ, és csak a nullvektornak nulla a hossza: |#]>0, és ha |7]=0 = 7=0.

3.) Osszeg hossza legfeljebb a hosszak dsszege: |i+V| < |u|+|V] (,haromszog-egyenlstlenség”).

Megint felmeriilhet: miért kell ilyen nyilvanvalé dolgokra nyomdafestéket pazarolni? Valasz: ugye
a tér iranyitott szakaszait is (a vektortér matematikai fogalmanak bevezetésével) messzemendkig
altalanosithattuk. Altalanositani fogjuk majd pl. a hossz fogalmat is, és akkor majd nem mindig
lesznek ilyen egyértelmtiek ezek a tulajdonsagok; jo tehat kimondva megjegyezni Gket.

o A skalarszorzas témakorének alapkérdése: ,ENy felé 3 km-t menve mennyit haladtam észak
felé?” A vektorok merdleges vetiilete keriil tehat elg itt. Ehhez tudnunk kell (de ,tapasztalatbol”
tudjuk is), hogy mit jelent vektorok bezart szbge, és ismerni kell a szogfiiggvényeket. Az egyik
legfontosabb szog a merdgleges, a 7/2 derékszog.

e Jegyezziik meg jol: két vektor, pl. @ és w skalarszorzata egy valés szam (azaz: ,skalar”). Ezt
a szamot u-w-vel (vagy egyszertien ww-vel) jeloljiik, és a kovetkezSképpen értelmezziik:

—

uw = |u| - || - cos(¥), ahol ¥ az U és W vektorok bezart szoge.
A cos szogfliggvény ugye a szog ,melletti befogora” vetiti az atlot: || cos d tehéat az @ vektornak a
W irdnyara valo (meréleges) vetiiletének a hossza. Két vektor skalarszorzata tehat: az egyik vektor

hosszdnak és a masiknak az egyikre vett vetiilete hosszanak szorzata.

e Foglalkozzunk a skalarszorzas mint mivelet tulajdonsagaival! A 7. abra szemléltet néhany ilyen
tulajdonsigot. Némelyiket nagyon egyszert belatni, némelyiket kevésbé, de mind nagyon fontos.

1. Ha u, @ valamelyike éppen a nullavektor, akkor nyilvin nulla a skalarszorzat. Egyébként
ha ¥ rendre hegyesszog, derékszog ill. tompaszog, akkor rendre cos >0, cos =0, ill. cos¥<0,
emiatt a skalarszorzas eredménye lehet pozitiv, nulla, és negativ is (Id. a 7.a. abra). A derék-
sz0g esete igen fontos: két vektor skaldrszorzata tehat nemcsak akkor nulla, ha valamelyik
vektor a 0, hanem akkor is, ha a két vektor merdleges. Sokszor majd két (valahogy megadott)

39 A hosszat pl. méterben mérjiik, de ezzel most ne szérakozzunk; vegyiik tigy, hogy a hossz egy valds szdm.
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a)

uv<o :

w>0:

7. abra. Vektorok skalarszorzatanak néhany nagyon egyszert tulajdonsaga illusztralva. a.): lehet-
séges kimenetelek; specidlisan: meréleges vektorokra nulla. b.): skalarszorzasnal csak a merdleges
vetiilet szamit: a piros skalarszorzata barmelyik zolddel ugyanannyi. c.): a kommutativitas vetii-
letekkel; allithatjuk, hogy a vektor és a ra es6 vetiilet szorzata ugyanaz mindketténél.

vektor skalarszorzatat kiszdmolni egyszerd lesz, a bezart szogiiket térben kiokoskodni viszont
problémésabb lesz: ekkor a skalarszorzat nulla volta elarulhatja, ha a vektorok merslegesek.

A ,,meré&leges” helyett sokszor azt mondjuk, hogy ortogonalis*’; ezek itt ugyanazt jelentik.

A O-ra ramondhatjuk, hogy ,minden vektorra meréleges*'”; ez pont annyit jelent, hogy minden

vektorral nulla a skaldrszorzata. Forditva: ha egy ¢ vektorrol valahogy kideritjiik, hogy minden
w vektorral nulla a skalarszorzata, akkor arra kovetkeztethetiink, hogy v a nullavektor.

2. Nyilvanvaloan igaz, hogy

u-w

w-w < U] -], s6t: |u-wd| < |ul - |l Tovabba: cost = ——.
]| o]

Azaz: a skalarszorzat még abszolutértékben is kisebb vagy egyenld, mint a hosszak szorzata.
Utobbi képletre is vonatkozik a fenti megjegyzés: két vektor hosszait és skalarszorzatat adott
esetben egyszeriibb lehet kiszdmolni, és ekkor éppen ezekbdl derithetjiik ki a bezart szogiiket.

3. Erdemes konkrétan vizualizalni, hogy skalarszorzasnal tényleg csak a vektornak a masikra vett
vetiilete szamit, 1d. pl. a 7. d4bra b.) részét.

4. Minden vektornak 6nmagéaval vett skalarszorzata nemnegativ valos, és éppen a hossz négyzete:
@ -4 = |ul?, ami tényleg >0. S6t: csakis akkor nulla, ha @ a nullavektor.

5. A skalarszorzas kommutativ (azaz mindegy a sorrend):
U-w=w-u barmely u, W vektorokra.

Ez a fenti definicios képletbdl nyilvanvalo (sem cos), sem a hosszak szorzata nem valtozik u és
w kicserélésekor). Azonban a masik megfogalmazas, miszerint a skalarszorzas ,egyik vektornak
a masik irdnyaba vett vetiilete hosszanak és a mésik vektor hosszdnak szorzata”, méar mintha
nem lenne ilyen szép ,szimmetrikus”. De: épp most lattuk be, hogy a skalarszorzas kommutativ,
igy a méasik megfogalmazasban is biztos ugyanazt az eredményt kapjuk ,forditva” is. Ez méar
egy nem feltétleniil magatol értet6ds geometriai kovetkeztetés (Id. a 7. abra c.) részén)!

10A 576 a gbrog ortho(—egyenesen, fiiggSlegesen 4llo) + gon(=szog) Gsszetételbdl jon.
41 A 0 nullavektor minden vektorral parhuzamos is ilyesmi ,elfajult” értelemben, 1d. korabban.
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6. A skalarszorzas kapcsolata a szdmokkal valo szorzassal (a potty itt egyszer szammal szorzast,
masszor vektorok skalarszorzasat jeloli):

- (M) = A - (4 - ), Forditva is: (A\-u)-w = X+ (4 - ).

(A forditott alak mar csak a kommutativitas miatt is igaz kell, hogy legyen.) Szammal szorzott
vektor skalaris szorzata tehat a szammal szorzodik. Ha A pozitiv, ez nagyon egyszerd. Ha A
negativ, akkor a hossz |\|-szorosara valtozik, a vektor iranya pedig megfordul, igy a bezart szog
¥ — m—1 lesz, és cos(m—1) = — cos ¥ miatt végiill —|\| = A lesz a kiemelhet§ szorzo.

7. Szoba se jon asszociativitas: (dw)d egy a irdnyt vektor (a @ megszorozva a W skalarszorzat
értékével), viszont @(wa) az u irdanyaba mutat: ezek nyilvan nem lesznek altalaban egyenlGek.

8. Viszont nagyon fontos: a skalarszorzas disztributiv a vektortsszeadasra, azaz:
a-(i+w)=ad-u+d-w, barmilyen d, @, W vektorokra.

Ez a szammal szorzéssal egyiitt azt jelenti, hogy ,bele-skalarszorozhatunk” egy linedrkombiné-
cioba: az d vektorra és U(y), U2y, U3), ... vektorokra, Ai, Ay, As, ...szdmokra:

a- ()\117(1) + )\217(2) + )\317(3) +...)=A1- @'17(1) + Ao - 517(2) + A3 - 65(3) + ... (3.1)

Az egyik fentebbi megjegyzést is tovabbfiizhetjiik: ha van két, @ és v vektor, amelyekrdl valaki
elarulta, hogy minden a vektorral vett skalarszorzatuk egyenld, akkor lesziirhetjiik, hogy maguk
a vektorok is egyenlGek, hiszen (a most belatott disztributivitast hasznalva)

du = av i —av =0 d(i—v) =0 . .
. o . R ) R = u—v=0 = u=v

minden d-ra minden a-ra minden a-ra
e A disztributivités ,,bizonyitasa” (=kimagyarazéasa) egyszert, ha a harom vektor, d@, @ és W egy
sikba esnek (1d. a 8.a. abrat): ekkor elég nyilvanvalo, hogy két vektor Osszegének vetiilete éppen a
vetiiletek Osszege. Ezt kell kimagyardzni akkor is, ha a harom vektor nem esik egy sikba. Ehhez
a 8.b. abra szerint jeloljiik ki azt az egyenest, ami meréleges d-ra, és benne van a o és w altal kife-
szitett sikban, és nézziik a rendszert olyan irdnybol, amely erre az egyenesre is és d-ra is merdleges.
Gondoljuk végig, hogy ilyen iranybdl nézve visszavezethetjiik a kérdést az abra a.) részén jeloltre
(azaz a vetiiletek Osszege az Osszeg vetiilete lesz)! A disztributivitast igy belattuk.

e A skalarszorzat disztributivitasat ezentil nyugodtan hasznalhatjuk tavolrol sem egyértelmi geo-
metriai helyzetekben; jo segitségiinkre lesz. Pl. ha csak tgy paralelepipedon modjara felrajzoljuk
az d, U, W vektorokat, akkor az @u+aw Osszegrél és a d(u+w) szorzatrol a skalarszorzat eredeti
definiciojabol nagyon nem latszik, hogy egyenléek lennének. Mégis tudhatjuk most mar ezt, pedig
a szerepld szogek, tavolsdgok, vetiiletek stb. nem egyszertien addédnak itt. Eszkozt kaptunk tehat
a keziinkbe, hogy esetleg bonyolult elrendezéseket is (a késGbbiekben még egyszeriibbé valo) ska-
larszorzas miveleti tulajdonsagaival ,egyszertsitsiink”; latunk majd erre példékat.

e Megemlitjiik: a mechanikai munka az egyik fizikai alappélda a skalarszorzas alkalmazasara. Egy
testre hato F er6 definicié szerint annyi munkat végez a testen, mint a test |S] elmozdulasanak és
az erének a § elmozdulasvektor iranyaba esG ,komponensének” (azaz: vetiiletének nagysaganak)
szorzata. Ez éppen azt jelenti, hogy W = F - §, azaz skalarszorzatrol van szo*2.

42 Ne ijedjiink meg: kiilénbz6 ,fizikai dimenzi6ju” (azaz: mértékegységii) vektorokat is nyugodtan ésszeszoroz-
hatunk skalarisan, csak tartsuk észben, hogy a mértékegységek is megfelel6 médon ,6roklgdnek”.
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a) b)

8. abra. Vektorok skalarszorzatanak disztributivitasa. a.) egy sikban 1évs vektorokra nyilvanvalo:
az U és W vetiileteinek Osszege @ iranyara egyenld az Osszeg vetiiletével, b.) nem egy sikbeli
vektorokra a jelolt iranybol ,nézve” visszavezetédik az a. esetre.

3.5. Euklideszi vektorok vektorialis szorzasa

e Haromdimenzios fizikai teriinkben értelmezhets vektorok egy masik fajta, in ,vektorialis szorza-
sa”, vagy ,vektorszorzata”, amely (nevéhez hifen) nem szdmot, hanem vektort ad eredményiil*®. A
kérdésfeltevés itt: elSkeriilt mar két (@ és W) vektor altal kijelolt paralelogramma (ugye aminek
L<atloja” a vektorok Gsszege); mekkora vajon ezen paralelogramma teriilete? Nyilvanvalonak tiinik
(ismerve a sin szogfiiggvényt), hogy pl. az « vektornak a w-re merdleges vetiilete fog itt szamitani:
ha ¢ a vektorok bezart szoge, akkor a kérdéses teriilet: || - |W] - sin). Mar most kiemeljiik: ha a
két vektor parhuzamos, akkor ez a teriilet nyilvan nulla.

e Van tehat egy mennyiség, ami a két vektorhoz hozzarendelhetiink. Most csak fogadjuk el, hogy
érdemes az igy kapott teriiletmérészamhoz iranyt is rendelni, azaz egy vektort definidlni, amit az
@ és a w (ilyen sorrendd) vektorszorzatanak fogunk hivni, és @ x w-vel jelolni. Ennek a hossza a
paralelogramma teriilete legyen tehat. Az iranyat pedig (mindjart latjuk, hogy miért) tigy érdemes
valasztani, hogy mindkét vektorra (azaz: a vektorok altal kifeszitett sikra) merdgleges legyen.
(Ha a két vektor netan nem feszit ki sikot, az azt jelenti, hogy egy egyenesbe esnek, és ekkor a
paralelogrammateriilet eleve nulla: az eredmény a nullavektor, aminek mindegy, mi az iranya.)

e Mar csak a két irany koziil kell valasztani. Itt fontos lesz az 4 és W vektorok sorrendje, és az a
kovetelmény (megéallapodas), hogy az i, a W és az Uxw vektorok ilyen sorrendben jobbsodrasi
rendszert alkossanak. Ez az w-ra is és w-re is mer6leges két irany koziil mar kijeloli az egyiket.
Harom v, U5, U5 vektor egyiittesét ebben a sorrendben jobbsodréastnak hivjuk, hogyha a jobb
keziink hiivelykujjat kitartva, a tobbit begorbitve és ugy allitva, hogy ezek mintegy atviszik (,At-
tekerik”) U;-et Uih-be, akkor a hiivelykujjunk 0 irdnyaba mutat. Masképp megfogalmazva: Uy, ¥, U3
jobbsodrasu rendszer, ha jobb keziink hiivelyk, mutato és kozépss ujjait kényelmesen egymasra me-
rélegesen kinytjtva ilyen sorrendben megfelelnek a v, U, 03 vektorok irdnyanak®. Kinek az egyik,

43Mar most megemlitjiik: skalarszorzast tobbdimenziés vektorterekben is lehet definidlni, de a mostani vektor-
szorzés kifejezetten csak a haromdimenziés térben értelmes.
44 A leirt modszereket akkor kényelmes alkalmazni, ha a vektoraink , kellemes”, se tal hegyes, se til tompa szogeket
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a) b) C)
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9. abra. a.: két vektor altal kijelolt paralelogramma-teriilet, b.: ebbél a vektorszorzat illusztralasa
(térben), c.: egy vektornak a méasikra meréleges komponense szamit: a jelolt z6ld vektoroknak a
kékkel vett vektorszorzata mind ugyanaz a vektor.

kinek a masik megfogalmazas a kellemesebb (nekem az elsg). Harom adott sorrendii vektor a
térben vagy jobbsodrasi rendszert alkot, vagy balsodrasit, vagy linearisan 6sszefiiggenek
(azaz: egy sikban vannak; ekkor semmilyen sodrasa rendszert nem alkotnak). Ez a ,sodrasisag”
(is) olyan dolog, amit sokszor 4t kell ismételni: el6bb-utobb térszemléletiink részévé valik.

e Osszefoglalva: két (egymassal 9 szoget bezard) vektor vektorszorzata az i x w-vel jelélt vektor:
u, W = UxwW nagysdga: | x W|=|u|- |w| x sind,
irdnya: merdleges u-ra és w-re is, és U, W és uxw jobbsodrasu rendszer.
e Vessiink egy pillantast a most definialt vektorszorzas miiveleti tulajdonsagaira!

1. Két vektor vektorszorzata akkor és csak akkor a nullavektor, ha a két vektor pArhuzamos
(vagy egyikiik a nullavektor; utobbi ugye ,mindennel parhuzamos”, igy ez sem kivételes eset):

uxv=0 <& dw Specialisan: Vxv=0.

2. Altalaban is: lathatjuk, hogy a vektorszorzatba csak az egyik vektornak a masikra meréleges
komponense szamit; a 9. abra b. és c¢. része probalja ezt érzékeltetni; jegyezziik meg!)

3. A vektorszorzas éppenséggel nem kommutativ; viszont felcserélve a tagokat —1-gyel szor-
z6dik (ezt agy is mondjak, hogy ,antikommutativ’ miivelet). Indoklas: felcseréléskor a pa-
ralelogrammateriilet maga nem véltozik, de az irany az ellentétesre fordul (a jobbsodréasisag
megkovetelése miatt; a jobb keziinket ,ellenkezd iranyba kell forditani”). Tehat

U X W= —(wx d).

4. A vektorszorzas nem asszociativ: gondoljuk ki, hogy harom w, i, @ vektorra @x(wxa) illetve

(@xwW)xd altalaban nem ugyanarra mutat. Az ilyen ,dupla vektorszorzatra” még visszatériink.

5. A vektorszorzéas a vektorok szammal szorzasaval ,felcserélhets”, az alabbi értelemben:
U x (A-d) =\ (a4 x ),

s 2 oL minden , W vektorra és \ szamra.
A-U) x W=\ (U X W),

zarnak be. Most, a vektorszorzasndl ez a helyzet, a merélegességek megkovetelése miatt. ,Kellemetlenebb szogii”
vektorharmasokra is miikodnek a moddszerek, csak kicsit ,kellemetlenebbiil”.
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10. &bra. Tlusztracié arra, hogy adott 7 egységvektor-iranybdl nézve egy feliilet mekkoranak
latszik: ehhez az egységvektort és a feliiletvektort kell skaldrisan szorozni.

Ezt esetleg (mint a skalarszorzasnal is volt) érdemes kiilon pozitiv és negativ A-ra végiggon-
dolni; el6bbi egyszeri (a vektor hossza szorzodik), utobbi esetben a vektor hossza |\|-szorosara
valtozik, de iranya megfordul, igy az eredményvektoré is (a ,jobbsodras” megfordulésa miatt).

6. A vektorszorzas disztributiv a vektordsszeadasra nézve (ezt kicsit késébb latjuk be), azaz:

minden u, W, @ vektorra: d x (d+w) = a

és akkor nyilvan forditva” (d4w) x @ = uxd + wWxd is igaz.

Ebbdl és az el6z6bol kdvetkezik, hogy a vektorszorzas is ,,bevihetd a linearis kombinacié moge™

a x (/\1?7(1) + /\2?7(2) + /\3?7(3) +. ) =)\ - (6 X 17(1)) + Ay - (ﬁ X ?7(2)) + A3 - (6 X 17(3)) + ...

e Adosok vagyunk az indoklassal, hogy miért igy érdemes definidlni a ,paralelogramma teriiletének
(azaz: a vektorszorzas eredménvektoranak) irdnyat”. ElGbb még inkabb tetézziik is kicsit: alta-
laban is egy, a térben elképzelt sikidom teriiletéhez vektort rendeliink, amelynek nagysaga
a teriilet nagysaga, iranya pedig a feliiletre meréleges. A két lehetséges merdleges irany koziil
kivalasztjuk az egyiket, de ezzel egyiitt megallapodunk, hogy ha majd akarmikor ,korbe kell men-
ni” a sikidom keriiletén (késébb majd lesz ilyen!), akkor azt olyan iranyba kell, hogy a koriiljarasi
irdny és a teriiletvektor egyiitt ., jobbsodrast rendszert” alkossanak®. El ne feledjiik tehat: ez a
teriiletvektor barmilyen sikidomra értelmes, és a vektorszorzas eredménye ennek specidlis esete.

e A teriilet vektormennyiségként kezelésének az értelme a kovetkezs. Ha azt a kérdést tessziik
fel, hogy a sikidomot adott iranybo6l nézve (az adott iranyt egy 1 hosszusagu, azaz tigynevezett:
eqységuektor jeloli ki) mekkora teriiletet ,latunk”, a valasz egyszertien az lesz, hogy a teriiletvek-
tor és az irdnyvektor skalarszorzata. (Ez legegyszertibben téglalapra lathatjuk be, a 10. dbra
ezt illusztralja; akarmilyen sikidomra pedig mondhatjuk, hogy ,daraboljuk fel” kicsi téglalapok-
ra”, és kész.) Ez az egyszerii szabéaly pontosan azért miikodik, mert a felilletvektort a feliiletre
merGlegesnek definidltuk. Gyakorlati hasznossdg szempontjabol megint azt mondhatjuk: sokszor
egyszerdibb lesz kiszdmolni két vektor skalarszorzatat, mint végigsilabizalni a térbeli 1atészogeket
(s6t, utdbbiakat pont az elbbi eredményébdl kaphatjuk majd meg).

45 Azaz mint fentebb: begtrbitett ujjaink mennek korbe, hiivelykujjunk mutat a teriiletvektor iranyaba.
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3.6. Tovabbi miiveletek, vegyesszorzat

e Ligy megjegyzés a skalarszorzat és a vektorszorzat kapcsolatarol: tudjuk, hogy barmilyen « szogre
sin®a + cos’a = 1. Ebbél kénnyii kideriteni (mivel a skaldrszorzatban cosa, a vektorszorzat
nagysagaban pedig sin « szerepelt), hogy két vektor (u és V) vektorszorzatinak hosszara igaz a
kovetkezd Osszefiiggés:

2

sina = 1— cos® a = [ixv? = |a]*|v* — (a-v)>. (3.2)

Tehat a vektorok hossznégyzetének szorzatabol a skalarszorzatuk négyzetét kivonva éppen a vek-
torszorzatuk hossznégyzetét kapjuk.

e Harom (most @, v, w-vel jelolt) vektorra kiilon elnevezéssel illetnek ,még egy” miveletet:
u, VvV, W vegyes szorzata (vagy néha  harmas szorzata”): - (VX 0).

A vegyes szorzatnak tehat egy szam az eredménye, § maga a vektorszorzas és a skalarszorzas
izléses ,kombinacioja”. A vegyes szorzatnak egy fontos és egyszerii geometriai jelentése is van.
Ha , v, W jobbsodrasu rendszert alkot, akkor kigondolhatjuk, hogy @ - (V x ) értéke éppen
az u, v, W vektorok &ltal kijelolt paralelepipedon (,ferde hasab”) térfogata. Ezt a térfogatot
salapteriiletszer magassag” modon szamolnank ki, és tényleg: Vv x @ nagysaga az ,alap” (az V és
a o altal kijelolt paralelogramma) teriilete, a @ vektornak az alapra merdleges komponense (a
paralelepipedon ,magassaga”) pedig éppen ugy adodik, hogy az @ vektort az alapra merdlegesen,
azaz éppen vV X W iranyaba vetitjik: pont ezt csinélja a skalarszorzas.

o A kovetkez6 ponthoz egy elzetes megjegyzés: harom 1), V) és ¥(3) vektor jobb— vagy balsodrast
voltanak eldontéséhez fontos volt a sorrend. Gondoljuk végig, hogy ugyanezeket a vektorokat méas
sorrendben véve a ,sodras” ugyanaz is maradhat, és valtozhat is. Konkétan:

L o U1y, U(2), U3),  U(2),U@3), V1), V), Y1), V) jobbsodrasi,
U(1), U(2), U3y jobbsodrasa = L o o .
V1), V(3), V(2), V(2), V(1), V(3), V(3), V(2), V1 balsodrési.

Egy kis kiegészités ide kivankozik. Permutaciék ugyebar egy rendezett véges halmaz elemeinek
sorrend-valtoztatasai, pl. az {1,2,3,4,5} — {5,2,4,3,1}. Specialis eset a transzpozicio, azaz két
elem felcserélése, pl. {1,2,3,4,5} — {1,5,3,4,2}. Nyilvanvalonak tiinik (és tényleg igaz), hogy
minden permutécié elGall transzpoziciok egymasutanjaként, azaz ,elemparok egymas utani cserél-
getésével”. Adott permutaciora persze nem egyértelmii, hogy pontosan hény transzpozicio kellett
(hogy mast ne mondjunk, két elemet oda-vissza csereberélgethetiink), de fontos allitas (most nem
bizonyitjuk be), hogy a sziikséges transzpoziciok szamanak parossaga mar egyértelmi. Ez alap-
jan beszéliink pdros ill. pdratlan permutaciokrol; azt is mondjuk hogy a permutéacié szignatiraja
(elgjele) +1 vagy —1, ha a permutécié paros ill. paratlan.

Méarmost tehat: ha (1), ¥(2), U3y jobbsodréasi, akkor az 1, 2, 3 indexek pdros permutdcidjdval
szintén jobbsodrasi, az indexek pdratlan permutaciojaval pedig balsodrast rendszert kapunk:

(123), (231), (312) paros,
(132), (213), (321) paratlan.

e Visszatérve a vegyes szorzathoz: ha a harom u, v és w vektor egy sikban van, akkor a  kifeszitett
térfogat” nulla, és tényleg a vegyesszorzat is nulla (mivel a skalarszorzast meréleges vektorokra
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kellene csinalni). Ha a rendszer nem jobb—, hanem balsodrasii, akkor az eredmény a térfogat minusz
egyszerese lesz (ekkor u és v x i ,ellenkezdleg” mutatnak). A vegyes szorzat sok tulajdonsiga mar
kovetkezik a skalarszorzéas és vektorszorzas miiveleti tulajdonsagaibol, ezeket most nem irjuk fel
mind. Nagyon fontos azonban, hogy (mivel a paralelepipedon térfogata egyértelmit), az 6t
kijelol6 harom vektorbdl akarmelyik kettét vehetjiik ,alapnak” és a harmadikat a ,magassagot
megadoénak”. Emiatt a vegyes szorzatot atzardjelezhetjiik”, és a skalarszorzas kommutativitasat
is hasznalhatjuk, amivel pl. azt kapjuk, hogy
u-(Vxw) =V (0 xu)=dd-(dxV),
igy pl. 4. (Vx W)= (uaxV)- -w

Tehat a sorrendet is valtoztathatjuk, és ,mindegy, melyik ketts kozé tessziik a vektorszorzast?S.
Ugyanakkor tudva azt is, hogy a vektorszorzas antikommutativ (azaz cserénél —1-gyel szorzodik),
osszefoglalva a kovetkezd egyenlGségeket kapjuk:

U )( <2>><U<3>) = (17(1)“7(2))17(3) = ) (ﬁ<3>><7~7<1>) =
= ( (2) %4 ) n = U (%)Xﬁ(m) = (ﬁ<3>><ﬁ<1>>ﬁ(2> =
= —q (ﬁ XU > = —<"¢7<1>><U<3> ) = —U) (U<1>><W3>> =
— ( ) —i(3 (ﬁ@)Xﬁu)) Z—(ﬁ<3>><ﬁ<2>)ﬁ<1>

Ez Osszevag azzal, amit el6bb a ,sodrastsag’ valtozasarol mondtunk, ha a sorrendet valtoztatjuk:
,sodrasvaltd” sorrendmodositaskor a vegyes szorzat eredménye —1-gyel szorzodik.

e Kiegészités: a vegyesszorzatot ismerve belathatjuk a vektorszorzas disztributivitasat. Le-
gyen @, i, Vv harom vektor, azt akarjuk belatni, hogy @ x (d+V) = dxu + @xv. Ehhez a bal oldalt
szorozzuk meg skalarisan akarmilyen @ vektorral, majd: 1. zarojelezziik at a felirt vegyesszorzatot,
2. hasznaljuk a skaldrszorzatl disztributivitasat, 3. ,zarojelezziik vissza” mindkét kapott tagot, 4.
megint hasznaljuk (visszafelé) a skalarszorzat disztributivitasat:

w- (@ x [a T) (Wxa) - [ﬁ+\7]2:')(w><a) U+ (Wxa) - V=w-(@axu)+a-(dxv)=
— @ |axa+axi|.  Ossefoglalva: @ |ax [+ =@ |axi+axv).
Ebbgl, mivel @ akarmilyen vektor, lesziirhetjiik, hogy tényleg: @ x (d+V) = axu + ax.
Belattuk tehat a vektorszorzat disztributivitasat; konkrétan a definiciok alapjan (szogekkel,
mer&legesekkel, vetiiletekkel) igen nehézkes lett volna kisilabizalni.

k%
A kovetkezé 4. fejezetben apropénzre valtunk” sok most Osszeszedett tudast; majd az 5. fejezettel

is kombinalva az eddigieket méar nagyon sok térgeometriai kérdésre valaszt és szamitasi modszert
fogunk tudni adni.

16Ezért (is) néha a vegyes szorzatot zardjelben vesszézéssel jelolik (mondvan, hogy mindegy, melyik vesszét
helyettesitjiik vektorszorzassal és akkor a masikat a vektorszorzattal vald skalarszorzassal), vagy csak egyszeriien
egymas mellé irassal; igy: (@, V, W), vagy (@Vw). Szerintem félreérthets, ezért én nem hasznalom ezt a jelolést.
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4. Vektorok reprezenticidja (ortogonalis bazis)

Az el6z6 fejezetben a haromdimenzios (fizikai) tér vektorait a ,maguk jogan” vizsgaltuk; nem foglal-
koztunk koordinatarendszerekkel. Most ezt tessziik, és ezzel egyiitt sok olyan fogalmat bevezetiink,
amelyeket majd altalanosabban is hasznalhatunk.

4.1. Ortogonalis bazis

e Kés6bb majd altalanosabban is lehet, most azonban derékszogili koordinidtarendszert va-
lasztunk az egyszeriiség kedvéért. Még konkrétabban: kijel6liink egy origét, és az ,ebbdl indu-
16” vektorokkal foglalkozunk (gondolhatunk ugye pl. az origébol kiindulo elmozdulasvektorokra).
Szeretnénk vektorok hosszat, szogét, vetitéseit, stb. szdmitassal meghatarozni, ehhez jo lesz, ha
felvesziink harom, egymaéasra merdéleges vektort. Fzekre a vektorokra egyelére gondoljunk tgy,

hogy ,rogzitve vannak a szoba sarkidban””.

e Tehat: legyen adott harom egymasra merGleges vektor. Megkoveteljiikk még azt is (mindjart
latjuk, hogy ez egyszeriisiti a helyzetet), hogy egységvektorok legyenek, azaz a hosszuk egy le-
gyen. Ezeket a vektorokat most € modon jeloljiik, és indexekkel kiilonboztetjiik meg: €1y, €2), €3).
Mutassanak ezek rendre az z, az y és a z koordinatatengelyek iranyaba: éppen ezért jelolhetjiik
ket (ha nagyon akarjuk, de nem mindig érdemes) a kovetkez6 modon: €y, €y), €(z).

— —

=€), €@

—

€y: €3

—

e(z).

Mostantol azt is megkdveteljiik, hogy az x, y, z irAnyok jobbsodrast rendszert alkossanak.

o Mit tud” tehat ez a harom vektor? Beszéltiink mar arr6l, hogy mit jelentenek a kovetkezs
fogalmak, most felidézve alkalmazzuk 6ket:

1. Az €, €(2), €(3) vektorok linearisan fiiggetlenek (egyik sem a masik kettd linedrkombinacioja).
2. Mi tobb, barmely vektor kiad6dik a linearis kombinéci6jukként: igy tehat bazist alkotnak.

3. Ez ugye apropénzre valtva azt jelenti, hogy minden v vektorhoz egyértelmiien meg van adva
harom szam, amelyekkel a vektor linedrkombinacioként kaphato. Ezeket a szamokat tipikusan
a vektor bettijével jeloljiik, természetesen nyil nélkiil, de indexekkel ellatva:

minden V-re: = V1-€1) T V2 € +V3- €3

. . N & Vi, Vo, V3 egyértelmiek.
= Vo €) T Vy €y T V2 €

Vv
vagy masképp: v
Attekinthet6bb, ha szummajelet hasznalunk. (Figyeljiink: a szummaban ,fut6 index” éppen az
1, 2, 3 szamokon fut végig, ami az x, y, z irAnyoknak felel meg). Az el6z6 tehat ezzel felirva:

3
\7 = vke(k).
k=1

4. Ugy is mondhatjuk, hogy ha kijelsltiik a harom €(1), €2), €3) vektorbdl allo bazisunkat,
akkor minden v vektorhoz kélcsénosen egyértelmiien hozzarendel6dik egy szamharmas: a

4TA késébbi fejezetekben majd foglalkozunk azzal, hogy mi torténik, ha mégis egy masik ilyen vektor-harmast
szeretnénk valasztani.
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a) b)
A
o, [
>
o Vi
—_— v={V2
_ém V3
o\

11. abra. Ortogonalis bazis illusztracidja: a.) a bazis, b.) vektor felbontasa a bazisban.

linearis kombinéacio egyiitthatoéi. Ezeket a v vektornak a béazisunkra vonatkozé komponensei-
nek is hivjuk. Sokszor ezeket oszlop forméjaban irjuk, és egyelére (hogy megkiilonboztessiik a
jelolésben) ezt a szamharmas-oszlopot a vektor betiijével, de alahuzassal jeloljiik. Tehat:

€1), €(2), € > & Ve v és V meghata
(1)5 €(2)5 €(3) = > — _ 14 -
L. = V= Ve€(k = vV=|ve | = |V ) .,
adott bazis kz; k) Y7 rozzék egymaést.
= V3 Vz

A 11. 4dbra szemlélteti vektoroknak ortogonalis bazisban valé kifejtését.

e Mik maguknak a bazisvektoroknak a komponensei? Konnyen kitalalhatjuk, hogy

1 0 0
eny=10), ex=1|1) esy=10)
0 0 1

hiszen éppen ezekkel az egyszer egyiitthatokkal lehet 6nmagukat linedArkombinéciéval megkapni.

e Egy vektor (V) és az adott bazisban 6t meghatarozo szamoszlop (v) nem ugyanazok, noha
adott bazis esetén kolcséndsen meghatarozzak egymast®®. Lesz majd olyan kérdéskor is (és kapunk
ra szabalyokat), hogy ha egy vektort a komponenseivel megadunk, akkor ha attériink egy mdsik
bézisra, akkor mik lesznek ennek az adott vektornak a komponensei az j bazis szerint. Nyilvan két
kiilonb6z6 bazisban nem ugyanaz a szamharmas felel meg ugyanannak a térben rogzitett vektor-
nak. A vektor maga a valasztott koordinatarendszertdl (azaz: a bazistol) fiiggetleniil létezik
és egyértelmi, a komponensek szamharmasa nem.

e Elgkeriil majd a forditott kérdés is: egy adott béazisban valahogyan (esetleg homalyosan a
stér-iranyokhoz” kapcsolodoan) kiszamolunk hérom szamot; a kérdés az lesz, hogy .ezek vek-
tort alkotnak-e”. Vagyis: létezik-e egy egyértelmtien meghatirozott térbeli vektor, aminek ép-
pen a kiszamolt szadmok (harom darab) a komponensei. Megint masképp: esetleg ezeket a ,vek-
tor’komponenseket csak a bazisra hivatkozva tudtuk kiszdmitani, mégis vajon az igy kapott ,vektor”
létezik-e a koordinatarendszertdl fiiggetleniil is, azaz tényleg vektor-e'®. Ehhez az kell, hogy vala-

48Ha majd kés6bb rutinosabbak lesziink, elhagyjuk a jelolésbeli kiilénbséget kozottiik: nyomtatasban altaldban a
haromdimenziés térbeli vektorokat félkovér szedéssel kiilonboztetik meg, irdsban pedig alahuzassal és kész.

49(Csak az, hogy lett harom szadm egy adott bézisban, nem elég. Bdrmilyen hdrom ,szam” (mérési vagy szamolési
eredmény) nem alkot fizikailag értelmes vektort; olyat, hogy ha a szamharmasunkat masik koordinatarendszerben
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hogy bizonyitsuk, hogy ha barmilyen masik bazisban szamoltunk volna, akkor éppen olyan (mésik)
szamhéarmast kaptunk volna, ami tgy kapcsolédik az eredeti szaimharmasunkhoz, mint ahogy va-
lodi vektorok esetén kell. Ekkor biztosak lehetiink majd, hogy igazi vektorral allunk szemben.

e A harom vektor, amit bazisnak kijeloltiink, még egyebet is tud. Nevezetesen: hosszuk egységnyi:

—

6(1), 5(2), 5(3) . ‘5(1)’ = 1, ‘5(2)’ = 1, ‘5(3)’ =1.

Tovabba: barmelyik barmelyik masikra merdleges. Ezt (és a hosszakat is) egységesen felirhatjuk
a mar bevezetett skaldrszorzas miveletére hivatkozva. A kovetkezd tablazatban felirjuk barmelyik
béazisvektorunk barmelyik masikkal vett skalarszorzatat. Ellendrizziik ezeket!

ey €y =1, € - €z =0, €q) - €3 =0,
€@ - €m =0, €e) - €2 =1, €2) - €3 =0, (4.1)
€@ - €y =0, €@) - €2) =0, €) - €3 =1

Itt az indexek helyére 1, 2, 3-at irtam, de irhattunk volna z, y, 2-t is. Ez a tablazat tehat tartal-
mazza azt is, hogy a valasztott bazisvektorok egységnyi hossziiak: onmagukkal vett skalarszorzatuk
1, illetve azt is, hogy barmelyik barmelyik masikra merdleges (ott a skalarszorzat nulla). Tovabba
kicsit tul bobeszédien pl. € - €2)-t kétféle sorrendben is felirtuk; nem kellett volna, hiszen a
skalarszorzas kommutativ. Mégis; igy attekinthetébb lett a tablazat.

e Utolso ,programpont” a vektorszorzatok kiszamolasa. Itt mér fontos lesz, hogy €(1), €() és €(3)
jobbsodrasu rendszer. Mindegyik vektor mindegyikre meréleges, igyhogy két kiilonb6zé bézis-
vektorunk vektorszorzata a harmadik iranyaba mutat, nagysaga egységnyi lesz. (Az egységoldala
négyzet mint paralelogramma teriilete 1). A kovetkez$ tablazatban megint az Gsszes lehetGséget
felsoroljuk (az attekinthetGségért vallalva, hogy kétszer annyit irunk). Ellendrizziik le ezt is!

ey x €ny = 0, €1) X €2) = €3), €y X €3) = —€(2),
€(2) X €(1) = —€(3), €e) X €z = 0, €o) X €3 =€), (4.2)
€@3) X €1y = €(2), €(3) X €2) = —€(1), €z X €z = 0

4.2. Kronecker-delta, Lévi-Civita-szimbé6lum, indexes irasmaod

e Az el6z6 két tablazat, amelyben a bazisvektorok skalar— ill. vektorszorzatait felsoroltuk, oly-
annyira attekinthetd, és olyan sokszor elGkeriil, hogy kiilon jeleket vezettek be rajuk. Az els§ az
tin. Kronecker-delta nevii®® szimbolum, dy;. Ennek két indexe van (itt éppen k és 1), most ezek
mindegyike az 1,2,3 (azaz: z, y, z) akdrmelyikét jelentheti. Tehat ez a 0y szimbolum itt 3 x 3 =9
darab szamot tomorit. Mégpedig konkrétan a kovetkezGket:

1, ha k=l (azaz: k=l=1, vagy k=I[=2, vagy k=I=3),

K ker-delta: Oy :=
rofeceraettas - ou { 0, ha k#l (azaz az el6bb felsoroltakon kiviili esetekben).
Szavakban: a Kronecker-delta értéke 1, ha a két index megegyezik, és nulla, ha nem.

e A vektorszorzatok tomor leirasahoz pedig az un. Lévi-Civita-szimbolum, ¢, jon jol. Ennek
harom indexe van (ezek voltak itt a k, [, m). Mindegyik index 1,2,3 (vagyis: x, y, 2z) lehet, tehat

szamolnénk ki, pont azt a mésik harom szamot kapnank, ami ennek a valodi ,vektornak” a méasik bazisban megfelelne.
S0F6leg régebbi konyvekben idénként Weierstrass-szimbélum néven is elékertil.
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az Epm Osszesen 27 darab szdmot ,tomorit”. Ezek:

1, ha (k,l,m) = (1,2,3) vagy (2,3,1) vagy (3,1,2),
Lévi-Civita-szimbolum: €wm =1 —1, ha (k,I,m)=(1,3,2) vagy (2,1,3) vagy (3,2,1),
0 egyébként, azaz ha k=I[, k=m, vagy l=m.

Szavakban: az ey, Lévi-Civita-szimbolum értéke 0, ha barmelyik kett6 index megegyezik, +1, ha
a k, [, m indexek értékei ilyen sorrendben az 1, 2,3 szamok valamely paros permutacioja, és —1,
ha a k, [, m indexek értékei az 1, 2,3 szamok paratlan permutacioja; tobb lehet&ség nincs is.

o A Kronecker-deltaval tehat a valasztott bézisvektoraink skalarszorzatait a fentebbi tablazatot
tomoritve igy irhatjuk:

—

€) - €1y = O, minden k, [ esetén. (4.3)

A vektorszorzatokat pedig a Lévi-Civita-szimbolummal irhatjuk fel, a kovetkez6képpen:

3
€y X €uy = Z Erm€(m), minden k, [ esetén. (4.4)
m=1
Ellendrizziik, hogy tényleg igaz ez a képlet! (Segit, ha felidézziik, hogy a ejim-mel jel6lt 27 darab
szam kozott sok a nulla: €g,,, mindig nulla, amikor barmelyik két index értéke megegyezs.) Esetleg
felmeriil, hogy nem lehetett-e volna ,yalami egyszeriibb szimbolumot” bevezetni a vektorszorzas
leirdséra, de némi gondolkodas utan majd megnyugszunk, hogy gyakorlatilag nem.

e Sokszor el6keriil még ilyen indexes irasmod, mint az el6z6 kettd. A (szokasosan a latin dbécé
kozepe tajarol vett) betiik indexeket jelolnek. Ezekrdl a problémakor elején” megéallapodunk, hogy
milyen értékeken futhatnak végig: itt most minden index ugyebar az 1,2,3 értékeket (z, y, z) veheti
fel. Figyeljiink fel a képletek szerkezetére: kétféle index fordul el§. Az egyik ugyanolyan jeli
az egyenlGség két oldalan: ezek kiilonboz6 értékeinek tulajdonképpen annyiféle kiilonbozé képlet
felel meg, ahanyféleképpen ezeket kioszthatjuk (pl. ugyebar a (4.3) egyenlet ilyen modon 3 -3 =9
egyenletet ir le egy fiist alatt); az ilyen indexeket szokds a képletben ,szabad index” névvel
illetni. A masik fajta index olyan, amire Gsszegezni kell: ennek bettjele barmi lehet; a jel csak azt
tomoriti, hogy a (szummaval kijel6lt) Osszegzéskor hova kell ugyanazt az index-értéket irni: ezek
az ,,0sszegzbindex” névre hallgatnak. A (4.3) skalarszorzatos Krokecker-deltas képletben nincs
osszegzdindex, a (4.4) Lévi-Civita-szimbolumos képletben a felirt alakban a k, [ a szabad indexek,
az m 0Osszegzdindex.

e Az indexes frasmoédban tehat akkor lehet ,helyes” egy képlet, ha

1) a szabad indexek a két oldalon ,ugyanagy” (ugyanannyian, ugyanannyiszor) fordulnak eld,

2) az Osszegzbindexek jele barmelyik szabad indextdl kiilonbozik.

Nemsokara latjuk, hogy gyakorlatilag nagyon sokszor (a mostani ,Vektorszamitas” oran mindig)

hozzavehetjiik azt is, hogy minden szabad index mindkét oldalon pontosan egyszer fordul eld.
Ezek tiszteletben tartdsa mellett azonban barmilyen konkrét jelet vilaszthatunk az indexekre:

példaul az iménti vektorszorzésos képletet felidézve az alabbi képletek:

3

3 3
k) X €1y = D _ ExtmE(m); ey X €y = D Eripllp)s Em) X €y = Y _ Emnglly)
1 p=1 q=1

m=

hajszalpontosan ugyanazt jelentik: csak az indexek jelolését valtoztattam. Figyeljink: az els6
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felirt alakban az m Gsszegzdindex, az utolsdban viszont az egyik szabad indexet jel6ltem m-mel:
nem gond, mindegyik egyenlet dnmagdban nézve szintaktikaikag helyes, és mindegyik pontosan
ugyanazt a 9 darab Osszefiiggést ,tomoriti”, melyeket fentebb, a (4.2) képletben irtunk ki teljes
részletességgel. Mar ennyibdl is latszodhat, hogy az indexes képleteket egyszertibb felirni, és egy
kis gyakorlattal kezelni is sokkal egyszertibb lesz, mint az Gsszes lehetGséget egyenként kijelolni.

4.3. Vektormiiveletek reprezentacioja

A vektoroknak tehat adott bazisban szamhéarmasokat feleltettiink meg; ezt gy mondjuk, hogy a
vektorainkat reprezentdaljuk. (A sz6 jelentése kb.: ,abrazoljuk”; jobb megtartani a latinos elneve-
zést, mert specifikusabbat takar.) Az  Abrazolni” itt azt jelenti, hogy egy ,elvontabb” dolgot (a
térbeli vektort, v-t) ,konkrétabh”, | konnyebben kezelhetd”,  kézzelfoghatobb” dologgal (egy szam-
harmassal, v-vel) helyettesithetjiik, amivel pl. kénnyebb lesz szamolni. Lassuk, hogyan.

e Kezdjiik az alapvetd vektortér-miiveletekkel: az Gsszeadassal és a szdmmal szorzéssal. Nem
nagy misztérium, hogy egy vektor v szdmszorosanak reprezentacidja a ,szamharmas szamszorosa’,
azaz a komponenseket egyenként szorozni kell, igy:

- V1 Avy
Ha v-nek megfelel v
= I V= s Ay = ) 4.
akkor  Ainek megfelel Av. thugye: v= vz ), o5 AV in (45)
V3 V3

e Figyeljiink! Az, hogy mit jelent egy szimharmas (v) szdmszorosa, azaz A - v, azt tulajdonképpen
most vezettiik be. Az viszont mar, hogy a szammal szorzott vektornak, Av-nek megfelel6 szamhéar-
mas éppen Av, sziikségszert kovetkeztetés. Valoban: az, hogy v-nek megfelel v, éppen azt jelenti,
hogy V-t az v-ben szerepld egyiitthatokkal fejezhetjiik ki a bazisunkban:

3 3 3
V < v jelentése: V= Z VE€(k) ekkor nyilvin AV =\ Z Vi€l = Z(x\vk)e(k).
k=1 k=1 k=1
Emogott végiilis a vektorok szammal szorzasanak vektorosszeadasra vonatkozo disztributiv tulaj-
donséga all: a szammal szorzast lehetett komponens-vektoronként csindlni. Figyeljiik meg azt is,
hogy a szummajelet mar ,fejben” az Osszegzéssel helyettesitettiik: az is a szorzas disztributivita-
sanak megnyilvanulésa, hogy ,a szummajelet kiemelhettik”.

e A vektordsszeadas is egyszerti: mivel a vektordsszeadés asszociativ, mindegy, hogy el6bb az d és a
b vektorokat Osszerakjuk komponensekbdl, és aztan adjuk Ossze Gket, vagy el6bb a komponenseket
egyenként Osszeadjuk, majd az igy kapott komponensekbdl rakjuk Gssze az eredményvektort:

3

3 3 3 3
a= Z ay, _’(k), b= by _»(1@) = a+b= Z aké’(k) + Z bkg(k) = Z(ak—l—bk)(?(k). (4.6)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Szamharmasok nyelvén tehat:
a1+0;
az d+b vektornak az a+b szamharmas felel meg, ahol a+b= | as+bsy |. (4.7)
Cl3+b3
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Megint: szamharmasok Gsszegét most értelmeztiik (elég nyilvanvalo modon), és allitjuk tehat, hogy
vektorok Osszeadésa a szamharmasok Gsszeadaséval reprezentalodik.

e Vegyiik most szemiigyre a skalarszorzast. Komponenses alakban (reprezentalva) két vektort
(mondjuk u-t és V-t) konnyedén kiszamitatjuk a skalarszorzatukat. Messzemendkig kihasznaljuk,
hogy a skalarszorzés a vektordsszeadasra nézve disztributiv, és a szammal szorzas is ,kiemelhetd”
bel6le: ez ugye azt jelenti, hogy a ,linearis kombinaciot kiemelhetjiik” a skalarszorzatbol, maés
szoval: tagonként végezhetjiik a skalarszorzast. Két vektor skalarszorzata tehat:

-

b = (alg( )—I—a25( )+a36 )(b1€ ‘l‘b e +b3§(3)) =

QU

g = ay é, +a z +a z = alble 6 +Cl1b2€ g )+a1b36 5 )+
l—)’ b e_,( )+ b 26 (2)+ b Z ®)> = +&2b1€(2 é’( +a2b26(2 5 )+a2b36 g )+
) 25(2) 3 —|—a3b1€ ( +a3b2€(3)€ )+G3b36 53) =

= a1b; + axby + agbs.

Egyszert eredményt kaptunk! Még egyszer leirom, indexes jelolést és a szummajelet hasznalva:
3

3 3 3 3
a- [;: (Z aké'(k)) (Z blg(l)> Z Z akaE(k YE©) Z Z akblékl = Z akbk.
k=1 =1

k=1 l=1 k=1 I=1 k=1

e Figyeljiink megint az indexes jelolés szépségeire! ElGszor is: tomorebb®'. Tovabbi megfigyelni-
valok: az, hogy a szummajelet ki-be vihetem szorzasbol, tulajdonképpen a szdmok miiveleti tulaj-
donsagainak (szorzas disztributivitasa, osszeadas kommutativitasa, sth.) megnyilvanulasa. Arra is
figyeljiink, ami késébb is el6keriil, hogy hogyan kell Kronecker-delta indexeire 0sszegezni:
mivel ennek értéke csak akkor nem nulla (és akkor 1), amikor a két index megegyezik, a Kronecker-
delta mintegy ,kakukk modjara” mikodik: a szabadon maradt indexét ,behelyettesiti” a masik,
Osszegzett index helyére mindenhova:

3
> owA=A k., (4.8)
=1

ahol itt most A akarmilyen vektorkomponensek akarmilyen indexeket tartalmazoé szorzata; ebben
a tobbi index helyben marad, a benne szerepl6 [ index, amire 0sszegziink, a k-val helyettesitédik.

e Jegyezziik meg tehat a skalarszorzas komponensekkel vald elvégzésére kapott végeredményt:

ay by 3
a=|as |, l_? = b2 = a-b= Clel + a2b2 + (lgbg = Zakbk.
as b3 k=1

Ha akarjuk, jeldlhetjiik a-b-vel, vagy egyszeriien a b-vel is a mintegy most értelmezett szamharmas-
skalarszorzatot: ab = a1b; + azby + azbs.

e Specidlisan, egy vektor 6nmagaval vett skalarszorzata tényleg a vektor hosszanak négyzete:
a-@ = aya1+azas+asas = ai-+a3+a;. ez tényleg |d@|*, a Pitagorasz-tétel szerint.

Még jo, hogy ez most is kijott. Néha vektor négyzetén az énmagaval vett skalarszorzatat értik: ez
tehat egy szam, és ez éppen a hosszanak a négyzete.

Sl Tetézve: ha netdn nem hérom, hanem ,sokdimenziés” térben dolgoznank, latszik, hogy az indexes levezetés
ugyanigy miikédne, csak nem 1-t6l 3-ig, hanem 1-t6l sokig futnédnak az indexek.
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e Széamolasi szabélyt kaptunk teha a skalarszorzat kiszamitasara. Egy egyszertl alkalmazas (gya-
korlasként szamtalan hasonlot kigondolhatunk): hatarozzuk meg a kocka egy csticsabol indulo két
(kiilonboz6 lapon mend) lapatlojanak o szogét! Valasz: harom ilyen lapatlo egy (a kockat térben
keresztbe atnyess) szabalyos haromszoget alkot, agyhogy biztos a=60° két ilyen atlo szoge. Eh-
hez azonban ,,gondolkodni” kellett, éppen ezt akarjuk ,megsporolni”. Legyen ezért egységoldali a
kocka, ekkor az egy csticsbol indulo élvektorok vehetsk az €(,), €y, €(z) egységvektoroknak. Ekkor
két, pl. az x—=z sikban ill. az y—z sikban mend lapatlot megadéd vektor:

1 _»: p—
vl = Vi V2, . — O
v=1[(0], w=1|1 = |0 =yuw=+Vv2 = cosoe:|4||_,|:§ =  a=60°.
V||
1 Vil =vw =1

Megkaptuk az eredményt. Bonyolultabb esetben (pl. a dodekaéder lapatloinak szogét szamolva)
méar sokkal inkdbb a ,gépies” modszer a célravezetd.

e Térjiink at a vektorszorzasra. Itt is az a kérdés, hogy ha adottak az @ és a b vektor komponensei,
hogyan hatarozzuk meg az eredmény, adxb komponenseit. Most mar végig indexesen szadmolunk.
Felirjuk a vektorainkat a bazisvektorok linearis kombinécidjaként:

3 3 3 3
= E Ake(k); b= E bke(k) = axb= E AKC(k) E ble(l) .
k=1 k=1 k=1 =1

>koskoskosk sk sk sk sk sk sk sk kokokoskokoskosk sk sk skokoskokokokoskok skokosk sk kokok

Fontos megjegyzés: vigyazat, egy képletben egy Osszegzindex nem szerepelhet | kétféle Osszeg-
zésre”! Amikor a G-t és a bt itt kiilon-kiilon felirjuk indexezett 6sszeggel, nem baj, ha mindkettében
k-t frunk, hiszen két kiilonbo6z6 képletr6l van sz6. Amint azonban ezeket egy képletbe rakjuk, nem
szabad ugyanazzal jelolni a két Gsszegzbindexet! Ezért cseréltem le az egyiket [-re: igy rendben
lesz a képlet, kiilon-kiilon ,fut” £k és [, kiilon-kiilén kell mindkettére Osszegezni.
skt sk kR Kk Kk ARk sk Kk Kk kR ook

Tovabb haladva: kihasznaljuk, hogy ahogyan a skalarszorzatbol, a vektorszorzatbol is  kiemel-
hetd” a linearis kombinéacio képzése, azaz: Osszeg, szamszoros vektorszorzottja a vektorszorzottak
osszege, szamszorosa. Tudjuk tovabba (felirtuk a Lévi-Civita-szimbolum segitségével) a bazisvek-
toraink, a €()-k vektorszorzatait. Ezeket Gsszerakva az adodik, hogy

3 3 3 3 3
ixb=> "> apbi(epxén) Z Z arby (Z Ektm€(m) > = ) ) cumarbiom)
=1

k=1 k=1 l=1 k=1 l=1 m=1

Ahhoz, hogy kellemes alakban kapjuk ezt a képletet, emlékezziink, hogy ha ex;, indexeinek péa-
ros permutaciojat vessziik, az érték nem valtozik, igy cipm — €mp atirdst tehetjiik. Ezutan az
osszegzbindexeket (klm) — (Imk) moédon émtjelélhetjﬁk52. Ezzel:
3 3 3 3 3
(7)(5 = Z Z Z 5mklakbl€(m) Z Z klmalb 6 (k) = Z (Z Z klmalbm> €(k)-

k=1 =1 m=1 =1 m=1 k=1 k=1 \I=1

Az utols6 egyenlGségben pedig a szummdk sorrendjét cseréltiik meg, amit az Gsszeadas (szamoké
és vektoroké is) kommutativitasa miatt tehetek meg. Tovabba  kiemeltiink™ amit kaptunk, az

52 Fz az 4atjeldlhetSség ugyebar csak annyit mond, hogy az Osszegzdindexeket akarmilyen betiivel jeldlhetjiik,
lényeg, hogy kiilonb6z6 Gsszegekhez kiilonb6z6 indexek tartozzanak.
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a bazisvektorok linearis kombinacioja (k-ra vett Gsszeggel kijelolve), a nagy zarojelben 16vs (egy
darab k szabad indexet hordozo) egyiitthatokkal. Ezek tehat a vektorszorzat komponensei. Ha
(kissé pongyola modon) axb modon jeloljiik a vektorszorzat eredményét megadd szamharmast,
akkor tehat azt irhatjuk, hogy

3 3
(@xb)e =) cimibm
=1 m=1

Ugyebar a képletben: k szabad index, [ és m 0Osszegz6indexek. Konkrétan is érdemes felirni az
eredmény,yektort” (azaz: szamharmast) tgy, hogy konkrétan visszaidézziink ey, értékeit (mind a
27-et, amibdl csak 6 darab nem nulla). Megjegyezhetd ritmusa” képlet adodik, jegyezziik is meg:

ay b azbs — asby
a=|axy|, b=|by = axb=|asb; —abs
as bs a1by — asby

Igy tehat kényelmesen kiszamithatjuk akdrmilyen (derékszogii bazisban vett komponensekkel adott)
vektorok vektorszorzatat.

4.4. Tovabbi miveletek, kétszeres vektorszorzas, vegyesszorzat

e Egy fontos kiegészités a skalarszorzashoz: ha adott egy vektor, akkor annak egy komponensét
(mivel a bazisunk ortogonalis) tigy kapjuk, hogy a megfelel§ bazisvektorral skalarszorzunk:

3
V= Z Vi€(k), akkor v, =V-epy).
k=1

Ez a geometriai jelentésbdl (vetiilet nagységa) teljesen nyilvanvalo, de lassuk be jalgebrailag” is:

3 3
<Z Vi e_' >€ Z Vi (5(1)5(k)) = Z vlékl = Vi, tényleg.

=1 =1
Kozben ugye figyeltiink: ha k£ a szabad index, méassal kellett jelolni az Gsszegzdindexet. Az ered-
mény nem tlinik nagy dobasnak, mégis jegyezziik meg: fontos dolgok kezd&pontja lesz.

e Kordbban igértiik, hogy visszatériink a kétszeres vektorszorzashoz, aminek az eredménye egy
vektor. A kovetkezs képletet szeretnénk belatni. Allitas: akarmilyen harom vektorra

@ x (bx@) = (@b — (ab) (4.9)
Itt a zardjelekben skalarszorzatok vannak, ezek eredmenyevel (szdmokkal) szorozzuk b-t ill. &t
Emlékezziink a geometriai jelentésre: bx& ugye b-re és Ere is meroleges teh&t ennek akarmllyen
harmadik vektorral (itt @-val) valo vektorszorzata biztosan qua abésacd ¢ sikjaba fog esni. Eppen
ilyen képletet irtunk fel, ami az a><(b><5)—t megadja mint b és € linearis kombinaciojat. Ez tehat
érthetd szemléletesen; azt viszont, hogy mi szerepel az egyiitthatok helyén, mar elég nehézkes lenne
Jkitalalni”®3. Indexes, komponensenkénti szdmoldssal viszont célhoz ériink.

53 Bar azt, hogy az eredmény mindkét tagja mindhdrom vektort linedrisan kell, hogy tartalmazza, azt megsejt-
hetjiik, mivel a bal oldal is ilyen szerkezeti; ezzel azonban még nem sokra megyiink.
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e Elgszor lassuk be a kovetkezd Gsszefiiggést:

Z EkimEmpq = OkpOlqg — OkgOlp, minden k, [, p, ¢-ra. (4.10)
m=1
Ezt a képletet érdemes jol megjegyezni. Figyeljiik meg a szerkezetét: van négy szabad index (itt
k, 1, p és q voltak), tehat a fenti képlet Osszesen 3-3-3-3 = 81 darab osszefiiggeést foglal magéban.
A bal oldalon m az 6sszegzdindex, ugyebar 1-t6] 3-ig fut. Az index-kiosztas a jobb oldalon nagyon
Hkellemes” minden egyszer szerepel, és k, [, illetve p és ¢ pont egyszer sincs ,parban” nyilvan,
mivel a bal oldalon a k és az [ kicserélésére antiszimmetrikus a kifejezés (csak tigy, mint a p és a ¢
kicserélésére).
Ami a (4.10) képlet bizonyitasat illeti: végig kell nézni mind a 81 lehetSséget (minden
lehetGség a bal oldalon egy haromtagt Gsszeg, a jobb oldalon pedig a két Kronecker-delta-szorzat
kiilonbsége). Egyszer az életben érdemes végigesinélni.

e Tudva most mar a fentebbi (4.10) képletet komponensekben kiszdmithatjuk @x (bxa)-t.
Indexesen szamolunk; most mar rutinszeriien alkalmazzuk a korabban latott triikkdket, de azért
gondoljunk jol végig minden egyes egyenlGségjelet, hogy ott mit is hasznaltunk ki, miért igaz az:

3 3 3 3 3

(QX (g Z Z Eklm Q1 g><c = Z Z Eklm Al Z Z Empqlp

=1 m=1 =1 m=1 p=1 g=1

3 3 3 3 3 3 3 3
:E E E EklmEmpqibpcy = E E E aibyc, E €klm5mpq =

=1 m=1 p=1 ¢=1 =1 p=1 ¢=1

3 3 3 3 3 3 3 3
= Z Z Z albpcq(ékpélq — 5kq5lp) = Z Z Z albpcqékp&q — Z Z Z albpcqékq5lp =
=

1 p=1 ¢g=1 =1 p=1 ¢=

3 3 3
= Z albkcl — Z Clele = bk (Z alcl> — Ck (Z albl> = (6E)bk — (C_ﬂ_)) Ck -

=1

—_

Tényleg kijott k-adik komponensnek az allitdsban szereplé eredményvektor k-adik komponense.

o Még egyszer felirjuk az eredményt, és azt a képletet is, amikor ,a masik kett&” vektor vektor-
szorzatat végezziik el elGszor:

— —, —,

@x (bx@) = (@d)b — (@b)é, (@xb) x &= (@d)b — (¢b)a. (4.11)

Persze nyilvan altalaban nem ugyanaz a kett6. A méasodik képletet nem kell Gjra levezetni; a
vektorszorzas antikommutativitasat hasznalva visszavezethetd az elsére®t.
Megjegyezni (memorizalni) gy lehet ezeket, hogy

1) kéttagu kifejezések, "plusz” és "minusz”,

2) minden tagban minden "indul6” vektor egyszer szerepel,

3) a "bels6 vektorszorzat” két tényezGjének linedrkombinaciojat kell kapjuk, és
4) a "kozépsonek felirt” vektor-tag van + elgjellel.

Ez mindkét alakra vonatkozik.

54Teényleg: (@xb) x &= —x (@xb) = —&x (—bxa@) = —&x (—bx @), ez pedig mar az elss képlethez hasonlé alaki:
ha erre azt alkalmazzuk, megkapjuk a —¢ x (—bxd)-re vonatkozo eredményt.
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e Vegyiik roviden szemiigyre a vegyesszorzast! Hogyan szamitanank ki a komponensekbdl harom

vektorra @ - (Z;xc_) = (c?xl;) -C=...-t, azaz a vegyes szorzatot? Nyilvanval6, hogy
3 3
bXE) Z ag (Z Z eklmblcm> , azaz a - (5><€) Z Z Z eklmakblcm (412)
=1 m=1 =1 =1 m=1

Ha felidézziik a ey, szimmetriatulajdonsagait:
Eklm = Emkl = Elmk = —€kml = —Elkm = —Emik, (4.13)

akkor a vegyesszorzatot megado képletbdl az indexek atjeldlgetésével sorra belathatjuk, hogy ezek a
szimmetriak Gsszecsengenek a vegyes szorzatrol kordbban mondott tulajdonségokkal (felcseréléskor
elgjelvaltasok; mindegy, hova tessziik melyik szorzatot, stb.).

e Konkrétan kiirva (egyszer):
a- (5><5) = Cle263 + agbgcl + G,gblCQ — albgcg — agblcg — Clgbgcl. (414)

Ehhez az alakhoz elére megjegyezziik, hogy képzeljiik el az alabbi tablazatot (nemsokéra az ilyennek
mdtriz lesz a neve):

ap b
as by ¢ )
az by c3

az egyes tagok a fenti hattagu Osszegben tgy adddnak, hogy minden lehetséges moédon végig-
megyiink ezen a tablazaton ugy, hogy egy sorbol pontosan egy elemet valasztunk. A tagban az
Lerintett” tablazat-elemek szorzata lesz, elGjele pedig a végigmenés mint permutacio elGjele. Az
ilyen konstrukciét ezen mdtric determinansianak fogjuk hivni. Nagyon fontos: ez a determinans
pontosan akkor nulla, ha a kifeszitett paralelepipedon térfogata nulla, azaz akkor, ha a harom
vektor, d, b és C linedrisan Osszefiiggenek.

okk

T stz

moddal. Megszoktuk, hogy minden 0sszegzdindex (a harom térdimenziénak megfeleloen) 1-t61 3-ig
fut, és azt is megszokhattuk esetleg, hogy a szummajeleket (az dsszeadas kommutativitdsa miatt)
ide-oda csereberélhetjiik; mindegy, milyen sorrendben irjuk Gket. Ezért egy kicsit ,eleresztjiik”
magunkat: a kovetkez6kben a rendesen kijelolt szummajel helyett csak azt irom oda (t6bb index
esetén is egy szummajelet irva, hiszen a sorrend mindegy lenne), hogy mik az Gsszegzdindexek.
Ezzel a jeloléssel példaul a vektorszorzat komponenseit megado6 képlet:

3 3

(@x D)k =" hmbm =Y Ermaibn. (4.15)

=1 m=1 lm
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5. Linearis leképezések

Sokféle vektorokon értelmezett mivelettel, fiiggvénnyel talalkoztunk méar eddig is; most &ltaldnosan
szemiigyre vessziik a vektorokon értelmezett olyan fiiggvényeket, amelyek illeszkednek” a vektor-
terekben értelmes Osszeadashoz és szammal szorzashoz, azaz a linedris miveletekhez. Az ilyen
fiiggvényeket linedris leképezéseknek fogjuk hivni. Az altalanos matematikai ismerkedés mellett
konkrét érdekességként néhany geometriai transzforméciot is megismeriink kozelebbrol.

5.1. Linearis leképezések, operatorok

e A linearis leképezések fogalmat sugalljak pl. a fizikai teriink (részben ,hozott anyagként” ismert)
geometriai transzformécioi: vetitések, forgatasok, tiikkrozések. Ezeket (az origot kijelolve) felfog-
hatjuk ugy, hogy (hely)vektorokhoz (hely)vektorokat rendelnek. Sok jo tulajdonsaguk van, de
a legfontosabb kozos benniik: egy vektor adott szdmszorosahoz ill. két vektor Gsszegéhez az
eredeti eredményvektor(ok) ugyanolyan szdmszorosat ill. 6sszegét rendelik. Ezek a transzfor-
méaciok tehat  kicserélhet6k” a linearis miiveletekkel (vektorosszeadassal és szammal szorzéssal).

e Ezen a nyomon elindulva vezetjiik be a linearis leképezések fogalméat, elGszor teljes altaldnos-
saghan. Megbeszéltiik, hogy mit jelent a vektortér fogalma; legyen tehat adva két, V-vel és W-vel
jelolt vektortér (nem is feltétleniil ugyanaz), és tekintsiik az olyan fiiggvényeket, amelyek V-bol
W-be képeznek. Egy ilyen fiiggvényt, A-t linearis leképezésnek hivunk, ha teljesiil ra, hogy

AWV + W) = A(V) + A(w),

AOT) = AA(), barmilyen VeV, WeV vektorokra és A szamra. (5.1)

Persze ,a legtobb” VieW fiiggvény nem ilyen, de vektorterek gondolatkérében mozogva ezek a
legfontosabbak. A V-b&l W-be mend linearis leképezések halmazat Lin (V, W)—vel jeloljiik.

e A V-bgsl V-be meng (azaz vektorokhoz ugyanabban a vektortérben 1évé vektort rendeld) linearis
leképezéseket linearis operatoroknak hivjuk. Ezek halmazara a tomorebb Lin (V) jelolést hasz-
naljuk. Az indul6 példak ezen a nyelven tehat: ha V a fizikai teriink, akkor a forgatasok, vetitések,
tiikrozések ezen a V téren értelmezett lineéris operatorok, azaz Lin (V) elemeli.

e Jel6lések és elnevezések: szinte soha sem hivjuk  fiiggvényeknek” a linearis leképzeseket (noha
azok); annyira hozzajuk nétt a specifikusabb név. Vektorokon felvett értékiiket (igy mondanank
fiiggvényeknél) a geometriai transzformaciok nyelvezetébdl atvéve gy mondjuk, hogy ,hatnak a
vektorra”, az eredményt adva. Ha nem félreérthetd, linearis leképezések vektorokra hatésanak jelo-
lésekor elhagyjuk a (fliggvényeknél szokésos) zardjelet, egyszertien a vektortol balra irjuk a lineéris
leképezés jelét. Végiil: ebben a jegyzetben altalaban lineéris leképezés jelére "kalapot” tesziink®.

e Felirjuk még egyszer ezekkel a jelolésekkel a linearis leképezésekre vonatkozo fentebbi alapkrité-
riumot: egy A :V — W fliggvény akkor linearis leképezés, ha
AV + @) = AV + Aw .
- - ’ barmilyen veV, weV vektorokra és A szamra. 5.2
ANT) = N A7, Y (5:2)
Figyeljiink jol: Osszeadas és szorzas jele szerepel tobbféleképpen is itt, de szigorian véve mast és
maést jelentenek. Pl. az els6 képletben, A(V+@)-ben a zarojelben a + jel a V-beli vektordsszeadast

55Ezek a jeltlések nem minden kdnyvre érvényesek; most az attekinthet&ség kedvéért hasznaljuk Sket.
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jelenti, a jobb oldalon, AV + Aw-ben a + jel viszont az érkezési vektortérben, W-ben értelmezett
vektordsszeadast. Hasonlban a masodik képletben a - szorzasjel egyszer a V-ben, egyszer pedig a
W-ben értelmezett “szammalszorzast” jelenti.

e A linearis leképezések alaptulajdonsaga azt is jelenti, hogy linearis kombinaciot is ,Atemelhetiink”
a hatasukon; ez a kovetelmény ekvivalens a fentebbivel. A szummajellel felirva tehat

N N
A (Z Ak@) = Z )\kfh_)'k, minden ¥, Us,...vektorokra és Ai, Ag, ...szamokra. (5.3)
k=1 k=1

Specialisan: elég kéttagt Osszegre megkdvetelni ennek teljesiilését; ha igaznak bizonyul, akkor
méar biztos, hogy linearis a leképezésiink, és ekkor az akidrhany véges tagu Osszegre is teljesiil az
iménti kitétel.

e Fiiggvényeknél fontos tudni az értelmezési tartomdnyt. Vajon mi egy adott V vektortérbél indulo,
azaz Lin(V, W)—beli linedris leképezések értelmezési tartomanya? Geometriai transzforméaciokra
gondolva mintha fel sem meriilne a kérdés: forgatasok, vetitések, tiikkrozések (persze, hogy) minden-
hol értelmezettek, hiszen minden vektornak van elforgatottja, tiikrézottje, vetitettje. Nemsokéara
(szép lassan majd) vilagossa valik, hogy ha az indulasi vektortér, V véges dimenzios, akkor egy
A e Lin(V, W) linearis leképezés mindenhol, az egész V-n értelmezhets. A tovabbiakban
tehat természetes modon figy vessziik, hogy linearis leképezések mindenhol értelmezve vannak?.

e Adott linedris leképezésekbdl tjabbakat lehet ,gyartani”. Legyen adva két linearis leképezés,
A és B, amelyek ugyanabbol a vektortérbél ugyanabba képeznek, azaz Lin(V, W) elemei. Min-
den ¥ € V indulasi térbeli vektorhoz létezik tehat A7, és BU, és akkor mar létezik ezek (W-beli)
vektor-Osszege, A+ Bvis. Tudva A-t és B’—t, minden v€V vektorhoz hozzarendelhetjiik Av+ Bﬁ—t,
amivel végsd soron Aés B Jfelhasznalasaval” egy tjabb V — W leképezést kapunk. Hasonloan, ha
adott egy A szam és egy AeLin (V, W) linearis leképezés, akkor minden v€V-hez hozzarendelhetjiik
A-Av-t, igy is egy V—W leképezést értelmeztiink a A\ szdm és a A leképezés felhasznalasaval.

o Ertelmezziik tehat két linearis leképezés 6sszegét az elsbbi mintara. Adott A,B €Lin (V, W)
esetén legyen A+B az a V=W leképezés, amelynek hozzarendelési szabélya

(A+ B)o := Av + B, minden ¥ € V vektorra. (5.4)

Itt is figyeljink: a + jel mast jelent a két oldalon. Az A+DB-t most értelmeztiik, a jobb oldalon
viszont az érkezési halmazbeli, W-beli vektorosszeadas szerepel, ami eddig is értelmes volt.

e Ertelmezziik egy linearis leképezés szamszorosat is: adott A szam és AELin(V, W) linearis
leképezés esetén legyen A-A (roviden: AA) az a V=W leképezés, amelynek hozzarendelési szabalya

(VAT = \- A7 (5.5)

e Sejthetd, és valoban igaz is, hogy linearis leképezések imént értelmezett Gsszege ill. szaAmszo-
rosa is szintén linearis leképezés. Jo szemléletformalas, ha belatjuk ezt: a legegyszertibb
lépésekben kell haladnunk. Azt kell belatni, hogy az eredmény-leképezés teljesiti a linearisakra
megkovetelt alaptulajdonsagot, amit pl. az iménti (5.3) egyenlet ad meg, és elég kéttagi Osszegre
belatni. Kihasznélni pedig a leképezések Gsszegének ill. szamszorzottjanak definicioit kell, valamint

%6Végtelen dimenzios vektorterek esetén vannak olyan (igaziboél amugy elég fontos) lineéris leképezések, amelyek
nem mindenhol értelmezettek. Ezekkel most ne foglalkozzunk egyelére.
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azt, hogy a mar eleve adott Ae¢s B leképezések tényleg linearisak. Tehat; elészor az Osszegre:

(A+B) (M T +Aats) = AN T14-Xot) + B T1+N\at) Ez volt A+B definicioja
= MAT, + M ATy + A\ BT, + Ao B0y mivel A és B linearisak
= )\1(121271 + Bﬁl) + )\2(121172 + BUQ) atrendezve, kiemelve
= M(A+B)0, 4 Mo(A4B) 1. A+ B definicioja visszafelé.

Osszehasonlitva az elejét és a végét latszik, hogy ahogy definialtuk, valoban A+B is teljesiti a
lineéris leképezésre megkdvetelt tulajdonsagot, azaz & is Lin (V, W) eleme. A szammal szorzassal
is hasonldéan egyszert dolgunk van:

(/\A)(ulﬁl—i-ugﬁg) =\ A(Mlﬁl‘i‘,uQUQ) Ez volt AA definicioja
= )\.(/“21171 + /@fl@) mivel A linearis
= ul(/\flﬁl) + ,ug()\flﬁz) atrendezve
= f11 - (NA)T, + ptg - (VAT megint AA definicioja, visszafelé.

e Firtelmes tehat linearis leképezések Gsszege, szammal szorzésa, és az eredmény is linedris leképe-
zés. Allitas: ezekkel a miiveletekkel ellatva Lin(V, W)—t is vektortérnek tekinthetjiik. Ehhez le
kellene ellenérizni, hogy a rajta imént bevezetett 6sszeadas és szdmmal szorzas, mint miveletek tel-
jesitik a megkovetelt tulajdonsagokat (Id. a 3.2. szakasz elejét). Nem nehéz ezt megtenni; egyszert
lépések kicsit hosszadalmas egymasutanja, tudva kozben, hogy a leképezések tényleg linedrisak.
Egyetlen dolgot esetleg érdemes kiilon megjegyezni: mi Lin (V, W) nulla-eleme? Azaz: milyen
az a V-bsl W-be mend (egyértelmi) linearis leképezés, amit barmelyik masikhoz hozzaadva ugyan-
azt a masikat kapjuk? Valasz (gondoljuk végig): a 0 € Lin(V, W) leképezés a ,,nulla-leképezés”,
amelyik minden 7€V-hez az eredménytér nullavektorat, 06 W-t rendeli.
e [iiggvényeknél értelmes a kompozicié fogalma, szokasos jeloléssel az f és a g kompozicidja fog.
Ez ugye azt jelenti, hogy (f o g)(z) = f(g9(x)). A kompozicié tehat az ,egymasutan-csinalas®””.
Ez minden tovabbi nélkiil értelmes lineéris leképezésekre (vigyazva, hogy az indulasi és érkezési
halmazok ,stimmeljenek”), tovabba elhagyjuk a kompozicié jelét (mintha szorzas lenne). Tehat
ha A : VisW és B : U—V linedris leképezések, akkor kompoziciojuk, AB az U-bol W-be képez:

A€Lin(V, W),

éELin(U, V) = ABGLin(U, W), amire minden 7€U-ra (/13)17 = A(Bﬁ) (5.6)

Figyeljiink, ,,jobbrél balra” haladva kell olvasni: AB olyan, hogy eldszir B hat, uténa A.

e El6reszaladtunk kicsit, mert egybdl azt irtuk, hogy AB a Lin([U, W) eleme: ehhez be kellene
latni, hogy a most értelmezett U — W leképezés, AB is tényleg linearis leképezés. Ehhez azt
kell ellenérizni, hogy tudja a megkovetelt alaptulajdonsagot. A korabbiak mintajara haladva:

(AB) (M1 +Xath) = A(B(Mth+Xoih)) Ez volt AB definicioja
= A(A1301+)\23112) mivel B linearis
= M A(Bvy)+XA(Buwy) mivel A is linedris
= M(AB)T, 4 M (AB) %, megint AB definicioja visszafelé.

5TValos fiiggvényekre pl. ha f(x) = 22, és g(z) = sinx, akkor (f o g)(z) = (sinz)?, és (g o f)(x) = sin(2?).
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e Ha az indulasi és az érkezési vektortér ugyanaz, akkor ha A Be Lin(V), akkor AB is Lin (V) ele-

o, e,

lin. leképezések szorzata asszociativ),
lin. leképezések szorzata disztributiv az 6sszeadasukra nézve),

és forditva” is),

(
(
(
(szammal szorzas kiemelhetd),

(forditva is).

Ebbdl kovetkezik pl. az is (ha az utobbi képletekben A=0-t irunk), hogy a nulla-leképezést akar-
mivel szorozva a nulla-leképezést kapjuk: 0A=A0=0. Ez egész nyilvanvalé amugy.

e A Lin (V)—ben 1év6 lineéris leképezések imént megbeszélt szorzasanak némely tulajdonsaga olyan
tehat, mint a szdmok szorzisié. Van két nagyon lényeges kiilonbség:

— Altalaban AE’#BA, azaz ez a szorzas nem kommutativ. (Pl ha A és B a térben két kiilon-
boz6 tengely koriili forgatés: gondoljuk ki, nem mindegy, milyen sorrendben csinaljuk Sket!)

— Lehet AB = () akkor is, ha egyik sem a nulla leképezés, azaz A # 0 és B # 0. Pl. ha A a

térben egy egyenesre vetités, B pedig egy erre merdleges egyenesre vetités, akkor AB=0 (azaz AB
minden vektort a nullavektorba visz), noha énmagéban sem A, sem B nem a nulla-leképezés®™.

e A szorzashoz ,egység” is tartozik. Ez tehat olyan Lin(V)—beli leképezés, jele I, neve egység-
operator, vagy latinosan: identitas-miivelet, amivel minden AELin(V)—re JA=AI=A. Ez az
egységoperator nem més, mint a ,semmit sem csinalds miivelete”, ami minden vektort énmagaba
visz (azaz: ,helyben hagy”); erre tényleg igaz az iménti szorzasos tulajdonsag. Operatoroknak
lehet inverze is, ezekre visszatériink.

5.2. Vetitések, forgatasok, tiikrozések

Miutan kicsit megismerkedtiink linearis operatorokkal altaldnossagban, vizsgaljuk meg kozelebbrol
fizikai teriink mar emlitett geometriai transzforméci6it! Ebben a szakaszban tehat vektorok alatt
most (haromdimenzios) helyvektorokat értiink megint.

e Legegyszertibb egy adott irdnyra vetités (merélegesen): ha adott egy 77 egységvektor (amire ugye
7| = 1), akkor egy adott @ vektorhoz a arn skalarszorzat éppen a meréleges vetiilet nagysagat adja
meg, az (an)n vektor pedig 77 iranyaba mutat, és ekkora: ez tehéat az @-nak 7 iranyu vetiilet-vektora.
A skalarszorzat és a vektormiiveletek tulajdonsagai alapjan konnyt ténylegesen belatni, hogy adott
7 esetén az a leképezés, ami minden @-hoz (a@n)7i-et rendeli, valoban egy linearis leképezés. Ez tehat
a merGlegesen vetités operatora.

e A vetitésekhez is, de amugy is hasznos lesz a kovetkez6 jelolés: két adott vektor, @ és W esetén
bevezetjiik ezek diadikus szorzatat. Ez egy linearis leképezés, Lin(V) eleme lesz, jele 4 o W, és
a definicidja az, hogy minden @ vektoron a kévetkez&képpen hat:

@ow € Lin(V), ami minden @ vektorra azt csindlja, hogy (@ o w)ad = (wa)d. (5.7)

"8Egy linearis leképezés vihet bizonyos vektorokat a nullavektorba (mint a vetitések is) anélkiil, hogy 6 maga a 0
nulla-leképezés lenne (ami ugye minden vektort a nullaba visz).
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Ha az eredményben u szammal szorzasat ,hatra” irjuk (kissé szokatlanul), akkor szemléletesebb:
(@ o W)a = u(wa). Szavakban: a diadikus szorzat olyan leképezés, ami a masodik vektorral vett
skalarszorzatnyiszor veszi az els6t. A diadikus szorzat jeldlésével tehat

Az 7i-re valoé merélegesen vetités operatora: Pi=mnon. (5.8)

e Szamitsuk ki két diadikus szorzatnak, aob-nek és cod-nek mint operatornak egymasutani hatésat,
azaz szorzatat! Egyszeri, felidézve a definiciot, és a linearis tulajdonsagot hasznalva:

- -

(@ob)(God)V = (ﬁoE)(%)(i:

hisz minde = (dV)(@ob)e=
(@ob)(Cod) = (bc)-(dod), 7 vektorra = @V)(lf?ci = (5.9)
= (be)(dv)a =

Ezt nemsokara mar hasznalni fogjuk.

e Hatarozzuk meg egy sikra valo vetités operatorat is! Fizikai teriinkben egy sikot meghataroz
a ra merdleges irany; legyen ez az irany a § egységvektorral adva, |s] = 1. Ha egy V vektorbol

kivonjuk az S-re vett vetiiletét, megkapjuk az S-re merdleges sikra valo vetiiletet, ez tehat v— (Vs)s.
Ebbdl lesziirhetjiik, hogy

Az §-re meréleges sikra vald vetités operatora: I —Sos.

e Tovabb flizve, az S-re merGleges sikra lehet vetiteni nemcsak ra mergleges iranybol, hanem
valamilyen 77 egységvektor ,mentén” is. Ennek kitalalasahoz: egy v vektor vetiiletét ugy kapjuk,
hogy egy n irdnyu vektort, azaz a - n-et kivonunk belGle. A még ismeretlen a-t az hatarozza
meg, hogy az eredmény tényleg a megkovetelt sikban fekiidjon, azaz merdleges legyen S-re (vagyis:
skalarszorzatuk nulla legyen); tehat:

(V—aﬁ)-§:() = V¥=a-(ns) = a=—

ebbdl tehat a Vv vektor vetitettje: v — f;—i:ﬁ, azaz:

- .1
Az s-re meréleges sikra 7 mentén vetités operatora: Py 5 =1— =5 -1 05. (5.10)
sn

Ha 77 = §, akkor visszakapjuk az el6z6 pontban felirt, sikra valé merélegesen vetités operatorat.

e Figy egyenesre is lehet valamilyen (nem feltétleniil ra meréleges) sik mentén vetiteni; gyakorlaskép-
pen vezessiik le, hogy ha az 7 egységvektorral adott irAnyd egyenesre vetitiink az 5 egységvektorra
meréleges sik mentén, akkor azt kapjuk, hogy

. 1
Az 5-re meréleges sik mentén az 7 irdnyba valo vetités: FPyg = =5 -7 05. (5.11)
sn
Ez (az § = 7i esetben) speciélis esetként persze visszaadja a fentebb latott 7o 7 operatort, ami egy
egyenesre vetit, merGleges iranybol.

e A vetitéseknek (osszefoglaloan) fontos, s6t mar-mar definialé tulajdonsaga, hogy ha P egy
vetitGoperator, akkor P2 = P. (Itt persze P? a PP szorzatot jelenti). A P? = P egész nyilvanvalo
dolgot mond: ha egy vektort egyszer mar levetitettiink, az mar nem véltozik, ha még egyszer
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VAN

5 5
n n

a) b) c) d)

12. abra. Néhéany targyalt fajta térbeli vetités illusztracioja. a): egységvektorral kijelolt egyenesre,
merdlegesen. b): egységvektorra meréleges sikra, merdlegesen (a sikot szaggatott vonal jeloli). c):
egységvektorra meréleges sikra vetités, masik egységvektor mentén. d): egységvektor altal kijelolt
egyenesre vetités, masik egységvektorra meréleges stk mentén. Az eredményt mindenhol a piros
szint vektor jeloli; az algebrai kifejezéseket 1d. a szovegben.

ugyanugy vetitjiik. Ez mindegyik targyalt fajta vetitésre is persze igaz: érdemes konkrétan belatni
ezt a tulajdonsagot a fentebb meghatarozott vetitGoperatorokra (kdzben gyakorolva az operatorok
Osszeadéasat, szammal szorzasat, a diadikus szorzatok szorzatat, amit a fentebbi (5.9) képletben
irtunk fel, stb). Ezt most az (5.10) vetitésre tessziikk meg (de a tébbire is végigszamolhatjuk):

(f_ﬁog) <f_ﬁo§) :[A_[A_ﬁoé’j_ﬁﬁosﬁ_i_(ﬁog)(ﬁog) _

ns ns ns ns (115)?
A nos§ s,
=1 —-2— ———-7nos=
ns3 G5
. 1OoS§ )
~ tényleg

A 12. abra szemléltet néhany fajta vetitést.

e Foglalkozzunk kicsit a tiikrozésekkel ezutéan. A kozéppontra (kijelolt origora) tiikrozés miivele-
te egyszertien a —1-gyel valo szorzés: ez persze linedris mivelet, gondoljuk csak végig. Erdekesebb
pl. egy egyenesre vald tiikrozés, vagy egy sikra vald tiikrozés. Jelolje ki az egyenest a n
egységvektor (azaz |17| = 1), a sikot pedig egy ra merdleges § egységvektor (|5] = 1), mint fentebb,
a vetitéseknél. Egy Vv vektornak az 7 egyenesére vett tiikrozottjét ugy kapjuk, hogy a parhuza-
mos vetiiletet helyben hagyjuk, az egyenesre merélegeset pedig minusz egyszeresére cseréljiik. Az
eredményvektor tehat: (Vi)n — (Vv — (Vii)n) = 2(Vid)7i — V; azaz

Az 7 egyenesére valo tiikrozés operatora: Ty = 2/ o — 1. (5.12)

Hasonloan jarhatunk el egy s-re meréleges sikra valo tiikrozésnél is. A vV vektorbol a v — 2(vii)nd
vektort kapjuk, igy tehat

Az Fre mer6leges stkra valo tiikrozés operdtora: Ty = I — 250§ (5.13)

o A tiikrozések fontos tulajdonsaga, hogy ha T akérmelyik tiikroz6operator, akkor 72 = 1.
(Ugye vilagos: kétszer tiikrozve visszajutunk ugyanoda®.) Mindegyikre beldthatjuk ezt; példaként

59 A matematikaban altaldban az olyan mtveleteket, amelyek kétszer alkalmazva az identitast adjak, involutiv
miuveleteknek hivjak.
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alljon itt a sikra tiikkrozés (most méar ,révidebb lére eresztve”):

(f—zgog)(f—2§o§):f—

o Végiil vegyiik szemiigyre az elforgatasokat. Egy forgatast pl. megadhatunk tgy, hogy meg-
mondjuk, milyen tengely koriil (a tengelyt adja meg egy 7 egységvektor, amire |77| = 1), milyen ¢
szoggel forgatunk. Megallapodunk, hogy a forgatést (szokdsosan) ,jobbsodrassal” értjiik: ha jobb
keziink hiivelykujja a tengely irdnyaba mutat, a forgatas a begorbitett ujjaink irdnyéba torténik.
Végig kell gondolni térben, hogy mit is csinal egy ilyen adott tengely koriili adott szogi forga-
tas; a 13. abra segit. A vektor, amit el akarunk forgatni, legyen v. Ennek 77 tengellyel parhuzamos
vetiilete helyben marad. A tengelyre merdleges sikban viszont (felidézve a cos ¢ és a siny sz0g-
fiiggvények jelentését) a sikra vett projekciot magat cosg-vel kell szorozni, az 7 tengelyre is és
v-nak a sikbeli projekci6jara is merdleges harmadik irdnyba (ami szintén a tengelyre merdleges
sikban fekszik) pedig sin p-szer kell venni a sikbeli projekcié nagysagat. Utobbi (harmadik) irany
éppen az 11 X V iranya (gondoljuk végig a ,jobbsodrast”, hogy tényleg az az irany kell). Osszerakva:

A V elforgatottja:  (Vii)ii + cos g - (V — (Vit)7i) + sing - 7 X V. (5.14)

Esetleg azt kell még végiggondolni, hogy az © X Vv a jo irdanyba is mutat, és a nagysiga is pont
akkora, mint a v-nek az 7i-re meréleges sikban valo vetiilete (mivel 77 egységvektor); igy tehat pont
jo lesz. A kapott képletbdl leolvashatjuk a forgatas operéatorat, kényelmesen jelolve

F(ii, @) =R ofi+ cosp(l —fof)+sing i x . (5.15)
Az nix itt agy értendd, hogy ez az 7i-nel valo vektorszorzas” miivelete, mint linearis operator.
(Gondoljuk meg, az adott vektorral valo vektoridlis szorzas tényleg linearis miivelet, a miiveleti
tulajdonsagai (részben) éppen ezt jelentik.)

e Forgatasok egymés utan végzése is forgatas. Ez nyilvanvalo: pl. egy merev testet kétszer (akar
kiilénboz6 iranyokban, kiilonb6z6 szogekkel) elforgatva biztos olyan helyzetbe juttatjuk 6t, amibe
akar egy darab alkalmas forgatassal is eljuttathattuk volna. (Az nem nyilvanvald esetleg, hogy
sakarhogy is allt” a testiink, az eredmény-forgatas mindig ugyanaz, csak a két egyenkénti forgatas
hatarozza meg, nem a test eredeti allasa. Mindazonaltal ez is igaz.) Tehat: ha F(;,¢1) és

A

F(7iy, o) forgatasok, akkor egymasutanjuk is forgatas, azaz létezik N tengely és ® szog, amire
F(ﬁ% 902)F<ﬁ17 p1) = F(ﬁ’ D). (5.16)

Most még ennek létezését belatni sem volna egyszeri, plane kiszamitani az N irdnyt és a ® szoget
az 71, M, P1, P ismeretében®. Késébb visszatériink ehhez.

5.3. Linearis operatorok reprezenticidja, matrixok, matrixmiiveletek

Vektormiiveleteknél jot tett, hogy (adott bazis esetén) komponensekben adhattuk meg a vekto-
rokat. Lassuk, mit tudunk mondani linearis leképezések ilyen, ,komponenses” reprezentaciojarol.

el6szor forgatunk 777 koriil 1 szoggel, utana e koriil po-vel.
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b) o

(v

»\g‘\(\Q

RN o

13. abra. Az 71 tengely koriil ¢ szoggel forgatas operatoranak felirasahoz illusztracio: az a) abran
azok a vektorok latszanak, amik sziikségesek ahhoz, hogy az eredményt a b) abran Gsszeallitsuk.

Az elképzelhet6ség kedvéért elGszor vegyiink haromdimenzids vektorteret, V itt ezt jeloli. Most is
lerogzitiink egy ortogonalis bazist, ebben mozgunk, minden komponens ebben értendd.

e Arra lesziink tehat kivancsiak, hogy ha adott egy a V fizikai teriinkben haté A € Lin (V) linearis
operator, és adott egy ¥ € V vektor, aminek adottak a komponensei (ez az v szamharmas), akkor
mit tudunk mondani az eredményvektor, w = Av komponenseirdl.

Ehhez el6szor bevezetjiik a kanonikus projekcié miveletét. Lattuk, hogy mindig lehet egy
(egyenes) iranyra egy (az egyenesiinket nem tartalmazo) sik mentén (azaz a sikkal parhuzamosan)
vetiteni. Adott bazisunkban a k-adik (a k index 1-t6l 3-ig fut tehat) kanonikus projekcio, jelben:
pr, az a miivelet, ami egyszertien minden v vektorhoz hozzarendeli annak k-adik komponensét:

TEV, 7= wuéy = pr;,(7) = v
k

Emlékezziink (1d. a kordbbi 4.4. szakasz elejét!): ortogonalis bazisban a U¢(y) skalarszorzat megadja
vy-t, ilyenkor tehat a v — U€(;) hozzarendelés tulajdonképpen azonos a most bevezetett kanonikus
projekcié miveletével. Azért adtunk mégis kiilon nevet most ennek a mtveletnek, hogy altalano-
sabb esetekben is hasznéalhat6 legyen majd®!.

Egészen nyilvanvald (mér sokszor mondott dolgok megint ijabb modon valé megfogalmazasa),
hogy a pr;, miiveletek linearisak: két vektor Osszegének ill. egy vektor szamszorosanak valamelyik
komponense a komponensek 6sszege ill. szdmszorosa.

e Tehat a linearis kombinaciot is ,atemelhetjiik” a kanonikus projekcion is. Ezzel tehat kiderithet-
jiik az eredményvektor k-adik komponensét, ha az indulévektort is komponenses modon irjuk:

W=AT =  wy=pr,(@0)=pr,(AT)=pr, (A Z vlé'(l)) =pry, ( Z Uy (Aé’(l))) = Z Uy <prk(flé'(l))> :
I ! !

61 A késébbi tanulmanyok soran elékeriilhetnek majd nem ortogondlis bazisok; ott a bazisvektorral valo skalar-
szorzatos képlet igy nem fog miik6dni, a kanonikus projekci6 viszont minden tovabbi nélkiil.
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Megint kihasznaltuk, hogy Ais és a projekcié is linearis leképezés. Az utolséd alakot kell megje-
gyezni; méasik sorrendben és egy 1j jelolést bevezetve szoktak frni:

Wy, = Z(pm(ﬁ&z)))vz = ZA"”M’ ahol Ay = prk(Ag(l)). (5.17)
! l

e Az adott bazisban tehat az A linedris leképezésrol elég tudni az Ag-lel jelolt szamokat, hogy kide-
ritsiik A hatésat akarmilyen, komponensekkel adott ¢ vektoron. Az Ay, jelolésnek két indexe van:
k és [, mindegyik 1-t6] 3-ig fut (mert haromdimenzios a teriink), és 3x3-as tablazatos forméaban
szokas szemléltetni, gy hogy az elsd index a ,sorindex”, a masodik pedig az ,;,0oszlopindex”.
Pl. az Agz szam tehat a tablazat 2-edik soraban és 3-adik oszlopaban van. A bézisunkban az adott
A operatort jellemzd ilyen tablazatot az operator matrixanak®? hivjuk: ha kijeloljiik az indexeit,
akkor Ay, modon irjuk, ha csak 6nmagaban a tablazatot akarjuk jellni, akkor most (egy darabig)
kétszer aldhtzassal, igy: A. Tehét:

) A A Agg )
Az A operéator matrixa: A=Ay Ap Ay, A = prj,(Aey)). (5.18)
Az Az Ass

e Ugyanugy, ahogy eredendGen egy vektor, ¥ nem ugyanaz, mint az 6t az adott bazisban reprezen-
talo v szamharmas, ugyanigy egy A operator nem ugyanaz, mint az 6t az adott bazisban
6t reprezentaldé matrix, A. Pl. fizikai teriinkben egy (valahogyan adott) linedris operator mat-
rixa méas lesz (azaz: a tablazat konkrét elemei méasok lesznek), ha az eredetileg kijelolt bazisunk
helyett egy masik (pl. elforgatott) bazisra tériink at. Ugyanez volt igaz ugyebar a vektorkom-
ponensek szamharmasara; nemsokara kapunk arra szabalyt, hogy hogyan kell vektor— és métrix-
komponenseket masik bazisba (koordinatarendszerbe) atszamolni.

e A vektorok reprezenticidja ugyebar szamharmasokkal tértént; most egy linearis operator vekto-
ron valé hatasat is kényelmesen kezelhetjiik a matrixos jeloléssel. Gondoljuk végig, hogy az iménti
képlet a matrixalakban adott operator hatésara:

(Aﬁ))k = ZAklUla (519)
l

mit is jelent: ,grafikusan” konnyt megjegyezni. Rajzoljuk le egymés mellé a matrixot és az (osz-
lop)vektort az alabbiak szerint, a vektort ,elcstusztatva” és feljebb”; az eredményvektor (szamhar-
mas) a ,koriilolelt” helyre keriil, és egy adott komponensét tigy kapjuk, hogy ,célkereszt-szertien”
Osszepérositjuk a matrixelemeket (ugyanabbol a sorbol) és az induld vektorkomponenseket (itt
csak egy oszlop van), Osszeszorozgatjuk Gket, majd dsszeadjuk. Az egyik komponens kiszamitasara
utaléd sorokat és oszlopokat az alabbi sémaban kiszineztem, hogy szemléletes legyen:

W = Av

wy = Ay + A + Aggus,
= Wy = Ag1v1 4+ Aoty + Assus, &
We = ZAMUI w3 = Az1v; + Azpvy + Aszv3

!

<

An A12 A13 w1
A21 A22 A23 W2
As; Asy Asg ws

62A  matrix” furcsa szd, az ,anya” jelentésd latin sz6 még egy nénemd melléknéviigenév-képzdvel ellatva. . .
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Az igy felvazolt ,matrix-hat-vektorra” miiveletet matrix-vektor-szorzasnak is hivjik: ez tehat
az operator vektoron val6 hatésat reprezentalja.

e Matrixaik segitségével operatorok szorzasat (azaz: egymadsutén-hattatasat) is kényelmesen
kezelhetjiik. Legyen egy Aés egy B operator matrixa A ill. B, kérdés, hogy hogyan tudjuk ezekbdl
kiszamitani az AB operator matrixat. Irjuk fel AB hatasat egy akarmilyen U vektorra, és keressiik
az eredményiil kapott vektor k-adik komponensét:

(ABv), = (A(BD)), = A (BO) =
= Aim ( > Bmzvl> = A By =Y (Z AkmBml>Ul
m l Lm l m

Az utols6 pont olyan, mint egy k, [ indexekkel jelolt métrix hatasa a v; komponensekre, amibdl az
eredmény k-adik komponensét kapjuk. Leolvashatjuk tehat az operatoraink szorzatanak matrixéat:

B), = AmBum. (5.20)

e Megkaptuk tehat matrixok szorzasi szabalyat; ez az 6nmagaban esetleg furcsanak tiing sza-
baly abbol kovetkezett, hogy az operatoraink egymas utan hattatasat akartuk matrixos formaban
kezelni. Ezt a szorzasi szabdlyt is lehet ,vizualizalni” az A B szorzatban a masodiknak felirt B
matrixot (ami ugye eldszdr hat a vektoron) az A matrix utan-folé rajzoljuk, az eredmény- métrix
itt is a ,koriilolelt” helyre keriil, egy adott komponense a megfelels sor és oszlop (aminek metsze-
tében van) Gsszeparositott elemeinek szorzatainak Osszege. A szabdly, az eredmenymatrlx néhany
elemére példaként konkrétan kiirva (és most ideiglenesen C-nek nevezve A és B szorzatat):

Ci1 = An By + A19Byy + Ay3Bs;,
¢ =AB Ci2 = A11B12 + A19Bos + A13Bs9,

= :
Cr = ZAkmBml Cio = A11B1o + A12Bos + A13Bs9;

azt, hogy melyik elemeket melyikkel kell 6sszepérositani, a kvetkez6 sémaba lehet tehat rendezni:

Bll B12 Bl.‘%
BQI BQQ B23
BSl B32 B‘d.‘;"

All A12 A13 C’11 C(12 C(13
A21 A22 A23 C’21 CY22 093
A31 A32 A33 C’31 C32 C'33

Ez egy olyan séma a maétrixszorzasra, ami hasonlit a fentebb mar latott ,métrix-hat-vektorra”
miiveletre, és konnyen memorizalhato.

e Adott bazisban a lineéaris operatorokat a matrixaik tehat teljesen jellemzik (hiszen rekonstru-
alhatjuk belgliik az operator hatasat barmilyen vektoron). Kérdés, hogy forditva is miikddik-e,
azaz (adott bazis esetén) barmilyen 3x3-as ,szam-tablazathoz” tartozik-e Ae Lin(V) lineéris ope-
rator, aminek ez a tablazat a matrixa? Véilasz: igen. Ha adott az A matrix, akkor értelmezhetjiik

gy a A operdtort, hogy a bazisvektorok tigy hasson, hogy legyen (1215(1))1:1411, (Ag(l))2:A217 sth.,
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éppen, ahogy kell. Masképp megfogalmazva: ha ideiglenesen dgy irjuk a matrixunk elemeit, hogy
az a, b, és c vektorok komponenseinek képzeljiik a matrixelemeket az alabbi médon, akkor a matrix-
vektor-szorzas szabalya alapjan nyilvanvalo, hogy a matrixunk az €(1), €(2), €3) egységvektorokat
éppen az d, b és & vektorokban viszi:

A A Asg ar b oo éQ(l) a, 1
A=Ay Ay Apn|=la b o =  Acp =0, hiszen ey = (0], stb.
Az1 Asx Ass as by c3 éﬁ(g) =& 0

Ha pedig megvan A-bol igy A hatésa a bazisvektorokon, akkor az minden vektorra kiterjeszthets
agy, hogy linearis legyen:
. akkor akarmilyen v-re, ami ugye
Ha adottak a baziselemekhez rendelt

. . N U = v1€(1)+V2€(2)+v3€(3) modon irhato, legyen
Aény, Aél), Aés) vektorok, 1€(1)T02€(2) TU36(3) gy

AT = 01 (A8))+vs(A8(a)) +us(Al(s)).

Ezzel megadtunk egy egyértelmi A—t, aminek az adott A a matrixa (ami ugye lerdgzitette a bazis-
vektorokhoz hozzarendelt eredményvektorokat). Méasképp mondva: egy Vi—»V leképezés, amire
adottak egy bazison felvett értékei, egyértelmiien kiterjeszthet6 V—V linearis leképezéssé.

5.4. Matrixok ill. operatorok fontos jellemzdi, nyom, determinins

e Az eqységoperdtor, I (amely minden vektorhoz énmagat rendeli) matrixat konnyen megjegyzet-
hetjiik: ez az egységmatrix, amit /-vel is jelolhetiink:

Masképp: az egységmatrix
k, l-edik komponense éppen dy;.

~>
[~
I
o O =

0 0
10
01

A konkrétan: Teg =
Hiszen altalaban: Ay = pr,(Aéy)), most konkretan: feq) = eq),

mésrészt pry(€q)) = Ok
Az utolso elég nyilvanvalé: a k-adik egységvektor komponense [ irdnyban 1, ha k = [, és 0 egyéb-
ként. Az is elég nyilvanvalo, hogy ez az I tényleg olyan métrix, amit akdrmivel akir balrol, akar

jobbroél szorozva visszakapjuk azt a masik matrixot.

e El6sz6r néhany egyszert(nek tiing) fogalom kovetkezik. Az A matrix transzponaltja®, jelben
g az a matrix, amit ugy kapunk, hogy ,a f6atlora tiikkroziink”, azaz

2 5 -1 2 0 8
(g)kl = Aj. PL. A=10 3 19 transzponaltja: E =15 3 -8
8 -8 4 -1 19 4
e Tovabbi elnevezések:
Az M matrix szimmetrikus, ha a transzponéltja 6nmagéval egyenld, azaz ha E =M.
Az A matrix antiszimmetrikus, ha transzponéltja 6nmagénak —1-szerese, azaz ha g =-A
M szimmetrikus, ha My = My, é szimmetrikus, ha Ay = —Aj. (5.21)

63 Transzpondl latinul sz6 szerint: ,Athelyez”. A f6atlon valo keresztbe ,athelyezésrSl” van itt sz6, de késébb mas
értelmet is nyer az elnevezés. Jelolésiink (a feliilvonds) nem egységesen elfogadott; mi ezt fogjuk hasznalni.
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Példaul:

2 5 1 . 0 1 -1 o
5 3 9 JiZ'III:lITle— _1 O 2 antisziim-
19 4 FIeus, 1 -2 0

sem ez,
sem az.

co O N
co W ot

1
9

trik
metrikus, 4

e Egy matrix f6atloja: az azonos sor— és oszlopindext elemek Osszessége; a f6atlo elemei diago-
nalis elemek névre is hallgatnak. Antiszimmetrikus matrix f6atlojaban nyilvan nulldk allnak.

o Vegyiik kicsit szemiigyre az antiszimmetrikus matrixokat. Ezekrdél mar ki tudjuk deriteni,
hogy mint operatorok, ,,mit csindlnak”. ElGszor is nyilvanvald, hogy 3x3-as antiszimmetrikus mét-
rixnak 3 fliggetlen komponense van; éppen ezért akdrmilyen antiszimmetrikus métrixot felirhatunk
tgy, hogy az elemeket (az eddigiektdl eltérden) igy jeloljiik:

0 —asz a
A antiszimmetrikus, s 2
- A = as 0 —ap |- (522)
azaz Akl = _Alk -
—as ay 0

Egy ilyen alaktt A matrix hatasa egy komponensekkel adott v vektoron, elvégezve a matrix-vektor
szorzast, és kicsit rendesebb alakban irva:

(%1 0 —das a9 A2V3—Aa3V2
v=|v|, A= a3 0 —a1|. = Av=|asvi—aivs3 | = axw. (5.23)
Vs —as a1 0 a1V9—agVy

A komponensekbdl felismerhettiik az axwv vektoridlis szorzatot (annak idején lattuk, hogy ezt
éppen igy kell kiszamolni). Kovetkeztetés: haromdimenzids antiszimmetrikus méatrix, mint
operator nem mas, mint egy adott vektorral valoé vektorialis szorzis miivelete. Hogy melyikkel,

azt (komponensenként) le lehet olvasni a fentebbi (ott A-val jelolt) matrixnal latott sémabol®.

e Fgyszerii dolog, de érdemes megjegyezni, hogy minden M maétrix felirhato egy szimmetrikus
(S) és egy antiszimmetrikus A) matrix sszegeként:

1 — 1 — My +M, My, —M,
M = §(£+£) + 5(%—%), komponensekkel: M, = kl;— LA kl2 L

. J/ N J/ N J/
g

Skt Al

(5.24)

I[n <
[l <

Az M-bél igy kiszamolt S és A nyilvin szimmetrikus ill. antiszimmetrikus.

5

e Egy matrix nyoma (jelben®: az M matrix nyoma Tr M) a f6atlobeli elemek Gsszege, azaz:

Hérom dimenzioban tehat:

5.25
Tr M = M1+ Mag+Mss. (5.25)

M nyoma: TrM = ZMkk

k
Adott operatorra ugyebar a matrix fiigg attél, hogy hogyan vilasztjuk meg a bazist; a matrix
megvaltozik, ha attériink egy masik béazisra. Ki fog deriilni, hogy a nyom magat az operatort
jellemzi, nemcsak a matrixot. Ha attériink egy méasik bazisra, az operatorokat reprezentalé matri-

64 Persze ez az (antiszimmetrikus matrixokra tett) megallapitas, hogy 6k ,vektoridlis szorzasmiiveletek”, nem
mond ellent annak, amit fentebb lattunk, hogy a métrixok komponensei (mas beazonositasban) a bézisvektorok
képvektorai. A bézisvektorok vektoridlis szorzas altali képeit pont ugy kapjuk, ahogyan tényleg kell.

5 A most hasznalt Tr jelolés az angol trace (=nyom) szobol szdrmazik; németes behatasra (németiil nyom=_Spur)
néha a nyomot Sp M-mel is jelolik; ezt most keriilom, a Sp jelet majd a ,spektrum”ra foglaljuk le.
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xok elemei mésok lesznek, de a nyom éppen véltozatlan marad.

e A nyom fontos tulajdonsaga az un. ciklikussag: matrixok (azaz: operatorok) szorzatéra
Tr (AB) =Tr (Bfl),
Tt (ABC) = Tr (CAB) = Tr (BCA),

Tr (1211142 e AN—IAN) ="Tr (ANA1A2 e AN—I) = ...,

azaz az utolsot el6re lehet hozni, vagy az els6t hatravinni, ,korkorosen”. (Akkor is, ha amtgy
pl. AB # BA, épp ez a ,poén”.) Elég kett6 méatrixra belatni ezt, ebbdl kivetkezik a tobbtényezss
szorzatra. Két matrixra pedig csupan a matrixszorzast (és az indexes irasmodot) kell tudni:

Tr (AB) = 3 (AB)m Z (Z AiBin ) =
= Z Api B = Z B Ay = Z (Bfl)” =Tr (BA), tényleg.
l,m l,m l

o Kovetkez6 fontos fogalom egy matrix (ill. egy operator) determindnsa. Erre méar utaltunk
harom vektor vegyesszorzatanal (ami ugye az altaluk a kijelolt paralelepipedon elGjeles térfogatat
adja meg). Minden operatornak megfelel harom vektor, a bazisvektorok képei, ahogy lattuk:

A At ar by ¢
operator . T
) p' ’ A=lay b o = a béazisvektorok képei: @, b ill. C. (5.26)
matrixa A, =
— as bg C3

Definici6é: 3x3-as matrixok (azaz: a haromdimenziés téren haté operatorok) determinadnsa
(jelben: A determinansa det A) nem mas, mint a bazisvektorok képei (az iménti jel6lésben az
a, bés @ vektorok) altal kijelolt paralelepipedon elGjeles (ha a harom eredményvektor balsodrasi
rendszer lett, —1-szeres) térfogata. A determinans tehat megmondja az operatorrol, hogy az
az €n), €(2), €3) bazisvektorok altal kijelolt (egységnyi térfogati) kocka térfogatat hanyszorosara
Lborzitja”.

e Adott operator determinansa nemcsak a kockara, hanem minden térbeli részhalmazra is érvényes
térfogattorzitasi tényezs. A részhalmaz térfogatat kicsi (egyre kisebb; végtelen kicsi) egyforma
kockékra feldaraboljuk; az eredményhalmaz Ossztérfogata a kockak képeinek (amelyek, lineéris
leképezésrl 1évén sz6, mind egyméssal egybevagd paralelepipedonkak) térfogatainak az dsszege®
A térfogattorzitasi arany tehat ugyanannyi méas részhalmazra is, mint az egységkockara.

e Specidlisan egy paralelepipedon térfogata is ,determinans-szorosara” torzul. Ez alapjan igaz a
determinansok szorzastétele: det (AE) — det A - det B, (5.27)

azaz operatorok (matrixok) szorzatdnak determinansa a determinénsok szorzata. Nyilvanvalo:
két operdtor egymés utan hatasanak térfogattorzitasi aranya az egyik, majd a masik ilyen arany
szorzata.

66 Akarmilyen halmazra nem is olyan egyszeri matematikai kérdés, hogy mi is a térfogata; a (hataresetben
végtelen kicsi) kockdkra darabolassal kapott érték a térfogat definici6janak is tekinthetd.
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e Konkrét (3x3-as) matrixok determinansat a vegyesszorzat képletére emlékezve lehet kiszamitani:

a- (5 X 5) = a1b203 + (lngCl —+ CLgblCQ - a1b302 - a2b103 - a3b2617 €z alapjan
= deté = A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - A11A23A32 - A12A21A33 - A13A22A31-

Az A matrixon tehét tgy kell ,végigmenni”, hogy minden sorb6l és oszlopbol pontosan egy elemet
valasztunk; ezeket Ossze kell szorozni, 1 az elGjel annak megfelelGen, hogy a sorokon végigmenve
az oszlopszamok péaros vagy paratlan permuticioban vannak-e; a végén az Ossze lehetGséget (ez
3! = 6 darab) Gsszeadni. Témoren, a mar ismert Lévi-Civita-szimbolum hasznéalatéval:

deté = Z gklmAlkAQIA?)m' (528)

k,lm

Mar most megjegyezziik, hogy ebbdl a formulabol (plusz a méatrixszorzéas targyalt szabalyabol)
nagyon nem lenne egyértelmi a determinansok szorzastétele; térfogattorzitasként gondolva ra vi-
szont egyértelmi. Métrixok determinansai kiilonosen sokszor el6keriilnek, ezért ezzel a fogalommal
a kovetkezd szakaszban részletesebben is foglalkozunk.

X ok ok

e Ebben ¢s az el6z6 fejezetben eddig hAromdimenzids térbeli vektorokat (amiknek szamharmasok
felelnek meg) és a rajtuk hato operatorokat ill. azok (3x3-as) matrixait vizsgaltuk. Nem nagy
rejtély (pont ugyanugy kijon, mint ahogy kijott haromdimenzios térben), hogy akdrmilyen U
és V véges dimenzidés vektorterek kozotti lineédris leképezéseknek is van méatrixuk, amikre
ugyanaz a matrix-vektor-szorzas ill. matrix-méatrix-szorzasi szabaly vonatkozik, mint fentebb. Sét,
a szorzasi szabaly abban is segit eligazodni, hogy ,melyik térnek hany dimenziosnak kell lennie”.

e Legyen dimU=N és dim V=M, és valasszunk benniik egy-egy bazist (amirdl feltehetjiik, hogy
ortogonalis és normalt). Ekkor minden @w€U vektort egy szam-N-es, u, illettve minden veV
vektort egy szAm-M-es, v reprezental®’. Egy A:U—=V linearis leképezést, azaz fleLin(U, V)—t
pedig egy M sorbél és N oszlopbol allo tablazat, egy M x N-es matrix reprezental. Igy pont
,miikodik” a matrix-hat-vektorra séma. A koévetkezs példdban N=6, M =4, azaz egy hatdimenzios
tér az indulasi vektortér, és egy négydimenzios az érkezési tér:

Uy
Példaul legyen U | 2 Vi
) ! ue€U-t reprezentalja u, U v L
dimU = N = 6, = . p i ‘] - u= 3 , y= 2 , tovabba
‘ | veV-t reprezentalja v: Uy V3
dimV =M =4,
Us V4
Ug

All A12 A13 A14 A15 A16
A21 A22 A23 A24 A25 A26
A31 A32 A33 A34 A35 A36
A41 A42 A43 A44 A45 A46

Ae Lin(U,V)—t reprezentalja
egy M x N-es A métrix:

Ay = pry (), A

67 N és M dimenzi6s vektorterekre a legkézenfekvébb példak éppen a szam-N-esek ill. szam-M-esek (N ill. M
szambol all6 oszlopok) halmazai: ezek énmaguk is ugyebar vektortérnek tekinthetSk, ha a vektordsszeadast és
a szammal szorzast rajtuk a szokasos, komponensenkénti modon értelmezziik. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy
szamharmasokra ezek a mitiveletek pont a valodi térbeli igazi vektormiiveletek reprezentalt formai.
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e Ha pl. azt mondjuk, hogy a v€V vektor az A-val kaphaté u€U-bol, akkor a szorzasi séma:

Us

us

v =Au, Uy
ﬁ N szemléltetve: s
:ZA Ug 1o
R An A Ay Au Ay Aig\ [

Aoy Agy Ags Asy Ags Asgg Vo
Asp Asg Asg Asy Ass Ase V3 ’
Ap A Agz Ay Ass Asg V4

ahol a ,rajz” ugye gy értendd, hogy

vi = Apug + Arous + Ajsus + Agug + Ais5vs + Aievs,
Vo = Aglul + AQQUQ + A23’1l3 + AQ4U4 + A25”1L5 + 142611,(57
.. sth.

e Linearis leképezések szorzasanal altalaban mar tényleg vigyazni kell a dimenzidkkal. Legyen hd-
rom vektortér, U, V és W, esetleg mind kiilonb6z6 (véges) dimenziosak. Ekkor linearis leképezések
szorzatanak az alabbiak szerint lehet értelme:

legyen A:Uw vV, 6s B:V — W, értelmes C:=BA

azaz AELin(U,V), azaz EeLin(V, W), - (forditva nem!), és CeLin(U, W).

A megfeleld matrixok dimenzioszamai (,méretei”):

A € Lin(U, V) matrixa A. Ap-ben 1<k<dimV, 1<l<dimU,
B € Lin(V, W) matrixa B. Bj-ben 1<k< dimW, 1<i<dimV,
C € Lin(U, W) métrixa C. Cy-ben 1<k<dim W, 1</<dim U,

¢s B és A matrixainak szorzasa, mely C' métrixat adja (azaz amire C = BA), az eddigi sémaval
szemléltethets. Legyen pl. konkrétan dim U=4, dim V=6, dim W=3; az abra (megint kiszinezve
egy tetszélegesen valasztott elem kiszamitasahoz ,felhasznalt” sort és oszlopot):

All A12 ALS A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34

dimV A41 A42 A43 A44
Cr = Z BimAp. & A1 Ase Ass Asa
=1 Ag1 Asa Aoz Asa

Bii Bia Biz Buy Bis Big\ [Cin Cia Ci3 Cua
By1 Bay Baz Bay Bas Bag || Ca1 Caa Coz Oy
Bsi Bsy Bss Bss Bss Bss/ \Cs1i Cs2 (s Ciy

Latszik, hogy éppen akkor ,passzolnak jol 6ssze” a matrixok (hogy a szorzast elvégezhessiik), ha a

dimenzidszamok ,stimmelnek”.
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e Harom helyett akarmilyen N dimenzios vektortérben is van I egységoperator; elég nyilvanvald,
hogy ennek az N x N-es egységmatrix felel meg:

1 000 0 0
0100 0 0
0010 00
I e I=[0001 00|, ww I —d.
0000 -1
000¢O0--01

e Még egy megjegyzés: legtobb helyen a matrix-vektor szorzast és a méatrixok szorzasat nem
jelolik igy ,széthuizva”, ahogy ebben a jegyzetben tettem eddig (hogy az eredmény a ,koriilolelt”
teriiletre pont ,beférjen”); egyszertien egymas mellé irjak Sket. Ez talan kevésbé attekinthets (pl.
nehezebben latszik rogton, hogy stimmelnek-e a dimenzidk, vagy hogy melyik elemhez melyikeket
is kell szorozgatni), de pl. konnyebb gépelve leirni. Az el6z6, C' = B A séma igy irva:

All A12 /113 A14

Agr Agy Asz Ay
By By Bis By By B Cn Cp Ci3 C
n Bz B3 B S5 Sie\ | 4 A A Al 1 Ciz Ciz Cuy

Byy Bys Bis Bay Bas DBy - = | Cy Cpn Cy Cu

Ap Ag Az Aup
B3y B3y Bss Bsy Bs; B Cs C3 Cs3 C
1 D2 Dss Das Dss Bse/ | 4 4 AL A, 31 U3z O3z Oz

A61 A62 A63 A64

5.5. Determinansok tulajdonsagai

Visszatériink adott véges N dimenzios V vektortér operatoraira. A haromdimenziés eset mintajara
értelmezziik ilyen operatorok ,térfogat”torzitasi tényezéit; ez lesz az adott operator determinénsa.

Itt a ,térfogat” az N dimenzids térben értendd, ami nem szemléletes, ha N>3: elég, ha csak
homalyosan képzeljiik magunk elé. A determinansok tulajdonsigait szemlélteté példakat a két—
és haromdimenziés térben is meg lehet érteni; az , N dimenzios térfogat” fogalmarol elég annyit
tudnunk, hogy értelmezhets. A lényeg, hogy az €, €(2), €(3), . .. €w) bazisvektorok (N darab van)
altal kijelolt N dimenzi6s kockdanak az N dimenzios térfogata éppen 1.

e Rogton az elején nem art hangstlyozni, hogy eredendden a ,térfogat’torzitasnak (azaz a deter-
minans fogalmanak) nyilvan csak akkor van értelme, ha N dimenzios térbsl N dimenzios térbe
képezs leképezéseket (azaz: operatorokat) vizsgalunk. Ezeket ugye négyzetes (N x N-es) matrixok
reprezentéaljak (adott bazisban). Tehat: determindnsa csak négyzetes matrixoknak van!!!

e Lattuk, hogy 3x3-as matrixokra a determinéns (mint térfogattorzitasi tényezd) a kovetkezd:

3 3 3
A=Ay = detA= Z Z Z Ektm A1k A1 Azm, (5.29)

Nézziink 2x2-es matrixokat! Ezek kétdimenzios téren (pl. a geometriai sikon) hatd operato-
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roknak foghatok fel, és a komponenseiket most is beazonosithatjuk, mint a bazisvektorok képeit:

ey = (1) képe: a= (al)
=1) — - 4= )

[ aq bl 0 a2

= (a2 b2) = N b, (5.30)
2(2) = 1 kepe: 0= b2 .

Két dimenzioban térfogat helyett teriilet van. Az @, b altal kijelolt paralelogramma teriilete mar
elgkeriilt a vektorszorzat bevezetésekor; ha most ,kiegészitjiik” kétdimenzios vektorainkat a har-

|5S

madik térbeli irdnnyal, akkor latszik, hogy

ar by 0 Az a, b kétdimenzios
as X bg = 0 = vektorok altal kIJGIOlt a1b2 — agbl. (531)
0 0 a1bg—asb; paralelogramma teriilete:

Ez alapjan kézenfekvs, hogy igy értelmezziik a determinanst 2x2-es matrixokra:

An A12)
= = det A := A1 Ay — A9 Aoy,
(A21 Ao A 11422 12491

I

ez adja meg az eredmény-paralelogramma teriiletét, tehat két dimenzioban a ,térfogat’™ (azaz itt:
teriilet)torzitast®®. Természetesen itt (azaz: 2x2-es métrixokra) is igaz, hogy

det (AB) = det A - det E,

hiszen ehhez csak azt kellett tudnunk, hogy ,egymds utan csindlasnal” a térfogat— (itt: terii-
let)torzitasok Gsszeszorzodnak, épplgy, mint 3 dimenzioban.

e Vezessiik be a kétdimenziés Lévi-Civita-szimboélumot a haromdimenziés mintajara: legyen
két indexe, jele legyen e;; két dimenzioban az indexek (a két bazisvektornak megfelelgen) 1-t61
2-ig futnak. A kétdimenzios Lévi-Civita-szimbolum értékei (ugye 2% = 4 lehetdség van):

enn =0, €12 = 1, €91 = —1, €22 = 0.

Azért jo ez, mert ezzel 2X2-es matrixok determinénsét a 3x3-asokéhoz hasonlo stilusban irhatjuk:

Harom dimenziéban: Két dimenzi6éban:
3 3 3 2 2
det A = Etm A1k A1 Az, det A = E E e A Ay
k=1 l=1 m=1 k=1 I=1

e A két— és haromdimenzités Lévi-Civita-szimbélumot is megfogalmazhatjuk a kovetkez6 modon:
1) Annyi indexe van, ahany dimenzios (g ill. €xpm, €z Osszesen 22, ill. 3% darab komponens),
2) Ertéke 1, ha az indexek 1-t61 2-ig ill. 1-t6l 3-ig sorban vannak: e1o=1, ill. £193=1,
3) Akarmelyik két indexét kicseréljiik, értéke —1-szeresére valtozik. (Pl. €10 = —¢91.)
Ennyi elég, ebbdl kévetkezik minden. Ha két index értéke egybeesik, a szimbolum értéke nulla
(cserénél ugyanaz marad, de ellentettre is kell valtoznia). Minden ,megmaradt” indexkiosztas az
1,2 illetve az 1,2,3 szdmok permutécidja. Egy permutaciora vagy paros, vagy paratlan; ezt tudva
mondhatjuk, hogy ey, illetve i, értéke 1, ha az indexek értékei a sorba rakott index-értékek paros

68 Annyira sokszor elSkeriilnek 2x2-es matrixok, hogy még egy maés jeldléssel, versikeszertien megjegyezhetden is

felirom: ha A = ((CI Z), akkor a determinéns: det A = ad—be.
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permutacioja, és —1, ha paratlan. (Minden méas esetben 0; ekkor két index értéke megegyezik.)

e Semmi akadélya, hogy N dimenziéban is ugyanigy értelmezziik a Lévi-Civita-szimboélumot: N
dimenzioban N darab indexe van, jele eg,k, ky (egy kicsit kellemetlen, hogy ha &ltalanos N-re
akarjuk igy irni, akkor az indexeket is indexezni kell, de ez van). A definialé tulajdonsagok pedig:

€123.N = 1, Eokeids = =€k . (5.32)
(egy érték megadva), (azaz barmely indexcserére ellentettre valtozik).
Kovetkezmény:
Ekiky. ky = 1, ha az indexkiosztas az {1,..., N} paros permutacioja,
Ekika. kny = —1, ha az indexkiosztsas az {1,..., N} paratlan permutécioja, (5.33)
€kiky. iy =0 a tobbi esetben (ekkor két index értéke mindenképp megegyezik).

e N x N-es matrixok determinansa az ,,N dimenzios térfogat” torzitasat fogja jelenteni, tehat annak
az ,,N dimenzi6s paralelepipedonnak” a térfogatat, amibe a matrix(nak megfelel6 operator) az é(),
€2), €3), - - -, €y egységvektorokbol allo ,egységkockat” viszi. A ,térfogat’torzitasi tulajdonsagra

hivatkozva akarmilyen dimenziészamban is igaz, hogy
det (AB) — det A - det B.

Az eddigiekbdl kézenfekvonek tiinik (most nem bizonyitjuk, csak érezhetjiik), hogy a determinéns
kiszamitasdhoz az N dimenziés Lévi-Civita szimbolum fog kelleni a kdvetkezG modon:

N N N
N dimenziéban: det A = Z Z e Z Ekrk.din Atky Aoy + - ANy -

k1=1ko=1 kny=1

Tudva, hogy az N indexnek N!-féle permutacioja lehet (ezekhez tartozik a Lévi-Civita-szimbolumnak
nem nulla értéke), ez egy N! tagu Gsszeg.

e Sokszor ezzel az N! tagt Osszeggel definidljdk méatrixok determindnsat. Mi most a térfogat-
torzitassal definidltuk; két— ill. haromdimenzioban kijott ez a képlet, akdrhany dimenziora pedig
higgyiik el most. Szavakban elmondva®:

1) Végiglépegetiink a matrix sorain, egyesével, kozben az oszlopok kozott is maszkalunk.

2) Egy végiglépegetés kozben sosem lépiink kétszer ugyanabba a sorba vagy oszlopba.

3) Mire az utolso sorhoz ériink, minden oszlopban pontosan egyszer kellett jarnunk.

4) Az jtba ejtett” matrixelemeket Gsszeszorozzuk. Attol fiiggben, hogy az elsd, mésodik, harma-
dik, stb., N-edik sorokon végiglépegetés kozben az oszlopindexek sorrendje az 1,2,...,N szdmoknak
paros vagy paratlan permutécioja volt, az imént kapott szorzatot +1-gyel vagy —1-gyel szorozzuk.
5) Az eddigit megcsinaljuk annyiféleképpen, ahanyféleképpen csak végiglépegethetiink (ez N! da-
rab lehetGség), minden kapott szorzatot (a permutacio elGjelével egyiitt) dsszeadunk.

6) Az eredményiil kapott szam a méatrix determinansaval egyenld.

e Az iménti szabalyt fontos tudni, de gyakorlatilag szinte sosem igy szamitjuk ki konkrét méat-
rixok determinansat™, hanem a determinans kiilonféle tulajdonsagainak kombinalasaval. Ezek a

89Lerajzolni most nem vagyok hajlando. . .
70 Altalanossdgban ez N! darab tag; egy nagyobbacska, mondjuk 100x100-as méatrixra ez 100! ~ 10'%® darab
lenne, ennyit az egész univerzum minden anyagat felhasznalva épitett szamitogép sem tudna soha sem kiszamolni.
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14. 4bra. Ilusztracié ahhoz, hogy determinansok oszlopaihoz a tobbi oszlop linearkombinacidit
hozzdadhatjuk: a paralelogramma teriilete (2 dimenzioban) ill. a paralelepipedon térfogata (3
dimenzioban) nem valtozik ilyen atalakitasra.

tulajdonsagok részben a megadott (sok tagi) képletbdl, részben a determinansnak mint térfogat-
torzitasnak értelmezésébdl adodnak.

o Az egyik szabalyszeriiség értelme 2x2-es és 3x3-as matrixokra szemléletes; a 14. dbra probal
segiteni. Egy paralelogramma teriilete nem valtozik, ha az egyik élét a szemkoztivel parhuzamosan
eltolom, vagyis: ha a paralelogrammat meghatarozo egyik vektorhoz a mésiknak akarmilyen szam-
szorosat hozzdadom. Hasonloan: egy paralelepipedon térfogata nem valtozik, ha az 6t kijelols
egyik vektort a mdsik kettd sikjaban elmozgatom, vagyis: hozzdadom a masik ketté akadrmilyen
linearis kombinaciojat. Ugyanilyen tulajdonsag igaz a (mar nem ennyire szemléletes) N dimenzios
paralelepipedon-térfogatra is. Emlékezve, hogy egy N x N-es métrixban tulajdonképpen a bézis-
vektorok képei vannak az oszlopokban ,felsorolva”, amik az eredmény-paralelepipedont kijelolik,
kimondhatjuk a kdvetkezd allitést:

Eqgy determindns értéke nem vdltozik, ha akdrmelyik oszlopdhoz

hozzdadjuk a tobbi oszlopnak barmilyen linedris kombindcidjdt.

A gyakorlatban elég azt megjegyezni, hogy egy oszlophoz barmelyik méasik szamszorosat hozza-
adhatjuk: ilyenek egymasutanjaként megkaphatjuk azt is, amikor egy adott oszlophoz a t&bbi

C stz

e Ezen kiviil is sok szabaly adodik a fenti konkrét (permutacios-osszeados) kiszamitasi szabalybol.
A geometriai” jelentéshez még egyszer idézziik fel: a matrix oszlopait vektorokként felfogva ezek
jeldlik ki az egységkocka képét (a paralelepipedont) sok dimenziéban is™. Osszegyiijtve:

1. Ha a matrix egyik sorat (csak az egyiket!!!) megszorzom egy szammal, a determinans is annyi-
szorosara valtozik. (Kijon a permutécios osszeg-képletbdl is, hiszen minden tag egyszer tar-
talmaz egy sorbdl elemeket, azaz minden tag ugyanannyival szorzodik, geometriai jelentés: a
paralelepipedont az egyik koordinatatengely iranyaba nyujtjuk).

"I Megjegyzés: tudva a determinanst N! tagl Osszegként megadd képletet, esetleg elgondolkodhatunk, hogy ez
pont olyan képlet, amivel Gsszefér az, hogy egy oszlophoz egy mésik oszlop szdmszorosit adva nem valtozik a kapott
értek (a hozzdadott ,jarulék” kiesik e, k,. ky teljes antiszimmetridja miatt). Emiatt is  hihet6nek ttinik”, hogy az
N! tagu képlet tényleg a paralelepipedon térfogatat adja meg, amire ezt a tulajdonsidgot ugyebar imént méasképp
Hbelattuk”.
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2. Ha a matrix egyik (csak egyik!!) oszlopat szammal szorozzuk, a determinans is annyival szor-
z6dik. Geometriailag: a paralelepipedont egy éle mentén nyujtjuk (az £lvektorat” szorozzuk).

3. Egy matrix transzponaltjanak determinansa ugyanannyi, mint magaé a matrixé:
det E = det A.

Ehhez fontos tudni a permutacios 0sszeget; 1ényeg, hogy ha egy tag el6allitdsahoz ,minden soron
és minde oszlopon” végigszaladok, akkor tulajdonképpen tiikrézve is mondhatom: ,minden
oszlopon és minden soron” is végigszaladtam, igy tulajdonképpen ugyanazokat a tagokat kapom
a transzponalt matrixbol is?. Emiatt minden, amit a sorokra elmondhatunk, elmondhatjuk
oszlopokra is (transzponélva a sorok oszlopokka valnak); a sorok és oszlopok ,egyenértékiiségére”
az elsG két pont is példat szolgéltatott.

4. Ha egy sor (vagy egy oszlop) csupa nulla, a determinans nulla (hiszen minden tag az).

5. A fentebb geometriailag elmagyarazott tulajdonsag még egyszer: a determinans értéke nem val-
tozik, ha akarmelyik oszlopahoz hozzaadom egy masik oszlopanak szamszorosat (vagy tobbszor
alkalmazva: a tobbi oszlop barmely linearkombinéciojat). Ugyanez igaz sorokra is!!!.

6. Kovetkezmény: ha a matrix akdrmelyik sora a t6bbi sor linedrkombinacioja (vagy akarmelyik
oszlopa a t6bbi oszlopé), a determinans nulla. Ez visszafelé is igaz: ha nulla a determinéns,
akkor ,nulla a térfogat”. a métrix a béazist lin. Osszefiiggd vektorokba képezi.

7. Olyan matrixok determinansa, ahol a f6atlo alatt csupa nulla all, a f6atlobeli elemek szorzata
(hiszen csak az az egy tag lesz nem nulla az N! darab koziil), példaul:

5 6 =2 3 45

0 4 2 10 86

Példa: A=|[0 0 7 20 17 = detA=5-4-7-8-11=12320. (5.34)
0 0 0 8 &9
00 0 0 11

8. Barmelyik két sort kicserélve a determinéns —1-gyel szorzodik. (A permutécios képlet tagjaiban
a tényez6k nem valtoznak, a permutacidkhoz pedig ,még egy csere” tevédik: parossaguk meg-
fordul, minden tag —1-szeres lesz.) Két oszlop kicserélése is —1-gyel szorozza a determinanst.

e Ezekkel a szabalyokkal méar ki lehet szamitani métrixok determinansat ,emberi id6 alatt”. Méar
elgkeriilt, de még egyszer fontos megfogalmazni a determinans egyik alapvets alkalmazasat:

det A =0 pontosan akkor igaz, ha A a bdzisvektorokat (amik
lin. figgetlenek) linedrisan osszefiiggd vektorokba képezi. Azaz:
det A #0 < A injektiv.
Mésképp mondva: ha glet A= 0, akkAor Aa térfogatokat nulliiszoroséba viszi, azaz ,kilapit”; biztos
nincs inverze. Ha det A # 0, akkor A injektiv, van inverze, A~! és ennek determinansa:
1
det A

AAY =] = det (121/1’1) =1 = det A~! =

dookk

"2Még annyi, hogy ,tiikrozdtt” esetben egy adott tagba az inverz permutacié keriil, aminek parossiga ugyanaz.
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Gyakorlasképpen szdmitsuk ki az alabbi 5 x 5-0s A matrix determinasat! Megjegyzés: konkrét

kijelolt matrixok determinansat néha ,nagy abszolutérték-jellel” jel6lik, mint én is most.

1 2 0 3

5

11 3 -2 —4
A=|[3 2 2 —2 1

-1 4 2 3

3

1 2 -1 0 -1

, detA =7, azaz

1 2 0 3 5

-1 1 3 -2 -4

3 2 =2 =2 —1|=7
-1 4 2 3 3

1 2 -1 0 -1

A lépéseket egyesével végignézziik. A célirany: ha olyan alakra sikeriil hozni, hogy pl. a f6atlé
alatt csupa nulla alljon (mint fentebb, az (5.34) egyenletben latott példaban), nyert iigyiink van.

wReészeredmény” is jo: ha az elsg sorban (vagy oszlopban) 1,0,0,... (azaz egy egyes és csupa nulla)
szerepel, akkor az elsG sort és az els6 oszlopot el lehet hagyni, hiszen az N! darab tagb6l mindegyik

vagy elttinik (a nulldk miatt) vagy az l-es szerepel benniik (a sarokbeli egyes miatt), igy a deter-

minans tényleg pont annyi lesz, mint a kisebb matrix determinansa. Igy fokozatosan csokkenteni

lehet a matrix méretét. Sokféleképpen lehet haladni; most tobbféle atalakitast is megnézve tessziik.

1 2 0 3 5 az els6 sor megfelels 1 2 0 3 5
-1 1 3 -2 —4 szamszorosait a 2., 3., o 3 3 1 1
3 2 -2 -2 —1| = 4., 5. sorokhoz adva, =0 —4 -2 —-11 —-16| =
-1 4 2 3 3 hogy az els6 oszlopba 0 6 2 6 8
1 2 -1 0 -1 0-k keriiljenek: o 0 -1 -3 -6
oy elst sort 3 3 1 1 a 2.sorbol —1-et, 33 1 1
o rt |4 -2 -0 16 _ adbol2-tadbsl |42 11 16
th(;sz Ef;f,uk. 16 2 6 8|  —letkiemelhetink, - |3 1 3 4|
EYRANWE g -1 -3 —6 (—1)(=1)2 =2 01 3 6
lerjiik, hogy a 4.sor-
Eemu ’ 1°,gy at--ffffo 33 1 1 33 1 -1 33 -8 —1
laneg;‘/ Sesa1°t12x L4264 2 11 -6 |42 5 —6 _
ke,gyel,l'f 'fofpot/ %31 3 4 31 3 -2/ “731 0 -2
1vonjuk a 4.0bol, utana
1 3 1 1
a 2.at 3x a 3.bol: 0 0 0150 0 00
li“imflunk,z i‘ffZlOIbel 33 -8 1 33 -8 1 10 0 0
,l'ft’mraj r,eloz’“f)l b2 5 6 _ 24 5 6 _ |24 5 6_
©s e,iotci?e:e)?l - 10 20”13 0 2 13 0 2
SzOrzORal Kovetve) ek 01 0 0 10 0 0 33 -8 1
vissziik az 1-est:
4 5 6 2-SOitbk”11VC)>HJU1;b’1 5 4 1 5 4
=213 0 2= iz,'festaggo’:—z?) 0 2|=-2-10 -15 —10| =
utana 1.sS0Or
8 1 8 -1 0 -8 -1
5 8 a 2.bol: 0 -8 8
(kozben 2 db —1
—-15 —10 15 10 szorzot kiemeltiink);
" — 9. - " = —2.(15:1 — 8-10) = 130.
'—8 —1’ ‘8 1’ ez mar 2 x 2-es, ( ) —

kiszamithatjuk:
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A 2 x 2-es maradékot mar kiszamithattuk. Hazi feladat: 1.) leellendrizni az egészet, 2.) masképp
(azaz: mas lépésekkel haladva) is kiszamolni gyakorlasképpen!

e 3 X 3-as és 2 x 2-es matrixok determinidnsat altalaban ,kozvetleniil”, a 2 ill. a 6 darab tagot felirva
szamitjuk ki. Az altalanos esetbdl is jonéhany szabalyt kihagytunk; most ennyi fért bele. Nem
beszéltiink példau aldetermindnsokrol. ..
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6. Linearis egyenletrendszerek

El6szor kicsit tovabb vizsgalgatjuk a linearis leképezéseket, hogy aztan majd tobbet tudjunk mon-
dani linearis egyenletrendszerek megoldasairol; ilyenek lépten-nyomon el6keriilnek a fizikaban.

e Fgy kis emlékeztetd fiiggvények bizonyos tulajdonsigainak (aton-utfélen hasznélt) neveirdl.
Akérmilyen X halmazbol akdrmilyen Y halmazba képezd f:X—Y fiiggvényre azt mondjuk, hogy
— az [ injektiv fiiggvény (fénévként: injekcid), ha nem veszi fel kétszer ugyanazt az értéket, azaz
ha f(z1)=f(x2) csak akkor teljesiil, ha z;=x,; ilyenkor van inverze, f~', amire f~(f(z))=x,
— az f sziirjektiv (vagyis: szirjekcid, raképezés), ha értékkészlete az egész Y érkezési halmaz,
— az f bijektiv (bijekcio; kolesondsen egyértelmii megfeleltetés), ha injektiv és sziirjektiv.
Egyszerd valos fiiggvényekkel szemlélteti ezeket a fogalmakat a 15. abra.

a) b) c) d) /
/\\ // /

N
Fafeldiy inj_(_ek.tl'v v Fafelthy injektiv v

sZEHeldy Sbr ek szlrjektiv v szlrjektiv v

15. abra. Injekcio, sziirjekcio, bijekcié fogalmanak elnagyolt szemléltetése R—R fiiggvényekkel.

Teérjlink vissza ezek utan a lineéris leképezések tanulmanyozasahoz.

6.1. Linearis leképezések tulajdonsagai: magtér, képtér

e Minden linearis leképezés a nullavektort az eredménytérbeli nullavektorba visz. Adott line-
aris leképezés esetén felmeriil, hogy van-e mas (nem nulla—)vektor, amit ¢ a nullavektorba visz.
A geometriai transzformécioknal pl. a vetitések bizonyos nemnulla vektorokat is nullaba visznek.
Altalanossagban is érdekes ez a kérdés, ezért az alabbi definiciot vezetjiik be: legyenek V és W
akarmilyen vektorterek (még az is lehet, hogy ugyanazok), A adott Vi»W linearis leképezés, ekkor

Definici6: A e Lin(V,W) magja: Ker A := {UEV

Ag = 6ew}. (6.1)
A halmazelméleti jel6lést kiolvasva: az A magja™ az indulési vektortér azon vektorainak halmaza,
amiket az A leképezés a nullavektorba (az eredménytér nullavektoraba) visz.

e Egyszeri és fontos, hogy minden A € Lin (V, W) -re a mag, Ker A linearis altér V-ben. Ez ugye
azt jelenti, hogy barmilyen Ker A-beli vektorok linearis kombinacidja is Ker A-ban van. Egyszeri
ezt belatni (és elég két vektorra), kihasznélva, hogy A linearis. Trivialis 1épésekkel haladva:

UleKerfl, heKerA = Ay =0, Ay =0 =
= AT H\T) = M-AT + M AT, =040=0 =
= (M7 + \ath) € Ker 121, tényleg.
Eppen, mivel linearis altér, a magot néha magtérnek is hivjuk.

e Egy AELin(V, W) leképezés magjaban, Ker A-ban a 0€V nullavektor biztos benne van, hiszen

A Ker jelolés a ,kernel” angol-germéan sz6bol szarmazik.
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ezt A biztosan a nullavektorba viszi. Ha nincs is mas ilyen, akkor a magtér a trivialis {0} altér.
Minden A-ra van harom egyenértéki tulajdonsig (vagy mindegyik igaz, vagy egyik sem):

1) A injektiv,

Adott A€Lin (V,W)-re a kdvetkezs 2) Ker A = {6} (a trivialis altér),
harom tulajdonsag egyenértékii: 3) minden V-beli lin. fiiggetlen részhalmaz

A altali képhalmaza lin. fiiggetlen (W-ben).

Ezt egyszeriien be is bizonyithatjuk™, de jol szemléltethetd is a vetitésekkel és a forgatasokkal:
— A vetitések nem injektivek (nincs inverziik), magjuk nemcsak a trivialis altér (csomé méas vektort
is nullaba visznek), és lin. fiiggetlen halmazbol is tudnak lin. Gsszefiigg6t csinalni (pl. egy sikra
vetités a térben harom lin. fliggetlen vektorbol harom darab egy sikban 16v6t csinél).

— a forgatdsok injektivek (visszacsinalhatok”), magjuk csak a {0} (csak a nullavektor elforgatottja
lehet a nullavektor), és lin. fiiggetlen vektorok halmazat barhogy forgatom, lin. fiiggetlen marad.

e Kovetkez6 fontos fogalom: egy A€eLin (V, W) képtere a lehetséges eredményvektorok halmaza:
Definicio: A € Lin(V, W) képtere: RanA := {LUEW ) létezik VeV, amire Ay = w}

Mar a nevébe is belekodoltuk, hogy ez linearis altér az érkezési vektortérben, W-ben. Valoban;
egyszerii lépésekkel belathatjuk, hogy Ran A-beli elemek linedrkombinacidja is Ran A-ban van:

w1 € Ran A, WaeRan A =  létezik 7€V és U,€V, amire AT =1, és Ath=1T, =
= emiatt akdrmilyen A\;, Ay szamokra
AMT1HXoTs) = M-ATy + Ay ATy = M+ doly =

=  vagyls M+, € Ran A, tényleg.
° AELin(V, W) akkor és csak akkor injektiv, ha csak a 0€V-t viszi a 0eW-ba, azaz ha Ker A a
trivialis altér V-ben. Tovabbftizhetjiik ezt a kiegészitd alterek fogalmara emlékezve. Ha az M altér
a Ker A kiegészitje™, akkor minden 7€V vektor egyértelmten felirhatd k. +y alakban, ahol
Uker EKerA és tiyeM. Az A operator hatasa: Av=Auy, hiszen AUKer:@ Maéasrészt ha UM#G, akkor
Aty sem lehet a nullavektor, hiszen ekkor vy az A magjaban lett volna. Kovetkeztetés tehéat:

Ha M olyan altér V-ben, Aly injektiv, tovabba

N = R R 6.2
ami Ker A kiegészitGje, akkor Ran(A]M) = Ran A. (62)

Szokasos jelolést hasznaltunk: az /1|M nem més, mint az A leképezés (fiiggvény) lesziikitése az
értelmezési tartomanyanak egy részhalmazara; itt az MICV altérre.

e Az iménti allitast is térbeli vetitésekkel szemléltethetjiik. Legyen pl. P egy adott stkra valo
merGleges vetités: ez nem injektiv, a magja a sikra meréleges egyenes. A magnak kiegészitGje

™ A korkords kovetkezést latJuk be, mégpedig mindenhol ,forditva”, a tagaddsbol tagadasra kovetkeztetve.

1)=2): ha Ker A bévebb, mint {O}CV akkor A nem injektiv, hiszen a 0cV mellett mas vektorokat is 0€W-be visz.
2)=3): Ha a {Avl,Avg,. .} képhalmaz lin. 6sszefiiggs, akkor 0=N\1 AV + X0 AV + . . fA(A1V1+)\2V2+ .) valami-

lyen nem csupa nulla A\-kkal. Ha viszont a {1, 0, ...} halmaz lin. fiiggetlen, akkor (ugye M-k nem csupa nullék) a
zér6jelben nemnulla vektor all; ezt tehat A a nullgba viszi, igy Ker A ‘nemcsak 0-t tartalmazza.
3)=-1): Ha A nem 1nJekt1v akkor van két v} AVy vektor, amire Avl—sz, emiatt A(Vl_VQ) = OEW tehat A az egy
darab nemnulla 7 —V, vektort tartalmaz6 halmazt (aml lin. fiiggetlen) a lin. osszefuggo {O}CW halmazba képezi.

™5 Emlékezziink: mivel Ker A linedris altér V- ben, létezik kiegészitGje. Ha Ker A a trivialis altér, akkor annak az
egész V az egyetlen kiegészitGje, ha Ker A nem a trivialis altér, akkor nagyon sokféle kiegészitGje lehet.
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barmilyen olyan (origobn atmend) sik, ami nem tartalmazza ezt az egyenest. Ha a P vetitésiink
értelmezési tartomanyat leszikitjiik erre a kiegészitére, akkor ezen értelmezve mar injektiv lesz
(a csak ebbdl a sikbol valo vetitésekhez ,vissza tudjuk keresni”, hogy honnan jottek), tovabba a
lesziikitett sikbol indulva is megkapjuk az Osszes lehetséges eredményvektort.

e Injektiv fiiggvényt megszoritva az értékkészletére az sziirjekeié (rdképezés) lesz. Igy tehat ha
M a Ker A kiegészitGje, akkor A-t lesziikitve M-re M és Ran A kozotti bijekciot kapunk. Ez a
dimenziokra is jelent valamit: dim( Ran A) = dim M. Egy fontos elnevezés a kovetkezs:

A . . . .
AZ cLin (V’AW) Tangld o ank A = dim(Ran A).
jelben: rank A, vagy rk A:
Az M és Ker A kiegészits alterek dimenzidinak Osszege kiadja dim V-t, igy irhatjuk, hogy

rank A + dim ( Ker fl) =dimV, minden A€Lin (V, W) leképezésre. (6.3)

Eleget tudunk, hogy rdkanyarodjunk a lineéris egyenletrendszerekre.

6.2. Linearis egyenletrendszerek, lehetséges ,.kimenetelek”

e Akkor hivunk egy egyenletrendszert linearisnak, ha olyan tagok Osszegei vannak az egyenletek
két oldalan, amelyek az ismeretleneket (melyeket z, y, z, sth. bettikkel szoktunk jelolni) nulladik
vagy els6é hatvinyon tartalmazzak, maximum egyet. Az aldbbi példak szemléltetik ezt:

nem linearis nem linearis linearis
egyenletrendszer: egyenletrendszer: egyenletrendszer:
Tr — 9y =5, r—9yz =9, 6z — 2y =5,
817 + 3y = 2z, 8x + 3y = 2z, T—2z =1,
245z = —1°. 245 =—z. T4y =2+3.

e Egy linearis egyenletrendszert gy szoktunk rendezni, hogy egyik oldalon legyenek a valtozokat
els6fokon tartalmazo tagok (esetleg egy egyezményes ,sorrendben”), a méasik oldalon pedig a nullad-
fokiak (amik lehetnek nullak is). S6t, ha nagyon akarjuk, az 6sszes valtozot mindegyik egyenletben
feltiintethetjiik, esetleg nullaval szorozva. Az aldbbi példa szemlélteti ezt az atrendezést:

5r + 9y =8 5 x+9-y+0-240-w=8,
7T=2+43x = —3-z+0-y—240-w=-T7,
r+y+w=2z r+y—2-z+w=0.

e Egy linearis egyenletrendszer homogén, ha az dsszes nulladfoki tag nulla, azaz ,csak a valtozokat
(els6fokon) tartalmazo tagok vannak”. Ellenkezs esetben inhomogeén. Példak (egybdl rendezve”):

inhomogén homogén inhomogén
Tr — 9y =5, Tr —9y =0, Tr — 9y =0,
r+y+z =3, r+y+z=0, r+y+z=0,
y—z=1. y—z=0. y—z =2

Figyelem! Csak akkor homogén az egyenletrendszer, ha tényleg minden nulladfoki tag nulla!

e Ha N, darab egyenlet van N, darab (altalaban z, y, z, w, stb. bettikkel jel6lt) ismeretlennel,
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akkor az ismeretleneket egy Nig, elemt oszlopba (,0szlopvektorba”) rendezhetjiik, a jobb oldalt (a
nulladfoku tagokat) pedig egy Negy darab szambol allo szdmoszlopba (hiszen Ney, darab egyenlet
van). Az Nigm darab ismeretlenre vonatkozo N, darab egyenletet tehat ugy lehet irni, hogy egy
adott Negy
egyenletet négy ismeretlenre (azaz: Negy=3, Nijgm=4):

X Nigm méreti méatrix ,hat” az ismeretlenek vektorara. Példa ilyen atrendezésre; hirom

x
Y
3r—dy+z+w =17, z
T —y—z—w =1, = w
r+y+w =0 3 =5 1 1 7
5 —1 -1 -1 =11
11 0 1 0

Tulajdonképpen akkor mondjuk egqy egyenletrendszerre, hogy lineéris, ha ilyen alakba lehet irni.

o NN

egy
W pedig az Negy elemii szamoszlopok vektortere. Ezekre ugye dimV=Njy,, dimW=Ny,. Az

darab egyenlet és Ny, darab ismeretlen esetén legyen V az N, elemi szdmoszlopok,

egyenletrendszert ekkor mindig ilyen alakba irhatjuk:

veV az ismeretlen (N, elemi oszlopvektor),
Av=a, ahol a€W N,y elemii adott szamoszlop (vektor), (6.4)
A€eLin(V, W) adott lin. leképezés (Negy X Nigm méretii métrix).

Az egyenetrendszer pont akkor homogén, ha az adott vektor, ¢ a nullavektor (aminek minden
komponense a nulla): a = 0e6W. A linearis leképezések tulajdonsagait felidézve ,osztalyozhatjuk” a
linearis egyenletrendszerek lehetséges kimeneteleit. (Megjegyzés: itt kimondottan szadmoszlopokrol
és rajtuk hat6 matrixokrol van szd, ezért aldhuzassal jel5lom a vektorokat és a leképezéseket.)

* %k oskok

Legyen el6szor Ne,y=Njsm, = N, azaz ugyanannyi egyenlet, mint ismeretlen. Ekkor az indulési

és érkezési vektorterek ugyanazok, ez a V a szam-N-esek tere.

e Homogén egyenletrendszerek: ezek Av = 0 alakiak; A adott N x N-es méatrix.
e Ha v a (csupa nullabol 4ll6) nullavektor, v = 0€V, akkor persze megoldast kapunk. Ez a
trivialis megoldas; az igazi kérdés az, hogy van-e nemtrivialis megoldas.
e Ha A€Lin (V) injektiv (amit pl. abbol tudhatunk, ha a determinansa nem nulla, det A #
0), akkor nincs nemtriviélis megoldas: Ker A csak a nullavektort tartalmazza.
e Ha A nem injektiv, amit pl. abbol tudhatunk, hogy det A = 0, azaz a determinans
nulla, akkor Ker A # {0}, van nemtrivialis megoldas, barmilyen v € Ker A az. Biztos,
hogy végtelen sok is van (még ha Ker A csak egydimenzios, akkor is a megoldasok barmilyen
szamszorosai is azok); atltalaban jannyi fiiggetlen paraméterrel” adhatok meg a nemtrivialis
megoldasok, ahdny dimenzios altér Ker A. (Pl. ha egydimenzids, akkor egy nemtrividlis
megoldas akarmilyen szdmszorosa is megoldas, és minden nemtrivialis megoldas pont igy all
el barmelyik masikbol.) Osszefoglalva még egyszer:

h 6 1 : iviali
omogén 'egyen etrendszer van nemtnwa/ls N det A =0,
v =7, amire Av =0 (v#£0) megoldas =
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e Inhomogén egyenletrendszerek: ezek Av = a alakiak, ahol a # 0 adott szdmoszlop (hogy
# 0 legyen, ugye elég, ha az Ni, darab eleme koziil legalabb egyik nem nulla). Két
lehetGséget kell megkiilonboztetni:

e Ha A injektiv (amit pl. onnan tudhatunk, hogy a determinansa nem nulla, det A # 0),
akkor van egyértelmi inverze, éfl, és ekkor ezzel fel is irhatjuk a megoldast:

. ) ha det A # 0 v=A"'a. Azaz
inhomogén egyenletrendszer: = . = ) .
. & A injektiv = létezik egyértelmii
v =7, amire Av=a = .
= & létezik A megoldas.

e Ha A nem injektiv (ha pl. kideriil, hogy a determininsa nulla), akkor A képhalmaza,
Ran A biztos nem az egész V tér, csak egy altere, és A magja sem csak a trividlis altér:
KerA # {0}. Emlékezziink: dim(Ker A) + dim(RanA) = N, ahol N=Negy=Nign a V

egy
dimenzidszdma. Ezen most vizsgalt eseten beliil is két lehetGség lesz tehét:

1. Ha az adott a eredményvektor (,pont véletlentil”) benne van Ran A-ban, akkor van meg-
oldas, s6t, végtelen sok megoldas van: minden megoldashoz Ker A akarmelyik elemét
hozzé lehet adni. ,Annyi szabad paraméterrel” lehet megadni a megoldasokat, ahany
dimenzits Ker A.

2. Ha az a eredményvektor nincs benne Ran A-ban, akkor nincs megoldés.

Legyen most N, <Ny, azaz tobb egyenlet, mint ismeretlen. Ilyenkor az egyenletrendszert

megad6 A € Lin (V, W) leképezés érkezési vektorterének, W-nek dimenziészdma nagyobb, mint az
ismeretlenek V teréé. Igy A nem lehet rdképezés, ,sziirjekci6”. Injektiv viszont lehet A (ekkor 6 a
képhalmaza és az indulasi V tér kozott egyértelmi megfeleltetés, bijekcio). A lehet nem injektiv is;
ezt azonban nem tudjuk determindnssal eldonteni (A-nak nincs determinénsa, mert nem négyzetes
matrix).
e Homogén, Av = 0 alaki egyenletrendszerekre hasonl6 a kiovetkeztetés, mint fent:
— van nemtrivialis megoldés, ha A nem injektiv,
— nincs nemtrivialis megoldas, ha é injektiv.

e Inhomogén, éy = @ alaku egyenletrendszerre (a€W adott Negy-dimenzios oszlopvektor) a
vagy benne van A képhalmazdban, vagy nincs.
— Ha nincs benne, azaz a ¢ Ran A, akkor nincs megoldas.
— Ha (mintegy ,véletleniil”) benne van, azaz a € Ran A, akkor van megoldas:
— ha A injektiv, pontosan egy’®,
— ha A nem injektiv, akkor végtelen sok (Ker A barmelyik elemével kiilonbozhetnek).

Legyen végiil Nig,>Negy: kevesebb egyenlet, mint ismeretlen. Ekkor az A € Lin (V, W) leképezés

indulasi V vektorterére és érkezési W vektorterére az igaz, hogy dimV>dimW, tehéat arra jutunk,
hogy A nem lehet injektiv. (Valoban, emlékezziink: dim Ker A + dimRan A = dimV, ahol V az

76 Ez az eset kozelebb keriil talan, ha tgy gondolunk ra, hogy A nem réképezés (W tSbb dimenziés most, mint
V), de Ran A-ra mar réképezés, azaz V és Ran A kozott bijekci6. Ha t6bb az egyenlet, mint az ismeretlen, de
a tobb egyenlet ,nem rontja el” az egyértelmi eredmeényt, akkor marad egyértelmd megoldas: mintegy volt egy
egyértelmtien megoldhato egyenletrendszer, és még tovabbi, ezekkel nem ellentmondé (tehét ,folosleges™) tovabbi
egyenleteket irt valaki hozza a rendszerhez.
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indulési vektortér, és mivel dim Ran A < dim W (ahol W az érkezési vektortér), tovabba feltettiik,
hogy dimW<dimV, biztos, hogy dim Ker A > 0 kell, hogy legyen.) Mivel tehat A nem injektiv,
azt mondhatjuk, hogy

e Homogén, Av = 0 alakii egyenletrendszernek biztos van nemtrividlis megolddsa: Ker A
akarmelyik nemnulla eleme.

e Inhomogén, Av = a alaki egyenletrendszerre, mint fent:
— Ha a ¢ Ran A, nincs megoldas.
— Ha a € Ran A, akkor van megoldas, és mivel A biztos nem injektiv, végtelen sok is van.

X ok ok ok

e Szamba vettiik tehat a lehet&ségeket. Segithet esetleg megjegyezni 6ket, ha homalyosan valami
véges dimenzios vektortereket (és altereit, pl. ,sikokat”) hozzaképzeliink az indulési, Ny, dimenzios
térhez, és az érkezési N, dimenzids térhez, és felidézziik, amiket linearis leképezések magjarol,
képterérdl, ezek dimenzioszamairél tudunk (1d. az el§z6 szakaszt).

e Azt szoktédk mondani, hogy ha t6bb az egyenlet, mint az ismeretlen (,tulhatarozott” eset), akkor
nincs megoldas, ha kevesebb, akkor pedig végtelen sok van (,alulhatérozott” eset); az egyértelmd
megoldashoz ugyanannyi egyenlet kell, mint ismeretlen.

Homogén egyenletrendszerre ez teljesen fals dolog: vagy nincs megoldas, vagy ha van, biztos
végtelen sok van.

Inhomogén esetben valoban elGkeriiltek ezek a ,szokésos beidegzddés’nek megfelel§ lehetGségek
is; valamilyen értelemben esetleg mondhatjuk, hogy ,ezek a leggyakoribb” kiévetkeztetések.

— Lattuk, hogy pl. nem tulhatarozott esetben is el6fordulhat, hogy nincs megoldéas (ha az
eredményvektor nincs A képterében); mas kérdés, hogy a tulhatarozott esetben igen valdszind,
hogy megvalosul ez az eset (ilyenkor A érkezési halmaza biztosan magasabb dimenziés, mint a
képhalmaza, ami igy csak egy valodi altér lehet), a nem tulhatarozott esetben csak wvéletlentil
torténhet meg, hogy nincs megoldas. (Vigyazzunk: a vildgon semmi pontos értelme nincs itt a
wvaloszin”, ,véletlen” szavaknak. . . )

— Lattuk, hogy végtelen sok megoldds van, ha A nem injektiv. Més kérdés, hogy ha t6bb az
ismeretlen (alulhatarozott eset), akkor A biztos nem injektiv (mivel induldsi halmaza magasabb
dimenzi6s, mint az érkezési), nem alulhatarozott esetben (,f6leg” a tulhatarozottban) csak véletle-
niil fordulhat els, hogy A nem injektiv.

e 1) Jegyezziik meg azért, hogy altalanossagban az dsszes fent kidolgozott eset el6fordulhat,

2) mégis, a gyakorlatban a legtobbszor” (inhomogén linearis egyenletrendszernek) akkor van egy-
értelmd megoldasa, ha ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen,

3) Homogén egyenletrendszer sokszor ugy keriil el§, hogy ugyanannyi ismeretlen van, mint egyen-
let; ekkor ha nulla a determinans, van nemtrivialis megoldas, ha nem nulla, nincs.

e Még egyszer (néha Gsszekeveredik. . . ), hogy (Negy=Nism esetben) hogy is van a determinanssal:
— Inhomogén esetben akkor ,oriiliink”, ha van egyértelmd megoldés, ehhez det A # 0 kell.
— Homogén esetben annak ,0riiliink”, ha van nemtrivialis megoldés, ehhez det A = 0 kell.
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6.3. A Gauss-eliminacié modszere

Megismerkedtiink a lineéris egyenletrendszerekkel, és a linearis leképezésekre vonatkozé tudasunk-
kal kisilabizaltuk a lehetséges kimeneteleket. Azonban ez még nem segit, hogy egy adott egyen-
letrendszernél konkrétan beazonositsuk, hogy melyik eset is valosul meg. SGt, jo lenne magat a
megoldast is (ha van) egyszertibben megtalalni tudni. A Gauss-elimindcié egy kb. algoritmikus
(egyszer( szabélyok szerint gépiesen kévethetG) modszer, amivel a) megoldhatjuk az egyenletrend-
szert, b) kozben kiderithetjiik azt is, hogy melyik fentebbi ,kimenetel-eset” valosul meg.

e A modszer bemutatasiahoz vegyiink egy konkrét egyenletrendszert (a példa kedvéért most 4
egyenletet 4 ismeretlenre, jeliik eleinte: z, y, z és w), és ,kédoljuk el” azt még az eddig latott
méatrix-vektor forméanal is témorebben:

3x+dy+3w =1 3 5 0 3\/=x 3 5 0 3|1
204+2y+z4+w =1 2 21 1|y 2 21 111
& = & 6.5
—r+y+dz+w =3 -1 1 4 1] =2 -1 1 4 1| 3 (6.5)
T+2z4+w = —1 1 0 2 1/\w —1 1 0 2 1(-1

Ellenérizziik, hogy az egyenletrendszernek tényleg a kijelolt matrix-vektor szorzat felel meg. A
harmadik alak kifejezetten a Gauss-eliminaciohoz illeszkedd 1j jelolés. A matrix minden sora
az egyenletrendszert meghataroz6 méatrix egy sora, és ugyanabba a sorba keriil a megkovetelt
eredmény adott komponense (az egyenlet nulladfoki, méasik oldalra rendezett tagja): a Gauss-
eliminacios ,tablazat” sorai egy-egy egyenletet szimbolizalnak.

e A megoldas menete ugye: az egyenleteket (kiilonféleképpen) egymashoz hozzaadom, egymashol
kivonom: ezt a baloldalakkal is meg kell csinalnom (ami soran a valtozok ugyanazok maradnak, csak
az egyiitthatoik valtoznak), illetve a jobb oldalakkal is. Végs6 soron ha a Gauss-eliminécios tablazat
sorait adom Gssze, vonom ki, sth. egyméasbol (a teljes sort, azaz mindkét oldalt), az éppen megfelel
maguknak az egyenleteknek az ilyen atalakitasainak. Egy sort (egy egész egyenletet) dnmagaban
szorozhatok is egy szammal, ekvivalens egyenletrendszerhez jutok. Tovabba (ha kellemes) 6ssze-
vissza kicserélhetek egész sorokat: ez csak azt jelenti, hogy mas sorrendben irom le az egyenleteket.

Azt, hogy két (ilyen tablazattal felirt) egyenletrendszer ekvivalens, mot ideiglenesen a ~ szim-
bolum jeloli. Tehat pl., az iménti egyenletrendszeriink két egyszeri atirasa a kovetkezs:

szammal szorzas: két egyenlet Osszeadésa:
3 50 3|1 3 5 0 3|1 3 5 0 3|1 3 5 0 3|1
4 4 2 2| 2 2 2 1 1)1 5 7 1 4] 2
-1 1 4 1|3 -1 1 4 13| [-1141]|3 -1 1 4 1|3
1 0 2 1|-1 1 0 2 1|-1 1 02 1|-1 1 0 2 1]-1

Ilyesmi atalakitasokat fogunk egymas utan végezni, hogy megoldjuk az egyenletrendszert””.

o Azért kellemes ez a jelolés, mert konnyen kovetni lehet vele az egyenletek alakitasait, nem ve-

"THasonl6 atalakitésok ezek, mint amiket a determinansokra lattunk, de gyorsan hangstlyozok lényeges kiilonb-
ségeket. Determinansokndl az oszlopok egyenrangutak a sorokkal; egyenleteknél csak sorokkal dolgozhatunk. Deter-
minansnal egy sort szaimmal szorozva a determinéns is szorzodik; itt egy sort szdmmal szorozva ekvivalens alakot
kapunk. Determinénsa csak négyzetes matrixnak van; .egyenletes” tablazat akarmilyen méreti lehet (az egyenletek
és az ismeretlenek szaméatol fliggden), és elkiilonitve szerepel a nulladfoku tagok oszlopa. Determinansnél két sort
(vagy oszlopot) kicserélve —1-es szorzot kapunk; egyenleteknél ekvivalens alakot kapok sorcserével.
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szitjiik el a fonalat. A Gauss-eliminécio lényege: lehetGleg kikiiszoboljiik™ (azaz: nullava tessziik)
a bal oldal minél t6bb elemét. ElGszor az els6 oszlopra kell koncentralni: gy kombinéljuk a so-
rokat, hogy csak egy nemnulla elem maradjon (pl. a bal folsg elem). Sokféleképpen lehet; most
kozos tObbszorost keresiink az oszlopban (egyszerre minden sorban), majd az els6 sort kivonjuk
a tobbibdl, utana tjra egyszertsitiink a sorokban. Miutan az els6 oszlop ,kész”, mésodikra, majd
a harmadikra koncentralunk (ehhez mar csak a masodiktol, illetve a harmadiktol lefelé kezd6d
sorokat kell kombinalni, igy amivel elkésziiltiink, az mar nem ,romlik el”.) Tehat:

3 5 3|1 6 10 0 6|2 6 10 0 6 |2
2 21 1)1 6 6 3 3|3 0 -4 3 =-3]|1
11413 |7 [-6 6 24 6[18] |0 16 24 12|20
1 0 2 1|-1 6 0 12 6|—6 0 —10 12 0 |8
3 5 0 3 1 3 5 0 3 1 3 5 0 3
0 —20 15 —15| 5 0 —20 15 —15| 5 0 -4 3 -3]|1
“lo 20 30 125 |o 0o 4 o |3 [ fo o 3 02"
0 —20 24 0 |—16 0O 0 9 15 |-21 0 0 3 5 |-7
3 5 0 3|1 Mire idaig jutottunk, a bal fels6 csticsbol indulo 4tlo
N 0 -4 3 =-3|1 ~ () alatt csupa 0 van. Most ,visszafelé¢” kezdjiik ugyanazt,
0 0 3 012 ‘ az utolso oszloppal, felfelé kinullazva az elemeket,
0O 0 0 5 |-9 ezutdn az utolso elGtti oszlopban, és igy tovabb:
15 25 0 15| 5 15 25 0 0] 32 15 25 0 0] 32
(%) ~ 0 —20 15 —15| 5 N 0 —20 15 0 |—32 N 0 —20 0 0 |—22 N
o 0 3 0 2 0O 0 3 0| 2 0O 0 3 0] 2
0O 0 0 15 |=27 0O 0 0 15|=27 0O 0 0 15|-9
15 25 0 0| 32 15 0 0 0]-8 1 000 —%
|0 -2 00(-40] |0 -25 00|40 [0 10 0f-3
0O 0 3 0| 2 0 0 3 0| 2 0010 %
0 0 0 5]-9 0 0 0 5|-9 0001 —%

A végeredmény: olyan alak, ahol a bal oldalon (a ,matrix” részben) csak a f6atloban vannak sza-
mok, lehet6leg 1-ek (az utolsé lépésben minden sort visszaosztottuk a fGatloban maradt szammal).
Ezt az utolsé alakot mar kiolvashatjuk, mint egyenletrendszert: ez éppen azt mondja, hogy (a
valtozok jeloléseit tjra ,elGszedve”):

8 8 2 9
S V=% Ty w5
Ez mar maga ,,2” megoldés, amire kivancsiak voltunk. Latszik tehat, hogy abba az irdnyba kellett
sterelniink” a bal oldalt, hogy kb. egységmatrix” jelenjen ott meg (a nem ugyannyi egyenlet mint
ismeretlen esetét 1d. lentebb). ElGszor a f6atlo” alatt ,nullaztunk ki” feliilrsl lefelé haladva, sorokat
(egyenleteket) megfelel6 modon kombinélva, ezutan a f6atlo folott, felfelé haladva: ezt mar azért
lehetett, mert a f64atl6 ala mar nullak keriiltek, igy amit el6zGleg ,elértiink” az nem romlik el.

A leirt (és a példa alapjan kovethetd) algoritmus tulajdonképpen maga a Gauss-eliminacio: ezt
alkalmazva garantaltan célhoz (vagy ,buktatohoz”, 1d. lentebb) ériink.

T =

"8 Az elimindcid sz6 éppen ,kikiiszobolést” jelent.



80 6. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

e Az iménti példaban tehit inhomogén egyenletrendszeriink volt, ugyanannyi egyenlettel mint
ismeretlennel, és a  kellemes” eset valosult meg: egyértelmii megoldast kaptunk. (Emiatt, noha
nem szamoltuk ki, lesziirhetjiik, hogy az indul6 egyenletrendszerben, a (6.5) jeld egyenletben a
bal oldali (az egyenletrendszert ,megad6”) A méatrix determindnsa nem nulla™. A kévetkezékben
példakon nézziik meg, hogy hogyan valésul meg a lineédris egyenletrendszerekre lehetséges tobbi
Hkimenetel” a Gauss-eliminicié alkalmazasa kozben. Elgbb altalanosan megjegyezziik, hogy:

1. Amennyiben az egyenleteknek (azaz a tablazat sorainak) a kombinélasa kozben olyan helyzetbe
jutunk, hogy egy sorban a bal oldalon csupa nulla van, a jobb oldalon viszont nem nulla, azaz

000 ... 0 0]|a0],

akkor az ezen sor altal elkodolt egyenletnek nincs megoldasa: a bal oldalon nulla van (a val-
tozokat mindet 0 szorozza), a jobb oldalon pedig nem nulla kellene, hogy legyen. Tehat ez
az a . kimenetel”, amikor nincs megoldas. (Emlékezziink, ez éppen azt jelentette, hogy a
megkovetelt eredményvektor (a jobb oldalon) nincs benne a bal oldali A leképezés képhalma-
zaban. (Kigondolhato, hogy visszafelé is igaz ez: ha nincs benne, akkor biztosan ilyen alakkal
fogunk taldlkozni az egyenletrendszer megoldasa kozben: csak ez a ,szcenéri6” az, ami betehet
a Gauss-eliminacios modszer végigvitelének.)

2. Amennyiben a kombindlas soran olyan alakra jutunk, ahol egy csupa nulla sor mellett a jobb
oldalon is nulla van, azaz

akkor ez az egyenlet azt mondja, hogy 0 = 0, azaz nem mond semmit: elhagyhatjuk az egész
sort. Emiatt csokken az egyenletek szama; ez ,valosziniisiti”, hogy majd nem lesz egyértelmi
megoldés, de ugye biztosra még nem lehet tudni.

e Els6 példa: az egyenletrendszer legyen a kovetkez6 3 egyenlet 3 ismeretlenre. Egybdl felirjuk a
Gauss-eliminacios alakot is:

20 +y+z2 =3, 21 1|3
br+3y+4z =1, = 5 3 4|1
r+y =-—1 31 0|—-1

Probalkozzunk most a megoldassal; elGszor az elsé oszlopon ,lefelé” haladva, majd a masodikon:

2113 30 15 15 45 30 15 15 | 45 2 1 1] 3
5 3 4|1 |~ |30 18 24| 6 ~10 3 9 [-39|~10 1 3 |[-13| ~
31 0]—-1 30 10 0 |—10 0 =5 —15]|-55 0 -1 —-3|-11

™ Megjegyzés: kiszamithatjuk; az adodik, hogy det A = 30. Az egyenletrendszer végén (és vége felé) ,titokzatos”
modon elkeriilt kozos nevezknek (pl. az eredményként kapott x, y, z, w kozos nevezGje pont ennyi) koze van
ehhez. Ez nem véletlen: most nem foglalkoztunk vele, de van egy olyan képlet, ami az A matrix inverzét megadja,
és ilyenkor det A a nevezGben szerepel. o
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2 1 1] 3 Az egyenletrendszernek tehat
~10 1 3|-13]. (az utolso sorbol lathatoan)
0 0 0]—24 nincs megoldasa.

Vektorterek nyelvén tehat: nincs megoldéds; a megkdvetelt eredményvektor nincs benne a métrix
képhalmazaban. Lesziirhetjiik azt is mellesleg, hogy a métrix determinansa nulla. (Tulajdonképpen
azért ,halt meg” az egyenletrendszeriink, mert a matrix sorai linedrisan OsszefiiggGek voltak; ki
lehetett bel6liik a csupa nulla sort keverni.)

e Masodik példa: legyen ugyanaz a ,métrix”’, de a nulladfoki tagok masok:

2r+y+z2 =3, 2 1 1|3
dr+3y+4z =7, = 5 3 4|7
3r+y =5 3 1 015
Alljunk neki:
2 1 113 30 15 15145 30 15 15 |45 21 113
5 3 4|71~ 130 18 24|42 ~ | O 3 9 |-3| ~10 1 3|—-1] ~
3 1 015 30 10 0 |50 0 -5 —=15| 5 01 3[-—-1
?)1; 3 az;mﬁlso (211‘3) (20-2'4) (10—1‘2)
~ —1 | ~ sort elhagy- ~ ~ ~ )
01 3|—1 01 3 |-1 01 3 |-1
0 00 O hagyhatjuk:

Amikor t6bb ismeretlen van (vagy volt méar eredetileg is), mint egyenlet, ilyen alak felé célszerti
haladni, hogy ,ameddig csak lehet”, egységmétrix legyen a bal oldal. Ezért csindltuk az utolso
lépéseket. Ilyen esetben kb. eddig lehet eljutni. ,Kiolvasva” az utolsénak kapott egyenletrendszert:

r—z =2, vagy esetleg kicsit kelleme- r =2+z,
y+3z =-—1, sebbnek tindé alakba Atirva: y =—1-—3z.

Itt a ,végtelen sok megoldas” esete adodott; ilyenkor nem adhatjuk meg ,a” megoldast, de valame-
lyik valtozokat (itt az z-et és az y-t) kifejezhettiik a tobbi (itt a z) fliggvényében. Ennyit mond az
eredeti egyenletrendszeriink is; a végsé alak azért mindenképpen ,kellemesebb”.

e Nézziink még néhany példat! Legyen most tobb egyenlet, mint ismeretlen, és egybdl alljunk neki:

3r+3y+82 =0, 3 3 810 6 6 16]0 6 6 16 |0
3r + 6y + 14z =1, 3 6 1411 6 12 28| 2 0 6 12 |2
r+2y+3z =2, & 12 32| ~16 12 18|12 ~ |0 6 2 (12| ~
6r + 3y +52 =0, 6 3 510 6 3 510 0 -3 =110
2r+3y+62 =1 2 3 6|1 6 9 183 0 3 0 |3
6 6 16|0 6 6 16 | 0O 6 6 16 | O 6 6 16 | O
0 6 12]2 0 6 12 | 2 0 6 12 | 2 0 6 12 | 2
~10 6 2121 ~|0 0 -10}10 | ~]0 O —60| 60 | ~|[O O —60]| 60
0 6 22|10 0 0 10 |—2 00 60 |—12 0 0 0 |48
06 016 00 —-12| 4 0 0 —60]| 20 00 0 |—40

Tehat: nincs megoldas. Ha tobb egyenlet van, mint ismeretlen, latszik, hogy miért ez a valoszi-
nibb”: biztos el tudunk &llitani olyan sort, ahol a bal oldalon csupa nulla van, az csak mintegy
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wvéletleniil” torténhet meg, hogy a jobb oldalak is pont kinullaz6dnak.
Akit érdekel, nézze végig a kovetkezs (direkt igy legyartott”) példakat; allitas:

Ennek az egyenletrendszernek Ennek az egyenletrendszernek
1 db egyértelmi megoldasa van: végtelen sok megoldasa van:
3r + 3y + 8z = 2, y+2z=1,
3r + 6y + 14z = 5, r+2y+32 =0,
r+2y+32=0, r+y+z=-1,
6x + 3y + 52 = —4, 20 4+ 3y + 42 = —1,
20 4+ 3y + 62 = -2 (pedig 4 egyenlet 3 ismeretlenre).

(itt a bal oldal ugyanaz,
mint a fentebbi példaban),
6.4. Matrixok inverze

e Emlékeztets: egy négyzetes A matrix inverze az az A~ matrix, amire:

AU =L & A=

I~

Itt ugye I az egységmatrixot Noha a matrixszorzas alapvetSen nem kommutativ (mint ahogyan
az operatorok szorzasa, amit reprezental, az sem az, ld. az el6z6 fejezetet), azaz két akarmilyen
N x N-es matrixra altaldban A B # B A, az inverznél mégis mindegy a sorrend:

Ha adott A-hoz A
e 1 e A
lenne kiillonbo6z6 &

A

B=1,¢s B=1IB
A=1

=
Il

= _

~

Cl=C.

(CA)
C(A

o

B és C’, amire )
Most operatorokat irtunk (kalappal), de az Gket reprezentald méatrixokat is irhattuk volna. Mar
csak azt kellene tudni, hogy ha operatoroknak (vagy méatrixoknak) van egyik oldali inverze (amire
A7'A = 1), akkor masik oldali is van. (Az iménti kis gondolatmenet azt mutatta, hogy ha van
mindkettd, akkor ezek biztos egyenlGek).

e Ha egy A leképezés injektiv, akkor ugye lin. fiiggetlen halmazt lin. fiiggetlenbe képez. Véges
dimenzios V vektortérben az is igaz, hogy egy bézisnak a A altali képhalmaza szintén bézis (mi-
vel lin. fiiggetlen, és ugyanannyi véges eleme van, mint a tér dimenzi6ja). Az A mindkét oldali
inverzét tehat kapasbol definidlhatjuk agy, hogy ez legyen az a (szintén injektiv) leképezés, ami az
eredmény-bdzist visszaviszi az eredeti bazisba. (Emlékezziink: egy linearis leképezést egyértelmien
meghataroz, ha megmondjuk, hogy egy bézis elemeihez milyen vektorokat rendel.) Igy tehat ha A
injektiv, akkor sziirjektiv is, és mindkét oldalr6l van inverze, amik tehat egyenlsek®?.

e Tehat véges dimenzioban egy A matrix inverze (ha van) egyértelmi, mindkét oldali inverz: é_l.
A Gauss-eliminaciot az inverz megkeresésére is hasznalhatjuk: az inverzkeresés a matrixszorzas
szabalya alapjan azt jelenti tulajdonképpen, hogy (N x N-es méatrix esetén egyszerre megoldjuk
azt az N darab egyenletrendszert (mindegyik N ismeretlenes, N egyenlettel), amelyek azt jelolik
ki, hogy az A matrixot az inverzével szorozva éppen az egységmatrixot kell kapnunk. 3 x 3-as

80Megjegyzés: a fentebbi B=...=C gondolatmenet végtelen dimenzios vektorterekben is igaz; itt az fordulhat
el6, hogy egy operatornak van egyik oldali inverze, de nincs maésik oldali.
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métrixokra példul:

By By By,
Bay By By
Bs, Bs, Bs;
Ay A Agg I A A A\ [ 0 A Ap A\ [ 0
Apr A Agz || O Agy Agy Aos 1 Agy Az Ass
Az Aszp Azz J\ 0 Az Aszp Azz J\ 0 Agy Aszy Ass 1

harom darab egyenletrendszert definial, mind ugyanazzal a ,bal oldali” adott A matrixszal; egyiitt

ezek ekvivalensek azzal, hogy

Adott A-ra By Bia Bz

keressiik B-t | Bay Bay Bas

amire Bsy B3y Bss
Ay Ay A 1 0 0
Agy Agy Ags 0 1 0
Asq Agg Ass 0 0 1

Fontos megjegyzések:

a) Lattuk, hogy amikor a Gauss-eliminécié soréan sikertil a bal oldalon az egységméatrixot elGallitani,
akkor ami a jobb oldalon maradt, azok éppen az egyenletrendszer megoldasai, egymas alatt.

b) Maguk a manipulaciok, amiket csinalni kell, hogy megkapjuk a bal oldalon az egységmatrixot,
teljesen fliggetlenek a jobb oldaltol: éppen ezért a matrixinverz keresésekor az Gsszes (az imeénti
példaban harom) egyenletrendszert egy fiist alatt kezelhetjiik.

c¢) Ha az adott A matrixnak nincs inverze, akkor a Gauss-eliminaci6 alkalmazasa kézben (ahogy
az ,egyszeres’ linearis egyenleteknél lattuk) ellentmondésra jutunk (egy egész sor kinullazodik).
Ilyenkor ugye det A = 0 volt; a sorok "kinullazodasa” itt is éppen azt jelenti, hogy a métrix sorai
linedrisan Gsszefliggtek, éppen emiatt ugye det A = 0.

k) ok ok

e Matrixinvertaldshoz tehat ugyanolyan tablazatot rajzolunk, mint az egyenletrendszereknél, csak
a jobb oldalon egyszerre mind az N egyenletrendszernek megfelel6 oszlopot felrajzoljuk. Ezekben
el6szor az egységmatrix all, a bal oldalon pedig az invertdlandé méatrix. A cél: a bal oldalon
letrehozni az egységmaétrixot; ami ekkor a jobb oldalon marad (mint az N darab egyenletrendszer
szimultan megoldasai), az éppen az inverzmatrix.

Az alabbi példa szemlélteti a matrixinverz-keresést Gauss-eliminacioval, 3 x 3-as matrixokra.

2 3 1
A=1[4 -1 5 = A= (6.6)
1 1 2
(Ez a matrix most teljesen esetleges példa.) A mondott modszernek megfelelGen:
2 3 111 00 4 6 22 00 4 6 212 00
-1 5/0 1 0 ~ 4 -1 5|0 1 O ~ 0 -7 3|-2 10 ~
1 1 2|0 0 1 4 4 8|0 0 4 0 -2 6|-2 0 4



84 6. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

4 6 212 0 O 4 6 2| 2 0 O
~ 0 -14 6|—-4 2 0 ~ 0 -14 6 |—-4 2 0 ~
0 —14 42|—-14 0 28 0 0 36|—-10 —2 28
36 54 0123 1 -—-14 36 54 01]23 1 —-14
~ 0 —42 0 |-7 7 -—14 ~ 0 =54 0]-9 9 -—18 ~
0O 0 18|-5 -1 14 0O 0 18|-5 —1 14
36 0 01]14 10 -32 100 §78 1—583 —6%
~ 0 -54 0]-9 9 -—18 ~ 010 1—85 —¥ E
0O 0 18|-5 -1 14 00 1|-% -1 1z
Osszefoglalva az eredményt a kijelolt A matrix inverze a kovetkezs:
2 3 1 1 7 5 —16
A=1[4 -1 5 = A= =3 -3 6| (6.7)
1 1 2 -5 —1 14

Ellendrizziik le, hogy ezt az A matrixot a megkapott inverzzel, éfl—gyel szorozva (mindkét irany-
ban, éflé és ééfl modon is) valoban az egységmétrixot, I-t kapjuk!

e Utols6é megjegyzés: 2 X 2-es matrixok nagyon sokszor elGkeriilnek, ezek inverzét egy az egyben

felirhatjuk:
a b 1 d —b
A = A_l — . M
= (c d> - £ ad — bc (—c a ) (6.8)

A nevezd, ad—bc éppen a determinéns; ugyebéar ha ez nulla, nincs inverz.
3 x 3-as matrixok inverze is tobbszor elSkeriil; ezekre is felirhatjuk persze az altalanos (,bettis”)

képletet, de nem biztos, hogy érdemes megjegyezni; altalaban amikor kell, ilyen matrix inverzét
konkrétan kiszamolja az ember®!.

81Vagy Gauss-eliminacioval, vagy az aldetermindnsok modszerével, amit most nem vettiink még els.
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7. Sajatértékek, sajatvektorok (+ko6zjatékok)

Megismerkediink a sajatvektorok, sajatalterek, sajatértékek fogalmaval. Rendkiviil fontos téma ez
mindenfajta alkalmazéashoz, a fizika szinte minden teriiletén. A kvantummechanikdban sajatérté-
kekkel keliink-feksziink®?, azonban a fogalomkoér mar addig is szamtalanszor elgkeriil: egyenletek
megoldasi modszerei, linearis operatorok vizsgalati modszerei épiilnek ra.

El6bb azonban egy olyan dolog, amit eddig halogattam, de nem lehet tovabb: egy kis kitérGként
nézziik meg, hogyan lehet komplex szdmokat ,belekeverni a levesbe”, vektorterek fogalméba.

7.1. Kozjaték: komplex vektorterek, skalarszorzat, transzponalas

Idézziik fel a korabbi 3.2. szakaszt, ahol (a fizikai tertink vektorainak dsszeadasarol és szammal szor-
zasarol kézzel-labbal” megallapitott tulajdonsagok alapjan) értelmeztiik a matematikai vektortér
fogalmat. A matematikai definicioban megkdveteltik, hogy teljesiiljenek ezek a tulajdonsagok.
Vektoroknak van Osszege és szammal vald szorzottja; a ,szam” valés szamot jelenthetett.

e Lényeges volt, hogy maguknak a szamoknak is van dsszege és szorzata a rdjuk vonatkozo kellemes
tulajdonsagokkal: dsszeadéas ill. szorzas kommutativitasa, asszociativitasa, stb. (ld. a korabbi 2.2.
szakaszt). A valos szammiiveletek ezen tulajdonsagai voltaképp kellettek ahhoz, hogy egydltaldn
megkovetelhessiik a vektorterek matematikai definiciojaban a vektordsszeadésra és vektorok szam-
mal szorzasira azokat, amit megkdveteltiink. Ha nem lennének igazak a valos szamok miiveleti
tulajdonséigai, az vektoroknal ,kihtzna aldlunk a talajt”. Ilyesmit jelent az, hogy a vektortereink
,R f0lott”, a valos szdmok folétt vannak értelmezve. R volt az a halmaz, amibdl a szamokat ve-
hettiik vektorok szammal szorzasahoz: az eddigi vektorterek valos vektorterek voltak.

e A komplex szamok halmaza, C, és a rajta értelmezett Osszeadas és szorzas ugyanazokkal a
kellemes tulajdonsagokkal bir, mint a valos szamokra. (R-r6l C-be  kilépve” a rendezést kellett
feladnunk, de ez most nem fontos.) Semmi sem akadalyoz meg tehat, hogy mostantol ,megenged-
jiink” komplex szammal szorzast is egy vektortérben. Pontosabban:

Komplex vektortérnek (vagy: C folotti vektortérnek) hivunk egy V halmazt, ha

1) van hozza egy ,0sszeadas”, ez két V-beli elemhez (vektorhoz”) egy harmadikat rendel,

2) van egy ,szammal szorzas”, ez egy komplex szamhoz és egy vektorhoz egy vektort rendel,
3) és ezekre ugyanazok a tulajdonsagok teljesiilnek, mint a valos vektortereknél.

e Egyik legfontosabb példa a komplex szamokbdl allo szamoszlopok (szdm-N-esek) halmaza.
Ezek halmaza komplex vektorteret alkot, ha a szam-N-esek Osszeadésat és szammal szorzasat
termeészetes modon, komponensenként értelmezziik (itt most szam-négyesekre irom fel):

a A a+A a Aa 0

b B b+B b Ab 0 minden szam itt
= A = llavektor: )

c + C c+C |’ c e |’ nuflavektor 0 lehet komplex.

d D d+D d Ad 0

82 A kvantummechanika sziiletésekor német nyelvi dominancia érvényesiilt a tudomanyban; vélhetSen ennek
k6szénhet6 az az érdekes fordulat, hogy a ,sajat—" megjelolést ezekben a szokapcsolatokban az angol nyelv vette dt
a németbdl. Sajat” németiil: Eigen. A sajatérték, sajatvektor, sajataltér (és késGbb: sajatfiiggvény, sajatallapot)
szavak angol megfelel6i: eigenvalue, eigenvector, eigenspace, eigenfunction, eigenstate; ,angolosan” kiejtve.
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Valos szam-N-esek valos vektorteret alkottak. Komplex szam-/N-esek komplex vektorteret, hiszen
ilyenek Osszege ill. (komplex) szamszorosa kielégiti a vektortereknél megkovetelt tulajdonsagokat.

e Foglalkozzunk a skalarszorzas miiveletével! Idézziik fel ,tisztan miveleti” (tehat: nem geomet-
riai) tulajdonsagait: olyan miivelet, ami két vektorhoz egy (valos) szamot rendel, és

1) kommutativ

2) disztributiv a vektorosszeadasra, szammal szorzas kiemelhetd (illeszkedik a vektormiiveletekhez)
3) tovabba minden vektor 6nmagéval vett skalarszorzata nemnegativ, és csak O-ra nulla.

e Eddig csak a haromdimenzids geometriai térben volt skalarszorzés; értelmes-e ez a mivelet
akarmilyen matematikai vektortérben? Valasz:  ha nem értelmeztiik, nem”. (J6 vicc). Mas-
Osszegeérdl és szamszorosarol). Ha akarunk altalanos vektorterekben skalarszorzasrol beszélni, azt
kiilén definidlni kell. Skalarszorzatos (vektor)térnek hivunk egy olyan V vektorteret, ami-
ben (a vektortérségéhez hozzatartozo eddigi miiveletek mellett) még értelmes egy tovabbi mivelet,
olyan, amire igazak a geometriai skalarszorzatra emlékeztets tulajdonsagok. A skalarszorzast néha,
amikor ez a miivelet igy méar ,elszakadt” a geometriai jelentéstél, més jellel jelolik, igy:

V skalarszorzatos tér, w,v € V skalarszorzatanak jele: (V).

Egy ismerds példa skalarszorzatos térre: a valds szamharmasok halmazan (mint vektortéren)
értelmezzik az <Q|y> skalarszorzatot: (w|v) := wyvi+wevot+wsvs. Ugye ez a miivelet reprezentélta
az ,igazi” vektorok skalarszorzasat, de most gondolhatunk agy ra, hogy (minden geometriai jelentés
nélkiil) a szamharmasokat ellattuk egy tovabbi, ,skalarszorzasnak” hivott miivelettel. Ellendrizni
kell persze, hogy ez a miivelet teljesiti a megkovetelt feltételeket, de ez valoban igaz®.

e Valos vektorterekben (ahol a ,szam” mindig valés szémot jelent) nincs gond a skalarszorzasra
megkdvetelt, fent megfogalmazott miiveleti tulajdonsagokkal. A késébbiekben igény mertil fel arra,
hogy komplex vektorterekben is tudjunk skalarszorzast értelmezni. Itt mar gond lesz:

Ha minden v, € V vekto- (a-V|W) = a - (V| W),

kkor (M| AT) = A*(0] 7).
rokra és «, f € R szamokra (V|5 -w) = p - (V]w), akkor — (AD]X) (@]9)

Szeretnénk, hogy (v]v) is és (A\U]A\U) is mindenképpen valds nemnegativ szamok legyenek. Valos
vektortérben nincs probléma: AeR-re \2€RJ. Ha viszont AeC-t is megengediink, \? akdrmilyen
komplex szam lehet. A fenti skalarszorzat-tulajdonsagok komplex esetben tehat nem tarthatok.

o Melyik ujjunkat harapjuk le? Az, hogy egy vektor 6nmagaval vett skaldrszorzata nemmnegativ

valos (és csak a O-nak nulla), annyira kapcsolodik mar a jhossz™r6l alkotott elképzelésiinkhoz,

hogy megtartjuk. Akkor viszont a szammal szorzas kiemelhet&ségén kell engedni. ,Skalarszorzas”

mindGsitésre igényt tartdé miveletrél komplex vektortérben a kovetkezét koveteljiik meg:
Skalarszorzas: két vektorhoz egy komplex szamot rendel6 mivelet, és

—1) minden 7 € V vektorra (7]7) € R, és (0]%) = 0 akkor és csak akkor, ha 7 = 0,

—2) a masodik valtozoban linearis, azaz (U] A\1@1+ada) = A1-(U]d1) + Ao+ (V] d2) mindig,

—3) (v|w) = (| V)", azaz forditott sorrendben skalarszorozva komplex konjugaltat kapunk.

83 Mivel ez a most értelmezett mivelet a térbeli vektorok skalarszorzatinak reprezenticidja, ha az teljesiti a
tulajdonsagokat, akkor nyilvan ez is. Azonban a térbeli skalarszorzas miveleti tulajdonsagait csak ,belattuk kézzel-
labbal mutogatva”, geometriai szemlélet alapjan. Jobb ezért most konkrétan ,képletek szintjén” kigondolni, hogy a
szamharmasok igy értelmezett skalarszorzata tényleg tudja a fentebb felsorolt harom tulajdonsagot; nem nehéz.
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e Az utolso kettét kombindlva: elGszor felcserélve, aztan kiemelve, majd megint visszacserélve azt
is lesztirhetjiik (tehat ez kovetkezik az eddigiekbdk), hogy a skalarszorzatra
—4) igaz, hogy (A\d1+Xads| V) = A}-(d1| V) + N5-(da| V): az els6 valtozoban tn. konjugélt lineris.
LFeladtuk” tehat a kommutativitast és elsG valtozobeli linearitast, de ami maradt, azok ,mii-
kods” tulajdonségok. Pl a fentebbi ellentmondas helyett most (AG|AT) = N \-(0]0) = |\|*-(7] D)
lesz, tehat ha (]¥) pozitiv valos, akkor (AU|AD) is, hiszen |A|? is pozitiv valés minden AeC-re.
Masrészt a valos vektortereken értelmezett valos értékid skalarszorzas tulajdonképpen a komplex-
nek ,specialis esete” (valos szamokra a konjugalas ,mintha ott se lenne”).

e Egy példa (kb. a legfontosabb): komplex szam-N-esek (szamoszlopok) komplex skalarszorzasat
»egy konjugalast még berakva” (a valos szamoszlop-skalarszorzas természetes komplex altalanosita-
saként) szoktak értelmezni. Ellendrizziik, hogy ez tényleg teljesiti a megkiovetelt tulajdonsagokat!

V1 Wy
Va Wo
y= ., W= , o (vw) = viw + viws + viws + viws.
V3 w3
V4 Wy

e A valos és a komplex skalarszorzattal kapcsolatban érdemes foglalkozni még kicsit az operatorok
transzponaltjaval és ennek komplex megfelelGjével (utobbi tj dolog). Egy A négyzetes matrix

transzponaltja (jele: A) ugye a f6atlora tiikrézéssel kaphato:

A transzponaltja, A (A = A A szimmetrikus, ha A = 2, azaz Ay = Ay

A transzponéltnak igazi értelmet a valos vektortereken értelmezett skalarszorzat ad. Ha (mint

eddig is) két valos szamoszlop, a és b skalarszorzata alatt azt eértjiik, hogy (a|b) := >, axby, akkor
a transzponalt fogalméit kapcsolatba hozhatjuk a skalarszorzéassal:

Allitas: <g|él_)> = <£Q‘Q>. Ha A szimmetrikus: g =A = <g‘él_)> = <ég}l_)>.

Vagyis: skalarszorzatban egy matrix hatasat ugy lehet  Atharitani” a masik vektorra, hogy transz-
ponéljuk a métrixot. Ezt nagyon egyszeri belatni indexesen szamolva:

<Q‘él_7> = Z ak(éb)k = Zak<ZAklbl) = Z Aparb; =
k k l k.l
= Z(Z)lkakbl = Z (Eg)lbz = <£Q‘b>, tényleg.
k.l l

e Valos skalarszorzatnak lehet értelme nemcsak szam N-esekre, hanem akarmilyen V valos vektor-
térben. Taldn nem meglepd igy, hogy akidrmilyen valos skalarszorzatos V vektortér esetén a
A operatorhoz a transzponaltjat, A-t rendels miivelet értelmes ,matrixok nélkiil” is:

AGLin(V)—hez egyértelmi ZELin(V), amire <\7 AIU> = <E\7

u_)’>, minden v, WeV-re.
Ez .pont jo” lesz a fizikai teriinkben: az ottani skalarszorzast a szamharmasokon éppen a ), a;by
modon reprezentaltuk, igy a transzpondlt operdtor matrixa tényleg a transzponalt matrix.

e Komplex skalarszorzatos tér esetén is van egy, a transzponalashoz hasonlé fogalom. Egy
(akar komplex) szamokbol all6 N x N-es A métrix adjungaltjanak azt az A*-val jel5lt®* matrixot

84 Az ,adjungalt” jelentése is kb. ,hozzakapcsolt” latinul; minthogy az eredeti matrixhoz nagyon szorosan ,hozz4,
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hivjuk, aminek elemei:

A adjungaltja (A = A Szavakban: transzponalunk és
A", amire = /KT e komplex konjugaltat vesziink.
Példaul:
1 1+1 2—1 1 5+3 3
A b—3i 449 4 & é+ =|1— 4-% 747
3 T7-Tt 8 241 4 8

e Az adjungélt matrixnak a komplex szdm-/N-esek korabban értelmezett ,természetes” komplex
skalarszorzataval van kapcsolata, hasonld, mint a transzponaltnak a valos esetben:

Ha (alb) = Zakbk = (a|Ab) = (4%q|b).

Ennek belatasahoz ,sz6 szerint” kdvethetjiik a fentebbi receptet, csak a komplex konjugéltakat kell
még izlésesen elhelyezni benne:

komplex esetben: <a| Ab> Z ap(Ab)y aZ(ZAMn) = Z Apapb, =
k1
= Z _* lkak Z by = <é+2‘b>a tényleg.

l

Vagyis a skalarszorzatra vonatkozolag (méatrixoktol , fiiggetlenitve” magunkat) komplex esetben az
adjungaltra mondhatjuk el ugyanazt, mint valos esetben a transzponaltra:

Ha V komplex skalarszorzatos tér:

h : re (| Av) = (A*@
AeLin(V)-hez egyértelmi AT€Lin(V), atire <w‘ Y v

\7>, minden W, vEV-re.

o Jegyezziik meg, hogy a transzponilas az adjungalas specialis esete: valds szamokbol all6 matrix
adjungaltja éppen a transzpondltja. Sok allitast komplex skalarszorzatos térre, adjungaltra fogal-
mazunk meg; ezeket akkor valos matrixokra, transzponéltra is vonatkoztathatjuk.

e Az operatorok adjungaltta (vagy transzponalttd) valtozasa skalarszorzaton valo ,atdobéaskor”
méatrixokra nagyon szemléletes, ha az adott szam-N-essel valo skalarszorzast (mint miiveletet)
Jefektetett vektorral”, ,sorvektorral” jeloljiik, példaul 3x3-as esetben:

(wlv) = wivi+wivatwivs & Vo

(wf w3 w§> (wlv)

Amikor szam-N-eseket komplex skalarszorzunk (azaz egy vektort ,sorvektorként” irunk fel), akkor a
komponenseket komplex konjugalni kell!!! (Valosban persze ennek tovabbra sincs jelentGsé-

ge). A vektor-matrix—vektor” szorzatot pedig ,lényegében ugyantugy” dbrazolhatjuk, akar <w ‘ A y>,

van kapcsolva” az adjungéltja. Az adjungalt matrix jelolése nem mindenhol ez, amit most mi hasznalunk: bizonyos
konyvekben jelolik foliilvonassal, (mint a transzponalast), csillaggal (mint a komplex konjugalast), vagy az indexben
+ helyett egy speciélisabb, 1 jellel: A, A*, AT, éT.
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akar <é+w‘y> modon irjuk fel:

V1

(wldv) Vo
V3 All A12 A13 Vi

A+ P A A A
An A A (Av)i) | <: w|£> 21 22 23 Va2
Ag Ay A (Av) Az Ap A V3
g == * " * o V(A0 (AT )* +
Asp Asy Ass (éz)?) < wy Wy  ws )((é w)1(é w); (é w); <é w}y)

—
|=
[
=

* * *
Wy Wy Ws

Mindkét alakban a gépies métrix-vektor-szorzasi sémét alkalmaztuk: az els6ben elGszor A hatasit
v-re, aztan w-vel skalarszorozva; a mésodikban pedig el6szor ,balra szorozni a matrixszal”, azaz
mintegy a matrixot megszorozni balrol a sorvektorral, ezutdn az igy kapott sorvektorral jon a
skalarszorzas v-vel. Az A-val ,balra szorzas” tulajdonképpen éppen a transzpondlttal szorzdst
jelenti szokasos iranyban, a komplex konjugéalassal egyiitt ez tényleg az adjungalt métrix hatéasat
jelenti a w vektoron. Ebb6l a sémbol lehet megjegyezni, hogy adjungélassal az operétor ,dtdobhatd”
a skalarszorzaton beliil.

X ok ok ok

Most ratériink a fejezet tulajdonképpeni témajara. Véges dimenziés vektorterekben mozgunk. A
tér, amiben éppen dolgozunk: V. minden el6keriil vektor V eleme, és minden linearis operator
Lin(V) eleme. A dimenziok szama: dimV = N, de kiilén figyelmet forditunk a két— ill. haromdi-
menzids terekre, mint a ,sik” és a tér” megfelelGire; a példakat is ilyenekbdl vessziik. Mint eddig,
a minden vektort helyben hagy6 egységoperatort I-vel jeloljiik.

7.2. Alapfogalmak

e Altalaban ha adott operatort egy adott vektorra hattatunk, az eredményvektor ,akarmi lehet”,
jelesiil: nem parhuzamos az induld vektorral. (Gondoljunk csak egy forgatasra, de nincs ez masképp
més operatorokkal sem.) Fontos lesz azonban a kiovetkezs kérdés: legyen adott egy Ae Lin(V)
operator; vajon taldlunk-e hozza olyan v vektort, amit énmagaval parhuzamos vektorba visz.
Két vektor ugyebar parhuzamos, ha egymaés szamszorosai. Ezeken a nyomokon elindulva:

e Egy adott A €V lineéris operéator esetén azt mondjuk egy A szamra, hogy
\az A sajatértéke, ha létezik ¥ +#£0, amire AT = \.
Ekkor #-t az A-nak a \ sajatértékhez tartozo sajatvektoranak hivjuk.

Kikotottiik, hogy 40 legyen; a nullavektort ugyebar minden operator a nullavektorba visz, ami
végiilis az (induld) nullavektornak tényleg (akarmilyen) szdmszorosa; nyilvan az ennél érdekesebb
esetek lesznek fontosak.

e Hogy ,az A operatornak v a A sajatértékhez tartozo sajatvektora”, idénként ugy is mondjuk, hogy
,az A operator a v-n felveszi a \ sajdtértéket. Ez arra emlékeztet, hogy altalaban a vektorokon
hatva A nem magukkal ardnyosba viszi 6ket, a U viszont specialis neki ebbdl a szempontbol.

e Ha az A operatornak v a A sajatértékhez tartozo sajatvektora, akkor barmilyen o szamra «-v is
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az, hiszen ha A¥ = \&, akkor fl(ozﬁ) — AT =a -\ = A-(at), tényleg. Tehat egy sajatvektor
nem egyértelmiien meghatarozott: akarmilyen szdmszorosa is az.

Altalanosabban: tegyiik fel, hogy A-nak adott A sajatértékhez v és U5 is sajatvektora. Ekkor
nyilvanvalo, hogy v és s barmilyen linearis kombinécitja is A-hoz tartozé sajatvektor, hiszen

Ad = A& Alany + aoty) = a1 (ATy) + as(Ad) =
1 — 1 N N

A :> = )\ )\ =
AB, = AT, Q1 AU + Qg AUg

= Ma1¥] + agth), tényleg.
(Figyelem: itt a A ugyanaz a két vektornal!!) Ebbdl kiindulva értelmes a kiovetkezs definicio:

e Adott A operator adott A sajatértékéhez azon @ vektorok Gsszességét (halmazat), amikre a
ysajatértékséghez” megkovetelt alaptulajdonsag teljesiil, az A-nak az adott sajatértékhez tartozod
sajatalterének hivjuk:

Adott A € Lin (V) operator, {27 } amire A7 = AU} halmaz:
ennek adott \ sajatértéke: a A-nak M\-hoz tartozo sajataltere.

A sajataltér legalabb az egy sajatvektort tartalmazo altér (egyenes), de lehet kétdimenzios sik, stb.

A X sajatérték geometriai multiplicitasa: a hozza tartozo6 altér dimenzidja.

e Egy A operator két kiillonboz6 sajatértékéhez tartozo sajataltereinek metszete csak a nullavek-
tort tartalmazza: ez vilagos. (Ha lenne benne més vektor, akkor az melyik sajatértékhez tartozna?
Lehetetlen.) Kicsit tobbet mond az, hogy kiildnb6z6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok (vé-
ges sok darab) egyméstol linearisan fiiggetlenek. Ennek belatasahoz ,soroljuk fel” a kivalasztott
sajatvektorokat és a megfeleld sajatértékeket: A, Ao, As.. ., ill. U1), U(2), ¥(3),. - . , ahol mindegyikre
flﬁ(k) = MU(r). »Leljes indukcio™szerd modon lathatjuk be allitasunkat:

o Kettd ilyen vektor halmazara nyilvinvalo: ha OsszefiiggSk lennének, azaz v(1) = a - ¥(2), akkor
nem tartozhatnanak kiilonbo6z6 sajatértékhez.

e Héarom vektorra: mivel barmelyik kettd lin. fiiggetlen, elég ,a harmadikat” (akarmelyiket)
vizsgalni: ha U3y = ay9(1) + aa¥(2), akkor

)\3(0&117(1) + 04217(2)) = )\317(3) = 12117(3) = A(Ozﬂ_f(l) + agﬁ(g)) = al)\ﬂ_f(l) + ag)\gﬁ(l) =
= 041()\3—)\1)17(1) + 052(/\3—/\2>17(2) = 6,

ami, ha feltettiik, hogy a sajatértékek mind kiilonbozéek, és U1y és Up) lin. fiiggetlenek, csak
ugy lehetne, ha a;=ay=0, ami viszont nem jo, mert ekkor 73) is nulla lenne.

e Erre a mintara hajazva mindig tovabbléphetiink eggyel, igy tehat akdrmennyi (véges sok)
vektorra is igaz lesz az allitas.

Ebbél maris kdvetkezik az, hogy NV dimenzios téren hato operatornak legfeljebb N darab kiilonbo6z6
sajatértéke lehet, hiszen maximum ennyi linearisan fiiggetlen vektor van benne.

o A kovetkez6 fogalmak is néha elGkeriilnek, ezeket most csak megemlitjiik:

Tegyiik fel, hogy M C V olyan lineari i
ceyui 1el, Hogy TR = ¥ olyanl Anearts Ha A[M] C M, akkor mondjuk, hogy

altér, hogy minden v € M benne 1év§ Elnevezés: > ] ..
az M az A-nak invarians altere.

vektornak A &ltali képe is M-ben van!
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Mas szoval: ilyenkor az M altérre azt mondjuk, hogy invarians A-ra. Még fontosabb, ha van két
kiegészitG altér, amik mind a ketten invaridnsak:

Ha M és My kiegészitd alterek
(azaz M, NM,=0 és Span(M;UM,)=V,
és Ml; és M is invaridns altere A-nak

akkor azt mondjuk, hogy
M, és M, redukalja A-t.

Figyeljiink fel, hogy nincs kizérva a definicioban, hogy 1) egy invarians altér olyan legyen, hogy
az A leképezésiink azon kivili elemeket is oda képezzen, 2) az sincs kizarva, hogy egy invarians
altérnél ne legyen még sziikebb altér, ami szintén invarians.

e A trivialis alterek (a {0} nulla dimenzios altér és az egész V tér) minden operatorra invariansak.
Eggyel , komolyabb” szemléltets példak most is (mint szinte mindig) a hAromdimenzios vetitések,
forgatasok korébdl vehetSk (az alterek ugye szokasosan origon dtmend sikok, egyenesek stb.).

Egy adott tengely koriili altalanos szogi forgatdsnak sajatvektora a tengely iranyd barmilyen
vektor (vagyis a tengely iranyu egyenes sajataltere) A=1 sajatértékkel, hiszen az ilyen irdnya
vektorokat a forgatas dnmagukba viszi. A forgatasnak mas sajatvektora nincs is; van viszont meég
invarians altere: a tengelyre merdleges sik (az ebben 1év6 vektorok tovabbra is ebben maradnak).
A tengelyre merdéleges sik és a tengely iranyu egyenes kiegészits alterek, és mindkettd invarians:
ezek tehat redukéljak a forgatasoperéatort.

Egy adott sikra valo merdGlegesen vetitésnek invarians altere maga a sik, és a ra merdleges egyenes
is (azaz ezek redukaljak a vetités operatorat). Ennek a vetitésnek raadasul a sik (amire vetitiink)
sajataltere is A=1 sajatértékkel, és sajataltere a rd merdleges egyenes is (A=0 sajatértékkel).

e Az ] egységoperatornak egyetlen sajatértéke van, az 1, és az egész V tér a sajataltere. Ez
persze akkor invarians altere is, de amugy V akirmilyen altere is invaridns altér az I-re.

7.3. Sajatértékek és sajatvektorok meghatarozasa

Az imént lattunk néhany egyszeri példat is sajatvektorokra, sajatalterekre; jo lenne, ha tudnank,
hogy altaldban hogyan kell kiszamitani adott operator sajatértékeit, sajatvektorait. Ehhez persze
meg kell adni magét az operatort; a gyakorlatban ez sokszor azt jelenti, hogy megadjuk a matrixat,
azaz V-ben vélasztunk egy (szokdsosan ortonormalt®®) bazist, és a A operatorhoz megadjuk az eb-
ben a bazisban kiszamolt A métrixat. Mikozben matrixok sajatértékeit keressiik, megismerkediink
méatrixokra vonatkoz6 tovabbi tulajdonsagokkal, valamint azzal, hogy némely, eddig csak konkrét
matrixokra ismert fogalmakat hogyan lehet magukra az operatorokra vonatkoztatni.

e Elgszor foglalkozzunk 3x3-as matrixokkal; vilagos lesz, hogy mi a helyzet nagyobb (vagy kisebb)
métrixok (azaz: nagyobb vagy kisebb dimenzi6szdm) esetén. Annak feltétele, hogy adott A mat-
rixra sajatértéket kapjunk, matrixokkal és szamharmasokkal még egyszer felirva, majd atrendezve:

|5S

v=N = Av-l=0 = (A—X)v=0.

Az utobbi alak tulajdonképpen egy homogén linearis egyenletrendszer, aminek ugye van a trivialis
megoldasa (amikor v = 0, de erre ugye nem voltunk kivancsiak); nemtrivialis megoldasa akkor van,

85Ha még nem is mondtam igy, remélem, egyértelmt: egy bézis ortonormdlt, ha a kiilonbozs elemei merdlegesek
(ortogondlisak), és mindegyikiik hossza 1 (azaz: normdltak). Eddig is ilyen bazisokkal dolgoztunk.
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ha a zarojelben 16vé matrix nem injektiv. Igy tehat:
A sajatérték & (é—)\i) nem injektiv & det (é—)\é) =0.

Adott A métrix esetén fel tudjuk irni az A—AI matrixot (most még ismeretlen \ szimmal), majd
megvizsgalni, milyen A-ra lesz pont nulla a kijeldlt determinéns.

e Emlékezziink, hogyan is lehet akirmekkora matrix determinansat kiszamitani (soroként egy ele-
met valasztva, hogy oszloponként is egy legyen; ezeket Gsszeszorozva, majd az 6sszes N! lehetGséget
a permutacio el§jelével sszeadva)! Az A-hoz képest az A — A\l matrixa gy jon ki, hogy A f6at-
16j4bol levonunk A-kat. Egy példa (most konkrétan kiszamitva a determinanst is):

3 1 -2 3—)\ 1 -2
Példa: é:: —4 -2 2 = é—)\iz —4 —2-\ 2 =
2 2 1 2 2 1-X

= det (A-AL) = (3=X) - (—2=A)(1=X) + 1-2:2 + (—2)-(—4)-2—
— (3=0)22 — 1-(—=4)-(1=X) — (=2)-(=2—))-2 = det (A—AI) = —X*4+2X°+2)\—2.

Vilagos, hogy ehhez hasonloan egy konkrétan megadott N X N-es A méatrixra a det (é — )\Q kife-
jezése mindig egy N-edfoki polinom lesz A\-ban, ahol az N-edfoki (legmagasabb foki) tag egyiitt-
hatoja (—1)V, ez a determinans N! darab tagja koziil abbol az egybdl jon, ami a fsatlobeli elemek
szorzatat tartalmazza (abbol is csak a A-k szorzatabol).

e Az iménti méatrix esetén tehat ahhoz, hogy megkeressiik a sajatértékeket, meg kell oldani a
kovetkezd algebrai egyenletet:

Az iménti A sajatértékei (\)=? = X’ -2 -A+2=0.

A példa kedvéért konkrétan végigszamoljuk ezt. Harmadfokt egyenletet nehézkes altalanosség-
ban megoldani; most azonban észrevehetjiik (bizonyos rutinszint folott kotelezs errdl az egyenletrsl
észrevenni), hogy a A=1 az megoldas. Valoban, A=1-et irva a bal oldalba éppen 0-t kapunk. Emi-
att a harmadfoku polinombol ki lehet emelni (A—1)-et®. Ezzel a maradék méar masodfoki, amit
meg lehet oldani, igy tehat megvan a harom sajatérték:

N2 A42=0 & (A-1)(\-1-2)=0 = =1 Ag=—1, A3=2,

Kovetkez§ feladat a sajatvektorok megkeresése. Kezdjiik pl. a Ay = 1-hez tartozé sajatvektorral
(amit most jelljiink v(V-gyel): ehhez vissza kell helyettesiteni a Aj-et az Av() = X\;u!) egyenletbe,
vagyis abba, hogy

2 1 —2\/vV
—4 =3 2 |[wV ] =
2 2 0 J\oV

(A— D™ =0 beirva A alakjat,
e jelenti, hogy:

o O O

86 Tzt a dolgot hivjak tulajdonképpen polinomosztdsnak: ha tudjuk, hogy A = 1 zérushely, akkor ki lehet emelni
A —1l-et a polinombol, amit tgy csindlhatunk, hogy a magasabb foku tagoktdl az alacsonyabbak felé haladva mindig
ugy csoportositjuk Gket, hogy ki lehessen emelni a megkovetelt A — 1-et; a mi esetiinkben tehat konkrétan:

A 207 A2 = (A2=A2%) — (A2=0) + (2A—2) = (A—1)(\2=1-2).
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vagy, ha mar megtanultuk, a még tomorebb Gauss-eliminécios jeloléssel is dolgozhatunk (ahol U%l),

vél), v:(),l) az ismeretlenek), és egybdl tovabb is alakithatjuk:

2 1 =210 2 1 =2
0 2 1 =210 21 =210
—4 -3 210l ~10 0 0 |0] ~ 9 2 0 lo ~ 01 2 lo ~
2 2 0 |0 2 2 010
2 0 —41|0 1 0 =210 1 (1) 1 (1)
(0 1 9 ‘O) (O 1 9 '0 = vy =-=2-v, vy =20 .

A Gauss-eliminacio els6 lépésében észrevehettiik, hogy a sorok nem linerisan fiiggetlenek; mi most
a masodik sorhoz adtuk hozzi az els6 és harmadik Osszegét. Ez 0 = 0 egyenlet lett, igy el is
hagyhattuk, utdna méar csak alakitgattunk. Figyelem! Az, hogy a sorok linedrisan Osszefiiggs-
nek adodtak, és emiatt tehat létezik nemtrivialis megoldas, nem valami ,extra méazli”; éppen ezt
biztositotta be az, hogy olyan A-t kerestiink, amire az A — AL nem injektiv métrix lesz (vagyis a
determinansa eltiinik)! Mindig ,elvarhatjuk” ezt tehat.

Az utols6 Gauss-eliminacios alak pedig azt jelentette, hogy pl. a harmadik ismeretlent (vél)—at)

akdrhogy megvalaszthatjuk, de akkor mar meghatarozodik az elsé két komponens, v%l) és vél); ezt

irtuk fel. No marmost ugyanezt végigjatszva a \, sajatértékhez tartozé (meghatarozandé) v® és

a A\g-hoz tartozo v® sajatvektorokkal, Gsszefoglalva azt kapjuk eredmeényiil, hogy

3 1 =2 A =1, 2 1 —1
A=|-4 -2 2 = A =1, W[ =21, Pl -2], O] 1
2 2 1 A =1, 1 1 0

e Megoldottuk tehat a kitlizott méatrix sajatérték-problémajat. Harom kiilonbo6z6 sajatérték
adodott (az egyenletbdl), nem csodalkozunk tehat hogy kaptunk harom linearisan fiiggetlen sajat-
vektort. Utobbiak persze ilyenkor csak egy szamszorzé erejéig hatarozédnak meg: ezért szerepel o
(,aranyos”) jel az utobbi kifejezésekben = (egyenld) helyett; mindegyiket kiilon-kiilon akarmilyen
szammal (akar negativval is) szorozhatnam, szintén sajatvektorokat kapnék. Ellendrizziik le, hogy
tényleg, az A-t hattava ezekre a vektorokra ,kikapjuk” a sajatértékeket!

Még egy megjegyzés: amikor a sajatvektorokat kerestiik a (mar megtalalt, emiatt adottnak
tekinthetd) sajatértékhez, most Gauss-eliminécioval dolgoztunk, de harom dimenzioban, ahol ér-
telmes a vektoridlis szorzas, azzal is kitaldlhatjuk a sajatvektort: a linearis egyenletrendszer két
sorat véve (a harmadik ugye Osszefiigg ezekkel) az egyenletrendszer lényegében azt mondja, hogy
az ismeretlen vektor merdéleges a matrix egyik ill. masik sorabol mint komponensekbdl 6sszeéllitott
vektorra; igy tehat a matrix két sorat (komponensenként) vektoridlisan szorozva is megkapjuk az
ismeretlen vektort (ami az éppen adott A-hoz tartozo sajatvektor).

o Kovetkez$ (egyszeriibb) példaként nézziink meg egy 2x2-es matrixot! Keressiik tehat az alabbi
A matrix sajatvektorait, sajatértékeit! Az egyenlet masodfoki lesz, régtén a megoldast from fel:

L det(A—\I)=0
A (_3 11). o (A A)(1TA)—2:(—3)=0 = AN =5 A =10,
= A—=15\+50=0

2)

2x2-es matrixokra igen egyszerti megtaldlni a sajatvektorok kifejezéseit: felirva a v és v(® sa-
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jatvektorokra vonatkozd egyenleteket, azt kapjuk, hogy

(1)
—1 2\wv
A— Do =0 = Ll =
4 e -3 6 vél)
2)
-6 2\v
A—XDv® =0 = ] =
(4 - 2el)v P e

Az A — Al matrixdnak masodik sordbol kapott egyenlet mindig ugyanazt mondja, mint az elsd
(hiszen, mint fent, mivel det(4 — AI) = 0, a sorok linearisan dsszefiiggenek, és két egyenletnél ez
csak igy lehet); ezért elég az egyik sort nézni. Az eredményt (amiben még marad ugye egy szabad
szorz0) tgy talalhatjuk ki 2x2-es A — A\l métrixra, hogy az egyik soraban lévs két elemet
,smegcseréljiik”, és koziilik az egyiket —1-gyel szorozzuk; ez pont jo lesz mindig.

o Az eddigieket kicsit Osszefoglalva: mivel 2x2-es és 3x3-as matrixok igen sokszor elGkeriilnek,
érdemes kicsit tomorebben felirni a sajatértékekre vonatkoz6 egyenletet, hogy ne kelljen mindig
kisilabizalni az A — Al determindnsét.

2x2-es matrixok esetében az egyenlet masodfoki:
M = (Z 2) = det(A-A)=0 ... & N — (a+d)\ + (ad—bc) = 0,
vagy masképp: A? — Tr(A)-\ + det(A4) = 0.

3x3-as matrixokra is esetleg érdemes ,egy fiist alatt” felirni a A-kra vonatkozo egyenletet. Az
alabbi képlet adodik (ellendrizziik le!):

A A Agg
M= | Axn Axp A = a det(é — A ) =0 egyenlet ekvivalens alakban a kovetkezd:
Az Az Ass

A? —Tr(A)-A* + Tr (adj A)-A — det(A) = 0.

A koOzéps6 jelolést nem ismerjiik még; ez 3x3-as matrixokra azt jelenti, hogy:

An A Agg
M= dn An | = (i) R e e
_ - Aszy Ass As; Asg Ay Ay
Az Az Asg

Ezt ugy kell tehat legyartani, hogy végigmegyiink az eredeti 3x3-as matrix f6atlojan, mindegyik
elemnél a megfelels sort és oszlopot ,kitakarjuk”, és a ,maradék” 2x2-es méatrix determinansat
képezziik, végiil ezeket Osszeadjuk. Ha konkrétan kiértékeljiik det(A — AI)-t, éppen ez a kifejezés
lesz a A-ban els6foku tag egyiitthatojas’.

o Vigyazat!!l Az iménti, 2x2-es ill. 3x3-as matrixokra felirt képletek tényleg csak ilyen, 2x2-es

ill. 3x3-as matrixokra érvényesek! Nagyobb matrixnal nincs mese, ki kell valahogyan masképp
szamolni a det(A — AI)-t.

87 Akérmilyen (nemcsak 3x3-as) matrixokra is értelmes az adj A métrix, aminek a nyoma lenne Tr(adj A). Nem
foglalkoztunk ugye a determinansokkal kapcsolatban az aldetermindnsokkal, azokkal kapcsolatban jon be ez a foga-
lom. Itt most pontosan annyit elég tudni, amennyit leirtam.
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7.4. ,Egyszert” operatorok (matrixok), fontos tipusok

Vizsgélgassuk kicsit tovabb altalanosabb keretek kozott a sajatértékek problematikajat; az itt el-
mondottak persze a specidlisabb 2x2-es és 3x3-as esetekben is igazak.

e Minden A matrixra felirhatjuk det (é—)\i)—t; ez N-edfokii polinom A-ban, az A karakterisz-
tikus polinomja névre hallgat. A sajatértékeket meghatarozo egyenlet det (é—)\é) =0, ez az
A karakterisztikus egyenlete, vagy csak egyszeriien: sajatérték-egyenlete. 2x2-es métrixok esetén
ez masodfokd; minden tovabbi nélkiil felirhatjuk a megoldasat. Nagyobb matrixok esetén tob-
bedfoki; ennek megold4sa nehézkesebb (nincs ,;megoldoképlet”), de tudjuk az algebra alaptételél®®,
miszerint komplex szdmok kozott egy N-edfoki egyenletnek van N darab gydke. ,Kivételes”
eset, de persze el6fordul, hogy kevesebbnek tiinik a gyokok szama; ezt tgy mondjuk, hogy két
(vagy tobb) gyok egybeesik. Pl. az x? = 0 masodfokiti egyenletnek csak a 0 a megoldasa: erre azt
mondjuk, hogy a nulla kétszeres gyok.

e Egy NXN-es A matrix karakterisztikus egyenletének gyokei tehat a matrix sajatértékei. Egy
gyoknek mint az egyenlet gy6kének multiplicitasa (vagyis hogy hanyszoros gyok) kiilén nevet visel:

a sajatérték mint az egyenlet gyokének multiplicitasa:

a sajatérték algebrai multiplicitasa.

3x3-as matrixoknal példaul lehet, hogy a karakterisztikus egyenletnek hirom kiilonboz6 gydke
van (mint az el6z6 szakasz példajaban); ekkor ezek algebrai multiplicitasa 1. Lehet pl. az is,
hogy van két egybees6 gyok meg egy harmadik kiilonbo6z6, ekkor két sajatérték van, egyik algebrai
multiplicitdsa 2, a masiké 1.

e Az is lehet, hogy a karakterisztikus egyenletnek nincs (vagy nincs ki az N darab) wvalds gyoke,
még akkor is, ha az egyenlet valos egyiitthatoju (azaz maga a matrix csupa valos szamokbol
allt). Pl. 2x2-es valos matrixokra a sajatérték-egyenlet méasodfokd: az?+bx+c=0, vagy van két
valos sajatérték (ha a b*>4ac), vagy két komplex, ha b*<4ac. (Vagy két egybeess valos gyok,
ha pont b*=4ac). Ha a sajatérték-egyenlet egyik megoldasa komplexnek adodik, akkor ha az
operatort (méatrixot) kifejezetten valos vektortéren hatd operatorként képzeltiik, nincs mese, azt
kell mondani, hogy ez a sajatérték (valosként”) nem létezik; ha kiterjesztjiik a vektorteriinket
komplex térré, akkor viszont létezik, és 6 egy komplex sajatérték.
Pl tekintsiik az alabbi M matrixot; ellendrizziik a sajatérté¢k-problémajanak megoldasat is:

Komplex sajatvektorok:

B (0 —1) Sajatérték-egyenlet: Komplex viszont . ,
~\1 0 A24-1=0, nincs A\€R. van: \1=i, \og=—1. y(l)oc(Z), y(2)o<(;).
Az M valos matrixnak tehdt nincs valds sajatértéke. Az M hatéasat a stkon szemléltetve rajohetiink,
hogy az oramutatd jarasavan ellenkezs, pozitiv irdnyd 90°-os elforgatast irja le: tényleg nincs
sajatvektora a sikon. Ha kiterjesztjiik komplex szamok kozé, akkor viszont van.

Latjuk tehat: komplex sajatérték (azaz valos sajatértékek jhidnyzésa”) eléfordul akkor is, ha
maga a matrix valos (azaz valos vektortéren hato operatorrol van szo). Mivel komplex szémok
kozott egy N-edfoki egyenletnek (a karakterisztikus egyenletnek) biztosan van N gydke, a ko-
vetkez6kben az altalanosabb megfontolasok soran mindig komplex vektorterekre gondolunk (ami

88Ezt csak emlitettiik a komplex szamokkal foglalkozé 2. fejezet végén, a 2.6. szakaszban.
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ugye lényegében azt jelenti, hogy komplex szamokkal is lehet linearkombinalni, azaz specidlisan:
vektorkomponensek, matrixelemek mind lehetnek komplexek is). gy tehat nem kell majd azzal
szorakozni, hogy mi van, ha komplexek a gyokok.

Ha mégis kifejezetten valos vektorterekkel akarunk vizsgalodni, akkor mindig mindenhez hozza
kell értentink kovetelményként, hogy ... .. és az Gsszes sajatérték pont valés”. Meglatjuk alabb, hogy
(a gyakorlatban fontos esetekben is) néha biztosak lehetink majd abban mar a sajatérték-probléma
tényleges megoldasa el6tt, hogy az Osszes sajatérték valos; ezt jo dolog lehet elére tudni”.

e Térjiink vissza az altalanos vizsgalatokhoz (ahogy mondtuk: hacsak kiilon nem kotjiik ki, komp-
lex vektorteriink van most). Egy sajatértékhez kétféle sokszorossag”, multiplicitas is van: a geo-
metriai (a hozza tartozo sajataltér dimenzidszama), és a most bevezetett algebrai (a neki mint a
karakterisztikus egyenlet gyokének tobbszorossége). A gyakorlatilag legfontosabb eset mégis:

a tovabbiakban ,egyszerd”-nek mondunk egy matrixot (vagyis operétort), ha

a sajatértékeinek algebrai és geometriai multiplicitasai megyegyeznek.

Ez miért jo7 Azért, mert — mivel komplex szdmok kozott az algebrai N-edfokd karakterisztikus
egyenletnek biztos N darab ,gytk-szor-multiplicitas™a van — ha egy N dimenzidés téren hatd
méatrix egyszeri, tudhatjuk réla, hog a sajataltereinek dimenzidszdmainak Gsszege megegyezik a
tér dimenziojaval. Ebbdl (mivel a kiillonb6z6 sajatalterek metszete csak a nullavektor) a dimenziok
megszamlalasabol kiadodik, hogy

Egyszerd matrix (operator) sajatvektorai kifeszitik az egész V teret.

Van ennek az ,egyszerii’™fogalomnak precizebb neve is; most maradjunk ennyinél®®. J6 volna azért
tudni, hogy milyen méatrixok ,egyszertiek”. Most két fontos esetben tudunk hatérozottat mondani:

1. Ha a sajatértékek mind kiilonbozéek (és valos esetben mind valosak), az operator egyszerti.

2. Ha egy operator énadjungélt (vagy valos esetben: szimmetrikus), akkor is egyszert.

e Az els6t lesziirhetjiik az eddig tanultakbol: ha a karakterisztikus egyenlet gyokei egyszeres kiilon-
boz6 gyokok (és valos vektortéren megkoveteljiik, hogy mindegyik gyok valos legyen), azaz egy N
dimenzios téren hato A-nak tényleg van N darab kilonbizd sajatértéke, akkor sajatvektorai mind
linearisan fiiggetlenek, és igy (mivel N-en vannak) biztos kifeszitik az egész teret.

e A masik, 2.) eset talan még fontosabb; ilyenkor tovabbi dolgokat is megéllapithatunk. Emlékez-
ziink vissza operatorok (matrixok) transzponaltjara ill. adjungaltjara, és haladjunk lépésenként!

Allitas: 6najdungalt operator sajatértékei valésak. Ezt egyszertien belathatjuk, ha emlék-
sziink, hogy az adjungalast kapcsolatba hoztuk a skalarszorzassal, és ezt hasznéljuk a sajatvektorra:

Ha AT = AT, akkor (@ (T|AT) = A-(0] D), Tehat:
masrészt AT=A, igy (¥ (A+5|v) = (A0|0) = (\o|0) = A (7] 9). A=\,

v)
v

)

. 0 1 . i as L
89 Hogy lassunk példat ,nem egyszert’re is: a (O 0) matrix sajatérték-egyenlete (karakterisztikus egyenlete):

A
A

A2=0, ennek csak a A=0 a gytke, ami kétszeres gyok: algebrai multiplicitdsa 2. Hozz4 tartozoé sajatvektor azonban
1
csak a v= (O) ill. ennek tobbszordse lehet, hidba kereslink ettél linearisan fiiggetlen méasikat. Tehat a A=0 sajat-

értékhez csak az ezen v altal kifeszitett egydimenzios altér a sajataltér; a A=0 sajatérték geometriai multiplicitasa
tehét 1, kisebb, mint az algebrai. A sajatvektorok (ez a v egymagédban) nem feszitik ki a (kétdimenzids) teret.
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Kihasznaltuk, hogy komplex skalaris szorzasnal a masodik szorzandohol a szamszorzot, az elsGhol
viszont komplex konjugaltat lehet kiemelni. Az 4llitas azért lényeges, mert 6nadjungalt matrixban
magaban még bdséggel lehetnek komplex komponensek (elemek), a veliik felirt karakterisztikus
egyenlet is lehetne komplex egyiitthatos; nem latszik, hogy a gyokei csak valosak lehetnének. Mégis
ez a helyzet. Valos esetre ,lesziikitve” a skalérszorzas, adjungélas fogalmait, adodik a nagyon fontos

Kovetkezmény: Valds szimmetrikus mdtriz (operdtor) sajatértékei valdsak.

(Ez sem magatol értet6ds: valos matrixnak is lehetne komplex sajatértéke, mint lattuk.)

e Onadjungalt operator kiilsnb6zs sajatértékeihez tartozo sajatvektorok ortogonalisak.
Kiirva: ha A+:A, tovabba A171:)\1771, Al_fgz)\ggg, és )\17é>\2, akkor <771}’l72> =0.
Ezt belatni sem sokkal nehezebb, mint volt fentebb A\-k valdssagat onadjungalt operatorra:
egyrészt: </:1+’172"l71> = <”l72 A171> = <172})\1?71> = )\1<?72|?71>,
masrészt: <A’l72|?71> = <>\2’l72|?71> = )\;<’l72|?71> = )\2<?72|?71>

Méarmost ha At=A és a két sajatérték nem egyenld, a két sor vége csak tgy lehet egyenld, ha
mindketts nulla, ez pedig tgy lehet, hogy <171‘172> = 0 tényleg.

e Mindez persze valés szimmetrikus matrixokra is érvényes; ezek kiilonb6z6 sajatértékekhez
(mind valos!) tartozo sajatvektorai ortogondalisak (merdlegesek).

e Mi a helyzet, ha egy matrixra pl. két sajatérték egybeesik? Arra gondolhatunk (az ,egybeesik”
elnevezés is sugallja), hogy ez ,véletleniil” lehet igy: egy N-edfoku algebrai egyenletnek ,altalaban”
N darab kiilonb6z6 megoldéasa van. Csak az egyiitthatok bizonyos (még mindig végtelenféleképpen
lehetséges, de gy is ,végteleniil” specidlis) ,egyiittallasa” esetén lesznek egybeess gyokok™.

Ha egy matrixnak véletlenil éppen van pl. két egybeess sajatértéke (ennek az esetnek neve
kifejezGen elfajult (latinosan: degeneralt) eset), akkor ha ,csak egy kicsit is megvaltoztatjuk”
a méatrixot, ezen két sajatérték mar nem fog egybeesni (,megsziinik az elfajulas/degeneracio), és
két jol meghatarozott kiillonb6z6 sajatvektor tartozik egyikhez ill. mésikhoz.

Marmost dltaldnos mdtrizra semmi biztositékunk nincs, hogy ahogyan azzal a ,kis megvaltozta-
tassal” nulldhoz tartunk (hogy visszakapjuk az elfajult, két egybeess sajatértékes esetet), akozben
a két kiilonboz6 sajatvektor nem tart-e pont ,egymaéasha’, azaz egymassal linearisan Gsszefiiggébe.
Ha igen, akkor az elfajult, tobbszoros sajatértékid métrix ,nem egyszer”: kevesebb a sajatvektora,
mint a tér dimenzioszama. (Nem egyszer matrixra a fentebbi 89. labjegyzet hoz példat.)

Onadjungdlt mdtrizra (valos esetben: szimmetrikusra) viszont tébbet tudunk (ha a ,kicsi meg-
valtoztatast” is ugy csinaljuk, hogy a matrix 6nadjungalt maradjon): ekkor a nem elfajult matrix
minden sajatvektora merdleges (s6t: valaszthatok egységnyi hossziaknak). Ahogy tehat meg-
sziintetjiik a megvaltoztatast, a két megfelels sajatvektor biztosan nem fog egymaéssal linearisan
Osszefiiggébe tartani, hiszen ,végig” merdlegesek és egységnyi hossziak maradnak. Kovetkeztetés:
onadjungalt matrixra elfajult esetben sem ,,ttinik el” egyik sajatvektor sem.

e Osszefoglalva: 6nadjungalt (valosban: szimmetrikus) matrix sajatvektorai kifeszitik a teret,
akar vannak tobbszoros sajatértékek, akir nem. Ha van tobbszoros sajatérték, akkor ehhez tobb-
dimenzios altér (pl. kétszeres multiplicitas esetén kétdimenzios sik) tartozik. Ennek az altérnek

90 A most kovetkezs érvelés probal szemléletes lenni; tigy lehetne precizzé tenni, ha mar tébbet tudnank a ,foly-
tonossag” fogalmarol, amire most csak szemléletesen tamaszkodunk.
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barmelyik vektora az adott sajatértékhez tartozo sajatvektor, igy nem mondhatjuk, hogy az ope-
ratorunk barmelyik két sajdatvektora biztosan merdleges (ortogondlis) lenne egymasra. Viszont a
tobbi (méas sajatértékhez tartozo) sajataltér merdleges erre az altérre (ezt tudjuk; belattuk fen-
tebb), és ebben az altérben is, ha szeretnénk, vdlaszthatunk két olyan vektort, ami még egymasra
is mer6leges. Tehat ami az ortogonalitast illeti:

Onadjungalt (valosban: szimmetrikus) operator sajatvektorai ,vehet6k ortogonélisnak”.
Ha a sajatértékek mind egyszeresek, eleve biztosak lehettiink ebben.
Ha van tobbszoros sajatérték, a hozza tartozo altérben wdlaszthatunk

olyan sajatvektorokat, amik merélegesek egymaésra is (és persze a tobbire is).

X ok ok ok

A kovetkezGkben onadjungalt matrixokkal foglalkozunk, de leginkabb valos szimmetrikusakkal,
azon beliil is a haromdimenziés tér lesz a f6 vizsgilodasi teriiletliink. Ilyenkor a sajatvektorok
merdlegesek (vagy eleve azok, vagy valaszthatunk olyanokat, amik azok).

7.5. Kozjaték: forgatasok

Most a forgatasok alaptulajdonsagait beszéljiik meg. A felirt képletek két— vagy haromdimenzios
terekre vonatkoznak?!.

Valos szimmetrikus 3 x 3-as matrix sajatvektorai koziil vehetiink tehat harom ortogonélisat:
ezek kifeszitik a teret. Mar sokszor elSkeriilt, hogy egy ,igazi”’, térben rogzitett vektor, v kom-
ponensei masok lesznek, ha megvaltoztatjuk a bazisunkat. Most itt az ideje, hogy ezt egy kicsit
koriiljarjuk. Most is ortogondlis béazisokkal foglalkozunk, olyanokba tériink at, amik szintén ilye-
nek: vagyis forgatdsokat végziink.

e Tekintsiink egy valahogyan (pl. haromdimenzioban egy tengellyel és forgasszoggel) megadott for-
gatast mint operatort. Ennek megfelel egy matrix, ami megmondja, hogy forgatas soran hogyan
valtoznak egy adott vektor komponensei. Amikor azt mondjuk, hogy ,forgatas”, kétféle dolgot
érthetiink alatta, egyiket aktiv szemlélet, a masikat passziv szemlélet néven szoktik emlegetni:

Aktiv szemlélet: ,fogom a vektort, és elforgatom”. Arra vagyok kivancsi,
hogy az igy elforgatott vektor komponensei mik lettek.
Passziv szemlélet: a vektor a térben rogzitve van, és ,a koordinatarendszert (a fejemet)
forgatom el”. Arra vagyok kivancsi, hogy a vektor komponensei mik
lettek az 1j koordinatarendszerben.

Ko6nnyt rajonni, hogy ha ezekre mint a vektorkomponenseken hat6 miiveletekre (azaz: méatrixokra)
gondolunk, a passziv szemlélet( ,forgdsmatrix” éppen az aktiv szemléletiinek az inverze. A kovet-
kezGkben ,forgatas” alatt leginkabb az aktiv szemléletet értjiik. Irhatjuk tehat, hogy ha E egy
forgasmatrix, ami a mostani (vessz&tlennel jelolt) koordinatatengelyeinket atforgatja a vesszével

91 A legtébb most kivetkezs képlet azonban minden tovabbi nélkiil miikédhet akirhany dimenziéban. Ami csak
haromdimenziés térben miikddik, az mindig azzal kapcsolatos, hogy tobb dimenziéban nincsen két irdnyhoz egy
egyértelmd rajuk mercéleges harmadik: ez csak haromdimenziéban mtkods el6irds. Ezért pl. két vektor vektorialis
szorzatdnak csak harom dimenziéban van értelme. Sok dimenzidban egy forgatést sem adhatok meg ugy, hogy
megmondom a ,forgastengelyt és a forgatasi szoget”: ez is csak hdromdimenziéban miikédhet.



7.5. Kozjaték: forgatasok 99

jelolt djba, akkor egy adott ¢ vektornak a régi és az 0j rendszerbeli komponensei kozotti kapcesolat:

Régi komponensek: v -
g p v N Ql _ 1

Adott v, .

Jles

Uj komponensek: v’/

e A sajatérték-problémaval kapcsolatban is érdemes néha ,tengely és szog” helyett masképp megad-
ni a forgasmatrixokat. Ha adott harom vektor, @, b és ¢, amik ,akar ortogonalis bazisvektorok is le-
hetnének”, azaz (azon tul, hogy lineérisan fiiggetlenek), még |@|=|b|=|c]=1, és <6‘5>:<6‘5>:<5‘ cy=0
(azaz egységnyi hossztiak és egymésra merélegesek), és még jobbsdorasuak is ilyen sorrendben, ak-
kor van pontosan egy olyan forgatds, ami az eredeti bazisvektorokat, €1y-et, €2)-t és €(3)-at atviszi
d-ba, b-be és &be (ilyen sorrendben). A harom ,1j” vektor tehat tokéletesen megadja magat ezt
a forgatast; ha a, bés @ komponensei az eredeti rendszerben a, b és c, akkor ezt a forgasmatrixot
meg is adhatjuk a szokidsos modon:

ar by ¢
(5(1), €2), €(3); )—at (6, b, 5)—be forgato forgatas matrixa: F=1la b o
az by c3

Ez még akarmilyen harom (komponensek nyelvén adott) a, b, ¢ vektorra miikodne; ami ezt ,for-
gatassa teszi”, az az, hogy ezek a vektorok ortonormaltak. Fz — figyeljiik csak meg — azt ered-
ményezi, hogy az iménti F' matrix a transzponaltjaval szorozva éppen az egységmatrixot adja; a
matrixszorzas szokasos szemléletes jelolésével abrazolva:

a; by o ] ) .
E£ =1 az by c Mas alal]{;)iban frva ugyanezt:
Qa b C = = =
S0 (FYa = Fu,
ay as as 1 0 0 Z Fk E _ 5kl
bl b2 bg 0 1 . Zm " kF L 6kl
€1 C2 C3 0O 0 1 m T mESm

Az, hogy éppen az egységmatrixot kaptuk, minden egyes komponensében éppen azzal egyenértéki

(végignézve I és I sorait-oszlopait), hogy a, b és ¢ ortogondlisak és normaltak.

e Konnyt latni, hogy ez forditva is igaz: ha egy méatrix olyan, hogy az inverze a transzponaltja, ak-

kor oszlopait vektorkomponensenként azonositva azok ortogonalisak és normaltak lesznek. Nézziik
meg egy mas megkozelitését a forgatasméatrixoknak; a transzponaltra emlékezve:

Ha F'=F, azaz FE=1 akkor (F¥F@)=(FF@) = (Iv]@) = (7a).
Ugyanezt indexesen is kiszamolhatjuk (persze ez nem fiiggetlen az eddigiektdl):

(Ev[Fw) =Y (Ev)(Ew), =, (Zl Flel) (Zm kawm) =
Z Fym Fiy = 5ml = = Zk,l,m FrFepmviw, = Zl,m (Zk Flekm>Vlwm =
k
= Yt OV = 32 viwn = (v|w).

Szavakban: ha egy métrix transzpondltja az inverze, akkor ha ezt az operatort két vektorra hat-
tatjuk, a skalarszorzataik ugyanannyi lesz, mint eredetileg volt. Eppen ezt tudjak a forgatasok.
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e Az a feltétel, hogy az inverz épp a transzpondlt legyen, a determinansra is jelent valamit:
FP=1 = det(FF)=1 = detF-detF=1 = (detF)2=1 = detF =1,

hiszen a transzpondlt determindnsa ugyanannyi. Marmost azokat az operatorokat hivjuk for-
gatdsnak, amikre hatarozottan det /' = +1. A —l-es determinéansi ilyen operatorokra (amiket
megkaphatjuk gy, hogy egy +1-es determinansiut a negativ identitassal, —I-vel szorzunk) ugy
szoktunk gondolni, hogy 6k a forgatas mellett még egy tikrizést is tartalmaznak: a tiikrozés mi-
velete nyilvan megforditja az elGjeles térfogat (a determinans) elGjelét.

e Elnevezés: ha egy matrixra I = E, akkor a matrixot (kicsit idegesits, de megszokott modon)
ortogondlis matrix megjeldléssel latjuk el; ha ezen beliil még det I = 1 (tehat nem —1), akkor
specialis ortogonalis matrixszal van dolgunk. A (3x3-as) specialis ortogonalis méatrixok hal-
maza jelben: SO(3), ezek tehat a haromdimenzios forgatasoknak felelnek meg. (A 3-as nyilvan a

dimenzioszamra utal.)

e Lattuk, hogy ha egy vektor komponensei az v szdmharmasba rendezettek, akkor ha egy vesszés
koordinatarendszerbe tériink 4t (aminek tengelyeit az F forgatas allitja el az eredetiekbdl), akkor
az uj rendszerbeli v/ komponensek:

1

/ —
y _=

Q:

[
ligsl

V.

Mi a helyzet mdtrizok transzformaciojaval? A kérdés: ha egy adott A operatort az eredeti koor-
dinatarendszeriinkben egy A matrix reprezentélja, akkor milyen é’ méatrix reprezentalja ugyanezt
az A operatort az elforgatott koordinatarendszerben? Nyilvan az a kritérium, hogy ha az eredeti
operétor egy vV vektorhoz egy w vektort rendel, akkor ez minden koordinatarendszerben kifejezhets
legyen, mint ,matrix-hat-vektorra” mtvelet.

vV <Y, 9 (14
LAl ) 5 A miivelet reprezentaltja: w = Av.
w = Av. Reprezentalva: W < w, ) . T
i oA Szeretnénk, hogy legyen w' = A"V

Ezt mar dekodolni tudjuk, izlésesen beszarva az [ egységmatrixot, ami ugye £ F ~Lgyel egyenlé:

w/ — F_lw: F—léZZ F_1é<££_l)zz F_1é£<F_1)Z) — (F_lég)f

Vagyis ha az A operatort az eredeti rendszerben az A matrix adta meg, akkor

az elforgatott rendszerben A-t reprezentald matrix: é’ = F’lé E.
AF.

lie[Hl

Mivel F forgasmatrix, ezt mas alakba is irhatjuk: A’ =

o Jegyezziikk meg, hogy két matrix (vagy: operator) szorzatara a transzponéltnal és az inverz-
képzésnél forditva kell irni a tényezSket”. Az inverzre ezt az operdtoros alakkal konnyt latni, a
transzponaltra a méatrixossal is; most nem huzzuk ezzel az id6t. Tehat:

operatorokra felirva: (AB)™' = B'A™Y, AB=B-A
vagy matrixokkal frva: (AB)'=B7'A", AB=B-A

Ezek utan persze hasonld igaz t6bbszords szorzatokra is:

~

~

ABC =C-B- A, (ABC) ' =C'B7'A7!, sth.
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Tudva ezeket, és hogy hogyan transzformalddnak a matrixok, ha elforgatjuk a koordinatarendszert,
néhany még elvarratlan szdlat elvarrhatunk. F a két koordinatarendszert 6sszekots forgdsmatrixot
jeldli; az aldbbiakban néha ki kell hasznalni, hogy ez tényleg forgatas (azaz: F _1:5), néha még
ezt sem.

1. Matrix transzponaltjanak elforgatottja ugyanaz, mint az elforgatott transzponaltja:

(M) =F'MF=EME=(EMF) =(E 'ME)= (M), téuyleg

2. Ebbdl (is) kovetkezik, hogy szimmetrikus (vagy antiszimmetrikus) méatrixot atirva az el-

forgatott koordinatarendszerbe a kapott matrix is szimmetrikus (vagy antiszimmetrikus):

§=5 & §=9 A=-A & A=-4

5N

A skalarszorzattal kapcsolatban lattuk, hogy a transzpondlds fogalma értelmezheté matrixra
hivatkozéas nélkiil is; most megnyugodhatunk, hogy tényleg: a ,szimmetrikussag” (vagy anti-
szimmetrikussag) ilyen ortogonalis bazisokban magét az operatort jellemzi, nemcsak akarmelyik
matrixat. Masképp: az eltranszforméalt (méasik koordinatarendszerbe atirt) matrix komponensei
tok masok lesznek, de ha az eredeti matrix (anti)szimmetrikus volt, akkor az elforgatott is az.

3. A determinanst gy vezettiik be, mint térfogattorzitasi tényezét. Nyilvanvalonak tinik, hogy
az ,elforgatott” matrixnak ugyanannyi a determinénsa (ha egyszer ugyanazt az operatort rep-
rezentalja); most ezt konkrétan be is lathatjuk:

det M’ = det(F~' M F) = det(F™")- det M- det F

-det M-det F = M ( .
£ dei F det M- det £’ = det M, tényleg

4. A nyomrol (Tr) is belathatjuk: az elforgatott matrix nyoma ugyanannyi, mint az eredetié (noha
a matrix egyes komponensei nagyon méasok lettek). A nyom ciklikussagara emlékezve:

Te(M')=Te(E'MF)=Te(EE'M)=TrM,  tényleg.

5. Nyilvanvalo, de fontos, hogy az egységoperdtor mdtriza tényleg minden koordindtarendszerben
az egqységmdtriz (,mindegy, melyik koordinatarendszerbdl nézve csinaljuk a helybenhagyést”),
s6t, az egységoperator tobbszorosére is igaz ez:

(al) =F o) E=aF 'F=al,  tényleg.
Osszefoglalva: a nyom, a determindns (és ortogonalis bazisok esetén azt is mondhattuk, hogy a
szimmetrikussag/antiszimmetrikussag) maganak az operatornak a tulajdonsagai; ha egy ortogo-
nalis bazisban felirt matrixara megallapitjuk ezeket, az akkor minden mas (ortogonalis) bazisban
felirt métrixra is érvényes, noha maguk a matrixkomponensek igencsak ,elkeveredhettek”.

e Fddig forgatasokrol valos vektorterek kapcsan beszéltiink itt. FErdemes mar most bevezetni
komplex vektorterek esetén az analog fogalmat. Eddig azt lattuk, hogy ha egy operator inverze
éppen a transzponaltja, akkor § tekinthetd forgatasnak (mert megérzi a skalarszorzatokat; pont,
mint ahogy egy forgatastol elvarjuk). Komplex vektortéren hatd operatorra azt mondjuk, hogy
unitér’, ha az inverze megegyezik az adjungdltjdval.

92 Angolul: wnitary; az unit-bol képzett melléknév angolosan-francidsan-latinosan jelenti azt, hogy ,egység-szeri”.
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Jelolésben:
V komplex vektortér. U € Lin(V) unitér, ha U~ = U™, vagyis Utu = 1.
Masképp megfogalmazva: <U\7‘ U?ﬂ> = <\7‘u7> minden Vv, W € V-re.

Felirtuk a kovetelménynek a kompler skalarszorzatra vonatkozd megfogalmazasét is: unitér opera-
tor (vagy matrix) a komplex skalarszorzatot nem valtoztatja (hiszen: <U\7‘ U117> = <U+Uv\w>, és
azt mondtuk, hogy legyen UTU = I).

Az egységoperator (egységmatrix) természetesen unitér. Egy példa (a vegtelen sok koziil) kicsit
Losszetettebb” unitér matrixra (2x2-es, azaz kétdimenzios vektortéren hatdé matrixok koziil):

V3—i —1—i
1 R Hiszen: U" = -
= 7 (\/i—tz \/;Z ) unitér. szen: L \/6( 1—i  /3+i)
) —i
0 és tényleg (ellendrizziik!): UTU = L.

IS

Valos ortogonalis matrix (vagyis: forgasoperator) ugye a valos skalarszorzatot  hagyta békén”.
Természetesen ha csupa valos szamokbol allo méatrixra koveteljiikk meg, hogy unitér legyen (ekkor
ugye az adjungalt nem jelent semmi tobbet a transzponaltnal), akkor éppen az ortogondlis matrix
fogalmat kapjuk vissza, ami ugye valés vektortérben haté forgatasnak tekinthetd.

7.6. Fo6tengely-transzformacié

Osszerakjuk a két el6z6 szakaszt, hogy szimmetrikus (vagy komplex esetben: énadjungélt) opera-
torok sajatérték-probléméajat tovabb fejtegessiik. Most is a haromdimenziés térben mozgunk.

e Adott A szimmetrikus matrixnak biztosan van harom valos sajatértéke: Aj, A, Az, amik koziil
esetleg ketts vagy harom egybeesik. Vannak hozzajuk tartozo sajatvektorok is: v, v @),
Lattuk, hogy vehetjiik tgy, hogy ezek merélegesek. (Ha a sajatértékek mind kiilonbozsek, ak-
kor eleve azoknak adodtak, ha nem, akkor valaszthattunk olyanokat; emlékezziink.) Még azt is
kikothetjiik (azaz: mindezek utan még megvalaszthatjuk a v, v v vektorokat tgy), hogy
egységnyi hosszuak legyenek.

Forgatassal attérhetiink abba a koordinatarendszerbe, ahol ezek a (meréleges, és most
mar egységnyi hossztinak valasztott) v, v® v sajatvektorok a bazisvektorok. Milyen lesz
az A matrix alakja, A" ebben az 1j koordinatarendszerben?

Az alabbi jelolésben a sajatvektorokat megkiilonboztetd indexeket zardjelbe teszem, és hol
alulra, hol foliilre irom: most ennek nincs jelent&sége. Viszont kelleni fognak a komponenseik
is (az eredeti béazisban), ekkor a komponens-indexeket alulra from, a magukat a sajatvektorokat
megkiilonboztets indexeket pedig zarojelbe, feliilre.

Mivel a sajatvektorok kifeszitik a teret), barmilyen @ vektor kifejezhets, mint a sajatvektorok
linedris kombinacidja, emiatt az A matrixnak megfeleld A operator hatasat konnyen felirhatjuk

(hiszen minden ) vektoron az A felveszi a Ay sajatérteket):

Ag = OzlAU(l)+Oz2AU(2)+Oz3AU(3) =

d = a1+l tasts =
@ = ayTi(1)+ bz +a3is) = (M) T+ (Aotn)Tioy +(Agaus ) s).

Az @ vektor 10j, a sajatvektorokbol bazis szerinti ,komponenseit” tehéat (most ezeket a-kkal jeloltem
ideiglenesen) a A operitor egyszeriien a megfelels \-szorosara cseréli. Igy tehat a szimmetrikus
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~

A operatornak a sajatvektoraibol allo bazisban felirt é’ matrixa diagondlis lesz, azaz csak a
fsatléban lesznek nemnulla elemek, méghozza éppen a sajatértékek?.

e Konkrétan osszefoglalva:

Av® = MW, ) } o) o
Z _ A = Z’U(2) _ )\1/0(2) A nekunk keHO £ F _ /Uél) /052) /053)
= = == = forgasmatrix alakja: =
Av® = X\0® & ] SOOI
A 0 0
A sajatvektorokbol allo
b/Sf%Js veAlorlo k.o ko A = FAF. Ez diagonalis lesz: A'= [ 0 Xy 0
4zisban A’ alakja: = = = =
£ a0 0 0 A

e Néhény altalanos megjegyzést érdemes még tenni:

1. Lattuk korabban, hogy 3x3-as antiszimmetrikus matrixot (mint ,miiveletet”) ugy képzelhe-
tiink, hogy az tulajdonképpen egy megfelels vektorral valé vektorialis szorzas miivelete. Most
azt latjuk, hogy szimmetrikus matrixot mint midveletet is magunk elé tudunk vizionélni: egy
ilyen maéatrixnak megfelel§ operator ,azt csinalja”’, hogy van harom egymaésra mer6leges iré-
nyd egyenes (a sajatalterek), amik mentén nyudjt-6sszenyom, mindegyik iranyban a megfelel A
sajatérték-szeresére. Ha netdn a métrix maga diagonalis, akkor ezek az iranyok ugye megegyez-
nek magukkal a koordinatatengelyekkel (azokkal, amelyik bazisban a matrixot felirtuk).

2. A determindansra ezek utan gondolhatunk tgy (szimmetrikus matrixokra biztos, de kideriil:
nemcsak szimmetrikusokra), minthogy az éppen a sajatértékek szorzata. Ha det M = 0,
akkor van (legalabb egy) nulla sajatérték: tényleg, ekkor a térfogattorzitd arany nulla, azaz
legalabb egy iranyban ,kilapitas™rol van szo.

3. Hasznos, ha a nyom (Tr) fogalméara is ugy gondolunk ezutan (mivel az minden bazisban, speci-
alisan a sajatértékekbdl allo béazisban is ugyanannyi), hogy egy méatrix nyoma tulajdonképpen
a sajatértékeinek az Gsszege.

Egypéldan most végigesinaljuk ezt a folyamatot: adott szimmetrikus matrixra megkeressiik a
diagonalis alakot, azaz: sajatértékeket, sajatvektorokat, és azt a forgatast is, ami atforgat a
sajatvektorokbol allo bézisba.

e Adott az alabbi 3x3-as M matrix, gytrjuk végig:

A sajatérték-egyenlet 3x3-as matrixra:

A3 —(Tr M)N+(Tr adj M)A— det M=0. Némi probalgatéssal:
Kiértékelve az egyiitthatokat: AM=1, Ao=—1, \3=2.
AN —2X 2 — X +2=0.

<
I

0
1
1

O =
=

9BEgy esetleg tisztazoé megjegyzés: nem szimmetrikus matrix sajatvektorai is kifeszithetik a teret; ekkor azok
szerint is minden vektor kifejthets, az iménti felirds is miikddhetne. Ami a szimmetrikusakat ,kiemeli”, az az, hogy
itt és csak itt lesznek még emellett ortogonalisak is a sajatvektorok: nem szimmetrikus bazishoz nem vélaszthatunk
olyan ortogondlis bazist, ahol a bazisvektorok a sajatvektorok.
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Kovetkez6 feladat: megkeresni a megfelel§ sajatvektorokat, jeliik most: v, v v®).
(M—M\Ip® =0, -1 1 1/0 0 .
rogtén Gauss-elimi- 1 0 0]0 = y(l) x| 1 = y(l) = E 1
nacios alakba irva: 1 0 0/0 —1 -1
Persze volt nemtrividlis megoldas (a sorok linearisan Gsszefiiggtek); ugyanigy lesz a masik kettdre:
1 1 1|0 -2 ] -2
(M-XDp@ =0 = [120[0] = @P|1]| = &= VAL
1 0 2]0 0 1
-2 1 110 1 ] 1
(M—XD)v® =0 = 1 -1 01(0] = W¥Wx|1] = ¥= 7 1
10 -1]0 1 S\1

Ko6zben még ,normaltuk” is a sajatvektorokat (azaz: olyan szammal szoroztuk, hogy egységnyi
hossztiak legyenek). Még annyi triikkk volt, hogy vV, v®, v®) ilyen sorrendben legyen jobbsodrast
rendszer: ha az egyik kijott vektor helyett a —1-szeresét vettiik volna (vagy esetleg nem pont ilyen
sorrendben szdmoztuk volna a sajatértékeket, hanem ,péaratlanul permutéalva”), akkor ez nem lett
volna igaz; most igy csinaltuk.

Igy viszont tényleg ,tiikrozésmentes” (egységnyi determinansi) lesz a megfelel§ forgasmatrix
(a sajatvektorok komponenseibdl Gsszetéve), és azzal tényleg elGallitodik a matrixunk diagonalis
alakja (ellendrizziik le ezeket matrixszorzassal, hogy tényleg igazak!):

1 0 -2 V2 erre tényleg Eg =1, ésdet F =1 1
= 7 V3 1 V2], Tovabba az eredeti matrix diagoné- M "= 10 -1 0
S\-v3 1 v2) lisalakja, M' = F'MF=FMF; 0

7.7. Alkalmazas: kupszeletek altalanos egyenletei

A sajatérték-probléma egyik egyszert sikgeometriai alkalmazasa a kupszeletek (ellipszis, hiperbola,
parabola) altalanos, azaz eltolt, elforgatott, stb. helyzetben valo egyenleteinek lehetséges alakjainak

osztalyozasa. ElGszor felidézziik a kupszeleteket.
Ellipszis: a kor meréleges iranyokban ,nytj-
tott” valtozata. Ebbd6l a kanonikus egyenlete:

2 2

x n v a: ,nagytengely”,

a B b:  kistengely” (ha b<a).

e Masik definicié: azon pontok mértani helye a

sikon, amelyeknek két adott ponttol (a fokusz-

pontoktdl, az dbran piros) valo tavolsagosszege
allando (az abran néhany jeldlve).

A nagytengelyen 1évé (z6ld) ill. a kistengelyen

levé (lila) pontokbdl kigondolhato:

16. abra. Ellipszis egyszert rajza. A tavolsagosszeg: 2a,
A fokuszpontok helye: ¢ = va?—0b?.
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Hiperbola: kétagta gorbe. Kanonikus egyenlete

2 9 a: ,yvalos tengely”,
——==1 b: ,képzetes tengely”.
Lehet a<b és a>b is.

Az egyenesek, amikhez simul: az aszimptotdk.

e A hiperbola pontjainak két adott fokuszponttol
(piros) vett tavolsagkilonbsége allando.

A nagytengelyen 1év6 (z6ld) pontbol ill. a ,yég-
telen messze 16v6” pontbol (1d. lila vonalak):

A tavolsagkiilonbség: 2a,
17. abra. Hiperbola egyszerd rajza. A fokuszpontok helye: ¢ = va?+b2.

Parabola: egyagt gorbe. Legegyszertibb egyenlete,
ha az y tengely iranyaba ,nyitott”:
1

y = ax’. = 2 @ ,paraméter”.
!

Az o ,;mértékegysége” reciprok hosszisag, pl. 1/m.
e A parabola pontjai egy adott fokuszponttdl (piros)

és egy adott vezéregyenestdl (piros) egyenls tavolsag-
ra vannak. A foékuszpont és a vezérvonal tavolsidga a

parabola p paramétere; a csticspontra (z6ld) és a fo-

kusztol a vezéregyenessel parhuzamos iranyban fek-
v pontra (lila) felirva az iménti feltételt (és z=p-t

I
1
I
|
|
L

az egyenletbe irva) kijon az a-val megadott értéke.
A parabolanak nincs aszimptotaja; az origobn atmend
18. abra. Parabola egyszert rajza. egyeneseket (az y tengelyt kivéve) kétszer metszi.

e Mindenkirdl felteszem, hogy le tudja vezetni azt, hogy a megadott ,mértani helyes” definiciok-
bol (a megadott pontokat/egyeneseket a koordinatarendszerben megfeleld helyekre téve) tényleg
kijonnek a gorbék felirt egyenletei. Az ellipszisnek, hiperbolanak, parabolanak szamtalan érdekes
tulajdonsaga van még; ,kiegészités’képpen néhanyat most elGvesziink.

e A geometriai definiciok mintha igazsagtalanok lennének a parabolaval, ahol egyenld tavolsagot
(és nem tavolsagosszeget/kiilonbséget) koveteltiink meg; az 6 javara billen a mérleg, ha az ellipszis
nak. Ha adott egy kor és egy pont a sikon (a kor kozepe lesz az egyik fokuszpont, az adott pont
a masik), akkor konnyt latni, hogy azon pontok helye, amelyek egyenld téavol vannak a kdrtdl és
a ponttdl, ellipszist adnak (ha a pont a kordn beliil van), és hiperbolat (ha kiviil), hiszen az adott
kor sugara fogja itt a tévolsagosszeget /kiilonbséget jelenteni®. A parabola pedig az a hatéreset,

94Ha koron kiviili pontoknak a ,kortsl vett tavolsaga” lehet a kor tdvolabbi szélének a tévolsaga is, nemcsak a
kozelebbié, akkor a hiperbolira most megadott definicié a hiperbola mindkét dgat kiadja.
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£,

amikor a kor ,végtelen nagy sugérral” kiegyenesedet

19. abra. Egységes meghatarozas: ellipszis (a), parabola (b) és hiperbola (c¢), mint egy ponttol
(kék) és egy kortsl (kék) egyenld tavolsagra 1év6 pontok halmaza. A parabola a yégtelen nagy
sugaru kor”, azaz az egyenes esetén valosul meg.

o A fokuszalasi” tulajdonsdgok ismertek lehetnek (és az el6z6 definiciokbol mar-mar elemi geo-
metriai modszerekkel levezethet6k; most ezzel nem foglalkozunk). A parabola a legismertebb (1d.
parabola-antenna): a tengely irdanyabol jov6 egyenes sugarakat a fokuszpontba fokuszdlja. Az el-
lipszis az egyik fokuszpontbol a méasikba ,yeri vissza” az egyenes sugarakat. A hiperbola adott
pontbeli ive pedig szdgfelezGje az onnan a két fokuszpontba mend szakaszok bezart szogének.

e Elgkeriil idénként az excentricitas, ¢ fogalma:

. Ellipszisre: 0<e<1. (Hiszen c<a; korre €=0).
€= e Parabolara: e=1. (,Az elliszis egyik fokusza a végtelenbe tavozott”.)
Hiperbolara: e>1. (Hiszen c>a.)
e Végiil: azért hivjak az ellipszist, parabolat és hiperbolat kipszeleteknek, mert tényleg: egy (két-
iranyu) kupfeliiletet (ami egy metsz6 egyenesparnak a szogfelezGje koriil valo forgatottja) kiilonféle

sfkokkal elmetszve ellipszist, parabolat ill. hiperbolat kaphatunk.

* %k ko

e Ennyi mellébeszélés utan ratérhetiink a szakasz tulajdonképpeni témajara. Vizsgaljuk az z—y
koordinatékkal bevonalkazott sikon a kovetkezd tipust egyenletet (an. kvadratikus forma):

ar’ + By* + 2yry+ Az + By + K =0, (%) (7.1)

ahol o, 8, v, A, B és K (egyel6re akarmilyen) adott valos szamok. A 7-s tagot azért irtam igy (a
kettes szorzoval, és nem a 27y-t hivtam valami .egy bettivel”), mert igy lesz kényelmes késGbb.

Keressiik azon pontok mértani helyét (és tovabbi jellemzgit), amelyek x és y koordinatai kielé-
gitik ezt az egyenletet. Ha a = § = v = 0, akkor a masodfoki tagok mind eltiinnek; ami marad,
az egy egyenes egyenlete. Kz most nem érdekel minket; feltessziik tehat, hogy a, £ és v koziil
legalabb az egyik nem nulla.

o Allitas: ebben az esetben az egyenlet kuipszeletet hataroz meg: ellipszist, hiperbolat, pa-

95 Miihelytitok” a ?7?. abrardl, ahol ezt illusztralom: a programot, amivel rajzoltam, nem birtam ravenni, hogy
parabolat rajzoljon. A ,parabola”, amit lattok, egy igen-igen messzi méasik fokuszpontu ellipszis ive igazibol. :D
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rabolat. Idénként, a paraméterek specialis valasztasa esetén lehet, hogy egyenespart kapunk (ez
a hiperbola ,elfajult esete”, amikor az aszimptotakat fixen tartva a fokuszpontokat ,benyomjuk a
sarokba”; ekkor a hiperbola dtmegy az aszimptotéaiba). Az is lehet, hogy csak egy pont a megoldas
(ez az ellipszis hataresete, amikor ,rahtzzuk az origora”. Az is lehet persze, hogy nincs egy meg-
oldas sem. Ezek kozott az esetek kozott szeretnénk most ,rendet tenni”.

e Elsq lépéslént észrevehetjiik, hogy az egyenletet at lehet irni métrixos-vektoros alakba. El&szor
is, egy pont x, y koordinatajat lehet kétdimenzios helyvektorként, z-ként azonositani. Az adott A
és B szamok is egy kétdimenzios A vektor komponenseinek tekintheték, az «, 3, v szdmok pedig
egy 2x2-es szimmetrikus matrix komponensei lehetnek. Igy a fenti egyenlet igy irhato:

=) 2=() 2=(13) = © = serasenoo

Az Ax jelolést természetesen szamoszlopok ,skalérszorzatat” jeloli: ez éppen az Ar + By tag. Az

x M z jelolés értelme: az M matrix hat az x szamoszlopra, ¢s amit eredményiil kapunk, azt ,skalar-
szorozzuk” az x szdmoszloppal. Sokszor szoktunk hasonlo kifejezéseket igy jelolni: z A . éQ .. én Y
azt jelenti, hogy mind a métrixok (egyas utdn, ahogy kell) hatnak a jobb oldali y szamoszlopra
(vektorra), és amit kapunk, azt megskalarszorozzuk az z vektorral (,utoljara”). Ellendrizziik, hogy
a matrix-vektoros iménti képlet tényleg megegyezik a fentebbi , kifejtett” alakkal!

Egy s76 még arrol, hogy miért  kellett” M-nek szimmetrikusnak lennie: ha M helyébe M+ A-
t irnank, ahol A-rol tudjuk, hogy antiszimmetrikus matrix, konnyen beldthatjuk, hogy mivel
x Az =0 (lassuk ezt be!!!), emiatt z M x = x(M+A)x. Visszafelé kovetkeztetve: sokféle métrixot
beirhatnank a két z vektor ,kozé”, hogy reprodukéaljuk ax?+By?+2yzy-t, de ezek koziil érdemes a
szimmetrikusat valasztani: ez éppen a fenti M matrix.

o Kovetkez$ észrevétel: a szimmetrikus M matrixnak biztosan van két sajatértéke, és két ortogo-
nalis sajatvektora. Van tovabba egy olyan F kétdimenzios forgatasmatrix, amivel 4t lehet térni
abba a bézisba, ahol M diagonalis. Ezeket egy adott M matrixra (vagyis: adott a, 3, v szdmokra)
meg lehet ezeket hatarozni; vegyiik tigy, hogy most megtettiik ezt. Tehét 1étezik

F forgatas, amivel %’ = F_lgg diagnonélis lesz.

Az -y sikon bevezethetjiik az F-fel elforgatott koordinatatengelyeket, az ebben a koordinata-
rendszerben mért koordinaték jele legyen x’ és 1/, 6sszerakva: az x’' szamkettes. Az egyenletiinket
atirhatjuk ebbe az elforgatott koordinatarendszerbe:

r+Axz+ K =0

zMzx
= 2FFMFFz+AFFz+K=0 ahol 2/ =Fz, A

Il
(=]

A

= oM +AT+K=0,

Ko6zben méar rutinszerden kihasznéltuk, hogy £—1 = F. Azt is megfigyelhetjiik, hogy a szam-
oszlopok skalarszorzataban skalarszorzatban a transzponalttal tényleg at lehet haritani a mésik
Sfeényezore” az operator hatasat.

e A vesszGs, elforgatott koordinatarendszerben viszont M " diagonalis, az atloban a \; o sajatérté-
kekkel. Az A" kapott (elforgatott) vektor komponenseit is ,kijelolhetjiik”, igy az el6z6 egyenletet
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igy is frhatjuk:
A A’
Mz 4+ My + A+ By + K =0, ahol M = ("' 0 Coes A=(7).
= 0 X B
Marmost meg kell vizsgélni a kiilonb6z6 lehetGségeket annak megfelelGen, hogy a A\, A2 sajatértékek

pozitivak, negativak, vagy nullék.

1. Lehet-e mindkét sajatérték nulla? Ekkor az %’ métrix igazibdl az azonosan nulla matrix, azaz a
yhullaoperator”, ami minden vektorhoz (itt most: szam-ketteshez, z-hez) nullat rendel; ekkor az
eredeti M is az lett volna, azaz nem is lettek volna masodfoku tagok. Ezt az elején megtiltottuk.

2. Ha mindkét sajatérték pozitiv, akkor teljes négyzetlté alakithatunk:

A\ B \? A? B2
A >0 0>0 = |2 Mo o/ K— — =
120 A 1<x+2)\1) * 2(y+2)\2) TR TI T,

Marmost az igy elkeriilt utolsé tagokat osszeolvasztva elnevezhetjiikk K”-nek, és eltolhatjuk a
koordindtarendszert, az x és y” 0j valtozok bevezetésével:

A/Q B/2 A B’

I//EI‘/‘i_ y/,Ey/+

4N 4N 2\’ 2o

Mivel A\; és \q is pozitiv, most latszik, hogy tébbféle lehet&ség van:

K'=K = /\1I//2+)\2y//2 + K" = 0.

(a) Ha K”>0, akkor nyilvan nincs megoldas: csupa pozitiv szam Osszege nem lehet nulla.

(b) Ha K"=0, akkor pontosan egy megoldas van: ez az x”"=0, y”"=0 pont. Ez egy hatarozott
x, y koordindtat is jelent: ott mér (az esetleges eltolas és elforgatas miatt) ez altalaban
egyaltalan nem az orig6-pont lesz persze!

(c) Végiil, ha K”<0, akkor az egyenlet egészen egy ellipszisére emlékeztet. Valoban, atrendezve
(és a K" abszolutértékét jelolésben hasznalva):

172 "2 "2 172
VAL PP
:L“ =+ y =1 = $_+y_ — 1’ ahol a | ‘/ 1)
’K”|//\1 |K|/)\2 CL2 b2 b \/|K”|/)\2.
Ebben az esetben tehat egy ellipszist kaptunk; a tengelyek nagysidgat ezek a képletek
hatarozzak meg az eredeti szamaink segitségével, ,attételesen”.

3. Ha mindkét sajatérték negativ, az egész egyenletet megszorozhatjuk —1-gyel, és akkor mindent
elmondhatunk (csak —1-szeresére cserélve), amit az el6z6 bekezdésben.

Osszefoglalva: ha a sajatértékek nem nullak és azonos elgjeltiek, akkor az egyenlet leirhat
ellipszist, pontot, vagy ,semmit”. Az ellipszis sziikséges elforgatésat és eltoldsat az M matrix
sajatérték-problémajat megoldva ill. a teljes négyzetté alakitas kozben allapithatjuk meg.

4. Ha az egyik sajatérték pozitiv, a masik negativ, akkor (mivel gy ,szamozzuk” Gket, ahogy
akarjuk) vehetjiik tgy, hogy A1>0, A2<0. Ekkor megint teljes négyzetté alakitva, és Ay helyett
abszolutértékét hasznéalva (ugye Ao = —|Ag|):

A N? B\’ A?  B?
A1>0, Aa<0 A " —) =X F— K——— =0.
1> ) o< = I(I + 2)\1> ’ 2’(y ) ) + 4)\1+4‘)\2‘
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Itt is eltolhatunk és K-t atjeldlhetjiik, hogy megkapjuk a kovetkezé alakot:

Al "no_ 1 B’ (1 Al2_|_ Blz
YA AT P W R TN

;T” EZE/+

= Mz = | oly”? + K" = 0.

Akérmilyen K” esetén van megoldas; kellemesen atalakitgatva a kiilonbozs esetekben:

Ha K"<0: Ha K"=0: Ha K">0:

2 2 2 2
7" y// y// 7"

= - —= =1 )\11’//2 = |)\2|y/l2 = - = =1
|K”|/)\1 |K”‘/|)\2| K”/’)\Q’ }(////\1

A=/ K,//)\la

Jelolés: Jelolés:

a=/| K"/ A1, U

b=+/|K"|/| o], b=v/K"/| )\,
\ \
ZL’”2 y//2 ; , y//Q l‘”2
@ w ! Vit = £V ey e
\ \ \
hiperbola, egyenespar hiperbola,
2" a valos tengely (,elfajult hiperbola”) y" a valos tengely

Tehat ha a sajatértékek kiilonb6zé elGjeliiek, hiperbolat vagy egyenespart kapunk.

5. Ha most egyik sajatérték nulla, vehetjiik agy, hogy A\; az, a masikat, \o-t pedig vehetjiik pozi-
tivnak, mert ha negativ lenne, az egész egyenletet —1-gyel szorozva mar az elején A\, pozitivba
valtana. Tehat most A\;=0, A\y>0, az egyenletben pedig csak az egyik tagban lehet teljes négy-
zetté alakitani:

!/

B

Dy 0.

B 2
Xy? + A7 +BY +K=0 = A2(y’+ )+A’m’+K—

20y
Ha A’=0, akkor vagy 3’ egy konstans lehet (ami egy egyenesnek felel meg), vagy nincs is meg-
oldas. Ha A’#£0, parabolat kapunk, ami az 2’ tengely irdnyaba vagy azzal ellentétes iranyba
nyitott, ha A’>0 vagy A’<0. Ellenérizziik az atalakitast:
B’ " / >‘2K_B/2 "2 A’ "
, ¥ =r+— =
e T TN
Az utolso alakrol latszik, hogy tényleg parabolarél van szd: az eredeti sikunkon akar eltolva,
elforgatva.

no_—

y =yt

Befejeztiik a fentebbi kvadratikus (7.1) egyenlet vizsgalatat: ellipszis (vagy pont, vagy semmi)
adodik, ha a sajatértékek azonos elGjeliiek, parabola (vagy egyenes, vagy semmi) adodik, ha egyik
sajatérték nulla, hiperbola (vagy egyenespar) adodik, ha a sajatértékek kiilonboz6 elGjeliek.

7.8. Operatorok projektorfelbontasa, matrixfiiggvények

Most operatorok projektorfelbontéasat csak szimmetrikus métrixokra beszéljiik meg, de lehet (majd
késébb) altalanositani nem szimmetrikusakra is. Az egyszertiség kedvéért most is haromdimenzios
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térben dolgozunk, de kénnyen lehet mindent 4ltalanositani akdrhany dimenziosra is.
e Ennek a fejezetben utolsonak érintett témakornek két motivacioja is lehet:

1) Adott szimmetrikus A métrixra (vagyis A operatorra) meghatarozhatjuk ennek A;, Ao, Az sa-
jatértékeit ill. a megfelelS vy, ¥U(2), V) sajatvektorokat. Felmeriil a forditott kérdés is: adott

sajatértékek és sajatvektorok esetén mi az az A operator, aminek éppen ezek a sajatjai®?

2) A fenti kérdés megvélaszolasa bevezeti a matrixok (ill. operatorok) projektorfelbontdsdinak fogal-
méat. Fz jo lesz arra, hogy bonyolultabb dolgokat is kényelmesen el tudjuk végezni operatorokkal.
Adott A matrixra az é2 métrixon az A A szorzatot értjiik, é?’ is értelmes, stb. Ezeket matrixszor-
zassal kiszamitgathatjuk, de pl. élOOO mar elég durva lenne. Van olyan problémakor, ahol ki kell
szamitani egy matrix akarmilyen hatvinyat kényelmesen. S&t, olyan is lesz, hogy egy M matrix
bonyolultabb figguényeit (exp(M), sin(M), cos(M), \/M, stb.) is ki akarnank szamitani — maér
amennyiben egyaltalan értelmesek ezek. Erre is kapunk most atmutatot.

e Valaszoljuk meg tehat az els§ kérdést. Ugye ha a keresett A szimmetrikus, annyit biztosan

tudunk, hogy a sajatértékek valosak, és a sajatvektorok ortogonzﬁisak:

AL, ds €R, (T | T)) = (G| ) = (Fy| i) = 0.

Ilyeneket kell tehat megadnia annak, aki azt szeretné, hogy ,visszafejtsiik” neki az A matrixot. A
sajatvektorok hosszai még nem eldontottek: mindenesetre valaszthatjuk Gket egységnyi hosszinak
(ha netan a megadott vektorok nem azok lettek volna, akkor visszaoszthatjuk ket a hosszukkal).
A kovetkezSkben tehat feltessziik, hogy

Adottak A1, Ao, A3 szamok

amikre A, Ao, N3 € R, és (U |U0) = O,
és U(1), U2), U(3) vektorok, HHREE A1y A2, A3 (T | Ty = O

A Kronecker-deltaval kényelmesen egyszerre felirhattuk ugye azt, hogy a sajatvektorok ortogona-
lisak (ennek igy kell lennie), és egységnyi hossztiak (ezt mi biztositottuk roluk, ha kellett).

e Keressiik tehat az A maétrixot, aminek éppen ezek a sajitjai. A kovetkezd allitas (ami
egyuttal a valasz is) el6tt idézziik fel az adott 7 irAnyba vetitd projektor fogalmat:

Az 71 irdnyba vetit6 projektoroperator: Pﬁﬁ =mnori, ha 7 egységvektor, |7i| = 1.

Arra is sziikség lesz, hogy egy ilyen projektoroperator mdtrizdt megadjuk, ha adott az 7 vektor
az n komponensekkel. Altalanosabban, diadikus szorzatra is igaz az (gondoljuk csak ki a diadikus
szorzat hatasat egy vektorral), hogy

N

O=dob < (0 =ab. Ebbdl specidlisan: (77 o 77)

Kl = NgEny.

e Ezek utan tehat a kérdésiink valasza a kovetkezo6 allitasban van:

A A ) A Pry=uv()°t),
Allitas: A= )\1P(1)+)\2P(2)+)\3P(3), ahol P(Q):U(g)oﬁ(g), azaz P(k) = _)(k)OU(k).
P3)=1(3)00(3),
A P(k) projektor tehat olyan, hogy az () sajatvektor irdnydba vetit, a merdleges sik mentén.
(Ugyebar k = 1,2, 3, a harom sajatértéknek megfelelGen.)

96P1. ha szeretnék ,kellemes eredményt add” hazi feladatot kitalalni matrixok sajatérték-problémajara. ..
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Az allitas tartalma elég szemléletes és nyilvanvalo: a harom sajatvektor, (1), ¥2), U3) bézist
alkot, azaz kifesziti a teret, igy attérhetiink ebbe a bazisba (ez volt ugye a f6tengelytranszforméa-
ci6). Ebben az 1j béazisunkban az A operator pont azt csindlja, hogy a bazisvektorok (amik itt
éppen a sajatvektorok) iranyaiban A-szorosokra ,nytjtogat”. Végiil is ezt csinalja az operatorunk
sakarmilyen irdnybol nézve” is: egy vektorra hatasat rekonstrudlhatjuk tgy, hogy a vektort rendre
levetitgetjiik a sajatvektorok irdnyaba, és olyan iranyokban nydjtunk; pont ezt mondja a képlet.

e Példa: legyen adott a harom sajatvektok és a harom sajatérték a kovetkez6 modon:

A= [ (1 ,
A2 = 2, vy=—7=I1], vo=—2-1] ro=-—F%

1
Ay = —1, V3, V2l Ve,

Egybdl tgy irtam Gket, hogy a hosszuk egy legyen. (Ha nem annyi lett volna, vissza kellett volna
osztani vele). Azzal is vigyazni kellett, hogy olyanokat adjak meg, amik ortogonalisak®’. Fentebb
felirtuk az 7 o 77 projektor matrixalakjat; most ezt kell alkalmazni egyesével, hogy megkapjuk a
projektor-matrixokat:

1 1 11 1 1 -1 0 1 1 1 =2
) T I L L
Ebbél mar dsszeallithatjuk az A matrixot:
] 7 =5 4
A=MEy) +heLy) + Xl = ézé'f Z 2

Akkor érziink ra a dolog izére, ha most fogjuk ezt a matrixot, ténylegesen kiszamitjuk a sajatértékeit
és sajatvektorait, és visszakapjuk azokat, amikbdl kiindultunk.

e Adott A operator esetén a kapott alaknak elég nagy jelentGsége van, ennek neve:
3
A projektorfelbontasa: A= Z Ak )

Akarmilyen A esetén a szerepld (az A sajatvektorainak irdnyaba vetitG) projektorokra a kovetkezd
tulajdonsagok igazak:

Py = Py, Py Py = PoyPy = ) o )
6(22) = E(Q), = A(l)Pi(S) = Pi(g) A(l) = R Osszefoglalva: P(k)P(l) = 5klP(k)-
Py = P, = PioyPs) = B Poy = 0.

Az els6 csomag mar csak amiatt is igaz, mert projektorok (emlékezziink, ez volt projektorok
alaptulajdonséiga, hogy négyzetiik 6nmaguk, hiszen ,,még egyszer ugyanugy vetitve mar semmi djat
nem csinalok”). A masodik csomag azért igaz, mert merdleges vektorokra vetitenek: az ilyen
projektorok egyiittesét szoktdk ortogondlis projektorok halmazanak is hivni.

9 Az elsét felirtam hasbél. A maéasodikra méar kicsit figyelni kell, de gond nélkiil megy, hogy olyat talaljak ki,
ami az elsére merdleges. A harmadiknal méar ekkor viszont nem tul nagy szabadsag maradt: ezt most a vektorialis
szorzis komponenses képletét hasznalva lehetett kiokumalni.
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e Szamitsuk ki a projektorfelbontott A matrix négyzetét ebben a sémaban! A tobbtagt Gsszegek
szorzasat elvégezhetjiik; amugy altalaban operatoroknal vigyézni kéne a sorrenddel, de most mind-
egy, mert minden ,yegyes” tényezd nullat ad. Indexesen szdmolunk, de lehetne a harom-harom ill.
a kilenc tagot kiirva is; a lényeg ugyanaz:

2 () (Sai) = S adiofy = i, - X,
A I kl kl k

A lényeg: a projektornégyzetes tagok megmaradtak, a , kereszt”-tagok kiestek a projektorok tu-
lajdonsaga (ortogonalis volta) miatt. Nem nagy titok ezek utan, hogy tobbedik hatvanyra, sot,
akarmilyen polinomra is hasonléan fog mikodni:

A= M Pw = M Pa) + AP + AP,
A? = Zk/\ip(k) = )\%P(l) + )\gﬁ’(g) + /\315(3), s6t akkor mér akarmilyen p(x) polinom-
A3 = Ek/\i}:’(k) = )\:15]5(1) + )\;’]5(2) + Agfj(g), fiiggvényre: p(A) = ka()\)P(k) =
. = p(/\l)P(l) +p()\2)P(2) +p()\3)P(3).

A" =3 Ay = APy + A3 Py + A5 Hs),
e Méar ennyi is elég, hogy pl. az é527 nagy hatvanyt a matrixszorozgatasnal gyorsabban és kovet-
hetébben kiszamitsuk: csak A projektorfelbontését kell tudni (ahhoz meg ugye meg kellett oldani
a sajatérték-problémajat). De az igazi most jon: tudva valamit arrol, hogy a legtébb normaélis”
fiiggvénynek van Taylor-sor-szerii (=,végtelen polinomként valo”) egyértelmi elGallitasa, mostantol
matrixok (azaz: operatorok) fiiggvényeit is kiszamithatjuk:

Ha A = Zk /\kp(k);

kkor 1 A= Ae) P
és f(x) kb. akarmilyen fiiggvény, akkor legyen  f(A) Zk:ﬂ &) Pl

Ez kb. a definicionak is felfoghato sok esetben, de latszkik (visszagondolva az iménti, polinomokra
belatott képletre), hogy ,,jol motivalt” definiciorol van szo.

e [lyen modon értelmes egy méatrix (operator) szinusza, exponencialisa, négyzetgyoke, stb. (Utobbi
a valos matrixok kozott mozogva csak akkor, ha minden sajatérték pozitiv). Még egyszer Ossze-
foglaljuk masképp:

Egy A operator f(A) fiiggvénye az a masik operator, aminek

sajatvektorai ugyanazok, mint fl—nak, sajatértékei pedig

az eredeti A sajatértékeinek ugyanolyan f()\) fiiggvényei.
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8. Vektoranalizis-bevezet§ (,ismétlés”)

Atkanyarodunk az utolso nagyobb témakorre, a vektormezdk derivaltjainak és integraljainak vizs-
galatara, de elGtte néhany alapveté dolgot ,atismétliink”. Sok minden keriilhetne ide; ,yvalogattam”.

8.1. Differencialasi és integralasi szabalyok, elemi fiiggvények

Nem most fogunk megtanulni derivalni, tigy veszem, hogy ez mar megtortént (némi gyakorlassal
egylitt; bar utobbibol sosem elég). Azért gyorsan atismételjiik az alapveté fogalmakat. Hogy egy
kis ideig egységesen beszélhessiink, K-val jeloljiik akar a valds, akar a komplex szamok halmazait
(R-et vagy C-t); azt, hogy valami ,K-ra igaz”, agy érthetjiik, hogy akar a valos, akar a komplex
szamokra (kiilon-kiilon), csak lustak vagyunk kétszer ugyanazt leirni.

e No akkor: azt mondjuk egy egyvaltozos f : K — K fiiggvényre, hogy

A _
f(2) differencialhaté az €K pontban, ha létezik a  lim 2 (z+Az) - fz)

hatarérték.
Aim Ar atarérté

d,
Ekkor ezen hatarérték neve: az f fiiggvény x pontbeli derivaltja, jelben f'(z), vagy d—f
x

Az f(x) differencidlhato egy HC Dom f halmazon®®, ha annak minden pontjaban differencialhato,
illetve f(x) differencialhato, ha az egész Dom f-en differencialhato. Az f(x) derivaltfiiggvénye
f(x), vagy %: ez ott értelmezett, ahol f(x) differencialhato, és x-hez f'(x)-et rendeli.

e Valos, f : R — R fiiggvényekre a derivalt szemléletes jelentése ugye: az f(z) fiiggvény grafi-
konjahoz az (z,y=f(x)) pontban htzott érint6 meredeksége (Id. 20.a. abra). A derivalas iménti
fogalma viszont értelmes komplex, f : C — C fiiggvényekre is; itt a derivalt jelentése kevésbé
szemléletes, de nem kevésbé fontos. A differencidlhatéo komplex fiiggvények igen érdekes dolgokat
tudnak; ezzel majd a komplex fiigguénytan foglalkozik. Most elég annyi, hogy ebben a szakaszban
egyszerre ,komplexben” is értelmeziink (és derivalunk is) minden fiiggvényt, amit csak lehet.

e Ha egy [ : K—K fiiggvény differencidlhaté z-ben, akkor ott folytonos is. Forditva nyilvan nem
igaz ez: némi gondolkodassal latszik, hogy pl. az f : R—R, z—|x| valos abszolutérték-fiiggvény
mindenhol folytonos, de az x=0-ban nem differencialhato; mashol igen (20.b. abra).

Igaz-e, hogy ha egy fiiggvény folytonos, akkor ,legalabb elég sok helyen” differencialhat6? (A
szokasos, esetleg néhol torott, de amigy sima vonallal val6 fliiggvénygrafikon-skiccelés” ezt su-
gallané.) Valasz: nem, ne is varjunk valami ilyesmi tételt. Egy hangyanyi koriilményeskedéssel
konnyen konstrudlhaté olyan fiiggvény, ami mindenhol folytonos, de sehol sem differencialhato (és
intuitivan konnyt latni rola ezt): a 20.c. abran lathato végteleniil teleszurkalt” fiiggvény pl. ilyen.
e A derivalasi szabalyok ismerdsek; most nem vezetem le, csak felsorolom &ket:

1. Ha f és g differencidlhatoak x-ben, akkor az Osszegiik, f+g¢ is az, és a derivaltja z-ben éppen
f'(x)+g' (x). Véges tobbtagn dsszegre ugyanilyen igaz: pl. ha fi, fa, f3, fi differencialhatoak
x-ben, akkor Osszegiik, fi+ fo+ f3+f41 is az, és (f1+f2+f3+f4),(x) = fi(x)+fi(x)+ fi(x)+ fi(z).

2. Ha f és g differencidlhatoak x-ben, akkor a szorzatuk, fg is az, derivaltja f'(x)g(x)+f(x)g (x).
Ezt véges tobbtényezls szorzatra is altalanosithatjuk: ha pl. fi, fo, fs, fi differencidlhatoak -

ben, akkor szorzatuk, fifafsfiis az, és (fifofsfa) = fifofsfa+ fifsfsfa+ fifofsfa+ fifafsfi

98 Ugye Dom f az f fiiggvény értelmezési tartomanyat (,domain”) jelenti.
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A £(x) A f(x) — =

EHESE R

rOVON

> R e EE— - >
X

a) b) C)

20. dbra. FEgyszert abrak a differencidlhanyadosrol. a): a derivalt mint meredekség; a szeld
hataresete az érint6. b.) az abszolutérték-fiiggvény (ami a nulldban nem differencialhato). c.)
A szinessel jelolt fiiggvények (végtelen sok, egyre tobb tiiske, egyre kisebb amplitttoval) végtelen
Osszege létezik, mindenhol folytonos, sehol sem differencialhato (az abran kb. a fekete vonal, de
épp ez a lényeg, hogy ezt nem lehet egy ,szép sima vonallal” lerajzolni).

/ /
3. Ha g differencidlhato z-ben és g(x)#£0, akkor % is differencialhato6, és (%) = —g%. Ezt és az

el6z6t kombinalva kapjuk hanyados derivaltjat: ha f és g differencialhatoak z-ben, és g(x)7£0,
!/ / /
akkor 5 is differencialhato, és (g) = ‘%;2“(”6
4. Ha f : K — K és g : K +— K olyanok, hogy f differencialhaté x-ben és ¢ differencidlhato
f(z)-ben, akkor a kompozicio, gof is differencidlhaté z-ben. Emlék: gof az a fiiggvény, ami
z-hez g(f(z)))-et rendeli. A derivalt pedig: (gof)'(z) = (f(g(x)))’ = f'(g(x)) - ¢'(x). Kicsit

félrevezets, de konnyen memorizalhaté jeléléssel dg = gl? dr

5. Ha f : K +— K fiiggvény az = pont egy kt')rnyezetében injektiv, azaz itt létezik inverze, f~1, akkor
ha f diﬁerenciélhaté x-ben, f'(z) 7& 0, akkor f~! differencialhato f(z)-ben, és a derivéltjara az
FY(f(x) = f,(  Osszefiiggeés 1 igaz®

6. Most méar eleget beszéltiink mellé (,,ha. .. akkor...”); ideje latni differencialhato fiiggvényeket.
— A konstans fiiggvény, f(x) = c differencidlhato, és f(z) =c¢ = f'(z) =0.

— Az identitasfiiggvény derivaltja a konstans 1: gxy=2 = J(z)=1

7. Az eddigiek alapjan sok ismert derivalasi szabélyt felidézhetiink; pl. a hatvanyozasrol:

/() f'() hogyan?
(neNy) z" nz" ! (tobbszords) szorzat
(neNy) =4 e — (—p)a ! reciprok derivaltja
(neNT) zh = T W = lya-t inverz derivaltja
(neNT, meZ) ww = (an)" m(:z:%)m_I% wl = my -1 kompozicio derivltja
(qeQ) racionalis 2 q-xit eddigiek 6sszefoglalva

8. Véges Osszeget lehet tagonként derivalni; mi a helyzet végtelen 6sszegekkel” (fiiggvénysorokkal)?
Semmi sem biztos itt mar. A precizkedést most meghagyjuk analizisérara; egy fontos eset most

99Valos K = R esetben ennyi kikotés elég is; komplex, f : C — C fiiggvényekre ha precizkediink, még ki kell azt is
kotni, hogy f~! legyen folytonos f(x)-ben, és f(x) legyen belss pontja Ran f-nek. Ha egy valds, f : R — R fiiggvény
folytonos a-ben, akkor az inverze is folytonos f(x)-ben. Ez elég nyilvanvalonak tiinik, de komplex, f : C — C
fiiggvényekre mér nem feltétleniil igaz ez: pl. az f(z) = ¢* komplex exponenciélis fiiggvény folytonos, inverze, a Ln
komplex logaritmusfiiggvény viszont nem az, mert emlékezziink, vagasa van R -on az arg fazis ugrasa miatt.
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a lényeg. FEz a hatvanysorok esete. Allitas: ahol konvergensek, ott lehet ket tagonként
derivalni. Ezt az elemi fliggvények és derivaltjaik ,gatyaba razasara” hasznalhatjuk.

e A legfontosabb hatvanysor az Exp fiiggvény; minden komplex z szamra értelmezziik igy:

Oozn 2 3 4 5 6

24z 2t 2z
EXp(z)::Zﬁ’ azaz: Exp()—1+1‘+—+—+ TR TRE
n=0

20 30 4l 5 6l

Ez az 6sszeg minden z komplex szamra létezik (persze valosakra is), és folytonos fiiggvényt ad meg
2-ben'®. A kovetkezs azonossig beldthatd pusztan ezt a hatvanysort hasznalva:

Exp(a+b) = Exp(a) - Exp(b) V a,beC komplex szamra (valosakra is).
. = )™ 1) =1 - n! nmam ) 2)
Hiszen : Exp(a+b) = HZ:O = Z ] ( Z —m)!a b ) =

nm b

:Z = m'm' ) Zza Z Z—'—Exp ) Exp(b).

gl
0 g0 P* ¢

l\)

Itt 1. a binomidlis tételt haszaltuk, 2. atrendeztiik az Gsszeget. (Most csak higgyiik el, hogy itt
végtelen Osszeget is atrendezhettiink, tigy, ahogy végeset lehet.) A 3. a 1ényegi 1lépés'®l. A kettds
Osszeg minden tagjan valo végigszaladast egyféle helyett masféle modon is megtehetjiik. Gondoljuk
ki, hogy ha az n végigfut 0-t6l co-ig az egész szamokon, és minden n-re m végigfut 0-t6l n-ig, akkor
minden tagot ,pont egyszer érintiink”, épp mintha p futna 0-t6l oo-ig, és ¢ is futna 0-t6l oco-ig.

e Nem nagy titok, hogy ez az Exp(z) fiiggvény éppen ugyanaz, mint a mar ismert e* exponencialis
fliggvény. Ezt tudva akkor értelmezhetjiik a t6bbi elemi fliggvényt is a végtelen soraikkal:

_ Exp(z) + Exp(—2) 22 2t 28 8 10 12
Chiz) = 2 gt atatatw ittt
_ Exp(z) — Exp(—z) _ 2225 2T 28 R B
Sh(z) = 9 +§+a+ﬁ+§+ﬁ+1—3'—|—
_ Exp(iz) + Exp(—iz) 222t 8 8 P10 2
Coste) = 2 STatr Tty T
S _ Exp(iz) — Exp(—iz) LA L LA T
tn(z) = % rmtmn om Tt T m T

Tudjuk (Id. a komplex szamos 2. fejezet 2.4. szakaszat), hogy ezen fiiggvények Osszes ismert tu-
lajdonsaga mar kovetkezik az ilyen, Exp(z)-n alapulo definicioikbol és az Exp(z) imént felidézett
alaptulajdonsagabol. A derivaltak is kijonnek. Az Exp(z) végtelen soraban, mivel a faktorialis
jelentése alapjan n/n! = 1/(n—1)!, minden tag az utana kovetkezdének a derivéltja, azaz:

22 23 24 5 S
—E —1 FLoE__E F F
fE) =Explz) =14+ -+ S+ o+ T b =
2z 322 423 5zt 62° z 22 23 2P
! _ -~ s e ol s _ _
= )= Mgt Gttt T = Wb bbbt = Exp(e).

e A tobbi fenti hatvanysort is lehet tagonként derivilni. Ebbdl tényleg kijonnek az ismert szabalyok;

100E7 sem magatol értet6ds. Két, harom, véges sok folytonos fiiggvény Osszege folytonos, eddig rendben van, de
végtelen Osszeg...? Ha a fiiggvénysor egyenletesen konvergens, akkor a sordsszeg is folytonos, és itt ez a helyzet.
01E]s6re ez komoly triikknek tiinik; egy év milva ilyenkor a kényokiinkén jon majd ki.
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és akkor mar felirom az inverzeik derivéltjait is:

Elemi fiiggvények derivaltjai: Inverzek, stb.:
f(2) =Exp(z) = [(2) = Exp(2), fe)=Inz = fa)=1,
f(z)=Sinz = f(z)=Cosz, f(z) —aresinz = fi(z) = 11_z2’
f(z)=Cosz = f(z)=—Sinz, PR
f(2) = Shz —  f'(z) = Chz, > 1-22
f(z)=Chz = f(z)=Shz, J@) =aretgz = @) =175

' fe) =Arshs = f)= e,
f(z) =tg=z = fl(x) = COin, f(z)=Archz = f'(z) = Zi_l,
f(z) = the = J)= ﬁ f(z)=Arthz: = f(z)= 1_1Z2

Ha nem akarunk komplex szdmokkal ,nagyzolni”, akkor kis kezdGbettit irunk nagy helyett (sin, cos,
stb.) , és z helyett z-et: gy szokés a valos, R — R elemi fliggvényekre felirni a derivaltakat.

e Akarmilyen kitev§ji hatvanyfiiggvény derivaltja is annak adoédik, amit megszoktunk:
fz)=2* = f(z2)=a-2*L (Utmutatas: 2= Exp(a-Ln 2) volt a definicio.)

Altalanos (nem valés egész) a€C kitevére f(z)=z minden z€C-re differencialhaté, kivéve a nega-
tiv valos féltengelyt (itt vagas van). A valos f(x) = x® altalanos valos a-ra csak >0-ra értelmes.

e Az imént tehat az elemi fiiggvények derivaltjait (s6t, igazibol magukat a fliggvényeket is) a hat-
vanysoraik segitségével vezettiik be. Aki hallotta mar a Taylor-sor kifejezést, annak kimagyarazom,
hogy miért nem igy hivtam az elSkeriilt sorokat; ebben a labjegyzetben: 192,

e Egy f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye ugye olyan F'(z), aminek derivaltja az f fliggvény:
F'= f. Az ilyen F-et az f hatdrozatlan integrdljdnak is hivjuk, és igy jeloljik: F' = [ f.

e A derivalas a fentebb megadott szabalyok és némi gyakorlas (vagy akar: szamitogépbe beprogra-
mozas) utan teljesen gépies, algoritmikus miveletté valik (egy elemi fiiggvényekkel és tetszGleges
skombinaciojukkal” felirt fiiggvényt véges sok lépésben egyértelmien ,le lehet derivalni”). A pri-
mitiv fiiggvény megkeresése nem ilyen: nincs rd mindig miikodd algoritmus, csak hellyel-kézzel
miikodd modszerek gytjteménye. Egy elemi fiiggvények kombinaciojaként felirt f(x) fiiggvény
primitiv fiiggvénye, ha létezik is, vagy kifejezhetd elemi fiiggvények egyszert (véges) ,kombinécio-
jaként”, vagy nem; b6ven vannak példdk, amikor be van bizonyitva, hogy hidba is probalkoznank.

102 Egy f(x) fiiggvény a pontbeli Taylor-sora a » .-, f(":!(a) (x—a)™ sor, ahol f(")(a) az n-edik derivalt értéke

a-ban. Taylor-sora minden sima f fliggvénynek van, de kérdés, hogy 1) konvergens-e, 2) ha az is, tényleg elgallitja-e
f(x)-et. Altaldban egyik sem igaz. Marmost a Sin, Cos, Exp, Ch, Sh fiiggvényekkel nincs probléma, az 6 Taylor-
soruk is éppen az a sor, amivel most definidltuk Gket. Rogton Taylor-sornak hivni ket azt sugallhatana, hogy
valahogyan eleve értelmezve voltak ezek a fiiggvények, ,kézzel-labbal lederivaltuk” cket, majd elkészitettiik (a=0
koriili) Taylor-soraikat, és reménykediink, hogy visszakapjuk Sket. Ezt az utat is végigjarhatja az ember; mi méar
Jfelértiink a masodik alaptaborba”: innen nézve egyszeriibb, ha régton a hatvanysoraikkal definidljuk a fiiggvényeket,
ebbdl levezetjik az Osszes tulajdonsagaikat és a derivaltjaikat. Ezutdn felirhatjuk a Taylor-soraikat is, amik persze
ugyanezek a sorok lesznek, de innen nézve kissé csokkent az &, Taylor-soruk” fogalménak jelentGsége.
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e Néhany integralszamité modszer azért alljon itt dsszegytijtve!®3

1. A fentebbi derivaltak ,megforditasaként” néhany fiiggvény primitiv fiiggvényét ,illik fejbdl tudni”
(vagy tablazatbol gyorsan kikeresni tudni), ezeket most nem irom le ujra.

2. A derivalas tulajdonséigai ,forditva” Osszeg, szamszoros primitiv fiiggvénye 0sszeg, szdmszoros:

/af(x) dx:a/f(:t)dx, /(f(a:)—i—g(x)) de = /f(x)dm—i—/g(x)dx.

3. A szorzat derivélasi szabalyat ,megforditva” (ill. azzal leellendrizheté modon) adodik a parcialis
integralas szabalya (primitiv fiiggvényekre megfogalmazva):

/ f(@)g ()dz = f(z)glx) - / f(@)g(x)de

Ha tehat egy szorzatban az egyik tényezst felismerjiik, mint egy ¢'(z)-et (azaz valaminek a
derivaltjat), akkor az integralast (primitivfiiggvény-keresést) ,atharithatjuk” a masik tényezére.
Persze a végén ,marad még integralnival6”, de sokszor jo ezt tudni.

4. A kozvetett fiiggvény derivaltjat visszafelé felirva adodik a helyettesitéses integrdlds szabalya.
Az x valtozo helyett az x=g(t) moédon (valamilyen ¢(t) fiiggvénnyel) a ¢ valtozot bevezetve:

[ ta@as= [ riate)

Akérmilyen g(t)-re igaz ez a képlet, de akkor jarunk jol, ha olyan ,kellemes” g¢(t)-t sikeriil
vélasztani, hogy a t Gj valtozot tartalmazo alak primitiv fiiggvényét mar egyszeribb tudni. A
derivélassal ellentétben ez (a tobbi szaballyal egyiitt) nem vezet el egyértelmien, algoritmikus
lépésekben az eredményhez. Mindazonaltal sok esetben vannak jol hasznélhato helyettesitések.

5. Rutinna valhatnak olyan esetek, amikor ,felismerjiik”, hogy egy fiiggvény minek a derivaltja. Pl.
ha felismerjiik, hogy f(x)=¢'(z)h(z)+g(z)h'(x) alaka valamilyen g(x) és h(z) fiiggvényekkel,
akkor a szorzat derivaltjat tudva [ f(x)de=g(x)h(x). Vagy pl. ha f(x)=¢'(x)/g(x) alaku, akkor
[ f(z)dz=1In (g(z)), mivel a logaritmust éppen igy kell derivélni, stb.

e A hatarozott integral fogalma (valos, f : R — R fliggvényekre) a fiiggvény alatti teriilet”
képzetének matematikai megfogalmazasa. Tobbféle modon lehet eljutni ehhez a teriiletfogalom-
hoz; azt kell elfogadnunk alapvetésnek, hogy egy A és B oldalu téglalap teriilete A-B. Ami a
,bonyolultabb” teriileteket illeti, legtobbszér még az tin. Riemann-féle integralfogalom a természe-
tes beidegzddés. Mi is most erre fogunk hivatkozni, de megjegyezziik, hogy az eggyel modernebb
szemlélet mar az an. Lebesgue-féle integralfogalmat kdveteli meg, errdl analizisoran lesz szo.

e Egy [ : R — R fiiggvény a-tol b-ig vett hatarozott integraljat, mely az [a, b] szakaszon a fiiggvény
alatti teriiletnek felel meg, igy jeloljiik:
b

b
/ f(z)dz, vagy forditva irva is: / dz f(x).

a

103 En még régi vagasi vagyok; sok primitiv fiiggvényt tudok fejbél, vagy gyorsan rekonstrualni. Ennek jelent&sége
egyre csOkken; ma méar sok szamitogépes segitség is az ember rendelkezésére all. Annyi a lényeg, hogy ha elGkeriilnek,
az .egyszeribb” (azaz: régen kiszdmolni tudni elvart) primitiv fiiggvények megkeresését a kiilonb6z6 konyvekben
nem szoktdk nagyon részletezni, csak odairjik a végeredményt; ,aki akarja, keresse meg, és ellenérizze” alapon.
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Az [ integrdljel a (szummara, azaz dsszegre utalo, 1d. rogton) S beti elkorcsosulasabol keletkezett.
Az a és b az integralas hatarai'®, mégpedig a az alsd, b a folsd. Hallgatolagosan gy vettiik, hogy
b>a; hogy mindig miikddjon a dolog, a b=a és a b<a esetre is értelmezziik az integralt, igy:

a b a
/ f(z)dz =0, illetve ha b < a, akkor / f(z)dz = —/b f(z)dz.

Tehat: ,egy pontra” mint szakaszra vett integral nulla (ez a ,teriilet”-képzetbdl elég természetes),
ill. ha a fels6 hatar kisebb, mint az also, az ,jigazi teriilet” —1-szeresét tekintjiik az integralnak.

e A fliggvény integrdlhatd az [a,b] szakaszon, ha létezik ez a mennyiség. Hogy ez milyen fiiggvé-
nyekre, milyen szakaszokra van igy, az fiigg attol, hogy pontosan hogyan is értelmeztiik az integralt.
A Riemann-féle integralfogalom alapja a kovetkez6 eljaras™

1. Az [a,b] szakaszt sok (N darab) kis szakaszra bontjuk N—1 darab ai,as,...,ay—_1 pont be-
szurasaval, ezek [a,aq], [a1,asl, ... [an_1,b], a hosszaikat jeloljiik Azg-val. Minden szakaszban
tetszélegesen kijeloliink egy z, pontot, a k index tehat 1-t6l N-ig fut.

2. Minden k-ra a k-adik szakasz hosszat megszorozzuk a fliggvény xi-ban felvett f(zy) értékével,
és ezeket Osszeadjuk; igy a ,fliggvény alatti teriilet” egy téglalapokkal valo kozelitését kapjuk:

3. Haennek a ,kozelits teriiletnek” 1étezik és egyértelmi a hatarértéke, amikor az N-nel végtelenhez
tartunk gy, hogy minden kis szakasz hossza 0-hoz tart (de egyébként akarhogyan), akkor ezt a
hatarértéket hivjuk az f: f(z)dx hatarozott integralnak:

N b
Azy = ap — 1. Z Axy - f(zr) — (ha létezik a hatarérték) — / f(z)dx.
k=1 a

Rodviden Gsszefoglalva: 1) kis szakaszokra bontunk, 2) minden szakaszhosszat a fiiggvényértékkel
szorzunk, majd dsszeadjuk, 3) végtelenre finomitjuk a felosztast. A 21. dbra szemlélteti ezt.

y y y

a b a b a b

21. abra. Egy fiiggvény alatti teriilet (a jobb oldalon) és a hatarozott integral Riemann-féle definici-
6jaban szerepls kozelits 0sszegek szemléltetése. A kozelits osszegeknél szandékosan nem egyforma
méret ill. helyzetii szakaszokat ill. benniik 1év6 ,kiértékel-pontokat” rajzoltam.

e A Riemann-féle integrallal leginkabb csak szakaszonként folytonos fiiggvénynek (specialisan: foly-
tonosnak is) véges |a, b] szakaszra vett integraljanak van értelme; bebizonyithatd, hogy ilyenkor
a dolog ,miikddik™: létezik az imént értelmezett integral. Persze azért ez elég sok esetet lefed.

104 A hatérokat kézirassal altaldban igy, az integraljel ala és folé irjuk; elektronikusan (pl. az itt hasznélt ETEX-ben

b
is) sokszor kicsit ,eltolva”, igy: [ helyett f; Ennek nincs jelentdsége; mindig ahogy jobban kifér.
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e A legfontosabb integralszamit6 médszer a Newton-Leibnitz-formula, ami szerint:

Ha F(x) az [a, b] szakaszon
folytonosan differencialhato:

/ dz F'(z) = F(b) — F(a).

Altalaban az integralandé f(x) fiiggvény (az integrandus) adott; itt ez f(x) := F'(x). Ttt kapcso-
l6dik egymashoz a (hatérozott) integral és a primitiv fiiggvény keresése (emiatt is hivjak utobbit
hatarozatlan integralasnak); adott f(x)-re primitiv fiiggvényt, F'(x)-et keresve (aminek tehat 6,
f(z) a derivaltja) rogton hasznalhatjuk ezt a formulat.

A Newton-Leibnitz-formula szarmaztatasat a 22. dbra szemlélteti. Az f fiiggvénynek egy kije-
161t a als6 hatar és egy valtozo x felsé hatar kozotti fiiggvény alatti teriilete nyilvan az z fiiggvénye:
F(x) = faz f(t)dt. (Az integralasi valtozot” barhogy jelolhetjiik, csak most ne z-szel, mert ez most
masra foglalt!) Az x-ig és az x+Ax-ig vett teriilet kiilonbsége ,koriilbeliil” éppen Az-f(x); ebbél
(Az—0-t véve) adodik, hogy F(z) derivaltja éppen az integralandé f(x). Ha a-bol inditjuk” a
teriiletet, tényleg jo a fenti képlet: F'(a) — F(a) tényleg nulla, ahogy kell is.

e A Newton-Leibnitz-formulaban az F(z) fliggvény tényleg mindenhol folytonosan differen-
cialhato kell, hogy legyen (nem elég, ha ,szinte mindenhol”). Egy pont is mar elronthatja a dolgot
(1d. pl. a 22. &bra jobb oldalat). Elsore ez felesleges koriilményeskedésnek tiinhet, de ahogy ha-
ladunk el6re, ugy lesz ennek majd egyre nagyobb jelentGsége; ezért mar most nagyon véssiik az

esziinkbe.
f(t
'Y &\mé’“‘ °
— ?\y\'7\“ F'(z) a x
N ] X
a / 3 t a /6
T o8 G
F(z+Az)—F(x) = Az f(x) / F'(z)dx # F(b) — F(a)

22. dbra. Bal oldalon a Newton-Leibnitz-formula szarmaztatésa: a teriiletfiiggvény, F'(z) derivaltja
az integrandus, f(x). Jobb oldalon példa arra, hogy a Newton-Leibnitz-formula nem feltétleniil
miikodik, ha F(x) nem mindenhol folytonosan differencialhato. A (piros) F(z) derivaltja egy
pontot kivéve (ezt iires karika jeloli) éppen a (kék; egy pont hijan mindenhol értelmes) f(x). Az
f(z) alatti teriilet pozitiv szam (egy pont hidnya teriiletnél nem szamit), ellenben F'(b)—F'(a)=0.

8.2. Tobbvaltozés fiiggvények, parcialis derivaltak, Young-tétel

e [smerdsnek tiinhet pl. az alabbi képlet:

Egy harmonikus rezgémozgast végzs ahol A az amplitado,

x(t) = Asin(wt),

test kitérése (z) az id6 (t) fiiggvényében: w a korfrekvencia,

és akkor azt mondanank, hogy a sebesség éppen a kitérés (pozicid) id6 szerinti derivaltja:

oft) = 40

Itt tehat ugy gondolunk a t-re, mint valtozora (aminek a valtozasanak hatasara” igazibol kivancsiak

= Aw - cos(wt).
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vagyunk), a tobbi jelolésre (w és A) pedig mint paraméterre!'®®; amiket ,egyszer megmondott
valaki”, és utana az ¢ értékeiket fixen tartva érdeklgdiink a ,yvaltozé” (itt: t) kiillonboz6 értékeinél
felvett fliggvényértékek utan. A ¢ szerinti derivaltnal is ugy vettiik, hogy pl. w és A egy adott
szam, konstansokként kezeltiik 6ket a derivilas szabélyainak alkalmazéisa kozben.

o Az el6z6 példaban direkt tgy valasztottam a jelolést, hogy egyértelmii legyen, hogy melyikek a
paraméterek és melyik a valtozo. Ez dicséretes szokas, de altalanossdgban semmiféle ilyen ,,jel6lési
axiomarendszer” nincs. Egy olyan (adott hozzarendelési szabalya) fiiggvényt, amely fiigg tobb
wdologtol” (szamtol, amiket akkor tekinthetiink wvdltozdnak, paraméternek, mindegy), egyszerten
tobbvaltozos fiiggvénynek kell hivnunk.

e Tobbvaltozos fiiggvények mindenféle derivaltjai nagyon sokszor elGkeriilnek. Ezek elvileg arra
valok, hogy jellemezzék a fiiggvény valamiféle ,yaltozasi gyorsasagat” egy adott helyen; tobb valtozo
esetén mindenféle irdnyu ,elmozdulasra” kiilon-kiilon.

Bevezet6 fogalom a parcialis derivalt. Kiszemeljiik valamelyik valtozot; a fiiggvénynek az 6
szerint valo parcialis derivaltja azt jelenti, hogy a t6bbi valtozot (és/vagy paramétert) fixen tartva
elvégezziik a derivalast. A parcidlis derivalast (az egyvaltozos fiiggvények rendes, eddig is ismert
derivaltjatol valo megkiilonboztetésképpen) gorbe, stilizalt gorog delta bettivel jelljik, igy: 0.

Példaul a kovetkezs haromvaltozos fliggvényre (a valtozokat z-szel, y-nal és z-vel jeldlve) meg-
hatarozhatjuk a parcialis derivaltakat (ellendrizzik le ezeket!):

(2
f(fc7y,2)zw+x3thz =
z
9 2 2 2 (2 3
af _ xy cos(x®y) L 32%ths, of o cos(z y)7 of _ _ sin(z%y) N x2 '
Ox z dy z 0z 22 ch® z

Amikor tehat pl. ,z szerint parcidlisan derivalunk” (igy mondjuk), akkor y-t és z-t konstans szam-
nak tekintjiik. Gyakoroljuk ezt, eleinte 6sszekever§dhetiink konkrét fliggvények felirdsanal.

o Kiegészités: létezik az a fogalom is (visszatériink ide), hogy egy tobbvaltozos f fliggvény diffe-
rencialhaté Dom f egy pontjaban. (Pl. hogy az x-t6l és y-t6l fiiggs f(z,y) figgvény differenci-
alhato egy (x,y) pontban). Ez olyasmit jelent, hogy a pont koriil a fiiggvény ,kozelithets linearis
fiiggvénnyel”. (Egyvaltozos, adott xo-ban differencialhaté fiiggvény is ugye a pont kézelében ,kb.
linearis”, hiszen f(z) ~ f(xo) + (x—x0)-f'(20).) Meglatjuk majd, hogy tobbvaltozos fiiggvényeknél
a differencidlhatosag eredendéen tobbet jelent, mint csupan hogy léteznek kiilon az x, y, stb.
valtozok szerinti parcialis derivaltak. Az esetek nagy tobbségében azonban a parcialis derivalha-

tosdg mar elég ahhoz, hogy maga a fiigguény is differencialhato legyent.

e Ha ,a szovegkornyezetbdl egyértelmii”, hogy mik a fiiggvény valtozoi, akkor elég az eddigi jelolés;
ha azonban elbonyol6dik a helyzet, nem art kiilon kijel6lni, hogy miknek a valtoztatasanak hata-

105 A para szoelStag maga is olyasmit jelent gordgiil, hogy ,mellett”, ,mellékes”; a méter szo itt pedig ,mérészam”-nak
felel meg. A paraméter tehat olyan jel, ami még ,mellétesz” informéciot, mérGszamot.

106 Be lehet bizonyitani, hogy 1) ha a tobbvaltozos fiiggvény differencidlhato, akkor a parciélis derivaltjai is léteznek;
2) ha a parcialis derivaltak folytonosak egy pont kornyékén (ez ,szép egészséges képlettel felirt” fiiggvényekre szinte
mindig teljesiil), akkor maga a fliggvény is differencidlhaté ott. Amugy siman a parciélis derivaltak létezésébol
meég az sem kovetkezik, hogy a fliggvény folytonos (nemhogy az, hogy differencidlhaté). A példat lusta vagyok
lerajzolni: legyen az f(z,y) kétvaltozos fiiggvény olyan, hogy f(x,y)=1, ha 0<y<z? (nagyon hatérozottan kisebb,
nem kisebb-egyenld van itt); és legyen f(z,y)=0 mashol. Lassuk be (rajzoljuk le a sikot, és szinezziik ki, ahol f=1),
hogy ez az f(z,y) fiiggvény a (0,0) pontban nem folytonos, de ott minden parcialis derivaltja létezik (és nulla).



8.2. Tobbvaltozos fiiggvények, parciilis derivaltak, Young-tétel 121

sara vagyunk kivancsiak a parcialis derivalasnal. Pl. ha z-szel, y-nal és z-vel jeloltiik a valtozokat,
akkor szinte mindig hallgatolagosan hozzaértjiik, hogy az x szerinti parcidlis derivalas soran y-t és
z-t allandonak kell tartani, de ha akarjuk, kiilon kijel6lhetjiik ezt:

0 0 .
—f helyett azt irhatjuk, hogy —f ,  vagy roviditve:
ox ox y=const,z=const

Altalaban z, y, z tényleg harom egyenrangt valtozot jeldl, de nem mindig. Ha nagyon egyértelmi,

of

ox y,z'

hogy mik a valtozok (pl. ilyen x, y, z esetre), akkor még révidebb jeldlést is lehet hasznalni:

of of of

— =0,f, — =0,f, — =0.f.

ox 2 dy 2 0z 2
Néha (kiilénosen, ha hossza a formula) kiilon is szokték irni a parcialis derivalast (mintegy ,ope-
ratorként, ami hat a mogotte 1évs dologra”); igy: % = a%f'

e Ugyanigy, ahogyan ,rendes”, egyvaltozos fliggvényeket is lehet t6bbszor derivalni, parcialis de-

rivaltakat is lehet t6bbszor alkalmazni. Minden tovabbi nélkiil 1étezhet pl. egy f(x,y,z2,...)
o%f _ 8 (of

tobbvéltozos fiiggvénynek x szerint kétszeres parcialis derivaltja, jelben: 75 = 5-( 5+

Megint egy teljesen hasraiitéses példat hozva (a szamolést azért ellendrizzik!):

in(x? 0 222 29)—z sin (22 2 sin(z?
Fony,2) = sin(z?y) N of _ 2tyz cos(z?y)—z sin(z°y) _ —ycos(ny)— (x%y) N
xz Ox x2z? z x%z
0 f dry? ., 2y 9 2 sin(z?y)
= @::— > SlIl(I y)—ECOS(I y)—i_T

Persze ilyen fiiggvényeket (kozos nevezovel, kiemelve ezt-azt, stb.) méas alakban is fel lehet éppen
irni (ha pl. a derivalasi szabalyokat méas sorrendben alkalmazzuk, mas alak is johet ki elsének); ez
is helyes, ha ,mas” jott ki, ellenérizziik, hogy az ugyanez.

o Erdekesebb dolog adodik, ha el@szor egyik, aztan masik valtozo szerinti derivalunk. Megint a
példanknal (ezt aztdn tényleg ellendrizzik, nagyon lényeges!!!):

flany, 2) = sin(z?y) N of _ 21%yz cos(x?y) — z sin(z?y) _ 2% cos(z?y) B sin(z%y)
A xz Ox x22? z 22z
0 x
2y,
0 (0 9 ([ 2y cos(x? sin(z? 2 202y 1
By (()5> =? = 8_y< i z( v x<22y)) = cos(z?y) — . Y sin(z?y) — 2 cos(r?y) =
2,
gy (%) = i cos(z?y) — 22 v sin(z%y),
o (of 0 [z 9 1 9 22%y .,
Sl (e I S Y (e S _
pe (Gy) : e (Z cos(z y)) . cos(z7y) . sin(z“y).

Az eredmény (amit egy kis atalakitas utan lathattunk be): két kiilonb6z6 valtozo szerinti parciélis
derivalasnal a kétféle sorrendben ugyanaz adodott.

e Akarmilyen példara (ha maga az f fiiggvény kétszer folytonosan differencialhaté a vizsgalt pont-
ban) igaznak bizonyul ugyanez: a kiilonb6z6 valtozok szerinti parcialis derivalasok (ha a tobbi
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07

valtozot tartjuk fixen) felcserélhetSk. Kiprobalgathatjuk példdkon; tényleg igaz'®". Rendesen

bebizonyitani ezt a tételt viszont nehezebb; mindenesetre alljon itt azért kimondva, névvel:

Young-tétel: ha f(z,y,...) kétszer g(g ) 2(% )
y=const xr=const

folytonosan differencialhato, akkor: Oy \ Ox " Oz dy
Ugyanez igaz barmelyik masik valtozoparra is. Részletesen kiirtam, hogy a parcialis derivalas soran

mit is kell valtoztatni és mit kell dllandénak tartani, de leginkdbb csak réviden szoktuk irni:

xr=const y=const

Kétszer folytonosan differencialhato f(x,y,...) figgvényre: 0,0y f = 0,0, f.

S6t, ilyen tomor jelolést is szoktunk alkalmazni:

d (of\ 0 [af\ _ Of
ilor) =5 (a) = oo

észben tartva, hogy mindegy, melyik derivalast ,csinéljuk” el6bb, és a mésikat azutan.
A Young-tétel még egy fontos Gjabb moédon megfogalmazva:

Y -tétel masképp: két diffhato
oung-te e" maﬁ epp/ ? Sze? HHHato 0,0, f szimmetrikus matrix minden pontban.
f(z,y,...) tobbvaltozos fiiggvényre

A kovetkezSkben igen sokszor alkalmazzuk a most a parcialis derivalasrol Osszeszedett tudast.

8.3. Egyszeri gorbék és paraméterezéseik

Sokszor van sziikség arra, hogy a sikon vagy a térben valamilyen ,szavakkal elmagyarazott” gorbét
(vagy a térben akar: feliiletet) matematikailag megfogalmazzunk, egyenletét felirjuk.

o A sikgorbékkel kezdjiik. Legyen adott a koordinatarendszer: x—y. Van, hogy a gérbét megadhat-
juk explicit alakban: ez azt jelenti, hogy a gorbe egy y=f(x) modon felirt fiiggvény grafikonja.
Pl. az y=ax? kifejezés megad egy felfelé nyitott, origd csticsti parabolat (kiilonbozé o értékekre
més és mas parabolat) , az y = ax egy origon atmend a meredekségi egyenest, stb.

e Néha kellemesebb a gorbét implicit alakban megadni. Ez azt jelenti, hogy megadunk egy két-
vdltozos, x-16l és y-tol fiiges fiiggvényt, jelben mondjuk F(z,y)-t, és keressiik azon (z,y) pontokat,
amikre F(z,y) = C, ahol C valamilyen alland6. Pl. ha F(x,y) = ”Z—z + z—j, és C := 1, akkor az
F(z,y) = C implicit kifejezés ismert modon egy origd kozépponti ellipszist ad meg.

e Emlékezziink a 7.7. szakaszra, ahol altalanos sikbeli masodfoku kifejezés zérushelyeit vizsgalgat-
va (azaz: az ax?® + fy* + 2vry + Az + By + K = 0 tipusi egyenleteket ,megoldva”) rajottiink,
hogy ezek kupszeleteket hataroznak meg! A mostani szohasznalattal azt mondhatjuk, hogy ott
tulajdonképpen altalanos sikbeli helyzetii kapszelet-gorbék (ellipszis, parabola, hiperbola) implicit
egyenleteit talaltunk meg (és rendszereztiik).

e Adott gorbéhez az explicit alakban felirt egyenlete (ha van) egyértelmi. Az implicit alak méar
nem teljesen'®®. Adott explicit alakot mindig implicit formaba is tudunk irni: ha y = f(z), akkor

107Ha tgy ttinne, hogy nem, akkor vagy valamit elrontottunk, vagy még egyszeriisithetiink.
108 P], konnyt latni, hogy az alabbi alakok is mind ugyanazt az ellipszist adjan meg:

22 y2 22 y2 22 yz 3 22 y2
¥+b7—1207 a72+b72+5:6, (a2+b2) :1, Sh(a2+b2_1) :07 stb.
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nyilvan f(z)—y = 0, ami ugyanazon gorbe az implicit egyenletének tekinthets. Pl. az ax®—y =0
tulajdonképpen egy parabola implicit egyenlete.

Erdekesebb a kérdés visszafelé: implicit alakbol tudunk-e explicit alakot késziteni, azaz egy
F(x,y)=C képletbdl ki tudjuk-e fejezni y-t, mint x fiiggvényét!®? Nem mindig: pl. az ellpiszisre:

.132 yQ .132
StEl=0 = y=Eh /1o

ahol a £+ a gyokvonas kétértelmiiségebdl jon. Ez igy nem egy darab explicit képlet az egész ellip-
szisre. Persze most nem nehéz rajonni, hogy a — eset az (expliciten kifejezett) ,alsé ivnek”, a +
eset pedig a ,felsg ivnek” felel meg; az ellipszis ezekbdl van Gsszeragasztva. Ha azonban pl. ,végig
szeretnénk menni az egész ellipszisen”, akkor néha igen kényelmetlen tud lenni, ha mindent kiilon
az egyik, kiilon a masik ivdarabra is végig kell mondani. Tehat noha az explicit kifejezés esetleg
,jobban esik”, az implicit alak miikodhet olyan gorbékre is, amikre az explicit alak nem.

e A gorbék paraméteres alakban is megadhatok. Hallgassunk arra a képzetiinkre, hogy a gorbék
a kétdimenzios sik ,egydimenzios” részhalmazai, mas széval: egy szammal megadhatom, hogy hol
vagyok rajtuk. Az ilyen szamot” fogjuk paraméternek hivni (jele lehet akarmi, szokasosan: p, t, s,
barmi), és az, hogy megadom, hogy a paraméter adott értékének a gérbe melyik pontja felel meg,
éppen azt jelenti, hogy megadom az x(p) és y(p) fiiggvényeket.

Kicsit normalisabban megfogalmazva: legyen adott egy I := [p1,ps] szakasz (intervallum) a
valés szamokon beliil, legyen a sik jele R?, azaz az (z,y) szampéarok halmaza. Egy G : [ — R?
fliggvényt gy is felfoghatunk, mint az z(p) és y(p) két fiiggvény ,egyiittesét”. Egy ilyen z(p), y(p)
fiiggvénypart tehat egy sikgérbe paraméterezésének, paraméteres alakjanak hivunk. Megkoveteljiik
még azt is, hogy a fliggvények differencialhatoak legyenek, azért, hogy a gorbe ,szép sima” legyen.
Lényeg tehat: amig a p paraméter végigmegy a [p1, po] szakaszon, az (z(p),y(p)) pont ,yégigfut” a
gorbén. Zart gdrbe az, amire z(py)=x(p1) és y(p2)=y(p1).

Példa: az origd kozéppontt R sugari kor egy lehetséges paraméterezése a ¢ szdmmal a kdvetkezs:

pel-ma],  w(p) = Reos(v),  ylp) = Rsin(p).
A most hasznalt ¢ paraméternek persze vilagos a geometriai jelentése is: 6 a kdzépponti szog.

e Adott gorbének végtelen sokféle paraméterezése lehetséges. Hogy mast ne mondjak: ha x(p), y(p)
egy paraméterezés, és megadunk valamilyen p = p(t) kolcsonosen egyértelmii fliggvényt a p és a ¢
valos szamok kozott, ahol a t valamilyen [t1, 5] tartomanyon végigfutva p(t) is végigfut valamilyen
[p1, p2] tartoményon, ahol p; = p(t1) és ps = p(t2), akkor az x(p(t)), y(p(t)) is jO paraméterezés
ugyanarra a gorbére. Pl. az iménti korre néhény egyéb parameéterezés (csak a jaték kedvéért):

) Y =uwt o=7p © = 2arctg s

o€, ] te|-Z, 2] pe[—{/r, /] s€[~00, 0]
o(p) = Reos(o), o) = Reos(et), alp) = Reos(p),  a(s) = By,
W)= Rsino). yle) = Rsin(wt).  ylp) = Rsin?).  yls) = Ry

109 A latinos szavak koriilbeliili jelentése is erre utal: explicit=,kifejezett”, implicit—,bennfoglalt”.
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e Felmeriil a kérdés: adott gorbére melyik a legjobb paraméterezés? S6t, egyaltalan: hogyan
talalhatunk ,adott” (azaz: szavakkal elmesélt tulajdonsagu, helyzet(i) gorbe esetén akarcsak egy
jO paraméterezést is? Nincs altaldnos recept. Sok fontos specidlis esetben vannak ismert, jo
tulajdonsagi paraméterezések; ezekbdl mindjart el6vesziink néhanyat. To6bb ilyennek az ismerete
utan pedig kialakul egyfajta ,,6rzék” arra, hogy hogyan kell 4j esetben is megtalalni egy megfe-
lel6 paraméterezést. Hogy ,a legjobbat” taladltuk-e meg adott esetben, azon az milhat, hogy a
szamolasos feladat, amire hasznalni akarjuk a paraméterezést, ,elég egyszertivé valik-e” vagy nem.

X ok ok ok

Lassunk példakat, amelyeket érdemes ,fejb6l” tudni, hogy kialakuljon az érzék!

e ElGszor par szo6 essék egyenesekrdl (amik nem gorbiilnek, de ,,gorbék” fénévként. . .). Egyenest
mindig z-ben és y-ban linedris képlettel adunk meg, és forditva is: linearis képlet egyenest ad meg.
Néhany példa kiilonféle egyenes-egyenletekre, amelyek kiilénboz6 ,kovetelményeket” tudnak:

y=ax+b: a a meredeksége, és b-nél metszi az y tengelyt.
(y—yo) = a(x—x) : @ a meredeksége, és atmegy egy adott (g, yo) ponton.

atmegy egy adott (zo,yo) ponton, és merdleges egy adott

2 (T— —10) =0
v (@=0) + 0y (y=10) v = (vg, vy) vektorra (emlékezziink a skalarszorzasral)

(x—X1)(Yo—Y]) = (Xo—X4)(y—Y1) :  atmegy az (X1,Y)) és az (X, Y3) pontokon.

Atmegy az (z, onton, és a V irdnyban all;

x=x9+Vyt, y=1yo+ Vyt: gy ’(oyo)p . .y
a t paraméterrel ,szaladunk végig” rajta.

Ezeket mejegyezhetjiik fejbsl, de konnyt rekonstrualni ket: mindig linearis Osszefiiggést kell kap-

nunk, és ,izlésesen bele kell rakni” a megadott adatokat. .. Most attériink ,komolyabb” gorbékre.
e Tekintsiink el6szor egy R sugard, origd kozept kort! Mar lattuk egy paraméterezését:

2(ip) = Reos,

Orig6 kozéppontu R sugara kor: @ € [—m, () = Rsi
z(p) = Rsinp.

Elég nyilvanvald, hogy ez j6 paraméterezés, de hogy lehetett erre rajonni annak idején?

Ha nézegetjiik azt, hogy z*+y?=R?, elsbb-utobb atirjuk agy, hogy (x/R)?*+(y/R)?*=1, itt pedig
esziinkbe jut, hogy akarmilyen W-re sin? W+ cos? W=1. Ha tehat z/R=cos W, y/R=sin W, akkor
automatikusan biztosan a kéron mozgok, ha W-t valtoztatgatom. Mar csak ki kell gondolni, hogy
milyen W-tartomanyon kell végigfutni, hogy az egész kort egyszer és csak egyszer jarjuk be. Jo
paraméterezést kapunk; az csak ,hab a tortan”, hogy ennek W-vel jelolt paraméternek geometriai
jelentése is van: 6 a kozépponti szog, ami miatt mégis inkabb ¢-vel jeloljiik; kész.

e Mi a helyzet az ellipszissel? Itt (z/a)? + (y/b)* = 1, ahol a a nagytengely, b a kistengely; nem
tlinik rossz probalkozasnak a kovetkez6 paraméterezés:

Origo6 kozepi, ,rendes allasi” z(P) = acos P, .
p o . . ~ s~ (S [_71—7 W]‘
a és b tengelyt ellipszis: y(@) = bsin @,

Ha tudjuk, hogy cos? ¢+sin? ¢ = 1, tényleg rajoviink, hogy akarmennyi is a @, tényleg az ellipszisen
mozgunk. Ha az elGjeleket végiggondolva azt is belatjuk, hogy ha egyszer végigmegyiink a megadott
tartoméanyon, akkor valoban egyszer és csak egyszer végigmegyiink az egész ellipszisen, akkor készen
is vagyunk. Persze ha a=b, akkor éppen az a sugaru kort kapom vissza; jo vicc.
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Azért raktam (ideiglenesen) hullamot @-ra mert ha a#b, akkor ez a ¢ paraméter egyaltalan nem
az x(p), y(p) koordinataju pont ,kozépponti szoge” Azaz: noha amit lattunk, az az ellipszisnek
jo (talan a legjobb”) paraméterezése, mégis, a parameéternek nincs egyszerii geometriai jelentése.

e Ha mar itt tartunk, talaljuk ki a hiperbola (az egyik 4g) paraméterezett alakjat! Itt lesz vilagos,
hogy a sh, ch fiiggvényeket miért is hivtuk ,hiperbolikus” fiiggvényeknek: ahogy cos® +sin? = 1,
ugyanigy ugyebar ch? —sh® = 1. Ez ,ott van az agykérgiinkben”. Igy tehat a hiperbolara (origé
kozept, vizszintesen ,nyitott”, a és b tengelyt, 1d. a korabbi 17. abrat!) azt kaphatjuk, hogy

x? 2 A jobb oldali & j¢
Dy o Abbbodliagenio g
a b paraméterezése lehet:

z(w) = achw,

y(w) = bshw.

Ismerve a ch, sh fliggvényeket ellenérizziik, hogy ha w végigfut R-en, a pontunk végigfut az egész
hiperbolaiven! A kapott alakot hivhatjuk a hiperbolaiv ,standard” paraméterezésének. Az w

paramétert azonban nem valami ,geometriai jelentése” alapjan vezettiik be''.

o Kiegészités: a Nap koriili bolygomozgas vizsgalatakor elGkeriil az ellipszis, hiperbola, parabola
olyan egyenlete, ami megmondja, hogy a gorbe pontjainak a(z egyik) fdkuszponttol vett tavolsaga
(r) hogy fiigg a tengelytdsl mért szdgtdl (). Egy gorbe ilyen r(¢) alakt megadasat poldrkoordindtds
alaknak hivjak; a kapszeletek fokuszpontbol nézett polarkoordinatas alakjat keressiik tehéat.

a y T =1Ccosp+
Yy = rsing
(x.y)
b
S
o
[o\

T =17TC0S P —
Yy =1rsing

23. abra. Ellipszis (bal oldal) ill. hiperbolaiv (jobb oldal) fokuszpontbol nézett polarkoordinatas
egyenletének levezetéséhez segédlet; 1d. a szoveget is.

Kezdjiik az ellipszissel; a 23. dbra segithet. Az r tavolsaggal és a ¢ szoggel konnyt kifejezni a
keriileti pont szokasos z, y koordinatait, és ha tudjuk az ellipszis egyenletét, beirhatjuk ezeket oda:

hol ¢ = Va2—12

anon ¢ @ 2 P (c+rcosp)?  (rsingp)?

a fokuszpont tavol- —+5=1 = + =1.
a?  b? a? b?

T =c+rcosp,

= rsin
Y 7 sdga az origotol.
Ezzel megkaptuk az Osszefiiggést r és ¢ kozott. Elvégezziik a négyzetreemelést, és ugy rendezziik,
hogy r-re hajthassunk (azt akarjuk kifejezni a ¢ fiiggvényében).Bovitiink a?b>-tel, és észben tartjuk
¢, a és b kapcsolatéat (hogy ¢ = v/a2—b?), valamint ,kisz{irjiik” a sin-t, tudva, hogy sin® + cos? = 1.

10Frdekesség: van az w-nak jelentése. Az origobdl a pontunkba meng szakasz, a hiperbolaiv és a hiperbola valés a
tengelye altal hatarolt ,egyik oldalon gorbe haromszog” elGjeles teriilete abw. Aki akarja, szamitsa ki integraldssal!
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Masodfokt egyenletet kapunk!!'!:

+a — ccos

(a® — c?cos? )r? + 2rb*ccosp — b = 0 = P ek
a? — c%cos? p

A + elgjelii gyokot valasztjuk. (A masik negativ: ez az a lehetség lett volna, amit a 23. abra bal

oldalan szaggatott piros jelol, amikor a ¢ iranya egyenes ,negativ irdAnyban” metszi az ellipszist.)

A nevezdben szorzatot felismerve egyszerisithetiink. Uj jeloléssel igy szoktak irni az eredményt:

p c b?
S hol &=, ——
(@) 1+ecosy’ et ==y P=

Az e < 1 excentricitast mar ismerjiilk. A p-vel jel6lt mennyiség jelentése: a fokuszponttdl a nagy-

tengelyre merélegesen az ellipszisiv ilyen messze van (ellendrizziik!), ezt jeloltem a 23. 4bréan is'!2.

e Hiperbolara is megcesinalhatjuk ugyanezt (1d. a 23. abra jobb oldalat). Ugyanazok a lépések, csak
a fokuszpont helye c=+v/a?+b? és egyenlet z—z—z—zzl. Megdobbentden ugyanolyan az eredmény:

P ahol € = ¢/a > 1 a hiperbola excentricitasa, és

rlp) = 1+ecosp’ p = b%/a, az ellipszisnél latotthoz hasonlé mennyiség.

Parabolara (ami ugye ,végteleniil kinyilt ellipszis”) is is ugyanez adodik, itt az excentricitas e=1.

e Térbeli gorbék esetén ha a gorbe véletleniil valamelyik koordinatasikban van, akkor hasz-
nalhatjuk a sikgdrbékre latott dolgokat. ,Igazi” térgorbék esetén explicit és implicit alak helyett
valojaban leginkabb a paraméterezett alak a célravezets: ilyenkor a gérbe pontjainak x, y, z ko-
ordinatait kell megadni egy paraméter (pl. p) fliggvényében, igy: z(p), y(p), z(p). Térgérbéknél
sincs altalanos modszer a j6 paraméterezés megtalalasara, s6t egy joéra sem; gondolkodni kell. Ttt
csak egy példa alljon arra, hogy hogyan lehet ,elmagyarazott” gorbe paraméteres alakjat felirni.
Egy csigavonal egy R sugari, z tengelyt henger pa-
lastjan méaszik ol egyenletesen korbe, és egy koriilfor-
dulashoz zp magassagemelkedés tartozik. Adjuk meg
ennek a gorbének egy paraméterezett alakjat! ot
Mi lehetne a paraméter (ami egyértelmii megfeleltetés- \

ben van a gorbe pontjaival)? Esziinkbe juthat, hogy :.ZO

Jfeliilrél nézve” korbe-kérbe mozgunk, a kort pedig jo a !
kozépponti szdggel paraméterezni. Ahogy most ¢ val- /
+*

tozik, gy emelkedik a z koordinata. Igy tehat (meg-

felelGen ,bel6ve” a z emelkedési sebességét, hogy ¢ egy

koriilfordulésa (27) alatt éppen zp-t emelkedjen) arra
jutunk, hogy

#(p) = Reos(p), 24. abra. Spirdlgorbe rajza; paraméte
| y(gp) _ RSiH(gp), . . Op g Jza; p

rezéséhez segédletként.

paraméter:

pe|—00, 00
[=o0,00] 2(¢) = 20ko.

11 foy volt érdemes atalakitani; persze arra, hogy ,mit hogy érdemes”, akkor jon csak ra az ember, amikor mar
végigesinalta (elsére valoszintleg nem a legkényelmesebb modon).

H2Fst a p mennyiséget — én kérek elnézést — az ellipszis paraméterének (igy, egyes szamban) is hivjak; ennek a
névnek semmi koze az ellipszis mint gérbe paraméterezett felirdsahoz.
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8.4. Feliiletek és paraméterezéseik
e A haromdimenzios térben egy feliiletet implicit vagy paraméteres alakban is megadhatunk:

Implicit alak: adott F(z,y, z) fliggvény = keressiik azon (z,y, z) pontokat,
amikre F'(x,y,z) = 0.

Allitas: jo esetben, azaz ha F(z,y,2) elég sima (legalabbis differencialhaté) egy halmazon, az
F(z,y,z) = 0 egyenlet (ezen a halmazon beliil) egy ,szép sima feliiletet” jelol ki. Persze ha 0
helyett mas konstans C' valos szamot irunk a jobb oldalra, akkor is egy (masik) feliiletet kapunk.

e Egy feliillet paraméteres alakban valo megadasahoz két valos véaltozo (paraméter) kell:
Egy feliilet paraméterezése: megfelels  z(u,v) y(u,v) z(u,v) fiiggvények megadasa.

Azaz: agy paraméterezhetiink egy feliiletet, hogy pontjainak x, y, z koordinatait megadjuk két
wparaméter” fiiggvényében (ezeket itt most u-val és v-vel jeloltem), amelyek értékei egyértelmten

113

meghatarozzak, hogy hol vagyunk a feliileten*°, és ha u és v a megfelel§ tartomanyaikon végigfut-

nak, a feliileten is végigfutunk. Hogy hogy kell paraméterezést talalni, az itt is ,érzék” kérdése.

e Egy x-ben, y-ban és z-ben linearis egyenlet sikot ad meg, akar implicit, akar paraméteres. Fz
yoda-vissza” miikodik, jo észben tartani.Példak:

v L 2\ s
. . 0 - * 0 olyan (az origon atmend) sik egyenlete,
V.. T v V.2 = * v = . 2
z yY z Yy Y ami merdleges a v = (v, vy, v;) vektorra.
z v,

atmegy az (g, Yo, 20) adott ponton, és

Vg (r—T Vy(y— V,(z2—29) =0
( o) + vy(y—y0) + v:( 0) merdleges a v = (v,, vy, v,) vektorra.

A kovetkezs paraméteres sik-egyenlet (ahol u és v kiilon-kiilon az egész R-et befutjak) annak felel
meg, hogy egy sik pontjaiba két adott vektor 6sszes linearkombindci6ival éppen eljuthatunk:

Atmegy egy adott 7, = (20, Yo, 20)
ponton, és az adott A = (A,,A,, A,)
ill. B = (B,, By, B,) vektorok feszi-
tik ki az iranyat. (A # X\ - B).

z(u,v)=x¢+ul,+vB,,
y(u, v)=yo+uA,+vB,, < r(u,v)=ry+ud+vB,
z(u,v)=z0+uA,+vB,

e Nézziik meg a kdrhenger paraméterezését! Ha z irdnyu a tengely és az alapkor sugara R, akkor:

Paraméterek: z, ¢ x(z,p) = Rcos p, L o
_ Ez a z iranya R sugart korhenger
ZE[—O0,00], y(z7§0) :RSHl%Du L s s . p
palastjanak j6 paraméterezése.
<P€[—7T>7T]7 Z(Z’ 90) =z

Az utols6 egyenlet z = z alaku: itt z egyrészt a koordinata, amire kivancsiak vagyunk, méasrészt
az egyik paraméter is, hiszen ez az egyik olyan valtozo, ami megmondhatja, hol is vagyunk.

o Kovetkezo fokozat”: paraméterezziik egy kap (egyenes korkup) oldalpalastjat! A kap nyiljon a
z tengely pozitiv iranyaba, és nyilasszoge legyen «, ennyi elég, hogy ,szavakban elmagyarazzuk”.

113 Eddig a ,dimenzi¢” fogalmat matematikailag csak vektorterekre értelmeztiik; egyelre nem igazan értelmes,
hogy mit is jelent az, hogy a tér egy (,felillet”nek vagy ,gorbé”nek nevezett) részhalmaza hany dimenziés. Ilyen
részhalmazok dimenzidészama éppen azt jelenti, hogy hany paraméterrel mondhatjuk meg, hogy hol vagyunk rajtuk.
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Hogyan paraméterezhetjiik a kap felszinét? A korkoros szimmetria sugallja az eddigi beidegz6-
dések alapjan, hogy egy ¢ (azimut”)szog jol johet. A méasik paraméter lehet maga a z magassag
(0-t6l co-ig valtozva). Azt kell kigondolni, hogy adott z-nél a kip metszete kor, aminek sugara ng,
ahogy z né: konkrétan ha a a kup nyilasszoge, akkor a metszetkor sugara z-tg a. Igy tehat:
z(p,z) = ztga - cos
Egyenes, z > 0 allasu korkup, Paraméterek: z, o, (¢, 2) & &

— 2to - s
adott « nyilasszoggel: z€0, 0], p€[—m, 7, t(p,z) = ztga-sing,

2(p,2) = 2.

Még egyszer, a félreértések elkeriilése végett: az eddigi Gsszes (és ezutan felirt) paraméterezések
csupan egy-egy lehetGséget jelentenek az adott feliilet végtelenféle paraméterezhetGségei koziil;
noha esetleg ,a legjobbat” irjuk most fel, adott esethen méasmilyen paraméterezés is hasznalhato.

e A g6mb felszinének paraméterezése sokszor elGkeriil. A (f5ld)gomb egy pontjat megadja ugyebar
két sz0g (,szélességi és hosszisagi fok”). Fizikus hagyomany szerint modositunk a foldrajzhoz
képest: a ,szélességet” az Egyenlit helyett az .északi sarktol” mérjiik (ezt a szoget poldrszignek
hivjuk és leginkabb -val jeloljiik), és az ,északi sarkot” a z tengely iranyaba allitjuk. A  hosszusagi
kort” megado6 szog neve azimutszog, jele leginkdbb ¢, és ezt az = tengelyt6l y iranyba fordulva
mérjiik. Jegyezziik meg tehat, hogy az R sugart gémbfelszin jo paraméterezése a kdvetkezo:

Paraméterek: ¢ polarszog, ¢ azimutszog. (¥, p) = Rsin¥ cos ¢,
Tartomanyok: ¥€(0, 7] és pe|—m, 7. Ezekkel:  y(v,p) = Rsinvsin g,
9=0 ill. 9=m: E-i ill. D-i sark. 2(¥, ) = Rcos.

Ez a gombfelszin ,standard” paraméterezése. Itt adott gombfelszinen mozogtunk; ha R-et is valtoz-
tathatjuk, akkor az egész teret ,befuthatjuk”. Az igy egy ponthoz rendelt R, ¥, ¢ szamokat (amik
tehat egyértelmien megadjak, hogy hol van a pont) gémbi koordinatarendszernek nevezziik.

e A 25. abra szemlélteti az eddigi feliilet-paraméterezéseket.

z o

=

S

25. abra. Korhengerfeliilet, kippalast ill. gémbfelszin paraméterezéseihez segédlet. A pontot,
amelynek paramétereit jeloltem, mindharom abran lila potty jeldli.

e A gémb paraméterezésénél érdemes esetleg megnézni, hogy hogyan lehet(ett volna) ,forditva”

gondolkodni. Elghivhatjuk a Descartes-koordinatdkban megfogalmazott gombfelszin-definiciot:

masképp, egybdl z-t ki- (x2 > ) 22

2 2 .2 2
Tyt 42 =R . _ —
Y tiintetve (de ez nem baj): R R?
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Itt esziinkbe juthat, hogy nem hiilyeség bevezetni egy ¢, majd utdna egy ¢ paramétert, igy:

2 172 2

, ) . 92 , o, . €
—=cos v —+——==sin"v 1
7 cos és 2 sin” 1, utébbibol pedig Rsnd Rsind

merthogy ugye sin? + cos? =1 mindig. Tehat tényleg az x?+y%+22=R? gémbfelszinen mozgunk, ha

=Cos (p, =sin ¢,

x = Rsind cos ¢, y = Rsinvsin g, 2z = Rcos.

Igy is eljutunk tehat a standard” paraméterezéshez, ha ezutan még végiggondoljuk (a koordinatak
ill. a sin, cos fliggvények elGjeleivel), hogy éppen a ¥€[0, 7] és a p€[—m, 7| tartomanyokon kell
végigmenniink ahhoz, hogy az egész gémbfelszint pontosan egyszer ,lefedjiik”. Igy nézve nem is
feltétleniil volt sziikség arra, hogy a 0, ¢ paraméterek (azaz: szogek) geometriai jelentése is egybol
vilagos legyen; de persze az lesz el6bb-utobb, és akkor mar hivhatjuk ¥-t és ¢-t a neveiken.

* k3

e Roviden megbeszéljiik az in. masodrendi feliileteket; ezek a kipszeletek (ellipszis, parabola,
hiperbola) ;haromdimenzios megfelel6i”. A legegyszertibb ilyen az ellipszoid, melynek egyenlete:

oy 22 . ahol a, b, c adott hossztisagok
Sttt s=l

b2 2 (az x, y és z irdnyu tengelyek).

Ez éppen egy R sugara gomb az x, y és z irdnyokban rendre a/R, b/ R, ¢/R aranyban megnytjtva.

26. abra. Ellipszoidok szemléltetése: rendre altalanos (a # b, a # ¢, b # ¢), lapitott forgasi ill.
nyujtott forgasi (ezeknél a z iranyu tengely kiilonb6z6). A tengelyiranyu sikmetszetek ellipszisek,
ill. a forgasiaknal a kitiintetett tengelyre merélegesen korok.

A koordinatasikokkal parhuzamos sikmetszetek ellipszisek; pl. az y—z sikban belathatjuk ezt,
ha adott x=z( értéknél keressiik az y és z kozott érvényes Osszefiiggest:
2 2

22 P 22 W2 22 x2 y ~
a2tpte=l @ wra-Ul-a) = ;+ ;=1
a ¢ ¢ a (b\/l—x%/cﬁ) (c\/l—mg/(ﬁ)

Valoban: az y—z iranyban ellipszist kaptunk. (Ahogy xo-lal a ,csicsok”, £a felé haladunk, egyre
kisebbeket). A masik két tengelyiranyban is ugyanigy adodik, hogy a sikmetszetek ellipszisek.

e Ha az ellipszoid mindharom tengelye ugyanannyi, akkor ¢ gobmb. Ha két tengely megegyezik:

PL legyen a = ¢, ekkor x? N y? i 22 1 vaevis maske 2 +1? n 22 1
—+ =+ —==1 vagyism : — =1
forgdsi ellipszoidot kapunk: a?  a? 2 &Y PP a? c?
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A sikmetszetek itt a kiilonc” tengelyre merélegesen korok, igy az ilyen ellipszoidok egy ellipszisnek
a tengelye koriil valo megforgatasabol szarmaznak. Lapitott/nyijtott: ha a nem egybeesd tengely
rovidebb/hosszabb, mint a méasik kettd.

e Az ellipszoid egyenlete tehat az ellipszisének ,jizlésesen haromdimenzibsitott valtozata”, sikmet-
szetei ellipszisek. Ha elkezdiink szérakozni az elGjelekkel, in. hiperboloidokat kapunk:

3+: a, b, c tengelyii 2+, 1—: z irdnyu tengelyd 14,2—: z irdnyu tengelyd

ellipszoid: egykopenyd hiperboloid: kétkopenyii hiperboloid:
2 .2 .2 2 .2 .2 2 .2 L2

x z x z x z

LS AT SR ] S ]

a’? b 2 a? b 2 a? b 2

Persze (a hiperboloidoknéal) a tengelyeket cserélgetve hasonlo feliileteket kapunk, csak més iranyba
allitva. Az alabbi 27. abra segit; gondoljuk ki, hogy (mindkét fajta) hiperboloid sikmetszetei
ellipszisek (a kiilonc tengelyre merdlegesen), ill. hiperboldk (a tobbi koordinatasikban).

27. abra. Hiperboloidok (balra: kétkopenyt, jobbra: egykopenyii), a z tengely iranyaba allitva.
A tengelyekkel parhuzamos sikmetszetek ellipszisek (a z tengelyre merélegesen), ill. leginkabb
hiperbolak; a kétkdpenyiinél mindig a z-tengely a metszetek valos tengelye, az egykdpenyiinél nem
mindig. Egykopenyt hiperboloid sikmetszete hiperbola ,helyett” lehet egyenespar is (ahol az egyik
fajta hiperbolametszet ,atmegy” a masik allastiba; ezt nem jeloltem). Errdl 1d. lentebb.

Itt is, ha a sikmetszetek ellipszisek helyett specialisan kordk, forgési hiperboloidokrol beszélhe-
tiink. Pl. az el6z6 egyenletben a=0b-t irva:

’+y® 2° .z tengelyi egykSpenyii w?+y? 22 I tengelyt kétkopenyti
a? 2~ forgasi hiperboloid ’ a? 2 forgasi hiperboloid

e A parabolaszer haromdimenzios egyenletek (ahol egyik valtozo, most a példaban a z, elséfokon
szerepel) paraboloidot ill. hiperbolikus paraboloidot adnak, a tobbi elGjeltdl fiiggGen.

$_2 y_Q_E _ z tengelyi specidlisan x2+y2_f _o9. 7 tengelyt
a®> b2 ¢ paraboloid ’ a=b esetben: a? ¢ forgasi paraboloid.

Ha a z-s tag elGjele a masik lenne, az az x—y sikra vett tiikrozést jelentene. A paraboloidok
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tengelysikil metszetei parabolak ill. ellipszisek; a forgasiaké korok. Lassuk ezeket be, gy, hogy pl.
beirunk z = z; konstanst, és ellenérizziik, hogy a maradék egyenlet az = és y valtozokban tényleg
ellipszis-egyenlet, vagy y = yo konstanst beirva az x és z valtozokban parabolaegyenletet kapunk!

e Az utolso lehetdség, amikor a z-s tag els6foki, és a masodfoku tagok ellenkezd elGjeliek:

hiperbolikus paraboloid : ——=——=0.

Itt az z ill. y tengelyre merdleges sikmetszetek parabolak (de a két sikban egymaéssal ellentétes
allasuak, nem gy, mint a paraboloidndl), a z-re merdleges sikban pedig hiperbolak. Az alabbi 28.
abra szemlélteti a paraboloidot ill. a hiperbolikus paraboloidot a jellemz& sikmetszeteikkel egyiitt.

28. abra. Paraboloid (balra) és hiperbolikus paraboloid (jobbra) szemléltetése (utobbi kicsit mas
szOgbdl, hogy jobban latsszon a lényeg). Tengelyekkel parhuzamosan a paraboloidok sikmetszetei
parabolék ill. ellipszisek (ha utébbiak korok, akkor forgdsi paraboloid az illet; ez egy parabolénak a
tengelye koriili megforgatéasaval all els). A hiperbolikus paraboloid tengelymetszetei parabolék ill.
hiperbolék; utobbiak kozott taldlunk egy metsz§ egyenespart is (a hiperbolék hatarhelyzetében).

e A 7.7. szakaszban lattuk, hogy sikbeli kvadratikus forma (az az?+8y?+2vry+Ax+By+K=0
egyenlet) kupszeletet ad meg, amely a koordinatarendszerhez képest elforgatott helyzetben van,
ha a ,kereszttag” (az zy-os) nem tiinik el. Allitas: altalanos térbeli masodfoka kifejezés,

(z,y,2) =7, amire ax®+ By? +v2° + 2cxy + 2brz + 2axy + Az + By + Cz + K =0,
ahol o, 5, v, a, b, ¢, A, B, C, K adott szamok,

masodrendi feliiletet ad meg, és a lehet&ségek osztalyozasa nagyon hasonlo a sikban latottak-
hoz. Most csak réviden megbeszéljiik, hogyan megy ez. Ellendrizziik, hogy a (sikbeli esethez
hasonloan) a fenti térbeli masodfoku kifejezést is atirhatjuk a helyvektor, r = (z,y, z) bevezetésével
egy szimmetrikus M métrix és egy konstans A vektor felhasznélasaval igy:

fenti kifeiont a ¢ b A x
nti ki
T Mr+Ar+K=0, ahol M=|c § a|, A=([B| & =y
masképp felirva: = =

b a vy C z

Attérhetiink az M matrix sajatvektoraibol all6 (ortogonalis) bazisba (amit vesszsvel jeloliink), és az
A vektorbol igy kapott A’ vektor komponenseit tartalmazo, z’-ben, 3/-ban és z’-ben linearis tagokat
beleolvaszthatjuk az a’, ¥/, z’-s négyzetes tagokba (ha maradtak). Az igy kapott (tehat: elforgatott
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és eltolt) koordinatarendszerbeli 1j egyenlet lehetséges alakjai mar olyasmik, mint amiket eddig
lattunk; az altaluk leirt feliiletek tipusait a sajatértékek elGjelei alapjan osztalyozhatjuk!!.

e Kiilon fontos (pl. az épitészetben), hogy az egykdpenyti hiperboloid és a hiperbolikus paraboloid
olyan feliiletek, amelyek gorbiltek (nem lehet  kiteriteni” ket torzitatlanul), mégis tartalmaznak
egyeneseket, s6t: elGallithatok mozgo egyenes nyomaként.Az alabbi 29. abra szemlélteti ezt.

29. abra. Egykopenyt hiperboloid ill. hiperbolikus paraboloid személtetése, amelyen latszik, hogy
wveégigsoporhetSk” egy egyenes mozgatasaval (a vékony vonalak egyenesek). Csak az egyik ,sereg”
egyenest rajzoltam be, de mindkét feliileten létezik egy mésik sereg is, ami ennek mintegy ,tiikor-
képe”. A bal oldali 4bra egykopenyii forgési hiperboloidot abréazol, de elliptikusra is miikodik.

e Mar csak az van hatra, hogy valami értelmes paraméterezést kitalaljunk a méasodrendii feliile-
tekre. A gdmb szokasos paraméterezésébdl indulva némi fantaziaval az ellipszoidot is kipipalhatjuk:
2 .2 2 2,2 L2

Gomb: %JF%JF%:L Ellipszoid: %+Z7+i7:1’
= egy jO paraméterezés a = egy JO paraméterezés a
€0, ], pe[—m, 7] szogekkel: V€0, n1], pe[—, 7] paraméterekkel:
x = Rsin cos ¢, xzasin@cos@,
y = Rsin¥sin p, y:bsinzgsin@,
2z = Rcosd. z = ccos .

Vigyézat: itt is (mint a kor—ellipszis szintlépésnél) az itt ideiglenesen 19, » modon jeldlt paramé-
terek nem az ellipszoid kiszemelt pontjanak gombi koordindtarendszerbeli kbzépponti szogei!

e Ezek utan rutinfeladvany kigondolni, hogy ha a trigonometrikus fliggvényeket izlésesen hiperbo-
likusakkal helyettesitjiik, akkor hiperboloidok paraméterezését kapjuk:

x = achwcos p,

t lyt egyko- 2 y? 2P j6 Cterezés:
2 eng;e yii egyks A N egy jO paraméterezés y = behwsin o,
penyi hiperboloid: a2 0?2 (2 w€|[—00, o0, pe[—m, ] 5 — cshw

114 A sikmetszetekrdl: lattuk, hogy az &sszes targyalt masodrendi feliilet olyan, hogy tengelyiranyt sikmetszeteik
mind kupszeletek (ellipszisek, hiperbolak, parabolak). Allitas: ezen feliiletek akdrmilyen (tehat nemcsak koordina-
tasikkal parhuzamos) sikmetszetei is biztosan kupszeletek. Indoklas: a ferde allast metszé sikon is akarmilyen X, Y
koordinatarendszert is vesziink fel, az ott kapott gérbét masodfoku egyenlet fogja leirni (hiszen az eredeti feliiletet
is z, y, z-ben masodfoku kifejezés irta le): a metsz8 sikon masodfoku egyenlet pedig biztosan kiuipszeletet ir le.
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9 9 9 x = ashw cos p,

z tengelyd kétko- [ T egy jO paraméterezés: i
o . —t 5 ——=—1 = y = bshwsiny,

penyd hiperboloid: a2 b2 2 WE[—00, 0], p&[—, 7|

z =+cchw.

A kétkopenyt hiperboloid két darabbol all: az utols6 képletben a + a fels6, a — az alsé darabra

vonatkozik. A felirt képlet tehat két kiilonallo feliiletdarab két kiilon paraméterezése.

8.5. Derivalt és integral egyszerti alkalmazasai

Fliggvény alatti teriiletet siman fab f(z)dz modon lehet szamolni. ,Mire j6” még az integralszamitas
tudoménya? Miel6tt a kovetkezd fejezetben ratériink bonyolultabb (vonalmenti, feliileti, térfogati)
integralokra, nézziink meg a ,klasszikus” integral néhany egyszeri alkalmazasat!

e Els6 pont: y = f(x) modon, azaz fiiggvénygrafikonnal megadott gérbe ivhossza. Eddig szo6
sem volt egzakt matematikai értelemben ivhosszrol; itt inkdbb annak  kimagyarazasa” kovetkezik,
hogy hogyan is értelmezziik az ivhosszat. A képlet tulajdonképpen tehat definicidonak is felfoghato:

b
Az y(x) fiiggvénygrafikon-gorbe / \/72

1 ! dz.
a-tol b-ig vett ivhossza: + [y (2)] de

Ennek illusztralasa a 30. abran lathato: az [a,b] szakaszt kis részekre felosztva minden szakasz-
beli gorbehossz kozelitGleg” egy egyenesdarab hossza, ami /(Ax)?+(Ay)?, ezen feliil a derivalt
jelentését tudva Ay ~ Az - ¢/(x) igy tehdt egy gérbedarab hossza kb. \/(Az)? + (Ax - y/(2))? =

Az -4/ 1+ [y’(x)}z. Ezeket kell ,0sszeadogatni, majd a felosztast végtelenre finomitani”. Ez éppen

a felirt integralformulara vezet.

e Nemsokara altalanosabb testekrdl is lesz sz6; most el6re vessziik a forgastestek felszin— és
térfogatképleteit. Forgastest ugye tugy keletkezik, hogy valamilyen y(z) fiiggvénygrafikont ,meg-
forgatunk” egy tengely koriil; kézenfekvs az x tengelyt valasztani. Ekkor

Az y(z) gorbe x tengely koriili megforgatasaval kapott test a-t6l b-ig vett darabjanak
b b
térfogata: 7r/ dz [y(z))?, felszine: 27r/ dzy(x)\/1+ [y (x)]2.

Ezek indoklasat” is a 30. abran lathatjuk. (Amit indoklasként mondunk, kb. az emelsdik majd
definicio rangjara.) A forgastest térfogatanak kiszamitésdhoz azt kicsi Az vastagsagu szeletekre
osztjuk, egy ilyen szelet térfogatat pedig y(r) sugart, Ax magassagn hengerével kozelitjiik: Ax -
[y(z)]?7. Ezeket kell osszeadni, majd a felosztast minden hataron til finomitani”.

A Ax vastagsagu szelet oldalfelszine viszont nem egyszertien az el6zé kicsi henger oldalfelszine
skozelitSleg” (bar mindkett nullahoz tart, ha Ax—0). Ha az y(z) fliggvénynek délése is van,
azaz y'(x)#0, akkor a szelet oldalfelszinét inkdbb egy csonkakip oldalfelszinével helyettesitenénk
gondolatban, és ezek (végtelenre finomitott felosztési) Gsszegét gondolnank a forgastest felszinének.
A csonkakip pontos oldalfelszinképletére sincs sziikség, elég, ha azt mondjuk, hogy a kis henger
oldalfelszinénél (ami 27 - y(x)Ax) kb. annyiszor nagyobb, ahanyszor a kicsi csonkakip alkotojanak

hossza, v/ (Ax)2+(Ay)? =~ Az - /1 + [y’(:c)}2 nagyobb a henger Az magassaganal. Igy egy szelet

oldalfelszine 27 - Ax - /1 + [y’(m)f, ha ezeket ,Osszeadjuk, és finomitunk”, kész lesz.
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a) Al = /(Az)? + (Ay)? b)

\Y ~ Az /14y (x)
g e W

AA = 2my(x) - Az - /1 + 9y (x)

b
= A:27r/ dzy(z)/1+y%(x)

S AV~ (y(.L))2 Az
AX : .
= V= Tr/ dzy?(z)

| X
a b

La Y, Az \/1+y?(z) i 1
L::/ day/1+ 9% (x) a b

30. dbra. a.) Explicit sikgorbe ivhosszénak, b.) forgastest térfogatanak ill. felszinének integralkép-
lettel valo kiszamitasdhoz (azaz: az integralképlet ,kimagyarazasahoz”) segédlet.

e Hogy ne maradjunk példa nélkiil, szamitsunk ki ezt-azt! Ivhosszra jo példa a lancgdrbe:
y(z) = a(ch(z/a) — 1), ahol a egy hosszisag-mértékegységii paraméter.

Ennek minimuma van x=0-ban, és szimmetrikus; kivontunk 1-et, mert ch0 = 1, és igy a mini-
mumérték y(x=0) = 0 lesz. Szamitsuk most ki a vizszintesen (azaz: z iranyban) 0 és valamilyen
xo érték kozotti ilyen gorbedarab L hosszat! Valasz:

y(z) = a(ch(z/a) — 1) = Y (z) =sh(z/a) = 1+y = 1+sh*(z/a) = ch®*(z/a) =

= L= / \/ 1+y2(z dx—/ dz ch(z/a) —ash(x/a) = L = ash(zo/a).

A képlet egyszeriiségének ,oka” a sh, ch fiiggvények kellemes tulajdonsagai (ch® = 1 4 sh?, ugyan-
akkor ch’ = sh) voltak''s.

e Forgastestre példaként szamitsuk ki, mennyi viz fér el az esGben kint felejtett parabolaantenna
tanyérjaban. Utobbi alakja forgasi paraboloid. Itt (mint altalaban) az igazi ,nehézség” az, hogy a
megfogalmazott (értelmesnek tiing. ..) feladatot ,leforditsuk” matematikai nyelvre.

Milyen adatok lehetnek érdekesek? Nyilvan a parabolaantenna keriiletének (az jires kornek”)
van sugara, legyen ez R, és érdekes lehet még a mélysége, legyen ez H. Az x tengelyt ugye érdemes
a paraboloid tengelyének venni; igy az egyenlet, és a térfogat:

H H 2
_ R JE _ 2(3)dg = 22 _ B
y(x) =R I = V—W/O y(x)dx—w/o d:BRH— =— (8.1)

Megjegyzés: fizikusok vagyunk; egy probléma megoldasa soran 1) kitiizziik(zik) a feladatot, 2)
leforditjuk matematikai nyelvre, 3) matematikai megoldast készitiink, majd 4) értelmezziik az
eredményt (azaz: korbejarjuk, més oldalrél megvilagitva is elmondjuk, hogy ,leiilepedjen”, jobban

115 Toazibol persze ,forditott” a helyzet. A latott kellemes tulajdonsig, hogy adott xo pontig vett ivhossz éppen

ardnyos az adott xo pontbeli derivélttal (az aranyossigi tényezs itt az a volt), igazibdl éppen azon mechanikai
kovetelményt fejezi ki, hogy egy homogén gravitaciés térben 1évg lanc pontrél pontra erdegyensilyban legyen.
Ebbdl (a latott atalakitasokat tudva) jon ki eredményként (megoldva a gorbealakra felirt differencidlegyenletet),
hogy a 16g6 lanc alakja éppen ilyen ch fiiggvény, amit akkor ezért hivhatunk ezutan tényleg lancgbrbének.
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el tudjuk képzelni). Mindegyik lépés egyforman fontos; igazibol az elsg és az utolsé az, ami nem
megy algoritmikusan, csak a rutint tudhatjuk fejleszteni.

Most (a paraboloid térfogatanak nem til bonyolult iménti feladatdban) annyiban jelentkezik
ez a dolog, hogy a végeredményt egyszerd alakban irtam; tovabba ,kotelezd felfigyelni rd”, hogy
a végeredmény szerint: a parabolaantenna térfogata fele a bennfoglalo henger térfogatinak. Ugye
hogy igy szavakban elmondva jobban ,értékelhets” az eredmény?

X %k k%

A kovetkez$ fejezetben rakanyarodunk az ,igazi” vektoranalizisre. Haromdimenziés térben ér-
telmezett (,a tér pontjaiban”) értelmezett fiiggvényekkel fogunk foglalkozni; a tér pontjait ugye
(egy rogzitett koordinatarendszer esetén) az 7 helyvektorral adhatom meg, ennek komponensei:
r = (x,y,z). Eddig kinosan iigyeltem, hogy ne keverjiik a vektort magat (ennek jele ¢’ volt),
és a komponenseib6l alkotott szamhéarmast (ennek jele v volt); hiszen ezek ténylegesen nem egé-
szen ugyanazok. Mostantol felnSttnek tekintem a kedves Olvasot: elhagyom ezt, nyomtatasban
(a tovabbiakban) vektorokat egyszertien vastag bettivel, igy: v, fogok jeldlni, ,vektort” mondok,
komponenseit az adott koordinatarendszerben értem, és felteszem, hogy mar eléggé megjegyeztiik,
hogy ha ugyanazt a vektort egy masik koordindtarendszerben akarnam reprezentélni, akkor més
komponenseket kapnék.
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9. Skalar— és vektorfiiggvények integraljai

Az el6z6 fejezetben lattunk néhény példat az integral kiilonbozd alkalmazéasaira: teriilet (ez az
salap”), ivhossz, forgastestek felszine, térfogata, sth. Nagyon sokféle tovabbi integral is van, amik
mind fontosak a fizikdban és alkalmazéasaiban; ezeket vessziik most szemiigyre.

9.1. Mez6k

e A tobbvaltozos fiiggvényekre jo (és egytttal legfontosabb) példalehetdség a mezdk, mint fiiggvé-
nyek kore. Szokasosan mezdének hivjuk az olyan fiiggvényeket, amelyek a haromdimenzios, fizikai
teriink pontjaihoz rendelnek dolgokat, azaz értelmezési tartoméanyuk a tér. (Vagy esetleg: a két-
dimenzios sik). A fizikai teriinket ebben az Osszefliggésben sokszor M betiivel jeldljiik; ha akarjuk,
ennek egy pontjat elképzelhetjiik tigy, mint ami egy (a ,szoba sarkdban rogzitett” origbhoz viszo-
nyitott) helyvektorral van megadva. A helyvektort magat szokasosan r-rel, harom komponensét
Tz, Ty, 7> modon, vagy esetleg rogton z, y, 2 modon jel6lom.

e Skalarmezg: olyan fliggvény, ami a tér pontjaihoz szamokat (,skalarmennyiséget”) rendel.
Tipikus jele: ® : M — R, tehat ez minden térbeli ponthoz (M eleméhez, amit ugye ak-
kor az r = (z,y, z) koordinatadkkal, azaz ,helyvektorral” adhatunk meg) egy szamot rendel.
Fizikai példak: egy kiterjedt test hémeérséklet-eloszlasa (ami pontrol pontra valtozhat), a
Naprendszerben az anyag (bolygokozi gaz) siirtisége, stb.

e Vektormezd: a tér pontjaihoz vektorokat rendels fiiggvény, azaz M — V fiiggvény, ahol
V egy adott vektortér. Talan a legjobb fizikai példa: egy kiterjedt folyadéktomeg (pl. egy
foly6, a maga orvényeivel, gyorsabb-lassabb, ilyen-olyan iranyu) sebességmezdje: minden
pontban megadhatjuk a folyadék sebességvektorat, ez tehat (fiiggvényként jeldlve) egy v(r)
vektormezd.

Milyen vektortér lehet az M — V vektormezé érkezési halmaza? Igy, matematikai szempontbol
persze barmilyen, de a fizikdban legfontosabbak azok, amikor a V haromdimenziés; annak megfele-
16en, hogy valamilyen ,pontrol pontra valtozo” vektorjellegi fizikai mennyiségiink van (a példaként
hozott sebességmezd is ilyen). A vektormezd értékének (egy adott pontban), azaz a vektormennyi-
ségnek mértékegysége is lehet. Jo gy elképzelni a vektormezd kiilonbozs pontbeli értékeit (azaz a
kiilénb6z6 pontbeli vektorokat), hogy a V vektortérbdl (pl. a ,Jlehetséges sebességvektorok” harom-
dimenzios V terébdl) minden térbeli r pontban ,oda van ragasztva egy kopia”, és az adott pontbeli
vektorok abban a térben ,vannak”. Igy elkeriilhet6 néhany szemléletbeli tévedés, pl. amikor a vek-
tormez§ szemléltetésénél minden pontba ,kis” vektorkakat rajzolva felmeriil, hogy ezek ,metszik-e
egymast”... Nem. A kiilénb6z6 pontbeli vektorok a V tér kilinbizd mdsolataiban, tulajdonképpen
kiilénb6z6 ,halmazokban” laknak.

e Alabb kiilonféle mez&k kiilonbo6z6 tartomanyokra vett integraljainak fogalmat, kiszdmitasi mod-
szereit targyaljuk. A mezd6k (mindjart latott) integraljai és a mezdk kiilonféle derivaltjai (ami-
ket a kovetkezd fejezetben vesziink el§) igen szoros kapcsolatban allnak egymaéssal, sokfélekép-
pen, tobbféle  kdvetkeztetési sorrenddel” meg lehet kozeliteni ezt a témakort; ,minden mindennel
Osszefiigg”. Az, hogy most az integralokat hozom el6bbre, igazibol egy kisérlet; meglatjuk, sikeriil-e.
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9.2. Kiilonféle integraltipusok, példak

o A  fiiggvény alatti teriilet” alapjan a (Riemann-féle) integralas alapgondolata még egyszer:

1) a tartomanyt kis szakaszokra bontjuk,

2) minden szakaszhosszat a szakaszon beliil valahol felvett fiiggvényértékkel szorzunk,

3) ha ezek Osszege tart valamihez, ahogyan a felosztast finomitjuk, akkor azt hivjuk integralnak.

e Hasznos lesz kicsit atfogalmazni az integralas nevezéktanat. Eddig az alabbi els6 modon jeloltiik
az f(z) fliggvény a-t0l b-ig vett integraljat; most ideiglenesen egy kicsit méasképp is fogjuk:

b
eddig igy /f(x)dx egy kicsit masfajta / F@)de
jeloltiik: ’ j jelolés ugyanerre: '

[a,b]

Tehat az [a, b] szakaszt, amit integrdldsi tartomdnynak hivhatunk, irhatjuk az integraljel ala is.

Az alabb kovetkez§ kiilonféle integraltipusok értelmezésénél (illetve az eddig ismert, hagyoma-
nyos, egydimenzios, ,fiiggvény alatti teriilet”-tipust integralnal is) a kovetkez6 harom kérdést kell
szem el6tt tartanunk: 1.) mit integralunk, 2.) mire, végiil: 3.) milyen mérték szerint.

e Az eddig ismert, f[a,b] f(z)dz integralnal a valaszok a kovetkezok. 1.) Egy f:R—R, azaz valos
értéki, valos szamokon értelmezett fiiggvényt integralunk. 2.) Az [a,b] szakaszra, ami az
értelmezési tartomanyanak egy részhalmaza. Az utolso kérdés talan szokatlan els6re; mindenesetre
a 3.) valasz esetiinkben: a R halmaz szakaszain értelmes hosszmérték szerint integraltunk. Ezt
tomoriti a dz jelolés (a Ax kis szakaszhossz” elkorcsosulasa). A 3. valasz (hogy a ,hosszmérték
szerint” integraltunk) azt jelenti tehat, hogy az integralasi tartomany (a 2. kérdésre adott valasz)
felosztasanal az egy ,darabon” (itt: kis szakaszon) beliil felvett fiiggvényértéket a ,darabnak mi-
jével” szorozzuk: ugyebér a kis szakasz hosszaval, Az-szel. Ezutan tartunk végtelen finomhoz a
felosztassal, és nézziik, hogy az 6sszeg mihez tart: az lesz az integral.

e Talan a legegyenesebb 1t az, ha most egybdl nyakon 6ntom a tisztelt Olvasot jonéhany féle kii-
16nb6z6 integraltipussal. Alabb a tablazatban felsorolom ¢Gket, és szemléltets, motivald példat is
mondok hozzajuk; mint ahogyan a fliggvény alatti teriilet tulajdonképpen ,szemléltets, motivalo
példaja” az eddig ismert egydimenzits integralnak. A lehetséges valaszok a kérdéseinkre:

1. Miket integralhatunk a kévetkezékben? Mindenféle, a térben értelmezett fiiggvényeket, azaz
leginkabb mezdket: adott skalarmezét (azaz: ® : M — R fiiggvényt, ahol ugye M a teriink;
az ilyen jele: ®(r)), vagy adott vektormezdt (azaz: v : M — V fiiggvényt, ahol V vektorteér,
leginkabb haromdimenzios: a vektormezd tomor jele: v(r)).

2. Mire integralhatjuk ezeket a mezsket? Pl. egy adott térfogatra (adott, elére kijel6lt krumpli
alaki tartomanyra”. A kijelolt térfogat jele leginkabb V' lesz). Vagy: a térben adott helyzetii
és alaku feliiletre; az ilyennek jele leginkabb A lesz. Vagy: adott helyzeti, alaki gorbére:
ilyenkor egy gorbét y-val vagy C-vel jeloliink. Ezeknek a ,tartomanytipusoknak” megfelelGen
beszélhetiink térfogati, feliileti, és gérbementi (vagy: vonal-)integralokrol.

3. Milyen mérték szerint? Ugye , kicsi” darabokra daraboljuk a tartomanyt, és azok ,mértékeé-
vel” szorozzuk a benniik felvett fliiggvényértékeket. Mi lehet a mérték?
Térfogati integralnél a térfogati mérték: a kis darab térfogata. Az ilyen integralt dV-vel jeloljiik
(ahogy a hosszmeérték szerinti eddigi integralban dz-et irtunk).
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Feliileti integralnal lehet a mérték a darabka nagysaga: ekkor skaldris feliileti mértékrsl beszé-
link (,skalaris”—egy valos szammal leirhat6). Fontos a wektori felileti mérték is, amikor egy
kis felilletdarabkahoz a feliiletvektorat (idézziik fel, mi az!) rendeljik mértékként. Utobbi-
nak jele az integralban: dA, el6bbié dA vagy |dA| (hiszen az eddigiek szerint ugye a skaléris

feliiletmérték a vektorinak abszolutértéke!'9).

Gorbementi integralnal is van skaléris ill. vektori hosszmérték: a skalaris hosszmérték egy kis
gorbedarabhoz annak hosszat rendeli, a vektori hosszmérték pedig a szakaszkdnak megfelel
vektort. Vektori mérték szerinti vonalintegral jele lehet dr, skalaris szerintié di, vagy |dr|.

o Kovektezzék egy nagy attekintd tablazat; lentebb mindegyiket alaposabban korbejarjuk. A
tablazatban v(r), f(r), F(r), g(r) stb. adott vektormezgsket jell, p(r), ®(r), p(r), stb. adott
skalarmezdGket. A legfontosabb tipusokat kiilon kiemeltem. Azt is feltiintettem, hogy az eredmény
egy skalar, vektor, vagy micsoda lesz.

Mil ér- | Tipik
Mire Mit . ryen Tner ) II_?I, us Eredmény Tipikus példa
ték szerint jelolés
Skalaris / U}tépit}és koltsége
) . o p(r)dl | skaldr valtozo terepen; 1.
. Skaldrmez& | hosszmérték
Gorbe 7 hossz (ha p=1)
- lod
(7) Ve tOH’ , /f(r) dr | vektor Sur odasgs ’ 5
hosszmeérték - impulzusatadas
Skalaris Vonalmenti erd-
dl kt 3.
Vektormez6 | hosszmérték Lg(r) vextor stirtiségbdl erdg
ktori
ve Orl, ) / F(r)dr | skaldr Mechanikai munka | 4.
hosszmérték -
Skalaris Lepedé Osszes hely-
Skalarmezs | feliletmérték /(ID(r) dA | skaldr zeti energiaja; 5.
rmez mér
Feliilet CHTCHIMERE A felszin (ha ®=1)
(A) Vektori / . o
dA kt E bol 6.
toliilotmérték Ap(r) vektor ré (nyomasbdl)
i [ veor | P @G
Vektormez6 | feliilletmérték A ergsiirtiségbdl)
Ve.l?torl . / v(r)dA | skaldr fluxus 8.
feliilletmeérték A
Térfogat | Skalarmez6 teffogatl / p(r)dV | skaldr Ossztomeg 9.
V) mérték v
pd f . E 27 7’ f .
Vektormezd te1: Ogam /f(r)dV vektor ro Etir ’ogafl 10.
mérték v ergsiirtiségbdl)

16 Nyomtatéasban most a vektorokat félkdvérrel jeldlom mér; irasban leginkibb aldhtzéssal szoktuk, Ggyhogy pa-
piron, tablan a dA, és a dA = |dA| jelre is késziiljiink fel.
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e Nézziik meg ezeket az integraltipusokat és példakat! Az ,eljaras” mindenhol: 1.) felosztunk, 2.)
kiértékeliink és a darabok mértékével szorzunk, 3.) végtelenhez finomitunk.

1. Skalarmezé6t szeretnénk adott v gorbére a skalaris hosszmérték szerint integralni. Fel-
osztjuk a gorbét kis darabokra, minden darabban valahol kiértékeljiik a mez&t, megszorozzuk
a gorbedarab hosszaval; ezeket 0sszeadjuk, majd a felosztast végtelen finommé tessziik.

Egy szakaszra: az egész al Végtelenre fino-
&Y = 8 ) E Al; - p(r;), ,g , /P(r)dl-
p(r) - Al v gorbére: = mitott hatareset: .

Példa: valtozo talaju teriileten legyen egységnyi hosszi ut épitésének (helyfiiggs) koltsége: Al
uté p(r)-Al. (,Kis” darabokra mar kb. aranyos az tithosszal). Mennyibe keriil 6sszesen egy adott
~ gorbével leirt ut épitése? Felosztjuk kis szakaszokra, minden kis Al; hosszat megszorzunk az
ott érvényes p(r;) dragasaggal” (ahol a r; hely az i-edik szakaszban valahol van), a p(r;) - Al;-ket
osszeadjuk, majd finomitjuk a felosztast. A p(r) integralja a valasz.

Megjegyzés: Ha a skalarmez&nk mindenhol 1, akkor az integrdlunk a gorbe ivhosszdt értelmezi:

/dl = a goOrbe ivhossza.
.

2. Adott f(r) skalarmez6t integralhatunk gérbére a vektori hosszmérték szerint is:

Z Ar;- f(r;)) — /dr f(r), (skalarmezst, vektori hosszmérték szerint.)
7 v

Példa: legyen f(r) helyfiiggs sturlodéasi er6nagysag (a sarlodasi egyiitthato és a nyomoerd
szorzata); keressiik azt, hogy az adott gérbénken &llando vy sebességgel végightizva egy testet
osszesen mennyi er6lokést (=impulzust) kellett atadnunk neki a sarlodas miatt. (Ha az asztal
vizen uszkal, akkor az ¢ impulzusa is dsszesen ennyivel fog valtozni.)

A test egy Ar helyvektor-kiilénbségii szakaszon vio |Ar| id6 alatt megy végig, a sturlodasi erd pedig
f(r)- ﬁ—;“', hiszen nagysaga adott, irdnya pedig Ar iranya. A kis szakaszon atadott impulzus eré-

sz61-id6, tehat: 2|Ar|- f(r) - &% = L f(r)Ar. Itt tehat a kis szakasz ,mértéke” nem a hossza,
0 |Ar| Vo

hanem az altala kijel6lt vektor. A kis szakaszra kiszamolt er6lokést kell tehat a gérbe minden kis

darabkajara Osszeadni. Végtelenre finomitott hataresetben a keresett integralfogalmat kapjuk.

Megjegyzés: ha az integraland6 skalarmezG véletleniil konstans 1, akkor éppenséggel a gorbe
végpontjainak kiillénbségvektorat kapjuk, hiszen éppen ez lesz a kis Ar vektorok Osszege:

/dr = Tyégpont — Tkezdspont-
N

3. Adott ~y gorbe alakt hosszi kotél a kozeli vilagtirben lebeg. Mekkora Ossz-erével hat a Fold
helyrél helyre valtozo g(r) gravitacios er6-mezdje az egész kotélre? A koriiljart fogalom: a g(r)
vektormezdnek a v gorbére a skalaris hosszmérték szerint vett integralja.

UZAli'g(l"i) — n/g(r) dl.

Ha egy kis Al darab tomege
Am = n-Al, akkor az Ossz-ers:

[tt beirtuk az n-val jelolt hosszanti tomegsirtséget (hogy fizikai mértékegység szempontjabol
is kellemes képletet irhassunk); n mértékegysége [n] = mkg/m. A g(r) jelentése itt gravitdcids
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gyorsulds: egy kis szakaszra g(r)-nAl er6 hat (ahol itt r a szakasz ,helye”). Ezeket kell 6sszeadni
az egész gorbére, majd a felosztést finomitani: igy definialhatjuk a kijel6lt integralt.

. Vektormezd vektori hosszmérték szerinti integrilja gorbére, skalarszorzassal: ez pl. a

mechanikai munka, W definicidja, helytdl fiiggs F(r) erd és elsirt v gorbén mozgatas esetére.

a felosztast finomitva

W ~ ZF(rZ) - Ar;, W = /F(r) dr.

értelmezziik az integralt:
A - jel skalarszorzast jelol (ill. az F és a dr egyméas mellé irdsa emlékeztet, hogy a kis szakaszoknal
skalarszorozni kellett). Egyenes szakaszon a munka W = F'-[-cos a volt (o az erd és elmozdulas
bezart szoge); ezt a skalarszorzatot ismerve F-1-ként is irhatjuk. A probatestnek a -y gorbe egy kis
Ar; szakaszan valo végigvitelehez tehat Ar; - F(r;) munkat tarsitunk (az r; az i-edik szakaszban
van); ilyenek Osszege, ill. majd az Osszeg hatarértéke az, amit 0ssz-munkénak hivhatunk.

Ez talan a letfontosabb tipusiu vonalintegral. Az eredmény: egy szdm, azaz skalarmennyiség. A
kovekezd 31. dbra probalja szemléltetni ezt a fajta integralt.

F(Pz)

AW = [(r))] -]+ | - cos(a)
=F(r;)-

Wé}ssz ~ ZF(rz) . Ari

F(r) - Wessz = /F(r) dr

Y 3

31. abra. Vektormezének vektori hosszmérték szerinti integraljanak szemléltetése (a mechanikai
munka példajabol vett jeloléssel).

3.

Egy ®(r) skalarmez6t integralhatunk feliiletre, a skalaris feliiletmérték szerint. A felii-
letet kis darabokra osztjuk, az i-edik darabhoz mértékként a teriiletét, AA;-t rendeljik, ezt a
® skalarmezd ottani ®(r;) értékével szorozzuk, ezeket Osszeadjuk, majd végtelenre finomitunk:

Z@(ri)AAi:ZMri)\AAA — /AQJ(r)dAE/AQJ(r)\dA].

A feliiletvektorka, AA abszolutértéke (nagysaga) ugye éppen a felilletdarab A A nagysaga; innen
adodik, hogy a fenti mindkétféle jelolést is szoktuk hasznélni erre az integralasi mértékre.

Példa: legyen ®(r) egységnyi tomeg (helyfiiges) gravitacios helyzeti energidja (pl. a Fold kor-
nyékén), az A felilletiink pedig egy éallando tomegstirtségl lepeds. Egy AA darab helyzeti
energidja AA - ®(r), az egész lepeds Gsszes energidja pedig a leirt médon (felosztva, finomitva),
azaz ®(r)-nek az A feliiletre vett skalaris dA mérték szerinti integraljaként értelmezhetd.

Kovetkezs: skalarmezd, p(r) vektori feliilletmérték szerinti integralja feliiletre. Itt a kis
felilletdarabkakhoz annak AA feliletvektorat rendeljiik, ezt szorozzuk p ottani értékével, és
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adjuk Ossze a feliiletre, majd finomitjuk a felosztast végtelenre. Az eredmény egy vektor:
Z AA; -p(r;)) — / dA p(r).
- A

Példa: ha p(r) egy kozeg (pl. viz) helyfiiggd nyomasa, mekkora 6sszes erGvel hat ez egy benne
lebegs adott alaku feliilet (lepedd) egyik oldalara? Egy AA nagysagu feliiletdarabra p(r) - AA
nagysagi erd hat, a feliiletre merdlegesen: az erGvektor tehat éppen AA - p(r). Ezek Osszege
(majd annak hataresete) adja meg a nyomdasbol szarmazo teljes erGvektort.

7. Ha a feliiletiinket feldarabolvan egy kis darab AA teriiletével szorozzuk egy adott g vektorme-
76 ottani g(r) értéket, ezeket Osszeadjuk, akkor a végtelen finom felosztas hataresetében a g
vektormezdnek a skalaris feliiletmérték szerinti feliileti integraljat kapjuk:

ZAAi-g(ri) — /AdAg(r)z/AydAyg(r).

Példa: kiilso g(r) gravitacios térben (ahol g(r) jelentése itt is a gravitacios gyorsulas) lebegd
allando o feliileti tomegstiriiségi lepeddre hatd dssz-erd; ugyanigy, mint fentebb, a vonal hasonlo
eseténél. AA nagysagi feliiletre cAA - g(r) er6 hat; o mértékegysége kg/m?.

8. Ujabb tipus: vektormez&nek adott feliiletre vett integralja vektori feliiletmérték szerint,
skalarszorzéassal. A definialo eljaras (A a feliilet, v a vektormezd jele), tomoren:

a feliiletet Végtelenre finomitva
hoz rendeljiik: feldarabolva: _,  a felosztast:

AA; - v(ry) Z AA; - v(r;) / dAv(r).

Példa: fluxus, azaz ,atfolyas”. Ha v(r) egy kozeg sebességmezdje (amely minden pontban a
sebességet adja meg), akkor adott A feliiletre vett ilyen integral (a fluxus) megadja, hogy a

egy feliiletdarab-

felilleten (mint ,halaszhalon”) egységnyi id6 alatt mennyi anyag folyik at.

32. dbra. A fluxusnak mint vektormez6 vektori feliileti mérték szerinti integraljanak szemléltetése.

Valoban: ha egy kis AA nagysagu feliilletdarab éppen meréleges az ott érvényes v sebességre,
akkor ¢ id§ alatt egy AA alapteriiletii és |v| - ¢t magassagu ,doboznyi” viz éppen atfolyik. Ha v
éppen a feliiletke sikjaban van, akkor semennyi sem folyik at. Altalanosan is kénnyen lathato:
a v-nek a kis felilletkére merdleges komponense szamit. Ezért (is) volt értelme bevezetni a AA
felilletvektort: az egységnyi id§ alatt atfolyd viz igy AA - v modon irhato, skalarszorzattal.
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Ezeket kell 0sszeadni az egész feliiletre, és végiil végtelenre finomitani a felosztast. A 32. abra
probalja szemléltetni a fluxus fogalméat ezzel az integrallal.

9. Vegyiik most szemiigyre egy p(r) skalarmezének adott V' térfogatra vett integraljat! A
mérték a térfogatmérték, minden kis darabkahoz az 6 AV térfogata''”. A definicio jellegii
eljaras: felosztjuk a térfogatot kis darabokra, majd

az egész térfogatra Végtelenre finomitva

egy térfogatdarab-
hoz rendeljiik: osszeadogatva: _,  afelosztast:

AV - p(r) 2 AV plr) [ av o).

Az alapvetd szemléltets példa ide: ha p(r) helyrdl helyre valtozo tomeg(vagy pl. toltés—)sdriség,
akkor ezen integral eredménye éppen az adott V' alaku test dsstomege (vagy Ossztoltése). Gon-
doljuk ki; éppen igy értelmeznénk az utdbbi fogalmakat, kis darabokra felosztassal.

10. Utols6 (egyeldre): vektormezdnek térfogati integralja, térfogati mérték szerint. Annyi a
kiilonbség az iméntihez képest, hogy a kis darabkak térfogatait nem skaldrmezdével, hanem adott
g(r) vektormezd értékeivel szorozgatjuk:

az egész térfogatra Végtelenre finomitva

egy térfogatdarab- i
hoz rendeljiik: osszeadogatva: _,  afelosztast:

AV, - g(r) DAV g(r) [ avet

Példa a bevalt: most egy adott (allando p strifségi, [p] = kg/m?) krumpli lebeg a Fold g(r)
valtozo gravitacios mezdGjében; a ra hato ossz-eré az egyes darabkiakra hato pAV - g(r) ersk
Osszege, ill. végtelenre finomitas utan: integralja. Az aladbbi 33. dbra szemlélteti a vektormezd
skalaris mérték szerinti (vonalmenti, feliileti, térfogati) integraljait; mindharomszor a gravitacios
mez6 Ossz-erejét hoztuk példanak.

X ok ok ok

Néhany egyéb jelolés és megfontolas alljon itt még; késGbb ezeket hasznéljuk is.

e Egy gorbe hatdra két pont (az eleje és a vége), egy feliilet (lepeds) hatara egy gorbe vonal, egy
térfogattartomany hatara pedig egy feliilet. Egy kijelolt tartomany hatarat a o jellel jelolik!'®:
Ha V egy adott térfogat-tartomany: a V-t hatarolo feliilet jele: OV

Ha A egy adott feliilet: az A-t hatarolo gorbe jele: JA.
e Egy tartomény (egy gorbe, egy feliilet) lehet zdrt tartomany''?, ha nincs hatara (pl. egy gémb

felszine zart feliilet, egy korvonal zart gorbe, mig pl. egy darab parabola nem az). Ha egy integralt
zért tartomanyra (gorbére, felilletre) akarunk kiszamitani, sokszor kiilon kis korrel jeldljiik az

H7Vektori térfogatmeérték nincs; egy térfogatdarabkahoz milyen vektort is tudnank rendelni?

118 Flsére zavard lehet, hogy ez a ,hatar’™jel, 0, a parcialis derivalasra emlékeztet. KésSbbi életiink soran eljut-
hatunk oda, ahonnan nézve teljesen természetesnek fog tiinni, hogy ez a jo jelolés (mert egy elvont értelemben egy
tartomany hataranak igenis lesz kdze valamiféle ,derivalthoz”.

19 Aki talmiivelt analizisben, vagy topoldgidban, annak most mondom, hogy ez a ,zartsag” nem ugyanazt jelenti,
mint ott a ,nyilt halmazok” ill. ,zart halmazok” fogalma.
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AF =g(r;) - n /@ AF = g(r;) - pAV;
\ Fonws %13 8(ri) - |Ar Fiws ~ p ) g(r) - AV,
= Fosy = n/d\r\g(r) = Fosw :p/dVg(r)
v v
N
g(r)
~ [n] : kg/m
~ O\ ] g/
[p] : kg /m?

33. abra. Gravitacios g(r) mezd&ben allando 7, o, p strtségi vonalra, feliiletre ill. térfogatra hato
Ossz-erG éppen az eré-mezs skalaris mérték szerinti vonalmenti, feliileti ill. térfogati integralja (ill.
annak stiriiség-szerese).

integraljelen, hogy a tartomany zart, igy:
Zart gorbére vett integral: ]{ dr, Zart feliiletre vett integral: f dA.
o' A

e Hatdr hatdra treshalmaz. Ha a v gorbe egy feliiletdarab hatara, akkor 6 zart gérbe, vagyis nin-
csenek végpontjai. Ha az A feliilet maga egy térfogattartomany hatara (pl. egy ellipszoid felszine),
akkor 6 maga zart feliilet, azaz nem hatarolja gorbe.

e A vektori (hossz, feliilet)mértéknél felmeriil az irdnyitas kérdése, azaz hogy ,merre mutat” a
felilletvektor (AA), vagy a gorbe ,érint6vektora” (Ar). Gorbék mindig irdnyithatdk, azaz kijelol-
hetjiik az egyik irdnyt, amelyik mentén végigmegyiink rajtuk. Vonalintegralnal agy vessziik, hogy
ez ki is van jelolve. Ha ezutédn a gorbét ellentétesen iranyitjuk, akkor a vektormérték sze-
rinti vonalintegralnél —1-szerest kapunk (hiszen minden egyes Ar vektorka —Ar-be megy at). A
munkara gondolva: ha egy gérbén végigvive a probatestet W munkat végeznénk, akkor ellentétes
irdnyban bejarva a gorbét —W munkat végziink.

W = /dr F(r) — ellentétes iranyitéssal az eredmény: — W.
ol

e Vektori felilletmérték szerinti integralas csak irAnyithaté feliiletre értelmes. Egy feliilet
irdnyithatd, ha (szemléletesen fogalmazva) egyértelmiien meg lehet kiilonboztetni a két oldalat
(a ,szinét” és fonakjat”). A normalis” feliiletek (kockafelszin, gombfelszin, s6t, barmilyen test
felszine; tovabba egy korlap, egy begorbiilt ellipszislap, stb.) mind iranyithatok; a legismertebb
példa nem iranyithato feliiletre az in. Mobius-szalag. ITranyithato feliiletnél ha ellentétes iranyitéast
valasztunk, a vektori mérték szerinti feliileti integral itt is —1 szeresére valtozik:

ellentétes iranyitassal az eredmény

o— [ dA -
/A vr) - (ugye az A feliilet iranyithato volt):

A fluxusra gondolva: ha megvan egy ,halon” idGegységenként &tfolyd viz mennyisége, akkor ha
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ellentétes iranyban vessziik pozitivnak a ,ki"folyast, akkor az eredmény nyilvan —1-szeres lesz.

e A térben ,lebegt lepedd” esetében nem allapodhatunk meg elére a dA vektori feliiletmérték ira-
nyitasat illetGen (persze eleve csak akkor értelmes a kérdés, ha a feliilet irdnyithato). Azonban: ha
kijeloljiik az egyik feliilet-iranyt pozitivnak, akkor a feliiletet hatarolé zart gérbe iranyitasat ,ko-
telezo jelleggel szokasosan” a kijeldlt feliiletiranyhoz képest jobbsodrassal valasztjuk: jobb keziink
begorbitett nemhiivelyk ujjai mennek korbe, a hiivelykujjunk pedig mutat a feliilet irdnyéba.

o Véges térfogatot hatarolo zart feliilet irAnyitasat szinte mindenki kifele mutaténak veszi,
mi is. Pl., ha a vektortér egy folyadék sebességmezdje, akkor a zart feliiletre vett feliileti integral
a kifolyo viz fluxusat (idGegységenkénti térfogatat) adja meg.

9.3. Integralok kiszamitasa: bevezetd megfontolasok

e Az el6z6 szakaszban megismerkedtiink jonéhany integraltipussal; most azt szeretnénk, hogy az
ilyeneket valahogyan ki is tudjuk szdmitani. Ehhez nyilvan az kell, hogy képletekkel megadjunk
minden ,szereplét”. Az integralando mez6t (integrandust) nyilvan megadhatjuk a tér pontja-
inak (x,y, z) koordinataitol fiiggs fliiggvényekkel, skalarmezst egy, vektormezét pedig (kompo-
nensenként) harom fiiggvénnyel:

v (2, y, 2)
o(r) & O(x,y,2), vir) &  ylr,y,z2) .

v, (z,y,2)

Az integralasi tartomany: a gorbevonal, vagy feliilet(,lepedd”), vagy térfogat(,krumpli”) is lehet
bonyolult alaki. A legalkalmasabb moédszer az, ha ezeket paraméterezett alakban adjuk meg
(illetve: keressiik meg, ha csak ,szavakkal volt elmagyarazva”). Most tehat feltessziik, hogy a
tartomény igy van megadva:

Gorbe: Feliilet: Térfogattartomény:
x = z(t), x = x(u,v), x = x(u,v,w),
y =y(), y=y(u,v), y = y(u,v,w),
z = z(t), z = z(u,v), z = z(u,v,w),
azaz: r = r(t), azaz: r =r(u,v), azaz: r = r(u,v,w),
ahol ¢t paraméter, ahol u, v paraméterek, ahol u, v, w paraméterek,
te(ty, ta). u€[uy, ug), vE[Vy,val. UE[uy, ug), VE[VL,va], WE[w1,ws.

Gorbék paramétereit jelolhetjiik ¢-vel, s-sel, stb. is. Persze ha pl. a gorbe explicit y = f(x),
z = f(x) modon van megadva (vagy sikban csak y = f(z) modon), akkor maga az x koordinata
tekinthetd a jo paraméternek.

A felszin— és térfogatparamétereket pedig jelolhetjiik u, v, w helyett teljesen mashogy is, pl. ha
azoknak a jeloléseknek van valami geometriai sugallata (pl. az r, 9, ¢ jeleket hasznaljuk a gémbi
koordinatakban egy pont helyét megadé ,paraméterekre”, azaz a gombi koordinatak értékekeire).

e Ha pl. egy felszinen egy adott u, v paraméter-értékeknek megfelels r(u, v) pontbol kicsit (Au-nyit
és Av-nyit) odébb megyiink a paraméterekben, akkor az r(u,v) helyvektor komponensei is kicsit
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valtoznak; éppen a parcialis derivaltaknak megfelelonyit:

x(u,v) = v(u+Au, v+Av) = z(u,v) + Au-0,z(u,v) + Av-0,x(u, v),
u, v = ut+Au,v+AY = y(u,v) = y(utAu, v+AV) = y(u,v) + Au-dyy(u, v) + Av-0,y(u, v),

u
z(u,v) = z(u+Au, v+Av) = z(u,v) + Au-0,z(u,v) + Av-0,z(u, v).

Itt persze 0, az u szerinti, konstans v melletti parcidlis derivaltat jelenti (és viszont); azaz pl.

dyr =2

| _ o
— Ouly =const

€s a‘,l’ — Ov ‘u =const "

Tomor jeloléssel az el6z6 kis megvaltozas igy is irhato:

or or
A Av) =~ A — 4+ Ap-—
r(u,v) = r(u+Au, v+Av) = r(u,v) + Au 5 + Av 5

ahol tehat

Ox(u,v) Ox(u,v)
Ju v
x(u,v)
_ ’ or _ Or(u,v) _ Ay (u, v) or _ Or(u,v) _ Ay(u,v)
r(wv) = | yluv) ), ou~ ou | ou |7 v v T | T v
#(u,v) 0z(u,v) 0z(u,v)
Ju v

Tehat a komponenseket egybefoglalva ,gatlastalanul” vektor derivaltjat irhatjuk (és ezzel a kis
megvaltozast a fenti egyszert képlet modjara fejezhetjiik ki): % komponensei a komponenseknek
(mint a paraméterek fiiggvényeinek) derivaltjai. A % maga nem egy helyvektor (hanem akar mar
most is lathato, hogy a feliilet (egyik) érintévektora lesz).

Ugyanezt a tOmor % jelolést hasznéalhatjuk persze akkor is, ha az r helyvektor egy paraméter
fiiggvényeként (gorbe esetén) vagy harom paraméter fiiggvényeként (térfogattartomany esetén) van
megadva (el6bbi esetben esetleg egyenes derivaltat irva parcialis helyett, a kiilesin végett).

o Gorbéket tehat egy, feliileteket ketts, térfogattartomanyokat pedig harom paraméterrel lehet
paraméterezni. Az utolsohoz: ,mit nyeriink”, ha a harom z, y, z koordinatat ugyancsak harom
paraméterrel fejezziik ki? Valasz: akkor jarunk jol, ha a paraméterek egyenként valami , kellemes”,
Ol koriilhatarolhato” tartomanyon kell, hogy végigfussanak, amig az egész (haromdimenzios) tar-
tomanyunkon végigmegyiink. Ez sokszor nagyon leegyszertsiti a feladatot.

Példa: adott egy R sugari gomb, ,szaladjunk végig”’ egyszer és csak egyszer minden, a gémb
belsejében 1évé ponton, azaz az olyan z, y, z szamokon, amikre z%+1y*+22<R%  Descartes-
koordinatakban gondolkodva bonyolultak (és a t6bbitdl fiiggenek) az egyes valtozok hatarai, gombi
koordinatakkal paraméterezve viszont egyszeriibb a dolgunk:

A gbmb belsején végigmenni GOmb belsején végigmenni
Descartes-koordinatakkal: gombi koordinatakkal:
TE [—R, R}, adott x-re ezutan: x = Rsind cos p, r e [0, R],
yEe [—\/RQ—ZEQ, \/RQ—xQ], ezutan: y = Rsindsinp, = €l0,7],
z€ [—\/RQ—xQ—yQ, \/RQ—xQ—yQ]. z = Rcos?. Y € [—m, 7.

e Az lesz a cél, hogy egy vonalmenti integralt a gérbe paramétertartomanyara vonatkozo egy
darab ismert valés integralra vezessiink vissza. Ezt teljesitve gy vessziik, hogy ,elbantunk a
vonalintegrallal”: persze el6fordulhat, hogy a kapott ,hagyomanyos” integralt nem tudjuk egysze-
riien kiszdmitani, mindenesetre ez mar akkor ,alacsonyabbrendi probléma’”.
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e Feliileti ill. térfogati integralokat kettds ill. harmas integrdlokra vezetiink vissza; pl. igy:

Adott A feliilet.

ug Vo
t t- felirhato
Paraméterezve: = az’ SaeLe /dA v(r) cate /du/de(u,v).
nénk, hogy legyen, mint

u€luy, us, vEvy, val,
Tehat: a lepedd-feliiletre vett integralt szeretnénk egy (valamilyen) kétvaltozos fiiggvénynek a két
valtozoja szerinti integraljara visszavezetni. Hogy mi is lesz ez a valamilyen X fliggvény (adott
mez6, (itt ez most a v(r) vektormezs) ill. adott A feliilet esetén), ezt a kiévetkezs szakaszban
targyaljuk. Most el6zetesen egy kis fogalmi pontositast kell tenniink.

e Eddig ugyanis nem volt szo6 pl. kettds integrdlokrol. Az alapkérdés: adott f(z,y) fiiggvényre

Legyen a HCR? halmaz az @ Yo

?
x—y sikon adott, [x1, x2] vajon /dxdy flz,y) = /dl‘ /dy fley) | 77
ill. [y1, yo] oldala téglalap. H e "

A H-ra vett integralt (az elsé jelolést) tgy értjiik, ahogy gondoljuk: felosztjuk a H-t darabokra,
mindegyiknek a teriiletét megszorozzuk az f fliggvény ottani értékével, a kapottakat dsszeadjuk. Ha
ez egyertelmien tart valahova, amikor egyre tobb darabot vesziink (tgy, hogy a darabok atmérdje
nulldhoz tart), akkor azt hivjuk ugye f(x,y)-nek a H-ra vett jkétdimenzios” integraljanak.

Kényelmesen integralni viszont (pl. a Newton-Leibnitz-formulaval) csak egyvaltozos fiiggvénye-
ket tudunk. Esziinkbe juthat, hogy ha kiilon az [z1,25] és az [y, y.] oldalakat is Ax; ill. Ay;
szakaszkikra osztjuk, az meghatarozza H-nak is egy (Ax; - Ay; méreti téglalapocskakra valo)
feldarabolasat. (Itt az ¢ ill. a j indexek az = és y iranyt darabokon futnak végig; a végén ezek
szamaval végtelenhez tartunk.) A H ilyen darabjainak jarulékat pedig osszeadhatjuk tigy, hogy
eldszor eqy adott x;-re az bsszes y;-n megylink végig, majd ezutdn az igy kapott (z-t6l fiiggs) ossze-
geket adjuk Gssze az x irdnyban. Ha végiil minden felosztast végtelenig finomitunk, akkor ezzel az
eljarassal az f(z,y) fiiggvénynek a kovetkezd sorrendbeli kettds integraljat értelmeztiik:

téglalapokra da-

abolva. elészod a felosztast Y2

I va, 7ZOor

v, majd z irany- ZA% Zf z;,y;)Ay;| —  végtelenre = — /dx /dy f(z,y)
finomitva: 0

ban haladva:

ez még x-t6l fiigg

A fentebbi formuldban ez volt a mésodiknak kijelolt integral. Ezt méar (pl. kétszer hasznalva a
Newton-Leibnitz-formulat) akar ki is tudhatjuk szamitani.

e Vajon az ilyen, elGszor y, aztan x szerint elvégzett kettGs integral megegyezik-e magdanak az f(x,y)
fiigguénynek a H téglalapra vett integraljaval? Utobbi létezéséhez ugye azt kell, hogy barmilyen
sikidomokra (tehat nemcsak tengelyiranyitasu téglalapokra) valo feldarabolas esetén is ugyanazt a
hatarértéket kapjuk. Erezziik ez alapjan, hogy igaz a kovetkezd (és tényleg):

Ha létezik a HCR2-ra akkor léteznek (és egyenl6ek) a sorrendbeli integralok:

vett /f(x,y) integral, — /dy(/dxf(:c,y)> = /dw(/dyf(x,y)),

és ezek egyenlGek a H-ra vett ,igazi” integrallal.

e Ha létezik a H-re vett integral, akkor tehat azt kiszamithatjuk kettds integrallal, el6bb y, aztan x
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szerint (vagy forditva). A kérdés az, hogy vajon létezik-e a H CR?-ra vett integral. Ez eredendd-
en tobbet jelent, mint csupan hogy a sorrendi integralok léteznek. Ha a sorrendi integrélok
koziil valamelyik nem létezik, vagy ugyan léteznek, de nem egyel6ek, akkor maga a H-ra vett in-
tegrdl nem létezik!??. Megemlitjiik a kovetkezd tételt (a részletes bizonyitast melldzve), miszerint
ha az f(x,y) fiiggvény abszoliutértékének, | f(z,y)|-nak létezik valamelyik sorrendi integralja, akkor

maga a fiigguény is integralhato a kétdimenzids tartoméanyra'?!

ha létezik |f| sorrendi integralja: N akkor maguk az integralok is:
letezik [ dz ([ dy|f(z,y)]), oy lf(xy)| es [, flzy) is.

Ekkor persze f(z,y) mindkét sorrend( integralja is létezik, és ezek egyenlGek magaval a H-ra vett

Fubini-tétel:

integréllal (és egymassal), mint az el6bb mondtuk. Ezt a szérozést jo tudni, de a legtébbszor nem
kell izgulni miatta; sokszor kiilon le sem ellendrizziik, hogy | f| is integralhaté sorrendben (nemcsak
f), mert annyira egyszert.

e Haromdimenziés tartomanyokra vett integrélra is igaz a Fubini-tétel (és az Osszes megel6z6
megfontolas): ha a fiiggvény abszolutértéke a harom véltozd szerint valamelyik sorrendben integ-
ralhato, akkor maga a fiiggvény is az, az integral megegyezik barmelyik sorrendbeli integrallal
(amelyek ekkor egyenléek egymaéssal is).

9.4. Integralok kiszamitasa: alapszabalyok

Vegyiik sorra a vonalmenti, feliileti és térfogati integralokat; paraméterezett tartomanyokra!

e Ha adott egy gorbe r(t) paraméterezése, tgy, hogy amikor a ¢ végigfut egy adott [t1, t5] interval-
lumon, akkor a r(t) végigfut a gérbén (és a paraméterezés elég sima, amit feltesziink), akkor ha
a [t1,ts] szakaszt felosztjuk kis At szakaszokra, akkor az ezeknek megfelels Ar gorbeszakaszok is
feldaraboljak a gorbét. Egy ilyen szakaszvektorkara ill. a hosszira azt mondhatjuk, hogy

d d d
I;l( >At azaz: Ar = d—rAt ebbdl |Ar| & a

- At.
dt

r(t+At)—r(t) ~

dr

o vektor-jelolés.

Emlékezziink: a harom komponest (és derivaltjait) foglalja egybe az r, ill. a

e Feliileten haladva az r(u,v) fiiggvény is kicsit valtozik, ha u-ban Au-nyit, vagy v-ben Av-nyit
megyiink odébb: u és v megengedett tartomanyainak (Au - Av méreti) téglalapokra darabolasa

120pglda egy problémaés esetre: az aldbbi, az origd kornyékén kicsit (de nem nagyon) patologikus f(z,y) fiiggvény
az origot kivéve mindenhol értelmezett. Kiilonféle sorrendi integraljai (a részleteket aki akarja, kibogozgathatja):

._ a®—y? > 1 o e [T de 7w
f(xay>~—m- = /dyf($7y)—H7 = /de(/0 dyf(a:,y))—/o T2 =3

Ugyanakkor: = / dz f(z,y) = 1+y = / dy(/ dx f(;v,y)) = _/ 1+§/2 — _g,
0 0 0

Eme f(z,y)-nak tehat létezik mindkét sorrendi integralja az >0, y>0 negyedsikra, de ezek nem egyenlGek: eszerint
ez a fligguény dnmaga nem integralhatod erre a tartomanyra. Hogy a sorrendi integralok léteznek, abbdl joval kevesebb
dolog kovetkezik, mint amiket akkor tudhatnank, ha maga a kétdimenziés integral 1étezne.

121 A Fubini-tétel azért ,kellemes”, mert az | f(z,y)| sorrendi integréljanak létezéséhez csak ,egydimenzios” integra-
lokat kell kiszamitani (vagy legalabbis létezésiiket ellendrizni), és ebbdl kovetkeztethetiink magdnak az f(x,y)-nak a
kétdimenzids tartomdnyra vett integraljanak létezésére; utobbi kérdésre a vilasz amugy elég megfoghatatlan lenne.
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meghatarozza a feliilet feldarabolasat is. Talaljuk ki egy darabka feliiletvektorat!

Adott u, v-nél a feliileti pont: r(u,v). A kijelolt kis feliiletdarab két oldala:
Au-t valtoztatva (v marad): r(u+Au,v). = Ay =r(utAu,v)—r(u,v) = %A“v
u marad, v-t valtoztatva: r(u,v+Av). Ay = r(u, v+AV)—r(u,v) ~ —arg‘vvv) Av.

Itt ideiglenesen vezettiik be a A,r, A,r jeloléseket. Ne feledjiik: a r helyvektor (mint u, v fiigg-
vénye) harom komponens osszessége. A feliiletdarab vektora merdleges A,r-ra és A,r-re is, és
nagysaga éppen az ezek altal kijelolt kicsi ,,paralelogramma” teriilete. Vektorszorzas kell tehét:

AA%AMI‘XAVI':AUAVQXQ =  AA=x Aulv @xﬁ
ou Ov w Ov

-----

dr(t) A v
It A%
S or(u, )
K A,r = Au

ou

r(t) r(t+At)

AA ~ A,r x Ayr

Jdr Or
=~ AuAv% X v

tl At

i

k + 1
e

tl tz

At

Uy  Au u;

34. abra. Vonal- és feliileti integralok paraméterezett alakban: az integralasi mérték ,kitaldlasa’”.

e Végiil térfogati integralasnal a harom (most u, v, w-vel jelolt) parameétert egyenként megvaltoz-
tatgatva harom kicsi elmozduléast kapunk; ezek

r(ut+Au,v,w) = r(u,v,w) + A,r, A,r = O,r - Au,
r(u, v+Av, w) = r(u,v,w) + A,r, és a megvaltozasok: Ayr &~ O - Ay,
r(u, v, w+Aw) = r(u,v,w) + A,r, A,r = O, - Aw.

Az ezek altal kijelolt kis paralelepipedon-szert darab térfogata megkaphatd vegyesszorzassal:

or or\ oOr
AV & (Ayr x Ar) - Ayr = AuAv Aw - K%XE) . 8_w}’

vagy, ami ugyanaz, determinanssal:

oxr Ox Oz
ou Jv Ow
~ . _ |10y Oy Oy
AV ~ (Aur X Avr) Awr = AulAvAw 0 Oy dwl
0z 0z z
ou OJv Ow
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e A kiilonféle integralokat tehat atirhatjuk a paraméter-halmazra vett integralokra az el6-
z6ek alapjan; az integralasi mértéket mindenhol az elébbiekben  kitaldlt” kombinéciokkal helyette-
sitve a kozelit§ Osszegben, majd a kozelité Gsszeget mar a paramétertartomanyra vett integralként
beazonositva.

A szokasos fajta megjegyzésiink most is érvényes: ,matematikusabban”, ha eleve magét a (ha-
gyoméanyos, egydimenzios) integralt eggyel precizebben definidltuk volna, akkor azt mondanank,
hogy a vonalmenti, feliileti, térfogati integralokat agy értelmezziik, ahogyan azokat most mindjart
a paraméter-tartomanyra atirt alakjukkal felirjuk. Ezen szakasz eddigi megfontolasai tulajdonkép-
pen arra voltak jok, hogy meglassuk, hogy miért igy érdemes definialni Gket.

e Pl. egy vektormezd (vektormérték szerinti, skalarszorzasos) vonalmenti integraljat igy szamit-
hatjuk ki (ugye ez az, ami a mechanikai munka fogalmat vezette be):

dr dr(t
ZAI’IF(I‘Z) %ZAISZ% i ()
i | e e

Fr) = /drF(r):/tzF(r(t)) "t

ol 1

Ar;

Tehat: a t paraméter fiiggvényében kifejezet r(t)-t helyettesitjiik be a F mez6 argumentumaba, ezt
(skalar)szorozzuk a % derivalttal (ez ugye végiilis a Ar- F(r;) skalarszorzasbol érokl6dott), ezutén
integralunk ¢ szerint (a gorbét megado tartomanyra).

e Skalaris mérték és skalarmezs esetén hasonldéan jarhatunk el, arra jutunk, hogy

[t - /:p(ru)) r(t)

dt
Lentebb ezeket ujfent osszefoglaljuk.

a

e Feliilleti mérték esetén is (most a fluxust hozva példanak) atirhatjuk a feldarabolast az u, v
paraméter-halmaz feldarabolasara, igy:

AAZ-

ZAA v(r;) ZAUZA\/Z(a r(u;, v;) X0, r(uz,vz)) V(r(ui,vi)) =

= / dA v(r / / (aréZ’V) xargi’v))dudv.

Itt is: skalarszorzas szerepel a derivaltak keresztszorzata és a v vektormezé kozott; ezt ,jelolte ki”

az dA és a v(r) egymas mellé skalarszorzatként valo irasa az integralban.
Skalaris feliileti mérték esetén (most skalarmezore felirva) arra jutunk, hogy

/ dA B(r / / v ‘aréz,v)xarg:,v)

e Végiil térfogati integralban (most a p(r) skalarmezd integraljat felirva, ami ugye pl. valtozo

dudv.

tomegstiriiségii test ossztomegét adhatja meg) az atirassal arra jutunk, hogy

AVi

AV, - p(r;) AulAlewz' 8 r (U, vi, w;) X0, r(ul,vl,wz)) - Oy r(ui,vi,wi)} ~p(r(ui,vi,wi)) =

= /de /// (r(u, v, w)) - ((%x%)iﬁ))dud\)dw
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o Osszefoglaljuk az eddigicket: minden fajta integralhoz megadjuk, hogy hogyan is kell paramé-
terezett alakban megadott tartoméanyokra kiszamitani.

Vonalmenti, vektori mérték: / dr(. .. N / dt—
I'*)I'

paraméterezés: r = r(t)

gl
. . dr
Vonalmenti, skalaris mérték: /dl(. R /dt o ( ).
Y r—>r(t)
. . . , , . a a
Felulet}, Vekt,0r1 mérték /dA(. o /du/dv or or ().
paraméterezés: r = r(u,v) ou 0v) -~
A r—r(u,v)
or 0
Feliileti, skalaris mérték: /dA() — /du/dv T (...) .
ou  Ov| ~~
A r—r(u,v)
V2 w2
Térfogati, térfogati mérték: Jr Or)\ 0
ér og?tl, te/r ogati mérté /dV(. o /du/dv/dw or Or)or ()
paraméterezés: r = r(u,v,w) du” v ) ow| 2
\% ul V1 wy r—r(u,v,w)

A (...)-tal kijelolt integrandus helyébe (ami &ltalaban ugye az r helyvektor fiiggvényében van
megadva) mindenhol be kell irni r helyébe az ¢ paraméterekkel kifejezett alakjat; ezt kijeloltem.

de 9 O oth.) is a paraméterek (t, ill. u, v, stb.)

Nem jeloltem kiilon, de persze a derivaltak (%, 57, 4,

fiiggvényei, csak tgy, mint az r vektor.

9.5. Integralok kiszamitasa: néhany példa

Az el6z8 szakaszban atbeszéltiik, hogy hogyan kell a kiilonféle integralokat ténylegesen (paraméte-
res alakban megadott) feliiletekre, vonalakra, térfogat-darabokra kiszamitani; most j6jjon néhany
példa, hogy kicsit begyakoroljuk a dolgot.

e Tekintsiik a kivetkezs vektormez6t (képlettel, F(r) modon megadva, ,erd™-jeloléssel), és a kovet-
kez§, egybdl képlettel (a t paraméterrel) leirt v gorbét:

Z
t=1
a t paraméte Tot
parameter B :
t) = t2(1—t
végighut t€[0, 1]en: T = | W0 (=)
2ot t=0

o [V \/

A vektormezs: F(r) = — | 2zy+22

2
2yz < xz vetilet

v,

Az g, yo, 20, Lo hosszisag (méter) mértékegységii allandok, Fy pedig erd dimenzioji allando. Sza-
mitsuk ki az F(r) vektormezének a megadott gérbére vett, vektori hosszmérték szerinti integraljat
(a megadott erémez6 munkajat)!
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Vilaszok: (ellendrizze le, prébalja meg magatol is mindenki):
Elgszor is, a gorbét paraméteresen adtam meg; szemléltetésképpen lerajzolhatjuk(tuk). A f6bb
yjellemvonasok” t=0-ban az origdbdl indul, t=1-re visszaér az x—z sikba, z¢-ba és zp-ba. Az y
iranybol nézve (az 1—z sikra vetitve) parabola, az y pedig 0-t6l elmegy s-yo-ig és vissza (ezt a
t2(1—t) fiiggvény maximumét megkeresve kaphatjuk). Tényleg ilyesmi g(’jrbét rajzoltam'%2,

Ezek utan viszont csak a receptet kell alkalmazni: ki kell szamitani a E derivaltat, ill. behe-
lyettesiteni r(t)-t az F(r) hasaba, majd skalarszorozni:

zot ir o F, yatt(1—t)? — xt?

r(t) = | yot>(1—t) = —=|wt2-3t) |,  F(rt) = = | 2zonet®(1—t) + 23t* |,
5 dt Lg 4 244
Zot 2z0t 2yo20t* (1) — 25t

ebbdl pedig az integral:

/WF(r)dr:/O dt%F( (1) =

F

Lg / dt{zo- (ygt* (1—t)*—a{t?) +yot(2—3t)- (2zoyot” (1—t)+25t*) +220t- (25020t (1—t)—25t*) }.
A ,vonalintegral-saggal” ezennel elbantunk; kérdés persze, hogy a kapott (a t€[0,1] tartoméanyra
vett) valos egydimenzios integralt ki tudjuk-e szamitani. Most igen ugyanis csupa polinom van

t-ben; elvégezve a szorzasokat és az integralokat (ugye fo t"dt = ) majd egyszeriisitve:
F
a példankban a végeredmény: /dr F(r)=---= —3[?2 (zf + 25).
gl 0

Arra érdemes esetleg folfigyelni, hogy yo kiesett: nem fiigg itt az eredmény atto6l, hogy a gorbe a
sok lehetséges koziil (amiket a kiillonboz6 vy lehetdségek kiilonboztetnek meg) éppen melyik. Erre
késébb (a gradiens és a rotdcid fogalméat mar ismerve) visszatériink.

e Kovetkzs példaként legyen adott a v(r) vektormezs mint

—x
1

v(r) = — —y , ahol 7y és Lo adott konstansok.
T
* \2(2+Ly)

Integraljuk ezt a vektormez&t egy olyan feliiletre, amelynek  kerete” egy az x—y sikban 1évé a
ill. b tengelyt ellipszis, a z irdnyban pedig kidudorodik, parabola alakban, gy, hogy ,k6zépen”,
r=y=0-nal van a legnagyobb kidudorodas, aminek értéke legyen 2.

Vilaszok:
Amit elmagyaraztunk, az tulajdonképpen egy (elliptikus) paraboloid alaku feliilet: adott x, y
esetén a z koordinata a parabola-alakok miatt egyértelmiien meghatarozodik, méghozza igy:

9 9 Ezt némi rutinnal lehet igy egybdl felirni, de jo:
z ) , . e
2(z,y) = 2o (1 —— = b_2> ha x és y rajta van az a, b tengelyii ellipszisen,
a
tényleg z=0. Tovabba ,kbézépen” van a maximum.

Marmost egy ellipszisvonal jo6 paraméterezése: r=a cos @, y=bsin @, ahol p€[—m, 7]. Nem nagy

122 Az sbran kb. pontosan a kijeldlt gorbét rajzoltam le (programmal); azért ,meséltem el” mégis kicsit a disz-

kussziojat, hogy magunktol is lathassuk, hogyan kell(ene) ezen paraméterezett gorbe f6bb vonéasait kikutatni.
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fantazia rajonni, hogy az x—y sikbeli vetiiletet, a teli ellipsziskorongot kitolthetjiik 6nhasonld,
egyre nagyobb, de fix a/b tengelyaranyu ellipszisvonalakkal (amelyek koziil a legnagyobb éppen a
hatarvonal, a legkisebb, pedig az x=y=0 orig6, mint egyetlen pont). Igy tehat egy (pl. p-val jeldlt)
paraméter, amely 0-t6l 1-ig fut, leirhatja azt, hogy ezek koziil melyik ellipszisvonalon vagyunk, a
@ pedig azt, hogy ezen beliil hol. Osszerakva ezeket, ill. z-t az imént felirt modon kifejezve az igy
kapott x-szel és y-nal azt kapjuk, hogy a paraméterezés:

ap cos p a tartomanyok:
I‘(p, 95) = bpsing |, 956[_77-’ 7T],
20(1—p?) p€l0, 1].
or acos @ or —apsin @
= 8_,0: bsing |, 8_g5: bp cos ¢
—2zpp 0

Ezutdn mar egyszerii dolgunk van. A két paraméter jele itt u és v helyett p és o, a helyvektor
szerintiik valo derivaltjait egybdl kiszamoltam. A feliiletelem-vektor ebbdl, ill. a vektormezdénk:

220bp? cos @ ) —ap cos @
2zpapsin @ |, v(r(p,@)) = Py —bpsin ¢ = /dA,V(r) =
abp 2[z0(1—p*)+Lo) A

o ov _
op  0p

1 ™ 1 T
. _ or 0 .
= /dp/dcpv(r(p, ?)) - (a—;xa—;) = /dp/d(p [—2z9abp® + 2abp(z0(1—p?) + Lo)].
0 -7 0 -7

A feliileti integral ,visszavezetése” tehat kész; kérdés, hogy a kapott kettds integralt ki tudjuk-e
szamitani (pl. sorrendi integrallal, a Newton-Leibnitz-formulat alkalmazva). Most éppen igen: a ¢
szerinti integralas 2m szorzot ad (hiszen az integrandus nem fiigg @-t6l), a p szerinti integralas'?
pedig egyszerten elvégezhetd:

2w Loab
a példankban a végeredmény: / dAv(r)=---= Tod?
A 70

Erdemes itt esetleg folfigyelni arra, hogy z, kiesett: nem fiigg itt az eredményiink attél, hogy a
feliilet mennyire ,piposodik be”. Mintha itt a feliileti integral csak a hatarolé gorbétsl, nem is
annyira magatol a feliiletalaktol fiiggene. .. Erre kés6bb (a divergencia és a rotdcio fogalmat mar

ismerve) visszatériink.

123Emlékezziink: a Fubini-tétel szerint ha a sorrendi integral abszohitértékben is létezik, akkor az igazi integral is
létezik, és tényleg kiszamithatjuk sorrendben. Itt is ez a helyzet.
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