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1. BEVEZETES

A jelen bevezetésben roviden attekintjiik az oktatasi segédlet (tovabbiakban segédlet) megira-
sdnak alapvet$ célkitlizéseit és roviden kitériink arra is, hogy miként javasoljuk annak felhasz-
ndldsat. Tessziik ezt annak reményében, hogy ez is el6segiti Miiszaki Mechanikat tanul6 hallga-
tokat, pontosabban fogalmazva a Statika tantdrgyat a tavaszi, a Szildrdsagtan tantargyat pedig
az Oszi félévben felvenni szandékozé hallgatdkat, az idézett két tantargyhoz kot6dd — részint
matematikai jellegli — alapismeretek felfrissitésében és elsajatitasdban. Az aldbbi felsorolés el-
kiilonitetten pontokba szedve tekinti 4t a segédlet megirdsdnak motivacioit, a célkitlizéseket és
a hasznosulés lehetséges mddozatait.

1. Ismeretes és sajndlatos tény, hogy a kozépiskoldkbdl miiszaki egyetemi karokra jelent-
kezd hallgatok természettudomanyi (pl. matematika, geometria, fizika) eldismeretei nem
minden esetben kielégitéek, noha a miiszaki alaptargyak (pl. miiszaki mechanika — ezen
beliil a statika, szilardsidgtan, dinamika, mechanizmusok — dramldstan, mdszaki hotan,
h&technikai gépek stb.) elsajétitdsa, és az igy megszerzett ismeretek alkalmazasi készsé-
gének kialakitasa jelentdsen fiigg ezektdl az eldismeretektdl.

2. A bolognai folyamat és a kétszintli képzés (BSc és MSc szint) bevezetésekor megval-
tozott az mérnoki ismeretek harom nagy csoportjdhoz tartozo6 tantargyak (mérnoki alap-
targyak, alapozé szaktdrgyak, szaktdrgyak) tradiciondlis €és a kordban nyolc, majd ezt
kovetden tiz féléves egyetemi képzésre jellemzd egy évszdzad alatt valtozatlan 1/3-1/3-
1/3 ardnya: a mérnoki alaptirgyak ardnya a kordbbi 33%-r6l 20-22%-ra csokkent. En-
nek és a természettudomanyi alapismeretek nem mindig kielégit6 szinvonaldnak egyiittes
kovetkezménye, hogy jelentGsen megnétt a lemorzsolddds az elsé négy félévben és a si-
kertelenség egyik oka a miiszaki mechanikai ismeretek (a vonatkozé targyak szigorlattal
zarulnak) nem kielégit6 elsajatitasa.

3. Bér a miiszaki mechanikat a mérnoki alaptargyak koz€ soroljuk, alapvetd a fontossdga az
alkalmazdsokban: pl. géptervezés (ez a felmeriils statikai, szilardsdgtani, kinematikai és
dinamikai kérdések megértésének alapja és egyben megoldasuk eszkozrendszere). Fel-
meriil tehat az a kérdés is, hogy mi az oka a hallgato6i sikertelenségnek, ha a miiszaki me-
chanikét, mint kiilon tantargy csoportot tekintjiik. A szerzd tapasztalatai szerint komoly
gondot okoz a vektor- és tenzoralgebrai ismeretek nem kielégitd volta — a vektoralgeb-
rai alapokat a statika targy el6adds sorozatdnak elején, a tenzorszamitast a szilardsagtani
eldadasok elején tekintjiik 4t — noha minden tovabbi ismeret az idézett két targyon beliil
(de a dinamika és mechanizmusok targyak tekintetében is) a vektor és tenzorszamitas
eszkozrendszerének magabiztos tudasara épiil.

4. A fentebb mondottak motivaltdk a szerzot a jelen segédlet elkészitésében, amelyet a
szerzd reményei szerint a Miskolci Egyetem miiszaki karain statikdt és szildrdsagtant
tanul6 hallgatok haszonnal forgathatnak.

A segédlet szovege a tartalmat illetGen kiilon tekinti at a vektoralgebrai és tenzoralgebrai
alapismereteket. Ezek bemutatdsakor a matematikai szigorisagot kovetelménynek tekintettem.
A két £6 részt kidolgozott mintafeladatok, és megoldésra var6 gyakorlatok kovetik. A mintafel-
adatok lefedik a megoldésok jellegzetes problémakoreit és azok attanulmédnyozésa elegendd a
gyakorlatok megoldédshoz sziikséges készségek kialakitdsdhoz.

A szdveg monitoron torténd olvasasra van kihegyezve. Az olvasés helyén felbukkand piros-
és zoldkeretes hivatkozdsokra (egyenletszam, citdtum) kattintva a hivatkozott helyre keriiliink,
az olvasas helyére torténd visszatérés pedig a baloldali ALT billentyti és jobboldali <— billenty(
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egyiittes lenyomdsaval torténhet, ha az Adobe Reader 10 (vagy kés6bbi), illetve a Sumatra 2.1
vagy késébbi verzidjat hasznéljuk — ezek ingyenes pdf olvasok.

2. MUVELETEK VEKTOROKKAL

2.1. Mi a vektor? A vektor irdnnyal rendelkez§ fizikai, illetve geometriai mennyiség. Abra-
zolasa a kovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezé irdnyitott egyenesszakasszal torténik: (a) van
nagysaga (ez a vektort alkot6 egyenesszakasz hossza, mds névvel pedig a vektor abszolut érté-
ke ); (b) van mértékegysége (ez az a mértékegység, amiben a vektor hosszat mérjiik); (c) van
irdnya (ezt a vektort alkot6 egyenesszakasz térbeli elhelyezkedése szabja meg) és végiil van (d)
irdnyitasa (ezt kezdd és végpont kijelolése hatarozza meg — pl. az A kezdGponti és B végponti
vektor az [Il dbrdn). Megjegyezziik, hogy a végpont helyét rendszerint a vektort szemléltetd
egyenesszakaszon feltiintetett nyil mutatja meg, amely vagy magédhoz a végponthoz kototten,
vagy-pedig a kezdd és végpont kozott jelenik meg a vektort szemléltetd dbrdn).

B
v v / 7
A
1. abra.

A vektor kezd6 és végpontja egy egyenest hatdroz meg. Ezt az egyenest a vektor hatdsvona-
lanak (tartéegyenesének) nevezziik.

A vektorokat a latin abc félkdvéren szedett kis és nagy bettivel jeloljiik (pl. v, ami a sebes-
ségvektor szokdsos jelolése; avagy F', ami a koncentralt erd, roviden erd megszokott jelolése).

Bar szokdsos a kezdd és végpontok megadasaval jelolni valamely vektort: pl. v = AB, a jelen
oktatdsi segédlet dltaldban a vastagbetiis szedést részesiti elénybe. A vektor hosszat (abszolut
értékét) az ismert médon irjuk: |v|.

Szabad vektorrdl beszéliink akkor, ha a vektor kezd6pontja nem rogzitett (vagyis ha vektor
kezd6pontjat barmely térponthoz hozz4 kothetjiik). A szabad vektorok tehat eltolhaték dnma-
gukkal parhuzamosan a térben.

Kotott vektorrol beszEliink akkor, ha rogzitett a vektor kezdopontja. Kotott vektorok estén a
kezd6pontot dltaldban a vektor timadaspontjdnak szokds nevezni. Ezt a sz6hasznélat elsésorban
erdvektorok — roviden erdk — esetén alkalmazzuk.

Két vektor egyenld ha azonos a nagysdguk, mértékegységiik, irdnyuk és irdnyitdsuk. Az
egymadssal egyenld vektorokat célszer(i ugyanazzal a betiivel jelolni.

Adott vektor ellentettjének tekintjiik értelmezés szerint az adott vektorral azonos nagysagu,
mértékegységl, irdnyt de vele ellentétes irdnyitdsu vektort. Jelolésben ezt a negativ elgjel kité-
tele kiilonbozteti meg az eredeti vektortol — az abrén pl. —F'.

A z€rusvektor kezdd és végpontja egybeesik. Irdnya hatidrozatlan — barmely més vektorral
egyez0 irdnyunak vehetjiik. Betljele a félkovéren szedett nulla. O.

Ko6z6s kezd6ponti vektorok dltal bezart szogon — ilyenek pl. a[2] dbra a és b vektorai — a
két vektor hatdsvonalai altal alkotott két szog koziil a [0, 7| intervallumba esS ¢ szoget értjiik.
Ha egybeesik két vektor hatdsvonala, akkor a két vektor &ltal bezért sz6g (zérus) [r], ha a két
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vektornak (azonos)[ellentétes] az irdnyitdsa. Kovetkezésképp két parhuzamos vektornak zérus
(azonos iranyitasuak), illetve 7 (ellentétes irdnyitdsuak) az egymassal bezart szoge.

2. abra.

Ha a tekintett két vektornak (mondjuk a C' kezdSpontu c vektornak, valamint a D kezd6ponti
d vektornak) nem kozos a timaddspontja, akkor az egyiket (a jelen esetben d vektort) gy toljuk
el onmagdval parhuzamosan, hogy az eltolds utdn essen egybe a kezddpontja (az dbrén ez az
eltolassal ad6d6 d’ vektor kezdGpontja) a helyben maradé vektor (a ¢ vektor) kezdGpontjaval.
A két vektor altal bezart sz6gon ebben ez esetben a helyben maradé és az eltolt vektorok alkotta
(a2l abran a c vektor és a d’ vektor altal alkotott) szoget értjiik. Vegyiik észre, hogy a nem
azonos kezd6pontd két vektor altal bezart szog nagysadga fiiggetlen attdl, hogy melyik vektort
hagyjuk helyben, és melyik vektort toljuk el dnmagadval parhuzamosan oly médon, hogy az
eltolt vektor és a helyben maradé vektor kezdSpontja egybe essen.

2.2. Additiv vektormiiveletek. A|3| dbra kiilon is feltiinteti, fiiggetleniil az a és b vektorok
a+b

Osszegének értelmezését szemléltetd jobboldali dbrarészlettdl, az a és b vektorokat. A kérdéses
vektorosszeget gy értelmezziik, hogy az A’ kezdGponttal megrajzolt a vektor végpontjahoz
illesztjiikk az 6nmagéval parhuzamosan eltolt b vektor kezdGpontjat (a B’ pontot — ez a vég-
ponthoz a kezd6pontot séma). A két vektor dsszegének kezddpontja az a vektor kezdopontja
(vagyis az A’ pont), végpontja pedig az a vektor végpontjahoz illesztett b vektor végpontja (az
utébbi a C’ pont).

3. abra.

Az A’ B' C" haromszoget vektorhdromszognek nevezziik.
Az is leolvashat6 a[3] dbrardl — ldsd a végponthoz a kezddpontot sémdban megrajzolt b + a
Osszeget — hogy a vektorok 0sszeaddsanak mivelete kommutativ miivelet.
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A 4] 4bra a végponthoz a kezdGpontot sémaban megrajzolt a + b + ¢ vektorosszeget tiinteti
fel. Leolvashat6 a baloldali dbrarészletrdl, hogy fenndll az

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

reldcid, ami azt fejezi ki, hogy asszociativ a vektorok dsszeaddsdnak miivelete.
Az a és b vektorok kiilonbségét — 1dsd a 4, dbra jobboldali részét — az a és —b vektorok
a + (—b) osszegeként értelmezziik.

4. abra.

Az a és b vektorok éltal meghatarozott ABC D paralelogrammat vektor paralelogrammanak

nevezziik. Ha nem parhuzamos az a és b, akkor az 1@ atlo a két vektor 0sszege, a lﬁ atlé
pedig a két vektor kiilonbsége. A vektordsszeadas parallelogramma szabdlya az el6z6ek alapjan
fogalmazhat6 meg: két nem parhuzamos vektor dsszege a k6zos pontbdl felmért két vektor altal
kifeszitett parallelogramma ugyanezen pontbdl indulé atléja.

Az eddigiek figyelembevételével — 6sszegezve az additiv miiveletek 1ényeges tulajdonsagait
— megéllapithatd, hogy fennallnak az aldbbi azonossagok:

(1) a+b=b+a (kommutativitas) ,
(i) (a+b)+c=a+(b+c) (asszociativitas) ,
(iii) a+0=a (van zérusvektor) ,
@iv) a+(—a)=0 (inverz elem létezése) .

2.3. Vektor szorzasa skalarral. Legyen a « valds szdm. A ka szorzaton azt a vektort kell
érteni, amelynek (a) |x||a| az abszolut értéke (nagysdga), (b) tetszbleges az irdnya, ha k = 0
vagy a = 0 — egyébként megegyezik az irdnya az a irdnyaval, (c) megegyezik az irdnyitdsa az
a irdnyitasdval, ha k > 0, illetve ellentétes az irdnyitdsa az a vektoréval, ha x < 0.

A vektorok skaldrral torténd szorzdsa esetén — ha « és A két tetszSleges skaldr — az alabbi
azonossagok teljesiilnek:

(1) (kN a=kr(N)a (asszociativitds) ,
(ii) k(a+b)=ra+ kb (disztributivités) ,
(iii) (k+ ) a=ra+ la (disztributivitas) |
@iv) la=a.

Ezeket nem igazoljuk formélisan.
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2.4. Linearisan osszefiiggo és linearisan fiiggetlen vektorok. Legyen a )\;, valamint az a;
(1t =1,...,n;n > 2) n szdmd nem zérus skaldr, valamint n szdmd nem zérus vektor. A v
vektort ad6

VvV = )\1-':11 + )\2&2 + /\333 + ...+ )\nan (21)

vektordsszeget az a; vektorok linedris kombindcidjdnak nevezziik.

Feltételezziik a tovdbbiakban — anélkiil hogy erre édltaldban ismét felhivnank a figyelmet —
, hogy nem zérus értékid az a; és egyes killon megemlitett esetektdl eltekintve a \; is (i =
L,...,n;n >2).

Linedrisan 6sszefiiggbek értelmezés szerint az a; €s a, vektorok, ha fenndll az

)\131 + )\232 =0 (22)
egyenlet azaz ha zérus értéki a linedris kombinacidjuk. Mivel a két A\ nem zérus, innen az
A2
a; =——a
1 N 2

egyenlet kovetkezik, vagyis egymdssal parhuzamos kell legyen az a; és a,. Az is nyilvanvald,
hogy nem egyértelmiien meghatarozott a \; és a \, skaldrok értéke — a viszonyszdmuk, azaz a
A2 /A1 hdnyados viszont igen. Ez az eredmény azt jelenti, hogy két parhuzamos vektor mindig
linedrisan Osszefiiggd.

Misként fogalmazva azt is mondhatjuk, hogy adott vektorral (mondjuk az a; vektorral) pér-

huzamos vektor (mondjuk a v vektor) mindig eld4llithat6 az adott vektor és egy skaldr szorza-
taként, azaz a

vV = [hay (2.3)

alakban — a i, skalar.

Linedrisan fiiggetlennek nevezziik az a; és a, vektorokat, ha a vektorosszeg csak Ay =
A2 = 0 esetben zérus. Nyilvanval6 a vektorosszeaddst értelmezd szerkesztési szabdly alapjan
az, hogy két egymassal nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiiggetlen.

Linedrisan 0sszefiiggdek értelmezés szerint az egymadssal nem parhuzamos a;, a; €s ag vek-
torok, ha fennall a

)\131 + /\2&2 + /\3&3 =0 (24)

egyenlet azaz ha zérus érték a linedris kombindciéjuk. Mivel a hdrom A nem zérus, kovetkezik
innen, hogy

A1 A2
a3 = ——ar—a2 = (111 + Ay, (2.5)
Az Az
N~~~
H1 H2

ami azt jelenti, hogy az as sulyozott vektordsszege az a; és as vektoroknak — a sulyokat rendre
p1 €s pio jeloli. Az[5] dbra a vektordsszeadds szabalyainak megfelelGen szemlélteti az A pontb6l
rajzolva fel az ag = pa; + psas  vektordsszeget. Ez nyilvanvaléan benne kell hogy legyen
az a; és a, vektorok daltal kifeszitett sikban. Mdasként fogalmazva azt mondhatjuk, hogy kozos
ponthoz kotve harom linedrisan 0sszefiiggd vektort azok egyetlen sikban kell hogy fekiidjenek,
idegen szdéval komplanarisak kell, hogy legyenek.

A ko6z0s kezdSponti nem parhuzamos a; és a, vektorok sikot feszitenek ki. Az ezzel a sikkal
parhuzamos v vektor mindig eldéllithat6 a

V = pay + poag (2.6)
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Ha2az

paay + fpd;

Hida
5. abra.

alakban. Ez az dllitds a (2.5) egyenlet kovetkezménye. Az tehdt, hogy a v el@allithaté a fenti
alakban nem kétséges. Az egyértelmiiség azonban tisztdzasra szorul. Tegyiik fel, hogy kétféle
linedris kombinécid is — a sulyok rendre ji; €s po, illetve 14 és v, —, ugyanazt a v-t eredményezi
azaz
V = 1y + fedg = @) + hag ,
vagyis
(1 —vi)ar+ (2 —12) = 0.

Az ut6bbi 0sszegben linedrisan fiiggetlen az a; és a,, ezért zérus értékiliek kell, hogy legyenek
a sulykiilonbségek: egyértelmd tehat a v (2.6)) alatti elGallitasa.

Linedrisan fiiggetlennek nevezziik a nem zérus a;, a, és as vektorokat, ha a (2.4) vektor-
0sszeg csak A\ = Ay = A3 = 0 esetben zérus.

6. abra.

Tegyiik fel, hogy a kozos pontbdl felmért a;, as és ag vektoroknak nincs kozos sikja. A[6]dbra
ennek megfelel6en dbrdzolja a viszonyokat €s kiilon is feltiinteti (a) a Aja; és Apay vektorok
altal kifeszitett sikot, (b) a Aja; és Apay vektorok Osszegét (amely ebben a sikban fekszik),
(c) a sik n normadlisat (ki szokds kotni, hogy [n| = 1, de az n nagysdganak nincs szerepe a
gondolatmenetben) és (d) a Azaz vektort. Vegyiik észre, hogy a A\saz két vektor Osszege, azaz

Asaz = Azaz| + Azag| ,

ahol \3a3; merdleges az n normalisra, azaz benne fekszik a A\ja; és \say vektorok dltal kife-
szitett sikban, mig Asaz| pdrhuzamos az n-el, azaz merdleges a \ja; €s A\ra; vektorok sikjdra,
emiatt nem 4llithat6 el6 az a; és a, linedris kombinacidjaként. Ez egyben azt is jelenti, hogy
a (2.4) osszeg elttinéséhez zérus kell legyen a A\3. Ha zérus a )3, akkor mér csak azt kell tisztazni
mikor z€rus a \ja; + A\say vektordsszeg. Erre a kérdésre mar valaszoltunk kordbban: ha nem
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parhuzamos az a; és a; — most ez az eset forog fenn —, akkor zérus kell, legyen a A\, és a \s.
Osszegezve: ha valamely harom vektornak, ezeket gondolatban kozos kezdSponthoz kotjiik,
nincs kozos sikja, akkor a hdrom vektor linedrisan fiiggetlen.

Tegyiik ismét fel, hogy a k6zos pontbdl felmértnek gondolt a;, as és ag vektoroknak nincs
kozos sikja. Kikotjitk tovabbd, hogy az ay vektor (a) nem parhuzamos az a;, (i = 1,2,3)
vektorokkal (ekkor ugyanis linedrisan 0sszefiigg azzal amelyikkel parhuzamos — el6allithat6
tehat annak tobbszoroseként), (b) nem parhuzamos az a; és a,, vagy az a, és ag, avagy az ag €s
a; vektorok altal kifeszitett sikkal (ekkor ugyanis linedrisan 0sszefiigg azzal a kettével, amelyek

sikjaval parhuzamos — eldallithat6 tehat ezek linearis kombindcidjaként). A fenti feltételek
teljesiilése mellett is linedrisan Osszefiiggbek az a;, ay, a3 és a, vektorok, azaz fenndll, hogy

)\1&1 + )\Qaz + /\3&3 + /\48.4 =0 s (27)
ahonnan — nem zérus értékiiek a A\-dk — az is kovetkezik, hogy
A A A
v=a, = —ta - lay—"ay = may + psas + pzas . (2.8)
A4 A4 A4
~—~— = =
M1 ) H3

A fentiek belatdsdhoz elegendd a (2.8) képlet helyességét igazolni. A geometriai viszonyokat
— az A kezd6pontbdl felrajzolt a; (i = 1,2,3) és v vektorokat, valamint az a; és a, vekto-
rok 4ltal kifeszitett sikot — a[7]dbra szemlélteti. Hizzunk egy, az az-al parhuzamos egyenest a v

7. abra.

vektor B végpontjan keresztiil. Ez a C' pontban dofi az a; és as vektorok altal kifeszitett sikot.

Leolvashaté az abréar6l, hogy a v az 1@ és C@ vektorok 0sszege. Mivel parhuzamos @ az as-
al, ennélfogva mindig megadhato a pzas alakban és ez az elddllitas egy-egy értelmid. Ha ezek
utdn parhuzamosokat hizzunk C ponton keresztiil az a; €s a, vektorokkal akkor megkapjuk

az 1@ vektort, mint az a; és a, vektorokkal parhuzamos pia; és psas vektorok Osszegét.
Nyilvanval6 a korabbiak alapjan, hogy ez az el$allités is egy-egy értelmdi.

A végsd konkluizié az eddig mondottakat dsszegezve, hogy fenndll a (2.8)) egyenlet (a) ak-
kor is, ha a v vektor pdrhuzamos az a vektorok valamelyikével (ekkor két ;1 zEérus értéki), (b)
akkor is, ha a v vektor parhuzamos az a; és ay, vagy az a, és as, vagy pedig az az és a; vek-
torok éltal kifeszitett sikok valamelyikével (ekkor egy u zérus értékii), és végiil de nem utolséd

sorban a [/l 4brdn szemléltetett esetben is. Mdsként fogalmazva azt mondhatjuk, hogy négy
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térbeli vektor mindig linedrisan 6sszefiiggd, de ami még fontosabb az az, hogy barmely vektor
el6allithaté harom olyan térbeli vektor linedris kombinacidjaként (a stlyok egy-egy értelmiien
meghatarozottak) amelyeknek, egy pontbdl mérve fel azokat, nincs kozos sikjuk.

Tomorebben fogalmazva harom olyan vektor amelynek nincs kozos sikja a tér bazisat alkotja,
hiszen barmely mds vektor el6allithat6 ezek egy linedris kombindcidjaként.

Az ilyen vektorokat bazisvektoroknak is szokds nevezni.

Megmutathatd, hogy négynél tobb vektor mindig linedrisan Osszefiiggd. Ennek az allitdsnak
igazoldsat gyakorlatra hagyjuk.

2.5. Skalaris szorzat. Legyen az a és b két tetsz6leges vektor. Jelolje ¢ a két vektor altal
bezart szoget. Az a és b vektorok skaldris szorzatat az

a-b =|al|b|cosy (2.9)
Osszefliggés értelmezi. Kiolvashat6 a képletbdl, hogy félkovéren szedett pont a skaldris szorzas
miiveleti jele.
Nyilvanval6 az értelmezés alapjan, hogy

a-a=a’=|al’|cos ¢|,—0 — la| =+va-a . (2.10)

A képletsor jobboldala az a vektor abszolt értékét adja.

Az egységnyi abszolut-értékli vektorokat egységvektoroknak nevezziik.

Zgrus értékl az a- b skaldrszorzat, ha (a) zérusvektor az a, vagy b (vagy mindkettd), vagy pe-
dig ha (b) ¢ = 7/2 (merGleges egymasra a nem zérusvektor a és b). Mivel egy zérusvektornak
tetszOleges lehet az irdnya, ugy is fogalmazhatunk, hogy az barmely mds vektorra mer&leges.

A fentiek alapjan azt szokds mondani, hogy két vektor akkor merSleges egymadsra ha zérus
értékd a skaldris szorzatuk. Ez a feltétel sziikséges és egyben elégséges is.

Két egymasra merSleges vektort ortogondlisnak is szokds nevezni.

Ha egymadsra kolcsondsen merdlegesek (barmelyik merdleges a mésik kettSre), azaz ortogo-
ndlisak a bazisvektorok, akkor ortogondlis bazisvektor-rendszerr6l beszéliink.

Normdltnak szokds nevezni valamilyen mennyiséget, ha elosztjuk azt az abszolt értékével.
Az egységvektorok normalt vektorok.

Ortonormdlt bazisvektor-rendszerrdl beszéliink akkor, ha a hdrom egymasra kdlcsondsen me-
roleges bazisvektor egyben egységvektor is.

a

A < o C
N 4] J
lalle]cos @ = [a|cos ¢
€ b .
8. dbra.

Valamely a vektor mindig felbonthat6 egy adott irdnnyal — ezt az irdnyt a b vektor hatiroz-
za meg a viszonyokat szeml€ltet6 a [8] dbrdn — pdrhuzamos a; és arra merSleges a; vektor
Osszegére. Az a| €s a; vektorokat az a vektor adott irdnnyal parhuzamos €s arra merdleges



2.5. Skaléris szorzat 9

Osszetevdinek szokds nevezni. Legyen e a b-vel azonos irdnyud és irdnyitdsu egységvektor.
Nyilvanvalé, hogy
e =Db/|b|.

Felhasznalva a skaldris szorzas (2.9)) alatti értelmezését és az e fenti képletét, kapjuk a[§] dbra
alapjan, hogy
(b-a)b

[b|?

Ismételten, de a korabbiaktol kicsit eltéré szovegezéssel hangsilyozzuk, hogy az a; vektor
az e-re torténd merdleges vetitéssel adodott. Az e - a skaldrt az a vektor e koordindtdjanak (e
irdnyu Osszetevijének) szokds nevezni. A magyar szaknyelv a koordindta sz6t részesiti elonybe
az Osszetevd megfogalmazassal szemben, amelyet dltaldban csak a vektori Osszetevlk esetén
hasznélunk.

Az is leolvashat6 a[g] dbrardl, hogy

aj=(e-a)e= (2.11)

(b-a)b
bl>

A skaldris szorzat tekintetében fenndllnak az aldbbi tulajdonsdgok, ahol a A skalér.

a=(-a)+a=a—(era)e=a— (2.12)

@) a-b=b-a (kommutativitas) ,
(i1) c-(a+b)=c-a+c-b (disztributivitas) ,
(iii) Ala-b)=(la)-b=a-(\b) (homogenitas) ,
@iv) a-a>0 ha 0, akkor = a=0.

Az (i) és (iv) alatti tulajdonsdg azonnal kovetkezik a miivelet értelmezésébdl.

Az (iii) alatti tulajdonsdg is kovetkezik az értelmezésbdl, ha kihasznéljuk, hogy (a) A > 0
esetén ugyanakkora marad az a és b, a Aa és b, valamint az a és A\b kozotti ¢ szog (b) A < 0
esetén pedig az kell figyelembe venni a szogvaltozds miatt, hogy az A\a és b, valamint az a és
Ab éltal bezdrt szog egyarant ™ — ¢ és igy cos (m — ¢) = — cos . Kovetkezésképp pl.

(Aa) - b = |Aa] |b| cos (m — ¢) = —|A| |a] |b] cos(p) = Aa-b.
X

Ami az (ii) alatti tulajdonsagot illeti tekintettel az (i) és (iii) alatti tulajdonsagokra feltehetjiik,
hogy egységvektor a c. Ekkor a vele parhuzamos vektori 6sszetevok mindegyike,

a

(a+ b)]

9. dbra.
amint azt a kordbbiakkal is 6sszhangban szemlélteti a[9] dbra, a c-re torténd merdleges vetitéssel
adodik, vagyis

[c-(a+b)c=(a+b) =a +bj=(c-a)c+(c-b)c.
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A fenti egyenletet c-vel szorozva — ¢ - ¢ = 1 — a kérdéses tulajdonsag adodik.

2.6. Vektorialis szorzat. Tekintsiik az egymassal ¢ szoget bezar6 a és b vektorokat. Ezek
vektoridlis szorzatdnak a x dontott kereszt a miiveleti jele, magénak a miiveletnek pedig vektor
az eredménye. Ha az utébbit c jeloli akkor formalisan

c=axb
a vektoridlis szorzat irdsmodja. A szorzatot az aldbbi harom el6irds hatdrozza meg:

1. A c vektor merSleges a kozos O kezdSponthoz kotottnek gondolt a és b vektorok altal
kifeszitett sikra.
2. A c vektor abszolut-értékét a

lc| = [a x b| = |a] [b]sing

képlettel kell szamolni. (Ez a pozitiv szdm az a és b vektorok 4ltal kifeszitett parallelog-
ramma teriilete — 1asd a[I0] abra baloldali részletét. )

3. A c vektor csucsdbdl (végpontjabdl) tekintve az a és b vektorok 4ltal kifeszitett sikra az
a vektor a ¢ szogtartomdnyon keresztiil az 6ramutatd jarasdval ellentétesen forgathat6
be a b vektorba. (A abran a c vektor hatdsvonalat koriiloleld nyilacska ezt a forgési
irdnyt szemlélteti.)

10. abra.

A abra az A ponthoz kototten szemlélteti a nem komplandris p, q €s r vektorok alkotta
vektorharmast (triddot), a p és q vektorok altal kifeszitett S sikot és a sik n normaélisat, tovabba
az r vektor n vektorral parhuzamos p| 0sszetevojét. Rendezettnek tekintjiik értelmez€s szerint
a p, q és r vektorok alkotta triddot, ha el6irjuk a vektorok sorrendjét — a sorrend most p, q és
r. Nem valtozik a rendezettség, ha ciklikus cseréket hajtunk végre, vagyis a q, r és p, valamint
azr, p és q sorrendek ugyanolyan rendezettséget jelentenek. [Jobbsodratinak —[TT]a. dbrarész-
let] (Balsodratinak [TT]b. dbrarészlet] nevezziik a p, q és r vektorok alkotta rendezett triddot,
ha a p vektor végpontjdbdl tekintve az S sikra, az 6ramutaté jardsdval [ellentétes irdnyban]
(megegyezd irdnyban) forgathat6 be a p vektor a p és q dltal bezart ¢ szogon keresztill a q
vektorba.

Ha [jobbsodrati] (balsodrati) a p, q és r vektorok alkotta tridd, akkor ugyancsak [jobbsod-
ratd] (balsodratd) a vele azonos rendezettségli q, r €s p illetve r, p és q vektorok alkotta masik
két triad is.

A vektoridlis szorzat harmadik el6irdsa azt jelenti a fentebb mondottak alapjan, hogy jobb-
sodratu triadot alkotnak az a, b és ¢ = a x b vektorok.
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Vegyiik észre, hogy nem véltozik a vektoridlis szorzat értéke akkor, ha a b vektor végpont-
jat —a kezddpontjat rogzitettnek gondolva — a végpontjan keresztiil az a vektorral parhuzamosan

11. abra.

megrajzolt egyenes mentén mozgatjuk, mivel ez nem véltoztatja meg az a és b vektorok altal
kifeszitett parallelogramma tertiletét:

c=axb=axb.

Z£€rus vektor a vektoridlis szorzat értékét ado c vektor, (a) ha z€rusvektor az a, vagy b (vagy
mindkettd), illetve (b) ha ¢ = 0 (parhuzamos és azonos irdnyitasi a nem zérusvektor a és b)
vagy pedig ha ¢ = 7 (parhuzamos é€s ellentétes irdnyitdsu egymadssal a nem zérusvektor a és
b). Mivel egy zérusvektornak tetsz6leges lehet az irdnya az barmely mds vektorral parhuzamos
vektornak is tekinthetd.

Ennek alapjan azt szokds mondani, hogy két vektor akkor parhuzamos egymdssal, ha zérus-
vektor a vektoridlis szorzatuk. Ez a feltétel sziikséges és egyben elégséges is.

A vektoridlis szorzat esetén fenndllnak az alabbi tulajdonsdgok — a A\ tetszdleges skaldr, az e
pedig egységvektor.

6)) axb=-bxa (antiszimmetrikus — nem kommutativ) ,
(ii) Alaxb)=(la) xb=ax (Ab) (homogenitds) ,
(iii) (a+b)xc=axc+bxc (disztributivitas) ,
@iv) a —ex(axe) (az a vektor e-re merdleges komponense) .

Az (i) alatti tulajdonsdg azonnal kovetkezik a miivelet harmadik el6irdsabol hiszen a sor-
rendcsere utdn csak akkor forgathat6 az eredmény végpontjabdl tekintve a b az a-ba a ¢ sz6gon
keresztil, hab x a = —c.

Az (ii) alatti tulajdonsdg nyilvdnvalé a miveleti el6irdsok alapjdgn ha A > 0. Haa A < 0
akkor a = —\ helyettesitéssel és a miiveleti sorrend cseréjével lényegében az el6z0, azaz a
skalaris szorz6tényezd pozitiv értéki esethez jutunk vissza.

Elegendd, tekintettel (ii) alatti tulajdonsdgra, az (iii) alatti tulajdonsagot arra az esetre igazol-
ni, ha egységvektor a c. Ezt a tovdbbiakban e-vel jeloljiik. Ki fogjuk haszndlni, hogy valamely
vektor — a fentiek miatt mondjuk az a vektor — e-vel vett vektoridlis szorzata két 1€épésben meg-
szerkeszthetd. (a) Vetitsiik az a végpontjat az e-re merdleges sikra (az eredmény az a; vektor
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lesz). (b) Forgassuk el az eredményt 90°-al az e-re merSleges sikban — a forgatds a x e szorzatot
eredményezi.

Kozbevetbleg jegyezziik meg, hogy elvben az el6z6 két 1épés végrehajtasaval szerkeszthetjiik
mega— (a x e) x e =e X (ax e)szorzatot. Vegyiik észre, hogy most azonban nincs sziikség
vetitésre, mivel az elsd szorz6tényezd, azaz a —a X e vektor, eleve az e-re merdleges sikban
fekszik. A végeredmény tehdt egyetlen forgatassal kaphaté meg. Ez egyben az (iv) tulajdonsig

igazolasa.

12. 4bra.
Visszaidézve a (2.12)) képletet az is fenndll, hogy
a, =ex(axe)=a—(e-a)e. (2.13)
Az utébbi egyenlet az dgynevezett kifejtési tétel specidlis esete.

a+b

13. abra.

Visszatérve az (iii) alatti tulajdonsag a disztributivitds kérdéséhez a[13] dbra szemlélteti az
el6z6ek alapjdn az a + b, az a és a b vektorokra az (a+ b) X e, a x e és b X e vektoridlis
szorzatok szerkesztését. Erdemes a 1épések végiggondoldsakor sszevetni a abrét a
dbraval. Leolvashato6 a[I3] dbrardl — ldsd a vonatkozé vektorparalelogrammat —, hogy

(a+b)xe=axe+bxe.
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Az egyenlet helyes volta annak a kovetkezménye hogy az el6zbekben leirt kétlépéses geomet-
riai transzformacié — a vetitésre és az azt kovetd forgatdsra gondolunk ehelyiitt — fenntartja a
geometriai alakzatok illeszkedéseit.

2.7. Vegyes szorzat. Az a, b és c vektorok vegyes szorzatit az
(ax b)-c=[abc]
képlet baloldala értelmezi. Az egyenl6ségjel utdn 4ll6 jobboldal a szorzat tomor irasmédja
(szedési mddja).
A szorzat az alébbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) A vegyesszorzat (pozitiv)[negativ] szdm ha a harom feltevés szerint nem komplanaris
vektor (jobbsodrati)[balsodrati] vektor harmast alkot.

V = Am = |a x bl|c|cosy

14. abra.

(i1) A szorzat értéke a harom vektor dltal kifeszitett hasab eldjeles V' térfogata — az eldjelsza-
balyt az el6z6 (i) tulajdonsag adja.

(iii) Zérus értéki a vegyesszorzat, ha komplandris (linedrisan 6sszefiiggd) az a, b és c.

(iv) Felcserélhet6 a miiveleti jelek sorrendje, valamint ciklikusan a szorzétényezdk sorrendje

is. Fenndll, tehét hogy
(axb)-c=a-(bxc)=[abc]
(ez indokolja a harom szorzétényez6t a [. . . | dobozba helyez6 irdasmdédot), valamint hogy
labc] = [bca] = [cab] =
= — [bac] = — [cba] = — [acb] |,
ahol az elsé sor a ciklikus felcserélhetdséget, a méasodik pedig a sorrendcserékbdl ad6do

el6jel valtasokat tiikkrozi.
(v) A ) skalarral torténs szorzas esetén

A[abc] = [(Aa) bc] = [a(A\b) c|[ab (Ac)] .
(vi) A fentiek mellett disztributiv is a vegyes szorzat, azaz
[(a+d)bc] = [abc]| + [dbc] .

Az (i) és (i1) alatti tulajdonsdg leolvashat6 a abrardél amely jobbsodrati a, b és c vek-
torhdrmasra szemlélteti a viszonyokat. A paralelepipedon térfogata ez esetben pozitiv hiszen
jobbsodrati nem komplandris vektorhdarmas esetén 0 < 1) < 7/2 (balsodrati nem komplandris
vektorhdrmasra 7/2 < ¢ < 7, kovetkezésképp negativ szam a térfogat).
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A (ii1) alatti tulajdonsag abbdl adddik geometriailag, hogy ez esetben zérus az a, b és c éltal
kifeszitett paralelepipedon magassdga. Formélisan is megmutathat6 a vegyes szorzat eltlinése,
ha kihasznaljuk, hogy linedrisan 0sszefiiggbek az a, b és c vektorok. Ezt az igazolast mintafel-
adatra hagyjuk.

A (iv) két tulajdonsagot részletez. A miiveleti sorrendcsere csak annyit jelent, hogy nem az
a és b dltal kifeszitett paralelogramma teriiletét szorozzuk meg a hozz4 tartozé magassaggal a
V' szadmitdsa sordn, hanem a b és c 4dltal kifeszitett parallelogramma teriiletét szorozzuk a hozza
tartoz6 magassaggal.

A ciklikus felcserélhetdségnek is ugyanez a magyardzata, mint a miiveleti sorrend felcserél-
hetdségének: mindegyik esetben mds parallelogramma teriiletet (oldallap teriiletet) szorzunk a
hozz4 tartoz6 magassaggal ugyanazon paralelepipedon esetén.

Az (v) a skaléris szorzassal kapcsolatos homogenitas kozvetlen kvetkezménye.

A (vi) a skaléris szorzdssal kapcsolatos disztributivitds kozvetlen kovetkezménye.

2.8. Kétszeres vektorszorzat, kifejtési tétel. Az a, b és c vektorok kozotti kétszeres vektori-
alis szorzatok egyszerll szamitdsdnak a kifejtési tétel az alapja. A tétel szerint

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c,
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.

(2.14)

Vegyiik észre, hogy az a vektor e-re merdleges a, 0Osszetevojét add Osszefiiggés
a (2.14), képlet specidlis esete: megkaphat6 abbdl, ha az a, b és c helyén rendre e, a és is-
mét e 4ll.

A kifejtési tétel igazoldsa eldkésziileteket igényel. Tételezziik fel, hogy nem parhuzamos
egymassal és nem zérusvektor a b és c. Ekkor az

b bl — b c . b xc
31—61—37 bl =b; 32—92—27 c| =c; as—es—m7
egységvektorok linedrisan fiiggetlenek (nincs k6z0s sikjuk) €s az altaluk alkotott tridd jobbsod-
ratd.

Ha teljesiil a kifejtési tétel harom egymastol linedrisan fiiggetlen a vektorra — ezeket a meg-
kiillonboztetés kedvéért rendre a;, as €s ag jeloli €s a fenti képletek értelmezik —, akkor nyil-
vanvald, hogy barmilyen mds a vektorra is igaz a tétel, mert az a vektor mindig megadhaté az
egymadstol linedrisan fiiggetlen a; (i = 1,2, 3) vektorok linedris kombinacidjaként (a kifejtési
tétel linearis az a-ban!).

A formalis igazoldst csak a tétel (2.14)); alatti alakjara mutatjuk meg, a méasodik alak esetén
a lenti gondolatmenet ismétlése vezet a kivant eredményre.

1. Legyen a = a; = e;. Ekkor az a helyére e;-et, a b helyére pedig be;-et irva az a (2.14),
képletben és kihaszndlva a (2.13)) osszefiiggést kapjuk, hogy
e; X (bxc)—((eg-c)b—(e;-b)c) =
=be; x (egxc)—b(e;-c)e;+b(e;-e)c=

:bCL
A

= —be;x(cxe)+ble-e)c—b(e  c)e =
—_——— HT_/
=C_ =

:_bCJ_+bCJ_:O,

ami azt jelenti, hogy az elsd esetben teljesiil a kifejtési tétel.
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2. Masodszorra legyen az a = a, = ey. Ekkor az a helyére e,-t, a ¢ helyére pedig ces-t
irva az a (2.14)); képletben és kihasznélva a (2.13) 6sszefliggést kapjuk, hogy

:7ij_
A

esx(bxc)—((e2-c)b—(ey-b)c) =cey x (bxey)—(ex-e2)b+ (ey-b)ey =
_b,_/ \ﬁfl_/
—b, =
:CbJ_—CbJ_:O,

ami azt jelenti, hogy a masodik esetben is teljesiil a kifejtési tétel.
3. Végezetiil legyen az a = a3 = e3. Ez esetben

e3x(bxc)—(es-c)b+(es-b)c=0,
=0 =0 =0
ahol az elsd tag vektorok parhuzamossdga, a masodik és harmadik tag vektorok mer6-

legessége miatt tlinik el. Ez azt jelenti, hogy a harmadik esetben is fenndll a kifejtési
tétel.
Az eldzbekkel teljes egészében igazoltuk a kifejtési tételt.
Visszaidézve a[§]dbrat, tovabba a (2.11)) és (2.12)) képleteket, kihaszndlva tovabba a kifejtési
tételt a tetszbleges €s nem zérus a vektor adott irdnyu (Ilegyen mondjuk b az irdnyt kijel616 nem
sziikségképp egységvektor) és arra az irdnyra merdleges Osszetevokre (komponensekre) torténd

a=a+ay (2.15)
felbontdsdban a kordbbiakat is Osszegezve
b(a-b
a=(e-a)e =e(a-e) = %,
b b
al:(exa)xe:ex(axe):%: (2.16)
b(a - b) b
:a—e(a-e):a—T,e:H

7 oz

a két Osszetev) értéke.

3. KOORDINATA-RENDSZEREK

3.1. Bazis, dual bazis. Legyenek nem komplandrisak (linedrisan fiiggetlenek) a g, g» és g3
vektorok. Mivel ezek a tér egy bazisat alkotjak nyilvanvald, hogy tetszdleges v vektor megad-
hat6 linedris kombinaciéjukként
v =0v'g) +v°gy +vgs (3.1)

ahol a v!, v? és v3 sulyokat a v vektor g, g, és g3 bazisra vonatkoztatott vektor koordindtainak
(skaldris OsszetevOinek, vagy skaldris komponenseinek) nevezziik.

Vegyiik észre, hogy ez a bazis tetszOleges lehet, azaz dltaldban nem normalt és nem ortogo-
ndlis.

Tegyiik fel, hogy a g', g? és g? vektorok eleget tesznek a

0 hak#/
gt = ’ kt=1,2,3 3.2
gr -8 {1 hak:€’ ) ) 4y ( )
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feltétel rendszernek, ahol az els6 feltétel csoport szerint a gt, g2 illetve g vektorok rendre
merdlegesek a g, €s g3, a g3 és gy, illetve a g; és go vektorokkal parhuzamos (vektorok altal
kifeszitett) sikra. Kovetkezik ebbdl a megfigyelésbdl, hogy a g’ vektorok is a tér egy bazisat
alkotjdk.

A mésodik feltétel csoport szerint g; - gl =g, -g? =g -g° = 1.

A gl, g? és g3 vektorok alkotta bazist dudl bazisnak nevezziik.

A fentieket kihasznélva konnyen szamithaték a v vektor v!, v? és v3 koordindtai (skaldris
komponensei) a dudl bazis ismeretében. Valdban irhatjuk, hogy

v.gl=v'g g +v'g g +0°gs - g =0,
=1 =0 =1

tovabba a részleteket elhagyva, hogy
V.g2:v2’ v-g' =0,

avagy tomoren, hogy

v-gt=1t, (=1,2,3. (3.3)

s

Az utébbi képlet teszi lehetdvé, hogy adott v vektort harom eldirt irdnyd nem komplandris
Osszetevore bontsunk fel. Ez a feladat gyakran el6fordul a statikdban. A gyors megoldés el6-
feltétele a (3.3) képlet szerint a g, g» és g3 vektorokhoz tartozé dudl bazis ismerete.

Az aldbbiakban tehat a dudl bazis meghatdrozasanak kérdését tekintjiik 4t.

Mivel a g bazisvektoroknak nincs kozos sikja fenndll, hogy

Yo = [g1g2g3] #0, 3.4)

ami azt jelenti, hogy z€rustdl kiilonbozd a g, vektorok fenti vegyesszorzata.
A

g2 X g3 g3 X g1 g1 X 82
g = ol g’ = ol g’ = o = [218283] 3.5)

vektorok a g1, g2 és g3 vektorokhoz tartoz6 ugynevezett reciprok vektorok. Vegyiik észre, hogy
ezek a reciprok vektorok egyben a keresett dudl bazisvektorok. Valoban rogton latszik a fenti
képletek szerkezetébdl, hogy teljesiil a feltételrendszer els6 csoportja, azaz a merdlegessé-
gi feltétel csoport. Ami a mésodik feltétel csoportot illeti tekintsiik példaként a g, - g* szorzatot.
Egyszer( atalakitdsokkal a ciklikus csere lehetdségének kihasznaldsdaval kapjuk, hogy

2 83 X g1 (828381 - [818283] o
828 —82- = = = —
Yo Yo Yo Yo

=1.

A madsik két esetben hasonl6 gondolatmenet vezet ugyanerre az eredményre.

A fentiekben attekintettiik, hogyan lehet egy vektor adott bdzisra vonatkoz6 koordinétdit
(skalaris komponenseit) meghatdrozni, ha ismeretes a dudl bazis.

A vektorokkal val6 miiveleteket mindig valamilyen KR-ben fogjuk elvégezni.

3.2. Descartes-féle KR. A jelen konyv a Descartes-féle (mds néven kartéziuszi) KR-t alkal-
mazza mind az elvi szdmitdsokban, mind pedig a feladat megolddsokban. Ezt a KR-t
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I
Xp€x + Yp€y

15. abra.

harom koz6s ponton dtmend és egymadsra kolcsondsen merdleges egyenes — ezek a koordindta
tengelyek — fesziti ki. A kozos pont a KR origéja. Betijele altaldban a nagy O bet. Az m
jelt (m = z,y, z) koordinata-tengelyen valamely pont helyét az orig6tl mért elGjeles tavolsa-
ga hatdrozza meg, amely (pozitiv) [negativ] szdm, ha az origébdl kiindulva (pozitiv) [negativ]
irdnyban haladva jutunk el a kérdéses pontba. A pozitiv koordinéta-irdnyokat az e, e, €s
e, egységvektorok jelolik ki. Nyilvdnvalé a viszonyokat szemléltetS [I5]a. dbrardl, hogy ez
a hdrom vektor a fenti sorrendben tekintve jobbsodrati ortonormalt bazisvektor rendszert al-
kot. Ennek alapjdn magét a KR-t is jobbsodratinak nevezik. Az e,, e,, és e, bazisvektorok
kolcsonos merdlegessége miatt fenndll, hogy

0 h
e, e, = anzm, m,m=x9,% . (3.6)
1 ham=n;

Vegyiik azt is észre, hogy az e,, e,, és e, vektorok olyan kockat feszitenek ki, amelynek egy-
ségnyi a térfogata, vagyis v, = [e,e e,] = 1. Visszaidézve a vektoridlis szorzds értelmezését
adodik egyrészrdl, hogy

e, Xe, =e,, e, Xe, =e,, e.xe, =e,, (3.7)

ami mdsrészrdl pedig azt jelenti, hogy az e,, e,, és e, vektorokhoz tartozé dudlis bazisvekto-
rok (gondoljunk e,, e,, €s e.-t a g;, g, €s g3 helyére a dudlis bazist ad6 képletekben
figyelembe véve emellett azt is, hogy most 7, = 1) Onmaguk, azaz egybeesik a két bazisvektor
rendszer.

A tér egy tetszOlegesen lerogzitett P pontjanak helyét egyértelmilien meghatarozzak a pont
(xp, yp, zp) koordindtdi. Ezek a koordindtdk az O P egyenesszakasz x, y és z tengelyekre vett
merdleges vetiileteiként adédnak. Maguk a vetiiletek egyuttal az rp = rpp vektor e,, e,
és e, bazisvektorokhoz tartozé koordindtdi (skaldris komponensei). Irhaté tehit a képlet
alapjan, w helyére az rp = rop vektort, g’ helyére az e,, vektort (m = x, %, ) gondolva, hogy

Tp =Tp- €, Yp =Tp- €y, Z2p=Tp-€,. (3.8)

Kovetkezésképp a (3.1) képlet alapjan — most az e,,, vektort gondolva a gy és az rp = rop
vektort gondolva a w helyére — kapjuk, hogy

r'p =Trop = Tp€, + Ype, + 2pe€, . (3.92)

a P pont O origéra vonatkoztatott helyvektora. A fentebb mondottakat részint a [[5a. dbra
részint pedig a[I5]b. dbra szemlélteti.
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16. abra.

A tér egy tetszbleges de nem lerdgzitett pontjdnak helyvektorat (futépont) az
r = xe, + ye, + ze, (3.9b)

modon adjuk meg az el6z8ek alapjan az xyz KR-ben. Megjegyezziik hogy a[I6la. dbra csak
magat az r vektort szemlélteti, annak x, y és z irdnyu Osszetevdit azonban nem. Leolvashaté
ugyanerrdl az dbrardl, hogy valamely B pont egy masik pontra — a jelen esetben az A pontra —
vonatkoztatott helyvektora a

rap=rp—ra= (Tp—2a)e,+ (yp —ya)e, + (25 — 2a) €, (3.10)

moédon szdmithatd, ahol a (3.9) képlet alapjan helyettesitettiik az rp és r 4 vektorokat.

A P térpontban tart6zkodé anyagi részecske (ez lehet egy anyagi pont, avagy valamely test
egy pontja) fizikai dllapotat leird, vagy ott valamilyen hatdst kifejtd fizikai mennyiséget (pl.
erdvektor) a tekintett térponthoz kbtéttnekﬂ gondolt ugynevezett lokdlis bazisban irjuk altala-
ban fel. Az xryz kartéziuszi KR-ben minden térpontban ugyanaz a lokélis bazis, amelyet jelen
esetben az e,, e, és e, vektorok alkotnak. Gorbevonali KR-ekben — pl. hengerKR — pontrol
pontra valtozik a lokdlis bazis.

A @b. dbra a P térponthoz kotott e,, e,, €s e, vektorok alkotta lokdlis bazisban szemlélteti
a P pontban tartézkod6 anyagi pont valamilyen allapotét leird

a=aze, +aye, +a.e, (3.11a)

vektort, ami a szokdsos jeloléseket véve alapul a tekintett anyagi pont gyorsuldsa is lehet. A
képletben 4ll6 a,, a, €s a, skaldrok az a vektor koordinatai (skaldris komponensei) ebben a
bazisban.

3.3. Miiveletek vektorokkal Descartes-féle KR-ben. Kovetkezik az eddigiekbdl, hogy vala-
mely b vektor az a vektorhoz hasonlé médon adhaté meg

b =b,e, +bye, +b.e, , (3.11b)

ahol a b, b, b, skaldrok, ugyanigy mint azt az a vektor esetén lattuk, a b vektor koordinatai
(skaldris komponensei). Nyilvanval6 ezek utdn, visszautalunk itt a (3.10) képletre is, hogy

atb=(a,+b)e, +(a,£b)e, + (a,+b.)e, (3.12)

az additiv vektormiiveletek kiszdmitdsanak szabdlya az xyz KR-ben.

"Lokdlis bézis magahoz az anyagi ponthoz is kothetd, de ennek a kérdésnek targyaldsa tilmutat a jelen konyv
keretein.
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Az a vektor és a A skalar szorzata tekintetében az

Aa = \aze, + Aayge, + \a.e, (3.13)

Osszefiiggés 4ll fenn.
Ami az a és b vektorok skaldris szorzatat illeti érdemes kihaszndlni, hogy a (3.6) képlet
alapjan fenndll az

A€y = Uz€; €y T Ay€y - €y + A€, - €y = Uy m=2x,Y,z
egyenlet, ami nem mds mint a (3.3)) képlet specidlis esete. Kovetkezésképp

a-b=a-(b,e, +be,+be,)=a-eb,+a-eb,+a-eb,,
S~~~ —— ~—~—
[eZ9 ay az

azaz

a-b=a,b, +a,b,+a.b, . (3.14)

Az utébbi képlet a skaléris szorzat kiszdmitdsanak szabdlya az xyz kartéziuszi KR-ben.

Az b és c vektorok vektoridlis szorzatdnak szdmitdsakor — a kordbbiakkal 6sszhangban c,,
cy €s ¢, modon jeldlve a c vektor koordindtait — ki fogjuk haszndlni (a) a Osszefiiggést,
(b) azt hogy a sorrendcsere elgjelvaltast eredményez és, (c) hogy e,, X e,, = 0. Mindezt
figyelembevéve irhatd, hogy

b x c = (be, +bye, +b.e,) X (ce; + cye, + cre,) =
= bycye, X e, +byc.e, X e, +byce, X e+
—— N—— ——
e, —€y —e;

+byc.ey X e, +a,cpe, X e, +a.cpe, X e, =
S—— ~— S——

er €y —ey

= (byc, — b.cy) e, — (byc, — bycy) € + (bycy — bycy) €y .

Tomor alakban

e, e, e,
bxc=|b, b, b, |. (3.15)
Co Cy C

Az [abc]| vegyesszorzat tekintetében az eldzGek alapjan kapjuk, hogy
labc] =a- (b xc)=
= (az€; + aye, + a.e.) - ((byc. — bocy) e, — (bpe. — bcy) €, + (bucy — bycy) €,) =
= ay (byc, — bycy) — ay (bpcy — bocy) + a; (byey — bycy)

vagy ami ugyanaz, hogy

ay a, a,
labc]=a-(bxc)=|b, b, b, |. (3.16)
Cp Cy Cy

Vegyiik észre, hogy a vegyes szorzat, mint mdvelet (iii), (iv), (v) és (vi) alatti tulajdonsiga
kovetkezik a determindnsok tulajdonsagaibdl is.
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3.4. Vektorok és matrixok. Valamely vektor, mondjuk az a vektor, koordinatdi (skalaris 0ssze-
tevoi) oszlopmaétrixba foglalhaték az

Ay
a =a= | q (3.17)
(3x1) a,

moédon. A fentiek jelolésbeli megallapodast is kifejeznek, valamely vektor matrixat az zyz
KR-ben egyszer aldhuizott félkovér nagybetiivel, az utébbi a vektort azonositd betd, jeloljik. A
méretre utal6 (3 x 1) képletrészt — a mdtrixnak 3 sora és 1 oszlopa van — éltaldban nem irjuk ki.
A vektor métrixdnak transzpondltjat és a matrixszorzas szabdlyait felhasznélva az

Gy
a-b=a"b=[a, a, a.] | ay | =a.b; + ayb, + a.b. (3.18)
a.

alakban irhat6 fel az a és b vektorok skalaris szorzata.

A b xc = d vektorialis szorzat is felirhaté matrixokkal, ha a vektorialis szorzat elsd szorzoté-
nyezdjéhez, jelen esetben a b vektorhoz, hozzdrendeljiik azt a B, ferdeszimmetrikus métrixot,
amelyet a

0 —b, b
B, = b, 0 —b, (3.19)
(3x3) -b, by O
Osszefiiggés értelmez. Ez esetben
d, 0 -—b, by Ca byc, — b.c,
d=B,c, azaz dy | = b, 0 —b, cy | = | b.cx — bgec
d, —b, by O Cy bycy — bycy

a kérdéses szorzat, ahol a d oszlop métrix valéban a vektoridlis szorzat koordinatdit (skaldris
komponenseit) tartalmazza.

A (3.19) képlet jelolésbeli megdllapodast is kifejez, a vektoridlis szorzat els6 szorzotényezs-
jéhez, ha a szorzatot matrixokkal szamitjuk, mindig az idézett képlet alapjan rendeliink hozza
egy matrixot. A madtrix betlijele a vektort azonosité betli, amit kdvetkezetesen nagybetiivel
szediink (magat a vektort kis és nagybetl egyardnt jelolheti).

4. NEHANY GEOMETRIAI ALKALMAZAS

4.1. Egyenes egyenlete. Megjegyezziik eloljardban, hogy a térben elhelyezkedd egyenes vek-
tori egyenletével kapcsolatos attekintés feltételezi egy helyen az er6vektor nyomatékara vonat-
koz6 fogalmak ismeretét.

A kérdéses a egyenest a abra az szemlélteti. Ismertnek vessziik az egyenes rogzitett P,
pontjanak rp, = r, helyvektordt, valamint az egyenes irdnyat megadé a vektort, amely dltaldban
nem egységvektor. Az egyenes P futépontjanak helyvektorat r jeloli. Leolvashat6 a viszonyo-
kat szemléltet6 fenti dbrar6l, hogy parhuzamos egymadssal az a és az rp, p vektor. Mivel két
parhuzamos vektornak zérus értéki a vektoridlis szorzata teljesiilnie kell az ezt kifejezd

axrpp=ax(r—r,)=axr+r,xa=0
——
b
egyenletnek. Ez az egyenlet, amelyet az egyenes vektor egyenletének neveziink, tdmoren az

axr+b=0, b=r,xa 4.1
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alakban frhaté fel, ahol az a és b vektorok az egyenes Plﬁckelﬂ vektorai, mas névvel Pliicker
koordinétdi. Vegyiik észre, hogy ez a két vektor kdlcsondsen merdleges egymadsra, kovetkezés-
képp teljesiil a b - a = 0 merblegességi feltétel.

17. abra.

Ha kihaszndljuk a kifejtési tétel felhasznéldsdval ellendrizhetd

a-a 1
Wax(bxa):’ap —W(ba)a:b
—— =

=1

Osszefiiggést, akkor az a vektor kiemelésével atirhatjuk az egyenes vektor egyenletét az

ax(r—rop)=0, rop = 4.2)

EG

alakba. Nyilvanval6 a (4.2)); képlet szerkezetébdl — ismét hangsilyozzuk, hogy ezt az a formélis
kiemelésével kaptuk —, hogy az rop vektor az egyenes egy pontjanak, ezt D jeloli, helyvektora
kell legyen. Mivel emellett merdleges az rop vektor az a vektorra kovetkezik, hogy ez a vektor
az egyenes origbhoz legkozelebb fekvd pontjanak helyvektora.

Adott a és b mellett a (4.1)); egyenlet az r vektort tartalmazza ismeretlenként. Ha kolcso-
nosen merdleges egymasra az a és b, akkor a megoldasként megjelend r egy egyenesen fut
végig.

Ha er6vektor lenne az a vektor, akkor a b vektor az er§ O origéra vett nyomatékat jelentené.

Nyilvanval6 a[I7] dbrardl, hogy a P pontba az

r=r,+\a (4.3a)

moédon is eljuthatunk, ahol a A skaldr paraméter értéke a P pont helyétdl fiigg. Az utébbi
egyenlet az egyenes egyenletének paraméteres alakja. A vonatkozo skaldris egyenletek pedig
az

T=To+Nag, Y=Yo+Aay, 2=2+A\a, (4.3b)

modon irhatok, ahol z,, y, és z, a P, pont hdrom koordinatéja.

4.2. Linedarisan fiiggetlen egyenesek. Tekintsiink véges szamu egyenest. Jelolje az egyenesek
szamat n (n > 2). Feltételezziik hogy ismeretesek a tekintett egyenesek

ﬁi:aixr—l—bi:() izl,...,n (443)

2Julius Pliicker (1801-1868) német matematikus és fizikus.
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alaku vektor egyenleteinek
a; = Qi€ + Ay €y + a;.e; . 1 4.4b
bi = bizem + bz‘yey + bizez EE L n ( ’ )

Pliicker vektorai.
A tovdbbiakban, dsszhangban az eddigiekkel is, a \; (i = 1,...,n) skaldrok sdlyokat jelen-
tenek majd. Ertelmezés szerint linedrisan fiiggetlennek nevezziik az £; egyeneseket, ha az
)\1a1+)\2a2+~--+)\nan:0,
)\lbl+)\2b2++)\nbn:0
egyenletek csak akkor dllnak fenn, ha \; = 0.
A fogalomhoz két megjegyzést érdemes hozzatenni.

4.5)

(a) Az L, egyenesek irdnyitott egyeneseknek tekinthetSk hiszen tartalmazza az egyenletiik
az a; iranyvektort. Ennek alapjan egyes esetekben az egyenes sz6 helyett (vagy vele
egyiitt) a tengely sz6t is haszndlni fogjuk.

(b) Az egyenesek linedris fliggetlensége geometriai sajatossdga ezeknek az alakzatoknak.
Maisként fogalmazva a linedris fliggetlenség KR fiiggetlen sajatossag kell, hogy legyen.
Ennek ellentmond léatszélag az a koriilmény, hogy az egyenesek egyenletében all6 b;
Pliicker vektor az irdnyvektor nyomatéka az origéra, azaz KR fiiggd. Az ellentmondas
a kovetkez6képpen oldhat6 fel. A abra két KR-ben szemlélteti az i-edik egyenest.

18. 4bra.
Az A kezdSponti KR-ben
a; , b; =rap, X a; ,
a B kezddponti KR-ben pedig
a; , b =rpp, x a; = (rpa +rap,) X a; =

=I'pa X &; + bz

az egyenes Pliicker vektorai. Kovetkezésképp

Z)\b rpA X ZAiai + ) Ab; =0,

—— ——

#3):1 = =0 #3)o = =0
ami azt mutatja, hogy teljesiil a linedris fiiggetlenség feltételrendszere a B kezdSponti
KR-ben is, ha az fenndll az A kezdSponti KR-ben.



4.2. Linedrisan fiiggetlen egyenesek 23

Az tovabbiakban az értelmezés hatterét kivanjuk megvildgitani, és egyuttal azt a kérdést is
megvalaszoljuk, hogy milyen feltételeknek kell az egyenesek Pliicker vektorainak eleget tenni
ahhoz, hogy teljesiiljon az egyenesek linedris fiiggetlenségének (4.3) alatti feltételrendszere.

A val6s szamok {dy;, da;, ds;, . . ., dn;} rendezett N (N > 2) elemii sokasdgat vektornak ne-
vezziik majd és d;-vel jeloljiik. Vegyiik észre, hogy ez az értelmezés N = 3 esetén tartalmazza
a haromméretd tér vektor fogalmat is, hiszen a tetszéleges w vektort tekintve példdnak annak
{wy, w,,w,} elemei rendezett sokasdgot alkatnak. A d; vektorok vektorteret alkotnak, amely-
nek elemeitdl, jeloljon ezek koziil tetszoleges kettdt a és b — nem Pliicker vektorokrdl van ez
esetben sz6 — , megkoveteljiilk hogy az 6sszeadds és a skaldrral torténd szorzds (jelolje « és A
a kérdéses skaldrokat) tekintetében eleget tegyenek a[2.2] és a[2.3] szakaszokban részletezett
(1), (i1). (iii) és (iv) szamdu tulajdonsagoknak. A két idézett miiveletet, valamint a zérus elemet
egyébként az

ay + by Kaq 0
a+b= CLQ.—‘l—. ba , Ka = Ha2 , 0= O (4.6)
ay + by Kan 0

Osszefiiggések értelmezik.
Linedrisan 0sszefiiggének nevezziik értelmezés szerint a d; vektorokat, ha azon feltétel telje-
stilése mellett tinik el a

i=1

Osszeg, hogy legalabb kettd a \; skaldrok koziil kiilonbozik a zérustdl. Ha az 6sszeg csak akkor
zérus, ha a \; skaldrok (sulyok) mindegyike zérus, akkor linedrisan fiiggetlenek a d; vektorok.
A

d=> \d; =0 (4.8)
=1

Osszeg a d; vektorok egy linedris kombinacidja.

A zérustdl kiilonbozd d;, ¢+ = 1,...,n vektorok akkor és csak akkor tekinthetdk lineari-
san Osszefiiggbnek, ha valamelyik dj vektor (2 < k < n) az 6t megel6z8 vektorok linedris
kombin4cidja.

Valdban, ha linedrisan osszefiiggéek a d; (i = 1,...,n) vektorok, akkor fennall a (4.7)
Osszefiiggés, amelyben A\, (kK = 1,...,n) az utolsé nem zérus értékd szorzotényezd (\; =
0, i=k+1,...,n). Ekkor

k k-1
\,
; \id; =0, ahonnan dj = — ZZI )\—;di =0 (4.9)

Ha k = 1 akkor \1d; = 0, vagyis d; el kell, hogy t(injon. Ezt az esetet tehat kizarjuk.

A fentiek szerint a feltétel elégséges. A sziikségesség pedig nyilvdnval6 a (4.7) értelmezés
alapjan.

A vektortér egy bazisat alkotjak értelmezés szerint a g1, go, . . . , g, vektorok, ha tetszdleges

7z

d vektor eléallithat6 ezek egy
i=1

alaku linedris kombinacidjaként.
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A vektortér valamennyi bazisa azonos szamu vektort tartalmaz.
Ezt az dllitast az aldbbiakban igazoljuk. Legyen G = {g1,82,..., 8} és F = {f1,f5,... . £},

7z

m > n két kiillonbozd bazis. Nem nehéz beldtni, hogy ekkor barmely vektor elallithaté az

f17g17g27"-7gn (411)
vektorok linedris kombindcidjaként. Vegyiik ugyanakkor észre, hogy ezek a vektorok nem line-
arisan fliggetlen vektorok. Kovetkezésképp létezik egy olyan gy, vektor, amelyik a tobbi linedris
kombindcidja. Ha ezt elhagyjuk, akkor a fennmaradé

f17g1>g27 e s Bk—1,8k+15-- -5 8n

vektorok ismét linedrisan fiiggetlenek, azaz bézist alkotnak. Tekintsiik most az utébbi bazis
bovitésével adoédo

fi. 85, 81,82, -+, 8k-1,8k+1,- - -, B
vektorokat — ezek ismét linedrisan Osszefiiggdek — és ismételjilk meg az el6z6 gondolatmene-
tet. Vegyiik figyelembe, hogy az f; vektorok linedrisan fiiggetlenek, és igy nem tavolithatok
el a fentebb leirt elimindcids 1épések sordn. Végeredményben — az utolséd elimindcids 1€pést
kovetden — azt kapjuk, hogy linedrisan dsszefiiggdek az

fla f27 s 7fn+1

vektorok, ez a megallapitds azonban ellentmond a kiindul¢6 feltevésnek.

A vektortér méretét, a vektorteret alkotd vektorok elemeinek szdma adja meg. Ezt N-el
jeloltiik.

A vektortér barmely bazisat a vektortér méretével azonos szamu linedrisan fiiggetlen vekto-
rok alkotja.

Ennek belatasdhoz, tekintettel arra, hogy minden linedrisan fiiggetlen vektorok alkotta bazis
ugyanannyi linedrisan fiiggetlen vektort tartalmaz, elegendd egy ilyen bazist megkonstrudlni.
Tekintsiik az

€11 1 €12 0 E€1N O
€21 0 €22 1 CaN 0
€ = €31 = 0 , €2= €32 = 0 yeees EN= €3N = 0
eN1 0 eN?2 0 ENN 1
4.12)

vektorokat. A fenti vektorok linedrisan fiiggetlenek, mivel a vonatkoz6

N
Z )\iei =0
=1

alaku feltételi egyenlet szétesik egy ismeretlent tartalmazé
)\Z-el-i:(J, Z:1,,N

alaku egyenletekre, ahonnan \; = 0. Madsrészr6l az is nyilvanvald, hogy tetszdleges d =
{di,ds, ..., dy} vektor elédllithaté a e; vektorok egy olyan linedris kombindcidjaként, amely-
ben dl = /\1,

Visszatérve mostmar az egyenesek linedris fiiggetlenségével kapcsolatos (4.3) feltételrend-
szerhez értelmezziik az N = 6 elemd d; vektorokat a hdromméretii tér egyeneseinek Pliicker
vektoraival a

d; = {du, dai, d3i, dai, dsq, dGi} = {am iy s iz, bix, biya biz} (4.13)
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moédon. A fentiek figyelembevételével atirhaté az egyenesek linedris fliggetlenségének (@.5))
alatti feltételrendszere a

alakba, ahol a \; (i = 1,...,n) zérus kell legyen ahhoz, hogy a kérdéses feltétel teljesiiljon.
Ennek az egyenletnek az az olvasata, hogy linedrisan fiiggetlenek kell, hogy legyenek a Pliicker
vektorokbdl képzett d; vektorok az N = 6 méretii térben. Mivel csak maximum hat linedrisan
fliggetlen vektora van ennek a térnek kovetkezik, hogy maximum hat a linedrisan fiiggetlen
egyenesek szdma.

Ha hat egyenes linedrisan fiiggetlen, akkor az

)\1d1 + )\2d2 + )\3(313 + )\4(14 + )\5(15 + )\Gdﬁ =0 (415)
egyenlet csak zérus \; (i = 1,...,6) esetén teljesiilhet. A fenti egyenlet atirhaté6 matrixos
formalimussal a

[ diy dio dis dig dis dig [ AT [ 0
doy dog dog das das  dog A2 0
d31 dsp dsz dsa dss dsg A3 0

0
0
0

— 4.16
Ay dip diy das dis dig | | A ’ (4.16a)
ds1 dse dsz dsa dss  dsg A5
| de1 de2 des dea des des 1 L A6 L 0
vagy ami ugyanez az
[ A1y Q2p G3z G4z G5p Qg | [ A1 ] 07
A1y A2y A3y A4y A5y  Agy )\2 0
1, Gz, A3, Q4 05, gy A3 | |0
bie oo bse baw bse bee || M| |0 (4.16b)
biy bay bsy by bsy bey A5 0
L blz b2z sz b4z b5z bﬁz i L )\6 | L 0 i
N ~ T N’ N
A A 1]
(6x6) (6x1) (6x1)

alakba. Matematikailag homogén linedris egyenletrendszerre jutottunk, amelyben a \; (i =
1,...,6) skaldrok (sdlyok) az ismeretlenek. Akkor fiiggetlenek tehdt linedrisan a kérdéses
egyenesek, ha ennek az egyenletrendszernek csak a \; = 0 trividlis megoldds a megolddsa.
Ennek az a feltétele, hogy a kérdéses hat egyenes Pliicker vektoraibdl képzett A matrixnak
z€rustdl kiillonbozb legyen a determindnsa, azaz hogy teljesiiljon az

det( A )#£0 (4.17)

(6x6)
egyenlet. Nyilvanval6, hogy hatnal kisebb szdmu egyenes is lehet linedrisan fiiggetlen.
4.3. Sik egyenlete. A [19]a. dbra az S sik egy kiragadott darabjét szemlélteti. Az r, és r vek-

torok a sik rogzitettnek tekintett rp, = r, pontjanak, valamint a sikon végigfuté P pontnak a
helyvektorai. Az rp p = r — rp, kiilonbség vektor benne fekszik az S sikban. Kovetkezdleg
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19. abra.

merdleges a stk n normdlisdra, amely nem sziikségszertien egységvektor. Mivel két merdleges
vektornak z€rus a skaldrszorzata teljesiilni kell

n-(r—r,) =0

egyenletnek, amely atirhat6 az

n-r—d=0, d=n-r, (4.18)

alakba. Ha az n egységvektor, akkor megéllapithaté a[I9]b. abrardl, hogy a d a sik orig6tél
vett elGjeles tavolsdga. Ez az dbra oly médon szemlélteti az S sikot, hogy az élben lathaté. Az
origdbdl az S sikra bocsatott merdleges, amely parhuzamos az n normadlissal, a B pontban dofi
az S sikot. Nyilvanval6 egyrészr6l, hogy az OB egyenesszakasz hossza az origd siktdl mért
tavolsdga. Masrészrol pedig, ha egységvektor az n akkor |d| = |n - r,| = |r,|| cos ¢| a kérdéses
tdvolsdg szamitdsdnak képlete. Ami az el§jelet illeti pozitiv a d, ha az n és az r, kozétti ¢ szog
a [0, 7/2) intervallumba esik. Az dbra ezt az esetet szemlélteti.
A egyenlet kirészletezése az

Ng® +nyy +nz2—d=0, d = NgTo + NyYo + N2 4.19)

alaku skaldr egyenletre vezet.

4.4. A térgorbék differencial geometridjanak néhany osszefiiggése. A térgorbe rudak egyen-
sulyi egyenleteinek levezetése sordn sziikség van a térgdorbékre vonatkozo egyes geometriai tar-
talmu Osszefiiggésekre. Az aldbbiak ezeket az 0sszefiiggéseket kisérlik meg attekinteni.

Az L térgorbe valamely kiragadott pontjanak térgorbén elfoglalt helyét a pont s {vkoordi-
natdjaval adjuk meg. Az ivkoordinata a térgorbe egy rogzitett pontjatdl a gorbe mentén mért
eldjeles tavolsdga a kiragadott pontnak. Az elgjel (pozitiv)[negativ], ha a rogzitett pontbol (az
ivkoordinata origdjabol) (pozitiv)[negativ] haladési irdnyban jutunk el a kiragadott ponthoz. Az
L térgorbét szemléltetd abran s az ivkoordindta, A az ivkoordinata origéja és nyil jelzi a po-
zitiv haladasi irdnyt a gérbe mentén. A P futdpont helyét megad6 r(s) vektor-skaldr fiiggvény
a térgorbe paraméteres egyenlete, az egyenletben s a paraméter. Feltételezziik a tovabbiakban,
anélkiil, hogy erre kiilon is felhivnank a figyelmet, hogy kell6 rendben derivalhat6 az s sze-
rint r(s) fliggvény. Megjegyezziik még, visszautalva a térbeli egyenes paraméteres egyenletére,
hogy nemcsak az s ivkoordindta vélaszthat6 paraméterként.
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20. abra.

Az eddig mondottak alapjan
r(s) = z(s)e; +y(s)e, + 2(s)e, (4.20)

a térgorbe egyenletének dltaldnos alakja. A képletben az s ivkoordindta fiiggvényei az x(s),
y(s) és z(s) koordinatak.
Nem szorul kiilonosebb magyarazatra, hogy a

dr(s)
=t 4.21
"= t(s) @21
ivkoordinata szerint vett derivélt a térgdrbe érintdiranyd egységvektora. Ennek derivaltjét az
dt 1
d(;) = rn(s) = (s 4.22)

alakban frjuk fel, ahol dgy vdlasztjuk meg a k = 1/p > 0 skaldrt, hogy egységvektor legyen az
n. Mivel egységvektor a t kovetkezik, hogy

d dt(s)
t(s)-t(s) =1 = dst<$) t(s) = 2t(s) e

ami azt jelenti, hogy merGlegesek egymadsra a t(s) és n(s) vektorok. A térgorbe egy adott s
ivkoordinatdji pontjidban az érintére merdleges sikban fekvd vektorok mindegyike a térgorbe
egy normalisa. Ezek koziil a egyenlettel adott n egységvektor a térgdrbe fonormélisa,
a t és n vektorok altal kifeszitett sik a térgdrbe simuldsikja, ~ a térgorbe gorbiilete és végiil p
a térgorbe gorbiileti sugara a simuldsikban. Megjegyezziik, hogy a (4.22)) osszefiiggés az elsd
Frenet—Serretﬂ képlet. A masodik és harmadik Frenet—Serret-képletre nem lesz sziikség ezért
ezeket nem részletezziik ehelyiitt.

= 2rt(s) -n(s) =0,

5. FELADATOK MEGOLDASOKKAL, GYAKORLATOK

5.1. Mintafeladatok

1. Feladat: Igazolja, hogy zérus a vegyesszorzat értéke, ha linedrisan 9sszefiigg az [abc] szorzatot alkotd
harom vektor.

Megoldas: Mivel linedrisan osszefiiggbek az a, b és ¢ vektorok fennall, hogy a = kb + Ac, ahol a k és A
skaldr. Kovetkezésképp
[abc] = [(kb+ Ac) x b]-c=k(bxb)-c+A(cxb)-c=0.

~—— ~——
=0 lc

3Jean Frédéric Frenet (1816-1900) francia matematikus, csillagdsz és meteoroldgus. Joseph Alfred Serret
(1819-1885) francia matematikus.
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5. Feladatok megolddsokkal, gyakorlatok

Megforditva, ha [abc] = 0, akkor merdleges az a x b az a-ra, a b-re, valamint a c-re is, ezért egy sikkal
parhuzamosak (komplandrisak) vagyis linedrisan 6sszefiiggdek.

2. Feladat: Igazolja az (zyz) KR-ben végzett alkalmas atalakitdsokkal a kifejtési tételt!

Megoldas: Elegendd azt megmutatni, hogy azonosak az x koordinatak, mivel a masik két esetben ugyanez

a gondolatmenet vezet célra.
Nyilvanval6 egyrészrol, hogy

[ax (bxc) e, =

masrészrdl pedig hogy

[(a-c)b—(a-b)c] e,

by

€y
Qg

bz

Cz

ey e,

az
by
Cy

- e, =

= Gy (bwcy - bycI) — Gz (bzcz - baccz) )

= (azcx + aycy + azcz) by — (ambz + ayby + azbz) Cs

ami megegyezik az el6z6 eredménnyel, ha figyelembe vessziik, hogy az aldhdzott tagokat tartalmazo két

szorzat torli egymast.

3. Feladat: Tegyiik fel, hogy a + b 4+ ¢ = 0. Igazolja, hogy ez esetben

axb=bxc=cxa.

Megoldas: A feltételi egyenlet szerint c = —a — b . Kovetkezésképp
bxc=bx(-a—b)=-bxa—-bxb=-bxa=axb.
Ugyanez az eredmény adédik, ha figyelembe vessziik, hogy a harom vektor zart haromszoget alkot. Ebbol

addddan a kérdéses vektor szorzatok mindegyikének a haromszog teriiletének kétszerese az abszolut érté-
ke. Azt sem nehéz ellendrizni, hogy az el6jelek is azonosak.

4. Feladat: Az A és B pontok origéra vonatkoztatott r 4 és r g helyvektorai egyértelmtien meghatarozzak az
AB egyenes szakaszt. Mutassa meg, hogy az

Megoldas: Leolvashaté a fenti dbrardl, hogy az AB egyenes szakaszt £ : k ardnyban feloszté pontnak

rc=r —I—Lr =r +L(r —T4)
C=Tat mtap =ta+ e (T —ra

kE+1 k

k ¢
k+ 0 k+£>r“‘+k+£r3

B EYAR

k
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a helyvektora. Ezzel mindkét 4llitast igazoltuk.

Nyilvéanval6 az el6z8ek alapjan, hogy az A B egyenesszakasz felezési pontjdnak, ekkor ugyanis k = ¢ = 1,
az

rc=—-(ra+rp)

N =

vektor a helyvektora. Ez végpontokat megadé helyvektorok szamtani kézepe.
4. Feladat: Ismeretesek az A, B és C pontok koordinatdi az zyz KR-ben: A(2;0;5) m, B(—1;4;0) m,
C(—3;0;4) m. Hatdrozza meg az ABC hdaromszdgben az A cstcshoz tartozé « szoget!

y
Megoldas: Az
ry =2e, +5e,[m], rgp=—e,+4e,[m], rc = —3e, +4e, [m]
helyvektorokkal
rpp=rp—ry = —3e; +4e, —Se,[m], rqac =rc—ry=—5¢e; —e,[m]

rap| = V3% + 42 + 52 = /50 ~ 7.0711 [m],
[rac| = V52 + 12 = V26 ~ 5.0990 [m].
A skaldris szorzds értelmezése alapjan kapjuk, hogy
rap-rac = |rap||rac|cosa,

rAB-TAC 15+5
lrag||rac|  7.0710 x 5.0990

ahonnan v = 0.982 79 rad = 56.30°.

Cosx =

= 0.55470 ,

5. Feladat: Szamitsa ki (a) a22] dbrén vazolt ABC hdromszog teriiletét, és (b) az OABC tetraéder térfoga-
tat!
Megoldas: Az
e; € e,
rag Xrac=| -3 4 =5 |=de,+22e,+ 20e, [m?]
-5 0 -1

vektorszorzat birtokaban
1 1
Tapc = 5 lrap X rac| = 3 42 4222 4+ 202 = 15 m?

a kérdéses teriilet. Ami pedig az OABC tetraéder térfogatit illeti emlékezziink arra, hogy az a befoglalé
paralelepipedon térfogatdnak egy hatoda. Kovetkezésképp

2 05
2 1
[farpre]==| -1 4 0 |= 92 _ 15§ m? .
-3 0 4

Voasc =

S| =
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5. Feladatok megolddsokkal, gyakorlatok

6. Feladat: Irja fel a abran vazolt ABC haromszog AB oldaléle altal meghatarozott egyenes egyenletét!

Megoldas: A kérdéses egyenes vektor egyenletét egyértelmiien meghatdrozzak az a és b Pliicker vektorok.
Nyilvénval6 az 4brardl, hogy

a=rup = —3e, + 4e, — Se, [m],
és, hogy
e e e,
b=ryxa=raxrag=| 2 0 5 | =—20e, — 5e, + 8e. [m]”,

-3 4 -5
mivel a b vektor az a vektor nyomatéka az origéra. Az a és b Pliicker vektorok ismeretében
axr+b=(—3e, +4e, — 5e;) X (ve, + ye, + ze,) — 20e, — be, + 8e, =0
az egyenes egyenlete. Az egyenlet paraméteres alakja pedig az
r=rs+Aa, azazaz ze, + ye, + ze, = 2e, + e, + A\ (—3e, + 4ey — Se;)

modon irhato fel.

7. Feladat: Szamitsa ki a22] dbréan vazolt ABC hdromszog adataival az r oc vektor r 4 g vektorral parhuza-

mos r 4¢y| és arra merdleges r 4| 0sszetevdit!
Megoldas: Az r,p vektorhoz tartozé

1
AR (—3ey + 4e, — be,)

e = =
rasl V50

egységvektorral

1
rac| =e(rac-e) = 0 (—3e, +4e, — 5e;) [(—bey —e;) - (—3e, + 4ey — 5e;)] =
1
=50 (—3e; +4e, — 5e;) (15 +5) = —1.2e, + 1.6e, — 2e, [m]

a keresett parhuzamos vektor sszetev. A merdleges 6sszetevd pedig

raclL =ex(rac xe)=ryc —e(rac-e) =rsc —Trac| =
= —be, —e, — (—1.2e, + 1.6e, — 2e,) = —3.8¢, — 1.6e, + e, [m].

8. Feladat: Irja fel a abran véazolt ABC haromszog sikjanak egyenletét! Mekkora a sik orig6t6l mért

tavolsaga?
Megoldas: Az
rap X rac = 4de, + 22ey, + 20e, [m?]

vektorszorzat a sik egy normadlisa. Az

rap X rac 1 1
" feap xrac] VP22 er F 2Ry T 200) = g (der + 22ey o 20e)

egységnormalis felhasznalasaval kapjuk a sik altalanos alakui
n(r—ry)=0
egyenletébodl a kérdéses sik egyenletét

1
30 (4deg + 22ey + 20e;) - [(ze, + ye, + ze.) — (2e, + 5e,)] = 0.

A skaldris szorzatokat is szdmitva kovetkezik innen, hogy
1 1
%(4x+22y+20z) — %(8—&-100) =0,
————
d=3.6

ahol a d = 3.6 m érték a sik orig6tél mért tavolsaga.
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9. Feladat: Hatdrozza meg az S sik, és az a egyenes
doféspontjanak helyvektorat!

23. dbra.
Megoldas: A megoldés soran ismertnek tekintjiik az egyenes €s a sik

axr+b=0, n-r—d=0

alaku egyenleteinek a, b, n és d paramétereit. Szorozzuk meg az egyenes egyenletét jobbrol vektoridlisan
az n vektorral. Kapjuk, hogy

(axr)xn+bxn=0,
ahonnan a kifejtési tétel alkalmazdsdval és dtrendezéssel az

(a-n)r—(n-r)a=nxb
képlet kovetkezik. Innen kifejezhet6 az r vektor:
1
= — X b . .
r a-n(n +(n-r)a)
Ha az r a siknak is pontja, akkor n - r = d. Kovetkezésképp
1
a-n

a doféspont helyvektora. Ha parhuzamos egymadssal az egyenes €s a sik, akkor a-n = 0 és nincs végesben
fekvé megoldasa a feladatnak.
10. Feladat: Ismeretesek az S és S, sikok

n-r—d; =0 é mny-r—dy=0

egyenleteinek paraméterei. Hatdrozza meg a két sik metszésvonaldnak egyenletét!

n2

24. abra.

Megoldas: Szorozzuk meg az S; sik egyenletét no-vel, az Sy sik egyenletét n;-el, majd vonjuk ki a
madsodik egyenletet az elsébdl. Kapjuk, hogy

ny (n -r) —n; (ng-r) — (nad; —nydy) =0

(ny Xng)Xr
azaz, hogy

(n1 X ng) Xr— (nady —ny1dy) =0
—_—— —_————
=a =b

ami valéban a kérdéses egyenes egyenlete, hiszen a-b = 0. Ha a sikok parhuzamosak, akkorn; xng =0
kovetkezdleg nincs végesben fekvd metszésvonal.
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5.2. Gyakorlatok

1. Igazolja a vektorok skaldrral torténd szorzasaval kapcsolatos azonossagokat!
2. Igazolja, hogy a haromméretii térben négy vagy tobb vektor mindig linedrisan 0sszefiiggd!
3. Hogyan kell megvalasztani a A skaldr paraméter értékét ahhoz, hogy kolcsondsen merdlegesek legyenek
egymasra az a + Ab és a — Ab vektorok?
4. Ismeretesek egy paralelogramma A, B és C csticsdnak koordinatdi: A(2;0;5) m, B(—1;4;0) m, C(—3;0;4)
m. Szamitsa ki a negyedik, azaz a D cstcs koordinatdit.
5. Ismeretesek az A, B, C' és D pontok koordinati:
(a) A(3;—1.5;6) m, B(—1.5;0;4.5) m, C'(4.5; —1.5;0) m, D(1.5;1.5;3) m;
(b) A(1;0;—3)m, B(—2;1;4),C(—1;—-1;-2) m, D(—3;1;0) m;
(c) A(1;-9;—12) m, B(3; —5;—14) m, C'(0; —11; —11), D(2; —7; —13) m.
Ellendrizze, hogy vajon egy sikban vannak-e az A, B, C' és D pontok!
6. Ismeretesek az A, B és C pontok koordinatdi: A(0; —2;5) m, B(4;1;0) m, C(0;3;4) m.
(¢c) Szamitsa ki az ABC haromszog B csticsanal fekvé 3 szoget!
(a) Hatarozza meg az AC' pontokon dtmend egyenes vektoridlis és paraméteres egyenletét!
(b) Irjafel az ABC sik egyenletét. Mekkora a sik orig6tél mért tavolsdga?

6. MASODRENDU TENZOROK
6.1. Diadikus szorzat. Az a és b (|a] # 0, |b| # 0) vektorok diddikus szorzatat a
A=a®b 6.1)

modon jeloljiik: a képletben 4ll6 félkovér dolt nagybetli a didd tomor jelolése (a diddosszegeket
is ugyanilyen médon jeloljiik majd), az a vektor az elsé szorzétényezd, az ® szimbdlum a
diddikus szorzds miiveleti jele, a b vektor pedig a méasodik szorzétényezd.

A diddikus szorzds nem kommutativ miivelet:

a®b#b®a (6.2)

Legyen c és d (Ja| # 0, |b| # 0) két tovébbi vektor, és jelolje C ezek diddikus szorzatat. A
diadok Osszegezése kommutativ miivelet:

a®b+c®d=A+C=C+A. (6.3)
A diddikus szorzat tovédbbi tulajdonsdgait az alabbiak részletezik, az o skalar:

a®(b+c)=a®b+a®c disztibutivitds (6.4a)
(cvd) ®b =a® (ab) = a(a®b) asszociativitds (6.4b)

Két vektor diddikus szorzatdnak egy harmadik vektorral vett skaldris szorzatat a
A-c=(a®b)-c=a(b-c), c-A=c-(a®b)=(c-a)b (6.5a)

modon értelmezziik:

A-c#c-A (6.5b)

nem mindegy, tehdt hogy a diddot jobbrdl vagypedig balrdl szorozzuk skalarisan egy vektorral.
Tulajdonsagok:

(a®@b)-(c+d)=a®(b-c)+a®(b-d)
(a®@b+c®d)-e=a(b-e)+c(d-e)

[(aa) @b] - ¢ =[a® (ab)]-c = (a®b) - (ac)
(ac) - [b®-c]=a-[(ab)®c]=a-[b® (ac)]

A fenti tulajdonsdgok a jobbrdl torténd skaldris szorzds esetén is érvényesek.

disztibutivitas (6.6a)

asszociativitas (6.6b)
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Két vektor diddikus szorzatdnak egy harmadik vektorral vett vektoridlis szorzatat a
(a®b)xc=a®(bxc), cx(a®@b)=(cxa)®b (6.7)

modon értelmezziik (nem mindegy, hogy a diddot jobbrdl vagypedig balrdl szorozzuk vektori-
alisan egy adott vektorral), az eredmény tehat egy diad.
Tulajdonsagok:

(a®b)x(c+d)=a®(bxc)+a®(bxd)
(a®b+c®d) xe=a®(bxe)+c®(dxe)
[(ca) @ b] x c =[a® (ab)] x c = (a®b) x (ac)
(ac) - [b® xc] =a x [(ab) ® c] = a x [b® (ac)]
Tekintsik az A = a ® b és C = ¢ ® d diadokat.
Valamely didd transzpondltja a szorzétényez6k sorrendjének felcserélésével kaphat6 meg.
Betiijele a jobb fels indexben all6 nagy T beti: AT = (a®b)’ =b®a.
Di4dosszeg transzpondltja az egyes 0sszeadanddk transzpondltjainak dsszege.
Nem nehéz ellendrizni a fentiek alapjan a
A-c=(a®@b)-c=c-(a®@b)l =c- AT, (6.9a)

c-A=c-(a®b)=(a®@b)l-c=A4".c (6.9b)

disztibutivitas (6.8a)

asszociativitas (6.8b)

képletek helyességét.
Tekintsiik ismét az A = a ® b és C = ¢ ® d diddokat. Két diad skaldris szorzatit a

A-C=(a®b) (c®d)=(b-c)(awd)=D, A-C#C-A (6.10)

modon értelmezziik. Az eredmény a D didd. A miivelet dltaliban nem kommutativ. Legyen
az R = e ® f egy tovabbi didd — az e és f tetsz6leges nem zérus vektorok. A diddok skaldris
szorzatara nézve fenndll, hogy

(A+C)-R=A-R+C-R SR (6.11a)
R (A+C)—R-A4+R-C disztributivitas 6.11b)
(A-C)-R=A-(C-R) e (6.11c)
(@A) C —A - (aC) = a (A C) asszociativitas 6.11d)
6% . ot . fry . .
Nem nehéz ellendrizni, hogy fenndll az
(A-C)" =CT. AT (6.12)

egyenlet is.
Az A = a®bés C = c® d diddok energia tipust (mds elnevezéssel belsd, vagy kettds
skaldris) szorzatét a
A--C=(a®b)--(cewd)=(a-c)(b-d)=a-(c®d)-b=
=(c-a)(d-b)=(c®d)--(a®b)=C--A (6.13)
modon értelmezziik. A miiveleti jel egymds mellett fekvo két félkovér pont. Vegyiik észre, hogy

az igy értelmezett szorzat, amint azt a fenti egyenletbdl kozvetleniil kiolvashatd, kommutativ
miivelet. Tulajdonsdgok:

(A+C)--R=A--R+C--R disztributivitds (6.14a)
(@A) -R=A--(acR)=a(A--R) asszociativitds (6.14b)
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6.2. A masodrendii tenzor értelmezése. Megéllapodunk abban, hogy a skaldrokat nulladren-
dd, a vektorokat pedig elsérendii tenzoroknak tekintjiik. A jelen szakaszban a masodrendd,
tenzorokkal alapvetdn kapcsolatos kérdéseket tekintjiik at.

Ertelmezés szerint homogén linedris a w = f(v) vektor-vektor fiiggvény, ha tetszSleges
véges \' skaldr és v; vektor mellett (i=1,2,3,...,n) fenndll az

f (i X’vi) = i NE (v) (6.15)
=1 =1

fiiggvényegyenlet. Geometriailag a w = f(v) homogén linedris vektor-vektor fiiggvény az O,
pontbdl felmért v vektorok terét az O,, pontbol felmért w vektorok terére képezi le. Mivel
eszerint minden v €s minden w vektornak megfelel a vonatkoz6é haromdimenzids tér egy-egy
pontja, azt mondhatjuk, hogy a w = f(v) fiiggvény — ha az nem elfajulé — a hdromméreti teret
ugy képezi le kolcsondsen egyértelmiien dnmagéra, hogy pontnak pont, egyenesnek egyenes
és siknak sik felel meg. Az elfajulé w = f(v) fiiggvény a teret egyetlen sikra, vagy egyetlen
egyenesre, vagy egyetlen pontra képezi le. Az O, és O,, origék egybeeshetnek.

Z z
v
/\ w
O, Oy
X Y x J

25. dbra. A v targyvektor és w képe.

A (B.1) képlet szerint tetszSleges v vektor megadhaté a haromméreti tér egy bazisat alkotd
g; vektorok linedris kombindcidjaként. Kovetkezésképp fenndll, hogy

w="_(v)="1(v'g +v’g +v’°gs) = v'f (g1) + V*f (g2) + v°f (g3) =
~—— —— ~——
w1 wWo w3
= v'wy + viwy + vdws . (6.16a)

A képletben all6 wy, wy €s ws vektorok rendre a vy, vo és vs targyvektorok képei, azaz képvek-
torok. Kiolvashat6 a fenti 6sszefiiggésbdl, hogy a harom képvektor (kilenc skalér) egyértelmiien
meghatédrozza a leképezést, mivel a harom képvektor ismeretében tetszdleges v targyvektorhoz
— feltéve, hogy ismert annak (3.1)) szerinti el6dllitdsa — kiszamithaté az f (v) fuggvény, azaz a
v képe.

Az (z,y, z) Descartes-féle KR-ben

w="f(v) =1 (ve, +vye, +v.e,) =v,f(e;) +v,f(e,) +v.f(e,) =
—— —— ~——

=V, W, +U,W, + v, W, . (6.16b)

az elozd Osszefiiggés alakja — v,, m = x,y, 2z a v vektor koordinatdit (skaldris 0sszetevdit)
jeloli.

Tovébb alakithat6 a (6.16a) dsszefiiggés, ha kihasznaljuk (a) a v'-t ad6 (3.3) képletet, (b) a
diadikus szorzattal kapcsolatos (6.5a); Osszefiiggést, (c) valamint a disztributivitast:
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w=wi(g' v)+wy(g’ v) +ws(g® v)=
=(wiog+weg’+w;®g’) - v=W-v. (6.17)

N J/
-~

w

Itt kiilon is kiemelve:
W=wog+wmeg’+w;og”. (6.18)

A fentiek szerint a w = f(v) homogén linedris vektor-vektor fiiggvény felirhaté az y = mx
homogén linearis skalar-skaldr fliggvény mintdjara a w = W - v alakban, ahol az eredmény —
a képvektor — a W madsodrendii tenzor és a v vektor (jobboldali) skalaris szorzataként jelenik
meg.

Osszevetve az elézGeket a[6.1] Diddikus szorzat cimii szakaszban mondottakkal adédik a ko-
vetkeztetés, hogy a didd masodrendd tenzor. Rdmutatunk majd a[I0.1| Mintafeladatok szakasz
1. Feladatdnak megolddsdban, hogy egy diad (avagy két didd 6sszege) mindig elfajulé masod-
rendd tenzort alkot.

Aw =W v = 0 elfajul6 homogén linedris fiiggvénynek pedig (a v tetszéleges) a W = 0
z€rustenzor (nulltenzor) felel meg.

A mdésodrendii tenzor fogalmédnak bevezetése alapjan a masodrenddt W tenzor minden tu-
lajdonsdga abbdl a kovetelménybdl adddik, hogy a W - v szorzat a v vektor homogén linearis
fliggvénye legyen és mint ilyen nem elfajul6 esetben harom diddikus szorzat 6sszegeként legyen
eldallithato.

A tovabbiakban az (ryz) Descartes-féle KR-ben tekintjiik 4t a masodrend tenzorokkal kap-
csolatos alapismereteket.

Legyen az egymastdl linedrisan fliggetlen g, g- és g3 vektoroknak a

g' = Ne, + e, + A, g8 = e, + ey, e, g0 = e, te, tie. (6.19)

vektorhdrmas, 9sszhangban a (3.5) képletekkel, az (zyz) KR-ben elGdllitott reciprok vektor-
hdrmasa — Ay, fim €S v, (M = x,y, 2) a vonatkozé vektor koordinatdk (skaldris dsszetevdk).
Behelyettesitve a (6.18) képletbe a

W = (AW + paWo + v, W3) @ €, + (A\yWy + f1,Wa + 1,W3) @ e,+

(. 7 N
g ~

W Wy

+ (/\zwl + HzW2 + Vzw3) ® €,

J/

-
Wz

illetve a

W=w,e,+w,®e, +W,Re, (6.20)

eredményre jutunk, ahol a
w,=W-e,, w,=W-e, é w,=W-e, (6.21)

vektorok rendre az e, e, és e, targyvektorokhoz tartoz6 képvektorok, avagy mas elnevezéssel
a tenzor vektorialis koordinatai (6sszetevsi). A

W, = Wgz€s + wyrey + W€y, Wy = w:ﬂyem + wyyey + wzyez7 W, = Wy, €; + wyzey +w,.e,
(6.22)
alakban felirt képvektorokban a

Wpn =€m - Wp=¢€, -W-e,, mn=ux19y,2 (6.23)

skalarok a masodrend( tenzor skalaris koordinatai (6sszetevoi).
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7. MUVELETEK MASODRENDU TENZOROKKAL

Az alabbiak — figyelembevéve, hogy a masodrendi tenzor dltalanos esetben harom diad 6sszege,
figyelembevéve tovibba a diddokkal kapcsolatos miiveletek szakaszban attekintett szaba-
lyait — a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos miiveleteket tekintik at.

LegyenaT =t, ®e, +t, ® e, +t, ® e, tetszéleges mdsodrendi tenzor. Két masodrendl
tenzor Osszege az azokat alkot6 diadok Osszege, a miivelet kommutativ:

T+W=W+T (7.1)
A mdsodrendti tenzor dsszhangban a (6.5a), és (6.9) képletekkel balrdl is szorozhaté egy,
mondjuk a d, vektorral. Az eredmény vektor:
d-W=W"d=d (w,Re,+W,Re,+W,Re,) =

=(d-wy)e,+(d-wy)e, +(d-w,)e,=c. (7.2)

Fenndll az eddigiek alapjan, hogy
(T+aW) - v=T -v+aW -v (7.3)
A mdsodrendi tenzor jobbrol és balrdl egyardnt megszorozhatd vektoridlisan egy vektorral.

Az eredmény mdsodrendi tenzor. A vonatkozd képlet alapjan a jobboldalrél torténd szor-
zast szemléltetjiik:

Wxd=w,® (e, xd)+w,® (e, xd)+w,® (e, xd)=C (7.4)

Két masodrendii tenzor skaldris szorzata masodrendi tenzor. A W és T tenzort tekintve
— visszaidézve emellett az alapszabdlyt jelent6 (6.10) képletet — tagonkénti szorzédssal kapjuk,

hogy
T W=(t,Qe, +t,@e,+t.0e.) (W,Re, +W,Qe,+W.Re,) =
=[(e; Wy)t, ®e, + (e, - Wy)t,®e, + (e, w,)t, ®e,+
+ (e wy)t, ®e, + (e,  wy)t, e, + (e, - wy)t. ®ey+
+ (e -wy)t, @e, + (e, - wy)t,@e, + (e, -w,)t, e, =C #
#W.-T  (7.5)
Nyilvanvald, hogy
(T - W) -v=T - W.-v)=T -w. (7.6)
Az egységtenzor, betlijele I, onmagara képezi le a v vektorok terét. A

vV =ue, +v,e, + 0., =e,(e, V) +ele, v)+ele, v)=
—— —— ~—
Vg Vy Vz

=(e,oe, +e,0e,+e,0e,) Vv
VvV

I

atalakitds alapjan azonnal kapjuk, hogy

I=e,0e,+e,0e,+e,0e, (7.7)

az egységtenzor.
Az ol tenzort gombi tenzornak nevezik: gombot gombre képez le.
A
W Wl'l=w'WwW-=I (7.8)
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egyenlet a W tenzor W ! inverzét értelmezi. Az inverz szamitasat a szakaszban tekintjiik
at.
Két mdsodrendti tenzor belsd, mas elnevezéssel energia tipusu szorzatdt az a (6.13)) és (6.13)

P

képletek felhaszndlasdval képezhetjiik. Az el6z6 két tenzorral szemléltetve:

W. T=w,Qe,+wW,®e, +wW,Re,)  (t,Re,+t,e, +t.Qe,) =
= (W, - t,) (e, - €,) + (W, 'ty>(ex -€y) + (W - t.) (e, - e.)+
—— —_—— ~——

=1 =0 =0
+(wy - tz) (e, e,) +(wy - t,) (e, e) +(w,-t.)(e,-e)+ =

=w,-t, + Wy ty +w,-t, = Z Wnnlmn (79)

mn=x,yY,z

azaz

W T =w, ty+w, -ty +w. to= > Wnntmn- (7.10)

m,n=x,Y,z

A W masodrendii tenzor in. nyomadt — a [8.3| alszakaszban latni fogjuk majd, hogy ez a
skaldris mennyiség a tenzor elsd skalarinvaridnsa — a

ttW =1--W = w,, +wy, +w.. (7.11)

kifejezés értelmezi.

8. SPECIALIS TENZOROK

8.1. Transzponalt, felbontasi tétel, vektorinvarians, inverz. A W tenzor transzponaltjat
kapjuk, 6sszhangban a (6.9) képletekkel kapcsolatban mondottakkal, ha felcseréljiik a tenzort
ado (6.20) képletekben a diddikus szorzatok szorzétényezGinek sorrend;jét:

WT:ex®WI+ey®wy+eZ®Wz 8.1
A képletek konnyen ellendrizhetd kovetkezménye, hogy fenndll az
v-Wl=W.v, (8.2)
Osszefiiggés, ahonnan
v-Wl.u=u-W.v (8.3)

barmilyen legyen is az u és v vektor.
Szimmetrikus a W tenzor, ha W = W7, és ferdeszimmetrikus, ha W = — W7
Ha szimmetrikus a W tenzor, akkor

v-W=W-v illetve v-W.-u=u-W-v (8.4a)
ha pedig ferdeszimmetrikus, akkor
—-v-W=W-.v illetve —v-W-u=u-W-v (8.4b)
barmilyen legyen is az u és v.
A W tenzor
pozitiv definit u-W-.-u>0
pozitiv szemidefinit ha b 1 B u-WwW.-u>0
negativ szemidefinit a barmely U — ra u-WwW.u<o
negativ definit u-W-u<0
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Az I egységtenzor szimmetrikus tenzor.
A

W:%(W+WT)+%(W—WT) (8.5)

atalakitas alapjan adddik a kovetkeztetés, hogy barmely W' tenzor felbonthaté egy szimmetri-
kus W, és egy ferdeszimmetrikus W, tenzor 6sszegére:

W =W, ,+W,, (8.6a)
ahol .
W =3 (W+W7")  lletve W, =
Ez az eredmény additiv felbontdsi tétel néven ismeretes.
Vizsgéljuk meg milyen a W tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozé leképezés.
A ferdeszimmetrikus részt ad6 (8.6b),, tovabbad a (8.1)); képlet felhasznaldsdval — kihaszndlva

egyuttal a diddokon végzett skaldris szorzds miiveleti szabdlyait és a kétszeres vektorszorzatok-
kal kapcsolatos kifejtési tételt — irhat6, hogy

(w—-w") (8.6b)

N | —

WQSZ~V=%(W—WT)-V=

1 1

= i(wxoem+wyoey+wzoez) SV — §(exowm+eyowy+ezowz)-V:

1 1 1

= §[Wx (€x - V) — ey (Wo V)] + §£Wy (€, V) —e, (W, - V)l + §£WZ (e:-v) —e.(w.-v)]
—(WzXeg)Xv —(wy;rey)xv —(WzXez)xXv

:—é[wxxem—l—wyxey—szxez]xv

[ J/
-~

vagy, elhagyva a kozbiils6 atalakitds 1épéseit
W, - v=wxv (8.7)
ahol, 6sszhangban a fentiekkel
wl(® = —3 (W, X €,+W, X e,+W, X e,] . (8.8)

A w'®@ vektor a W tenzor un. vektorinvaridnsa (axial vector). Mivel a baloldalan all6
leképezés KR fiiggetlen, a jobboldal w, vektora is KR fiiggetlen kell, hogy legyen. Maga az
invaridns sz6 erre a koriilményre utal.

Vegyiik észre, hogy a képlet konnyen megjegyezhetd, hiszen csak annyit kell tenni a
memorizédldskor, hogy a W tenzort megadé illetve képletekben a diadikus szor-
zas @ miveleti jelét a vektoridlis szorzds x miveleti jelére cseréljiik, majd megszorozzuk az
eredményt —1/2-el.

A (6.22) képvektorokat felhasznélva

Wy X € = W€y — Wye€, , Wy X € = Wyy€; — W€, €8 W, X €, = Wy,€; — W€y,

kovetkezésképp

1 1 1
W(a) - _5 (wyz - wzy) ex_§ (wzx - wxz) Cy—3 (wl‘y - wyl‘) €z (8'9)
Waz Way Waz
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Ha a W tenzor szimmetrikus, akkor a (8.7) alapjan — figyelembevéve a W = W7 szimmet-
riafeltételt — {rhatd, hogy

W(a)XV:%(W—WT)'V:O.

Mivel ez az egyenlet barmely v-re fenndll kovetkezik, hogy w(® = 0 (zérusvektor a vektorin-
varians), azaz, hogy szimmetrikus tenzorok esetén az xyz KR e,, e, és e, egységvektoraihoz
rendelt w,,, w, és w, képvektorok koordinatai (0sszetevoi) eleget tesznek a

Way = Wyz, Wy, = Wy €S Wyyp = Wy (8.10)

feltételeknek.
Ha a W tenzor ferdeszimmetrikus, akkor a w,,,-t ad6 (6.22) és a (8.4b)), képletek szerint, az
utébbiban rendre e, és e,-t gondolunk u €s v helyére, irhatjuk, hogy

e, W-e,=—e¢e,-W-e, m,m=2x,1y,z2
ahonnan némi szamoldssal kovetkezik, hogy
Way = =Wy, Wy, = =Wy, Wep = =Was
Wee = Wyy =W, =0.
Kihaszndlva a additiv felbontdst, valamint a (8.7) 6sszefliggésta W - v leképezés az

(8.11)

W-v=W, v+W,, v=W, -v+w¥ xv (8.12)

alakban is felirhato.
Legyen szimmetrikus tenzor a T' és antiszimmetrikus a W. Ez esetben, amint az a ((7.9)
szamitasi képlettel ellendrizhetd, zérus értéki a két tenzor energia tipusu (belsd) szorzata:

T --W=0 (8.13)

Jelolje W', 6sszhangban a korabbiakkal, a tetszGleges W tenzor inverzét. Maga az inverz
a (7.8)) egyenlet W '-re vonatkozé megoldasa.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy nem elfajul6 a W tenzorral kapcsolatos leképezés (azaz
nincs kozos sikja a w,, w, és w, képvektoroknak). Ez esetben a (3.5) képletek alapjan

* X W, * 2 X Wy * z X

oo Wy X W WX W W, X Wy,

x ) Wy - ) WZ - )
W,y Wo Wo

W = (Wy X Wy) - Wy, = [W, W, w,| #0 (8.14)

modon szamithatjuk a w,, w, és w, képvektorokhoz rendelt reciprok vektorokat. Az is nyil-
vanval6 visszaidézve a (3.2)) képletet, hogy

* 1 ham=n
wm-Wn:{0 ha m £ n m,m==x,Y,2 . (8.15)
Aw,, v*vy képvektorokhoz tartoz6 W, reciprok vektorokkal

Wl=e,0ow,+e,0w,+e. 0w, (8.16)

a keresett inverz hiszen — amint az reciprok vektorok tulajdonsdganak kihasznéldsaval, valamint
a két tenzor szorzatét ad6 ((7.5) alatti képlet értelemszer(i alkalmazdsdval adédik —, fenndll, hogy

_ * * *
1% 1-W:(exo W, +e,o0 wy+ezowz>-(wmo e, +w,0e,+w,0e,)=
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* *
=e,0 ex<wx-wx> +e,0 ey<wy-wy> +e,o0 ez<wz-wz)+

— —— —
=1 =1 =1

*

+e, o ey<wx-wy) +---+e;o0 ez(wy-wy) =e,0e,+e,0e,+e,o0e, =1,
ami azt jelenti, hogy teljesiil az inverzzel kapcsolatos W' W = I 6sszefiiggés. AW -W ! =
I egyenlet igazoldsat gyakorlatra hagyjuk.
A W ! tenzor transzponaltjat az attekinthetbb olvasas kedvéért W' médon szedjiik majd.

8.2. Tenzorok és matrixok. A v vektor w képvektordhoz, valamint az egységvektorok w,,
w, €s w, képvektoraihoz rendelt v, w, w , w, €s w, oszlopvektorok (oszlopmatrixok) segitsé-
gével matrix jelolésekkel is felirhaté a masodrendd tenzor értelmezésével kapcsolatos (6.16b)
képlet:

w={f(v)=w, v, +w,u, +W.u,.

Kirészletezve
Wy = Wy |Vt | Wyy |Vy+ | Wy [V, = Wyz Wyy Wy, Uy | -
~~ N —
w W, w, w, w v
Ebben az egyenletben

Wey Wry Wgy
W = [ w, ‘ w, ’ w, ] = Wyz Wyy Wy (8.17)
(3x3) Wep Wiy Wiy

a W tenzor matrixa az (zyz) KR-ben és az is kiolvashaté a fenti képletekbdl, hogy a v leképe-
zésével kapcsolatos w = W - v egyenletnek az (ryz) KR-beli matrixokkal irva fel az
w =W v (8.18)
(3x1) (3x3) (3x1)
egyenlet felel meg.

Figyeljilk meg, hogy a W' tenzor (zyz) KR-beni W matrixdnak oszlopait rendre az e,, e, és
e, vektorokhoz tartozé w,, w, és w, képvektorok matrixai, azaz a w, w, és w, oszlopvekto-
rok alkotjdk.

Megjegyezziik, hogy a képvektorok métrixokkal torténd felirdsa sordn a vonatkozé méatrixok

méreteit a tovabbiakban csak akkor irjuk ki, ha ezt valamilyen okbdl hangstlyozni kivanjuk.

A
T=aob=ao(be, +be,+0be,)= ab, oce,+ ab, oe, + ab, oe,

te ty ts

didd mint tenzor métrixdra hasonlé gondolatmenettel a

T=[t |t |t ]=[ab|ab [ab]=

azb, ab, agb, Qg
= | aybs ayby, ayb. | =|a, |[bs b, b.]= a b’
aby asb, ab, a, (3x1) (1x3)

eredmény kovetkezik.
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A fenti képletek szerint két vektor diddikus szorzatdnak mdtrixa az elsd vektor oszlopmdtri-
xdnak és a mdsodik vektor oszlopmdtrixa transzpondltjanak szorzata. Ezt a szorzatot is diddikus
szorzatnak nevezziik.

A W tenzor transzpondltjanak matrixa a transzpondlt tenzort értelmezd (8.1)), képlet és az
el6zoek szerint adodik:

Wy Wygz Wzg T
T T T _ _
e, w, + e W, + e, W, = | Wy Wy Wy | =W,
(3x1) (1x3)  (3x1) (1x3)  (3x1)(1x3) Wy Wy, Wiy

azaz a tenzor transzpondltjdnak matrixa megegyezik a tenzor matrixanak transzponaltjaval.
Nyilvéanvald, hogy az I egységtenzornak az I egységmatrix a matrixa:

1 00
I=e, e +¢e € +e e =[010]. (8.19)
(3x1) (1x3)  (3x1) (1x3)  (3x1)(1x3) 00 1

A (8.10) és (8.11)) képletek szerint szimmetrikus tenzornak szimmetrikus, ferdeszimmetrikus
tenzornak pedig ferdeszimmetrikus a matrixa.
A (8.6) egyenletekkel adott felbontasi tételnek a

W=W_ +W,, (8.20a)

egyenlet, itt

W (W+W7") & W, =

(W-wW7) (8.20b)

sz

N —
N | —

a matrix alakja.
A W madsodrendi tenzor determinénsdt a det (W) mddon jeloljikk. Ez értelmezés szerint a
tenzor W matrixanak determinansa:

det (W) = det (W) (8.21)

8.3. Szimmetrikus masodrendii tenzorok sajatértékfeladata. Legyen a W tenzor szimmet-
rikus. Keressiik azokat az n irdnyokat — ezeket fGirdnyoknak nevezziik majd — amelyekre nézve
fennall, hogy az irdnyt ad6

n = n,e,+n,e,+n.e;; ni—l—ni—i—nz =1 (8.22)
egységvektor és a hozzatartoz6 w,, képvektor egy-

massal parhuzamos — a[26] dbra ezt az esetet szem-
Iélteti. Ha parhuzamos a w,, és n akkor fenndll a

w, =W  -n=An, (8.23)

vagy ami ugyanez a

(W-=X)-n=0 (8.24) 26. dbra. Parhuzamos n és w,
egyenlet. A W és I tenzorok, valamint az n vektor matrixait felhasznélva innen a
Wee — )\ w:r;y Wy Ny
Wye — Wyy — A Wy, ny | =0 (8.25)
Wy wzy Wyz — A n,
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homogén linedris egyenletrendszer kovetkezik. Legyen
P3(\) = —det (W—MI) = — [(W, — Aey) (W, — Aey) (W, — Ne,)] (8.26)

Ez a fiiggvény A kobos polinomja, a karakterisztikus polinom. Trividlistdl kiillonb6z6 megoldas
csak akkor 1étezik, ha a fenti egyenletrendszer determindnsa eltlinik, azaz ha

Weg — A w:py Wy
Ps(A) = —| wye wy—A  w, | =X W+ WA-Wr=0. (8.27)
Wy wzy Wyy — A

Némi kézi szdmoldssal — ezt nem részletezziik — beldthatd, hogy itt
Wi = [weye.] + [e;wye,] + [ese,W, ]| = Wy + wyy + W, | (8.28a)
Wi = [wywye,| + [w,e,w,| + [e;w, W, ] =

Wez Wey
Wy Wyy

wCESC wiL‘Z
wZCE wZZ

"

+‘ S ‘ (8.28b)
2y 2z

Wy Wgy Wyy
Wi = [waywz] = | Wyz Wyy Wy, | . (8.28¢)
Wy Way Wy

A Wy, Wip és Wiy egyiitthatékat a W tenzor elsd, médsodik és harmadik skaldrinvaridnsai-
nak nevezziik. Az elnevezést az indokolja, hogy a W szimmetrikus tenzorral kapcsolatos és
az (8.23), egyenlettel definidlt sajdrértékfeladat megolddsa a tenzorhoz tartozé leképezés egy
geometriai sajatossagdt tiikkrozi és mint ilyen KR fiiggetlen. Kovetkezbleg a megoldas els6 1é-
pésében kiad6dé karakterisztikus egyenlet gyokei is KR fiiggetlenek kell, hogy legyenek.
Ez viszont csak akkor lehetséges, ha a karakterisztikus egyenlet (karakterisztikus polinom) W7y,
Wi és Wi egyiitthatéi fiiggetlenek a KR vélasztasatol.

A fentebb mondottak akkor is érvényesek, ha nem szimmetrikus a W' tenzor. A tovdbbiakban
azonban kihasznéljuk majd a szimmetriét.

Legyen \; és \; a karakterisztikus egyenlet két kiilonb6zG gyoke, azaz a sajatértékfel-
adat két kiillonboz6 sajdtértéke. Jelolje ny és ny a vonatkozo féirdnyokat kijelols egységvekto-
rokat. Ekkor

(W—)\lI) -n; =0 és (W—)\QI) 1y = 0.

Innen, elsd esetben az n,-vel, masodik esetben pedig az n;-el torténd skaldris szorzassal azon-
nal adédik, hogy

ns - W . n, = )\1112 -1y és n; - W . ny, = )\2n1 ‘Ilo . (829)
A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (8.4a), képlet alapjan
n2-W~n1:n1'W-n2.
Az utébbi egyenlet felhaszndlva a
(M —X)n;-ny =0, azaz az n;-ny, =0

eredmény adédik (a[8.29)-at alkoté egyenletek kiilonbségére: a kiilonbozs sajatértékekhez tar-
toz6 féiranyok merdlegesek tehdt egymadsra.
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Tegyiik fel, hogy komplex szdm a \; sajatérték. Ekkor a vonatkoz6 féirdnyt adé

W . n, = )\1 -1 (830)
egyenlet jobboldala komplex, a baloldal pedig a W valds volta miatt csak akkor lehet komplex,
ha az n; is komplex. Kovetkezésképp az n; felirhat6 az

N = NjRe + N1
alakban. Nyilvanval6 az is, hogy a Ay = \; # )\, — a feliilvonds a komplex konjugaltat jelli —
ugyancsak sajatérték, a vonatkozé f6irdny pedig a (8.30) egyenlet konjugaldsaval irhat6

W'ﬁlzj\l'ﬁ17 azaz a W'ﬁlz)\g'ﬁl
képlet szerint
Ny =0 = Nire — Mgy -

Mivel \; # \; fenn kell dllnia az n; - n, = 0 egyenletnek. Ugyanakkor az n; és ny-t ad6 fenti
képletek felhaszndlasaval

Ny - Ny = (NiRe + M) * (NiRe — N1m) = NiRe * NiRe + Ny * D = |f11|2 #0,

azaz nem z€rus az n; - ny skalarszorzat. Az a feltevés tehdt, hogy a A\; komplex ellentmondasra
vezet. Kovetkezésképp valdsak a A, (k = 1,2, 3) sajatértékek.

Az aldbbiakban a fGirdnyok szamitdsat tekintjiik at, ha ismertek a P;(\) karakterisztikus
polinom gyokei. A gyokok nagysagat tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg:
a gyokok kiilonboznek egymastdl (minden gyok egyszeres multiplicitdsd), van két egybeesd
gyok (egy gyok kétszeres, egy gyok egyszeres multiplicitdst), mindhdrom gyok egybeesik (egy
haromszoros multiplicitdsi gyok van).

P5(\) Ps()) Ps(d)

'\ A ) A
A3 Kz\/xl / A3 M=y / M=hy=A3

(a) (b) ()

27. dbra. A karakterisztikus polinom gyokei

A[27] 4bra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlélteti a karakterisztikus polinomot. Az egyes
eseteket a tovabbiakban vessziik sorra.

1. Legyenek kiilonbozek a P3(A\) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A\; > Ay > A3
Jelolje A,,,, az n,, ny és n.-t ad6 (8.25) linedris egyenletrendszer

Wee — A wacy Wy
W - = Wye — Wyy — A Wy,
Wy wzy Wzz — )\

egyiitthatématrixa nm-ik (m,n = x,y, z) eleméhez tartozé eljeles aldetermindnst. Nem
nehéz ellendrizni, hogy
dPs(\) d

Py(\) = —5— N, dA det (W—AI) =
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= T N [(Wx - )‘ex) (Wy - Aey) (WZ - Aez)] R - [(Wx - Akex) €y (Wz - )\kzez)] +

+ (W — Apey) ey (W, — Agey)] + (W — Arey) (W, — Miey) €] =

Mivel a harom gyok kiillonbozd, ezért egyszeres, vagyis adott )\ esetén legalabb az egyi-
ke a A, (\g) determindnsoknak, mondjuk a A, (\;), kiilonbozik zérustél. Ha ugyanis
nem igy lenne, eltinne a P:;()\k) derivélt, kovetkezbleg nem lenne egyszeres a A\ gyok —
példaként lasd a[27](b) dbra \; = X, kettSs gyokét, ahol vizszintes az érints.

Ha mondjuk a A, () kiilonbozik zérustdl, akkor az linedris egyenletrendszer
elsé két egyenlete, n, €s n,-t ismeretlennek, n-t pedig paraméternek véve, fiiggetlen
egymastol a megoldas pedig

k A (Ag) k k Ay (Me) &

Ny = n,, Ny, = n, 8.32

alaki. Az fzz-t az utébbi megoldas (8.22)); normadlési feltételbe torténd helyettesitésével
kapjuk meg:

D? = A2 (M) + A2 () + AZ (W) -

k - fo s . £ Lo 2 . .
Az n, (8.32)-ba torténd visszahelyettesitése szerint egységes formula érvényes mindhé-

rom ismeretlenre:

k . Amz()\k)

nm - D )
Vegyiik észre, hogy ez a megoldas a harmadik egyenletet is kielégiti, hiszen a behelyet-
tesités szerint

m=2x,9,z . (8.33)

1 Ps(A
ahol a szogletes zdrGjelben 4ll6 kifejezés — det (W—AI)|,, , ha az utolsé sor szerint
végezziik el a determindns kifejtését.

A fentebb mondottaknak megfelelden eljarva minden egyes A\, (k = 1,2, 3) gyokhoz

meghatarozhaté olyan

k k k
n; = nge, + nye, + n.e;; Ing| =1
irdnyvektor, hogy

Az nj, vektorok eldjelét szabadon lehet megvalasztani. Kovetkezésképp mindig lehet-
séges olyan valasztds, hogy az n;, ny és n3 vektorokhoz tartoz6 irdnyok jobbsodratu
kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a KR a fétengelyek KR-e, a vonatkozé koordinétasikok
pedig az un. fosikok.

Az ni, ny és n3 egységvektorok 4ltal kifeszitett kartéziuszi KR-ben — azaz a f6tenge-
lyek KR-ében — felhaszndlva a képvektorokat ad6 (8.34) képletet

W:W10n1+W20n2+W30n3:)\1n10n1+)\2n20n2+)\3n30n3 (835)
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a tenzor diddikus alakja. Visszaidézve, hogy adott KR-ben az egységvektorokhoz tartoz6
képvektorok alkotjdk a tenzor matrixanak oszlopait irhatjuk, hogy

M 00
W =|w | Wy | Wy [=| ADn; | dony, | A3nz | =] 0 Ay 0 |,
(3x3) 0 0 )\3
(8.36)

ahonnan j6l latszik, hogy diagondlis a tenzor matrixa.
2. Legyen \; = \y # \3. Az el6z6ekben attekintett gondolatmenet és eredmények valto-
zatlanul érvényesek maradnak az ns-ra nézve, azaz

n; -ny3=20 és n, -n3=20. (8.37)
Ami a kettés gyokot illeti
Py(\) =0; k=12

és, amint az az (8.31) jobboldaldnak felhasznélasdval és némi szdmoldssal ellendrizhetd,
fennall, hogy

%P:;/()\k) = %dil)\ e, (W, — Aey) (W, — Ae,)| + [(W, — Aey) e, (W, — Ne,)| +
+ [(Wo — Aeg) (Wy — Aey) e:][,, = (Waw — Ai) + (wyy — Ak) + (w2 — M) 5

k=12 (838)

ahol a jobboldalon 4116 6sszeg legalabb egy 6sszeadandéja, mondjuk az elsd, nem zérus,
ellenkezd esetben ugyanis harom lenne a A\, gyok multiplicitdsa.

Az ﬁx, 7113/ és TILZ ismeretlenek meghatdrozasara két egyenlet, a (8.25)) linedris egyen-
letrendszer els6 egyenlete, valamint (a (8.22), normaldsi feltétel haszndlhaté fel. Az
igy kapott megolddssal identikusan teljesiil a (8.25) linedris egyenletrendszer médsodik és
harmadik egyenlete — ez annak a kovetkezménye, hogy Py(\;) = 0 és P3()\;) = 0

Az n, vektort tigy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az n; - n, = 0 ortogona-
litasi feltétel. Kettds gyok esetén tehdt csak az ng féirdny egyértelmiien meghatarozott,
a masik ketté elvben szabadon felvehetd az ns-ra merdleges sikban, célszerli azonban
betartani az emlitett ortogonalitasi feltételt. A W tenzor diddikus el6allitadsat annak fi-
gyelembevételével kapjuk, hogy most A\; = Ao:

W =X (n;on; +nyony) + Agnzong =

=A(n;on; +nyony+nzons)+ (A3 — A\ )nzong

.

~~

I

*Kétszeres gyok esetén 1 a (W-AI)[,, egyiitthatémétrix rangja, azaz Ay, = 0; m,n = z,y, 2 . Kovetke-
zésképp valdban identikusan teljesiilnek az 71% -re vonatkoz6
1 1 1 1
Ny = —m WayMy + wwznz}
megoldds masodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott

1 1 ) 1 1
Any —Ayn, =0 és —Ayyny +Ayyn, =0

egyenletek.
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azaz

W = )\1[ + ()\3 - )\1) n3 o nsg (839)

Az ut6bbi egyenlet szépen mutatja, hogy egyediil ng igazi tenzorjellemzd. Figyelemmel
arra, hogy a féirdnyokat kijel6ld n;, n, és n3 eldjele megvaltoztathatd, mindig biztosit-
hatjuk, hogy az n;, ny és n3 vektorokhoz tartoz6 irdnyok jobbsodrati kartéziuszi KR-t
alkossanak.

3. Héromszoros gyok esetén \; = Ay = A3 és

W =M1, (8.40)

kovetkezdleg barmely irdny féirdny. Az ilyen tenzort izotrép, illetve a kordbbiakkal is
Osszhangba gombi tenzornak nevezziik. Az is nyilvanvald, hogy az n;, ny és n3 vekto-
rokat mindig megvalaszthatjuk oly médon, hogy a hozz4djuk tartozé irdnyok jobbsodrati
kartéziuszi KR-t alkossanak.

A szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladatdval kapcsolatos eredményeket illetden Osszege-
z€sszerlien az aldbbiakat emeljiik ki. A sajatértékfeladatnak legalabb harom megoldésa van a
féirdnyokra nézve. Ha csak hdrom a megolddsok szdma, akkor ezek az irdnyok kolcsondsen
merdlegesek egymdsra. Ha azonban tobb mint hirom a megolddsok szdma, akkor végtelen
sok megoldds van, de mindig kivélaszthat6 ezek koziil harom egymadsra kolcsondsen merdleges
megoldds. A X\ (k = 1,2, 3) sajatértékeket nagysdg szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis ugy
valasztjuk meg az indexiiket, hogy fennélljon a

AL > Ay > As

relacid. A vonatkoz6 ni, n, és ng irdnyvektorokat pedig ugy érdemes megvalasztani, hogy
azok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a valasztds mindig lehetséges.

9. VEKTOROK ES TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

9.1. Vektorok transzformacioja. Legyen zyz és n( két, ugyanazon ponthoz kotott de egy-
miéstol kiilonboz6 Descartes-féle KR —[28] dbra. A vonatkozé egységvektorokat (bazisvektoro-
kat) a szokdsos médon jeloljiik:

€, €, €, illetve €, ey, €.

Mindkét KR egységvektorai megadhatdk a masik KR-ben
is, erre jelolésben, ha az sziikséges az egyértelmiiség miatt,

e, , € , e illetve a e , e, , e
EmC)  (emn) (EmQ) (z,y,2) (x,9,2) (2,9,2)
modon, azaz a KR-t azonosité betGhiarmasnak a valtozot
ado bett alatti kiszedésével utalunk. Ez a jelolésbeli meg-
allapodas altalanos érvényd, azaz mas vektorok, illetve ten-

78, 4bra. zorok esetén is hasonldan irjuk ki, ha sziikséges, hogy me-
lyik KR-ben tekintjiik az adott mennyiséget, vektort vagy
tenzort.

Legyen a v tetsz6leges vektor. Ez mind az zyz mind pedig a £n( KR-ben megadhat6:

V=€, +uey e, vV = ueee +vye,; + vcee . .1
(z,9,2) &m0
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Ha ismerjiik a vektort az egyik KR-ben, és ismerjiik ugyanebben a KR-ben a mésik KR egy-
ségvektorait, akkor a vektor masik KR-ben vett koordinatdit a vonatkozé egységvektorral vald
skaldris szorzassal kapjuk:

U = V -+ €ypy , Uy = v e# .
(zyz) &6 (€m0 Em¢)  @Y2) (a2 9.2)
m=x,y,2 u=£n,¢

Kirészletezve a v, szdmitdsaval kapcsolatos képleteket irhatjuk, hogy

Vg
Uy =€y "V =108, - € + U@y - €y + 1,€, €, = [ €u € €,-€ €,-€; } Uy
UZ
i o p=€,m,¢
Ez a hdrom egyenlet egy egyenletbe tomorithetd:
(%3 €€ €€ €€, Ve
v, | =] e e e -e, e -e, vy |,
V¢ € € €-¢ €€, (0
~ Vo vV
v Q v
. (&m,0) - (@.9,2)
vagy ami ugyanaz
v =Q v 9.3)
EnC)  (zw2)
ahol
€€ €€ € -e; COS(§7 l’) COS(§7 y) COS(Su Z)
Q=|e,-e. e,-e, e e | =|cos(nz) cos(ny) cos(nz) | . (9.4a)
€€ €c-e; €c-e; COS(C7 I) COS(C) y) COS(C: Z)
A késobbiek kedvéért kiirjuk a Q matrix transzponaltjét is:
€, € €,-€ € - € cos(z,&) cos(z,n) cos(x,()
9T: ey-e ey e ey -ec | = | cos(y,§) cos(y,n) cos(y,() (9.4b)
e.-e e,-e e, € cos(z,£) cos(z,m) cos(z,()

Vegyiik észre, hogy a Q matrix oszlopait az e,, e, és e, egységvektorok {n¢ KR-ben vett
koordin4tdi, sorait pedig az e, €, €s e egységvektorok ryz KR-ben vett koordinatai alkotjak.
Innen kovetkezik a Q matrix aldbbi két tulajdonsaga:

1. Az egy-egy sorban illetve egy-egy oszlopban all6 elemek négyzetosszege 1, hiszen ez
az Osszeg egy-egy egységvektor abszolutértéke — a masodik oszlop esetén példaul e, a
vonatkoz6 egységvektor.

2. Z€rus az Osszege a kiilonbozd indexi sorban illetve oszlopban azonos helyen 4ll6 ele-
mek szorzatdnak, hiszen ez az 0sszeg valdjaban két egymdsra merdleges egységvektor
skaldrszorzata — a masodik €s harmadik sor igy képzett szorzata példaul e,, - e..

A két idézett tulajdonsdg kihaszndldsdval nem nehéz beldtni, hogy

QQ'=Q'Q-1
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azaz, hogy
Q' =qQ". 9.5)
ahol 9_1 a Q matrix inverze. Az olyan matrixokat, melyekre nézve a métrix transzponaltja és

inverze megegyezik ortogondlis mdtrixoknak nevezziik. A fentiek szerint ortogonalis az (9.3)
transzformdcié QQ matrixa. Kovetkezbleg az

v =Q" v (9.6)
(y,2)  — (EnQ)

egyenlet az emlitett transzformacié megforditasa.

9.2. Tenzorok transzformacidja. A mdasodrendi W tenzorral kapcsolatosan azt a kérdést
vizsgaljuk,
(a) hogyan szamithat6 a tenzor W matrixa a zyz KR-ben, ha ismerjiik a tenzor W mat-

(2,y,2) (&m,<)
rixdt az £n¢ KR-ben, illetve megforditva,

(b) hogyan szamithat6 W , haismert W .
(&TI:C) (z,y,z)

Idézziik vissza, hogy a (6.23) képlet a W tenzor mdtrixdnak elemeit adja az (ryz) Descartes-
féle KR-ben. Ennek a képletnek a
w,ul/:e,u'W'eua M,V:&ﬁ;C (97)

egyenlet a parja a {n¢ KR-ben. Az emlitett két 6sszefiiggés felhasznaldsdval azonnal megkapjuk
a matrixok elemeivel kapcsolatos transzformacios képleteket:

Wpn = €, - W - e, |, Wy = €, - W - e, .
($7yvz) (577774-) (g’n’c) (577774-) (&,T],C) (I,y,Z) (I’y’z) (iE,y,Z) (9,8)
mn=x,y,z wr=£n,¢

Tovabbi és a teljes matrixokkal kapcsolatos szabdlyhoz tigy juthatunk, ha felirjuk a v vektor w
képét megado egyenletet mindkét KR-ben:
w =W v , w =W v .
(y,2)  (29:2) (2,0,2) Em€)  (EmC) (Em:0) ©-9)

sz

Az (9.6)) és (9.3) elsd és mdsodik egyenletbe torténd helyettesitésével a

w =W Q v ¢ w =W Q vy
(zy,2)  (2,9:2) (&m5¢) Emng) (&g (z,y,2)

képleteket kapjuk. Ha az els egyenletet Q-val a médsodikat gT-Vel szorozzuk, és figyelembe
vessziik a vektorokkal kapcsolatos (9.3)) és (9.6) transzformacids szabélyokat, akkora

w =Qw =QWQ" v w =Q"w =Q"WQ v
Eng) T (mwz) T (@we) (€m0 (xy,2)  — EnC) T (Em) T (wy,2)
— N (9.10)
w w
(&m,¢) (z,y,2)

eredményre jutunk, ahonnan azonnal kiolvashatok — az els6 egyenletet (9.9),-vel, a méasodikat
(9.9)1-¢l kell egybevetni —a W tenzor matrixaival kapcsolatos
W=QWQ" & W =Q WAQ ©.11)

End) " (y) (@,9,2) (EmC)

transzformdcids szabalyok.
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10. FELADATOK MEGOLDASOKKAL, GYAKORLATOK

10.1. Mintafeladatok
1. Feladat: Vizsgélja meg elfajul6 esetben a leképezést ado tenzor jellegét!
Megoldas: Nem elfajul6 esetben a w,, w, és w, képvektorok nem fekhetnek egy sikban kovetkezSleg
a tenzor hdrom diddikus szorzat segitségével adhaté meg. Elfajuld esetben a hdrom képvektor vagy egy
sikban fekszik, vagy egy egyenesre esik, vagy mindegyik zérusvektor.
Ha a harom képvektor egysikd, akkor mondjuk a harmadik képvektor elballithaté az elsé és masodik
képvektor egy linedris kombindcidjaként, azaz

W, = AWy + Aywy

s 2z

ahol A\, és )\, alkalmasan vdlasztott skaldr. Az utébbi elddllitds (6.20)-ba torténd helyettesitésével
W =w,o (e, + Aze;) +wyo(e,+ Ae.)

a tenzor alakja, ami azt jelenti, hogy a tenzor két didd osszegeként adhaté meg.
Ha a harom képvektor egy egyenesre esik, akkor mondjuk a mdsodik és harmadik képvektor mindig felir-
hat6 a
Wy = A\yWg, W, = A\, W,

alakban, amivel (6.20)-b6l

W =w,o(e,+ Aye; +Aey)
a tenzor, azaz egy didd alkotja a tenzort.
item Tegyiik fel, hogy a merev test egy rogzitett és az xyz KR O origdjaval egybeesé pontja koriil forog.
Tegyiik fel tovabbd, hogy kicsi a merev test elforduldsa és jelolje ¢ = ¢ e, +p e, +¢ e, aforgisvektort.
Ismeretes, hogy kicsiny |¢|-re u = ¢ X r a merev test r helyvektorral azonositott pontjanak elmozduldsa.
Homogén linedris-e ez a vektor-vektor fiiggvény?
Legyenr = Ajr; + Aoro, ahol A\ és A, tetszSleges skalar és ry illetve ro egymastdl kiilonb6zé vektorok.
A vektoridlis szorzds jol ismert tulajdonsdgai alapjan

u = f(l‘) = f ()\11‘1 + )\21‘2) =X ()\11‘1 + )\21‘2) =
= (pxr)A1 + (pxra)de = f(ri)A + f(r2) A2 = Aiwg + Aguy,
N—— ~——
up uz
azaz a fiiggvény homogén linedris.
Vegyiik észre azt is, hogy a fenti vektor-vektor fiiggvény elfajuld. Geometriailag ez abbdl kovetkezik,
hogy a vektorialis szorzas u eredménye (a képvektorok halmaza) benne van az O,, origdén dtmend és a ¢
vektorra merSleges sikban.
Jelolje ¥ az u = ¢ X r homogén linedris fiiggvényhez tartozé masodrendd tenzort. Nyilvanval6, hogy
!p:’(/)mOefE—i_’(pyoey—i_wzera
ahol
P, =@ X ey, P, =pXey illetve P, =pxe,.
Haa,, P, és 9, képvektorok komplandrisok, és a -re merleges sikban fekszenek, akkor

=@ XeprtpxXep, +oxXep, =pxp=0
azaz

Yopa + 0y +0: =0,
ahonnan ¢, # 0 esetén a képvektorok komplanaritasat kifejez6

Pu ¥
wz = _’wwi - yiy
Pz Pz
képlet kovetkezik. Ezt az eredményt felhaszndlva a ¥ tenzor, az elfajulé tenzorokra jellemz6 médon, két
diad segitségével irhato6 fel:

W¢zo<em%ez)+1,byo(ey<pyez> .
2 2

z z
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2. Feladat: Legyen n; [n| = 1 az origén dtmend S sik normadlisa. Mutassa meg, hogy az r radiuszvektor S
sikba es6 r | OsszetevGje azr = W - r leképezéssel szamithato, ahol

1—nzn, —ngny —NgMNy
W = —NyNgz 1—nyn, —nyn,
—NyNy —MN Ny 1—n,n,

Megoldas:

Leolvashaté a[29] édbrardl, hogy az r vektor S sikra es6
vetiilete az
rp=r—ry=r—n(n-r)

moédon szdmithaté. Figyelembevéve a diddikus szorzat
értelmezését és az I egységtenzorral kapcsolatos leképe-
z&s tulajdonségait irhatjuk, hogy

r;=(I—-non)-r,

ahonnan
W=I-non
a leképezés tenzora.

29. abra.

3. Feladat: Hatdrozzuk meg a helyvektorokat az y tengely
koriil ¢ = ¢, szoggel elforgatd

Q=aoce,+boe,+coe,
tenzort.
Megoldas: A abrardl leolvashat6, hogy
a=e;Ccosp —e,sinyp,
b=e,, c=e;sinp+e,cos¢p.

Ennek alapjan

Q = (e;cosp — e, sing) oe,+

+e,0e,+ (e;sing +e,cosp)oe,

30. abra. a tenzor diddikus alakja.

A tenzor matrixdnak felirasakor azt kell figyelembe venni, hogy annak oszlopait az a, b és ¢ képvektorok
alkotjak:

cose 0 sing
Q=|a|b|c|= 0 1 0
—singp 0 cose

A tetszbleges r = ze, + ye, + ze, vektort a tenzor az

cosp 0 sing x T Cosp + zsinp
r'=Qr= 0 1 0 y | = Yy
—sing 0 cosp z —zsiny + zcos ¢
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vagyis az
r' = (zcosp+ zsinp) e, + ye, + (—xsing + zcosp) e,

vektorba forgatja. A tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus része:

cosep 0 0 0 0 sing
Q.= 0 1 0 , Q... = 0 0 0
0 0 cosy —sinp 0 0

Kis szogekre cos ¢ =~ 1 és sin ¢ ~ (. Ezeknek a képleteknek felhasznalasaval linearizalhatok kis szogek-
kel torténd forgatasra a fenti tenzorok:

1 0 ¢ 100 0 0 ¢
Q=0 10|, Q. =I={010]|, Q _=%=| 0 0 0
—p 0 1 00 1 —p 0 0

Az ut6bbi képletekkel kis szoggel torténd forgatisra
r/:Q'r:(Qsz+Qasz)'r:I'r—i_gp'r:r—’_(@ey) xr

a képvektor, ahol azt is kihaszndltuk, hogy a tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozé leképezés az (8.1))
képlet szerint a vektorinvaridnssal — ez most e, = @ye, — valé szorzdssal képezhets. Az eredményt
altalanositva azt mondhatjuk, hogy a

P = Pz + pyey + p.ey; |‘P‘ <1

vektor 4ltal leirt forgatds, amely az r radiuszvektorokat az

%)
e= " lpl = \/¥3 + @5 + ¥2
el
tengely koriil a ¢ = || kis szdggel forditja el a
r=Q r=(Q,,+Q,,,) r=Ir+¥ r=r+pxr (10.1)

képlettel szamithatd, ahol

1 —0; Py 1 0 0 0 —pr Py
Q=] ¢ 1 —p, |=[0 1 0|+ vz 0 —p | =1+, (10.2)
—0y Pz 1 0 0 1 —0y Pz 0
Kiolvashaté az (10.T)) képletbdl, hogy a radiuszvektor végpontjanak
u:!p.r:(’oxr (10.3)

az elmozdulasvektora a forgatasbdl, hiszen az el6tte 4ll6 tag maga a radiuszvektor igy a mozgast csak az
utdna 4ll6, azaz a fenti tag adhatja meg. A képletben allé ¥ tenzor a forgaté tenzor kis forgasra.
4. Feladat: Hatdrozza meg a

8 0 25
W=| 0 -10 O
25 0 =35

matrixdval adott W tenzor sajatértékeit és féiranyait.!
Megoldas: Vegyiik észre, hogy az y irdny f6irdny hiszen wy, = w,, = 0. A vonatkozé sajitértéket jelolje

M- Ez nyilvanvaléan a méasodik oszlop diagondlis eleme: A\, = —10. A
Wyx — A wxy Wy z
P3(A\) = —det ( W—AE) = — Wy Wyy — A Wy =
Wy wzy Wzy — )\

=N = WIN WA =Wirr = A=) A =)A= Ae) =0

karakterisztikus egyenletbdl — mivel nem ismerjiik a karakterisztikus értékek sorrendjét azokat egyszertien
Aas Ap €s A. jeloli — helyettesitések utan a

85 — A 0 25
Ps(\) = 0 —10—2) 0 =A% — 40\ — 4100\ — 36000 = 0
25 0 -35— A\
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eredmény kovetkezik, azaz
Wr=MXa + X+ A =40, Wirr = —4100, Wirr = AaXpAe = 36000,

ahol a f6tengelyek KR-ét véve alapul és a kés6bbiek kedvéért kiirtuk képletszertien is a Wy és Wiy
skaldrinvaridnsokat. Ha A\ # ), akkor dtoszthatjuk a P5(\) = 0 karakterisztikus egyenletet a A — A,

gyoktényezbvel:

Ps(A

/\37(; =A== A =) =22 = (A + AN+ A =0,
ahol

_ _ . Wi
A+ A=W — A, =50 és ApAe = 3 = —3600.
Kovetkezésképp a
W,
A2 — (Wr = Aa)A + Af” = A% — 50\ — 3600 =0

egyenlet megolddsa megadja a két hidnyzé sajatértéket: A\, = 90, A, = —40. Nagysdg szerint rendezve

A1 =X =90, A=A, =—10, A3 = Ao = —40

€s mostmdr az is nyilvanvald, hogy e, = n». Az n; meghatdrozdsihoz az

Wee — A1 Wy Wy z Nzl
Wy Wyy — A1 Wy z Ny1 | =
Wy Wzy Wzz — )\1 Nnz1
85—\ 0 25 N1 0
- 0 10—\ 0 ng | =101, (104)
25 0 —-35—\1 Nz1 0
azaz a

—5nz1 +25n,1 =0,
—100ny1 = 0,
25n,1 —125n,1 =0

egyenletrendszert kell megoldani. Mivel A,, = —5 x (—100) # 0 vdlaszthaté az els§ két egyenlet
ahonnan, amint az védrhato is — ortogonalitds —, n,; = 0 és

Ngl = DNy -

Ennek az egyenletnek egy megolddsat a mar normalt

1
n; = —(be, +e
\/%( o e:)
vektor adja. Az ng a sajatvektorok ortogonalitdsat és azt figyelembevéve szamithaté hogy az ny, ns és ng
jobbsodrati bazis:

1 1
ng=mn; xny, = ——(be, +e.) xe, = —(—e, + 5e;).

V26 V26

Nem nehéz ellendrizni, hogy ezekkel a megolddsokkal valéban teljesiil az a (8.23) egyenlet.

10.2. Gyakorlatok

1. Hatdrozza meg azon tenzorok madtrixait, melyek az zy, xz és yz sikokra tiikrozik az r radiuszvektort.
2. Hatdrozza meg azon tenzorok mdtrixait, melyek az xy sik minden r helyvektordhoz annak
(a) az origéra vonatkozd szimmetria pontjat,
(b) az x tengelyre vonatkozé szimmetria pontjat, illetve
(c) 30°-al az éramutato jarasaval egyez6 irdnyba vald elforgatottjat
rendeli.
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3.

e

11.

12.

13.

Legyen n; [n| = 1 az origén dtmend S sik normdlisa. Mutassa meg, hogy az r rddiuszvektor S sikra
vonatkozé R tiikorképe az R = W - r leképezéssel szdmithatd, ahol
1—-2n,n, —2ngzn, —2nan,
W = —2nyng 1-2nyn, —2nyn,
—2n,Ny —2n,1ny 1—2n,n,

Hatdrozzuk meg a helyvektorok végpontjanak elmozdulasat leiré @ tenzort a z tengely koriili ¢ szoggel
torténd forgatdskor. Altaldnositsa az eredményt az 1.3. Mintafeladat o vektora 4ltal leirt kis forgés esetére.
Mutassa meg a karakterisztikus polinom Wy, Wy és Wy egyiitthat6it ad6 (8.28) képletek helyességét.
Mutassa meg, hogy

d
-0 det  W=AD)| = Anz(Mp) +Ayy(Ae) + AL (k).

Ak
Igazolja az el6z6 eredmény felhaszndldsaval, hogy

d2
— - det (W—-AI)

N2 = 2[(Waa — Ak) + (wyy — Ak) + (wzz — Ak)]

Ak

Igazolja felhaszndlva a W tenzor inverzét adé6 (8.16) osszefiiggést, hogy
W-wl=1I.
Igazolja hogy a masodrendd tenzor inverzének matrixa megegyezik a tenzor matrixanak inverzével.

Hatdrozza meg a métrixdval adott P pontbeli T p fesziiltségi tenzor sajatértékeit és fGiranyait. Irja fel a
tenzor matrixat a fétengelyek KR-ben.

4 60 0
Tp=|60 —20 0 | [MPa
0 0 —12

(Vegye figyelembe, hogy a z irdny ismert féirany.)
Hatdrozza meg a métrixdval adott W' tenzor sajatértékeit és féiranyait. Irja fel a tenzor matrixat a fétenge-
lyek KR-ében.

31 1
W=|10 2
1 20

(Vegye figyelembe, hogy A1 = 4 sajatérték.)
A &n¢ KR-t az xyz KR z tengely koriil ¢, szoggel pozitiv irdnyba torténd elforgatasaval kapjuk, azaz
z = (, és az elforgatds utdni x és y tengelyek alkotjak a £ és 7 tengelyeket. Irja fel az

eg y e77 s ec
(z,y,2) (zy,2) (T.y,2)

egységvektorokat és a két KR kozotti transzformacié K illetve K matrixait ha ¢, = 30°.
Legyen v egy az origdn dthaladé anyagi pont sebessége, és legyen adott a T fesziiltségi tenzor matrixa az
zyz KR origdjiban:

300 400 0
v = 3e, — 3v/3e, [m/s], T, = | 400 —300 0 | [MPa].
(@9,2) 0 0 200

Hatdrozza meg a sebességvektort és a fesziiltségi tenzor matrixat a £n¢ KR-ben.

10.3. Olvasasra ajanlott. A statika problémakorét illetéen magyar nyelven az [1, 1960] és
[2, 1966] (alapmiivek, de ma mdr nehezen beszerezhetdk), valamint a [3, 2003] (é€pitdmérnoki
szemlélet(i) és [4, 1996] (gépészmérnoki szemléletli) tankdnyvekre, angol nyelven pedig az 5,
1977] tankdnyvre (két haromévente jelenik meg djabb és djabb kiaddsa) érdemes hivatkozni.
A szilardsdgtan targykorét illetden magyar nyelven a [6, 1964] (ma mér nehezen beszerez-
hetd sszefoglalé jellegli munka), valamint a [7, 1999] (ma is kaphat6) tankonyveket, tovabba
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a [8, 1967] jegyzetet (halad6 szintl, igényesen 0sszedllitott €s emellett jelentds anyagot felole-
16 jegyzet — sajndlatos, hogy konyv formdban nem jelent meg) ajanljuk az olvasé figyelmébe.
Angol nyelven a [9, 1987] tankonyv érdemel a szerzd véleménye szerint kiemelést.
Ami a vektor és tenzorszamitast illeti érdemes lehet letdlteni a Magyar Elektronikus Konyv-
tarbol a [10, 2013] kdnyvet, url cim:
http://mek.oszk.hu/11700/11757/index.phtmll

Koszonetnyilvanitas. Az oktatdsi segédlet kidolgozdsa a Miskolci Egyetem tarsadalmi — gaz-
dasdgi szerepének fejlesztése, kiilonos tekintettel a dudlis képzési tipusi megolddsokra téma-
korti K+F projektje keretében - TAMOP-4.1.1.F-13/1-2013-0010 - az ,,ELTERO UTAK A SI-
KERES ELETHEZ” projekt részeként — az Uj Széchenyi Terv keretében — az Eurépai Unié
tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinanszirozdsaval valosult meg.
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