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1. Derivalas

1.1. Elmélet

A derivalt fogalom geometriai bevezetéséhez nézziik meg a kdvetkez6 abrat:

f(x+h)

f)— ag

X x+h

Egy f : R — R fuggvény képe a sikon egy gorbe. A gorbe tetszbleges két pontjat 6sszekdtd szakasz
a szel6. Valasszunk ki egy pontot (x) a gérbén, majd rajzoljunk be az innen indul6 szel6ket. Amint
a szeld masik végpontja kozelit a kivalasztott ponthoz, a szel6 egyre kdzelebb keriil az érintéhoz.
Fejezzlk ki a behuzott szel6k meredekségét, felhasznalva az abran lathato jeldléseket.

fle+h) - f(z)
h
A szel6 x + h pontjanak az = ponthoz val6 kozelitését, a két pont kozotti tavolsag csokkenését ha-
taresetben eltiinését a hm formulaval jel6ljuk. Definicio szerint egy fliggvény derivaltja egy pontban

megadja az ahhoz a ponthoz hazott érinté meredekségét. Az abra jeldléseit felhasznalva a kdvetkezd
maodon fejezhetjik Ki az érintd meredekségét, azaz a derivaltat:
mé:taﬂaé:}}i’% f(x+h],)L f(l') :f/(l')
Az érintd meredeksége megmutatja, hogy abban az adott pontban a fliggvény hogyan viselkedik. Ha a
fliggvénynek az adott pontban szélséértéke van, akkor a derivalt értéke nulla, mert az érintd vizszintes,
ha a fliggvény az adott pontban szigorian monoton csokken (nd), akkor f'(z) < 0 (f'(x) > 0).
Egy f(x) fuggvény legyen derivalhaté minden pontban. Ekkor f’(z)-en azt a fuggvényt értjuk,
amely tetsz6leges pontban megadja az f(x)-hez abban a pontban hizott érint6 meredekségét.
Mintapélda: f(x) = «? fliggvény derivaltja.

2 2
7 =y SR = B ey =20
Tobbvaltozos flggvények (altalanos alakja f(z, vy, z, . .. )) esetén is beszélhetlink derivaltrdl. Eb-
ben az esetben a derivalt azt mutatja meg, hogy egy kiszemelt iranyban hogyan valtozik a fiiggvény.
Technikailag ez azt jelenti, hogy a kiszemelt valtozon kivil az 6sszes tébbit allandonak tételezziik fel
és ugy jarunk el, mintha csak egy valtozoja lenne a fliggvényinknek. Ennek a jeldlése es értelmezése
ilyen alakban irhato:

ms, = tan ag, =

of(x,y,2,...) df(x,y = const,z = const,...)

ox dx
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1.2. Derivaléasi szabalyok

Nincs sziikség minden egyes fliggvénynél az el6z6 eljarast végigcesinalni, ugyanis nagyon sok
fliggvényre elvégezték ezt a munkat. A legfontosabb alapfliggvények derivaltjait a kbvetkez 6 tablazat
tartalmazza:

[const]’ = 0 [2"] = na™!
1
nz]" = — "] =¢€”
T
log, x] = ! )] =a"Ina
“ zlna
[sinz]" = cosx [cosz] = —sinx
[sinh z]" = cosh [cosh z]" = sinh

Az utolso két fliggvény nem nagyon ismert, pedig gyakran el6fordulnak fizikéval kapcsolatos felada-
tokban, probléméakban. Definiciojuk:

er —e® et + e *
coshx =

sinhz =

A fliggvények altalaban tébb elemi fuggvény kapcsolataként allnak el6. Tekintsik at a derivalas
hatasat ilyen fuggvényekre.

[ef(@)]" = c[f(x)] [f(2) £ g9(2)] = f'(x) £ ¢'()
[f(@)g(2)] = f'(x)g(x) + f(2)g'(x) [f (g(@)] = f' (9(x)) g'(x)
[L I:_f,@f) [f—l(x)}’: 1
f() f3(x) f (=)
[f(f)}' _ [@)g(x) — f(x)g'(x)
9(x) 9*(x)

1.3. Kidolgozott példak
1. f(z) = x?sin z, a szorzat fliggvény derivalasi szabalya szerint:

f'(x) = [#*]'sinz + 2*[sinz] = 2w sinz + 2° cos v

2. f(z) = tanz, a tortfuggvényre vonatkozo szabaly szerint:

) = sinz ]’ _ [sin x]’ cos & — sin x[cos x|’ _
cos T cos?
_cos’z —sinz(—sinz) cos’z +sin’z 1
B cos? B cos? x ~ cos?x

3. f(x) = arcsin z, az inverz fliggvényre vonatkozo szabaly szerint:

1 1 1
f'(x) = [sin~" 2] = — = -
Cos arcsi.x \/1 —sinfarcsinz V1 —a?




1 DERIVALAS 4

4. f(x) = Va3 + 1, az 6sszetett figgvényre vonatkozé szabaly szerint:

P =@+t = %@3 +1)7E [ 1] = %(azf’) +1)77322

5. f(z,y) = z%siny + y? cos , ez egy kétvaltozés fiiggvény, derivaljuk parcidlisan mind a kett6
valtozobja szerint.

0 d = t
f(x,y) _ f (x,y = const) = [2%]'siny + y*[cos ] = 2 siny — y*sinx

81* de‘
df (v = const
6f(82 v _ 4l dcyons )2 [siny] + [y°] cosx = 2% cosy + 3y cos x

1.4. Feladatok

Ebben a téméban gyakorlopéldanak szinte barmi jo, ami az ember eszébe jut. Azért alljon itt
kedvcsinalonak nehany. Derivald a kdvetkez6 fliggvényeket!

(a) flz)=Vz (b) f(z) = Va? () flz)=a’—a72+6
(d) f(z)=sinzcosz (e) f(x)=¢€" (f) f(x) =sinzsinhz
W f@=""0 W fw=TEE ) g = ST
() fl@)=@"=3° (k) fla)=VaP+2w () fl@)=e"""

(m) f(x)=arctanz (n) f(z) = arccosz (0) f(z)=(e""""In (2% +3) +6)
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2. Taylor-sor

2.1. Flggvenysorozatok és sorok

Tekintslink egy valds szamokbdl all6 sorozatot aq, as, as ... a; ... Minden természetes szamhoz
hozzarendellink egy valds szamot, tehat a sorozat nem mas, mint egy fuggvény, melynek értelmezési
tartomanya a természetes szamok (N) és értékkészlete a valos szamok (R), ezt a kvetkez6 altalanos
alakban jelolhetjuk: f: N — R. A sorozat n. tagjaig kiszamitott 6sszeget az n. részletosszegnek
hivjuk:

Sp=ao+ar+art-ta, =) q
=0

A részletdsszegekbdl képezett sorozatot az a; sorozatbdl képezett sor-nak nevezzik. A sor egyes
tagjai tehat:

So = ag

S1=ag+ay

Sy =ap+ ay + ay

Ss =ag+ ay + as + as

Sn:a0+a1+a2+a3+--'+anzzai

Ha a sornak létezik hatarertéke a végtelenben, azaz létezik a lim,_. ., .S; hatarérték, akkor az eredeti a;
sorozatnak létezik 6sszege, amely megegyezik a sor hatareértékével.

Vizsgaljuk meg az a; = 0.2° mértani sorozatot. Korabbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy a mértani
sorozat véges tagjanak osszege: S, = aoqt_ll‘ L jelen esetben S, = %2 =1 \/égezziik el a ha-
tarértékszamolast, ha n nagyon nagy, akkor a szamlaléban a kisebbitend6 egyre kisebb lesz, mert
1-nel kisebb szamot emellink hatvanyra. Hataresetben ez a tag elt(inik, igy a szamlaléban —1 marad.

Végeredményll a kdvetkez6t kapjuk:

lim S, = 02'=——=1.25
fim S =302 = =g
Most képzeljunk el egy sorozatot, amelyben nem szamok, hanem fliggvények (f: R — R) szere-
pelnek, melyeket valamilyen szabaly szerint sorba rakunk. Példaul: ay = 0, fi(z) = sin (z), fo(z) =
sin (2z) ... f;(x) = sin (iz) ... Ha ebbe a sorozatba x helyére behelyettesitink egy szamot, akkor

egy valos szamokbdl képezett sorozatot kapunk. A filiggvénysorozatbdl részletdsszegeket képezhe-
tink, melyek el6allitjak a fuggvenysort. A példanknél maradva az f;(x)-b0l képezett fliggvénysor
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tagjai:

So=0

S1 =0+ sin(x)

Sy = 0+ sin (x) + sin (22)

S3 = 0+ sin (x) + sin (2x) + sin (3z)

3

Sy = 0+sin (z) + sin (2x) + sin (3z) + - - - +sin (nz) = sin (ix)
=0

Ha létezik olyan g(x) fuggvény, hogy valamely intervallumban (x € [a, b]) igaz, hogy lim,, .., S, =
g(x) akkor azt mondjuk, hogy az f;(x) sorozatbol képezett sor az [a, b] intervallumon el6allitja a g(«
fuggvényt.

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 sorozatot: f;(z) = x*. A sorozatbdl képezett sor tagjai:

So=1
Si=1+=x
Sy =14z + a2

Sy =1+z+ 2%+ 23

Sp=lda+a®+a%+ - 4a"=> o

Rogzittett = esetén a sor tagjai egy-egy mértani sorozat részletdsszegei, ahol a hanyados x. Ha a
hanyados abszolutértékben kisebb, mint egy, azaz = € [—1, 1], akkor a mértani sorozatnak véges
0sszege van. A részletosszeg altalanos alakjat megkapjuk, ha alkalmazzuk a mértani sorozat 6sszegére
vonatkozo 0sszefuiggést S,, = 2" o1 Ha p-et noveljik, akkor a szamlal6ban a kisebbitend6 értéke
egyre kozeledik nullahoz, mert egynél kisebb abszolltértékl szamot emeliink hatvanyra, hataresetben
eltlinik, s a végeredmeny:

1

o0
lim S,, = E T =
n—oo 1—=z
=0

Tehat az f;(x) = ' sorozathdl képezett fliggvénysor a [—1, 1] intervallumon elallitja a g(z) =
fuggvényt.

Hatvanysornak hivjuk az olyan fliggvenysorozatokbdl képezett fuggvénysorokat, amelyeknek
tagjai hatvanyfliggvények. Matematikai formulaval kifejezve az ilyen sorok altalanos tagjat:

1
11—z

n

S, = Z a;x"

1=0

ahol a; egyutthatok tetsz6leges rogzitett szamok.
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2.2. Taylor-sor

Azt, hogy egy tetszdleges hatvanysor eldallit-e valamilyen fliggvényt, az egyutthatok hatarozzak
meg. Az érdekesebb kérdés az, hogy egy adott f(x) fliggvény esetén hogyan valasszuk meg az
egyltthatdkat, hogy a sor visszaadja az eredeti fuggvényt. Ha egy fliggvény kelld jé tulajdonsaggal
rendelkezik, akkor a kévetkez6 médon meghatarozott sor el6allitja azt.

Z é (z — x0)

n!
n=0

Ahol (:c)]x:mo az f(x) fuggvény n. derivaltjanak értékét jeloli az =, helyen. Ezt a sort nevezziik
az f(x) fuggvény z, koruli Taylor-soranak. Részletesen kiirva a sort a harmadik rendig:
f/ T N f/l T i fl// T N

fx) = f(xo) + %(az —x9) + %(w —x0)? + %(w — o)+ ...
A fuggvény Taylor-soranak kezd6 tagjai az xo pont korul jol kozelitik azt, ezért helyettesithetjik
ezzel a kozelitéssel feltéve ha tudjuk, hogy nem tavolodunk el messzire a sorbafejtés helyétol. A
fizikdban Taylor-sort ezen tulajdonsaga teszi fontossa és sokat hasznalt modszerré, ugyanis sokat
talalkozunk olyan egyenletekkel, amiket nem tudunk analitikusan megoldani, de ezzel a kozelitéssel
mar szamolhato eredményeket kapunk.

Példaként nézzilk meg az e* flggvényt. Az 6sszes derivaltja 6nmaga, ezért Taylor-sora a 0 pont

koral:
¢ 1+x+x2+x3+x4+ L
e’ = -+t =+ =+ =+ F—+...
1 2 6 24 n!

Itt egy tablazat néhany nevezetes fliggvény 0 pont korali Taylor-sorarol:

- . a2
nr=z——+-——-+(-1)' 70— +...
SE =TT S T g T ey

2 gt 22k

=1 (1)
cos T 5 +24 + ( >(2k)!+

- 22K+
inhx = —t+—+ =+ ...
sinh x x+6+120+ +(2k+1)!+

2 gt 22k
he=14+—+4+—+--
coshx —|—2+24+ +(2k)!+

2.3. Kidolgozott példak

1. Szamoljuk ki a f(z) = sin (2z) fuggvény x, = 0 koruli Taylor-sorat 5. rendig. Ehhez el6szor
hatarozzuk meg a derivaltakat:

f(w) = sin (20) £(0) =0
fY(z) = 2cos (22) f10) =2
fP(z) = —4sin (22) F20)=0
3 (z) = —8cos (2z) f30)=-8
f®(z) = 16 sin (22) f@0)=0
O (z) = 32 cos (2z) F®(0) =32
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Behelyettesitjik ezeket az értékeket a Taylor formulaba:

2 0 -8 0 32
f(:C)%0+F($—0)1+§($—0)2+—3‘ ($—0>3+E($—0)4+—5'($—0>5:
_ 4 3 4 5
=2 3:6 —|—15:c

Természetesen a feladatot megoldhattuk volna egyszer{ibben is, ha a sin = Taylor soraba az x
helyére beirunk 2z-et.

-1
1422

2. Mekkora frekvenciaval rezeg egy egységnyi tdmegl kicsiny részecske, ha az U(z) =
potencialban a nyugalmi helyzetébdl kicsit Kitéritjik?
Régebbi tanulmanyainkbél tudjuk, hogy a rugéra akasztott test energidja U(z) = —1Da?,
ahol D a direkcids allando6 és x az egyensulyi helyzett6l valo kitérés. A rugora akasztott test

W= \/g frekvenciaval rezeg. A mi esetiinkben a potencial fliggvényét kozelitenlink kell egy

olyan fliggvénnyel, melyben négyzetes tag szerepel. A fliggvény Taylor-sora a masodik rendig,
éppen ilyen kozelités. Azt mondjuk, hogy olyan kicsi a kitérés, hogy a magasabb rendd tagokat
mar elhanyagolhatjuk. A figgvény minimuma az x = 0 helyen van, mert a nevez6 ekkor a
legkisebb és a negativ szam abszolut értékben ekkor a legnagyobb. Hatarozzuk meg a Taylor-
sort zy = 0 pont korull masodik rendig:

-1
Ulr) =170 U0) = —1
2x
1 1
2 — 622
2 2
VR0 = Ty Uho =2

Behelyettesitjik ezeket az értékeket a Taylor formulaba:
1 2
Ulr) ~ =140+ §2x
Az additiv tag nem szamit, mert a potencial nullapontjat szabadon megvalaszthatjuk, az els6

derivaltnak pedig a minimumnal mindig 0-t kell adnia. Tehat a direkcids allandé D = 2, amibdl
egységnyi tdmeg esetén a frekvencia w = /2.

2.4. Feladatok

1. Szamoljuk ki a kdvetkez6 fliggvények Taylor-sorat 5. rendig. Prébalj altalanos formulat talalni!

(a) flz)=e> (2o = 0) (b) fla)=ae" (2o = 0)
(¢) flx)=Ilnzx (g =1) (d) f(x)=zlnx (g =1)
(€) f(z)=tanz (z9 = 0) (f) fla)=e" (2o = 0)
(9) f(2) = — (=0 () f@)=vaZFl  (=0)
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2. Mekkora frekvenciaval rezeg egy egységnyi tomeg kicsiny részecske, ha a kdvetkezd potenci-
alok valamelyikében a nyugalmi helyzetébdl kicsit Kitéritjik?

1
(a) U(x):x4+1 (b) U(z)=—cosx
() Ul)=—e" (@) U) =17
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3. Integralas

3.1. Elmelet

Az integral fogalméanak megértéséhez induljunk ki Gjra a geometriai értelmezésb6l. Nézzik a
kovetkezd abrét:

y

NN N
SOOI T
NN
NSO
- NN N NN N

[N

L

a X

>
<

A probléma megfogalmazasa a kovetkezd: Adottegy f : R — R fliggvény, amelyet dbrazolva a sikon
egy gorbét kapunk, szamitsuk ki a fliggvény gorbéje és az x tengely kdzotti terliletet valamely = = a
ponttdl x = b pontig. A probléma megoldasahoz kozelitsiik a kiszamitando teriletet olyan téglalapok
Osszegével, melyeknek szélessége Az, magassaga pedig a flggvény legkisebb értéke ezen a kicsiny
intervallumon beliil. Ezzel megkaptuk a fliggvény alatti teriilet alsé kdzelitd dsszegét. Lathatd, hogy
ha a felosztast finomitjuk, akkor a kdzelitd 6sszeg egyre pontosabban visszaadja az eredményt. Ha
végtelenil sok intervallumra osztjuk fel az [a, b] intervallumot, akkor pontosan megkapjuk a kérdéses
teruletet. Ezt a kdvetkez6 maodon jel6ljik:

b
TerUIet:/f(:c) dz

Ennek a miveletnek a neve hatarozott integral.
Milyen tulajdonsagai vannak? Ha a teriilet az x tengely felett van akkor pozitiv, ha alatta akkor
negativ el6jelld. Ha kiszdmitjuk a teruletet [a, b], [b, c| és [a, c| intervallumon, akkor els6 kett6 terilet

6sszege kiadja a harmadikat:
b c c
[t@ars [ saar= [ @
a b a

Ha az integral intervallumanak eleje és vége ugyanaz, akkor nullat kapunk (nincs kdzrezart terlet):

/af(:zc) dz =0
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Végll, ha felcseréljik az integralasi hatarokat, akkor ellenkezd eldjel( terlletet kapunk:

/bf(ﬂf)dfl?:—/af(fl?)dﬂj

Ha létezik olyan F'(x) : R — R fliggvény, melyre igaz, hogy:

/ f(2)de = F(b) - F(a) = [F(z)]"

akkor F'(x)-eta f(x) fuggvény primitiv fuggvényének hivjuk. A primitiv fuggvény alakja egy kons-
tans additiv tagig hatarozatlan, mert a kiilonbség képzése soran az additiv tag kiesik. Hatarozatlan
integral fogalman a primitiv fuggvény megkeresését értjik, jel6lése a hatarozott integral jel6lésétol
csupan abban kilonbézik, hogy nem irunk ki hatarokat:

/f(:c)dx:F(x)—i-C

Bizonyithato (lasd analizis el6adas Newton-Leibniz tétele), hogy ha F'(x) a f(x) fuggvény primitiv
fuggvénye, akkor F'(x) derivaltja éppen f(x).

3.2. Integrélasi szabalyok

Newton-Leibniz tétel felhasznalasaval, egyszer(ibb fuggvények eseten kénnyen visszakereshetjiik
a primitiv fliggvenyt, ime egy tablazat a legfontosabb alapfliggvények integraljarol:

anrl 1
/x"dx: +C /—dlenx+C’
n+1 T
/sinxdx:—cosa:+C’ /cosxdx:sinx+0

/sinhxdx:cosha:+0 coshxzdz =sinhx + C

/
/ 1

dx = arctanx + C

/emdx:eerC

1+ 22
/ L inz+C L 4 +C
T = arcsinx T = arccosx
V1—2? V1—a?

Az osszetett fliggvények integraljanak kiszamitasa nem egyszer( feladat, a derivalassal ellentétben
nem minden esetben tehetd meg analitikusan. Annyira azért nem reménytelen a helyzet, mert most is
érvényes néhany altalanos formula, melyek hasznélataval nagyon sok integral eredmenye zart alakban
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felirhato.
/cf(x) dx:c/f(a:) dz (1)
[ @ £a@ o= [ ez [g@ya @)
[ F@g@ ds = @) - [ 1)) da 3)
[ Ho@)ge)de = [ fo)dy a0l y =g (4)

3.3. Kidolgozott példak és gyakran hasznalt médszerek

Most alkalmazzuk az el6z6 szabalyokat és néhany specialis esetet részletesebben is megvizsga-
lunk:

1. f_Zl 23+ 22724 3/ + 6 dv = ? Osszegfliggvény hatarozott integraljat kell kiszamolni, melyet
tagonkét szamolhatunk (2. formula). Az dsszes tag polinom melyekre alkalmazva a megfelel§
szabalyt:

2

/x3+2x2+3\/5+6d:c:

1
2 2 2 2

:/x3dx+/2x_2dx+/3x%dx+/6dx:
1 1 1

1
[x4r+ [Z:Elr N 312
41, 1], 5

2. fOZ’r x?sin x dx = ? Ez egy szorzatfliggvény, ezért alkalmazzuk ra a parcialis integralas szaba-
lyat (3. formula). A probléma az, hogy melyik fliggvényt valasszuk derivaltnak? A polinom
foka a derivalassal csokken, igy a szabaly tébbszori alkalmazasaval eltlinhet az integralandd
fliggvénybdl, ezért kbvetkezképp valasztunk:

2
27
+ [62]7 = -+ 4v2
1

f'(x) =sinz f(z) = —cosx

g(z) = g'(x) =2z
2 2
/372 sinzdz = [—2” cosz] ? - /2:1:(— cosx)dx =
0 0

2
= _47r2+2/xcosxdx =

0
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Ujra alkalmazzuk a parcialis integraléas szabalyat:

f'(x) = cosx f(z) =sinx

glx) = g(x) =1

2T
= —47? +2/xcosxdx = —4n® + 2 [wsina])" — Q/Sinxdx -
0 0
27
= —4n® — 2/sinxdx = —47* — 2]~ cos a:]é’r = —4x?
0

3. [Inzdz =7 Ez egy érdekes példa a szorzat fiiggvények integralasara. Ugyanis egy olyan
cselt kell alkalmazni, mellyel sokat talalkozhatunk a matematika vilagaban. Nevezetesen, ha
egy kifejezést megszorzunk 1-gyel, akkor nem valtoztatjuk meg az értékét. Tekintsiik szor-
zatfuggvénynek a logaritmust az el6z9 értelemben, majd alkalmazzuk ra a parcialis integralas

szabalyat.
/lnxdx:/llnxdx

A szabdly alkalmazésakor a kdvetkezd valasztast hasznaljuk:
fl) =1 fx) =
g(x) =Inz g'(x) =

/1ln:pdx:xlnx—/xldx:xlnx—/ldx:xlnx—erC’

T

4. [ x?ész dxz =7 Ez a feladat a helyettesitéses integral egyik specialis esete. A szamlaldban 1évd

fuggvény a nevezd derivaltja. A végeredmény a nevezében lévo fliggvény logaritmusa, amirdl
derivalassal konnyen meggy6zddhetink. Matematikai jeléléssel:

LY
[ e =i+

A feladat megoldasa ennek segitségével:

/ S (322 +2)+ C
r = In(ox
3+ 2

Az abszolutértéket itt elhagyhatjuk, mert a logaritmus argumentumaban szerepl6 kifejezés min-
den z-re pozitiv.

5. [2x(z*+ 1)32 dx =7 Ez egy maésik specialis esete a helyettesitéses integralnak. A szorzat
egyik tagja egy fliggvény valamilyen kitevére emelve, a masik tagja pedig a fliggvény deri-
vatja. Az eredmény a fuggvényiink eggyel nagyobb kitevén osztva az () kitevOvel. Derivalas
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segitségével meggy6z6dhetiink a szabaly helyességérdl. Matematikai jeloléssel:

n+1
/f ) (x f 1+C
A feladat megoldasa tehat:
2 1)33
2 2 V2 dr = L
/ x(x + ) T 33 +C

6. [6cos(6z —7)dx =7 Ez a feladat a helyettesitéses integral alkalmazaséaval oldhaté meg (4.
formula), ahol a helyettesitendd fliggvény elséfoku kifejezés.

y=>06x—7 — %26 — dy = 6dz
x

Ezekkel a kifejezésekkel vegezziik el a helyettesitéseket.
/6008(69(: —7)dx = /cosydy =siny + C =sin (6z —7) + C

7. [ ﬁ+ -dz =7 Az olyan flggvények integralasanal, amiben szerepel a kovetkezé négyzet-
gyokos kifejezés:vi—z2. gyakran célravezet6 a kdvetkez0 helyettesités:

r=siny — d—x:cosy —  dz = cos (y)dy
Y

Ezek segitsegével:

/ 1 d cos Y
—dx =
V1—a2+41 V1 —sin?y +1

Els6 ranézésre talan bonyolitottuk a feladatot, de alkalmazva a kdvetkezd trigonometrikus azo-
nossagokat egyszer(isodik a példa.

2 : 2

Ccos 2 = cos” v — sIn“ « sin’ o + cos?

a=1

Jelen esetben 2a = y:

cos y cos y 2cos” 4 — 1
—/7dy:/722y dy =
V1—siny+1 cosy + 1 2cos* 5
1 1
=|1l—-———dy=y— | ——=d
/ 2cos? 4 y=y /2(:052%

A z = ¥ helyettesitessel.

1 1
— dy =y — dz=y—t C =
y /2(:082% y=y /0082 z =y tanzd

=y— tan% + C = arcsinz — tan <ar0521nx) +C
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Szémoljuk kia [ = “’Sy - dy integralt egy masik helyettesités segitségével. Ha olyan fliggvenyt
kell integralni, melyben trigonometrikus kifejezések szerepelnek, és nem akarunk (tudunk) bi-
vészkedni a killénbdzd azonossagokkal, akkor az esetek tobbségében segit a kdvetkezd maod-
szer:

Yy . 2t . 1—¢?
t = tan B ekkor siny = N és cosy = oS
A derivalt és dy kifejezése pedig:
9 arctan ¢ dy 2 d 2dt
= 2 arctan - = — =
Y dt  2+1 YT e
Az integral a kovetkezdképp alakul.
cos Yy 1 2 1—¢2
/7dy: t“ dt:/—dt:
cosy + 1 2 1t2 41 t?2+1

t+1

2 +1 2 y
:/—t2+1+t2+1dt=—t+23T0taHt+C:—tan§+y+C

Ez megegyezik az el6z6 mddon szamitott eredménnyel.

8. [ V4 + a?dx =7 El6sz6r hozzuk ki a négyzetgyok alél a 4-t, utdnna egy gyakori helyettesité-
ses szabalyt alkalmazunk.

/mdx—/Q\/:dx—2/,/1+

=5 dr = 2dy

/,/H dx—4/mdy

Az integrandusz hasonlit az el6z6 példaban latott /1 — x2 kifejezéshez, csak most kivonas
helyett 6sszeadas szerepel a gyokjel alatt. llyenkor a kdvetkezé helyettesités a célravezeto:

d
y=sinhz — d—y =coshz — dy=cosh(z)dz
z

Ennek segitségével az integralunk a kdvetkez6képp alakul.

4/\/1+y2dy:4/\/1—i—sinh2zcoshzdz:4/cosh2,zdz:

h (2 1 .
:4/cosh22dz:4/%dz:sinh(22)+2z+C:2y\/1+y2+arsmhy+0
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9. [sinasinhx da =7 Utolso kidolgozott példank a parcialis integralés speciélis esete. A szorzat

mindkeét tagja olyan, hogy tébbszor derivalva vagy integralva 6nmagat kapjuk. Végezzik el a
parcialis integralast kétszer egymas utan.

f'(x) =sinz f(z) = —cosx

g(x) =sinhz g'(z) = coshz

/sinxsinhazdaz:—cosa:sinha:—/—cosxcosh:cd:c:—cosxsinha:—l—/cosa:coshxdx

f'(z) = cosz f(z) =sinz
g(z) = coshx g'(z) =sinhzx
—coszsinh z + /cosxcoshxdx = —cos z sinh x + sin z cosh x — /sinxsinhxdx

fjuk fel Gjra, hogy milyen kifejezésb 6l indultunk és mihez érkeztiink:
/sinxsinhazdaz = —coszsinh z + sin z cosh x — /sinxsinhazdaz

Az egyenlet bal oldalan allo kifejezés megtalalhato a jobb oldalon is, igy egy kicsit atrendezve
az egyenletet és kifejezve a keresett integralt a kovetkez6t kapjuk:

. . —cos zsinh  + sin z cosh x
/smxsmhxdx: 5 +C
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3.4. Feladatok

17

Szamold ki a kdvetkezd hatarozott és hatarozatlan integralokat! Ne feledkezz meg arrél, hogy
derivalassal ellendrizheted a megoldast!

2 — 2272

™

/sinx dx

2e” dx

O\H o
8

In zdz

/
[
[ @i

sin 2x

cos?x + 3

/33:2\/:c3+2da:
/\/1—x2dx

efl’
/1+62xdx

sinx
—dx
sinx — cosx

sin (2z — 2)) dz

1

1
/ dx
14 2

-1
1

/sin (mr — g) dx

0

/ e’ sinz dz
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4. Komplex szamok

4.1. Komplex szam fogalma

Kezdetben az ember megszamlalva kiillénb6zo értékeit (pl. joszagat, termését . . .) eljutott a termé-
szetes szamok halmazéahoz (jele: N) melynek elemei 0, 1,2, 3. .. Ennek segitsegével konnyen 6ssze-
gezhette azonos fajtaju dolgait. Amint azonban bevezette a kiildnbséget, talalkozott olyan mennyiség-
gel, melynek leirdsahoz ki kellett terjesztenie ezt a halmazt a negativ szamokal, igy eljutott az egész
szamok halmazahoz (jele: 7Z), melynek elemei 0,1, —1,2,—2.... Az osztas hasznalatakor, mint a
szorzas inverze, két egész szam hanyadosaként megjelentek a tort azaz racionalis (jele: Q) szamok. A
hatvanyozas segitsegével vagy geometriai megfontolasokkal olyan szdmokat is talaltak, melyek nem
irhatdk fel két egész szam hanyadosaként, ezeket irracionalis szamoknak nevezték el. A racionalis és
az irracionalis szamok 0sszességét valos szamoknak (jele: R) hivjak. Negativ szamok négyzetgyodke
azonban nem létezik a valds szdmok halmazan. Vezessik be a képzetes (imaginarius) egyseget a
kovetkezd definicioval:

i=v—1

Komplex szdmokon C olyan szamokat értlink, melyek felirhatoak a kdvetkez6 alakban:
z=a+bi ,ahola,beR

Az a-t a =z komplex szam valds, a b-t a képzetes (imaginarius) részének nevezik és jeldlésik: Re(z) =
a és Im(z) = b Két komplex szdm kozott a kvetkezd modon értelmezzik az §sszeadast és a szorzast:

le:ZQ :a1+b1i:|:a2+b2i:alj:a2+(b1:|:b2)i
2129 = (a1 + b13)(ag + bai) = aray — biby + (a1by + azb)i

Képzeljunk el egy koordinata rendszert, melynek vizszintes tengelyén a komplex szam valos, fiig-
gOleges tengelyén a képzetes részt abrazoljuk. A kapott koordinata rendszert komplex szamsiknak
nevezzik. Egy komplex szamot a szdmsikon egy vektor reprezental, ennek segitségével beszélhetlink
a komplex szdm hosszarol, azaz abszoldt ertékerdl: |z| = va? + b2. Egy komplex sz&m konjugétjan
azt a komplex szdmot értjuk, amelynek a képzetes része ellenkezé el6jell: ha = = a + bi, akkor
z* = a — bi. Ennek segitségével kdnnyen kifejezhetd egy komplex szam abszolUtérték négyzete:
|22 = 22* és értelmezhetjlik két komplex szdm hanyadosat:
Z1 i a; + bll i ((1,1 + bli)(ag — bgl) i 212;

Z9 as + bgl a% + b% |2’2|2

A komplex sz&msikon egy = sz&mnak egy vektor felel meg, melynek hossza » = |z| és valamely
© szbget zar be a valds tengellyel. Kifejezve a-t és b-t a hosszal és a ¢ szoggel, a komplex szdm
trigonometrikus alakjat kapjuk:

a=rcosy b=rsinp

z=a+bi =r(cosy +isiny)
Ebben az irdsmddban geometriai jelentést rendelhetlink a szorzashoz. Ugyanis:

2129 = 11(C0OS 1 + i sin pq)r2(cos g + isin y) =
= 1179(C08 1 €OS Yy — Sin Y1 Sin Yo + i(sin ;1 cos Py + cos Py sin py)) =

= r173(cos (@1 + @2) + isin (o1 + 2))
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Azaz, két komplex szdm szorzata egy olyan komplex szam, melynek hossza a két hossz szorzata és
a valos tengellyel akkora szdget zar be, mint az eredeti két szam szdgeinek 6sszege. Egy komplex
szam hatvanyat ezek szerint Ugy kapjuk, ha a hosszat a megfeleld hatvanyra emeljik, a sz6gét pedig
a kitevével megszorozzuk:

2" =r"(cosnp + isinnyp)

Gyobkvonasnal, azaz tortkitevére emelésnél, figyelembe kell venni, hogy a o sz6gh6z 27 tébbszorosét
hozzaadva ugyanazt a komplex szdmot kapjuk, igy:

2k 2k
n n
ahol £ = 0...(n — 1) egész sz&m. Tehat annyi komplex gyokot kapunk eredményul, amilyen a
gyokiink kitevdje.
fjuk fel a Taylor sorat a cos ¢ + i sin ¢ fliggvénynek:

2 4 2n
¥ Y Y
1LY (1)
o8y > ot D"
3 5 2n+1
. . P . P . d
= — i i =1
ising = iy — 1% +2120+ i( )(2n+1)!
T A)2n i ~)2n+1 A \m )
cos o+ isin g = o)™ | Q)™ _ (i)™ _

(2n)!  (2n+1)! m!

Ezzel eljutottunk a komplex szamok felirasanak exponencialis alakjahoz. Az exponencialis fligg-
vény rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy szorzas esetén a Kitevok dsszeadddnak. Az egységnyi
hosszlsagu komplex szamok fontos szerepet jatszanak a fizikaban, &ltalanos alakjuk: zegyssgnyi = €'¢.
Egy nagyon hires és hasznos 6sszefliggés az Euler egyenlGség: ¢ = —1. Osszefoglaloként itt egy
tablazat a komplex szamok kiilonb6z6 alakjairdl:

Normal z=a+bi Re(z) =aeésIm(z) =0
Trigonometrikus | z = r(cos @ +ising) | r = Va2 + b2, a = rcosy, b = rsing
Exponenciélis 2 = re'® r=+va2+b%a=rcosp, b=rsiny

4.2. Komplex szamok flggvényei

A val6s szamok kdrében megismert fliggvényeket Ugy terjesztjik ki szemléletesen a komplex
szamokra, hogy a fliiggvények jellegzetes tulajdonsadgai megmaradjanak.

Ha az exponencialis fliggvény kitev6jében 0sszeg szerepel, akkor olyan exponencialis szorzatta
alakul, melyben az egyes tagok kitevdi az eredeti fliggvény kitevdjének részei:

ea-i—bi — eaebi — Teigo
r=e*ep==>
Ennek segitségével definialhatjuk az exponencialis fliggvény inverzét, a logaritmust, vigyazni kell

azonban arra, hogy a ¢ szoghoz 27 tébbszorosét hozzaadva ugyanazt a komplex szamot kapjuk:

Inre =Inr +i(p + 2kw) = a + bi
a=1Inrésb=p+2kn
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fjuk fel az egységnyi hosszlsagu, ¢ illetve —p szégli komplex szamok trigonometrikus és expo-
nencialis formajat.
€'’ = cos p 4 isin
e = cos (—) +isin (—p) = cos g — isinp

A két egyenletbdl sin o és cos ¢ Kifejezhetd az exponencialis fiiggvények segitségével:

e 4 et

cos(p = —————
2

. e — e~

singp = —————
21

Ha ¢ helyére egy komplex szamot irunk, akkor megkapjuk a komplex szam szinuszat illetve koszi-
nuszat.
' eila+bi) 4 o—i(a+bi) e~ beia 4 gbp—ia
cos z = cos (a + bi) = = —

2 2
b

e btcosa+iebsina+ ePcosa —ie’sina

2
= cosacoshb— isinasinhb

Ugyanigy megkapjuk, hogy:
sin z = sina cosh b + i cosasinh b

Ha cos z-be z helyére egy tisztan képzetes szamot, azaz bi-t irunk, akkor cosh b-t kapjuk eredmeé-
nyul. Ugyanigy sin (bi) eredménye isinh b lesz. A szOgek 0sszegére vonatkozd trigonometrikus
azonossagok és ezen osszefiiggések segitségével szintén levezethetjik a komplex szdmok szinuszat
és koszinuszat, melyek ugyanerre az eredményre vezetnek. Vegyuk észre, hogy komplex szamokra
mar nem igaz, hogy a szinusz vagy koszinusz eredménye 1-nél kisebb. Most mar van megoldasa a
sin x = 2 egyenletnek is, de csak a komplex szamok korében!

4.3. Kidolgozott feladatok

e

1. Egyszer(sitsiik a kovetkez6 komplex tortet: 2,
A feladat megoldasakor a komplex szamok osztasara vonatkozo szabalyt alkalmazva:

21 217
n |af
A miesetinkben: 2y =3+ 2,20 =1—7 — 25=141
342  (3+2)(1+14) 3+3i+2—-2 145
1—i (1—-d1+i) 2 T

2. fjuk fel trigonometrikus és exponencialis alakban a z = /3 — i komplex szamot!
A feladat megoldasahoz szamoljuk ki a komplex szam abszolut értékét, majd keressiik meg
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mekkora szoget zar be a valos tengellyel.

z=a+bi — a=+V3b=-1

3 1
r=va2+=vV3+1=2, Cosgnges sin90:§ - p=-—
Ezek segitségével a két alak:
z=V3—-i=2 (cos (—%) + 7 sin (—%)) =2¢7'%

3. Hatarozzuk meg a v/1 értékeit!
A komplex gy6kvonashoz el6szor atalakitjuk a szamot trigonometrikus alakra, majd a szabaly-
nak megfelelen kiszamoljuk a 3 egységgyokot.
z=1=140 — 7r=1¢p=0 — 2z=cos0+isin0
cosO+1isin0=1

0+ 2k 0+ 2k 2m .. 2m B 1 \/§
\3/2:1003 +3 7T+z'sin +3 T _— Cos§+zsm§_—§+7z
47 47 1 @

Cos?+zsm? :—5—

4. Mennyi az értéke a sin (5 + iIn 2) kifejezésnek?
A megoldashoz hasznaljuk fel a komplex szamokra is értelmezett szinusz definicigjat.

sin z = sina cosh b + i cos asinh b

A mi esetlinkben a megfeleld egylitthatdk és a behelyettesités utani érték:

a:z g¢s b=1n?2
3

5v3 .3

sin (g +iln2> :sin%coshan—i—z’cosgsinhan = e +i§

5. Mennyi az értéke a kovetkez0 kifejezésnek: z = log, (1 +4)?
El6szor alakitsuk at a kifejezést természetes alapu logaritmusra.

In(1+72
z:logi(lJri):%

A logaritmus argumentumaban allé kifejezéseket alakitsuk at exponencialis formajura, mert
ekkor tudjuk értelmezni azt.

In(l1+4) In(vV2e't) Inv2+i (% + 2kn)
Ini  Ilnet 1 (% + 2l7r)

Végil a nevezdbdl tlintessiik el az imaginarius egységet.

ln\/§+i(%+2k7r) B (§+2k7r) _; Inv/2
i(Z+2r)  (E+2r)  (Z+2m)
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6. Hatarozzuk meg a sin z = 2 egyenlet gyokét!
fjuk fel a sin = komplex kifejtését és olvassuk le, hogy a valos és a képzetes résznek milyen
feltételt kell kielégitenie.

. . 4 ) sina cosh b = 2
sinz =sinacoshb+icosasinhb — ]
cosasinhb =0

Ahol mér a és b valds szamok! A méasodik egyenlet szerint két részre szakad a megoldas.

Els6 eset
sinhb=0 — b=0 — coshb=1
Ilyenkor az elsd egyenlet szerint:
sinacoshb=2 — sina=2

Ez viszont lehetetlen a valds szdmok halmazan.

Masodik eset

a:g+2k:7r —  sina=1 —  coshb=2
cosa =0 — 3

a= 5 + 2km —  sina = —1 —  coshb = —2 Ellentmondas!

A végsd megoldandd egyenlet cosh b = 2 alakd. Ennek megoldasahoz irjuk fel a cosh fligg-
veény exponencialis alakjat, majd Uj valtozot bevezetve egy masodfoku egyenlet megoldésara
redukalddik a probléma.

b —b +l
€+26 —9 y:eb N y_y:2

¥ —4y+1=0 — b=+In(v3+2)
A teljes megoldas: z = g + 2km 4 iln (V3 + 2)

4.4. Feladatok

Egyszersitsd a kdvetkez0 kifejezéseket!

1—i 2 — 2 2 —i

i 3+ 3i —i

3i + 2 2 —i i—5
—2 4 4i 20 — 6 2i + 3
log; (7) log; (—1) log_; (1)

log; (1 + 1) log; (2v/3 — 1) log_; (5 — V/75i)
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Mennyi az értéke a kovetkezd kifejezéseknek?

V-1 /i V2 —2i
\/ =3+ /2 — /12 V1=
sin (7) cos (i1n 3) sin (7 4 i1n2)

1
oS (g +iln 4) sin (_n_6) tan (—17)
i
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5. Vektorok

5.1. Vektor fogalma, alapmiveletek

Azokat a mennyiségeket, amelyek egy irannyal és egy mérészammal adhaték meg vektoroknak
nevezzik. llyen példaul a sebesség, gyorsulas, erd... A vektorok szemléltetésére geometriai mddot
szoktak hasznalni. Egy nyillal szoktéak jeldlni a vektort, melynek hossza a vektor nagysagat az iranya
a vektor iranyat mutatja. A vektort ebben az értelemben kétszer alahdzott betivel jeléljik, pl. «. Ugy
is felfoghatjuk, hogy a vektor egy olyan utasitas, ami megmondja nekiink, hogy mennyit és milyen
irdanyban mozduljunk egy adott térben. A vektor hosszanak, az abszolltértékének jeldlése: \g\ = a.
A nulla hosszusagu vektort nullvektornak hivjuk.

Két vektor 6sszegén egy olyan harmadik vektort értiink, amely az elsd vektor kezdetétél a masik
vektor vegéig mutat. Adott a és b vektor esetén a:

+

lie)
e

Ii=pd

Osszeget geometriailag ugy képzelhetjik el, hogy a ¢ vektor az a és b vektorok altal kifeszitett
paralelogramma 4tl6ja. Tbb vektor esetén az dsszeg az elsé vektor elejétdl az utolsd vektor végéig
mutat.

A vektor ellentetjén az azonos nagysagu, de ellentétes iranyu vektort értjik, jelolese: —a. Egy
vektor és annak ellentetjének dsszege a nullvektort adja eredményiil. Ennek segitségével két kiilénb-
ségét Ugy képezziik, hogy az elsé vektorhoz hozzaadjuk a masodik ellentetjét:

c=a-b=a+(-0)

Egy vektort igy szorzunk meg egy szammal, hogy nagysagat megszorozzuk az adott szammal és a
kapott vektor irdnya a szorz6 szam eldjelét6l fliggben vagy azonos (pozitiv) vagy ellentétes (negativ)
az eredeti vektorhoz képest. Legyen b = a.a, ekkor b egy olyan vektor, amely a -val egyiranyu, ha
o el6jele pozitiv és ellentétes, ha o elBjele negativ, a nagysaga pedig b = |a| a. Két vektor dsszege és
szammal val6 szorzasa disztributiv miivelet:

a(e+b)=ag+ab

Vektorok lineéris kombinaciojan értjiik a szammal valo szorzas és a vektorok kozotti 6sszeadas soran
kapott kifejezéseket. Példaul a és b vektorok linearis kombinacidja az a ¢ vektor, amely el6all a
kovetkezd alakban: ¢ = aa + 8b. -

Két vektor skalaris szorzatan egy olyan szamot értiink, melyet a kovetkez8képp szamitunk ki:

ab =abcosa

Ez a szorzat a fizikdban gyakran el6fordul (példaul munka...). A skalris szorzat két vektorhoz egy
szamot rendel, az asszociativitas nem igaz ra, ezért ki kell tenni a zarojeleket:

(ab)c#al(be)

A skaldris szorzat kommutativ, azaz két vektor skaléris szorzata nem fiigg a sorrendtdl. A vektorok
kozotti 6sszeadas és a skalaris szorzas kozott érvényes a disztributivitas.

(a+b)c=ac+bc
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Ha két vektor merdleges egymasra (ortogonalis), akkor skalaris szorzatuk nulla. Forditva is igaz, ha
két vektor skalaris szorzata nulla, akkor merdlegesek egymasra (ortogonalisak), vagy az egyik vektor
a nullvektor, de annak iranya ugyis tetszﬁleges. Tetsz6legs vektor sajat magaval vett skalaris szorzata
megadja a hosszénak négyzetét a a = a?

Valamely v sebességgel mozg6 toltesre B magneses térben olyan F' erd hat, melynek iranya
mer6leges v-re és B-re (v és B altal kifeszitett sikra), nagysaga pedig v B sin a-val aranyos. A
vektoriélis szorzat segitségével a Lorenz er6t a kvetkez6 alakban irhatjuk:

F=q

x B

=

Legyen ¢ = a x b, ekkor a, b és ¢ jobbsodrasu rendszert alkot, azaz a jobb keziink htvelyk,
mutato és kdzépso ujjaval (ebben a sorrendben) tudjuk dket fedésbe hozni. A vektorialis szorzat nem
asszociativ és nem kommutativ. A definiciobol kdvetkezik, hogy:

X

IS}

XQ:—

S~

IS}

A vektorok dsszeadasara és vektorialis szorzasara is érvenyes a disztributivitas.

(a+b)xc=ax

IQ
1o
ISyl

Az a ( b x g) szorzatot harmas vegyes szorzatnak nevezik. Ha a harom vektor egy sikban fek-
szik (vagy az egyik a nullvektor), akkor a vegyes szorzatuk nullat ad eredményil. Geometriailag a
vegyes szorzat, a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat adja. A vegyes szorzat el 6-
jele megmutatja, hogy a harom vektor jobb- (pozitiv eljel) vagy balsodrasu rendszert (negativ el6jel)
alkot. Geometriai megfontolasokbdl igaz a kovetkezé két egyenléség:

a(bxc)=claxb)="b(cxa)
a(bxc)=(axb)c

A harmas vegyes szorzatot ezen tulajdonsagok miatt a kvetkez6 formulaval jeldlik: a (Q X g) =
(a,b,c).

5.2. Bazis, koordinata

Legyen a, b és c atér harom olyan vektora, melyekre igaz, hogy az
aa+Bb+vc=0

egyenletnek a trivialis « = 3 = v = 0 megoldason Kkivil nincs masik gyoke. Ekkor azt mondjuk,
hogy a harom vektor linearisan fuggetlen. Sikban kettd, térben harom linearisan fliggetlen vektort
talalhatunk, természetesen létezhetnek olyan terek is, ahol tébb linearisan fliggetlen vektor létezik.
Lineérisan fliggbek a vektorok, ha létezik mas megoldasa is az elz6 egyenletnek, ilyenkor az egyik
vektort kifejezhetjlik a tébbi vektor linearis kombinaciojakeént.

Vektoregyenleten olyan egyenletet értiink, amikor az ismeretlen mennyiség egy vektor. Tehat ke-
ressuk azokat a vektorokat az adott térben, amelyeket behelyettesitve az ismeretlen helyére, igaz lesz
az egyenlGség. Altalaban az ismeretlent valamilyen linearisan fiiggetlen vektorok kompozicidjaként
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keressiik, ahol az Uj ismeretlenek az egyutthatdk lesznek. A kidolgozott példaknal olvashatsz tobbet
err6l a témaral.

Adott valamilyen vektortér, azaz olyan ter, ahol értelmezve vannak valamilyen vektorok ¢sszea-
dassal, szammal valo szorzéssal és valamilyen skalaris szorzattal. Ha meghatarozunk annyi linearisan
fliggetlen vektort, melyekbdl linearis kombinacioként a tér sszes vektora el6allithatd, akkor ezeket
a vektorokat bazisnak hivjuk. A bazisvektorok szamat az adott vektortér dimenzidjanak nevezzik.
Sikban kett0, térben harom linearisan fiiggetlen vektor kell egy bazis kialakitasahoz. Legyen a, b és
c egy bazis a térben. Ekkor tetszGleges x vektorra definicio szerintigaz, hogy z = aa + 5b b +yc c
és a felbontas egyértelmi, tehat o, 3 és v szamok egyértelmien jellemzik az = vektort. Az o, 3, v
szamharmast az z vektor koordinatainak nevezzilk az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett koordinata
rendszerben. -

Egy bazist ortogonalisnak neveziink, ha vektorai egymasra paronként merdlegesek, azaz skalaris
szorzatuk nullat ad eredményil.

Ha egy ortogonalis bazis minden vektora egységnyi hosszu, akkor ortonormalt bazisrol beszéllnk.
A vektorok leirdsa ilyen bazisban altalaban egyszerii és kdnnyen kdvethetd, a tovabbiakban ezzel
foglalkozunk részletesen. Legyen ¢, ¢, ¢® egy ortonormalt bazis a térben, ekkor definicié
szerint igazak a kdvetkez6 egyenlosegek

e =@ =B =1 egységnyi hossztiak

eWe® =Wl = @G =0 paronként merblegesek

[
IICb

5.3. Reprezentécio, indexes irasmaod

Legyen a, b és c egy bazis a térben, amelyek kifeszitik a K koordinata rendszert. Ekkor tetsz6-
leges = vektorra definici6 szerint igaz, hogy x = x1a +x2b + x3¢. AZ 21, 29 €S x5 koordinatakat,
mint szAmharmast, az x vektor K koordinata rendszerbeni reprezentacidjanak nevezziik. Jeldlése:
L = T1,T2,T3.

Adott egy ortonormalt bazis. Ekkor egy tetszoleges a vektor a kvektezo alakban irhat6 fel:

Szorozzuk be mindkét oldalt gj-vel, ahol i = 1,2, 3 lehet. Mivel a bazis ortonormalt, ezért a jobb
oldalon csak az a tag nem nulla, ahol az azonos bazisvektorral szorozzuk, ami viszont éppen egyet ad
eredményul, igy:

IS}

eD =3 aie® ) = g

Tehét egy vektor koordinatait ugy kapjuk meg, hogy skalarisan 6sszeszorozzuk a megfeleld bazisvek-
torokkal. Ennek megfelelGen a bazisvektorok reprezentacioi:

e =100 e¢®=0,1,0 ¢®=0,01

Ve

Nézzlk meg hogyan reprezentalodnak a vektorok kozétti miveletek. Legyen a + b = ¢, irjuk
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Ki a bazisvektorok segitségével az dsszeadast majd olvassuk le az eredményt.

Tehat: ¢; = a; + b; masjeloléssel: ¢ = a + b

Tehéat 6sszeadas soran a megfeleld koordinatak dsszeadddnak. A ¢; = a; + b; format indexes irasmaod-
nak nevezzik, ekkor az indexben szerepld bet(i felveheti térben 1,2, 3 értékeket. Ezzel a jeldléssel
megsporoljuk, hogy mind a harom egyenletet ki kelljen irnunk.

Legyen b = Aa. Az el6z0 gondolatmenetet vegigesinalva a kovetkezGt kapjuk.

a ICL1,CL27G3 b= 517b2753

a = Z Z ie?
3

)\Zaig@:Z)\ai Zbe
i=1 i=1

Tehat: b, = \a; mésjelolessel. Q =\a

II@
[

Ilyenkor tehat minden koordinatat meg kell szorozni az adott szammal.
Skalaris szorzat reprezentalasahoz megint irjuk ki a bazisvektorok segitsegével az a b szorzatot.

a =aj,az,a3 b= 517b2753

Zg
2: e =3 abye®et

ij=1

w

I
I

T

> g

i=1

2
IICb

Itt fontos, hogy a két vektor megfelel6 komponenseit ne ugyanazzal a betlvel indexeljuk, mert ak-
kor nem kapnank meg a tényleges szorzatot. Az utolso szorzatndl megint a bazisvektorok szorzatat
latjuk, amelyek csak akkor adn egyet, ha ugyanazokat a vektorokat szorozzuk 6ssze, minden mas
esetben nulla az értéke. Ez a tulajdonsag, sokszor fordul el a vektorok vilagaban, ezért bevezették a
Kronecker delta szimbolumot:

5= e®el

ami egy, ha az indexei megegyeznek és nulla, ha kiilénboznek. Ennek segitségével a kovetkezdképp
alakithato a skaléris szorzat:

3 3
Y abjeWel E:%b&] S aib
=1

1,7=1 1,7=1
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Tehét skalaris szorzat a megfelelé koordinatak szorzatainak az 6sszege. Indexes formaban az dsszeg
harom tagja helyett (: = 1, 2, 3) csupan egy tényez6t és az 6sszegzd jelet kell kiirni. Késébbiekben la-
tunk olyan példat, ahol a tényleges 6sszeg sokkal tobb taghol allna, de ezzel az irasmoddal rovidebben
le lehet irni a kifejezest.

A vektoridlis szorzat vizsgalatat kezdjik a bazisvektorok egymassal vett vektorialis szorzataval.
Mivel ortonormalt bazisunk van, ezért a vektorialis szorzat definicidjabdl kdvetkezik, hogy:

cWx @ e® @y O

@ x o e® Oy O

[

M) B o) _ @

B — _o®

M ey

lls)

minden mas esetben nullat eredményez a szorzas. Ennek rovidebb leirasara bevezettek a Levi-Civita
szimbolumot.

3
e®x ¢ =3 eye®
k=1

Kiirva részletesen a Levi-Civita szimbdélumot;

+1, hai,j,k az 1,2,3 ciklikus permutacioja,
gijk = § —1, hai,j,kaz 1,2,3 nem ciklikus permutacioja,
0, ha i,j,k az 1,2,3-nak nem permutécidja.

Definicidjabol kovetkezik, hogy ha a Levi-Civita szimbdélum indexeit ciklikusan permutaljuk, akkor

nem valtozik meg az értéke. Ez a tulajdonsaga segit a késébbiekben bonyolult kifejezések egyszer(i-
sitésében.

A Levi-Civita szimbolum felhasznalasaval nézzilk meg az a x b = ¢ vektorialis szorzatot.

a =ai,az,a3 b ="01,00,b3 ¢ =ci,cz,3

[
Il
S
S
o
=
il
Il
-
=
Ils)
<
lie}
Il
R
Q
Bl
[
—
=

=1 7j=1 k=1
3 3 3 3
S ae® xS he® =3 abe®x e = 3 abjee®
i=1 i=1 i,j=1 1,7,k=1

Az utdbbi 6sszeg 27 tagbol allna részletesen Kiira, de az indexes irasmdd leegyszer(siti azt. Ennek a
vektornak az [. komponenseét gy kapjuk, ha beszorzunk e ) béazisvektorral.

3 3

3
O=c= " abepe® e = > abjeguon=Y  cijabd;

1,5,k=1 ,5,k=1 1,j=1

¢

[

Részeletesen kiirva a koordinatakat a kdvetkez6 formulat kapjuk:

&1 asbz — azby
Co = CL3b1 — Cblbg
C3 asby — aiby
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Tekintsik a kovetkez0 vegyes harmas szorzatot a (b x c¢), szamoljuk ki egy adott koordinata
rendszerben az értékét, azaz a (b x c¢) szorzatot. A skalaris és a vektorialis szorzat eddigi kifejezését
felhasznalva a kovetkez6t kapjuk:

3

3
Q(Q X Q) = Zaz‘(é X Q)i = Z 5jk:z‘aibjck

i=1 i,5,k=1

Definicid szerint ezt az 6sszeget nevezik a vektorharmas determinansanak, jelolése:

3 3
det(a,b,c)= E €jkiaibjcy = E Eijkaibjcy
ivj k=1 ivj k=1

Az utolsé formula a Levi-Civita tulajdonsagaibol kdvetkezik, amely igy konnyebben megjegyezhetd.

Indexes irasmoddal felirt kifejezésekben észrevették, hogy azok az indexek, amelyekre 6sszegzés
torténik, mindig parosaval jelentkeznek. Az Einstein konvencid szerint, nem irjuk ki a szorzat elé a
> jelet, hanem amelyik index kétszer szerepel, arra automatikus 8sszegzést végziink. Néhany eddig
targyalt kifejezés az Einstein konvencié segitségével a kovetkez6 alakban irhato.

3
ab= Zaibi = a;b;

i=1

(a xb) = E €iki0iby = €jriaiby
7,k=1

3
Q(b X Q) = E é‘z'jkaz'bjck = Eijkaibjck
i,j,k=1

A kifejezések a kdvetkez6kben mindig ebben a formaban lesznek megadva.

5.4. Kidolgozott feladatok

1. Adott harom linedrisan fiiggetlen vektor a térben z (),
vektor:

(3) ¢s ezekkel kifejezve négy

9

I=
Cl
I=

o 11
I
)
1=
=
|
1=
&
|
1=
)
I o
I
NG
e
+
w
)
&
+
)
)
)

(a) Bizonyitsd be, hogy a, b, ¢ vektorok linearisan fliggetlenek!
(b) Fejezd kia d vektort a, b, ¢ vektorok linearis kombinaciojakent!

(a) Harom vektor a térben akkor linearisan fliggetlen egymastol, ha a linearis kombinaciojuk
akkor ad nullat, ha a vektorok egydutthatoi nullak.

aa+pBb+vc=0
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(b)

egyenletnek csak az
a=0 B=0 =0
eset lehet a megoldésa. Beirva a vektorok kifejezéseit a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

O=oag +8b+ve=

Azt tudjuk, hogy z®, 2@, 2 ® vektorok linedrisan fiiggetlenek, tehat az egyenlGség
csak akkor allhat fenn, ha ezen vektorok egydtthatoi nullak. Ennek segitségével harom
egyenletet kapunk a harom ismeretlenre.

O=a+[+2y
0=2a—p3-3y
0=—-a+48 -7

Az els6 egyenlethez a harmadik egyenletet a masodikhoz pedig a harmadik egyenlet két-
szeresét hozzaadva, a kdvetkezd két egyenletre jutunk.

0=508+7
0="73—5vy

Az els6 egyenlet 6tszorosét hozzaadva a masodik egyenlethez, mar csak egy ismeretle-
nink marad.

0=328
Ezt megoldva, majd visszahelyetesitve az el6z6 egyenletekbe megkapjuk a megoldast.
=0 — =0 — a=0

Tehat a, b, ¢ vektorok linearisan fliggetlenek egymastol!
Hasonldképp kell eljarni, mint az el6z6 esetben, csak itt a, b, ¢ vektorok linearkombi-

“ sz

irhatd fel:

fjuk be megint a vektorok kifejtését.

5£(1)+3£(2)+2£(3) :a(£(1)+2£(2)— g(3)) +ﬁ(£(1)_ £(2)+4
+7(2£(1) — 3z — £(3))
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Rendezziik az egyenletet, dsszegyjtve az azonos vektorokat.
0=z (@+8+2y-5)+2@2a—-F-3v-3)+ 2@ (—a+46 -~ —2)

Az egyltthatoknak megint nullat kell adnia, igy megint kapunk harom egyenletet a harom
ismeretlenre.

S=a+ [+ 2y
3=2a—pF3-3y
2=—a+40—v

Az elsd egyenlethez a harmadik egyenletet a masodikhoz pedig a harmadik egyenlet két-
szeresét hozzéadva, a kdvetkezd két egyenletre jutunk.

7T=53+~
7=18-57

Az elsd egyenlet 6tszordsét hozzdadva a masodik egyenlethez, mar csak egy ismeretle-
niink marad.

42 = 328

Ezt megoldva, majd visszahelyetesitve az el6z6 egyenletekbe megkapjuk a megoldast.

21 7 45
— o —

b=% = 7T T T

Most mar felirhatjuk a d vektor kifejtéset.

45 21 7

d =— —b

€= 1627162 " 168

2. Adott harom vektor reprezentacidja egy ortonormalt bazisban:
1 1 2
a=|1 b=1-1 c=|-2
0 2 1

(@) Szamoljuk ki a kovetkezd kifejezéseket:
ab (Ba—10b)c ax(b+2c)

(b) Mekkora szoget zar be a b és a ¢ vektor?
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(@) Vegylk sorra a kifejezéseket.
Q[_) :aibi:&1b1+a2b2+a3b3:1‘1+1'(—1)—|—0'2:O

Tehat a két vektor mer6leges egymasra.
A (3a — b) c kifejezésnel el6szor a zardjelben 1évo tagot szamoljuk Ki.

1 1 3—1 2
3a—b=311]—-[|-1]=1[3+1]=| 4
0 2 0—2 -2

Most mar kdnnyen elvégezhetjik a skalaris szorzast.
Ba—-0b)c=0Ba—-b)c;=2-2+4-(-2)+(-2)-1=-6

A harmadik kifejezésnél szintén a zarojeles taggal kell kezdeni.

1 2 5
b+2c=|-1|+2[-2|=1]-5
2 1 4
CL2b3 — a3b2
A vektorialis szorzat kiszadmitasanak szabalya: a x b = | azb; — a1b3
(J,le — a1b2
1-4—0-(-5) 4
ax(b+2c)= 0-5—1-4 = | -4
1-5—1-(-5) 10

(b) Két vektor hajlaszogének meghatarozasara, a skalaris szorzat két kiszamitasi modja ad
lehet6séget.

bc = bc; = bccosa
Ahol b és ¢ a két vektor hosszat, o pedig a kozrezart szget jelenti.

b=124+ (-12+22=V6 c=+/224(-22+12=v9=3
cosa:bici— 6 —  a=35.3°

be 36

3. fjuk fel indexes irasmaddban, egyszerdsitsik majd irjuk at vektoros alakra az (¢ x b) x ¢
kifejezést!
Ennek a kifejezésnek az eredménye egy vektor lesz, ezért indexes felirasnal ennek a vektornak
az i. komponensét fejezzik ki. A felirasnal arra kell tigyelni, hogy két vektorialis szorzas van,
ezért az eredményben ket Levi-Civita szimbolum fog szerepelni.

((a xb)xc),=cjri(a x b)jck = €jki€imjbmCr = €imj€jkitibmCr
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Az egyszerisitéshez alkalmazni kell egy fontos dsszefliggést, amely arrdl szél, hogy ha két
Levi-Civita szimb6lumnak van egy kdzos 6sszegz6 indexe, akkor szorzatuk atirhaté a kovet-
kez0, Kronecker delta szimbdlumokat tartalmazo, kifejezésse.

Eimi€jiki = 01k0mi — OmiOri

€lmj€jkialbmck = <5lk5mz’ - 5mk5lz’>albmck = 01k0mibm Cr — OO arbp, Cy,

s

Tovabbi egyszer(sitést, a Kronecker delta szibélum biztosit. Ez a szimbdélum csak akkor ad
egyet, ha az indexei megegyeznek, ezért ha az egyik indexére 6sszegzés van, akkor az 6sszeghdl
csupan az az egy tag marad meg, amelyben az 6sszegz6 index megegyezik a masik indexszel.
Tehéat a Kronecker delta szimbolum megsziinteti az egyik indexre vonatkozé 6sszegzést és ahol
a kifejezésben (a szorzatban) az az index szerepel, Kicseréli a masik indexére.

01k Omi Wb k. — Omk01i Qb Cle = 0pi @by Cl — Ot @ibpyCre

Az els6 tagban a ¢;, megsziint és a szorzatban az [ helyére k-t irtunk. A masodik tagban a
0y; szlint meg és a szorzatban az [ helyére i-t irtunk. A t6bbi szimbdélumot is hasonld6 modon
eltiintetve.

OmiQibmCr — Opmi@ibmcr = agbicy, — a;bycr, = biagc, — abicy

Az els6 tagban az ac;, a masodikban b.c;, skalaris szorzatokat jeldlnek, igy a végeredményt a
kdvetkez6 alakban irhatjuk:

((axb)xc),=blac)—al(bc) — (axb)xc=0b(ac)—a(bc)

Nem hasznaltuk ki sehol sem, hogy konkrétan milyen koordinata rendszert hasznalunk, ezért
ezek az 0sszefliggések igazak koordinata rendszert6l fiiggetlenil is, azaz vektoros felirasban.

(2 x2) x (2¢)—a(be)

4. fjuk fel indexes irasmadban, majd egyszerdsitsiik a (a x b)( ¢ x d) kifejezést!
A kifejezés értéke egy szam lesz, rogton irhatjuk a skalaris szorzat majd a vektorialis szorzatok
kifejtéseét.

X

e
JIS3
o
I
o~
e
o
IS}

IS
1o

(Q X @)k(g X d)k = Ez'jkaibjc‘ilmkcldm = 5ijk5klmaibjcldm
Alkalmazzuk megint a Levi-Civita szimbolumokra vonatkozé azonossagot.
€ijkEkim@ibjCidy, = (8i10jm — 0j10im)aibjcidp = 010 jma;bjcidy, — 0510imaibjcidy,
Majd a Kronecker delta szimbolumok tulajdonsagait felhasznalva.

0i10jmaibjcidp — 6510imaibjcidy, = djmaibjcidy, — 6j1ambicidy, =
= a;b,,c1d,, — ambicd,, =

= alclbmdm - blclamdm
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Végll irjuk vissza vektoros alakra a kifejezést.
alclbmdm - blclamdm - (Q Q)(b d) - (b Q)(Q d)

Ebben a feladatban sem hasznaltuk ki, hogy milyen koordinata rendszert hasznalunk, igy az
eredményunk igaz vektoros alakban is.

(2xb)(exd)=(ag)(

5. Milyen r vektorokra leszigaza r x a = b egyenlet?
Az ilyen egyenleteket ugyanugy kell vizsgalni, mint a paraméteres egyenleteket. EI6sz6r meg

kell vizsgalni a specialis eseteket.

(a)
(b)

) (

i
Jis¥
~—

X X ) —(

IS
S
1o
IS
S
[ISH
ISy
1o

e
liey

=0, b # 0 Ebben az esetben az egyenletink 0 = b alakd, aminek nincs megoldasa.

b =0, a # 0 Ebben az esetben az egyenlet r x a = 0 alakl. A vektorialis szorzat
definicioja alapjan ekkor az r = g alakl vektorok mind kielégitik az egyenletet, ahol
a e R.

() a =0, b = 0 Ebben az esetben az egyenlet 0 = 0 azonossag, tehat tetszoleges r vektor
megoldas.

(d) a #0, b #0, a || b Ekkor a vektorialis szorzat definiciojabdl kovetkezik, hogy nincs
megoldasa az egyenletnek, mert a vektoridlis szorzat eredménye mindig merdleges az
0sszeszorzott vektorokra.

() a #0, b #0, a } b Ebbenazesethen a, b, a x b harom linearisan fuggetlen vektor
a térben. Keressiik a megoldast a kdvetkezé alakban.

SIS

r=ag+pb+yaxb

fjuk be ezt a kifejezést az egyenletbe.

b=(ag+pb+yaxb)x
=ag xa+p4bxa+y(

Rendezzik az egyenletet egy oldalra.
0=—Baxb+(ya*-1)b—va(ab)

Harom linearisan fliggetlen vekor lineéaris kombinacidja csak akkor adhat nulléat, ha az
egyutthatok nullak, kapunk tehat harom egyenletet.

0=-3
0=n~a>—-1
0=-v2b
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Az elsd észrevétel, hogy o nem szerepel az egyenletekben, igy annak értéke tetszdleges.
Az els6 egyenletbdl kdvetkezik, hogy 5 = 0 viszont v a méasodik és a harmadik egyenlet-
ben is szerepel.

1

a?
y=0haabd#0

— e
7 = tetszOlegesha a b = 0

0=7a>-1 — ~=

Csak akkor kapunk megoldast ha a b = 0, azaz ha a és b vektorok merélegesek egy-
mésra, ez varhato volt a vektoriélis szorzat definiciojabol.

Tehét ebben az esetben a kdvetkezd megoldast kaptuk:

Ha a b # 0, akkor ellentmondasra vezet a feladat, nincs megoldas.

Ha a b = 0, akkor o =tetszbleges, 3 = 0, v = aig és a megoldés a kovetkez6 alakban
irhato:

1

+a2

1=

=

IS}

a xb aholaeR

5.5. Feladatok

1. Adott héarom linearisan flggetlen vektor a térben z (V. 2@ 2 és ezekkel kifejezve hat vek-
tor:
0 =320 12,4 4O be—z®_9,0 17,0
=z @40 d=z0 1320 12,0
e= 204 @4 0 =520 4@ 49,0

(a) lgaz-e, hogy a hat vektor kozul barmely harom lineérisan fiiggetlen egymastdl?

(b) A hat vektor kozil valassz ki tetszdlegesen egyet és fejezd ki valamely masik harom line-
arkombinaciojakeént!

2. Egy koordinata rendszerben adottak a kdvetkezd vektorok reprezentacioi:

1 0 -3
a=11 b=11 c=1| 3
1 3 1
2 —1 4
d=|-1 e=1|-2 f=10°0
1 1 B -5

(@) Szamold ki a hat vektor kozul két tetsz6legesnek a skalaris szorzatat!

(b) Szamold ki a hat vektor kozil két tetszdlegesnek a vektorialis szorzatat!

(c) Szamold ki a hat vektor koziil két tetsz6legesnek a kdzrezart szogét!

(d) Széamold ki a hat vektor kdzll harom tetszélegesnek a harmas vegyes szorzatat!
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3. td &t a kovetkez6 kifejezéseket indexes irasmaddra, ahol lehet egyszerdisits és ird vissza Gket
vektoros alakra!

a () ((axb)xc)a
c) ((axb)xc)xd (@) ((axb)xc)(dxe)
(e) ((axb)xa)b (f) (axb+e)(bxc)
4. Oldd meg a kovetkezd vektoregyenleteket!
(@) (rxa)+a=">0 (b)) (rxa)xb=a
¢ rxa=(ra)b (d rxa=r1rxb
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6. Linearis operatorok

6.1. Linearis operator fogalma, tulajdonsagai

Operatornak hivjuk azokat a fliggvényeket, amelyek valamely vektortéren értelmezettek és vektort
adnak eredmenyadil, ennek jeldlésere a:

é:X/lHVQ , azaz A(g) =y

kifejezés szolgal. Jelen jegyzetben csak euklédeszi vektorterekkel foglalkozunk. Altalanosan elfoga-
dott konvencid, hogy az operatorokat kétszeresen alahUzott nagybetlikkel jelolik pl. A . Két operator
0sszege egy olyan operator, amelyik Ugy hat, mintha az eredeti operatorok hatasat 6sszeadnank, azaz:

(4+B)(a)=A4(a) +B(a).

Két operator szorzatan egy olyan opertatort értiink, amelyik Ggy hat, mintha a két operator egymas

utan hatna a vektorra.
(A4 -B)(a)=A4(B(a))

Itt nagyon kell vigyazni arra, hogy altalaban a szorzat nem felcserélhet6! A szorzas azonban a defi-
niciobol kdvetkezben asszociativ, tehat a zardjelezés elhagyhatd. Egységoperatoron azt az operatort
értjiik, amelyik minden vektorhoz sajat magat rendeli.

Egy operéator inverzén azt az operatort értjuk, amelyik hatasa utan visszakapjuk az eredeti vektort.
Megkilénboztetlink jobb és baloldali inverzet aszerint, hogy melyik operator hat el6bb. Inverz ope-
rator nem mindig létezik, s ha létezik is nem biztos, hogy a jobb és baloldali megegyezik. Jeldlésuk:

A7 (A(a))=1¢a

\ektortereken altalaban értelmezve van egy skalaris szorzat, ennek segitségével értelmezziik az

operatorok transzponaltjat:
(2. 4(5))=(4(a) )

Vagy a skalaris szorzat el6z6 fejezetben bevezetett jel6lésével:

a-A(b) =A(a) b
Az operatorok sokfélék lehetnek, azonban a fizikaban nagyon fontos szerepiik van a linearis ope-
ratoroknak melyek a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkeznek:

A(ag +8b) =aA(a) +BA(D),

ahol « és 3 valos szamok. Erre nagyon jo példak a geometriai transzformaciok, azaz forgatas, tikro-
zés és projekcio. A definiciobol kdvetkezik, hogy a linearis operatorok a nullvektorhoz a nullvektort
rendelnek, ugyanis:

A(0) =A(a—a) =A(2) —A(a) =0
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Egy érdekes kérdés, amely sokszor felmeriil az alkalmazasokban, hogy egy adott linearis operator-
hoz tartoznak-e olyan vektorok, amelyeknek a képe az eredeti vektoroktol csak egy skalar szorzoban
kilénbozik. Ez a kérdés csak akkor értelmes, ha az operator ugyanabba a terbe képez le, amilyen
térben hat. Ezeket a vektorokat sajatvektornak hivjak és a skalar szorzokat pedig sajatértéknek:

A(a) =Xg

TekintsUk azt az operator, amelyik egy n vektor iranyara vetit (projekcio), ahol n az egyszer(seg
kedvéért legyen egységvektor. A skalarszorzat geometriai jelentését figyelembe véve az operator a
kovetkezé modon hat egy tetszdleges vektorra:

P(a)=n(na)=(ron)a — LP=no

3

A skalarszorzat tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy ez az operator linearis. Sajatvektorai az n vek-
torral parhuzamos vektorok illetve az arra merdleges vektorok, sajatértéke az elso esetben A\p = 1, a
masodik esetben Am = 0.

6.2. Linearis operator reprezentacioja

Alkossanak e ) vektorok egy ortonormalt bazist egy vektortérben. Az el6z6 fejezetben a bazis
segitségével bevezettilk a vektorok reprezentaciojat. Legyen A egy lineéris operator, tovabba tegyiik
fel, hogy: o

A(a) = b

Az eloz6 fejezetben lattuk, hogy a = a; e és b = b; e (). Szorozzuk be az el6z8 egyenlet mindkét
oldalat e )-vel. Kihasznalva a linedris operator tulajdonsagait:
ePA(a) =ePA(ue") =aeVA(e"Y) =aid;i=be! =1

Azt kaptuk eredményiil, hogy egy linearis operatort egy ortonormalt bazisban egy 2 indexd szamtémb,
egy matrix reprezental. A matrix oszlopai azok a vektorok, melyeket gy kapunk, hogy az operatort

hattatjuk a bazisvektorokra. A reprezentaciot az operatortol jeldlésben ugy kuldnbdztetjik meg, hogy
csak egyszer hlizzuk ala, hasonlé médon, mint a vektorok reprezentalasanal. Osszefoglalva:

ha A(a) = b akkor egy ortonormalt bazisban A a = b
ahol A az A linearis operatort reprezentalé matrix. A komponenseket kiirva:

bl aip .- A1m ai
b; = A;ja; vagy masképp: =

b, apl -+ Gpm Am

Ha felirjuk a transzponalt matrix definicidjat valamely reprezentacioban, megkapjuk hogyan kell
a megfelel6 komponenseket egymasba atszamolni.

Aij=eVA(e") = A(

M) ¢ = W 4 (W) = A4,

lls)
Ils
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Tehét a transzponalt matrixot az eredeti matrix indexeinek felcserélésével kapjuk meg. Ha a linearis
operatorunk ugyanabba vektortérbe képez, mint amelyik téren hat, akkor az 6t reprezental6 matrix
négyzetes, ebben az esetben a transzpozicio a fétengelyre valé tikrézést jelent.

Két linearis operator 6sszegenek reprezentacidja a reprezentaciok 6sszege, az 6sszegmatrixot ugy
képezziik, hogy a két matrix azonos indexd elemeit dssze kell adni. Az 6sszegnek csak akkor van ér-
telme, ha két azonos dimenzidju matrixot adunk 6ssze (ez analdg azzal, hogy csak két olyan operatort
adhatunk 6ssze, amik azonos téren hatnak és azonos térbe képeznek).

(A+B);=c"(A+B)e/=cVAe/+¢"Be/=4;+By,

A szammal valé szorzasnal hasonld levezetéssel kapjuk, hogy a matrix minden elemét meg kell szo-
rozni az adott szammal.

Két linearis operator szorzatanak reprezentacidja a reprezentaciok, mint matrixok, szorzata. A
szorzatmatrix nem az azonos index( elemek szorzatabdl all, hanem az elsé matrix sorainak elemeit
kell megszorozni a mésodik métrix megfelel6 oszlopainak elemeivel, majd a szorzatokat 0ssze kell
adni.

(Cb),=((AB)b);=A;(Bb);=AyBpby — Ci = A;Bj

A szorzat szemléltetésére alljon itt két 2x2-es matrix szorzata:

(an a12) (bn 512) o (anbn + a2ba1  a11012 +a12622)
21 Q22 bor baa)  \a2nbii + axbor  asbia + asnbs

A determinans fogalmaval talalkoztunk a vektorok résznél. Ha egy 3x3-es matrixot néziink, akkor
az oszlopaibdl, mint vektorokbdl képzett vegyes szorzatot hivtuk determinansnak. Ez a mennyiség
megmutatta a harom vektor altal hatarolt paralellopipedon térfogatat. A linearis operatort reprezentalo
matrixban az oszlopok a bazisvektorok képei. A determindns megmutatja, hogy a linearis operator

hanyszorosara valtoztatja egy alakzat térfogatat (terliletét...), csak négyzetes matrixnak létezik de-
terminénsa. Két dimenzids matrixok esetén a determinans:

ai; a2
ag1 A22

= a11Q22 — A21Q12

Tobb dimenzids matrixok esetén alkalmazni lehet a kifejtési tételt. Ennek segitségével egy n dimen-
zidés matrix determinansat visszavezethetjik n db n — 1 dimenziés matrix determinansara. A tétel
rekurziv alkalmazasaval eljutunk a 2x2-es matrixok (vagy 3x3 matrixok) determinansaig, amiket mar
konnyen kiszamolhatunk.

a;x a2 aiz ... Qip

99 A3 ... Qo
Q21 Q22 Q23 ... d2qp
. =+ an
Ap2 Ap3 ... App
Qp1 Qp2 Gp3 ... Qpn
o1 Q23 ... Qon,
— a2
Ap1 Gp3 ... dpp
21 QA922 ... Qo
+ a3
Ap1 Ap2 ... QApn
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A sajatértékek és sajatvektorok kiszamitasat a kdvetkezd modon végezhetjik el. fjuk fel a sajat-
vektorokra vonatkozo egyenleteket egy adott reprezentacidban (koordinata rendszerben).

Ar=Ar — (A-XE)r=20

Ez a kifejezés azonban az r vektor komponenseire egy linearis egyenletrendszer, ha kiirjuk tagon-
ként, akkor n darab n ismeretlenes egyenletet kapunk (a térben n = 3, sikban n = 2). Viszont
egy ilyen egyenletrendszernek csak akkor van a trivialistol kilénb6z8 megoldasa, haaz A — A\ E
matrixnak a determinansa nulla!

|A—XE|=0

Ebbél a feltételbdl kapjuk a sajatértékeket, amiket visszairva az egyenletekbe meghatarozhatjuk a
hozzajuk tartozo sajatvektorokat.

6.3. Kidolgozott feladatok

1. Hatarozzuk meg annak a projektornak a matrixat, amelyik sikban hat és az (1, 0) iranyra vetit!
A matrix oszlopait megkapjuk, ha megnézziik, hogy a bazisunk egységvektorait mire képezi le

az operator:
N (1Y e (O) (0
0 0 1 0

ezek segitségével az operatorunk:
10
B(l,O)-ravetl't = <0 O)

2. Hatarozzuk meg az xy-sikra tikroz6 operator matrixat!
Ez az operator a térben hat. Megint meg kell nézni, hogy a harom bazisvektornak mi lesz a
képe, majd a kapott vektorokat beirni a matrix oszlopainak.

1 1 0 0 0 0
0] — |0 , 1] — (1 és 0] — | O
0 0 0 0 1 —1

Beirva a megfeleld oszlopokba a kapott vektorokat:
0
0

1
r={0
00 —1

S = O

3. Szamoljuk ki a z tengely koril az 6ramutato jarasaval egyiranyba 45°-0s sz6ggel forgato ope-
rator matrixat!
Amire nagyon oda kell figyelni, hogy ilyenkor ha a z tengely felénk néz, akkor az x tengely a
—y irdnyba az y tengely pedig az x iranyba fordul el.
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y
1,,
45° X
1
A rajzrol leolvashato, hogy:
1 2 2 0 0
0 — _g , 1] — g és 0] — 10
0 0 0 1 1
Tehét a forgatd matrixunk:
V2 V2o
2 2
— 2 2
0 0 1

4. Szamoljuk ki a z tengely korll az 6ramutatd jarasaval egyiranyba o széggel forgatd operator
matrixat!
Ha megnézzik az el6z6 abrat a megfeleld szogfliggvényekkel kifejezhetjik a bazisvektorok
képeit:

1 COoS (v 0 sin «v 0 0
0] — | —sin« , 1] — | cosax , 0] — {0
0 0 0 0 1 1

Tehét a forgatd matrixunk:
cosae  sina 0
O =|—-sina cosa 0
0 0 1

Az ellenkez6 iranyu forgatast, ami éppen az inverz operator Ugy kapjuk, hogy « helyére —a-
t irunk. Ekkor a szogfuiggvények tulajdonsagai miatt éppen az eredeti matrix transzponaltjat
kapjuk. Ez a matrix azt fejezi ki, hogy ha a koordinatarendszert forgatjuk el, akkor az uj rend-
szerben mi lesz a vektor reprezentécioja.

B cosa —sina 0
O=0'=|sina cosa 0
0 0 1

5. Szamoljuk ki az xy sikra tlikrdz0 operator matrixanak determinansat!
Egy alakzat térfogatat ez a transzformacié nem valtoztatja meg, de a csucsok sorrendjét meg-
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valtoztatja. Nézzk mit kapunk, ha alkalmazzuk a kifejtési tételt:

10 0
10 0 0 0 1
A R TR A
0o 1| 1o =1 "o —1f" o o
= —1-0+0=-1

Bizonyithato, hogy a tiikr6zés matrixanak determinansa mindig —1

6. Szamoljuk ki a determinansét a z tengely korul forgatd operatort reprezentalé matrixnak!
Szemléletesen azt varjuk, hogy a végeredmény egy lesz, mert a forgatas nem valtoztatja meg az
alakzatokat, igy a térfogatuk is megmarad. Szamoljuk ki a determinanst a kifejtési tétel szerint:

cosa sina 0
—sina cosa 0| = cosa
0 0 1

—sina  cos o

0 0

—sina 0
0 1

cosa 0

0 1

[+

’—sina'

=cosacosa+sinasina+0=1

Bizonyithato, hogy a forgatas matrixanak determinansa mindig 1.

7. Mik sajatértékei és sajatvektorai az alabbi 2x2 matrixnak?

2= (4 )
A sajatérték kiszamitasahoz fel kell irnia A — A\ E matrixot:
A-2E= (—13 13) - (é (1]) - (1—3A 1 —3/\)
aminek a determinansat kiszdmolva felirjuk a sajatértékegyenletet:
1-X =3
-3 1-=2A

Ennek az egyenletnek a megoldasai a \; = 4és A\, = —2. A két esetben a sajatvektort ugy
kapjuk meg, ha visszairjuk a sajatértékeket a vektoregyenletbe:

1-4 -3 z\ (0 . —3r—3y =0
-3 1-4)\y) \O —3r—3y =0
Amibdl azt kapjuk, hogy x = 1 és y = —1. A masik esetben:
1-(-2) -3 z\ (0 . 3r—3y =0
-3 1-(-2)) \y) \o —3r+3y =0

Amibdl azt kapjuk, hogy z = 1 ésy = 1. Osszefoglalva a sajatértékek és normalt sajatvekto-
rok:

=0 — (1-X*=9=0

A =4 V1=

Ay = —2 Vo =
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8. Mik a sajatértékei és sajatvektorai az alabbi 3x3 matrixnak?

A:

fjuk fela|A — X\ E| = 0 egyenletet:

1—=A 0 0
-1 1-=2A 3 =0
0 2 2—A
Az egyenlet megoldasai A\ = 1, X\, =
nél:
0 0 0 T
-1 0 3 Yyl =
0 21 z

Az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt sajatvektor: v, =

1
-1
0

N = O
N W O

—

(L= N (1= 2= X)=6) =0

—1 és \3 = 4. A sajatvektor meghatarozadsa \; = 1-

0
0
0

0
—z+ 3z
29+ z

=0
=0
=0

£~
=

A sajatvektor meghatarozasa A\, = —1-nél:

2
-1
0

NN O
w w o
IS NS

Az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt sajatvektor: v , =

A sajatvektor meghatarozasa \; = 4-nél:

-3 0 0 T
-1 -3 3 yl =
0 2 =2 z

Az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt sajatvektor: v 3 =

6.4. Feladatok

o O O

2x
-+ 2y + 32
2y + 3z

1
Vel B

=0
=0
=0

—3x
—r — 3y + 32
2y — 2z

o O O

0
1
1

1
V2



