Val6szintiségszamitas

Véletlen események, esemény-algebrak. Gyakorisag és valdszini-
ség, a valoszintiség mértéke és tulajdonsagai, a valdészinliségi mezd
fogalma. A val6szintiség klasszikus meghatarozasa.

Feltételes valoszintiség. Események fiiggetlensége, a teljes valbszi-
niiség tétele, Bayes tétele.

Folytonos és diszkrét valdszintiségi valtozok és valdszintiségeloszla-
sok. Eloszlas- és stirtiségtiiggvény. Valbdszintiségi valtozok és elosz-
lasok transzformécidéi. A konvoltcié. Tobbvaltozos valoszintisége-
loszlasok.

Integralis jellemz&k: varhato érték, szoras, kovariancia, korrelacio,
feltételes varhato érték, momentumok. Karakterisztikus fiiggvény,
generatorfliiggvények.
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Fontosabb eloszlasok: egyenletes-, binomidlis-, Pascal-, exponen-
cialis-, gamma-, Poisson-eloszlas, normalis-eloszlas és szarmazékai.
Véletlen méatrixok, fiiggvények.

Nagy szdmok torvényei. Markov- és Csebisev-egyenlStlenség. Kon-
vergenciafogalmak. A nagy szdmok gyenge torvényei. Bernoulli-
tétel és altalanositasai. A nagy szamok erds torvényei.

Hatareloszlas-tételek: Moivre—Laplace-tétel, a Poisson-eloszlas mint
hatareloszlas, a centralis hatareloszlas-tétel. Lévi stabil eloszlasok.

A matematikai statisztika elemei. Statisztikus minta, a becslés
jellemz6i. Paraméterek becslései (maximum likelihood-modszer,
legkisebb négyzetek modszere, iteraciés eljarasok). Paraméterek
intervallum-becslései (koinfidencia-intervallum, konfidencia-szint).
Eltérések szignifakincidja. Nem paraméteres problémak. Tobbval-
toz6s modszerek.

Extrém kis val6szintiségek kezelése, kockazat-analizis.

0-1



e Stochasztikus folyamatok. Markov-tulajdonsag. Wiener-folyamat,
fehér zaj.

o Véletlenszam-generalas. Pszeudo-véletlen szdmsorozatok. A Monte—
Carlo-modszer alapjai (integrélok becslése, folyamatok szimula-
lasa). Markov folyamatok, Fokker—Planck egyenlet.
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Valoszintiségszamitas/Valoszintiség elmélet
(Probability theory)

de Méré lovag: 4 dobasbol 1 hatos 1 kockéval
24 dobasbol 2 hatos 2 kockéval

1654. Pascal — Fermat levelezés

1933. Kolmogoi‘ov axiomatikus megalapozas

A valbszintiség klasszikus és kvantumos definiciéja kozott elvi

kiillonbség van:
Klasszikusan: mindennek oka van, csak nem mindet ismerjiik.
Kvantumosan: nincsenek mélyebb okok, ez az alapfogalom.

A véletlen kisérlet kimenetelét az altalunk figyelembe vett feltételek
nem hatérozzidk meg egyértelmiien. A kisérlet lehetséges
kimenetelei az események.




Példaul:

1. Foly6 vizallasa 1222-kor. Végtelen sok kimenetel (esemény)
0-tol MAX-ig.

2. Foly6 vizallasa 1222 -kor cm-ben. Véges sok kimenetel,
0,1,2,..., Mcm.

3. Kocka dobéas. 6 kimenetel.

4. Két kocka dobésa. 36 kimenetel.

Elemi esemény: a kisérlet lehetséges kimenetelei wi,ws, ..., wy,.

Eseménytér (€2): az elemi események Osszessége

Q= {wi,wa, ... ,wp}.
Esemény: az eseménytér részhalmaza A C €.

w1 ={1},ws ={2},... ,wg = {6}
= {{1}7 {2},..., {6}}
A pl. paros szam dobasa: A = {{2},{4}, {6} }.
{Ocm}, {1ecm}, ...
A esemény pl.: kisebb mint 100cm




Eseményalgebra
. Biztos esemény: A = ().
. Lehetetlen esemény: A = 0.
. A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik (vagy): A + B.
. Mind A mind B bekdvetkezik (és): AB.
. A és B kizarjdk egyméast: AB = ().

. A nem kovetkezik be (neg.): A.

. A maga utan vonja B-t: A C B.

ZAn:
HAn:

. A bekovetkezik, de B nem: A — B = AB.




Egy kisérletet tobbszor is megismételhetiink egymaéstol fliggetleniil.

Kockadobas, Duna vizallasa

A esemény  k4-szor fordul eld,
A = Q esemény ko = n-szer fordul el6.
(n-szer végeztiik el a kisérletet)
Az A esemény relativ gyakorisidga: ka/kq = ka/n.

Az A esemény valoszintisége: Ha a kisérletek szdmat minden
hataron tdl novelnénk, akkor az A esemény el6fordulasanak relativ
gyakorisidga egy meghatéirozott érték koriil ingadozik,amit az A

esemény valoszintiségének neveziink és P(A)-val jel6liink.

0<kas<n=0<kys/n<1=

kQ:’n:>kQ/n:1:>




Legyen Ay, Ao, ... (véges vagy végtelen sok) esemény, amelyek
paronként kizarjak egymast: A; A, = (), ha i # k. Ekkor

()

Valoszintiségeloszlas: K1-2-3-nak eleget tevd fiiggvények.

Val6szintiségi mezs: (P, ).

A lehetetlen esemény valoszintisége 0:
A+0D=A, AD=10
P(A)=P(A+10) = P(A) + P(0)
P(0)=0

Gyak.: P(A) =1— P(A), P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB),
P(A; + ...+ Ap) < P(A1) + ...+ P(A,), stb.




Példak a valdszinliség meghatarozasara

Kombinatorikai moédszerek
,Hianyz6 okok elve”
Dobokocka oldalainak Eseménytér:
valoszintisége egyenls {wi,... ,wp} + egyenld valoszintiségek
Urnabol goly6 hiuzasa 1
Plwi) =Pws) =...= P(w,) = —
Lottészamok kihtizasa (w1) (w2) (n) n

Kartyalapok hiizasa

N
NN

Bolyongis szdmegyenesen
-3 -2-1 0 1 2 3
Az orig6bél indulva n 1épést megtéve mi a k£ pont elérésének p;
valb6szintisége? Mivel pr = p_ k, legyen k£ > 0.

’I’L

k+ ”T_k = n+k jobbra és 2=k balra ugras n lépésbdl ( nk

féleképpen Valaszthato ki, pr. = 2% ( ek )
2




Geometrial modszer

() geometriai alakzat (egyenes, gorbe, sik, tér egy tartomanya) mint
halmaz egy A részhalmazanak véletlen kivalasztésa.

P(4) = 22

Haromszog szerkeszthet&ségének vsz-e
T Y 0<z<d
4 @ ®
d 0<y<d

°
0

x, 1y valasztasa véletlen, azonos valoszintiséggel barmely pont lehet.
3 szakaszbol milyen valészintiséggel szerkeszthetd haromszog?







LegyenA és B két esemény.
Ekkor n kisérlet soran B kpg-
szer fordul elS. Tekintsiik csak
ezeket az eseményeket. Ezek
koziil néhanyszor A is bekovet-
kezik, legyen ez k4p.

Feltételes valoszintiség:
Az A esemény B-re vonatkoz-
tatott feltételes valosziniisége

P(AB)

P(AIB) = 5

Ha n — oo, akkor

kFap P(AB)
n

k—B —> P(B)
n

kAB - kAB/n P(AB)
ks kg/n  P(B)
(P(B) > 0)

0< kap <k —0< P(A|B) <1
kBB:kBﬁP(B|B):1

P (Z A, B> =) P(A,|B)




Teljes eseményrendszer: {Aq, Ao, ..., A,}, ha koziilik mindig
bekovetkezik egy és csakis egy:

Teljes eseményrendszerre K3 miatt:

P(A1)+ P(A3)+...+ P(4,) =1.

A teljes valosziniiség tétele: {B1, Bs, ..., B,} teljes
eseményrendszer, P(B;) > 0 Vi, A tetsz6leges esemény. Ekkor

P(AB,)
2 P(By)

n

Ahol felhasznaltuk, hogy (AB;)(ABy) = 0.




Bayes tétele: {B1, B, ..., B,} teljes eseményrendszer,
P(B)>0,i=1,...,n
A tetsz6leges P(A) > 0. Ekkor

P(A|By)P(By)

émeBk)P(Bk)

P(Bp|A) =

P(B, A)
P(A)

P(AB,)

P(By,)

P(A|B,)P(B,)

k§1P<A|Bk>P<Bk>

\ . 7

P(A)

P(By|A) =

P(Bn|A) =




1/2 1/3

P(piros goly6 kihuzasanak valésziniisége) =7
A: piros goly6 huzésa
B;: az 1. urna valasztasa
P(B1)=1/2  P(B))=1/3  P(Bs)=1/6
P(A|B1) =2/5 P(A|B2)=3/7 P(A|Bs)=4/9

1
— ~0.417
§

L
9



P(a piros golyét az 1-es urnabél huztuk) =7

P(A|IBI)P(B1) _ 3-3
S P(AIB)P(B,) %

1=1

~ (.48

P(B1|A) =

P(Bs|A) ~0.35 Amikor piros goly6t hizunk, akkor azt az
esetek 48%-ban az 1., 35%-ban a 2., 18%-

ban a 3. urnabodl tesszik.

P(Bs]A) ~ 0.18




Események fliggetlenek, ha P(A|B) = P(A), azaz

P(AB) = P(A)P(B)

P(ABC) = 1/4+ P(A)P(B)P(C)

Kiilon kell feltenni a kovetkezdket:




., A,, események fliggetlenek, ha:

P(A;A;)
P(A;A; Ay)
P(A;A;ALA))




Valoszintiségi valtoz6: az elemi
eseményeken értelmezett fiiggvény

R skalar E(w) : Q — 4
Legfontosabbak: (2 — R" vektor

R %™ matrix

Pl.: két kockadobés Osszege, céltabla (x,y), fej-irés
® {—1,1}, i és j véros tavolsagabol késziilt matrix [d;;]

Valoszintiségi valtozok Sztochasztikus folyamat (¢ — id&)
fliggvényei £i(w): valdszintiségi valtozo egy
adott t-re

—HT e o0 oo

szintén val6szintiségi valtozok. _J o o o .




Egyvaltozos eset

E(w): 2 —R

Eloszlastiiggvény

F(y) =P <y)

Duna vizallasa

Diszkrét Folytonos




Stirtiségfliggvény

Folytonos eset:

Diszkrét eset:

F(,CIZ): an

Tn <T

F(z) = 3 paO — )

Dirac-delta




Transzformalt valtozo

eloszlasa




Tobbvaltozos eset dF = o(x1,x2,...,T,)drydrs - dTy

annak a valoszintisége, hogy a £(w) n-dimenziés valoszintiségi
valtoz6 vektor az x1,xo,...,x, korili dridxsy--- dx,
térfogatelembe esik.

det Df = Jac f =




Varhato érték (atlag)

/ o zo(z) dx

— 00
Szoras (varhatd eltérés, variancia)

Var(z) = o = \/ (22) — ()
o? = ((z = (2))*) = (22 = 22 () + (2)°) =
= (2%) = 2{x) (x) + (x)’

A varhato érték letezik, ha [©°°
Centralis momentumok

e = ((2 = (2))")




T6bb dimenzidban o(x1, x2,... ,Ty)

(x)) = /d”aj rro(T1, Ta,. ..
<:13k> /d”xwig(xl,xg,...
Var(ex) = \/(a3) = (@) = o

Kovariancia

crr = ((Tr — (k) (21 — (21)))

Korrelacid



Filiggetlen valoszintiségi valtozok

Q($1, L2y« ey xn) — Ql(x1)92(x2) T Qn(xn)

— /d:l}k (zr — (zk) ) on(z) /dazl (1 — (z1) ) (z) = 0

Két fiiggetlen valdszintiségi valtozod Osszegének eloszlésa

n==§& +& Yy=x1+T2 — Ta=Y — T o1(z1) 02(x2)
400
Oy —x1 — x2)01(x1)02(22) doy drg =

01(x1)02(y — 1) dzy (konvolucio)




Két valoszintiségi valtozo osszegének varhato értéke

400
(x1 + xa) = / (1 4+ x2)o(x1, 22) dx1 dre =

— 0

+o0
= / r10(x1,2) dry drs +

— o0

400
+/ T20(x1,22) dry dre = (1) + (22)

— o0
Két fliggetlen valosziniiségi valtozd Osszegének szorasa

Var®(zq + 22) =

r1) + Var2(:l:2)




Karakterisztikus fliggvény (Fourier-transzformécio)

—+ o0

ga(t) — <€z’ta:> _ / dr Q(x)eim

— 00

Konvolicio és a karakterisztikus fiiggvény

+o0
o(y) / 01(x)o2(y — x) dx

— o0

01()o2(y —

+0o0
dx Q(ZL’)/ dy' ety o,

— o0

400
e thl (ZE)/ dy ezty

— o0

Ahol bevezettiikk az ' = y — x jelolést.



Generatorfiiggvény
Legyen x,, = n p, valoszintiséggel, p(t) = fj;j dx e’ o(x).

400

o) = [ doe™ 3 pudle—n) =3 puc (e =2)
n=0

o n=0

G(2) = i D 2" A karakterisztikus fliggvény
n=0

diszkrét valtozata

Momentumok szamitasa

1itx )"
Z(n') >_




ot) = G (")

dz = etidt = iz dt

momentumok «— generator fliggvény «— eloszlastiiggvény

1 [T
o) = = / e (1) di
2T J_ o

“+00 + o0 +o0 +oo 1 ,
/ —ztw dt/ dﬂf Q( zta: / / (93—33 ) dtQ(CU/) dﬂfl

-

~"

d(x—x’)

-I—Ool

— e dr
oo 2T egyenl$ az eloszlas ismeretével

Az 0sszes momentum ismerete




Mit tudunk egy eloszlasrol, ha ismert (z) és o <a:2>

Markov egyenlGtlenség
Legyen x > 0 valoészintiségi valtozo. Létezzen o(x) eloszlasanak (x)
varhato értéke. Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

P(:r:}e)é<i>

<x>:/000 Q(:B):I:dl'}/:o Q(x)xda:>e/€oo o(z)dz = eP(z > ¢)

Csebisev egyenlGtlenség




Csebisev egyenlGtlenség

P(ja — (x) ) <

ha pi9,, létezik!

Specialis esetek:

Péld4ul:
P(lx —(z)| 2 30) <1/9=0.11




Nevezetes eloszlasok

Binomiélis eloszlas

Egy kisérletet, aminek két kimenetele van, n-szer megismétliink.

Az n-szer ismételt kisérletet tekintsiik egy eseménynek.

pl.: fej-iras

FIFIIIFFIF
ndb

Valoszintiségi valtozo legyen az, hogy az

egyik esemény bekovetkezésének szama: k

p az egyik, ¢ = 1 — p a masik esemény valdszintisége.
o Az egyik k-szor, a masik n — k-szor kovet-

kezik be, egymastol fiiggetleniil: pFq™*. }

e Fz Osszesen (Z) modon kovetkezhet be.

Norméltsag:

Zm—Z( >p’“qn =t =1




Generatorfiiggvény

G(z) = Zpkzk =
k=0

G(1) = 1!

K =2 2-GE)| =GO =mpz+0"| =

0o 0

<k2> = Z&'Z&G(z) = G'(1)+G"(1) =

=n(n—1)p*(pz+q)" 77| _ +np=n(n—1)p°+np

of = (k¥ — (k)* = G"(1) + G'(1) = G"*(1) =
= n’p® — np” + np — n°p® = npq




Geometrial eloszlas

Egy kisérletnek két kimenetele lehet, és ezt fliggetleniil
ismételgetjiik. A valosziniiségi valtoz6 legyen annak a kisérletnek a
sorszama, ahol az egyes szamu kimenetel el6szor bekovetkezik.

Pl.: natha, AIDS, ...
k=1 k=2 k=3
PL=p DP2=qp D3=q°p

Normaltsag

o o
Y o= pt = % =1
k=1 k=1 q

Generatorfiiggvény

00 - D2
G(z) =) pg" 2" = — -
k=1




Pl. ha 1/10 a valészintiség, akkor atlagosan 10-edszerre kovetkezik

be el6szor az esemény (natha, AIDS, ... ).




n darab pontot véletlenszertien elszérunk B-n

_H#a
U B

PA

4 n pontbodl ~ pn darab esik A-ra.

Noveljiik egyszerre pup-t és n-et agy, hogy az A-ra esé pontok

varhato szama allanddé maradjon:
A=pn=24all. n—oo; p—0

A-ba es6 pontok szamanak eloszlasa

)pk(l —p)" k= %n(n— 1)---(n—k+1)2—]]z (1 — 2>n_k =

_A_k<1_§>”n(n1)...(nk+1) <1_3)—’C

k! n n-n---n n
!
1




Poisson eloszlas

Normaltsag

Generatorfiiggvény
k=0

(k) = G'(1) = Aer=7 )

z=1

=G")+G 1) -G 1) = N+r=A=)

Pl.: Véletlen id6beli folyamatok, melyek bekovetkezésének
valoszintisége idében alland6 (atom, telefon, hiba, jarmi, stb.).

T alatt n esemény

n — 00 n -
— = = a
T — o0 TV

0 7 1d6

Prn = —




Normalis eloszlas

Binomidlis eloszlasnal tekintsik az

v 1pPq
atlagtol vald standard eltérés eloszlasat n — oo hataresetben!

n!
P = " k)e!”

kgn—k n! ~ (E) 2mn (Stirling formula)
e

I’ n—k
n\ " 21N € € k n—k
() 0 ()
e/ \/2r(n—k)V2rk \k/ \n—k
1 1 o1 Inn—kInk—(n—k) In(n—k)+k In p+(n—k) Ing

Pr ~ \/27Tn \/(1 = &) p

k k k /
l1——=q;, — =p; k~pn+./npg;,— —~p+t P
n n n n




1 ok In E—(n—Fk) In(1—£)+kInp+(n—k)Ing

Pk ™~ \/ 2mTnpq
1

Pk ™~ V 2TNnpq

e_n{% In nip—l_(l_ n

k pq
k=x/ -+ — =p-+ \/— 1 -
€T npq p'n n p o n n

oo 7o (e (e )+ (o
\V2To




Normaéltsag /
Karakterisztikus fliggvény

oo

+o00 y +o0 1
x)e"" dr = e
p(z) I

2 .
—x* /2+itx dr —




— OO0

. 5242 |
e_ﬁ( 5 tvmi dr = e

oo 2o

Centralis momentumok (m = 0)

+00 1

2 2
H2n41 = 5 e /207 g2t g = ()
O

2n
o,

827@ 2t2/2
pon = (—1)" —5—e™° = (—1)"55,
ot? ) Ot?

1 2n)!
——02n(n) =0 (2n—1)-(2n —=3)-...-
2n n!

2" .n!l=2n-2(n—1)-2(n—3)-...-4-2

ag

2,2
2

+2mt




A haranggorbe tulajdonsagai

1 _ (z—m)?
e 202

2T0

1
oo V2T

e /2 duy = 2(1 —@(N))




P(lx —=m| <Xo) =1—P(Jx —m| > Ao) = 20(N) — 1

A=1 0.68 30-n beliil van az eloszlas 99%-a.
AN=2 0.95 V.6. 10% Csebisev becslés.

A=3 0.997

Két normalis eloszlast valtoz6 Osszege

1 6—(x1—ﬂn¢)2/QUf

2mo

1 —(x2—m2)? /202
e 2

2709

Y =11 + T2

dzopi(y — z2)p2(22) =

—(y—x2—m1)*/207 —(x2—m2)? /205 _ 9




— (03403)t?/2+i (m1+ma) t
N—— N——

0'2 m

_ (y=my—my)?
2(0’%4—0’%)

Ez is Gauss

(normalis) eloszlas:

Tobbdimenziés normalis eloszlas
det B > 0

Bi; = Bji

— 'vdetBe—lZ Bij(xi—m;)(xj—m;)

p(x17aj27"'7$n) (2m)n/2

Normaltsag

+oo oo i —my = 04y
// dml,..dajnp(flfl,...,ﬂfn): — _]»
— 00 — 00 L) =

+00 +0o0
:/ / di1 dyn]det@|(2d§’2ge_§yT@TB@y = ...




@TB@ — diag{)\l, )\2, e ooy )\n}

+0o0 —l—oo )
:/ / yn|det@|(2d§’ige 3 i NV —

detB:)\l >\2)\n
|det® | =1 Ortogonalis transzformécio




+0o0 —l—oo
/ / . da, e 2 2y Bis(wimmi) (zj—mj) _

(9Bkz
\/detB o (em™% 1 9
(27‘(‘)”/2 0B /det B ~ det B 0By
1 0 <

det B 8Bkl ;( ) ki (1€

det B =

det B(k1)
_ k—+1 _ —1




Kovariancia matrix C = B~}

_ 1 — 2= > Cyij(xi—m;)(z;—m;
p(xl,x2, . e 73}'”) — \/(27.(.)71 detce 2 det C Zzg J( )( J J)

Cik = 00 Rix
C; 1 R
detC'  det R o;0y

(x;—my;) (xj—mj)

1
1 6_2detR Zij R o

( J

p('rlaxZJ I 7£Cn)

o \/(277)” det Roy---0p,

Specialisan n = 2

1 (x1—mq)? + (902—7;%2)2 _2r(901—m1) (xg—mg)

1 o 2(1—1r2) o2 o2 o1 o2

o1, 2) = gt




A norméalisb6l szarmaztatott eloszlasok

Lognormélis

1 e_(y_m)2/2o-g

x lognormaAlis p(y) = om0

y = logxr mnormélis dy = 9=

1 e—%(logm—m)2/a§d_x

pLN (%) dz V2rog a:

O
0

iV 2#0833

2

2
0_2 — 62m—i—00 (600 . 1)

p(x)!
Részvények arfolyama, torési folyamatok,
fraktalok adatai, galaxisok adatai, stb. Hosortt farkit elosls
OSSZU Iarku elosZzlas
Az egyik legérdekesebb eloszlas, jelzi a
komplex folyamatok meglétét.




A Y?- és a y-eloszlas

X1,29,...,Tn normalis eloszlast, 0 varhato értéki

1 szorasa valbszintiségi valtozok




Karakterisztikus fliiggvény

1 |
_ = oY/ 2+t dy

2Ty

dy = 2udu

2

> 1 2 . 2 2 o0 1 .
t) = e~ W /2HiIuTt 90 day = —/ e_(i_” Ydu =
P1() /0 2TU V2T Jo

— —— /+OO e~ (2it)u® gy — T = 1.
Vor J_ oo 2m(2 —it) (1 —2it)!/?
Ahol felhasznaltuk, hogy

—+ o0
. 2 T
e drx =,/ —
(@

— 00




1

0= T2

O ' O
/ T e_§+"mdazz/ xﬁe_(
0 0

Az y = (% - it) x és dr = dy/ (% - it) jelolésekkel

1 /OO g _
y"e Y dy
’it)ﬁ—i_l\o

7

r(41)

n szabadsagi foku y*-eloszlas

Pl.: G4z Osszenergidjanak eloszlasa E ~ v2 + ’05 + 02+




_ 4 9% [om :
B=1 27 862 6 B
\Y, B=1




x:\/x%+x§+---+x%

o(y) dy = p(z) dz

~

o(y) = p(y*) 2y rT=Y
dx = 2y dy

1 _1 . 2/2 .
on(x) = v " e " n szabadséagi foku y-eloszlas
I (3)20m=2/2

Pl.: n = 3 g4z sebességének eloszlasa




Student- és Cauchy-eloszlasok

vy

Vet

t :Ul,xg,...,xn,yGN(O,l)

1 n—1_—x?/2
NOESSE.




1

& dy
n/2 2 1/2
+ 1) 2 (£ 4+ 17" VY

2n 2

CESVIE /0 yzetdy=...




Student- vagy t-eloszlas

n—+1

(1+2)%

n = 1 Cauchy-eloszlas

1 1
1+ t2

O(t) =

400

Mikor létezik t varhato értéke? /

— 0

i i 1
t— o0 Sn(t)’ﬂ ™~ ntz |t|n—|—1 — W

(142"

1 % 9 ha n > 2
= dt ~ 4
" log(t) , han =1 (Cauchy eloszlas)

Az n = 1 Cauchy eloszlasnak nincs varhato értéke!




A Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvénye

400 1 -
lde = ...
/_oo r(l+a2)

1

l+22=0 po6lusok ﬁRﬂ'

r = =1
et (x = a+1iB)

ezat—ﬁt 0




Ha t > 0, akkor az = = +i polust fogjuk koriil:

1 12t :
7{%(1+22)e dz = 2mi Z %25]‘(2)-2

xppolus

Ha t < 0, akkor az x = —t po6lust fogjuk koriil:

1 : 1
7{ eldz=...= ———(—2mi) e’ = ¢’
m(

1+ 22) 271

p(t) = eI

deo(t)

7 — 7 nem differencialhaté 0-ban.

t=0
A karakterisztikus fliggvény nem n-differencialhaté <= nem

létezik az n. momentum.




A Stirling formula




(nlog(t" +xz) —t* —x) = nlog (n (1—|—£>) —n—x=
n
:nlogn—knlog(l—kf) —n—x=
n

X X

n  2n?

5132

=nlogn—n——+4---
2n

2
:nlogn+n[————|—---] —n—x=

ln(l—l—m)zx—%




2
dr enlogn—ne—g—n—i—... ~

+o00 5
e logn—ne—"”— nlogn—n

on dor = e 21N

Nyeregpont-modszer

/e_q)(t) dt ~ e~ ®t") /e_%q)”(t*)(t_t*)2 dt = e~ *() q)/?(?;)a

ahol ®'(t*) = 0.




Nagy szamok torvényei

Sztochasztikus konvergencia

Legyen n,, valoszintiségi valtozok sorozata. Ha dn valdszintiségi
valtoz6, hogy Ve > 0 esetén

lim P(|n, —n| >¢€) =0,

n—oo

akkor n,, stochasztikusan konvergal n-hoz: n,, = n vagy
lim stn,, =n. Ha

n—00

P(lim st n, = 77) =1,

n—oo

akkor n,, 1 valoszintiséggel konvergal n-hoz.
Gyenge tételek — erds tételek

ERS T ST ER  3
N n

Mn




A nagy szamok egy gyenge torvénye
Ha &1, ...,&, azonos varhato értéki és szorasu fiiggetlen
valoszintségi valtozok, (&) = (&), akkor

n:€1+§2_7|;"'+€n = (g)

Bizonyitas:
52

Csebisev €710

P<€1+§2+"'+§n_<€>|>6> < 2

n

TLO'2 0'2

() = (€) (n2) = (n)* = =

Nagy szdmok egy er6s torvénye

Ha még <§f> < K,1=1,2,... is igaz, akkor

n—oo n




El6irt pontossagu kozelitéshez sziikséges kisérletek szama

P<§1+§2+'“+§n

n

—<€>| <6> > 1 — po

Ha ¢, pg kicsi, mekkorédnak kell n-et valasztani?
Pl.: Csebisev
P<§1+§2+'“+§n oo

ne




Centralis hatareloszlas-tétel

Megmagyarazza, miért olyan gyakori a normalis eloszlas a

természetben.

Legyenek &1,&5, ... fliggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi
valtozok. Tegyiik fel, hogy 02 = <§2> — <§>2 létezik (+ még a 3.
vagy 4. momentum is). Legyen (,, az atlagtol vald eltérés a

szorasban mérve:

1 n
Cn = N (Zfz —n(f))

1=1

Milyen (,, eloszlasa az n — oo hatarértékben?




Példa: Exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozok Osszege

&) =1

—x /O

e
/ e TV Y dy = e x/ dy =xe *
0
x 332
/ e TV yeVdy =e x/ ydy = —e
0 0 2

p(n—1)
on(x) = (n — 1)!6
on(y) = V1 op (\/ﬁy + n)

Ahol {,, normélt, centralt valészintiségi valtozo.

— X










Példa: Egyenletes eloszlasa valoszintiségi valtozok osszege

=1/2
nn:€1+£2‘|‘"'€n O<'§>: 1//12

I, haO<z <1,

0, egyébként

/0 on—1( —y)o1(y) dy =

:/01 Qn_l(az—y)dyZ/x: on—1(u) du.

Teljes indukcioval megmutathato, hogy




M — n/Q <Cn> =0
vn/12
6n(y) = /1200 (V0123 + n/2)

C’n —

Ahol (,, normalt, centralt valészintiségi valtozo.
09()










+o00
o ((&) + Vnozy) dzy = /_ o({&) +y)dy =1

1
Vno

1 [T )
—3 o(y) (y —(£))" dy =

no? J_

1 oo 5
i [ o+ Vi) atdn = —ns [ o) - (©) dy =

— o0

+oo
o (1&) + Viow) ardoy = <= [ oly) (v (€)) dy =0

1
n

+o0
Viir [ o ((€) + Vi) ol dy =







A koézponti hatéareloszlas-tétel alkalmazasa

(51 + &+ 4+ & —n(f)
o\/n

. S+&+ - +E& —n()

lim P( T

P( S+&+ - +& —n(l)
ov/n

lim P

n—oo

n—aoo

P( §1+&%+--+&,




Pénzfeldobéas

1—po=20()\) —1

1% 1 —po = 0.99

10% 1— Po = 0.9

Csebisev pg = Z=

0.15X
20(\) = 1.99

®(N) =0.995 % 0.15\ = 0.38
A~ 2.57 )

20(N) =1.9 )
®(N) =0.95%0.15\ = 0.24
A\~ 1.65J

€1%

€10% —




Kozponti hatareloszlas-tétel I1.
(ha nincs o?)

+00
Probléma: / oY) (y — () dy = oo

_100 a
Pl.: Cauch —
auchy P SR

T — 00

Co

1K
o0 4262
2

{=x—(x) — 0§~

400

o(§)dé+ ...

e (&) dé =1 —/

— o0
(. J

~"

—+ o0
Elakadtunk!




paratlan




Valos rész: t|& = y helyettesitéssel

o0 t—0
Regi(f) = 1+ / (cosy — 1) o (y/It]) dy/It] '

— OO0

+00 |t|1/—1
%1—|—/ (cosy — 1) PG Cody+ ...~

+00
~1-— |t|”_12C’0/ (sin®(y/2)/|yl") dy + ...

— o0

1
lim sin®(y/2)/ — integralhato, ha v > 1,

y—+00 yY
1

lim sin®(y/2) / 5 integralhato, ha v < 3,
y—0 v




De ha v >3 akkor létezik o2,

ha v <1 akkor nem normalhatd az elos

és ha v < 2 akkor nem létezik a varhatd érték.

érdekes!

nincs varhato érték ¢ ¢

O

nincs eloszlasfiiggvény normalis eloszlas

| | | g\
! ! ! N

0 1
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t—0
pi1(t) ~ 1—t|*" ' C + {t-ben magasabb rendi tagok}

~ =22 C=4C, / Sv/2) 4,
0

Y

jeloléssel




ha ap > 1
0, ha ap <1
Lexp (—=Cl¢t|*), haap=1

©n(t) = exp (—=C|t|") n-t6l fiiggetlenil, a = 1/p




oo s 2
O — 4, / sin” (y/2) dy
0

ylH—l

1 oo
= / e—itace—C|t|” dt

— o0

1 [~ "
on(x) = —/ cos(tx)e 11" qt
0

T

A Lévy-eloszlasok stabil eloszlasok 1< pu<2




Pl. © =1 Cauchy:

400 400
a : 1 1 -
> 2€'th dr = = 267,751’@ dr
e O F T T ) o 14+

—alt|

p1(t) =e




Pl. u© = 2 Gauss:

t) = 1 ee it —:C2/202d
901( ) — \/%O' € € L

or(t) = e 7 112

—o?nt? /2

pn(t) = e

1 _ 22 1

Qn(x) — \/%O'\/ﬁe 2no? = %Ql (aj/\/ﬁ)




n . —Cnlt|*
LL ) (z) = cos(zt)e”“mIH" gy

t'"" = nt# jeloléssel

dt’

nl/ﬂ

n 1 ~ 1 —Cnlt'|"
LL)( ):—/O cos(zt' /ntH)e ]

s




A nagy eltérések tétele

Milyen a legnagyobb foldrengések, aradéasok, t6zsdei fluktuaciok
eloszlasa?

Legyenek fiiggetlenek az események o(x) stirtiségfiiggvénnyel, és
legyen = > 0.

Tekintsiink N darab eseményt: x1,x9,...,xn-t. Milyen lesz a
legnagyobb eloszlasa?

r =max{r,T2,..., TN}

P(z1,70 < ) = P(xy < 2)P(29 < 1) = F?(2)

P(x1,72,..., 25y <) =P(z; <2)---Play <z)=F"(z)




A legnagyobb érték eloszlasa:
F¥(z) = NFY~H(z)o()

Milyen lesz ez az eloszlas nagy N esetén?

Tegyiik fel, hogy az eloszlasnak van valamilyen asszimptotikus
alakja. = Eltolas és atalakitas utan megegyezik az eredetivel:

FN(x) = Flanz + by)

bn
1—CLN

FN (z*) = F (ayz* +by) = F (z*)
FN=L (@) (F(z*)-=1)=0
F(x*)=0 Egyik megoldéis sem értelmes,
F(z") = 1}

Vegyiik az * = ayx™ + by pontot: z* =

=
hacsak nem z* = 0 vagy =™ = oo




= aNzl,bN%O




=
In
F
(z) =
_ea™T
B

+8
) =
exp(—A B
Alx) (
lim
F
() =
- 1)

e
— 0

N exp (
__eXP( W __A2€_A
—N Ao < AT 1x)AAA
€_>\1x) : >\2€_ e_)\lx
p— 1 ) )\ :
1A
2

— exp
—>\26_

A
2




Legval6szintiibb pont: z*

Ql (x*) :O
d

%logg(x*) =0

Illetve .Cl?}kv = (ln N)\Q)/)\l
Legyen z = xy + .

FN(z) = exp (—N)\ge_h(x?\’w)) =




Az 2* =0, F(0) =0eset: by=0

FN(z) = Flanz)
NInF(x) =InF(anz)

N——
W (z)

NVU(z) =VY(anx)
N2V (z) = U(ay22)

N*¥U(z) = NU(ayzx) = V(a3 )

ane =ak = |ay = N°
NU(x) =V (N%)
U(z)=p- 2t/

F(x) =exp (ﬁazl/o‘) ( lim F(x) = 1)

r—00




F(z) = exp (—A1/2™?) A1, A2 >0

N(z) =exp (=N /2™?) =exp | — M — N1/ A2
P (@) D (=NAi/2™) p( (a:/Nl/A2))\2> F( N )

o(x) = exp (—)\1/90>‘2) A g /a2

Maximum?

d d
— log o(z) = - (=A1/2*? = (A2 4+ 1)logz) =

dx
= )\1)\2/$)\2+1 — ()\2 -+ 1)/33’ =0

— X —1=0
1 A+l




Legyen x = yx™:

FN(2) = F (ya*) = exp (= NAt/ (y2*) ™)

= exp

N-t61 fiiggetlen!




Eloszlasok asszimptotikus viselkedése y — oo

—A1Y

on(y) =~ e exponencialis farok

A 1
on(y) = 1/\:1 ,nehéz” farok (heavy-tailed distribution)
Y

Univerzalitas

I. exponencidlis farok Gauss centralis hatareloszlas

II. hatvany farok Lévy centralis hatareloszlas




A statisztika elemei

Az eddigiek megforditasa: az adatokbdl a valészintiségekre és az
eloszlas tulajdonsagaira visszakovetkeztetni.

Statisztikai sokasag:

a vizsgalt egyedek és a hozzajuk rendelt szamértékek Gsszessége.
Pl.: Carlsberg sorosiivegek o )

, betoltott nedii  pontos
(a kvantummechanika, o
o . mennyisége ~ 33cl
szempontjabol jelentds)

A statisztikai sokasag eloszlasa:
legyen N eleme a sokasagnak, valasszunk ki egyet. Ennek

valoszintisége 1/N.

= Az egyedek illetve azok A részhalmazaihoz P(A) = k/N

valoszintiségeket rendeliink.

= Valosziniiségi mezdvé alakul a sokasag.




A mintavétel: A sokasag n elemét kivalasztjuk x1,zo,..., ),

visszatevéssel, vagy visszatevés nélkiil.

xr1,To, ..., 2, figgetlenek, ha

e visszatevéssel valasztottuk ki,

e visszatevés nélkiil, de a sokasag gyakorlatilag végtelen.
Statisztikai kovetkeztetés:

e a mintabol kovetkeztetiink valamire valamilyen valoszintiséggel
pl.: valamit 95% valoszintiséggel allitunk, akkor 100-bol

atlagosan 5-szor nem lesz igazunk

e minél nagyobb valdszintiséggel allitunk valamit, annél kevésbé

értékes az allitds (ugyanazon minta esetén)

e tipusa: leiras, analizis, joslas




A minta eloszlasa:

empirikus eloszlasfiiggvény

L1y, L2y---5Ln

Empirikus adatok

Empirikus varhat6 érték:

Empirikus szérasnégyzet: ((z1 —2)* +---

1 n
Empirikus k-ik momentum: — z
" D

empirikus <— elméleti (adott, ismert eloszléasbol szarmazo)

statisztika «+— val6szintiségszamitas




Az empirikus és elméleti adatok kapcsolata
n — oo esetén az empirikus adatok — elméleti adatokhoz

(nagy szamok torvényének atfogalmazasa)

De fontos:




1=1

)

n
n—1

<S2> — 52




Normalis eloszlast sokasag — x; € N(m, o)

T eloszlasa

S? eloszlasa

S2




Bevezetve az

T; =m+ o0z, zi € N(0,1)

jelolést:

nS?
Vezessiik be az y = — valtozot:
o

n—1g~ 5 2
y=— ZZ_EZ’Z@Z]
1=1

i<j

100
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1)

)

Sajatvektorok:

I o%) = 0 feltétel mellett v(*) tetszGleges. Ez egy (n — 1)

217,

dimenzios altér, (n — 1) darab A = (1 — it) sajatértékkel.

1

2. 3 #Oesetenv(’f)—(:

> , a sajatérték:
1

_ 1 . -1
)\—§—Zt—|—’bt—§
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—>  x”-eloszlas n — 1 szabadsagi fokkal!

1
(1—i2t)"%

104



Statisztikai becslések

Feladat: ismert a statisztikai sokasag eloszlasa, de meg kell
hatarozni az eloszlas egy paraméterének konkrét értékét.

p(x;a) pl.: normaélis eloszlas —  szdréas (o)
—  varhato érték (m)
Poisson-eloszlas  — )\ parameéter

Ismertek az x1, o, ..., r, mintaclemek. Ezekbdl kell a-ra becslést

adnunk = statisztikai fliggvény vagy statisztika.

a = &($1,$2,...,$n)

ez egy valosziniiségi valtozo, fligg a értékétsl!

Torzitatlan becslés: ha

105



Hatasos becslés: ha aq és as két torzitatlan becslés, és
2 /A 2 /A
o) (a,l) <00 (CIQ)
akkor a; hatasosabb becslés, mint as.

Ha ag olyan, hogy o (ag) minimalis az 6sszes torzitatlan becslés
kozott, akkor ezt hatasos becslésnek hivjuk.

A varhato érték hatésos becslése: p(x;a), a legyen (x) = a. Ekkor

mn

| .

T = - E r; = a(ry, o, ..., Ty)
i=1

a hatasos becslés mas linearis becslések kozil.

n

mn
Q=Y am; Y aj=1
1 =1

1=1

(a) = Zai (s)

106



(a2) <<§n; aixi>2> _ <;aiajxixj> S ()4 Y iy ()?

i=1 i#j

Feladat: min {<€L2> — (&)2} meghatarozasa a »_ a; =1
i=1
mellékfeltétel mellett. Legyen A\ egy Lagrange-multiplikator:

[Zn: a; (&) + ) aa; ()" — (x)° - Ailai] — 0

i=1 i
2ay, (z°) —|—22aj () = A =0
j7#k
2ay, (z*) +2(1 — ag) (z%) = A

Lathato, hogy k-tol fliggetleniil a = C'(\).

zn:ak =nCA\) =1 = C\)=

1=1
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A szoéras torzitatlan becslése: p(x;a);

i=1

a szoras torzitatlan becslése.
torzitott!

i=1

Az a paraméter becsléssorozata: aq,as,...,ay,,...

lim (a,) =a
n—00

Asszimptotikusan torzitatlan becslés: pl. S? asszimptotikusan

torzitatlan becslése o?-nek.
Konzisztens becslés, ha a,, — a

Elégséges becslés: legyen y = a(xq,...,x,). Ekkor x1,29,..., 2,
feltételes eloszlasa ne tartalmazza a-t.

108



Maximum-likelihood modszer

p(x;a)-ban a-t becsiiljik az z1, s, ..., 2, n elemd minta alapjéan.

L(z1, 22, ..., 2p;a) = p(r1;a)p(z2;a) - - p(Tn; a)

L aranyos annak a val6sziniiségével, hogy éppen z1,x2,..., 2,
kovetkezik be adott a paraméter mellett.

Keressiik meg azt az a-t, ami mellett az z1, zo, ..., x, sorozat

megfigyelése a legval6szintibb:

0%L
mng(g;a) = =0 %<O

L dln I
Az Z7 = 0 helyett lehet az ——— = 0 feltételt is vizsgalni.
Oa da
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T6bb valtozo esetén: 2L — (. 2nL _ = 0;
8&1 ? 80,2

Pl.: Binomidlis eloszlas p paraméterének becslése

]:Z) a®(1 —a)N ™"

L(xy,z9,...,2n;0 H( ) (1 —a)V

1=1

p(z;a) = (

InL = Z [ln (iv) +z;lna+ (N —z;)In(1 — a)]

1=1

1l —a

N — x; “ (1 —-a)x; —a(N — x;
]=Z( >( (N—a)

— a(l —a)
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Intervallumbecslés

Play <a<ay)=1—p

Olyan a; és ao statisztikdk konstruélasa, amire a fentiek
teljesiilnek. Megadja azt az intervallumot, ahova a paraméter nagy
val6szintiséggel esik.

Konfidencia intervallum:;
Legyen x1, o, ..., T, normalis eloszlast o széréassal. Keressiik a
varhato értékre vonatkozo6 konfidencia intervallumot.
CTZ _
u = c N(0,1 m = {(x
SR ENO) (m=()

P(Ju| < / —a®/2 dr=1—p
p \/27r
Pl.: p = 0.05 esetén u, = 1.96
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Mekkora mintaszam sziikséges, hogy a p-hez tartozé konfidencia

intervallum félszélessége d legyen?

=

u T < d
/n

Konfidencia intervallum (z)-re ismeretlen o esetén

T—(x)

t=+/n &

Szamlalo: N (0,1) (normélis-) eloszlasi } _

Nevezd: n — 1 szabadsagi foka y? eloszlas
=t n — 1 szabadsagi foka Student- (¢-) eloszlasi

P([t] < tp) = Sn-1(tp) =1—p
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(1 — p)100%-o0s konfidencia intervallum hatarai:

S*
NG

Pl.: 15db villanyégé élettartamét mérjik

Z+t,

1
Tr = 1—5(t1 —|—t2 “+ .. —|—t15) = 1200 6ra

S* = 186 6ra
n —1 =14 szabadsagi fok

Megbizhatosag 99% = p = 0.01

S* 136
T — t().()l \/ﬁ = 1200 — 2977\/—175 — 1057 6ra

S* 186
T + t0'01 \/ﬁ = 1200 + 2977\/—1_5 = 1343 6ra

113



Statisztikal probak

normalis eloszlast sokasigok esetén

u-proba: o adott
Hipotézis: a sokasig varhato értéke mg

u=+/n ~ e N(0,1)
P(lul > up) = p

I — 1o

Ha p kicsi, akkor |u| < u, majdnem biztos.

(x) és mo kOzott szignifikdns az eltérés (1 — py)100%-0s szinten.
t-proba: o és (x) ismeretlen
Hipotézis: a sokasig varhato értéke my
T — Mo
t=+vn

P(|t| >t,) =p Student-eloszlés tablazatabol
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Pl.: Hipotézis: a sorosiivegben talalt sor varhato értéke 33cl=100%

Mért értékek:
98.5% 100.3% r =99.
1

99.6%  99.4% n = 10

S*
100.2%  98.7% = 0.2285%

99.3%  99.1% Vv

x — 100%

100.4%  98.5% b=V = ~2.63

to.os = 2.262  95%-o0s szinten nem szignifikans

to.o1 = 3.250  95%-o0s szinten szignifikans
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A Y?-proba

Az egész eloszlastiiggvény tesztelésére alkalmas
Boxok  Valosziniségek  Gyakorisdgok
Po Lo
P1 4!

P2 V9

116



Binomialis eloszlas a boxokban

n — oo esetén asszimptotikusan 0 varhato értékid, 1 — p;

szorasnégyzetd, normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo

-

2 2

X = E Zz
i=0

T

Z VPizi =0 (nem fiiggetlenek)
i=0

y? asszimptotikusan r szabadsagi foku x? eloszlas

lim P (x* <z) =K, (z)

p=1-K,(x;) =~ P(x*>x})

(np; = 10 kell kb.)
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A Mendel story
Gregor Mendel (1822-1884)

Sarga (v) és zold (g) borsoszemek

75% 25%
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84 kisérlet 1 szabadsagi fok.
Minden kisérletre adédik egy y? érték

2 2
k k
,_(on) (o)
X" = +
Py Pg

84
Fiiggetlen kisérletek esetén x? Osszeadodik: > x? ~ 42

i=1
szabadsagi fok 84

100.000 esetbsl 4X
p~4-107°
R. A. Fisher (1965)

119



Becsléses illeszkedésvizsgalat

Pi = pi(a’laa’Qa o« o 7a8)

ai,as,...,as maximum Likelihood becslései a paramétereknek

r [ki—npq;(&l,&g,..., )]2

/n’pi(&lacALZv <. 7&8)

1=1

r — s — 1 szabadsagi foku x? eloszlast ad
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Filiggetlenségvizsgalat

A17A27"'7A7"

B,.B,.... B, luggetlenek haVi jeN

P(A;Bj) = P(A;)P(By)

Legyen k;; az A;B; gyakorisaga

n:ka kz.:ka
[2¥) J

kio koj

r S kij _ -~
eyl

i=1 j=1

(r — 1) x (s — 1) szabadsagi foku x? eloszlas
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Homogenitasvizsgalat

El akarjuk donteni, hogy két minta ugyanabbdl az eloszlasbol

szarmazik-e.

Gyakorisdgok
1 V1 e |
2 2 p2 + V2

kimenetelek

n
)
a0

No)
n

+~
)

=
)
—

for 1 Uy

=
3

mdb n db n + m db

T 1 .
2 __

r — 1 szabadsagi foktu x?-eloszlas (n, m — o)
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Tobbvaltoz6s modszerek

Regresszio-szamitas

X1, Xo,..., X,

123

valtozok

a minta 7-dik eleme

atlagvektor

szorasvektor

kovariancia-matrix

korrelacio-matrix




517527"'757%
&1 = a1 + b12& + b13&3 + - - - + binén

Regresszios sik

<(51 —ay — b2 — 01383 — -+ - — blnfn)2> =f minimalis

of

0=+
(9&1

2(& —a1 —bi2o — - —b1p&n) =0
— Zbu (&) = a
=2

2((&1 —a1 —b12&a — - = b1p€n)&) =0

<€1€z — Q] gz Zblj fjfz —
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(&1&) — Zblg (€5€) — (&) (1)} =
= (&1 — <£1>)(€ (&) =0

n

C1; — Zbleﬂ 1 7& 1

i=2

2
Altalaban vehetjiik a min < (fk —aE — Y, bkjfj) > regresszios

j#k
feladatot is. Ekkor

Cli; — Zbkjcji 1 7é k
j#k

O:Zbkjcji Z%k, bkk:_
J

brj = o (C_1>kj

125



a=—1/ (C_l)kk

ey
—1 — (_1\tt+g v
(c )z'j = (=1) C]

ahol C;; az (i,j) elemhez tartoz6 aldeterminéns.

126



Példa (1958):
A férj A feleség

életkora életkora
—18 18.45 225

1819 19.10 4492 Trerj = 28.92
2024 20.36 36225 Ttolessg = 25.11
2529 22.31 25089 Cyy = 88.41
3034 26.61 8707
3539 30.87 4728
40— 44 35.62 2482
4549 39.58 2965
50— 59 46.29 4015
60— 69 54.06 1862
69 59.61 649

Gyakorisag

S% =113.45
S, = 10.65
S2 = 94.79
Sy = 9.72
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Cia  88.41
Coy  94.79
a1 = 25.11 — 0.936 - 28.92 = —1.95

bio = = 0.936

y = 0.9362 — 1.95

Viszont:

Cyr  88.41
by = —2% — — 0.779
170 T 113.49

as = 28.92 — 0.779 - 25.11 = 9.36
x = 9.36 + 0.779y
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Fékomponens analizis

X1, Xo,..., X, mért valoszinliségl valtozok

Z1 = an X1 +aXo+ -+ apX,
Ly = a21X1 + aXo + -+ agpX,

Zp — CLple -+ a,ngg + -+ aprp

Fékomponensek: (Z;Z;) =0

O'(Zl) >O-(Z2) 2 >J(Zp)

Filiggetlen komponensek, melyek értéke a legnagyobb hatést
gyakorolja az adatok valtozatossagara.

((X;) =0, (X?) = 1 standardizalt valtozok)
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Vi € N esetén a7, = 1, kiilonben indefinit. Az a;; vektorok a

kovariancia matrix sajatvektorai lesznek:

1 C12 C13 ce ail
Co1 1 Cas

Aip Qip

<<Zaw ><Za23’X >> Zaija” (X;X;0) =

33’

— ZCLU ZC’”/CLZ/J/ = Z)\ 1At § Qg5 — )\ 522

)= Nibi = A
Z)\i:p
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Példa: Munkamegosztas Europaban (1986)

7, = 0.52(AGR) + 0.00(MIN) — 0.35(MAN) — 0.26(PS) —
— 0.33(CON) — 0.38(SER) — 0.07(FIN) — 0.39(SPS) —
—0.37(TC) ~ AGR — t&bbi

Ar = 3.487  (38.7%)

Z5 = 0.05(AGR) + 0.62(MIN) + 0.36(MAN) + 0.26(PS) +

+0.05(CON) — 0.35(SER) — 0.45(FIN) — 0.22(SPS) +
+0.20(TC)  MIN 4+ MAN — (FIN + SPS +
+TC + PS + SER)
Ao =2.130  (23.6%)
Ag = O!l!
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Table 5.5 The correlation matrix for percentages employed in nine industry groups in 26 countries in Europe, in lower diagonal
form, calculated from Table 1.5.

AGR o IN MAN PS CON SER FIN SPS 7 iy

Agriculture 1.000

Mining 003 .1.000

Manufacturing —-0.671 0.445 1.000

Power supplies - 0400 0.406 0.385

Construction —-0.538 -0.026 0.495

Service industries -0.737 -0.2397 0.204 1.000

Finance —0220 —-0443 -0.156 0.366 1.000

Social & Personal Services -0.747 -—0281 0.154 0.572 0.108 1.000
Transport & communications —0.565 0.157 0.351 0.188 —0.246 0.568
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I
Hun-anrll,
Eztchuill::iuhﬂ

€ Gtrﬁm’ El’ Poland

Hu-ll]ﬂ" 0 Romara

USSR|
Lusemburg ‘lr

-3 -3

Swilzerlond ———
Finlong — _Norway
Belgum
Sweden
Netherlonds - 2l
Cernmork _

_3}-

Figure 5.2 European countries plotted against the first two principal compo-
nents, £, and Z, for employment variables.
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Faktoranalizis

k
Xz' = Zaiij + €;
71=1

Ko6z06s faktorok F;, k < p. Kiindulas a f6komponensekbdl
X,L' = Z CLZ;- Zj
J

Ai < 1 esetén eleve inszignifikdns a f6komponens

X; = Zag;Zj + e;

J<Pp
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Klaszter analizis

R

d;; tavolsag sok dimenzidban az egyes mintaelemek kozott —
csoportositas a tavolsag szerint
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Sztochasztikus folyamatok

x(t),tel véletlen valtozok egy csaladja

I = megszamlalhatdé lanc (véletlen sorozat)
I =R sztochasztikus folyamat

I = R¢ sztochasztikus mezd

t :=1dg, x(t) valos fiiggvény

A

I I
t1 to

(z1,t1), (T2,t2), - - -, (T, ty) trajektoria
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A folyamatot stirtiségfiiggvényeinek rendszere hatarozza meg:
Pi(x1,t1)
Py (m1,t1; 22, t2)

Ps(x1,t1;29,t0; 23, 13)

Py(z1,t1522,t2;. .. s2p,ty) dey dzo - - - dyy

annak a valdszinilisége, hogy a trajektoria értéke a tq, to, ..., i,
id6kben az (z1,x1 + dx1); (v2, 22 + dxs); ... 5 (Tp, Tn + dzy,)
intervallumba esik.

Normaltsag: /Pn(azl, t1; .. ;X tp)dey - dry, =1

Kompatibilitas:

/Pn(--- s Tiytiy ... )dey = Po1 (o5 Tim1, tim 1 g, tigs - -
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:/f(afl,ilfg,...,ﬂfn n awnatn)dajldwn

Karakterisztikus fliggvény

D (y1,t15Y2,t25 .- 3 Yn,tn) = <ei2§”:1 ij(tj)>

a P, striségfiiggvény Fourier-transzformaltja.
;0,t,) =1
50t ) =P (s Yttt Yt it -4
Momentumok

Miyty.. 1, = (2" (t1)2" (La) - tn)) =

8l1+l2+ +ln @n
(Oy1)" (Oy2)" -+ (Oyn)'™ |y —yye iy —0

_ (_i)l1‘|—l2+"‘+ln
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Korrelacios fliggvény

K(t1,t2) = ((2(t

= (=t ) ( )> <x(t1)><x(t2)>

Nincs korrelacid, vagy korreladlatlan a t1-ben és to-ben lejatszodo
folyamat, ha K (t1,t2) = 0.

Stacionarius folyamat Olyan folyamat, melynek

stirtiségfiiggvénye invarians az idGeltolassal szemben:

Po(x1,t1;. . s Tp,tn) = Po(x,t1 4+ 75 ... 5Tty +7)

tatszoleges 7 esetén. Pl.:
Pi(x1,t1) = Pi(x1,t1+7) = Pi(xp) id6fiiggetlen
Py(x1,t1522,t2) = Pa(z1,0; 29,12 — 1) csak to — 14
kiilonbségtdl fiigg
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)x(t2)) — (z(t1)) (z(t2)) =

/3715132P2 (21, t1;22,t2) dzy dag —
/331131 r1,t1) d$1/$2p1($2,t2)d$2

stacionarius esetben

/Qflxgpg 5131,751 — t2,$2,0) dZIZ‘1 d$2 —

5131P1 5131 dCIZl /CIZQPl(Q?Q) dil?g — C(tl — tg)

Spektralis stiriiség
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(2(t1) — {@(t2)))e™" dty x

(2(t2) — ((ta)))e ™" dty ) =

— OO0

+o0 +oo ) '
= / / ez(w—w )t2+zw(t1_t2)K(t1, t2) dtl dtQ = ...

Legyen T = tl — tQ, K(tl,tg) = C(tl — tg). Ekkor

+o00 +00
/ / 'L(w w' )ty szC( )dT dty =

= S(w) - 27 - 2— e W=t gty = 91 S(w) §(w — W)
m J_

+oo
Ahol bevezettiikk az  S(w) = / e"“TC(T)dr jelolést.

— OO0
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Fiiggetlen folyamat

n
P’n(xlatl; SR ,ZUn,tn) — le(xlatl)
=1

Markov folyamat
A mult és a jovo statisztikusan fiiggetlen, csak a jelen allapotot kell

megadni.

Markov tulajdonsag
Legyent1 >to >03 > >1,
Pp(z1,t1;72,t2;. .. 5 Zn, tn)

Pn_l(fljg,tg; c e ,CBn,tn)

P(xq,t1|za, to; ... 520, t,) =

Y
P($1,t1|$2,t2;... ,ZUn,tn) — \P(x17t1’x27t2)

7

~"

Atmeneti valdészintiség
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P(xl,t1|x2,t1) = 5(%1 — $2)
Po(z1,t15m2,t2; .. 5T, ) = P(w1,t1]22, t2) Pro1(2, a5 . . .

A

Pn(ajlatl;xZJtZ;"' 7:Cn7tn) P(Zlfl,t1’$2,t2)P(ZC2,t2’$3,t3)"'

e P(xn—latn—llxnatn)Pl (xnatn)

Kompatibilitasi feltételbél kovetkezik a
Chapman — Kolmogorov-egyenlet:

P(x1,t1]z3,t3) = /P(901,751|£C2,t2)P(£B2,t2|333,753) dzy

Az infinitezimalis operétor:
Legyen f(x) korlatos fiiggvény, || f|| = sup |f| < +oc,

T o [ /f P(xz,t|x’',t") dz t <t

Ha f(xz) > 0 akkor 7 4 f(z) > 0 (pozitiv).
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1T £l = sup | [ PG, det ) de

<suplf| [ Pla.tla’,t) do =

Tip=1

Chapman — Kolmogorov-egyenlet

<

fll  (kontrakcio)

Tt fx //f P(x,tlz", t"\P(z",t" |2, t") dx" dx =
=TTy flxr) ' <t'<t

Toy = Toyn Ton s

7 multiplikativ
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Infinitezimélis operator

.Atf— hm (7:5 t—l—sf f)
%,t+s:I+AtS+O<S)

Kolmogorov-egyenlet

1

1
g(,];’,t—l—s — Ty i) = g%’,t (Zt,445 — I) (s = 0)

%’];, = Ty 1+ Ay (forward egyenlet)

1 1
5(72/,1:+s —Tvi) = (L =T pss)Togse  (5—0)

S

%7} ¢ = —ApTy 4 (backward egyenlet)
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Homogén folyamat esetén

Ty =Ty 7.5 = [ f@)Platls)d
7;7;:7;+8:77;

Af=lim — (Tf f)

s—0 8

— T, =T, A= AT,
P 1A= AT

Markov félcsoport, generatora A

Pl.: difftziés folyamatok

Ay = b(z, t)({%—k 10
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Kompatibilitas n = 2 esetén: P (x,t) = /P(x, tlz' Py (2, t") da’

Ismert P;(x',t") — kés6bbi id6pontban is kiszédmithato.

Homogén Markov folyamat

P(x,t|lz',t") = P(x,t —t'|2)
egyben stacionarius is
P(x,t+ s|z’) = /P(az,t|x”)P(az",s|:13’)d:13”

Ergodikus Markov-folyamat: ha tlim Pi(x,t) = P*(x) fliggetleniil a
Py (x,0) kezdeti feltételtsl.

Pi(z,t) = /P(m,t|x’,O)P1(ac’,O) dx' — P*(xz) (t — o0)

= P(xz,t|x',0) — P*(x)
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Diszkrét allapottérben lezajlo folyamatok

~

Pl.: e atom diszkrét allapotai ——) i

1

\—'\

~

o légy

e bolyongas a szidmegyenesen 5 2 a1 0 1 o
Az n — n' dtmenet valoszintisége p ~ wy , - At + O (At2)

P, (t) annak a valészintisége, hogy m-bdl indulva t id6 alatt
az n allapotba keriil.

P (t+ At) =

l#n
beszoOras kiszOras
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Kezdeti feltétel P, (0) = dnm; an(t =0) = wpm
Legyen a kezdeti eloszlas Pp,; > = P, = 1. Ekkor

Pn(t) — Z an(t)Pm(O)

Po(t) =) wnPi(t) — Pa(t) Y win

l#n l#n
szintén kielégiti a Master-egyenletet.

A megoldéasok tulajdonségai

1. Mindig van legalabb egy stacionarius (id6tdl fliggetlen)
megoldéas.

2. A stacionarius megoldas egyértelmt, ha minden &allapotbdl el
lehet jutni (egy vagy tobb lépésben) minden més allapotba.
Ekkor kezdeti P,(t) — P} és P, (t) — P}

Ergodikus tulajdonsag
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Reverzibilis folyamatok

wnm _ wmn

indexcsere és w,,,, = W, felhasznalasa utan

S(t) = % > wam{ (Pa(t) = Pu(0)) (In Pa(t) = In Py() }> 0

S(t) nem csokken, allando, ha
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Altalanos megoldas

Ann’ = Wnn' (1 — 5nn’) — 5nn’ Z Win!
l#n

Po(t) =) ApnPo(t)

ennek partikularis megoldésai

P{™(t) = e Mt

Pn(t) = —)\agoq(f‘)e_’\at = ZAnnISO,,(S)e_AO‘t

> Al = 20| e 20

A stacionérius megoldas A\, = 0-nal

Pn(t) _ Z Cae—Aatgngoz) . Ca*q)?(%a*)

(87

Ao

ahol o* a stacionarius megoldés; a tobbi kihal az e~ *=* — 0 miatt.
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Bolyongési folyamat 23 19 0

Az ugrési valoszintiiség fliggetlen attol, hogy hol allunk, csak a
tavolsagtol fiigg:

Wnm = Wnp—m

— anlplm(t) — P’nm(t) Zwln

l#n l#n
an(t) — Pn—m,o(t)
n—m =k jeloléssel P(t) = Pro()

dP
it =) wiPe(
10

P(0) = k.0
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Py (t) = e~ Mtiok o € |[—m, ]

d Py (t) Attia(k—1) P4 —
= —A\P(t) = E wie —E wy - Py(t) =
dt (1) l

140 1£0

— Pk(t) Zwl (e—z’al — 1)

140

A= Z (1 — e_ml) w;

170
Legyen w_; = w;. Ekkor

M) = " 2(1 — cos(ad) )w,

[>0

1 " (Xe"
Pk(O) — 5k,0 = — € kdoz

27 ) _ .
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Pr(t)

e >0 da{

1 /w iak— > 2(1—cos(al))w;t

T o

Hosszu idejd viselkedésnél (¢ — oo) fontosak a A(a) ~ 0
sajatértékek, mert ezek halnak ki lassan.
a?l?

)~1— ——
cos(al) 5

1T0 jak— > o?lPwt

Elegendden hosszti id6 utan normalis eloszlas, 02 = Dt
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Mi a helyzet, ha: D =2 ZwZZQ = 4007

[>0
Szuper diffizio, anomaélis diffazié  w; ~ li,, Lévy-folyamatok

Z wl? = Z >~V v < 3 esetén divergens
l l

1 — cos(al) = 2sin” (%l)

) 4sin’ (%) :

[>0
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Py (t) %%/

L kg opye LR
$1/m° dy = tl/uh (tl/u)

— OO0

Lévy stabil folyamat

+0o0 +o0
/ ieixy—ﬂyw dy = / 1
oo 2T 0 s

=1 Chauchy h(x)=

m(x? +1)
=2 Gauss
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Bolyongéasi folyamat folytonos hataratmenete

| wnni1 = w = w(x)
Balra vagy jobbra ugorhat csak: _ _
wn,n—l — wn w (x)

dP,
dt

— wn,n—l—lpn—i—l + wn,n—lpn—l — P’n(wn—i—l,n + wn—l,n) —

= UJIPTHJ —I-UJ;Pn_l — P, (’LU;_‘_l —|—w+ )

n—1

P,(t) = P(x = na,t)

2
Poyi1(t) = Plx = (n+ 1)a,t) = P(z,t) + G—Pa—|— la—Pcﬂ + ...

ox 2 O0x?
oP 10%P
Pn—l(t) ~ P(x,t) — %CL—F 5@61,2 + ...

Jw™ 1 0%wt

g ot
Wngy W (T) + 0x a—|—§ 6’:132a+
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o*(z,t) = a” (wh +w™)

Fokker—Planck egyenlet

160



Difftzios-folyamatok

A Markov-folyamat az

2
0 + ;02(:1: t)—= J

Ay = b(z, 1)

or Ox?

generatorral diffazios-folyamat.

d
— T = T,
pm vt f vt A f

Ty 1 = Pz, t|2',t")

/{8P(x,atlx’,t’) _ P(x,t|2', 1) [b(x’t)ﬁg + %(;2(33 t) 8822] } f(z)dzr =0

OP(z,t|x, t d 0’
/{ P( ’;75' ’t)f—P(a:,t\az’,t') [b(:v t)a—f-|-20 (z, t)(?x];]} dr =0
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Parciélis integralas utan
JOP 9,
[{ 57+ 1@ 5Pl tle’ b

0 I 4! 1 2
b [Pt t)50%w.0)

/

or 0 9 |
/{ ffrPht [P(:p,t|x’,t’)§a2(x,t>]

ot

[ g 18s oo

ox

or o
ot ox

Fokker—Planck egyenlet az atmeneti valoszintiségre

tlin?, P(x,t|lz',t") = 6(x — ') kezdeti feltétellel.
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Legyen kezdeti eloszlasunk, P(z,t = 0) adott. Egy késGbbi
id6pontban:

P(x,t) = /P(az,t|x’,0)P(x’,t

= P(x,t) szintén kielégiti a Fokker—Planck egyenletet, ha

P(xz,t) — 0, |z| — oo esetén

OP(x,t)

J(x,t) = (b(a:,t) —o(x,t)

Valo6szintiségi dramstirtiség
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A novekmények eloszlasa

Legyen x(t') = 2’ a t = t’ id6pontban. Mekkora lesz a t id6pontig
elért novekmeény, z(t) — z(¢'), illetve annak ((x(t) — z(¥'))")

momentumai?
Fiiggetlen minden t'-t megel6z6 idSponttol, csak P(x,t|x’,t)
hatarozza meg.
z(t+s)==x Tivst =T+ Ass
x(t) =2’ P(x,t+s)|z’,t) = 0(x — 2') + sA;

/f(:z:)P(x,t+ slz’ ) dz = f(2') + As f(2')s + O (s7)

A f(a') = b 0 (@ 0) + 5020 )
f@) = (@ —a)"
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b(:z: t)s+O(s*), han=1
/(w—aﬁ’)”P(x,t+s|x’,t)d:C: o2 (2, t3-|-(9(32), ha n = 2
(’)(32), ha n > 2

\

& diffazioés folyamatrol beszéliink, ha a névekmények n > 2

momentumai igy viselkednek.

Trajektoriak:

A derivalt, x(t) viselkedése

((t)) ~ lim &)

(x — :z:’)2> o?(x',t)

(Z(t)) ~ ;1_{% = ~ p divergal.

= b(a',t) véges, de
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Wiener-folyamat: az

1 07
A=3P55

altal generalt Markov-folyamat.
or D 0% P
ot 2 Ox2
P(x,t|x’,t) = 6(x — x')

1 [T e
P(x,t|a’ t) = / eF@=) gk

o

P ~ eikx—at

— 0

0?P
— = —aP — =-k’P
ot « Ox2 b

esetén megoldéas
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P ~ pikz—3Dk"

+o0
P(x,t|x/,t’) _ i/ eik(x—x’)_%DkQ(t—t/) Ak

2T J_ oo

Gauss integralas:

Iy — 1 _2(;_7530—,7):’2
Pz, tlz’, t") = e 2D(t=t)
V21 D(t —t')

A névekmény (x — z’) normalis eloszlast 0 varhato értékkel és
V/D(t —t') szorassal.

D =1 esetén jeloljiik a trajektoriat x(t) = w(t)-vel, és legyen
w(0) = 0.

(standart) Wiener-folyamat.
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Korrelacios fliggvény

A novekmények fliggetlenek
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Ornstein—Uhlenbeck-folyamat
b(x,t) = -z
o?(z,t) =D >0
oP 0

o on

1
P(z,t|x’,0); P(x,0]z",0) = 5

Oldjuk meg a Fokker-Planck-egyenletet u(z) = e*(*=*") kezdeti
feltételre!
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ou oo Ou(k,t)
ot _/_OO e W@

du 0 e zkx e tkx ~
T = x({)—x/ u(k,t)dk = /_OO ik e u(k,t)dk =

+00 a 3

00 ~

oo | OK Ok
+00 ~
— / etk (a(k,t) - ka“gZ’ t)) dk

2 +00
% :/ k2 Rk, t) dk
xr

— OO0
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ou 9,
5 )\%(ac u)

too Ot ou 1
tkx ) U\~ ~ - 2~ _
/_ e {875 )\u—|-)\u—|—)\k—8k2Dk u} 0

ot ou 1
- — E— 2 ~
ot = Moap Pk

i(k,t) = (ke M, t) = B(2,t) z=ke M

9 0P N 9B 0D
o= R F g = hag ot
ol

§o 00 0D o 1,
“Aefom oo o = —ofy — S DD
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0P 1 D
RS ——Dk2CI) _ __Z2€2>\t(I)
ot 2 2

Kezdeti feltétel: (k,0) = e~ D(z,0) = e 12"’
Megoldés:
(I)(Z,t) — e—izx’—ﬁz2(62>‘t—l)

{L(k, t) _ e—ik e_Atx/—%kQ(l—e_”‘t)

]- oo . — At ./
P t / 0) = zk(m—e T
(1’, |ZC 3 ) 27_‘_ [ (&
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A 22
lim P(x,t|x’,0) = L emh = P*(x)

t— o0 7TD

ergodikus folyamat, a fenti normalis eloszlashoz konvergal.

Korrelacios fliggvénye:

—+ o0
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Fehér zaj és a Langevin-egyenlet

£(t) fehér zaj, ha

L. (&(t)) = 0,
2. S(w) = &llando

1

T on

+o0
S(w) /_ ClHe™tdt = all. =  C(t) = (€(1)E(0))

t
Tekintsiik az z(t) = / £(s) ds folyamatot!
0

) = [ (e(s) as
</Ots<u>du/08£<v>d >=//<
:/Ot/osé(u—v)dudv:min(s,t)
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E(u)é(v)) dudv =




t
w(t) = / £(s)ds Wiener-folyamat
0

dw(t) = £(t) dt

Fehér zaj el6allitasa
Pl.: Ornstein—Uhlenbeck-folyamatbol

_ —Alt]
C(t) = TG
A — 00 és D/A?* — 1 esetén

D X\ _

400 400
/ 56—”“ dt = A/ e Mdt =1
— 00 2 0
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Sztochasztikus differencidlegyenletek

z(t) = f(x(t), y(t),1)

ahol y(t) ismert tulajdonsagu véletlen folyamat.

Langevin-egyenlet

&(t) = b(x(t),t) + o(z(t),t) f\(ﬁ)/

fehér zaj

x(t) = x(to) —|—/t b(x(s),s)ds —|—/t o(x(s),s) &(s)ds

dw(s)

Wiener-folyamat

b(x(t),t) dt + o(z(t), t) dw(t)

t
/ G(s)dw(s) Sztochasztikus integral
to
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Ito-féle sztochasztikus differencidlegyenlet
A Langevin-egyenlet értelmezése tobbféle lehet.
Ito-féle értelmezés:

dx(t) = x(t + dt) — x(t) = b(x(t),t) dt + a(i(/t_)/, ) {wlt+dt) —w(t)}

lényeges!

Tto-SDE
(dw(t)) =0 Normalis eloszlast
(dw(t)*™™y=1-3-5-...-2n—1)(d)" n>=1
(dw(t)*) = dt
(dw(t)*) — (dw(t)?)” = 2(dt)?

Ha O (dt?)-et elhagyjuk, akkor elég mindig (dw(t))?-et dt-vel
helyettesiteni.
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= ['(x(t)) dx(t) + %f”(x(t))(dﬂv(t))2 +..

f(@(t) +b(x(t), t) dt + o(x(t),) dw(t)) — f(x(t) =
= ['(x(t)) b(x(t),t) dt
+f(x(t)) o (x(t), 1) dw(t)+
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Ito-formula, helyettesiti a kozonséges differencialast

(f(z(t+dt))) = f(z)+ A f(@')dt + O (dt?) =

= f(z) +b(a',t) f'(2) dt + %UQ(:E’, t) [ (z") dt

02
Ox'?

0 1
= A = b(ilf/,t)% + 50'2(33/,t)

Ito—SDE = Fokker—Planck-egyenlet
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Stratonovich-SDE

dx(t) = b(x(t),t) dt + o(x(t),t) dw(t
dr(t) = z(t + dt) — x(t) = b(x(t),t)
+a<ﬂw+m@+dﬂ¢>(

w(t +dt) —w(t)) + ...

_b(az(t), t) + %O’(@(t), t)o' (x(t), t)] dt + o(x(t),t) dw(t) + . ..

o 1 0>

[ 1 / 2
_b($,t) + 50‘(3},15)0‘ (az,t)] % + 50’ (le,t)w
0

o'(x,t) = —o(x,t)

Ox
Ha o(x,t) = o(t), akkor Ito = Stratonovich
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A diffizios egyenlet stacionarius megoldéasa

oP L 07
YT (b(x,t)P(w,t)) + 5@(0(x,t)P($,t))
oP 0

Oo(x,t) 1

J(x,t) = |b(z,t) — o(x,t)

P(x,t) — 50'2(56,75)

ox ox

stacionarius megoldés ¢t — oo esetén P(x,t) — P*(x)
(ha ergodikus, akkor egyértelmii)
oP* 0

J*(x,t) = allando
lim P*(z)=0 = J*(z,t)=0

xr— 00
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A drift kifejezhets az egyensulyi eloszlas segitségével.

Példa: Folyadékban mozgd kicsiny gomb

by

U= —Av (Stokes); A
m

16kd6s6dés: U= —Av+ g&(t)
Nfehér zaj
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Sztochasztikus differencidlegyenlet:
dv(t) = —Av(t) dt + o dw(t)

Mekkora lehet o, ha a stacionarius eloszlas Maxwell-Boltzmann?

mv2

P* (fU) ~ @ 2kT

m’U2

p(v) =—InP*(v) = BT + allando

1 omu

2 _ 2T\ _ 12mnrokT

O' _—

m m?

Einstein-relacio: a drift és a difftzios allandoé osszekapcsolasa a
hémeérsékleten keresztiil.
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Véletlen matrixok

M;; N x N-es matrix, minden eleme véletlen eloszlasa

P(My1, My2, Mys, ..., Min, Ma1, Moo, ..., Mon, ..., MyN) X
X dMll dM12 st dMNN

Legyen ismert az elemek eloszlasa. Milyen a sajatértékek

eloszlasa?
)\ivi:MijUja )\1,...,)\]\]

2

Pl.: rezgSkor (w; ), mechanikai rezgések, kvantummechanikai

energiaszintek (H;; < E,,)

Altalaban nem lehet megoldani, de tehetiink rezonabilis

feltevéseket
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o M' = SMS~! hasonlésagi transzformacié
példa: M szimmetrikus (M;; = M,;) és valos,
S = O (forgatéas) ortogonalis transzformécio
hasonlosagi transzforméaci®6 — helyben hagyja a sajatértékeket

e legyen az eloszlas ugyanolyan minden koordin&tarendszerben
= az eloszlas csak invariansoktol fiigghet

TTM =TrSMS ' =TrMS—1S =Tr M
TTM"=TeSMS 'SMS=t...SMS™ ' =Tr SM"S~! = Tr M™

—x2/202).

Y

e legyen az eloszlas ,Gauss-jellegi” (...e
= kvadratikus invariansok (Tr M)? és Tr M*>

p(M)dM = Ne BT M gpp
(Tr M) =0
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Vegyiik a legegyszertibb esetet N = 2 és bizzunk benne, hogy jo
N — o0 esetén is

M=(48)
TrM=A+C GOE

TeM? =A% 4282+ (fB)(48) = ( frh, ABTEC)

AB+BC B?+C?

p(M)dM = Ne B +2B*+C%) g4 4B dC

+o0 A2—|—2B2—|—C ) 3/2
NI e dAdBAC =N 5 =

3/2 2 2 2
B fe—ﬂ(A +2B“+4+C )dAdB dC

p(M)dM = 3/2

A+C+/(A-C)? +4B2
det((A2)-AGD) =0 Az V29
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+ A — Ao — A1—As
\/(>\1—>\2)—432 \/()\1_)\2)_432 d)\l

_ A1—Ao A1 —Ao
\/(>\1—>\2)—432 + \/(>\1—>\2)—4BQ d)\Q

_ [A1—Az|
dAdC = 4\/0\1_)\2)2_432 dA1 dAs

p(M) dM = NePOT8) g o csel iy, ), B

|B| < ‘)\1 —)\2|/2

A1 =2
2

p()\l, )\2) d)\l d/\g = /

[IA1—Xo | \/()\1—>\2)2—4B
2

B = |>‘1;’\2|u helyettestéssel

_ [A1—=Ag]

5T atalakitas utan
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p(i, Ae) = Ne PITAZ) |\, — )y
Altalanos esetben

PO, An) ~ e PR A TT A — A

1>7
GOE «a =1 szimmetrikus (ortogonalis sokasag)

GUE « =2 Onadjungalt  (unitér)

Milyen A1 — A eloszlasa? s = A\; — Ao, A=) + X

1 Laz, 2
P, Aa) dAy dXo = p(s, A) ds dA = 5/\/’@—55@ +5*) s ds dA

p(s)ds = /p(S,A) dA\ = %N’\/%e_ﬁfsds

p(s) = 18 g=ms’ /4 Wigner-eloszlas

2
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Milyen volna két fiiggetlen sajatérték eloszlasa?
(52)
0 Ao

(A, Ao) = Ne P ePA% g1 dg

| .
p(s,A) ds dA = N§e_§(‘/\ %) dA ds

", N x N-es esetben p(S)=e"

fliggetlen sajatértékek

random matrix s

A sajatértékek taszitjak egymést.
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