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1. Bevezetés, véletlen kisérletek

1.1 Bevezetés

Ez a jegyzet cime alapjan akir egy egyszert bevezetd is lehetne a valoszintiségszamités
sokak szamara csodéalatos, mésok — elsGsorban a témaval még csak ismerkedd diakok —
szamara ijesztd vilagdba. Reményeink szerint azonban mégis kicsit mést ad, mint a sok
hasonlé téméju jegyzet. Ami miatt raszantuk magunkat a megirasara az egyrészt a sok
éves oktatasi tapasztalatunk, masrészt a mara mindenki szdmara konnyen hozzaférhets
szamitogépes hattér. Nem titkolt célunk a sok abraval, szimulacioval és kiilonosképpen
a fliggelékben mellékelt szamitogépes kodokkal az, hogy kedvet csinaljunk az olvasénak
az 6nalld programirashoz is. Az abrak nemcsak az olvashatosagot javitjak, hanem a sok
esetben bonyolult képletben végz6ds eredményt szempillantés alatt érthetévé, a nem
matematikus olvas6 szamara is felfoghatova teszik. Egy-egy abra tipikusan nemcsak az
adott példa megoldasat mutatja be, hanem egyszerre rengeteg hasonlé feladatét is. Igy
lathatova valik az eredmények fiiggése a kiilonb6z6 paraméterektsl - és igy reményeink
szerint minden sokkal érthet&bb lesz.

Arra is batoritjuk a szamitastechnikaban legalabb alapfoku jartassaggal bir6 olvasot,
hogy maga is probalja ki a mellékelt kodokat, futtassa le tetszése szerinti paraméterezésre
a megadott webcimeken taldlhaté programokat. Ezzel két legyet is lithet egy csapasra: a
valoszintiségszamitashoz is kozelebb keriilhet, hiszen a modositéashoz nyilvanvaléan sziik-
séges a képletek értelmezése, masrészt begyakorolja a gyakorlatban kivaléan hasznalhato
R programnyelvet.

Sok esetben az abrak nem képleteken, hanem szimulacidkon alapulnak. Ez ugyanc-
sak nagyon lényeges technika: ha nem tudunk egy feladatot explicit moédon képletekkel
megoldani, algoritmust akkor is gyakran fel tudunk ra irni. Ekkor mar csak egy kis
tiirelemre van sziikség, amig a kell6 szamu ismétlés lefut és maéris keziinkben van a
kérdésre egy jo kozelités. Ez ismét nagyon sok, nehéznek tiing gyakorlati problémanal
jarhato ut.

Reméljiik, hogy az elektronikus jegyzet el6nyeit ilymodon kihasznalva mindenkinek
hasznos jegyzetet sikeriilt késziteniink, amelynél iigyeltiink arra, hogy az elsé fejezetek
akar kozépiskolasok szédmara is érthetGek, kedvesinalok legyenek a valoszintiségszamitas
mélyebb eredményeit mér az egyetemen megszokott moédon targyald tovabbi fejezetekhez.



A bevezetés utan elGszor a véletlen fogalmét ismertetjiik, majd sok példan keresztiil
megismerkediink a leszamlalason alapul6 (kombinatorikus) valoszintiségszamitas fogal-
maival, modszereivel.

A fiiggetlenség a valdszintiségszamitas és a raépiilé tudomanyagak, igy példaul a
matematikai statisztika kozponti fogalma, ezért 6nallo fejezetet szenteltiink neki és a
hozza kapcsolodd témakoroknek. Mivel a kisérletek jellemzd értékei — a valaszott ter-
mészetes, a lehetd legkevesebb formalizmussal terhelt megkozelités esetén — masképpen
szamolhatok a diszkrét (legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok értéket felvevd) és a
folytonos modellek esetén, ezért a diszkrét esetre kiilon is bevezetjik ezeket a fogal-
makat. Itt a gyakorlati (statisztikai) alkalmazéasokba is bepillantunk, amikor a mintéara
szamolunk jellemz& értékeket.

A kovetkezd nagy részt a folytonos modelleknek szenteljiik. Itt mar a célkdzonséget
is kicsit szikitjiik, az egyetemi hallgatok szamara mér lényeges lehet a tételek formalis
bizonyitasa is, ezért ezekbdl is adunk izelit6t. Természetesen nem lehetett célunk egy
terjedelmes tankonyv részletességével bemutatni minden bizonyitast, sokkal inkabb az
alkalmazasokra, a példakra helyeztiik itt is a hangsilyt.

A fiiggetlenség altalanos definiciojat és az OsszefiiggGséggel kapcsolatos fogalmakat
mutatja be a kovetkezs fejezet. Ezutan mar csak egy 1épés a modern valoszintiségszamitas
kozponti kérdésének, az aszimptotikus tulajdonsagoknak a bemutatasa. Altalaban ez
az a pont, ameddig egy egy féléves BSc szintd valoszintiségszamitas ora soran el lehet
jutni. Mivel azonban az ELTE-n szdmos magasabb szinti kurzus is szerepel a tan-
székiink kinalataban, ezért célunk volt, hogy egy kicsi izelit6t adjunk ezekbdl is. ElGszor
is a Markov lancok elemei keriilnek sorra, ami fontos tovabblépés a bonyolultabb sz-
tochasztikus folyamatok irdnyaba, és szamos érdekes feladat révén reményeink szerint az
olvasé jartassagra tehet szert az alkalmazasaikban. A témat specialis Markov lancokkal,
a bolyongasokkal folytatjuk.

A martingalok pedig ezek altalanositasai, szamtalan izgalmas modern teriileten al-
kalmazhatoak — példaul a pénziigyi matematikaban — ez a fejezet mar mértékelméleti
alapokra is épit. Az eddig targyalt sztochasztikus folyamatok mind diszkrét idejiek
voltak, a téma lezarasaként révid izelit6t adunk egy olyan egyszeri esetbdl, ahol nemc-
sak diszkrét idépontokban vannak megfigyeléseink, ez pedig a Poisson folyamat.

Minden fejezet végén szamos gyakorld feladatot ismertetiink, amelyek megoldasa a
tanultak elmélyitését nagyban elGsegiti. A fliggelék nagyobb része az abrékat, szimulé-
ciokat elgallitd programok koziil ad valogatast. Ezeknél a programoknal nem torekedtiink
a programozasi szempontbol optimalis megoldésra, inkdbb az egyszerid, kozismertnek
tekinthetd utasitasokat hasznaltuk, bizva abban, hogy igy tobben fogjak tudni ezeket
értelmezni és akar sajat otleteikkel tovabb alakitani.

Végiil az interaktiv szimulaciokra hivjuk fel az olvasok figyelmét. Ezek a szoveg-
ben megadott honlapokrél érhetsk el, és mindenkinek nagyon ajanljuk a tanulmanyoza-
sukat! Segitségiikkel az éppen ismertetett fogalmak gyakorlati tulajdonsagai, a bemu-
tatott példak kiilonbozé paraméterezés melletti eredményei figyelhet6k meg. Néhéany



esetben a tovabbi paraméterbeallitasok melletti eredményeket a Fiiggelék 2. részében is
bemutatjuk.

A feladatok nagy részét folyamatosan hasznaljuk az oktatéasban, eredetiik igy legtobb-
szOr homalyba vész. Néhany specialis feladatnal megjeloltiik a forrast is. Az irodalom-
jegyzék néhany angol nyelvii szakkonyvet, példatarat tartalmaz, amelyek a jegyzetiink
kiegészitéseként haszonnal lehet forgatni. Magyar nyelvi szakirodalmat szdndékosan
nem valogattunk ki, mert rengeteg kiilonb6z6 szintt és megkozelitésmodi anyag talal-
hato akar elektronikusan akar hagyomanyos kényv formaban és nem szerettiink volna
senkit sem megbantani azzal, hogy véletleniil pont az 6 munkajat kihagyjuk a listabol.

A tananyagunk elkészitésében segitségiinkre voltak tanszékiink PhD diékjai, igy kiilonosen
Martinek Laszl6 és Varga Laszlo jegyzetei, munkajukat koszonjiik!

1.2 A véletlen fogalma

Matematikai definiciéval nem érdemes kisérletezni, hiszen a véletlen nem az absztrakt
matematikai fogalmak kozé tartozik, hanem mindannyiunk altal tapasztalt jelenség.
Mennyi id6 alatt ériink be a munkaba? Fog-e esni a kirdndulas alatt? Ezek mind
tekinthetGek a véletlen megvaldsulasanak, nemcsak a klasszikus kockadobéssal, illetve
lottohtizassal kapcsolatos kérdések.

Kicsit formélisabban, tekinthetjiikk véletlennek azokat a kisérleteket, jelenségeket,
amelyek kimenetelét a rendelkezésiinkre all6 ismeretek alapjan nem tudjuk el6re meghatarozni.
Ebbe a korbe illeszkednek a klasszikus véletlen kisérletek: a lottohuizés, a kockadobas.

Ehhez a véletlenhez kénnyen tarsithatunk valoszintséget is, de ez a szubjektiv, ,érzés”
alapjan hozzarendelt szam mar nem biztos, hogy meg fog felelni azoknak a kritéri-
umoknak, amiket a kiévetkezd pontban a valdsziniiség matematikai definicijaként fo-
gunk bevezetni. Ennek ellenére hasznos ez a megkozelités, mert igy a legtobb olvasé
szdmara mar ismerds fogalmakrol kell beszélniink és ez minden bizonnyal megkonnyiti a
megértést.

1.3 Véletlen jelenségek a mindennapokban

A fenti példak mellett szamtalan esetben talédlkozhatunk a véletlennel, mégha ez nem is
tudatosul benniink. Mikor szélal meg a telefonunk? Hany emailt kapunk egy napon?
Meddig tart a fényképezdgépiink akkumulatora? Mind mind olyan kérdések, amik a
véletlennel kapcsolatosak, és a késbbiekben vizsgalandd modellek segitségével akar valaszt
is kaphatunk rajuk - no nem feltétleniil elérejelzést, de legalabbis becslést a kapcsolodd
események valoszintiségére.



2. Leszamlalasok, modelljeik: véges
alaphalmazok

Az els6 részben az eléz6ekben emlitett példakhoz (kockadobés) hasonlo egyszerti, véges
sok kimenetellel leirhato kisérleteket vizsgaljuk. Ez a témakor is nagyon sok érdekes
problémat vet fel és a kevesebb technikai nehézség miatt célszerd a valoszintiségszamités
tanulményozasat itt kezdeni.

2.1 Szorzasi elv

A legtobb feladatban a lehet&ségek szamét 1épésrdl 1épésre haladva tudjuk meghatérozni.
Ennek a lényege, hogy sorra vessziik a kisérleteket és megnézziik, hogy az egyes lépések-
ben hany lehetdségiink van. Ha az egyes 1épések utdn mindig ugyanannyi a lehetéségek
szama, akkor a teljes kisérletnél ezt az egyes lépések esetszamainak szorzataként kaphatjuk
meg.

A legegyszeriibb esetet egy példan keresztiil is bevezethetjiik:

2.1 Feladat Tegyiik fel, hogy egy csoportban 6 fiti és 8 lany van és hogy a keresztneveik
mind kiilonbozéek. A szalagavatd nyitotancara egy part kell kivalasztani. Hanyfélekép-
pen tudjuk ezt megtenni?

Megoldas. Az Osszes esetek szama 6 - 8, mert 6 fiibol és 8 lanybol valaszthatunk.

Hasonloképpen tobb csoport esetére is:

2.2 Feladat Tegyiik fel, hogy egy négy osztélyos kdzépiskolaban a 4 évfolyam a kdvetkezs
megoszlasban delegalt tagokat a didkonkormanyzat vezetésébe: 2 elsds, 3 masodikos,
5 harmadikos és 3 negyedikes van a vezetGségben. Tegyiik fel, hogy egy bizottsa-
got kell koziiliik kivalasztani, amely minden évfolyamroél pontosan egy tagot tartalmaz.
Héanyféleképpen tehets ez meg?

Megoldas. Az Osszes esetek szama 2 - 3 -5 - 3, mert az egyes osztalyokbol a megadott
szamu diakbol valaszthatunk és barki barkivel egyiitt bekeriilhet a bizottsagba.



2.3 Feladat Hanyféle rendszamtéabla képzelheté el a mai rendszerben, ahol az els6
harom helyen bettik, a méasodik harom helyen pedig szamok allnak? (A felhasznalhato
abc 26 bet(it tartalmaz és az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy 000 is megengedett
szamsorozat. )

Megoldas. Az dsszes esetek szama 263 - 103 azaz tobb, mint 17,5 millio, mert az egyes
helyekre a megadott lehetdségek koziil barmelyiket valaszthatjuk.

2.2 Kombinatorikai alapfogalmak

Ahhoz, hogy az egyes feladattipusokra minél hatékonyabban talaljuk meg a megoldést,
érdemes a leszamléléasi (kombinatorikai) fogalmakat attekinteni. Ha ezeket értjiik, akkor
kénnyen fogjuk tudni a modszereket alkalmazni a konkrét feladatokra is.

2.2.1 Permutacidok

Hanyféle sorrendben érhet célba harom versenyzs? Az eredmény természetesen 6, ahogy
arrél barki akar egyszeri felsorolassal meggy6z6dhet. De természetesen alkalmazhato a
szorzasi szabaly is, hiszen a gy&ztes 3 féle, a mésodik 2 féle és végiil a harmadik mér csak
1 féle lehet. Az eredmény tehat valoban 3-2-1 = 6. Ugyanigy megkaphat6 az altalanos
eredmény is, miszerint n dolog sorbarendezéseinek a szama n-(n—1)-----1 =nl.

2.2.2 Kombinaciéok

Gyakori az olyan kérdés, amire a valaszt bizonyos csoportok elemszadmanak Osszesza-
molasaval kaphatjuk meg. Erre a kovetkez§ egy tipikus kérdés: hanyféleképpen tudok
egy part kivalasztani 5 emberbsl? A vélasz az elézéek alapjan mar nagyon egyszert:
a par els6 tagjat bH-féleképpen, a masodikat pedig a megmaradok koziil 4 féleképpen
valaszthatjuk ki. Viszont ez a 20 lehetség kiilonbozének szamitja az AB part a BA-t0l,
ami nem felel meg a feladat szovegének. Mivel minden egyes parra ugyanez a kétsz-
eres szorzd vonatkozik, ezért a végeredmény a 20/2 = 10. Ugyanez a gondolatmenet
altalanosan is végigvihets: n dologbdl k elemet

n- (n—.l) ~~~~~ .(.7?.—.’%1) _ (n) (2.1)

féleképpen valaszthatunk ki.
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2.1. abra: Csupa kiilonb6z6 dobas valészintisége (2.4 feladat, 11.1 kod)

2.3 Klasszikus val6szintliség

A fenti leszamlélasok alapjan mér valoszintséget is definidlhatunk: ehhez csupéan arra van
sziikség, hogy minden egyes kimenetelhez ugyanakkora esély tartozzon. Ekkor tetszéleges
A esemény valoszintisége megadhaté ugy, mint P(A) = |A|/|2] ahol Q2 az 6sszes lehetséges
kimenetel Osszessége, egy A halmazra pedig |A| a halmaz elemszamat jeldli.

Természetesen a kés6bbiekben ennél bonyolultabb esetekkel is fogunk talalkozni, de
az alapfogalmak megértéséhez ez a véges sok lehetGséget tartalmazod egyszerd modell is
elegendd.

2.4 Feladat Tegyiik fel, hogy egy szabalyos kockaval dobunk haromszor. Szamoljuk ki
annak a valdszintiségét, hogy héarom kiilénb6z6 eredményt kaptunk!

Megoldas. Az 6sszes esetek szama 63, mert mindharom esetben 6 lehetSségiink van,
és ezek barmelyike kombinalhat6 a tobbi dobés bermelyikével. (Megjegyzendd, hogy
ezzel megkiilonboztetjik példaul az 123 eredményt a 321-t6l, mert igy lesznek egyenld
valoszintiségiiek az esetek.) A kedvezd esetek leszamlalasahoz azt kell észrevenntink,
hogy az els6 dobasnal még barmelyik eredmény elGfordulhat, azaz 6 lehetGségiink van,
a masodiknél viszont mar csak 5 - hiszen nem dobhattuk ugyanazt, mint amit elsére
kaptunk - a harmadiknal pedig mar csak 4, hiszen sem az6 sem a masodik dobas ered-
ménye sem johet ki Gjra. A keresett esetszam tehét 6 -5 -4 = 120. Ebbdl a valoszintiség
120/216 = 5/9. A megoldas modszerét konnyen altalanosithatjuk tetszéleges oldalu
ykockara” és dobasszamra. Az eredményeket mutatja néhany esetre a 2.1 abra.



2.5 Feladat Tegyiik fel, hogy 10 emberbdl valasztunk ki véletlenszertien kettét. Ha a
10 koziil 5 né, akkor mi a valoszintisége, hogy 1 né és 1 férfi keriil a kivalasztottak kozé?

Megoldas. Az 6sszes lehetGségek szama az eldzbek értelmében (120) = 45 ezek koziil
férfit és nét is tartalmaz 5 x 5 = 25 par. A keresett valoszintiség tehat 25/45 = 5/9.
Masik megoldasi lehetGség, ha a rossz eseteket szamoljuk Gssze. Egynemt parbol 2(3) =
20 van (a valoszintiségszamitasban ezt a komplementer eseménynek nevezziik). A jo
esetek szama tehat 45-25, vagy a valoszintiségszamitdsban gyakran hasznalt modon a
komplementer esemény valoszintisége 1— az eredeti esemény valoszintisége.

2.6 Feladat Mi a valoszintsége, hogy 25 emberbdl van kettd, akinek az év azonos
napjara esik a sziiletésnapja?

Megoldas.
Az 6sszes lehetségek szama: 365%°, ebbdl a kedvezétlenek szdma (azaz, amikor nincs
egyezés) 365 - 364 - --- - (365 — 24). A keresett valoszintiség ez alapjan -feltéve, hogy

barmely napon ugyanakkora a sziiletés valoszintisége és hogy a csoport tagjai kozott
nincs kapcesolat - 1 — 365 - 364 - - - - - (365 — 24)/365% = 0, 569.

Az eredmény elsé ranézésre igencsak meglepd, hiszen akar még 50 fGs csoportban
is ritkdnak gondolhatnank az egybeesést, pedig ahogy ezt a 2.2 abrardl leolvashatjuk,
az eredmény ebben az esetben mar meglehetésen kozel van az egyhez. A latszolagos
paradoxon magyarazata az, hogy val6jaban nem a csoport létszaméat kell a 365 naphoz
viszonyitani, hanem a parok szamaét.

A 2.2 abréabol lathato, hogy a valodi sziiletési gyakorisagok (melyek kissé nagyobbak
a nyari honapokban, mint az év t6bbi napjan, és a szokénap is megjelenik) alapjan
szimulalt relativ gyakorisagok szinte teljesen pontosan visszadjak az elméleti értékeket
(a szimulaci6-szam minden n-re 10000 volt). Animalt szimulacios abra a www.cs.elte.

hu/~zempleni/anim/szulnap cimen talalhato
Ebbdl egy screenshot a 2.3 abra. Ez a 2.2 abrahoz hasonld, de szimulécidval adodik.

2.7 Feladat Egy zsakban 10 par cipé van. 4 db-ot kivalasztva mi a valoszintisége, hogy
van kozottik par, ha

1. egyforméak

2. kiilénb6z6ek a parok?

Megoldas.
(@) C)+EE) _ s

1. P(van par) = 1 — P(nincs par) = 1 — 5 = 553

4
kapunk part, ha vagy 4 ballabas vagy 4 jobblabas cip6t htizunk.

hiszen csak akkor nem
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www.cs.elte.hu/~zempleni/anim/szulnap
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Azonos sziil.napok valészinlisége
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0.8
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0.6
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|
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2.2. abra: Egyezd sziiletésnap valoszintisége a csoport létszaméanak (n) fliggvényében (2.6
feladat, 11.2 kod)

Legalabb egy egyezés relativ gyakorisaga

0.0

[ Loop |[£) speeal] ]

2.3. abra: Egyez6 sziiletésnap relativ gyakorisdga a csoport létszamanak (n) fiig-
gvényében (2.6 feladat), szimulalt adatokra
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_20-1816-14 __ 99 £ e R e .
2. 1= 55900507 = 333 & szorzasi szabaly értelmében: az els6 cip6 még akarmi lehet, de

innen kezdve mindig ki kell hagyjuk a méar kihtizott cipd parjat a ,rossz” eseteknél.

Latszolag mashogy okoskodtunk a két résznél, mert az els§ esetben a sorrendre nem
voltunk tekintettel, mig a masodik esetben igen, de mivel mind az 0sszes esetszam, mind
a kedvezs esetszam szamolésanal kovetkezetesen ugyanugy szamoltunk, ezért mindkét
eredmény helyes.

2.8 Feladat Ugy helyeziink el n urnaba n golyét. hogy barmelyik a tobbitél fiiggetleniil
barmelyik urndba ugyanakkora eséllyel keriilhet. Mi a valdszintisége, hogy

1. nem lesz tires urna

2. pontosan egy lires urna lesz?

Megoldas. Az osszes esetszam a feladat szovegének értelmében n™.

1. Akkor nem lesz iires urna, ha minden urnéba pontosan egy goly6 keriil. Ennek
2 s 2 |
valoszintisége .
n

2. A kivant helyzet nyilvan csak tugy éllhat el, hogy egy urna iires, egy urnédban 2
goly6 van és a tobbi urnaban pedig 1-1 golyo. A kedvezd esetszamoknél figyelembe
kell venniink, hogy n urna maradhat iiresen, n —1 urnaba keriilhet 2 goly6 és ezeket
(72’) féleképpen valaszthatjuk ki. A maradék n — 2 golyé az n — 2 urnaba az el6z6
rész értelmében (n — 2)! féleképpen keriilhet. A végeredmény tehat

w12 =
nn onn

A 2.4 abra mutatja az iires urnak szaménak eloszlasat a 2.8 példaban, 10° szimulacié
alapjan. Jol latszik, hogy a feladat viszonylag konnyen szamolhato esetei igen ritkan
fordulnak el6.

2.9 Feladat Mennyi a valoszintisége, hogy 2 (altalanosan n) kockadobas maximuma 57

Megoldas. A maximumra vonatkozo kérdéseknél tipikusan azt konnyid megvalaszolni,

hogy mennyi annak a valdszintisége, hogy a maximum kisebb egy adott szamnéal. Béar

a 2 kocka esetére még enélkiil is kénnyen célt érhetiink, mi mar itt is ezt a konnyen
altalanosithatdé modszert alkalmazzuk. Legyen X és Y a két kockadobés eredménye.
P(max(X,Y) < 6) = 25/36, hiszen mindkét dobas legfeljebb 5 lehet. Ugyanigy P(max(X,Y) <
5) = 16/36, és mivel {max(X,Y) < 6} D {max(X,Y) < 5}, ezért a két esemény kiilénb-

sége éppen a {max(X,Y) = 5} esemény, aminek tehat a valoszintisége 9/36.

12



Ures urnék szama

— n=20
— n=10

valdszinlség
1 1 1 1 !

000 005 010 015 020 025 030 035

Ures urnak szama

2.4. abra: Az iires urnak szaménak eloszlasa az urndk szaménak (n) fliggvényében (2.8
feladat, 11.3 kod)

Az altalanositashoz (az n kockadobas eredménye most legyen Xy, ..., X,,): P(max(Xy,...

6) = 5"/6", és P(max(Xy,...,X,) < 5) = 4"/6", a keresett valoszintiség tehat (5" —
4m) /6",

A 2.9 példa feladatdnak &altalanos megoldasat mutatja a 2.5 abra. Ezen 2.5,8 és
12 kocka esetére lathaté a maximum eloszlasa (azaz az egyes értékek bekovetkezésének
valoszintisége). Jol lathato, hogy a 6-os maximum valosziniisége folyamatosan né, mig a
tobbi eredmény egy id6 utan méar egyre kevésbé valoszind.

2.10 Feladat Hany kockadobésnéal a legnagyobb annak a val6szintisége, hogy pontosan
egy hatost dobunk?

Megoldas. Ez is tipikus példa: megszamlalhato sorozat maximumat keressiik. A soroza-
toknal a lokalis szélsGértéket egyszeriien az egymas uténi értékek vizsgalataval meg
tudjuk talalni. Ha a szomszédos tagok kiilonbségét tekintjiik:

1 5!
n =N~ - y
p 6 6n71

tehat
(n+1)5" — 6n5"~! 5" —n5n~!

Prnt+1 — Pn = Gl = Gl )
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n kockadobas maximumanak az
eloszlasa

08
1

0B
!

04

02
1

00

eredmeny

2.5. abra: A legnagyobb dobott szam eloszlésa kiilonb6z6 kocka-szamokra (2.9 feladat)

Pont 1 hatos dobasanak valésziniisége

04

03
1

waldszinliség

01

dobasok szama

2.6. abra: A pontosan 1 hatos dobasanak valoszintisége a dobasok és a ,kocka” oldal-
szamanak (k) fiiggvényében (2.10 feladat)
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ami pontosan akkor pozitiv, ha n < 5. n = 5-re 0 a kiilonbség, ezutdn pedig negativ.
Tehat n = 5 és n = 6 adja a maximumot, ennek értéke 5°/6° = 0, 4.

A 2.6 abra mutatja a pontosan 1 hatos dobas valdszintiségét néhany kilonbozd k
oldalszamu ,kocka” esetére (ekkor az 1-t6l k-ig barmely szam egyformén valészind, k >
6). Jol latszik, hogy a maximum mindig az oldalszam és az oldalszam-1 kocka esetén
maximalis. Erdekes, hogy a maximum csak lassan csokken az oldalszam novekedtével.

2.4 Szita formula

Bevezetés

2.11 Feladat Mi a valoszintisége, hogy egy magyar kartyacsomaghol visszatevéssel két
lapot hiizva lesz kozottiik piros?

Megoldas. Tobb lehet6ség is adodik a megoldasra. Az egyik modszer szerint a komple-
menter eseményt vizsgalhatjuk: annak valdszintisége, hogy nem huztunk pirosat % =
9/16, azaz a keresett valoszintiség 1 —9/16 = 7/16.

De més megkozelitést is valaszthatunk. Ha tugy latunk neki a megoldasnak, hogy
barmely htzasnal 1/4 a piros huzas valoszintisége, akkor ebbdl els§ kozelitésben 1/2
adddna. De persze ez nem jo, mert kétszer szamoltuk azokat az eseteket, ahol mindkét
huzasra pirosat kaptunk. Ha tehat ezt az 1/16 valészintiséget levonjuk, akkor éppen 7/16
adodik.

Maés esetekben is gyakran szembesiiliink hasonl6é probléméval, amikor korrigalnunk
kell az els6 kozelitésben ad6do eredményt a metszetek tobbszori beszamitasa miatt. For-
malisan az el6z6 feladatban arrol volt sz6, hogy a P(A; U Ay) = P(A;)+ P(As) — P(A1 N
Ay) képletet alkalmaztuk. Itt A; az az esemény, hogy az els6 huzas piros, Ay pedig az,
hogy a masodik hizés piros. Ez a képlet még kdnnyen atlathato és ellendrizhets. De mi
torténik, ha nem 2, hanem 3 eseményiink van és a kérdés az el6z6ekhez hasonléan az
unidjuk valoszintisége?

Erre ad vélaszt az tgynevezett szita-formula, melyet mas teriileteken is gyakran al-
kalmaznak leszamlalési feladatok megoldasara. A valészintiségszamitéasban Poincaré for-
mula néven is ismert allitas a kdvetkezs:

n
P(A;U--UA,) = (-1)*1s, (2.2)

i=1
ahol Si(n) az Osszes i-tényezGs metszet valosziniisége, formalisan

S = > P(Ag, N A, N0 Ap).

7
1<k <ka<--<k;<n
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Ezzel a képlettel mar konnyen megoldhatunk olyan feladatokat, amiknél a kozvetlen,
,hyers erén” alapulé szamolas szinte reménytelen. Sok esetben pedig az az egyszerid
atfogalmazas még praktikusabb, ahol unié helyett metszet szerepel:

1=0

ahol legyen Sé”) = 1. A két allitas ekvivalenciaja abbol adodik, hogy a komplementerek
metszete éppen azt jelenti, hogy egyik esemény sem kovetkezik be — ez pedig éppen az
uni6é komplementere. A jobb oldal pedig éppen 1- a (2.2) képlet jobb oldala, tehat a
komplementer esemény valoszintisége.

Nézziink is néhany példat!

2.12 Feladat Mi a valészintisége, hogy egy szabalyos kockaval 12-szer dobva, minden
szam legalabb egyszer kijott?

Megoldas. A szita formula alkalmazasanak sziikségességére abbol lehet rajonni, hogy a
lehetGségeket szamba véve rengeteg szoba jovs megoszlast kellene figyelembe venni (pl.
az 1 — 6 értékek gyakorisdgairaa 7—1—-1—-1—-1—-—1¢ésa2—-2—-2—-2-2—-2
is megengedett megoszlas). A szita formula alkalmazasdhoz azt kell csak észrevenni,
hogy itt is események metszetének valoszintiségét kell kiszamolnunk. Ha a A;={nem
dobtunk -t} valasztassal alkalmazzuk a formulat, akkor éppen a komplementerek met-

szetére felirt alakot kapjuk, és ebbdl SZ-(n) = (?)(%)”, azaz a keresett valoszintiség
L= XL (=D )™

A 2.7 dbra a 2.12 példaban szerepls valoszintiséget n = 10, illetve n = 20 esetére
mutatja. Az x tengelyen azt lathatjuk, hogy a szita formuldaban az elsé i tag milyen
jol kozeliti az eredményt. Ebbdl latszik, hogy az els6 2 — 3 tag a dominéns (az igen
valoészintitlen, hogy az adott dobasszamok mellett maximum 3 vagy még kevesebb kiilon-
b6z8 eredményt kapjunk).

2.13 Feladat Mi a valoszintisége, hogy ha n ember bedobja a névjegyét egy dobozba,
majd ezutan véletlenszertien mindenki ki is huz egyet, akkor nem lesz senki, aki a sajét
névjegyét huzza?

A 2.9 abrabol lathato, hogy .a valészintiség nagyon gyorsan kozelit 1/e-hez (vizszintes
kék vonal). Animélt szimuléciés abra a www.cs.elte.hu/"zempleni/anim/nevjegy ci-
men talalhatd. Egy screenshot a 2.9 dbra. Ebbdl az lathato, hogy kiilonb6z6 csoport-
méret (n) esetén a szimulaciok soran atlagosan hany egyezés volt. Lathato, hogy az
értékek minden n-re kozel vannak 1-hez.
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www.cs.elte.hu/~zempleni/anim/nevjegy

A szita formula a gyakorlatban

—— 20 dobas
— 10 dobas

valoszinliség

2.7. abra: Annak valdszintisége, hogy 20, illetve 10 kockadobasnél minden szam kijon, a
valoszintiséget a szita formulaban szerepld Osszeg elss ¢ tagjaval kozelitve (2.12 feladat,

11.5 kod)

Annak a valosziniisége, hogy nincs egyezd névjegy

04

01

2.8. dbra: A névjegy probléma valoszintisége a csoport létszaméanak (n) fiiggvényében
(2.13 feladat, 11.4 kod)
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Egyezések szamanak atlaga

15

1.0

0.5

0.4
|

2.9. dbra: A névjegy problémanél az egyezések szamanak atlaga a csoport létszaméanak
(n) fliggvényében

Megoldas. Itt is a szita formula a megoldéas kulcsa. Ezuttal is események met-

szetének valoszintiségét kell kiszamolnunk. Legyen A;—={az i-edik ember a sajat névje-
1

(n—i41)?
n

azaz a keresett valoszintség 1 — Y- (—1)""!(%), ami éppen 1/e-hez tart, ha n — oo.

gyét hizta}. A keresett esemény a komplementereik metszete, SZ»(") = (’Z) T,

A kovetkezs, 2.10 dbra azt mutatja, hogy a szita formula képletében rendre i-ig
Osszegezve mennyire jo kozelitést kapunk a keresett valoszintiségre,

Vegyiik észre, hogy az el6z6ekben a szita formulat arra a speciélis esetre alkalmaztuk,
amikor minden £ tényezds metszet valoszintisége azonos. Ekkor a (2.2) képlet a kovetkezd,
egyszeriibb alakba is irhato:

P(A U UA,) =Y (-1 (7) P(A N AN -0 A). (2.3)

De nem minden esetben tudunk ilymédon egyszertisiteni a megoldasunkon. Ezt il-
lusztralja a kovetkezo feladat.

2.14 Feladat Tegyiik fel, hogy egy hazban az els6 emeleten 2, a masodikon 3, a har-
madikon pedig 4 lakas van. Ha a foldszinten 5-en szallnak be a liftbe, akik egymastol
fiiggetleniil, barmely lakasba ugyanolyan valészintiséggel mennek, akkor mi a valészintisége,
hogy minden emeleten megall a lift?
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A szita formula a névjegyproblémara

valdszinlség
06 08 10

04

0z

0on

2.10. abra: A névjegy probléménal a valoszintiség kozelitése a szita formulaban szereplé
Osszeg els6 i tagjaval (2.13 feladat, 11.6 kod)

Megoldas. Itt is azt a valoszintiséget konny szamolni, hogy egy (vagy néhany) emeleten
nem all meg a lift. A szita formuldban tehat legyen A;={az i-edik emeleten nem all meg

a lift} (i = 1,...,3). A keresett esemény a komplementereik metszete. Most kiilon-
kiilon ki kell szamolni S elemeit: S = (1)5 4 (8)5 + (3)5, S8 = (2)° + (3)° + (2)° és

értelemszertien Sé?’) = 0. Innen a keresett valdszintiség 1—2?:1(—1)1'*151-(3) = 0,553.

Az el6z6 példak eredményeinek kiszamitasanal és az abrakon is jol latszik, hogy a
(2.2) formuldban a az utolsé tagok (amikor tehat ¢ kozel van n-hez), nem jatszanak
jelentds szerepet. Ezt pontositja a kovetkezé allitas — egytttal a kozelitések iranyat is
megadva:

2k 2k+1
S (=S < P(AL U UA,) < > (-1)*s, (2.4)
i=1 =1

ahol 2k +1 < n. A (2.4) egyenl6tlenség Bonferroni nevéhez fiizédik. A 2.11 és 2.10 abra
is szemléletesen mutatja gyakorlati alkalmazasat.

A feladattipusnak egy fontos alkalmazasa az az eset, amikor nemcsak a konkrét es-
emény (pl. az Gsszes szam el6fordulasa) valoszintiségét, hanem annak valoszintségét kell
kiszamolnunk, hogy az esemény pontosan az adott id6pontban kovetkezett be.
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A szita formula a lift-problémara

valdszinlség

2.11. abra: A valészintiség kiszamitasa a lift probléménal, a szita formuldban szereplé
Osszeget az elsd 1 tagjaval kozelitve, kiilonbozd utasszamra (2.14 feladat, 11.7 kod)

2.15 Feladat Mi a valoszintisége, hogy egy szabalyos kockaval pont 12-edikre jon ki
minden szam legaldbb egyszer?

Megoldas. A 2.12 feladat megoldasa szerint annak a valoszintisége, hogy k£ dobasbol

mar minden szam megvan: P(By) = 1 — Z?Zl(—l)i(?)(%)k. Innen mar csak azt kell

észrevenniink, hogy a keresett esemény éppen Bjy \ Bip és igy az eredmény P(Bjs) —
P(By1) =0,06. A 2.12 abran lathatjuk a 2.15 példahoz kapcsoléddan az eredményeket

kiilonbozé dobasszamokra. Erdemes megfigyelni, hogy elég gyakran akar 25-nél tobb
dobasra is sziikség lehet az Osszes eredmény eléréséhez.

2.5 Gyakorlo feladatok

1. Arithmetiaban az autok rendszamai hatjegyt szdmok 000000 és 999999 kozott. Mi
a valoszintisége, hogy van 6 a jegyek kozott?

2. Ha 8 bastyat letesziink véletlenszertien egy sakktablara, mi a valdszintisége, hogy
semelyik sem tud leiitni egy masikat?

3. Egy dobozban 9 goly6 van: 3 piros, 3 fehér és 3 zold. 6 golyot hiizunk
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Az dsszes szam dobdasanak valdsziniisége

10

— P({mind megvan n-bél)
——  Pipont n-bal jan ki az utolso)

08
|

08
|

valdszinlség

04

2.12. abra: Az Osszes szam dobéasanak valészintsége kiilonbozs dobéasszamokra (2.15

feladat, 11.8 kod)

(a) visszatevés nélkiil

(b) visszatevéssel.
Mi a val6szintisége, hogy mind a hérom szinbdl van a kihtzottak kozott?

4. n szabalyos dobokockaval dobunk. Mi a valészintisége, hogy a kapott szamok
Osszege oszthato 6-tal?

5. A spanyol labdarugé valogatott edzésének megkezdése el6tt, az edzésen résztvevs
20 mezdényjatékost két csoportba osztjak. Mi annak a valdszintisége, ha taldlomra
torténik a szétosztés a két 10-es csoportba, hogy Xavi és Raul egymés ellen jatszik?

6. Egy tétova hangya a szdmegyenesen bolyong. 0-bdél indul és minden 1épésnél egy-
forma valészintiséggel vagy jobbra, vagy balra 1ép. Mennyi a valoszintisége, hogy
2n 1épés utan a hangya 0-ban (k-ban) lesz?

7. Melyik a valoszintibb: az, hogy 4 kockadobéasboél lesz legalabb egy 6-o0s, vagy hogy
24 dupla kockadobasbol lesz legalabb egy dupla 67

8. Tegyiik fel, hogy 5 férfi és 5 né vizsgazik egy adott targybol és hogy az ered-
ményeik egyértelmiien sorbarendezhetéek. Feltéve, hogy barmely sorrend egyfor-
méan valoszind, adjuk meg a legjobb helyezést elért né helyezésének eloszlasat
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9. A 32 lapos kartyacsomagbol visszatevés nélkiil kihtizunk 7 lapot. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a lapok kézott mind a négy szin el6fordul?

10. Egy kisfitu ,Sali baba” Kinder-figurdkat gytjt. 10 fajta ilyen baba van. Mennyi a
valoszintisége, hogy a 20. ,Sali baba’-nal lesz meg neki mind a 10 fajta (feltételezve,
hogy mindegyikbdl ugyanannyi van)?
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3. A kisérletek fiiggetlensége, feltételes
eloszlasok

Ez talan az eddigiek koziil a legfontosabb rész, hiszen a fiiggetlenség kulcsfogalom a
valoszintiségszamitasban. Tulajdonképpen mar az eddigiekben is hasznéltuk, mikor a
keresett kedvez$ és Osszes esetszamokat szorzéssal allitottuk el6. Ahhoz, hogy a fo-
galmat a szemléletiinknek megfelelGen bevezethessiik, elGszor a feltételes valoszintség
fogalmaval kell megismerkedniink. Szemléletesen ennek az a lényege, hogy az A esemény
bekovetkezését csak a B esemény bekovetkezésének feltételezése mellett vizsgéaljuk (azaz
abbol indulunk ki, hogy tudjuk: a B esemény bekiovetkezett).
Az A esemény feltételes valoszintisége a B esemény bekovetkezése esetén:

P(ANB)
P(B)

Ennek kiszamitasa torténhet kozvetleniil, vagy a kovetezékben emlitésre keriilé mod-
szer (Bayes tétel) segitségével. A gyakorlatban inkabb annak felismerése szokott prob-
léméat jelenteni, hogy egy adott feladatban valoban feltételes valoszintiség szamitasara
van-e sziikség.

P(A|B) =

3.1 Feladat Tegyiik fel, hogy két szabalyos kockaval dobva kaptunk hatost. Mi a
valoszintiség e, hogy az els§ kockan 6-os jott ki?

Megoldas. Legyen A az az esemény, hogy az els§ kockan 6-os jott ki, a B esemény
pedig az, hogy kaptunk hatost. A kérdés P(A|B), ami definici6 szerint Pl(jég?) . Mivel
P(B) = 1 —25/36 (a komplementer esemény éppen az, hogy mindkét dobas sorén az
{1,2,...,5} szamok valamelyike jon ki) és P(AN B) = P(A) = 1/6, ezért a keresett

valoszintiség 6/11.

Hasonlo jellegti a kovetkezd feladat is, els§ ranézésre még meglepSbb eredménnyel:

3.2 Feladat Tegyiik fel, hogy két szabalyos kockaval dobva kaptunk hatost. Mi a
valdszintisége, hogy mindkét kockan 6-os jott ki?
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Megoldas. Legyen A az az esemény, hogy mindkét kockan 6-os jott ki, a B esemény pedig

az, hogy kaptunk hatost. A kérdés P(A|B), ami definici6 szerint Pgé;?). P(B)=1-—

25/36 az el6z6 feladat alapjan és P(ANB) = P(A) = 1/36, ezért a keresett valoszintség
1/11.

Az eredmény azért tiinhet els6 pillantasra meglepének, mert logikusnak tiinik az 1/6
valaszként, mondvéan, hogy ha az egyik hatos, akkor a masik ekkora valoszintiséggel lesz
szintén hatos. A baj csak ott van, hogy a feladat nem mondja meg, hogy melyik is a
hatos, és ez eredményezi a lényeges kiilonbséget.

3.3 Feladat Harom kiilonb6z6 kockdval dobunk. Mekkora a valdszintisége, hogy az
egyik kockaval 6-ost dobunk, feltéve, hogy a dobott szdmok Gsszege 127

Megoldas. Legyen A: egyikkel 6-ost dobunk; B: az 6sszeg 12.
Irjuk 6ssze az Gsszes lehetséges esetet, amikor 3 kockadobas eredményének az Osszege 12:

12 felbontéasa | Esetek szdma | Van-e 6-0s
6+5+1 3! =16 | igen
64442 3= igen
6+3+3 g—: =3 | igen
5+5+2 g—: = nem
5+4+3 3! =6 | nem
444+4 1 | nem
Osszesen 25

Tehat a jo esetek szdma: 6 4+ 6 + 3 = 15, az Osszes eset szama pedig 25, igy a keresett
P(A|B) valoszintiség 0,6.

A 3.1 abra 2 és 3 kocka esetére is az 6sszes lehetséges értékre mutatja a hasonloképpen
kiszamithato valoszintiségeket.

3.1 Teljes valoszintiség tétele

Sok esetben segit a feladatok megoldasénal, ha részekre bontjuk az eseményteret és kiilon-
kiilon szamolunk. Példaul mas lehet egy betegség elGfordulasi gyakorisaga a férfiakra,
mint a nékre. Ekkor a két rész: férfiak, illetve nék. Ezt az egyszerid megkdzelitést
formalizalhatjuk a kovetkezSképpen:

3.1 Definicié Legyenek Ay, ..., A, események. Akkor mondjuk, hogy teljes eseményrend-
szert alkotnak, ha

1. paronként egymast kizarjak;

2. egyesitesiik az Q (biztos esemény).

24



A hatos dobasanak feltételes valdsziniisége
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3.1. dbra: Annak feltételes valoszintisége, hogy van 6-os dobas, kiilonboz§ Gsszegekre és
kockaszamra (3.3 feladat)

Azaz a teljes eseményrendszer a biztos esemény felbontasat adja meg (az el6z6 bekezdés-
ben emlitetteknek megfelelGen). Ezzel a felbontéssal és a teljes valoszintiség tétele segit-
ségével szamos feladat megoldasat megkaphatjuk. A Tétel a kovetkezdképpen szol.

3.1 Tétel Legyen Aq,..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdsziniségi események-
bél. Ekkor P(B) = P(B|A1)P(A;) + ...+ P(B|A,)P(A,).

Proof. A jobboldal definici6 szerint P(B N Ay) + ...+ P(BN A,) és ez a B esemény
felbontésa n diszjunkt részre, tehat a valoszintiség additivitdsa miatt megegyezik P(B)-
vel. O]

3.4 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-os, a kozépkortaknal 2%-os, mig az idGseknél
10%-os valoszintiséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal, 50%-a kozépkoru és 20% pedig
idés. Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivéilasztott személy beteg?

Megoldas. A teljes valoszintiség tétele értelmében
P(B) = P(B|A1)P(Ay) + ...+ P(B|A3)P(A;3)
ahol Ay, ..., A3 a harom korcsoport. Innen

1 3 2 5 10 2 33
PB) = — .24y =2 2,0 2 90
(B)=166"10 700 10 " 100 10~ 1000
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3.5 Feladat Mennyi annak a valoszintsége, hogy 3 kockaval kétszer dobva, mindkét
esetben ugyanazt az eredményt kapjuk?

1. Ha a kockadk megkiilonboztethetsek,

2. ha a kockak nem kiilénboztethet&ek meg.
Megoldas.

1. Ebben az esetben akarmi is a dobas eredménye, a méasodik dobésnal minden kock-
4val pontosan azt kell dobjuk, mint elsére. Ennek valosziniisége 1/6% = 1/216 =
0, 0046.

2. Itt viszont kiilonb6z6 eseteket kell megkiilonboztetniink.

e Ha minden kockan ugyanaz jott ki (6 eset a 216-bol), akkor a masodik dobésnal
ezt kockanként reprodukélnunk kell, ennek valoszintisége az el6z6héz hason-
16an 1/6% = 1/216.

e Ha két kockan azonos szam jott ki és a harmadik ettdl eltérd (6-5-3 = 90 eset
a 216-bol), akkor a méasodik dobasnéal haromféle eredmény adja szamszerint
ezt (ezek csak abban kiilonboznek, hogy melyiken jott ki az a szam, amibdl
csak egyet dobtunk), ennek valészintisége tehat 3/6% = 1/72.

e Ha minden kockéan kiilénb6z6 szam jott ki (6-5-4 = 120 eset a 216-bdl), akkor

a masodik dobéasnal hatféle eredmény is ugyanezeket a szamokat adja, tehét
a valoszintség itt 6/6% = 1/36.

A teljes valosziniiség tételébdl
6 1 9 1 120 1 1+45+120 166

216 216 216 72 216 36 216.36 7776
ami értelemszertien joval nagyobb, mint az el6z6 résznél kapott eredmény.

D= = 10,0213

3.6 Feladat Iszakos Ivan a nap 2/3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma
van, és nem valogatos, azonos eséllyel tartozkodik barmelyikben. Egyszer elindultunk,
hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a valdszintisége
annak, hogy az 6tddikben ott lesz?

Megoldas. Legyen A: egy adott idpillanatban kocsmaban van; B;: azi. kocsméban van
(i=1,...,5). Igy P(A) = 2 és P(B;|A) = +. Ebbol P(B;) = P(B;j|A)P(A) = 1.2 = 2

53 15
A keresett valdszintiség:

P(B|(FOFHFHF)):P(B5QEOEQE’QE): P(Bs) =
PR s P(BiNB2N B3N By) P(BiUB,UB; UB,)
P(B;) 5

Do

T 1= (P(B) + P(Bo) + P(Bs) + P(B)))  1—-4-Z
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Az irat megtalalasanak valdsziniisége
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3.2. abra: Az irat megtaldlasdnak valoszintisége az utolso fiokban kiilonb6z6 fiokszamokra
és valoszintiségekre (3.7 feladat, 3.2 kod)

3.7 Feladat Egy fontos irat egyforma eséllyel lehet otthon és a munkahelytinkon. Utébbi
esetben az irdasztalunk kilenc fiokjaban ugyanakkora eséllyel lehet. Méar 8 fiokot at-
néztiink, azokban nem volt. Mekkora a valoszintisége, hogy az utolso fiokban van?

Megoldas. A kérdés itt is egy feltételes valoszintiség. Legyen A az az esemény, hogy az
utolso fickban van az irat, B pedig az az esemény, hogy nincs az els§ 8 fiokban.
P(ANB) P(A) 1/18

P(AlB) = P(B)  P(B) 10/18 1/10.

A 3.2 abran a 3.7 feladat eredményét lathatjuk kiilonb6z6 fickszamokra és annak p
valészintiségére, hogy az irat a munkahelyiinkén van. Lathato, hogy ha kevesebb a fiok,
akkor nagyobb a valoszintiség, és értelemszertien a nagyobb p-hez nagyobb valdszintiség
is tartozik.

3.2 A fiiggetlenség szemléletes bevezetése

Az eddigiekben is tobbszor alkalmaztuk a ,szorzasi szabalyt”, amely egymas utani kisér-
leteknél a lehetséges esetszamok Osszeszorzodasat mondja ki. A valoszintiségeknél ez azt
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jelenti, hogy ezek is szorzatként allnak el6, mert mind a szamlalora, mind a nevezdre
vonatkozik a szorzatszabaly. Nézziink erre egy egyszert példat. Ha magyarkartya-
csomagbol hizunk 2 lapot, akkor a kévetkezs esélyeket irhatjuk fel a piros lap huzéasara:
legyen A; az az esemény, hogy az els6 piros, A, pedig az, hogy a masodik piros. Ekkor
P(A)) = P(Ay) =8/32=1/4.

Ha visszatevéssel huzunk, akkor a két piros hizasara vonatkozoé kedvezd esetszamok
8 - 8, az Osszes esetszam pedig 32 - 32, azaz igy P(A; N Ap) = 1/16.

A visszatevés nélkiili esetben is miikodik a szorzatszabaly, de akkor a masodik kisér-
let mar az els6tél eltérd koriilmények kozott valosul meg, ezért a két piros huzasara
vonatkozo kedvezd esetszamok 8-7, az Osszes esetszam pedig 32-31, azaz igy P(A1NAy) =
7/124.

Az els6 esetben az adodott, hogy P(A; N Ay) = P(A;) - P(As), mig a masodikban
P(A1 N As) < P(Ay) - P(Ay) (7/124 < 1/16 = 7/112). A visszatevéses esetben az elsé
huzasnak semmi hatasa nincs a masodikra, tehat fliggetlen a két esemény. A visszatevés
nélkiili esetben viszont ez nincsen igy: ha elGszor pirosat huztunk, akkor a mésodik
htizasnal mér kevesebb lehetGségiink lesz ismét pirosat hizni.

Ebbdl mar adodik a definicio: Az A és a B esemény fiiggetlen, ha P(AN B) =
P(A) - P(B), ami éppen azt jelenti, hogy P(A|B) = P(A) (ha a feltételes valoszintiség
értelmes, azaz P(A) > 0).

3.8 Feladat Egy hamisitott érmével kétszer dobunk. A fejdobas valoszintisége p (0 <
p < 1). Legyen A az az esemény, hogy az elsé dobas eredménye fej, B pedig az, hogy a
két dobas eredménye kiilonbozg. Milyen p-re lesz az A és B esemény fliggetlen?

Megoldas. P(A) = p, P(B) = 2p(1 — p). Az AN B esemény azt jelenti, hogy az elss
dobés fej, a masodik pedig irdas. Tehat P(AN B) = p(1 — p), amibdl adodik, hogy a
fliggetlenség feltétele p - 2p(1 — p) = p(1 — p), ami (a trividlis p = 0 és p = 1 esetektd]
eltekintve) pontosan a 2p = 1, azaz a p = 1/2 esetben teljestil.

A 3.3 dbra mutatja, hogy 0 < p < 1/2 esetén ANB a valészintibb, migha 1/2 < p < 1,
akkor P(A) - P(B) a nagyobb.

3.9 Feladat Milyen n > 1-re lesz fiiggetlen

1. az a két esemény, hogy A: n érmedobasbdl van fej és iras is, valamint B: legfeljebb
egy iras van,

2. az a két esemény, hogy A: n érmedobasbol van fej és iras is, valamint B: az els6
dobas fej.

Megoldas.
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3.3. abra: Az események Osszefliggdségének vizsgalata (3.8 feladat)

P(A) = P( van fej és iras is) = 1 — P(csak az egyik van) =
1 1

=1-2P k fej =1-2—=1-—
(csak fej van) o SIS

P(B) = P(legfeljebb 1 iras van) = P(pontosan 0 iras van) + P(pontosan 1 iras van) =

_1+n 111n_1_n+1
S2r \1/\2) \2 on

P(AN B) = P(pontosan 1 iras van) = 2n_n
n-re megoldandé a P(A N B) = P(A)P(B) egyenlet, amibsl n + 1 = 2"! lesz.
Konnyen lathato, hogy az egyenlgség csak n = 3 esetén lesz igaz.

2. P(A)=1— 5, P(B) = P(az els6 fej) = 3.

P(AN B) = P(az els6 fej, a tobbiben van iras)

= P(az els6 fej) — P(az els6 fej és a tobbiben nincs iras) =

:%—(1—P(nfej))=%_(1_2in)'
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n-re megoldand6 a P(AN B) = P(A)P(B) egyenlet, amibdl

1 1 1 1
— 1= =1 - -
2 ( 2n—1> ( 2n—1> 2

adodik, ez pedig azonossag = minden n > 1-re fiiggetlenek.

3.10 Feladat Osztozkodasi probléma: hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 2 : 1
allasnal félbeszakadt a 4 gy6zelemig tartd mérkszésiik? (Tegyiik fel, hogy az egyes jatékok
egymastol fiiggetlenek, barmelyikiik 1/2 valoszintiséggel nyerhet az egyes jatékoknal.)

Megoldas. A jaték menetét graffal is lehet dbrazolni. Piros jeldli azt az allast, amikor
az elsd jatékos nyer, és zold, amikor a méasodik. Akkor osztozkodnak ,igazsagosan”, ha a
tét annyiad részét kapja az adott jatékos, amennyi a nyerési esélye.

21

1 22

- ==
bo| —
b2 =
b =

) 39 -
e
2
1
\

- ==
bo| =

b |
b =

bo| =
b =

bo| =
b=

30



Gyé&zelem valosziniisége
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3.4. abra: A végs6 gybzelem valoszintisége egy 4 gy6zelemig tarté parosmérkézésen, az
aktuélis allas fliggvényében, 3.10 példahoz, 11.10 kod

Mivel az egyes mérkézéseket egyméstol fiiggetleniil jatsszak le, ezért a masodik jatékos
egy agon tovabbi 3 jatékbol nyer (p = 2—13), 3 agon pedig tovabbi 4 jatékbol nyer (p = 2%)
Azaz P(a méasodik jatékos nyer) =1 - % +3- 11—6 = 1% és P(a méasodik jatékos nyer) = %.
Tehat ugy ossza fel a két jatékos a tétet, hogy az elsé jatékos kapja a tét % részét, a

mésodik pedig a tét % részét.

A 3.4 abra azt mutatja meg, hogy az egyes allasokhoz milyen gy6zelmi valészintiségek
tartoznak. Természetesen az egyenls allasoknal ez 1/2. Példaul 3 : 0-nal kozel 0,95
adodott az dbra alapjaul szolgaldo 100000 szimulacié alapjan.

A kovetkezd feladat pedig a késébbiekben, példaul a nagy szamok torvényénél (7.1
fejezet) fontossa valo gondolatot mutat be egyszerd formaban.

3.11 Feladat Hanyszor kell két kockat feldobnunk, hogy p = 0, 99-nél nagyobb val6szintiséggel
legalabb egyszer két hatost dobjunk?
Megoldas.

0,99 < P(n dobésbol legalabb 1-szer dobunk 66-ot) =
35\"
= 1 — P(n dobésbol egyszer sem dobunk 66-ot) =1 — (%> ,

ezt atrendezve n > 163,47, azaz legalabb 164-szer kell feldobni a két kockat. Az ered-
ményt kiilonboz6 p értékekhez a 3.5 dbra mutatja.
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A dupla hatos dobas
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3.5. dbra: Kockadobasok szédma dupla hatoshoz, p fliggvényében, 3.11 példédhoz, 11.11
kod

3.3 Bayes tétel

Gyakran nem elég a teljes valoszintiség tétele szerinti felbontas, mert a kérdés ilyenkor is
lehet feltételes valoszintiség. Ekkor kombinalni kell a feltételes valoszintiség definiciojat
és a teljes valoszintiség tételét. Az eredmény a nevezetes Bayes tétel:

3.2 Tétel Legyen Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdsziniségi eseményekbdl
és B eqy pozitiv valosziniséqgi esemény. Ekkor

P(B|A)P(A)
(BIA)P(Ar) + .. + P(BIA)P(A,)’

P<A1‘B) = P

Proof. A jobboldal szamlaloja definici6 szerint P(A;NB), a nevezd pedig a teljes valoszintség
tétele értelmében P(B). Ez pedig éppen a bizonyitandé allitast adja. ]

3.12 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-os, a kozépkortaknal 2%-os, mig az idGseknél
10%-o0s valoszintiséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal, 50%-a kozépkoru és 20%-a idds.
Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott beteg fiatal?

Megoldas. A Bayes tétel értelmében (a 3.4 feladat jeloléseivel)

P(B|A,)P(A)
(B|A)P(A)) + ...+ P(B|A3)P(As)’

P(A1|B) = P
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Fiatalok betegségének valosziniisége

Adameg ap paramétert (vetegséq & fiataloknal): Annak a valosziniisége, hogy egy beteg fiatal
00018 08

@ ] \
Adjameg a o paramétert (netegséy 3 kizépkoriakna) °
o 08 °
g
Fiatalok reszaranya c
0001 0.28087 04
v . &8
o o
Kizenkoniak részaranya
0001 [ 3 .
U @ \\

Idsek betegségének valoszindsége

3.6. abra: A (3.12) feladat valoszintiségének fiiggése az idGsek megbetegedési
valoszintiségétdl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbeéllitéds mellett, 11.22 kod

Tehat L3
—_ . = 3/1000
PAB)= %1711 / = 1/11.
TS 2 T 3371000

A feladathoz késziilt interaktiv animacié a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_
beteg/ cimen taldlhatd. Itt a felhasznalé beallithatja a betegség valoszintiségét a fi-
ataloknal és a kozépkoruaknal, valamint a fiatalok és kozépkortuak részaranyét (ebbdél
értelemszerden kovetkezik az idések részardnya: r; = 1 — ry — 1. Az idGsek meg-
betegedési valoszintiségének fiiggvényében megkapjuk a feladatban szerepld valoszintség
értékét. A 3.6 egy screenshot az eredményrél. Tovabbi dbrak talalhatdak a Filiggelékben:
11.1 és 11.2.

A 3.12 feladathoz hasonléan oldhaté meg a kovetkezd feladat is:

3.13 Feladat Tegyiik fel, hogy n = 100 érme koziil 1 hamis, ennek mindkét oldalan fej
van. Egy érmét véletlenszertien kivalasztottunk és ezt 10-szer feldobtuk. Az eredmény
mind a 10 alkalommal fej lett. Mi a valdszintisége, hogy a kivalasztott érme hamis?

Megoldas. A Bayes tétel értelmében (legyen F' a 10 fej dobas, A a jo, B pedig a
hamis érme vélasztasa, ez kételem teljes eseményrendszer)
P(F|B)P(B)
(F|B)P(B) + P(F|A)P(A)

P(BIF) =
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A hamis érme valészinlisége
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3.7. abra: A hamis érme valasztasanak valoszintisége az érmék és a dobott fejek szamanak
fiiggvényében, a 3.13 példahoz, 11.12 kod

Tehat a keresett valoszintiség

1.-L
P(B|F) = 100
S e e

=1024/1123.

A 3.7 abra a hamis érme valasztasdnak valoszintiségét mutatja kiillonbozd érme- és
dobasszamok esetén.

3.14 Feladat Egy didk a vizsgén p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt. Amennyiben
nem tudja, akkor tippel, és 1/3 a jo valasz esélye. Feltessziik, hogy a didk tudasa biztos
(azaz ha tudja a valaszt, akkor az jo is). Hatarozzuk meg p értékét, ha 3/5 annak a
valdszintisége, hogy amennyiben helyesen valaszolt, tudta is a helyes véalaszt!

Megoldas. Legyen A: helyesen valaszolt; By: tudta a valaszt; Bs: nem tudta a valaszt.
P(By)=p P(A|By)=1
P(By)=1-1p P(A|Bg):§

Alkalmazzuk a Bayes-tételt:

— = P(B|A) = = = )
5 (Bil4) P(A|By)P(B1) + P(A|By)P(Bs) 1-p+ % (1-=p) 2p+1
Ezt atrendezve, p = % A 3.8 dbra mutatja a keresett valoszintiséget a p és a tipp
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A tudas valdsziniisége
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3.8. abra: A valasz tudasanak valoszintisége a tudas és a helyes tipp valoszintisége fiig-
gvényében, a 3.14 példahoz, 11.13 kod

talalati valoszintisége fliggvényében.

3.15 Feladat Vandorlasai kozben Odiisszeusz egy harmas utelagazashoz ér. Az egyik
ut Athénbe, a masik Spartaba, a harmadik Miikénébe vezet. Az athéniek kereskedd
népség, szeretik amitani a latogatokat, csak minden 3. alkalommal mondanak igazat.
A miikénéiek egy fokkal jobbak: &k csak minden masodik alkalommal hazudnak. A
szigoru spartai neveltetésnek koszonhetSen a spartaiak becsiiletesek, ¢k mindig igazat
mondanak. Odiisszeusznak fogalma sincs, melyik it merre vezet, igy feldob egy kockat,
egyenld esélyt adva mindegyik utnak. Megérkezve a varosba, megkérdez egy embert,
mennyi 2-2, mire kozlik vele, hogy 4. Mi a valészintisége, hogy Odiisszeusz Athénba
jutott?

Megoldas. Legyen A: igazat mondanak; By: Athénba jutott; By: Spartaba jutott; Bs:
Miikénébe jutott.

P(B)-1 P(A|B)-}
P(B)—1  P(A|By)-1
P(B;)=3  P(A[|By)=;
Alkalmazzuk a Bayes-tételt:
P(A|B1)P(B1) + P(A|By)P(B2) + P(A|B3)P(B;)  1-141.141.1
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Pontosan 5 selejt hizasanak valoszinlisége
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3.9. dbra: Pontosan 5 selejtes hiizasanak valoszintisége a kisérletek szaméanak és a p-nek
a fliggvényében, a visszatevéses mintavételnél 11.14 kod

3.4 Valobszintiségi valtozok

Sok esetben nem maga az ) eseménytér, hanem valamilyen szamszer eredmény és az
ezekhez kapcsolodo valoszintiségek az igazan érdekes kérdések. Ez a megkozelités abbol
a szempontbdl is elényos, hogy igy az absztrakt eseménytér helyett a valés szamok hal-
mazan tudunk szamolni. Formalisan az X : 2 — R fiiggvényt nevezziik valoszintségi
valtozonak. Véges vagy megszamlalhatéoan végtelen alaphalmazaink vannak, ezért nem
is kell semmilyen feltétel a fliggvény tulajdonsagairol.

A legegyszertibb példa lehet egy kockadobas, ahol a kapott eredmény maga definialja
a valoszintségi valtozot. Eddig is kérdeztiink olyat, hogy mi a valdszintisége pl. a hatos
dobéasnak, ezt most formalisan gy irhatjuk fel, hogy P(X = 6) =? Ha az el6z6 képletben
a 6 helyett egy tetsz6leges @ értéket ifrunk és ¢ végigfutja az Osszes lehetséges értéket 1-
t6l 6-ig, akkor megkapjuk az X eloszlasat (mivel P(X = i) teljes eseményrendszert
alkot, ezért a valoszintiségeik Osszege 1). Ez most az {1,2,...,6} szamokon értelmezett
egyenletes eloszlas: P(X =1i) = 1/6.

Az el6z6ekben méar latott mintavételi példék is természetszertien leirhatok valdszintiségi
valtozokkal. Itt X a htizasok soran kapott selejtesek szamat jeloli. Legyen a dobozban
M selejtes és N — M j6 termék. A huzasok szdma pedig legyen n.

Ha visszatevéses a mintavétel, akkor

n\ M'(N — M)~
Nn

P(Xzi)z(
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(t = 0,...,n). Ezt nevezziikk (n,p) paraméterd binomiélis eloszlasnak. p = M/N a
selejtarany, és igy a képlet a

P(X =1) = (?)pi(l —p)""

alakra hozhat6. A binomialis tétel alapjan azonnal adodik, hogy ez valoban valoszintiségelos-

zlas: .
n . .
l=(p+1-p)") = (1 —p)
(p+(1-p)") ;(Z)p( p)
A 3.9 abra annak a valoszintiségét mutatja meg p és n fiiggvényében, hogy pontosan 5
sikeres kisérletiink legyen.
A visszatevés nélkiili mintavételnél pedig

(D)

()

(1=0,...,n). Megjegyzends, hogy a minta- és a sokasag elemszamatol fiiggéen elképzel-
hetd, hogy nem minden ¢ érték johet ki pozitiv valoszintiséggel, de ezt a képlet jol tiikrozi,
példaul ¢ > M esetén 0 az eredmény. A kapott eloszlas a hipergeometrikus, (M, N, n)
paraméterekkel. Ez is valoszintiségeloszlas, hiszen ha i végigfutja az Gsszes lehetséget,
akkor a szamlalok osszege pont kiadja az (1;] ) Osszes lehetGséget, amit aszerint bontottunk
fel részekre, hogy hany selejtest valasztottunk az n elemi mintéba.

A 3.11 abra egyiittesen mutatja a 3.9 és a 3.10 abrakat. Jol latszik, hogy a visszatevés
nélkiili mintavételnél (azaz a hipergoeometriai eloszlasnal) valamivel nagyobb a max-
imélis valoszintiségek értéke, mert ezek koncentraltabb eloszlasok - az azonos mintaele-
mek ismétlods kézbevétele itt nem fordulhat el§ és igy az egyéb paraméterek azonossaga
esetén a vart (tipikus) értékek nagyobb valoszintiséggel fordulnak elé.

P(X =i) =

3.16 Feladat Ha egy magyarkartya-csomagbol visszatevés nélkiil huzunk 3 lapot, akkor
mi annak a valoszintsége, hogy

1. pontosan
2. legalabb egy piros szini lapot huzunk?

Es mi a helyzet visszatevéses esetben?
Megoldas. Oldjuk meg a mintavételes modell segitségével: N = 32 (Gsszes lap), M =8

(pirosak), n = 3.
Visszatevés nélkiil:
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Pontosan 5 selejt huzasanak valosziniisége
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visszateves nélkili mintavatel, N=201

3.10. abra: Pontosan 5 selejtes termék huzasanak valoszintisége a minta elemszémanak
és a sokasdgban levé selejtesek szamanak a fiiggvényében, N=201, 11.15 kod

5 sikeres kimenetel valdészinlisége
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3.11. abra: A visszatevéses és a visszatevés nélkiili mintavétel dsszehasonlitasa, 11.16 kod
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()  8x24%23%3 69

= = = (., 44.
(332) 32 %31 %30 155 ’
2.
(6) (5)
P(legalabb 1 piros) = 1 — P(0 piros) = 1 — — ot = = 0,59.
(3) =1—5ana =1~ 60
Visszatevéssel:

1. A ,selejtarany”=8/32=1/4, igy a keresett valosziniiség: (‘i’) (i)l (%)2 = g =0,42.

2.1 (3)"=0,58

Lathato, hogy a kétféle mintavételi modszerrel kapott eredmény kézott nincs nagy eltérés,
mert a minta nagysaga kicsi a teljes sokasag elemszaméahoz képest.

3.17 Feladat Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy egy lottohuzasnal (90/5) a leg-
nagyobb kihtizott szdm k. Szamitsuk ki a p;, értékeket, és mutassuk meg, hogy ez valéban
valdszintiségeloszlas!

Megoldas. . - -
Pe = &) 90( ) (g‘g), k=5,6,...,90

(5) (5)
ugyanis ki kell valasztanunk 5 szamot az els§ k-bol, viszont nem £ lesz a legnagyobb,
amennyiben az els¢ k — 1- bdl valasztottuk ki Gket, igy ezeket a rossz eseteket le kell
vonni. (A végeredmény kozvetleniil is indokolhat6: a k bent van a kihtuzott szamok
kozott, a tobbi 4 szam pedig az {1,2,...,k — 1} halmazbol kell, hogy kikeriiljon.) Ez
valoszintségeloszlas, ugyanis

)+ (@)~ @)+ ()= _ () _,

$ - (0

A 3.12 dbran azt lathatjuk, hogy kiilonb6z6 szamu lottohuzas esetén mi lesz az addig
kihtzott legnagyobb szam eloszlasa. A k = 5-hoz tartozo eset éppen a 3.17 feladat
eredményét mutatja.

3.18 Feladat Egy urnaban K fehér és M fekete goly6 van. Visszatevés nélkiil kihtztunk
n golyot, s ebbdl k lett fehér és n — k fekete. Mi a valoszintisége, hogy az els6 hizés
eredménye fehér golyo volt?
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3.12. abra: A kihuzott szamok legnagyobbikanak eloszlasa 1,2, 3,4, 5 lottéhtizas alapjan
a 3.17 példaban

Megoldas. Legyenek A: az elsé hizéas eredménye fehér; B: n kihtuzott golyobdl k fehér.
Kiszamoland6 a P(A|B) valoszintség.

KM
P(B) = (n> BB TR

L (M1 EK)!
(M+K-—n)!
N B
B n— (K=k)! " (M=(n—R))!
P(ANB)=K- (k _ 1) . (M+K)! ,
M+ RK—n)!

ugyanis az els6 hely fehér, oda K darab golyot valaszhatunk, és a maradék minta (n—1)
elemt, ebbe kell valasztani (k — 1) fehéret és (n — k) feketét, tehat

(n—1)! (K—1)!

K 0=t * (R=h)! _k

n! K! -
Kl(n—k)! = (K—k)!

P(A|B) =

3.19 Feladat Egy éallasra n palyazo koziil szeretnénk a legjobbat kivalasztani. A pa-
lyazok sorban bemutatkoznak, és a feltétel az, hogy rogton kell donteniink. Ha az a
stratégiank, hogy az els6 k palyazot biztosan nem alkalmazzuk, majd ezutéan az elsd
olyat kivalasztjuk, aki mindegyik el6z6nél jobb, akkor mi a valészintisége, hogy a legjobb
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A legjobb jelolt kivalasztasanak valdszinlisége
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3.13. abra: A legjobb jelolt kivalasztasanak valosziniisége kiilonbozs k értékekre a 3.19
példédban, 11.17 kod

palyazot vessziik fel? Tegylik fel, hogy egyértelmii sorrend van a palyazok kozott, és
hogy barmely sorrend egyforméan valoszind.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a legjobb pélyazo az m-edik helyen érkezik. Ha m < k,
akkor nincs esélyiink a legjobbat kivalasztani. Egyébként pedig azon miilik a dolog, hogy
a legjobb el6tt érkezdk legjobbika hanyadik helyen jon. Ha az els6 k-ban, akkor nyert
ligylink van, viszont ha utana, akkor 6t fogjuk valasztani, nem pedig a legjobbat. Ez
alapjan a keresett valoszintiség

1 «— &k
n m—1
m=k+1
Ha a fenti eredményt k-ban maximalizalni szeretnénk, akkora " % ~ log(n—k)

kozelitést alkalmazva, n — oo-re a k = n/e aszimptotikat kapjuk.

3.5 Végtelen kisérletsorozatok

Az eddigiekben véges sok lehetGségbdl kellett a kedvezdGeket kivéalasztani, illetve véges
sokszor ismételtiink kisérleteket (esetleg kiilonb6zd koriilmények kozott). Ugyanakkor
a gyakorlatban szamos olyan kérdés is felmeriil, amit a legcélszertibben végtelen es-
eménytérrel irhatunk le. A matematikai axiomatizalas az tgynevezett Kolmogorov-féle
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Az elsé sikeres kisérlet idpontja
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3.14. dbra: Az elsd sikeres kisérlet sorszamanak eloszlésa kiilonbozé p-re, 11.18 kod

valoszintiségi mezdével adhatdo meg. Ennek lényege, hogy az additivitas helyett az al-
talanosabb, o-additivitast koveteljiik meg: ha A;,..., A,, ... paronként egymast kizaro
események, akkor

P(UZ A) = P(A) + ...+ P(A,) + ...,

Ennek segitségével tobbek kozott a teljes valoszintiség tételét végtelen sok eseménybdl
allo teljes eseményrendszerre is atirhatjuk. El6bb azonban nézziink egy példat. Tegyiik
fel, hogy egy érmével addig dobunk, mig el6szor fejet nem kapunk. Konnyen lathato,
hogy annak a valészintisége, hogy ez pont az i-edik kisérletnél kovetkezik be, Zl Itt
valdjaban végtelen kisérletsorozatot kell elképzelniink, mert ¢ értéke feliilrl nem kor-
latos. A gyakorlatban azonban ez nem jelent problémat, mert a kapott valoszintségi
valtozo értéke 1 valdszintséggel véges. FEz altaldban is teljesiil, akkor is, ha nem sz-
abélyos érmével dobunk. Jeldlje p a fej dobasanak valdszintiségét, X pedig az elsé fej
bekovetkezéséig sziikséges dobasok szamét. X eloszlasa: P(X = k) = p(1 — p)*!
(k=1,2,...). Itt lényeges annak ellenérzése, hogy ezen valdszintségek Gsszege 1, mert
az {X = oo} esemény sem zarhato ki. Mivel > 72 (1 —p)* 1 =1/(1 — (1 — p)), ezért a
véges k értékekhez tartozo valoszintiségek osszege 1 és igy P(X = oo) = 0.

A 3.14 dbra mutatja, hogy kiillénb6z6 p értékek esetén mekkora értékek elGfordulésara
szamithatunk. Jol latszik, hogy minden esetben a legkisebb érték (az 1) a legvalosziniibb.

Ha nem az els6, hanem az r-edik sikeres esemény idépontjat keressiik, akkor a
kovetkezs eloszlashoz jutunk: P(X = k) = (fj)pr(l —pF T (k=rr+1,r+2,...).
Ezt nevezziik r-ed rendi negativ binomiélis eloszlasnak.
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Végiil tekintsiik azt az esetet , amikor a ,kisérletek” szama nem is hatdrozhaté meg
egyértelmien. Hogyan modellezziik azt az X valoszintiségi valtozot, ami azt adja meg,

hogy. ..
1. ...hany hurrikan tor ki egy adott id&szakban?

2. ...héany hiba van egy auto6 fényezésén?
3. ...héany baleset torténik egy adott teriileten egy napon?

Ezek mind olyan kérdések, amelyeknél kiilonbozéképpen felbontva a keresett tartomanyt
(példaul az idGszakot az 1. esetben) reélis lehet a binomiélis eloszlas alkalmazasa. Itt
az n az aktualis felbontas elemszama, p pedig annak a valdszintisége, hogy az adott
idgszakban van hurrikdn (ha elég sok részre bontjuk fel az alaphalmazt, akkor realis
annak a feltételezése, hogy egy részen beliil nem kovetkezhet be két esemény). A felbontas
finomitasaval n — oo és p — 0. Belathato, hogy np — A > 0 esetén

A kapott eloszlas a A\ paraméterti Poisson eloszldas. Az, hogy ez valéban eloszlés, a

o ’,\C—T = e Osszefiiggésbol adodik. A 3.15 abra kiilonbozé paraméterértékek mellett
mutatja a Poisson eloszlast. Lathato, hogy mindig A kdzelében van a legvaloszintibb
érték. A modell altalanositasaval a 10. részben még talalkozhatunk.

Ha mar bevezettiink olyan eseteket, ahol végtelen sok kisérlettel is szamolnunk kellett,
akkor érdemes megemliteni, hogy a teljes valoszintiség tétele is kiterjeszthets végtelen sok
elemd teljes eseményrendszerre. Legyen Aq,..., A,,... teljes eseményrendszer, pozitiv
valoszintségi eseményekbdl. Ekkor P(B) = P(B|A1)P(Ay)+ ...+ P(B|A,)P(A,)+. ..

Szémos esetben tudjuk hasznalni ezt az altaldnosabb felirast.

3.20 Feladat Annak a valoszintisége, hogy egy gyiimolesfan n virdg van p(1 — p)™
(n > 1) ez az elézGekben bevezetett, ugynevezett geometriai eloszlas. Minden egyes
viragbol a tobbitdl fiiggetlentil r valoszintiséggel lesz gyiimoles. Mi a valdszintisége, hogy

1. pontosan k gyiimolcs lett?

2. Ha pontosan k gyiimolcs lett, akkor mi a valdszintisége, hogy m virag volt?

Megoldas. Legyen Ay a keresett esemény (hogy pontosan k gyiimoéles lett), B, pedig
az az esemény, hogy m virag volt a fan.

1. A teljes valoszintiség tétele értelmében
=Y P(Ay|By)P(B).
m=1
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A Poisson eloszlas
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3.15. dbra: A Poisson eloszlas kiillonb6z6 A-ra, 11.19 kod

P(Ag|B,,) nyilvan 0, ha m < k, egyébként pedig a binomialis eloszlas alkalmazhato
a P(Ag|B,,) kiszamitasara (legyen el6szor k > 0):

oo

Pl =3 () A=t =

m=k

Itt alkalmazhatjuk, hogy a k + 1-ed rendi és (1 — p)(1 — r) paraméterd negativ
binomialis eloszlés tagjainak 6sszege 1, tehat az eredmény

(1—(1=r)A=p)*t

A k = 0 esetet kiilon kell kezelni, mert a virdgok szdma legalabb 1.

p(l—r7)

1= =r)(l—-p)

P(Ap) :Zrkl—r p(1—p)™ !t =
m=1

2. A Bayes tétel értelmében (m > k-ra)

P(Ax|B,)P(By)
2 =1 P(Ak|Bin) P(Bo)

P(Bm|Ax) =
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Gyuimolcsok

Adja meg a p paramétert (viragok Viragok szama
szamanak eloszlasa):

0.001 0.2 0.8

Adja meg az r paramétert (gylimélcs
valésziniisége):

Gyakorisdg

0.01 0.5 0.93

Szimulaciok szama:

100 2,000

=

0 5 10 15 20 25

Viragok szama

3.16. dbra: A viragok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) feladatnal, az d4bra baloldalan
lathato paraméter és szimulacidoszam esetén,11.23 kod

Tehat a keresett valoszintiség

(1= (=00 =) ()1 =) Ep( =)
p(I—p) 7

- (Pu-a-na-mta-pa -

P(Bm|Ar) =

A feladat elsG részéhez késziilt interaktiv animaciok a http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_jovirag_a/ésahttp://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_jovirag_b/ cimen talal-
hat6. Az els6ben a felhasznalo beallithatja a virdgok szdméat meghatarozo geometriai
eloszlas paraméterét (p), a masodikban pedig annak r valoszintiségét is, hogy egy virag-
bol gyiiméles lesz, valamint a szimulaciok szaméat. Eredményként egy-egy hisztogramot
kapunk: a virdgok szamérodl és a gylimolesok szamarol. A http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_jovirag/ anmacioban pedig egyiittesen is megnézhetjiik az abrakat. A 3.16 és
3.17 abra egy-egy screenshot az eredményrsl. Tovabbi (6sszevont) abrak taldlhatoak a
Fiiggelékben: 11.3, 11.4 és 11.5.

A feladat mésodik részéhez késziilt interaktiv animéci6 pedig a http://hpz400.cs.
elte.hu:3838/ZA_jovirag2/ cimen talalhato. Itt az el6zGeken kiviil még azt is meg kell
adni, hogy hany gyiimoélcs is lett. Eredményként két hisztogramot kapunk: a gytimolcsok
szamarol és a kivalasztott gylimolesszamhoz tartozo virdgszém-eloszlasrol. A 3.18 abra
egy screenshot az eredményrdl.

3.21 Feladat Legyenek A, B, C, D egy szabalyos tetraéder cstcsai. Egy légy az A csics-
bol indulva sétél a tetraéder élein, mégpedig minden csiicsbol véletlenszertien vélasztva a
lehetséges harom irdny koziil. Jelolje X azt a valoszintiségi valtozot, hogy A-bol indulva,
hanyadikra ér vissza el6szor A-ba.Szamitsuk ki a P(X = n) valoszintiséget! Mutassuk
meg, hogy ez valéban valészintiségeloszlas!
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Gyumélcsok

Adja meg a p paramétert (viragok Gyiimélcsdk szama

szamanak eloszlasa): g 4
0.001 0.z 09
. 2 4

Adja meg az r paramétert (gyumélcs -

valdsziniisége): =
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3.17. abra: A gyiimolesok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) feladatnal, az abra
baloldalédn lathato paraméterek és szimulaciészam esetén,11.23 kod

Gyumélesok szama =

Adja meg a p paramétert
(virdagok szamanak eloszlasa):

150

0001020738 0.9
Adja meg az r paramétert o 8
3
(gyuméles valészinlsége): 2
&
0.01 050176 0.99 2
Szimuléciok szama:
10 509 2,000 ° ; x n —— - .
0 5 10 15 20 25
Gyumélcsok szama: Gyumoicsok szama
5 20
O T Viragok széma, ha a gyiimélcsék szama 1
E
a
B
=
]
]
&
B
o
° r T T 1
2 4 6 8
Viragok szama v
x  Find & next £ previous & Highight sl [] Matgh cass

3.18. abra: A gyiimolesszam és a kivalasztott gyiimolesszamhoz tartozd virdgszam-
eloszlas szimulacioja a (3.20) feladatnal, az abra baloldalan lathato paraméterek és sz-
imuléciészam esetén 11.24 kod
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Megoldas. Irjuk fel a megoldast a valoszintség klasszikus képlete alapjan:

3.2k2.1 1 2\

ugyanis

e legaldbb 2 lépésre van sziikség, hogy visszaérjiink A-ba
e minden lépésben Osszesen 3 iranyba haladhatunk, igy az osszes eset 3*

e jo lépések: elssként 3 helyre mehetiink, utana (k — 2) alkalommal 2 helyre, végiil
vissza kell 1épni A-ba

Ez valoszintiségeloszlés, mivel

ép(xzi@:%i(%)k_g:%i<§>n:%.1_§:1,

3.22 Feladat Aladar és Béla pingpongoznak. Minden labdamenetet egymastol fiiggetleniil,
1/3 valoszintiséggel Aladar, 2/3 valoszintiséggel Béla nyer meg. A jelenlegi allas 10 : 9
Béla javara. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a jatszméat mégis Aladar nyeri meg?
(Az nyer, akinek sikeriil legalabb két pontos elény mellett legalabb 11 pontot szerezni.)

Megoldas. Az abra mutatja a jaték lehetséges kimeneteleit, Aladar:Béla sorrendben. A
piros kimenetek azt mutatjak, amikor Aladar nyert, a zold azt, amikor Béla.

9:10




Az egyes labdamenetek egymaéstol fiiggetlenek, igy

11 141 1 /4\*1 1 S /4\" 1 1 1
P(Alada oo (2 =N (2) = S
(Aladér nyer) = 3.5+ 5553 (9) o T a7 Z(9) 2711 15

Matematikailag az egyik legfontosabb kérdés a véletlen jelenségek aszimptotikaja-
nak vizsgalata, amihez végtelen sok kisérletet is tudnunk kell vizsgalni. A leggyakoribb
modell, amit hasznalunk, a fiiggetlen kisérletsorozat. Itt minden n-re alkalmazhato a
szorzat-szabaly.

3.23 Feladat Legyenek az A;, Ay és Aj egymast kizaré események, melyek a P(A;)=py,
P(Ay)=py és P(As)=ps valoszintiségekkel kovetkeznek be. Mennyi a valoszintsége, hogy
n fiiggetlen kisérletet végezve, a kisérletek soran az As el6bb kivetkezik be, mint az
Ay vagy az A3? Szamitsuk ki e valoszintiség hatarértékékét, ha a kisérletek szama a
végtelenhez tart!

Megoldas. Legyen B;: az i. kisérletnél Ay bekovetkezik; C;: az i. kisérletnél egyik se
kovetkezik be. Ekkor P(B;)=ps és P(C;)=1 — p; — ps — p3 =: q. Fel fogjuk hasznélni,
hogy a C; és a By, események fiiggetlenek egymastol. Irjuk fel a keresett eseményt A
els6 bekovetkezése szerint:

P(A; elsbb kovetkezik be, mint A; vagy Aj) =
=P(BiU(CiNB)U(CiNCoNBs)U...U(CiN...NCre1NBy)U...) =
=P(B;1) + P(C1)P(B2) + P(C1)P(Cy)P(B3) 4+ ...+ P(Cy)-...- P(Cp_1)P(By) + ... =
p2 P2
l—q pi+pa+ps

Potqpe+ Pt A pe . =

A 3.19 abran azt latjuk, hogy a 3.23 feladatnal milyen gyorsan konvergal a valoszintiség
a hatarértékéhez. Mar 6 kisérlet esetén is igen jo a kozelités.
Végiil kovetkezzék egy érdekes és nem is konnyt feladat az aszimptotika témakorébol.!

3.24 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozba 12 ora elétt 1/2" perccel beletessziik a
10(n —1) 4+ 1,10(n — 1) + 2, ..., 10n sorszamu golyokat (n =1,2,...) és

1. ugyanekkor ki is vessziik a 10n sorszamu golyot
2. ugyanekkor kivessziik az n sorszamu golyot

3. ugyanekkor kivesziink egy véletlenszertien valasztott golyot.

Forras: Ross, [0]
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P(0.25 valdsziniiségii esemény jon ki
elsének), 38.példa

050
1

035 040 045
1 1 1

030
|

025
|

3.19. dbra: Az elsd sikeres kisérlet sorszamanak eloszlésa kiilonbo6zé p-re

Mennyi goly6 lesz a dobozban pontban 12 érakor?

Megoldas.

1. Ez még konnyt, hiszen csak a 10-zel oszthatd sorszamiu golyokat vessziik ki, a tobbi
bent marad - tehat délben nyilvin végtelen sok goly6 lesz a dobozban.

2. Ez pedig meglepd: tekintsiink a k sorszami golyot. Mivel 6t kivessziik 1/2% perccel
dél el6tt, ezért délben mar nem lesz a dobozban. Es mivel ez az érvelés tetszéleges
sorszamra elmondhato, ezzel belattuk, hogy a doboz iires lesz délben.

3. Itt pedig izelit6t kapunk a valoszintségszamitasban gyakori becsléses modszerbdl
és egyuttal bemutatjuk, hogy miképpen lehet végtelen sok eseménnyel szamolni.
Tekintsiink egy golyot, amit a k. csoportban tettiink be a dobozba. Annak a
valoszintisége, hogy ez 1/2" perccel dél el6tt bent van a dobozban (n > k):

(1_%11) (1_9(kz+—11)+1)”'(1_9(n—k1+1)+1>‘

Azt allitjuk, hogy ez 0-hoz tart, ha n — oo. Ezzel ekvivalens allitas, hogy a fenti
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szorzat reciproka végtelenhez tart.

9k+1 9(k+1)+1 9(n—k:+1)+1>
9k 9(k+ 1) In—k+1) =
(t+5r) (o) (o) 2
9k 9(k+1) 9n—k+1)
1 1 1
o 0k D T 0kt 1)

Ez utobbi pedig a szamok reciprokainak részletosszegének kilenced része. Mivel ez
a sor divergens, a mi Osszegiink is végtelenhez tart, ha n — oo. Tehat barmely
szam (0-hoz tart6 valoszintséggel marad bent a dobozban. Mivel a valoszintség
folytonos, ezért ebbdl kdvetkezik, hogy barmely szam 0 valoszintiséggel lesz délben
a dobozban. Ebbdl viszont

P(U az 1. goly6 bent van délben) < Z P(az i.goly6 bent van délben) = 0.

3.6 Gyakorl6 feladatok

1.

Egy kockaval (amelyik nem feltétlentil szabalyos) kétszer dobunk. A hatos dobéas
esélyét jelolje p (0 < p < 1). Legyen A az az esemény, hogy a masodik dobéas hatos,
B pedig az az esemény, hogy pontosan egy hatos van a két dobas kozott. Milyen
p-re lesz az A és a B esemény fiiggetlen?

Egy varosban ugyanannyi férfi él mint né. Minden 100 férfi koziil 5 és minden
10000 né kozil 25 szinvak. Mennyi a valoszintsége, hogy a szinvakokrol vezetett
nyilvantartasbol egy talalomra kivalasztott karton férfi adatait tartalmazza?

Egy dobokockéaval addig dobunk, amig valamelyik korabban dobott szam tdjra els-
fordul. Mekkora az esélye annak, hogy harmat dobtunk?

Egy szabalytalan érmével (fej valoszintisége 2/3) addig dobunk, amig elészor fordul
az el6, hogy a dobott fejek szama pontosan kettével haladja meg a dobott frasok
szaméat. Mennyi az esélye, hogy 6-ot kellett dobnunk?

Egy jatékos annyiszor 16het egy léggdmbre, ahany hatost dob egymaéas utédn egy
dobokockaval. Mennyi a valoszintisége, hogy szétlovi a léggombot, ha egy 16vésnél
erre 1/1000 az esély?
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Széz kocka koziil 99 szabélyos, egy pedig szabalytalan, ennek mindegyik oldalén
6-os van. Talalomra valasztunk egy kockat a szazbol, majd a kivalasztott kockéaval
haromszor dobunk. Mindharom dobés eredménye hatos. Mekkora az esélye, hogy
a szabalytalan kockaval dobtunk?

Két kockadobasboél az els6 eredményét jeloljiikk X-szel, a masodikét Y-nal. A
kovetkez6 eseményeket vizsgaljuk:

(a) 2 osztoja X-nek, 3 osztoja Y-nak.
(b) 2 osztoja Y-nak, 3 osztoja X-nek.
(¢) Y osztoja X-nek.
(d) X osztoja Y-nak,

(e) 2 osztoja X + Y-nak,

(f) 3 osztoja X + Y-nak.
Melyek lesznek koziiliik fliggetlenek?
3 kockaval dobunk, Y jeloli a dobott szamok koziil a legnagyobbat. P(Y = 4) =7

. Mi a valoszintisége, hogy egy hatgyermekes csaladban 3 fin és 3 lany van? (Tegyiik

fel, hogy mindig 1/2 — 1/2 a fitk, ill. a lanyok sziiletési valoszintisége).

Mi az esélye annak, hogy a 90/5-6s lottonal a lottészamokat sorbarendezve a k.
szam éppen [-lel egyenls?

Ha visszatevéssel huzunk n-szer abbdl a sokasigbol, ahol a selejtarany p, akkor
mely selejtszam lesz a legvaloszintibb?

2 érmével dobunk, majd még annyi érmével, ahany fejet az els6 két érmével kap-
tunk. Jelolje X az Gsszesen kapott fejek szamat. P(X = k) =?

Két doboz koziil az elsében k db fehér és m db piros, a méasodikban m db fehér
és k db piros golyd van. Visszatevéssel hizunk az aldbbi szabaly szerint: ha a
kihuzott golyo fehér, akkor a kovetkezs huzasnél az elsé dobozt, ha piros, akkor
pedig a masodik dobozt hasznéljuk. (Az elsé golyot az elsé dobozbol huzzuk.) Mi
a valoszintisége, hogy az n-edik htizasnal fehér golyot hizunk? Mihez tart ez a
valoszintség, ha n — oo?

Egy jatékos annyiszor 16het egy léggombre, ahany 6-ost dobott egyméas utéan egy
dobodkockéaval (példaul, ha elsére 6-ost, méasodikra 2-est dob, akkor egyszer 16het).

Mennyi a valészintisége, hogy szétlovi a 1éggombot, ha egy 16vésnél 1/1000 valoszintiséggel

talal?
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15.

16.

17.

18.

19.

Jelolje X, hogy egy szabalytalan érmével dobva (p a fej valoszintisége), hanyadik
dobésnal lesz elGszor két egymés utani dobéas azonos. Adjuk meg X eloszlasat.

Addig dobunk két kockaval, amig kétszer el nem fordul az, hogy a két kockan 1évé
szamjegyek Osszege 10.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Gsszesen nyolcszor dobunk?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 10-nél kisebb
Osszeget, miel6tt a keresett esemény bekdvetkezik?

Egy célba loviink addig, mig el nem taléljuk, de legfeljebb haromszor. Az els6
lovéstink 60% eséllyel talal, de utana tigyesediink és, igy a masodszorra mar 70%,
harmadszorra pedig 80% a talalati valoszintiségiink. Mi a valdszintisége, hogy

(a) 3 16vésbdl sem talaljuk el a célt?
(b) a 3. lovéssel talaljuk el?

(c) nem talaljuk el, feltéve, hogy az els6 16vést elhibaztuk?

Egy szabalytalan érmével dobunk (p a fej valoszintsége). Jelolje X az elss, azonosak-
bol all6 sorozat hosszat,Y pedig a méasodik, azonosakbol all6 sorozat hosszat. Tehat
példaul, ha a dobassorozat FFIIIF, akkor X = 2 és Y = 3 (1 hosszu ,sorozat” is
lehetséges.) Adjuk meg X, illetve Y eloszlasat.

Harom egyforméan erds teniszjatékos: A, B és C' jatszik mérkézéseket. A és B
kezd, majd a gy6ztes jatszik C-vel, és igy tovabb, mindaddig, amig valaki kétszer
egyméas utan nyer és igy megnyeri az egész meccset. Tegylik fel, hogy barmely
mérkdzést barmely jatékos a tobbi mérkszéstdl fiiggetleniil 1/2 valoszintiséggel nyer
meg. Mennyi a valészintisége, hogy A, B ill. C nyeri meg a meccset?
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4. A kisérletek jellemzéi: kozépértékek,
ingadozas, varhat6 érték, szoras

Kisérletsorozatok eredményeinek Osszefoglalasa gyakori feladat. Gondoljunk csak arra,
hogy mennyi adat keletkezik a legkiilonb6z6bb kisérletek soran nap-mint nap és hogy
ezek lényegének rogzitése nélkiil teljesen attekinthetetlenek lennének az eredmények.
Tekintsiik példaul a nap mint nap latott, hallott idGjaras-jelentést! Ez az adott idGsza-
kra vart (gyakran éppen véletlen szimulacioval vizsgalt) kimenetelek Osszefoglalasa. Sz-
erepel benne a legalacsonyabb, illetve legmagasabb hémérséklet-érték, gyakran az at-
lagos csapadékmennyiség és szélsebesség is. Tehat egyszerre az ingadozés egy lehet-
séges mérdszama és a kozépértékek is szerepelnek benne. Kezdjiik a vizsgalatainkat a
kozépértékekkel.

4.1 Kozépértékek

A mért adatok legfontosabb kozépértékei az atlag (szamtani kozép) és a median (a
nagysag szerint sorbarendezett értékek koziil a kozépss. Paros sok megfigyelés esetén
ez nem egyértelmi, ilyenkor a két kozépso érték atlagaval szokték definialni.)

Erdemes megjegyezni, hogy bar az atlag sok eloszlas esetén optimalis statisztikai tula-
jdonsagu, ha kiugro értékek is vannak az adataink kozott, megbizhatatlan mérészamma
is valhat. Ezt ugy mondjuk, hogy az atlag érzékeny a kiugro értékekre. A mediant
viszont nem befolyasoljak ezek az értékek, ezért ajanlhato az alkalmazésa, ha szamitani
lehet (esetleg kevésbé megbizhato) kiugro értékekre.

Mind a két kozépérték rendelkezik optimum-tulajdonsaggal: az atlag a minimumhelye
a ming{> i (z; — a)?} szélsGérték-feladatnak, a median pedig a min,{>_, , |z; — al}
szélsGérték-feladatnak.

Ennek illusztralasat interaktiv animéacié formajaban a http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_median_a/ és a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_median_b/ weblapon
talalhatjuk. Egy-egy screenshot a 4.1 és 4.2 dbra. Tovabbi abrék pedig a fiiggelékben
talalhatoak: 11.6, 11.7 és 11.8. Jol lathato, hogy mennyire eltéré az optimumok értéke
az egyes eloszlédsokra. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_median/ animécio pedig
egy abraban mutatja a kétfajta veszteségfiiggvényt és a két optimumot.
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A median optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast: Abszolut eltérés
exponencialis £ ] _
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megfigyelesek

4.1. abra: A median optimumtulajdonsaga az abra baloldalan lathato eloszlasra és
mintanagysagra

A median és az atlag optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast: Atlagos eltérések

—— négyzetesbsl volt gysk

Pareto(2) >

Megfigyelések szama:

1 154 1,000
—

Atlagos eltérés
1000 200 300 400 500 600

megfigyelések
atlag=12.03

4.2. adbra: Az atlag optimumtulajdonsidga az abra baloldaldn lathato eloszlasra és
mintanagysagra

Ha nem adatok, hanem az eloszlés alapjan szeretnénk mondani valamit a jévébeni
értékek kozépértékérsl, akkor célszerd bevezetni az atlag elméleti megfelelGjét, az ugy-
nevezett varhato értéket F(X). Ez a most vizsgalt esetekben egyszertien a lehetséges
értékeknek a hozzajuk tartozo valoszintiséggel vett sulyozott Osszegeként kaphato meg:

E(X) = inP(X =),

azaz az atlag ugy is felfoghatd, mint a tapasztalati eloszlas — ez minden megfigyeléshez
1/n valészintiséget rendel — varhato értéke. A median elméleti értéke pedig definidlhato
gy, mint

inf{r e R: P(X <z)>1/2}.
A nevezetes eloszlasok varhaté értékét gyakorlatilag minden tankonyv levezeti, ezért itt
csak hivatkozunk ezekre az eredményekre:
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Atlag és median

Valasszon egy eloszlast; tPareto(2)(n=117)
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Megfigyelések szama:;
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4.3. abra: Az éatlag és a median Osszehasonlitasa az abra baloldalan lathato eloszlasra és
szimulaciészamra, 11.25 kod

Az (n,p) paramétert binomialis eloszlas varhato értéke np.

A )\ paramétert Poisson eloszlas varhato értéke .

A p paraméterii geometriai eloszlas varhato értéke 1/p.

Néhéany folytonos eloszlasbol szérmazé minta atlagat és medianjat hasonlithatjuk
Ossze a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_mean/ lapon taladlhato interaktiv szimula-
cio segitségével. Itt kivalaszthatjuk az eloszlast (normaélis, exponencialis vagy 2 paraméterti
Pareto) és megadhatjuk a szimulacio-szamot. (Az eloszlasok definiciojat az 5. részben
adjuk meg.) A 4.3 4dbra egy screenshot a szimulaciobol. A folytonos eloszlasok varhato
értékét az 5.2 fejezetben fogjuk definialni.

Gyakran hasznélhat6 a varhato érték azon fontos tulajdonsaga, hogy X = X;+...+
X, esetén (ha léteznek a valoszintségi valtozok varhato értékei) E(X) = E(Xy) + ...+
E(X,).

4.1 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-os, a kozépkortuaknal 2%-os, mig az idéseknél
10%-os valoszintséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal és 50%-a kozépkort. Ezer véletlen-
szertien kivalasztott személy koziil mennyi lesz a betegek szamanak varhato értéke?

Megoldas. A 3.4 feladatban lattuk, hogy egy véletlenszertien kivalasztott személy 33/1000
valészintiséggel beteg. A betegek szama X = X; 4+ ... + Xjgo, ahol X; annak az es-
eménynek az indikatora, hogy az i-edik személy beteg (azaz X; ekkor 1, egyébként pedig
0). Az el6z6ekben latott additivitas miatt E(X) = 1000E(X;) és mivel E(X;) = P(X; =
1) = 33/1000, igy a végeredmény E(X) = 33.
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4.2 Feladat Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 100 000Ft-os, és 100 db1 000F't-
os nyeremény van. A jatékhoz 10 000 db sorsjegyet adtak ki. Mennyi a sorsjegy ara, ha
egy sorsjegyre a nyeremény varhato értéke megegyezik a sorsjegy araval?

Megoldas. Most is az additivitast hasznalhatjuk. Az 6sszes sorsjegyen kiosztott 6sszny-
eremény 2, 1 milli6 F't. Feltételezhetjiik, hogy minden sorsjegy ugyanakkora eséllyel nyer,
tehat az egy szelvényre es¢ varhatd nyeremény 210 Ft.

4.3 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozban van 2N kartyalap, melyek koziil kettén 1-es,
kettén 2-es szam van és igy tovabb. Valasszunk ki véletlenszertien m lapot. Véarhatoéan
hény par marad a dobozban?

pelda

Ez a feladat még Bernoullitol szarmazik, eredetileg N parbol m halaleset utan meg-
maradé hazassagok szamat modellezte ezen a médon. Megoldas. Most is az additivitast
hasznalhatjuk. Legyen X; annak az eseménynek az indikdtora, hogy az i-edik péar bent
maradt a dobozban (azaz X; ekkor 1, egyébként pedig 0).

(ZN—Q)
N-2)!
vy (2N = m)2N —m — 1)
_ N 2N(2N — 1 ’
m!(2N—m)!

Tehat a keresett varhato érték

MM:M&+&+W+&FN(

(2N —m)(2N —m — 1)
202N — 1)

4.4 Feladat Varhatoan hanyszor kell dobni egy szabélyos kockaval, hogy minden szamot
legalabb egyszer megkapjunk?

pelda Megoldas. Most is hasznalhatjuk az Osszegrebontast, de egy kevésbé trividlis
modon. Most azt célszerd észrevenniink, hogy az 1j szdmok dobéasa egyre nehezebbé
valik, ahogy mar egyre tobb szamot dobtunk. Tehéat X (a sziikséges dobasok szdma)
kiilénb6z6 eloszlasi tagokra bonthato:



A megmarado parok szama

warhatd erték

kihizott lapok szama

4.4. dbra: A megmarad6 parok szamanak varhato értéke kiillonb6z6 N és m-re (a 4.3
feladathoz, 11.20 kod)

ahol X; az a dobésszam ami ahhoz kell, hogy i — 1 szam utan az i-edik is kijojjon.
Xy = 1, hiszen elsére barmit dobhatunk. Ezutan X, annak felel meg, hogy mennyit
kell varni egy 5/6 valoszintiségl eseményre, tehat X, geometriai eloszlasu, F(Xs) = 6/5.
Ugyanigy E(X;) = 6/(7—1i), mert ekkor mar ¢ — 1 rossz szam van. A végeredmény tehét
E(X)=1+6/5+3/2+2+3+6=14,7.

4.5 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozban van n fehér és m piros goly6. Visszatevés
nélkiil hizunk addig, mig az els6 fehér goly6t meg nem kapjuk. Varhatéan hany huzasra
van ehhez sziikség?

pelda Megoldas. Jelolje X a kérdéses mennyiséget. Ezt ugy kaphatjuk meg, hogy az
elsd fehér el6tt kihtizott piros golyok szaméahoz hozzdadunk 1-et. Feltehetjiik, hogy ezek
meg vannak sorszamozva 1-t61 m-ig. Tekintsiik ezeknek az indikatorait: X; = 1 pontosan
akkor, ha az ¢ sorszamu pirosat az elsd fehér el6tt huztuk ki (kiilonben pedig 0). Ezekkel
a jelolésekkel

E(X)=14+E(X1)+ E(X2) + -+ E(Xn),

hiszen X =1+ X5+ Xo+ -+ X,,. E(X;) = P(X;=1) = %H, hiszen az n fehéret
és az adott pirosat barmilyen sorrendben ugyanakkora valoszintiséggel huzhatjuk, és a

sorrendek koziil pontosan 1 olyan van, amikor a piros az els§. A végeredmény tehéat

m

E(X)=1+
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Az dsszes eredményhez varhatéan szilkséges kisérletszam

50 60 70
1

warhatd erték
30 40
1

20

10

T T T T
5 10 15 20

lehetségek szama

4.5. abra: Ahhoz sziikséges kisérletek szaméanak varhato értéke, hogy egyforman valoszini
kimenetelek mindegyike legalabb egyszer kijojjon, a lehetséges kimenetelek szaméanak
fliggvényében (a 4.4 feladathoz, 11.21 kod)

A teljes valoszintiség tételéhez hasonlo allités a varhato értékekre is megfogalmazhato.

4.1 Tétel Legyen Aq,..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdszinidségld események-
bol. Ekkor E(X) = E(X|A))P(A)) + ... + E(X|A,)P(A,), ahol E(X|A) az X A
bekdvetkezése melletti, ngynevezett feltételes vdarhato értéke.

4.6 Feladat Dobjunk egy érmével annyiszor, amennyit egy szabalyos kockaval dobtunk.
Jelolje X a fejek szamat. F(X) =?

Megoldas. A teljes eseményrendszer most a kockadobés lehetséges eredményének megfelelGen
6 elemd. A teljes varhato érték tétel értelmében E(X) = E(X|A1)P(Ay) + ... +
E(X|As)P(As) = (1/2+1+4+3/2+2+5/2+3)/6 = 7/4, ami teljesen természetes,
hiszen a kockadobéas varhatd értéke 3,5 és varhatoan ezek fele lesz a fejre es6 érmék
szama.

4.2 Az ingadozas mértéke és lehetséges mérdszamai

Az ingadozasra még tobb mérdszamot vezethetiink be, mint a kézépértékekre. A leg-
gyakrabban hasznalt mérészam a szorasnégyzet (D?, variancia), mely a varhato értéktsl
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vett atlagos négyzetes eltérés, képlettel:
D*(X) = B[(X — E(X))?).
A szorasnégyzetet a gyakorlatban altaldban a
D*(X) = BE(X?) — F*(X)
képlettel a legegyszertibb kiszamitani.
4.7 Feladat Legyen X p paramétert indikitor valtozo. D*(X) =?

Megoldas. E(X?)=p-1+ (1 —p)-0=p, tehat D*(X) =p —p? = p(1 — p).

4.8 Feladat Legyen X \ paramétert Poisson eloszlést valtozo. D?(X) =?

Megoldas.

o0 o0

)\ie—A )\ie—A
2\ ) o .
R S D Dt

i=1 ’ i=1

amit tovabbalakitva

oo )\,L‘e_)\ oo )\Z‘e_)\ oo )\Z‘e_)\
2\ _ ; _ — )2
E(X7) = Z§:1(z—1+1)(i_1>! = ;:2 (=2 + ;:1 =1 = A"+ A

tehdt D2(X) = E(X?) — E2(X) = A2+ A — A2 = A,

Kiilonbo6z6 becsléseknél gyakran célszert a szorasnégyzet négyzetgyokének, a szoras-
nak (D(X)) a hasznélata.

Ugyanakkor a szorasnégyzetre még inkabb igaz, amit a kiugro értékek jelentds hatasarol
a varhato értékkel kapcsolatosan mondtunk.

Ha nem az elméleti eloszlas, hanem adatok alapjan szeretnénk mérészamokat kapni az
ingadozasra, akkor erre is tobb lehetdségiink van. Kiszdmolhatjuk példaul a tapasztalati
eloszlas kvantiliseit, vagy ezek széls6 értékét: a minimumot és a maximumot.

ElsGsorban az egyszeri kiszamitasa miatt volt régebben népszeri a terjedelem: R =
max (X, ..., X,)—min(Xy, ..., X,), amely azonban mint elméleti mennyiség nem kiilénésebben
érdekes. Viszont vannak valtozatai, amelyek a kiugré értékekre érzéketlenek, ezek koziil
els@sorban az interkvartilis terjedelmet (a fels§ és als6 kvartilisek kiilonbségét — azaz an-
nak a tartomanynak a szélességét, amelybe a megfigyelések kozépss 50%-a esik —) szoktak
erre a célra a gyakorlatban hasznélni.

Kiilonb6z6 paramétert szimulalt Pareto eloszlédsok kvantiliseit vizsgalhatjuk a http:
//hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_quantile/ lapon talalhato interaktiv szimulacié segit-
ségével. Itt kivalaszthatjuk az eloszlas paraméterét, a kvantilist és megadhatjuk a sz-
imulacié elemszamat. Erdemes a szimulaciot akar ugyanarra a beallitasra is tobbszor
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Pareto kvantilisek

Valassza ki a parametert: Pareto (3,002 eloszlés (n=500)

08 3002 10

¢ , ] ° — 0975 kvantlis

Megfigyelesek szama:

10

500
v ! [l

Kvantilis: °7 0 ¢

ol 097453 o
9

0
T
0 100 200 300 400 500

4.6. abra: A 97,5%-o0s kvantilis a 3 paramétert Pareto eloszlasra 500 szimulacio alapjan,
11.26 kod

lefuttatni, ezzel is ellenérizve a kapott értékek szorodasat. Minél magasabb kvantilist és
minél kisebb paramétert valasztunk, annal nagyobb lesz az ingadozéas. A 4.6 abra egy
screenshot a szimulaciobol.

A szorasnégyzet legfontosabb tulajdonsaga, hogy fliggetlen (s6t: korrelalatlan —lasd a
6.4 szakaszt) valoszintiségi valtozokra dsszeadodik. Ha még konstans szorzot is megengediink,
akkor az alabbi formulat kapjuk:

D*(aX +bY) = a*D*(X) + b*D*(Y), (4.1)
ahol XY fiiggetlen valoszintiségi valtozok, a,b € R.

4.9 Feladat 5-szor dobunk egy szabélyos kockéval. Legyen X a 6-osok szdma. D?(X) =?

Megoldas. X = X; + - -+ X5, ahol X; akkor 1, ha az i-edik dobés hatos (kiilénben 0).
X; indikator valtozo 1/6 paraméterrel, igy D*(X;) = 1/6 — 1/36 = 5/36. A 4.1 képlet
alapjan D?*(X) = 25/36, ami speciélis esete a binomialis eloszldsra vonatkoz6 &ltalanos
np(1 — p) formulanak.

4.10 Feladat Legyenek X és Y filiggetlen, nulla varhato értéki valoszintségi valtozok.
E(X?) =3¢ E(Y?)=1. Mennyi D(X —Y)?
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A hatosok szamanak szoérasa

SZAras
15

10

dobasok szama

4.7. abra: A dobott hatosok szédmanak szorasa a dobasok szédmanak fliggvényében, a
hatos dobasanak kiilonb6z6 p valoszintiségére (a 4.9 feladathoz)

Megoldas. A 4.1 képlet alapjan D?(X —Y) = D?*(X) + (—=1)2D?*(Y). Es mivel a
0 varhat6 érték miatt D*(X) = E(X?), az eredmény D?*(X —Y) = 3+ 1 = 4, azaz
DX —Y)=2

4.3 Gyakorl6 feladatok

1. Egy dobozban az 1,2, 3,4 felirata 4 cédula van. Visszatevéssel htizunk, amig 4-es
nem keriil a keziinkbe. Mekkora a kihtzott szamok 6sszegének varhato értéke?

2. Jelolje X az 6toslotton kihtzott lottoszamoknal

(a) a parosak szamat.

(b) a legkisebbet. Adjuk meg X varhato értékét.

3. Legyenek X ésY fiiggetlen 0 varhato értékid valoszintiségi valtozok. Mennyi D?*(XY),
ha F(X?) =2 és E(Y?) =37

4. Egy urnaban 3 piros, 3 fehér és 3 zold goly6 van. Visszatevéssel huzunk, mig leg-
alabb egyet nem kapunk minden szinb6l. Mennyi lesz a kihtizott golyok szaméanak
varhato értéke?
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10.

11.

12.

13.

14.

. Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl harom ajto nyilik: az elsé

ajto 3 oranyi ut végén a szabadba vezet. A méasodik ajto egy alagitba nyilik, mely
b oranyi séta utan visszavezet ugyanebbe a terembe. A harmadik ajto szintén egy
alagutba nyilik, mely 7 6ranyi séta utan vezet vissza ugyanebbe a terembe. A
banyasz minden alkalommal, amikor ebbe a terembe ér, e harom ajt6 koziil valaszt
egyet egyenld valoszintiséggel, az el6z6 valasztasoktol fiiggetleniil. Legyen X a
szabadba kijutashoz sziikséges id6. E(X) =7

. Dobjunk egy érmével annyiszor, amennyit egy szabalyos kockéval dobtunk. Jelolje

X a fejek szaméat. F(X) =7
Jelolje X az otoslotton kihtzott lottoszamoknéal

(a) a parosak szamaét.
(b) a legkisebbet.

Adjuk meg X varhato értékét.

. Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobast sikeresnek neveziink, ha van 6-os a kapott

szamok kozott. Varhatoéan hany sikeres dobasunk lesz n probalkozasbol?

A zsebemben levé 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintos érmék szédma fiiggetlen Poisson(\)
eloszlast valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg apropénzem értékének varhato
értékeét!

Legyen X A-paramétert Poisson eloszlasu. E(1/(X + 1)) =7

Huzzunk egy francia kartyacsomagbol két lapot visszatevés nélkiil. Jelolje X a
kérok, YV pedig az aszok szamat. Adjuk meg X és Y egyliittes eloszlasat!

Tegyiik fel, hogy egy adott teriileten és idGszakban a hurrikanok szama Poisson
folyamattal modellezhets. Varhato értékben hetente 1 hurrikdnra szamithatunk.
Mi a valészintisége, hogy 4 hét alatt legfeljebb 2 hurrikan lesz? Ha az egyes hur-
rikdnok ereje p = 1/5 valoszintiséggel haladja meg a 2-es fokozatot, akkor varhatoan
héany ilyen hurrikin lesz egy honap alatt?

Egy 10 emeletes haz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Mindenki a t&bbitsl
fiiggetlentil 1/10 eséllyel szall ki az egyes emeleteken. Varhatoéan hany emeleten &ll
meg a lift?

Tegyiik fel, hogy 13-szor htizunk visszatevéssel egy magyarkartya-csomagbol. Jelolje
X azt, hogy hany kiilénboz6 értéki lapot huztunk. Adjuk meg az X varhato
értékét.
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15.

16.

17.

18.

10 ember (5 par) véletlenszertien leiil egy kerek asztalhoz. Varhatoan hany par
tagjai keriilnek egymés mellé?

n ember bedobja a névjegyét egy dobozba, majd mindenki véletlenszertien hiiz egy
névjegyet. Varhatéan hany ember hizza a sajat névjegyét? (L. a 2.9 abrat.)

5-szor dobunk egy szabélyos kockdval. X a 6-osok szdma. D?(X) =?

Adjuk meg az {1,2,..., N} szamokon egyenletes eloszlas szorasnégyzetét.

63



5. Folytonos modellek és
tulajdonsagaik

Az el6z6 fejezetekben mind az eseményteriink, mind a véletlen mennyiségeink értékkés-
zlete véges vagy megszamlalhatoan végtelen volt. Erezhetd, hogy ezen modellek hasznél-
hatosaga behatarolt, hiszen gyakran igen egyszerid kérdésekre sem tudnank valaszolni, ha
csak ebben a korben maradnank. Példaul egy radioaktiv részecske bomlasanak idépon-
tja, egy ember élettartama és sok més is jobban modellezheté nem megszamlalhato
értékekkel. Ezen tulmenden nagyon sok esetben a folytonos modellek sokkal kénnyebben
kezelhetsk mint a diszkrétek.
Ugyanazokat az elnevezéseket hasznaljuk itt is, mint a koradbbiakban.

5.1 Definicié : biztos esemény, illetve eseménytér. w € Q: elemi esemény. A € A :
esemény (nem feltétleniil Q Gsszes részhalmaza). P: valoszintiség. P(A): az A esemény
valoszintsége (0 < P(A) <1).

Itt mar jeleztiik, hogy el6fordulhat, hogy €2 nem minden részhalmaza esemény. Sziik-
séglink lesz a kovetkezé fogalomra.

5.2 Definicio Az () részhalmazainak A rendszere o-algebra, ha (i) Q € A, (ii) A4, €
A=JA, e Aes (i) Ac A= A=0\Aec A

Mit kéveteliink meg az eseménytértsl, a valoszintségtsl? Altalanosan elfogadott A.
N. Kolmogorov axiémarendszere.

5.3 Definicio (2, A, P) Kolmogorov-féle valosziniiségi mezd, ha (i) A Q részhal-
mazainak o-algebraja, (ii) P nemnegativ fiiggvény A -n, (iii) P(Q) =1 és (iv) A, € A
diszjunkt halmazokra P(|J A,) = >  P(A,).

ElGszor nézziink meg egy nagyon egyszeri esetet, amely nagyon hasonlit a kombina-
torikus valoszintiségi mezGhoz!

5.4 Definici6 (Geometriai valészintiségi mezd) Legyen Q C RY és u(Q) < oo, ahol

p-vel jeloljik a d-dimenzios térfogatot. Minden A C 2 mérhets halmazra legyen P(A) =
uA)

w2
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L1

N

10:0 1o:10 L1

5.1. abra: Péter és Juli érkezési idpontjai

Megjegyezziik, hogy d = 3 esetén a szokasos térfogatrol, d = 2 esetén pedig teriiletrsl
van szo.

5.1 Feladat Péter és Juli 10 és 11 ora kozott véletlenszerd id6pontban érkeznek egy
talalkozo szinhelyére, legfeljebb 10 percet varva a masikra. Mekkora valoszintiséggel
talalkoznak?

Megoldas. Péter és Juli érkezési id6pontjait egy négyzet pontjainak feleltetjiik meg és
egyéb informéacié hidnyaban geometriai valoszintiségi mezét feltételeziink.

Az 5.1 abran satirozassal jeloltiik azokat a pontokat, melyek azoknak az érkezéseknek
felelnek meg, amikor Péter és Juli taldlkoznak. Az abréardl jol lathato, hogy a keresett
valoszintiség.

P(talalkoznak) =1 — (2)* = 4.

5.2 Feladat Egységnyi oldalu négyzetbdl talalomra valasztunk egy pontot. Mekkora
az esélye annak, hogy a kivalasztott pont oldalaktol mért tavolsdgainak négyzetosszege
legalabb kétszer akkora, mint a bal als6 saroktél mért tavolsdganak négyzete?

Megoldas. Geometriai valoszintiségrsl szol a feladat, 0 = [0,1]%. Legyen A a széban
forgo6 esemény. Ekkor

A={(wy) : ® + (-2 +5+ (1 -y 2 20" +4°)}
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Az A halmaz pontjaira vonatkozo feltételt atalakithatjuk

2+ (1 =) +y° + (1 —y)* > 2(2* +¢?)
2?4120+ 22 P+ 1 -2y + 12 > 2(2% +97)
2—2(x+y) >0
1>x+y

Azaz A a négyzet bal alsé sarkanal 1évé egységnyi befogoju derékszogt haromszog. Igy
P(A)=ty=1/2.

5.1 Val6szintiségi valtozok

Az altalanos esetben a valdszintiségi valtozé meghatarozasanal kénytelenek vagyunk bi-
zonyos megkotéseket tenni.

5.5 Definicio ¢ : 2 — R valosziniiségi valtozd, ha minden x € R szamra {w : (w) <

zr} e A
Az el6z6 fejezetekben vizsgalt valoszintiségi valtozok diszkrétek voltak.

5.6 Definiciéo A ¢ valosziniiségi valtozo diszkrét, ha értékkészlete véges vagy megszam-
lalhato, azaz léteznek olyan z), valos szamok és A teljes eseményrendszer, hogy & =

DTk XAy
k

A valoszintiségi valtozo eloszlasat hatarozza meg az eloszlasfiiggvény.

5.7 Definicié6 A ¢ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F¢(z) = P(§ < z), ahol
x € R.
Diszkrét esetben P(§ = xy) = Fe(xpy1) — Fe(ay).

5.1 Tétel Az F; eloszldsfiigguvényre teljesiilnek az aldbbiak:
(i) Fe monoton nové.
(i) im Fe(z) =0 és lim Fe(z) =1

T——00 r—>+00

(iii) Fe balrdl folytonos és jobbrol létezik a hatdrértéke minden x € R helyen.
Az allitas megforditasa is igaz, azaz, ha egy fligvény kielégiti az allitasban szerepld

harom tulajdonsagot, akkor létezik olyan valoszintiségi valtozo, amelynek ez a fliggvény
az eloszlasfiiggvénye.

5.3 Feladat Tekintsiik az [a, b] intervallumon a geometriai valoszintiségi mezét és legyen
&(w) = w. Ez megfelel annak, hogy az intervallumbol véletlenszertien és egyenletesen
valasztunk egy pontot. Mi £ eloszlasfliiggvénye?
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0:zx<a

Megoldas. Ekkor az eloszlasfiiggvény a kovetkezo alaki P(§ <z) = ¢ =2 : a <z <D
1:b0<zx

Az ilyen eloszlasfliiggvényii valoszintiségi valtozot egyenletes eloszlasinak nevezziik az
[a, b] intervallumon. Jelolése: E(a,b) vagy U(a,b).

5.8 Definicié Egy pozitiv £ valdszinségi valtozo orokifju eloszlasi, ha
PE>t+s|€>s) = PE>1)
teljesiil minden ¢, s > 0O-ra.

5.4 Feladat (A-exponencialis eloszlas) Jelolje 7 egy hagyoményos izz6 élettartamaét.
Nyilvanvalo, hogy 7 csak pozitiv értékeket vehet fel és megfigyelték azt is, hogy az izzok
élettartama orokifju tulajdonsagu. Mi lehet az élettartamok eloszlasa?

Megoldas. Legyen G(t) = P(r > t),t > 0, igy Gg(;s) = P(Tiﬁz;‘;’s)”s) = G(t), azaz
G(t+s) = G(t)-G(s). Ebbdl kovetkezik, hogy G(t) = e~ alakt. Mivel G(t) valoszintiség,

ezért A > 0. Az eloszlasfiiggvény balrol folytonossdga miatt P(r < t) > li{% P(r <
15

t—e¢e) > ligl)P(T <t—¢) = P(r <t)ésebbdl P(r < t) = h\I“%P(T <t—¢g) =
> €

lim(1 — e *=9)) = 1 — ¢, Konnyen lathato a forditott irany is, tehat, hogy egy ilyen

€

O
eloszlasfiiggvényi valoszintségi valtozod orokifju eloszlasa.

0:¢t<0
l—e™:0<t
A-paraméterid exponencialis eloszlastunak nevezziik.

5.9 Definicié Az F(t) = eloszlasfiiggvényi valoszintiségi valtozokat

5.5 Feladat Az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F'. Hatarozzuk meg m 4+ oX
eloszlasfliggvényét, ahol o > 0 és m rogzitett konstansok!

Megoldas. P(m+0X < z) = P(X < =) = F(Z=0),

(e

A valoszintiségi valtozok egyik legfontosabb osztéilya a kovetkezd.

5.10 Definicié A ¢ valoszintiségi valtozd abszolut folytonos eloszlasu, ha létezik olyan
nemnegativ f fliggvény, hogy Fe(x) = P(§ < z) = f_moo f(s) ds. Az f figgvényt a
valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvényének nevezziik.

Ekkor F'(z) = f(z) véges sok pontot kivéve, tovabbé f integralja az egész szamegye-
nesen 1-el egyenld. Ez utobbi tulajdonsag karakterizélja a strtiségfiiggvényeket, azaz,
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ha egy nemnegativ fiiggvény integralja az egész szamegyenesen 1, akkor létezik olyan
valoszintiségi valtozd melynek pont ez a strtiségfiiggvénye.
Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye
i) = {01‘ o # o0
7 . r € a0l
Az 5.2 és 5.3 abran lathatjuk 3 kiilénb6z6 intervallumon értelmezett egyenletes eloszlasi

slrisegfiuggveéeny
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5.2. dbra: Egyenletes eloszlasu valtozok strtiségfiiggvénye

eloszlasfuggvény
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5.3. dbra: Egyenletes eloszlasu valtozok eloszlasfiiggvénye

valoszintiségi valtozo stirtiség- illetve eloszlasfiiggvényét.
Hasonléan konnyen hatarozhaté meg a Ad-paraméterti exponenciélis eloszlast valoszintségi
0:t<0

= N X<t Az 5.4 és 5.5 abran az exponen-
e UL

valtozo strtségfiiggvénye f(t)
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5.4. dbra: Kiilonbo6z6 paramétert exponencialis eloszlasok stirtiségfiiggvénye

siiriiségfiilggvény
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5.5. dbra: Kiilénbo6z6 paramétert exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

cialis eloszlas stirtiség-, illetve eloszlasfiiggvényét abrazoltuk.

5.6 Feladat Az X valoszintségi valtozo a [0, ¢| intervallumon veszi fel értékeit és ott
stirtiségfiiggvénye x2. Hatarozzuk meg c értékét és annak valoszintiségét, hogy 1 < X < 3!
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Intervallumhossz a kitevd fiiggvényében

Intervallum végpontja

5.6. abra: Intervallumhossz kiilonb6z6 kitevdji stirtiségfiiggvények esetében

Megoldas. Mivel X a [0, ¢] intervallumon veszi fel értékeit, ezért az intervallumon kiviil
a strtségfiiggvény 0. Igy mivel a stirtségfiiggvény integralja a szamegyenesen 1, ezért
az [5 x* do = % = 1 egyenlGségnek kell teljesiilnie. Ebb6l régtén megkapjuk a ¢ = 31/3
értéket. A keresett valoszintiséget mint a strtiségfiiggvény integraljat kapjuk meg:
Pl<X<3) = 1m1n(c,3) ?dr=1- % =2

Az 5.6 abran mutatjuk be, hogy amyennyiben a stirtiségfiiggvény x®, akkor az intervallum

hossza hogyan fligg az o paramétertdl.

Nézziink most egy geometriai valoszintiségi mezdén értelmezett valoszintségi valtozot!

5.7 Feladat Valasszunk egy pontot taladlomra az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]-
bsl! Jeldlje & a valasztott pont két koordinatédjanak az osszegét. Szamitsuk ki € eloszlés
és stirtiségfiiggvényét!

Megoldas. Az F¢(t) = P(£ < t) értékeket kell meghataroznunk. & értéke biztosan 0 és
2 kozé esik, ezért P(€ <t)=0hat <0és P(¢ <t) =1, hat > 2. Igy érdemi szdmolast
csak a t € (0,2) eset igényel. Jelolje X,Y a valasztott pont két koordinatajat. Ha
t €(0,2), akkor P({ <t) =P(X +Y <t)=P(Y <t— X), azaz a szaimunkra kedvezd
kimenetelek az egységnégyzetnek az y =t — x egyenes ala es6 része. Ennek a sikidomnak
a teriilete adja a kérdéses valoszintséget. t € (0, 1] esetén ez egy t befogdju egyenls szart
derékszogl haromszog, melynek teriilete t2/2, ahogy az az 5.7 Abrabol rogton latszik. Ha
t € (1, 2] akkor a négyzetbdl egy 2—t befogdju derékszogi haromszoget kell elhagynunk (a
jobb felsé saroknal, ahogy ez az 5.8 abran latszik), gy a megmarado teriilet 1—(2—¢)%/2.

70



20

15

1.0

05

0.0

Az X+Y<t esemény (t<1)

=t-x

0.0 05

5.7. abra: 2 koordinata Osszege

Az X+Y<t esemény (1)

0.0 05

5.8. dbra: 2 koordinata Gsszege
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Osszefoglalva
0 hat <0
[ ha0<t<1
Fe(t)=P(E<t) =1 2 <
() =PE<t)=q7 @ hal<t<2

1 hat > 2.
Ennek derivaltja adja a strtiségfiiggvényt:
0 hat ¢ (0,2)

fg(t) =4t hat € (O, 1)
2—t hate(1,2)

5.8 Feladat Az X valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye f. Hatarozzuk meg m + o X
stirtiségfliggvényét, ahol o > 0 és m rogzitett konstansok!

Megoldas. Lattuk korabban, hogy P(m + X < z) = F(*=2). Mivel f_xoo f(sg’m) ds =

="

a
o

F(*="), ezért a stirtiségfiiggvény

Az 5.9 adbran lathatjuk exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozd lineéris transz-
formaltjanak eloszlas- illetve stirtiségfiiggvényét. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/
ZA_transzf/ cimen ugyanezt az abrat tovabbi paraméterekre és eloszlasokra (normaélis,
egyenletes) is megkaphatjuk.

A valoszintiségszamitasban és az alkalmazéasokban leggyakrabban hasznalt eloszlés a
normalis eloszlés. Azt mondjuk, hogy é valoszintiségi valtozo standard normalis eloszlésti,

ha stirtségfiiggvénye f(z) = \/% e~z (z € R). A standard normalis eloszlas eloszlés-
2
fliggvényét d-vel jeloljik, &(x) = \/%7 . e~z dt. A ® fiiggvény értékeit tablazatokbol

vagy szamitogépes programokbol lehet meghatarozni. Az eloszlas rovid jelolése: N(0, 1).

5.9 Feladat Mutassuk meg, hogy a fenti fiiggvény valoban strtségfiiggvény!

Megoldas. A kivant integral négyzetérsl latjuk be, hogy 1-gyel egyenls. A szamolas
soran a polarkordinatas helyettesitést hasznaljuk.

2 )
(ffooo e’g dt) = ffooo e’é dt~ff°oo e’g ds = ffooo ffooo e’t%SQ dt ds ‘2 027r dgo~f0 e’§~

rdr =2m- [—e‘éro = 27.
0

- 2
Igy [7, \/% cemT dt = 1.

Korabbi példainkbol mar lattuk, hogy o > 0 és m konstansokra m + o eloszlas-
(@=m)?

és strisegfiiggvénye P(m + 0 < x) = O(ED), fiioe(x) = \/%_U ce 22 . Az

g
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Adja meg a skalaparamétert dard ex idlis eloszlastv. (m=2, si 1.7)
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5.9. abra: Exponencialis eloszlas lineéris transzforméltjanak eloszlas- és strtiségfiiggvénye

ilyen stirtiségfiiggvényti valoszintiségi valtozokat m és o? paramétert normalis eloszlasi-
nak nevezziik, jelolésiik: N(m,o?). Rogton adodik, hogy, ha n ~ N(m,oc?), akkor
=~ N(0,1). Az 5.10 és 5.11 abrdn a normalis eloszlas stirtiség-, illetve eloszlasfiig-
gvényét abrazoltuk. Jol lathato, hogy minél kisebb a ¢ paraméter, annal ,,cstcsosabb”
a strtségfiiggvény. A normalis strtségfiiggvény grafikonjat haranggorbének is szoktak
nevezni.

5.10 Feladat Nagyon gyakori, hogy egy részvény arfolyamarol feltételezik, hogy logar-
itmusa normalis eloszlasi. Hatarozzuk meg siriiségfiiggvényét!

Megoldas. Legyen az X valosziniségi valtozo logaritmusa (i, o) paraméteri normaélis
eloszlast (ekkor (u,0?) paraméterti lognormalis eloszlastinak nevezziik) . Ekkor az elos-
zlasfliggvény pozitiv z-ekre (a tobbi z-re az eloszlasfiiggvény nyilvanvaldan 0):

P(X <) = P(In(X) < In(z)) = o(2=w),

Ezt derivalva kapjuk meg X siirtiségfiiggvényét:
fx() =@y L — L oxp [—% (—mf“ﬂ , x>0,

o ox\/ 21T o

Az 5.12 és 5.13 abran a lognormaélis eloszlas stirtiség-, illetve eloszlasfiiggvényét abra-
zoltuk.
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5.10. abra: Kiilonb6zé paramétert normaélis eloszlasok strtiségfiiggvénye

eloszlasfilggvény
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5.11. abra: Kiilonb6z6 paramétert normaélis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

5.11 Feladat A LOM részvény tézsdei zardarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi
tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy holnapi zar6 arfolyama a mai zardéarfolyammal
osztva (0,001, 0,01) paramétert lognormalis eloszlasi. Mennyi annak a valoszintisége,
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5.12. abra: Kiilonb6zd paramétert lognormaélis eloszlasok stirtiségfiiggvénye

eloszlasfilggvény
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5.13. abra: Kiilonb6zd paramétert lognormaélis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

hogy a holnapi zaréarfolyam kisebb lesz 7500 Ft-nal?

Megoldas. Jeldljiik a holnapi zaréarfolyamot Y-al. Ekkor

P(Y < 7500) = P(In(Y/7800) < In(7500/7800)) = (=000 — (-0, 18033) =
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1 — ®(—0,18033) = 42,84%

Biztositoknal gyakran feltételezik, hogy egy-egy kar nagysaganak eloszlasa in. Pareto
eloszlasu. Azt mondjuk, hogy Az X valoszintiségi valtozod («, ) paraméterti Pareto-
eloszlasu (o > 0, 5 > 0), ha eloszlasfiiggvénye

. 0 r <0,
O ()" eso

Az ilyen eloszlasu karokat ,yveszélyesnek” szoktak mondani, mert a nagy karok P(X >
x) valosziniisége csak polinomialisan cseng le. Az 5.14 és 5.15 abran Pareto-eloszlasok

siiriiségfiiggvény
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5.14. adbra: Kiilonbo6zé paramétert Pareto-eloszlasok stirtiségfiiggvénye

stirtiség- és eloszlasfiiggvényét abrazoltuk.

5.12 Feladat A Piroska Biztosito felelgsségi karair6l tudjak, hogy millié forintban széa-
molva (1, 2) paramétert Pareto-eloszlastiak. Amennyiben egy kérrol tudjuk, hogy megha-
ladta az 1 milli6 forintot, akkor mi annak a valoszintisége, hogy nem haladja meg a 3
milli6 forintot?

Megoldas. Mivel az eloszlasfiiggvény folytonos, ezért a valészintiségek értéke nem val-
tozik, ha kisebb-egyenl6t irunk kisebb helyett. Legyen x = 3,y = 1, a = 1,6 = 2. A

keresett valoszintiségre P(X <z | X > y) = Pg”éﬁ;; ) — P()iffg&P<(5<y) = Fxl(f)F;?;()(y) =
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5.15. abra: Kiilonb6z§ paramétert Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvénye

Y1 (1) .
(757) ’ I

Az 5.16 4bran azt abrazoltuk, hogy hogyan alakul kiilonb6z6 paraméterti Pareto-eloszlasok

feltételes eloszlasfiiggvénye, akkor, ha tudjuk, hogy 1-nél nagyobb értéket vesznek fel.

Konnytd kapcsolatot talalni az exponencialis és Pareto-eloszlas kozott.

5.13 Feladat Mutassuk meg, hogy ha az X valoszintiségi valtozo (o, 8) paramétert
Pareto-eloszlast, akkor In(1 + X/f) exponencialis eloszlasu o paraméterrel.

Megoldas. Mivel mindkét valoszintiségi valtozo pozitiv, ezért elég belatni az eloszlas-
fiiggvény egyezdségét a pozitiv félegyenesen.

P(n(1+X/8) <a) = P(X < fle = 1)) =1 = (55 ) =1—e

Az el6bbi kapcsolat két kiillonboz6 eloszlas kozott nem véletlen. A kovetkezd két
példa azt mutatja, hogy barmely eloszlas eloallithato a (0,1) intervallumon egyenletes
eloszlasbol és ennek megforditasa is ,majdnem” igaz. Ezeket az eredményeket mind a
szamitogépes szimulaciokban, mind statisztikai vizsgalatoknal gyakran hasznaljak.

5.14 Feladat Szamitégépilinkbe csak egy véletlen fliggvény van beépitve. Ennek segit-
ségével a 0 és 1 kozott tudunk egy véletlen szamot generédlni. Ezt felhasznalva, hogyan
lehet tetszélegesen elsirt F' eloszlasfliiggvényi véletlen szamot elGallitani?
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5.16. abra: Kiilonb6z§ paramétert Pareto-eloszlasok feltételes eloszlasfiiggvénye

Megoldas. Jelolje F~! az F 4altalanositott inverzét, azaz a

F'u)=inf (t € R: F(t) > u)

Vizsgaljuk meg az X = F~1(U) valtozo eloszlasat, ahol U a (0,1) intervallumon egyen-
letes eloszlast. Mivel

(w: F7Yu) <s)=(u:inf(t: F(t) >u) <s) =

(u:3t<s, F(t) >u) =

(u: F(s) >u) = (—o0, F(s)) ezért

P(X <s)=P(FY(U) <s)=PU < F(s)) = F(s)
Azaz X eloszlasfiiggvénye F.
5.15 Feladat X az (a,b) intervallumbol (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi fel
értékeit és ott F' eloszlasfiiggvénye folytonos és szigortian monoton. Mutassuk meg,

hogy ekkor X-et eloszlasfiiggvényébe beleirva a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintiségi valtozot kapunk!

Megoldas. Legyen U = F(X) és jelolje F~! az F inverzét. Ekkor U a [0, 1] interval-

lumbdl veszi fel értékeit ¢s 0 < 2 < 1-re P(U < z) = P(F(X) <x)=P(X < F7!(2)) =
F(F~'(x)) =z, azaz U a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlast valoszintségi valtozo.
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A hidrologiaban, tavkozlésben, biologiaban és mas teriileteken az egyik leggyakrabban
alkalmazott eloszlds a gamma eloszlas. Egy valoszintiségi valtozd gamma eloszlasu, ha
strtiségfiiggvénye

1 yapa-l —
fla) = AT exp(—Ax) ha x >0
0 egyébként

alaki ahol I'(a) = [ Pexp(—x)dz. X > 0 az eloszlas paramétere, v > 0 pedig a

rendje. Jelolése I', .

5.16 Feladat Mutassuk meg, hogy az imént definialt fiiggvény valoban stirtiségfiig-
gvény!

Megoldas. f nem negativ, tehat csak annyit kell megmutatni, hogy az integralja 1.

/ N e Mdr|, oy, = / y*evdy = T'(y).
0 0
Tehat f strtdségfiiggvény.

Az 5.17 és 5.18 abran lathatjuk néhéany gamma eloszlasi valoszintiségi valtozo eloszlas-

illetve stirtiségfiiggvényét. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_gamma/ cimen ugyanezt

az abrat tovabbi paraméterekre is megkaphatjuk.

slirliségfiiggvény

0oo0 002 004 006 008 010 012 014

5.17. abra: I' eloszlasok stiriségfiiggvénye
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5.18. abra: I' eloszlasok eloszlasfiiggvénye

5.2 Val6szintiségi valtozok varhatd értéke

Korabban mar definidltuk a diszkrét valoszintiségi valtozok varhato értékét. A kovetkezo
definicié ezt altalanositja tugy, hogy a varhaté érték tulajdonsagai ebben az altalanos
esetben is teljesiilnek.

5.11 Definicié E{ = [, v dFe(z) és Eg(§) = [5g(x) dFe(x), ahol a dFe(x) szerinti
integralas a Lebesgue-Stieltjes-integralast _]61011 ha fR x| dFe(x) illetve [, [g(x)] dFe(x)
véges.

Abszolut folytonos esetben a vérhat() érték a Sﬁrfiségfiiggvény segitségével hatarozhato
meg. B¢ = [pa- fe(z) do és Eg(€) = [, g9(x ) d.

A kovetkezs példaban a legnevezetesebb abszolut folytonos eloszlasi valoszintiségi
valtozok varhato értékét hatarozzuk meg.

5.17 Feladat Hatarozzuk meg az egyenletes, exponencialis és normalis eloszlas varhato
értékét!

Megoldas. (1) Az egyenletes eloszlas varhato értéke & ~ F(a,b) esetén
BE= [Pa- L dr=2tb,

(2) A M\-exponencialis eloszlas varhato értéke
E¢= ["w- X e dr = [~z e MIF + [T e dr = [iﬂo =X
(3) A normalis eloszlas varhato értéke & ~ N(0,1) esetén

Efszooox~\/%'6_g dr =0,
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hiszen a stirtiségfiiggvény szimmetrikus, igy az integralban egy péaratlan fiiggvény szerepel
2

(tovabba az integral konvergens, mert elég nagy a-re x - e~z feliilr6l becsiilhets az e

fiiggvénnyel). Altalanosan pedig m-+a& ~ N(m,0?) esetén E(m-+0cf) = m+o-EE = m.

Bizonyos esetekben kényelmesebb az eloszlasfiiggvény felhasznéalasa a varhato érték
meghatarozasahoz.

5.2 Tétel EE = [7(1— Fe(y)) dy — fi)oo Fe(y) dy. Specidglisan, ha & > 0, akkor E =
Jo (1= Fe(y)) dy.

Az el6z6 allitas segitségével talan még konnyebben hatéarozhatd meg az exponencialis
eloszlas varhato értéke.

5.18 Feladat Hatarozzuk meg az exponencialis eloszlas varhato értékét az eldzs tétel
segitségével!

Megoldas. Legyen & ~ A-exponencialis, ekkor
B¢ = [Te ™M dy = .

Eddigi példainkban a varhato érték mindig létezett (véges volt). Ez természetesen
nem mindig teljesiil.

5.19 Feladat Hatarozzuk meg a Pareto-eloszlas varhato értékét!

Megoldas. Az X valoszintiségi valtozo («, 5 ) paramétert Pareto-eloszlasia. Ekkor varhato
értéke: N

EX = [[7(1—Fx(y)) dy = [, (%j_y) dy = %, ha o > 1.

a < 1 esetben az integral o0 értéket vesz fel.

A Pareto-eloszlashoz kapcsolodnak kovetkezs - talan egy kissé megleps - példék is,
melyek egy korabbi példank folytatasa.

5.20 Feladat A Piroska Biztosito felelGsségi karairol tudjak, hogy millié forintban szé-
molva (1,2) paramétert Pareto-eloszlastak. Varhatéan mennyi ekkor egy kar nagysaga?

Megoldas. Az el6z6 példa alapjan rogton tudjuk a kérdésre a vélaszt, hiszen az (o, )
paraméterid Pareto-eloszlas varhato értéke %, igy a felelgsségi karok varhato értéke +oo.
Vajon hogyan fordulhat ez elg? Miért modellezhetjiik ezeket a karokat olyan eloszlassal,
melynek nem véges a varhatod értéke? Bizonyos esetekben valoban jogos az ilyen mod-
ellezés, mert a tapasztalt eloszlas egy végtelen varhato értékid eloszldshoz hasonlit. Az
5.19 dbréan lathato 100 fiiggetlen (1,2) paraméterti Pareto eloszlast valtozo generalasanak

eredménye. Az abrabol elsére egyéltalan nem latszik, hogy itt végtelen varhato értékrsl
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5.19. dbra: Egy végtelen varhato értékd Pareto eloszlasi valoszintiségi valtozo generalésa

van sz0. A felelGsségbiztositasoknal az is el6fordulhat, hogy a karkifizetések nincsenek
korlatozva és - kiilonosen személyi sériilésekkel is jaro esetekben - a biztositoknak nagyon
sokat kell fizetnie.

5.21 Feladat A Piroska Biztosito ttizkarai is Pareto-eloszlasuak, de (2, 1) paramétertiek.
Itt azonban a biztosité csak az 1 millié forint feletti karokra fizet és ekkor is csak a karok
1 milli6 forint feletti részét. Mennyi a tiizkarok illetve a biztosité kifizetéseinek varhato
értéke?

Megoldas. A Pareto-eloszlas varhaté értékére vonatkozd formula szerint a ttizkarok
varhato értéke 1 millio forint. Az 5.20 &dbran lathatd 100 ilyen eloszlasu kar értéke.
A kovetkezd 5.21 abran viszont mar csak azon karok 1 millio Ft feletti része lathato,
melyek meghaladtak az 1 milli6 Ft-ot. Meglepé modon azt tapasztalhatjuk, hogy ezen
meghaladéasok atlaga joval nagyobb az eredeti atlagnal. A kévetkezs szamolas mutatja,
hogy ez nem véletlen. A tiizkar kifizetések eloszlasfliggvénye az x helyen a P((X — 1) <
x| X > 1) feltételes valoszintséggel adhato meg. Ez a valoszintség nem pozitiv z-ekre
nyilvanvaloéan 0, a tébbi z-re pedig kénnyen szamolhato P((X — 1) <z | X > 1) =
P1<X<a+l)  P(X<a+1)—P(X<1) _ Fx(e+1)—Fx(1) _ (%)a*(ﬁ)a 1 ( 841 >a B

P(X>1) 1—P(X<1) - T 1-Fx(n) () B+l+tz
azt mutatja, hogy a kifizetés is Pareto-eloszlasa, csak mar (2,2) paraméterekkel és igy
2 milli6 forint varhato értékkel. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben bar levonunk 1
milli6 forintot a karokbol, mégis nagyobb varhato értéket kapunk!

Az el6z6 példa latszolagos paradoxonat a kovetkezével magyarazhatjuk. A Pareto
eloszlés rendelkezik az un.  fiatalodé” tulajdonsaggal, azaz
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100 fliggetien (2,1) Pareto szimulalasa

12

Kisérletek atlaga 1.1112243665058

10

T
0 20 a0 G0 a0 100

5.20. dbra: Egy 1 varhato értékd Pareto eloszlasu valoszintiségi valtozo generalasa

1 feletti részek

Kisérletek atlaga 1.93164677487412
= _|
N
N
|
] |
I| | I
niumiiInEnnnene
=
T T T T T T
1] q 10 16 20 75 a0

5.21. abra: Egy 1 varhato értéki Pareto eloszlast valoszintiségi valtozo generalasbol az
1 feletti részek
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PX>t+s|X>s)>P(X >t).

Tehat, ha tudjuk, hogy a kiarunk elér egy adott értéket, akkor a kar varhatdéan nagyobb
lesz, mintha nem rendelkeztiink volna ezzel az informacioval. A kirok szimulaci6jat
mutatja be a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_bizt/ cimen talalhatd interaktiv

animacid. Az 5.22 dbra egy screenshot az eredményekrdl.

Piroska biztosito karkifizetések

A tiizkarok varhaté részaranya (%): Tiizkérok Felelgsségi karok

110 99 0 o

Szimulaciok szama:;

50

10 100 1,000

40
L

30
L

20

10
1

Millia Ft Millia Ft

5.22. abra: A Piroska biztosité szimulalt kareseményei az 5.21 feladathoz

Térjiink vissza megint egy korabbi példankhoz!

5.22 Feladat Valasszunk egy pontot taldlomra az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]-
bal! Jeldlje € a vélasztott pont két koordinatajanak az 6sszegét. Szamitsuk ki & varhato
értékét!
Megoldas. ¢ strtiségfiiggvényét mar korabban meghataroztuk.

0 ha t ¢ (0,2)

fe(t) =<t hat € (0,1)

2-t hate(1,2)
Ennek alapjan a varhato érték
BE = [tfe(t)dt = [} tdt + [[t(2 —t)dt =

3 ! 2 _ 3 2 _ 1 7 _
e
Ezt az értéket azonban egyszertibben is megkaphattuk volna, mivel £ két a [0, 1] inter-

vallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozo osszege. Mindkét valtozo i varhato

2
értékd, ezért Osszegiik varhato értéke 1.

Kovetkez§ feladatunk is egy korabbi példa folytatasa.
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5.23 Feladat A LOM részvény tézsdei zardarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi
tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy holnapi zar6 arfolyama a mai zaroéarfolyammal
osztva (0,001, 0,01) paramétertii lognormaélis eloszlasi. Mennyi a holnapi zaréarfolyam
varhato értéke?

Megoldas. Jeloljiik a holnapi zaréarfolyamot Y-al. Ekkor Y = 7800X, £FY = 7800E X,
ahol X (0,001, 0,01) paraméterti lognormélis eloszlasi. Az (m,o?) paramétert lognor-

malis eloszlas Varhato értéke az alabbi modon szamolhato.

EX = [7 exp(m + ox) - 7= -¢ e % dx = exp(m + 0°/2) [0 7=

exp(m + 02/2).

Az utols6 integral azért 1, mert egy N (o, 1) eloszlasi valoszintségi valtozo stirtségfiig-
gvényét integraltuk. Esetiinkben m = 0,001,0% = 0,01, ezért EY = 7800exp(0,006) =
7847.

(z—0)2

dr =

A példamegoldas mutatta, hogy tetszéleges f fliggvényre és £ valosziniiségi valtozora
nem feltétleniil teljesiil az E(f(€)) = f(FE) egyenlSség.

5.3 Szoérasnégyzet, momentumok

A szorasnégyzetet altalanos esetben is ugyanigy definialjuk, mint diszkrét valoszintségi
véaltozokra. A korabban felsorolt tulajdonsagok itt is teljestilnek.

5.12 Definici6 D?*¢ = E(£ — E€)? a £ valoszintiségi valtozo szorasnégyzete, ha az FE
létezik és véges. € szorasa pedig a szorasnégyzet négyzetgyoke, azaz DE = / D?E.

Gyakran jol jellemzik a valoszintiségi valtozo eloszlasat a kiilonb6z6 momentumok

5.13 Definici6 E¢* a ¢ k-adik momentuma és E|¢|* a ¢ k-adik abszoliit momen-
tuma.

Az E(§ — E€)* a € k-adik centralis momentuma és E|¢ — E¢|F a € k-adik abszolit
centralis momentuma.

A definicié alapjan felirhatjuk az abszolut folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozok
szorasnégyzetét és momentumait a sﬁrﬁségfﬁggvénye segitségével.
D¢ = fo_Ef) fe(x) do = [ 2? ) dz — ([yz - fe(z) d )
E¢F = [, aF ) dx
El¢)F = fR \:v!’“ fg x) dx
E( = B = [3(x = BO" - fe(x) da
Bl — B¢ = [glv — ES|* - fe() da

A kovetkezd példdkban nevezetes abszolit folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozok
szorasnégyzetét hatarozzuk meg.
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5.24 Feladat Hatarozzuk meg az exponencialis eloszlas szérasnégyzetét!

Megoldas. Legyen 1 A-exponencialis valoszintiségi valtozé melynek varhato értéke
korébbi ismereteink alapjan En = % Tovabba

En? = [Ta®-X-e ™ do = [azQ(—e*)‘x)}go + [ 22 - e du,

ahol az Osszeg els6 tagja 0, az integral pedig

2w X-e™ de = 2En,

tehat En? = % Ezzel a szorésnégyzet

D2y = B = (En)? = ¥

5.25 Feladat Mutassuk meg, hogy a normélis eloszlastu valtozok szorasnégyzete mege-

gyezik az eloszlas mésodik paraméterével!

Megoldas. Legyen £ ~ N(0,1), azaz standard normalis eloszlast valoszintiségi val-
tozod. Mivel E€ = 0, ezért

D2£:E52:f,00332'\/%7'6_? dx:\/%. |:x.(_e_7):| _|_/ F.G*dezl'
oo T

Altalanosan pedig legyen m + o€ ~ N(m, 0?), ekkor
D*(m + o) = 0? - D*¢ = 0.

5.26 Feladat Mivel egyenl§ egy egyenletes eloszlast valtozo szorasnégyzete?

Megoldas. Legyen X egyenletes eloszlasu az (a,b) intervallumon. Azt méar tudjuk,
hogy KX = QT% EX? = f; x? - ﬁ de = £=2° — b2+a:,f’+“2. Ebbdl a szoérasnégyzet

3(b—a)
_ _ (b—a)?
DX = EX? — (EX)? = ¢=2°

5.27 Feladat Hogyan hatarozhatd meg egy Pareto eloszlasi valoszintségi valtozo szorés-
négyzete?

Megoldas. Y (a, 3)-Pareto eloszlast. Ekkor EY = £ haa>1. EY?= [*2y(1 -
Fy(y)) dy = fooo 2y <Bﬁy> dy = ﬁ — ﬁ, ha o > 2 a < 2 esetben az integral +oo
érteket vesz fel. Ebb6l a szorasnégyzet D*Y = EY? — (EY)? = %, a>2

5.28 Feladat Szamoljuk ki a gamma eloszlés szorasnégyzetét!
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Megoldas. Z I',, ) eloszlasu. Ekkor

EZZfOOOxﬁ)\O‘xO‘_IeXp( )\:c)dx I'(a+1) Afo Aol ol lexp(—)\x)dx: a

F(a a+1 A
EZ? = OOO xQﬁ/\o‘xa_l exp(—A\x)dx = F(FCEIZ) 32 fo F(QH A2zt L exp(—Aa)dr =
(a+1)a
>\2 )
a+1l)a a)2 «
D’Z=EZ*— (EZ) = "3 — (§)" = %

A varhato érték és a szorasnégyzet a valoszintiségi valtozok alapvetd jellemzdi, azon-
ban a valészintiségi valtozo eloszlasat természetesen nem hatarozzak meg. Ezt szemlélteti
a kovetkezd példa.

5.29 Feladat Hatarozzuk meg az m varhato értékd és o2

gamma, lognormalis és Pareto eloszlasok paramétereit!

szorasnégyzetd normalis,

Megoldas. A normélis eloszlas paraméterei a varhatd érték és szorasnégyzet, tehét
N(m, o?) eloszlasrol van sz6.
A Ty x eloszlast valtozo varhato értéke §, szordsnégyzete 5. A kettd hanyadosa pont

A, igy az eloszlasunk I',2 ., .
0'2 70'2

A (p, s?) paraméterii lognormalis eloszlas varhato értékét mar kordbban meghataroztuk:
exp(p+ s°/2)
A szérasnégyzet meghatérozéséhoz elgszor kiszamoljuk a masodik momentumot.

I (exp(p+ sx))? - \/%7 e7 7 dv = exp(2u+25%) [ \/17 L gy — exp(2p +

25%).
Ebbél rogton adodik a exp(2u + s?)(exp(s?) — 1) szérasnégyzet, amibdl elemi szamita-
sokkal kapjuk, hogy

_ m Ao o — 2 /2

=In (\/m) és s = /In(1 + 02/m?).
Az (a, B)-Pareto eloszlasndl a varhato érték és szordsnégyzet —
a > 2. Ebbol megint elemi szamitasokkal adodik, hogy

2
o= mQ,B m% *“mz, ha o2 > m?2.

A kapott stirtiségfiiggvények kiilonbozdségét mutatja be az 5.23 dbra, aholm =1,8,0 =
2. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_2mom/ cimen ugyanezt az abrat kilénbozs

varhato értékekre és szorasokra is megkaphatjuk.

as?
1 1Hetve m, ha

Tobb alkalmazasnal sziikségilink lehet a normalis eloszlds momentumaira.

5.30 Feladat Legyen ¢ standard normélis eloszlast valoszintségi valtozo. Szamoljuk
ki a ¢ valoszintségi valtozo EEF k-ik momentumét minden k& = 0,1,2, ..., nem negativ
egész szamra/

Megoldas. ¢ stirtiségfiiggvénye ¢(z) = #e‘ﬁ/z, —00 < < 00, ezért B = [7 akp(x) do
minden k = 0,1,2,... szamra. Mivel paratlan k = 2k + 1 szamokra a fenti integralban
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—— gamma
=2 - —— lognormalis
Pareto
(=]
=2
@
[=]
=
(=]
(8]
a
2
(=]
| T T T T |
0 2 4 G & 10

5.23. dbra: 1,8 varhato értéki és 2 szorasu valtozok striiségfiiggvénye

szerepls 2l (z) fiiggvény paratlan és abszolut értékének integralja a szamegyenesen
véges, adodik, hogy E¢?+! = (. Paros indexekre parcialisan integralhatunk.

B = [7 a*p(x)de = %f_ 2 e 2 dy =
\/ﬁf 2k1d 22 dp —

_ \7%[ 2k—1 712/2] + ff 1)x2k7267x2/2 dr =

= = [T 2k = 1)z 2-2007/2 _ (2k; 1) EE*=2 dy.

FE® = 1 miatt a fenti azonossdgbol kapjuk, hogy E¢? = 1 (ezt mar korabban is
kiszamoltuk), E¢' = 3EE? = 3, EES = 5E¢Y = 5 -3, és teljes indukcioval EE?F =
2k —1)-(2k —3)- (2k —5)---3-1.

5.4 Egyenl6tlenségek

A valoszintiségi valtozok varhato értékét és szorasnégyzetét a valtozok eloszlasa hatarozza
meg. FEgy kissé meglep6 modon az is igaz, hogy a varhatd érték és szoérasnégyzet
ismeretében bizonyos kovetkeztetéseket tudunk levonni a valdszintségi véltozok elos-
zlasarol a kovetkezd két egyenlGtlenség segitségével.

5.3 Tétel (Markov-egyenl6tlenség) Legyen & nemnegativ valdsziniségi vdltozd, ame-
lynek létezik az EE varhato értéke, tovdabbd legyen ¢ pozitiv szam. Ekkor P(§ > ¢) < E€

5.4 Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség) Ha & szérdsnégyzete véges, azaz D*¢ < oo,
valamint 0 < X, akkor teljesil a P(|§ — E§| > \) < /\2 egyenldtlenséy.
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¢ meghaladasanak valoszinilisége (m=1)

— gamma
Pareto
— lognormalis

0.25
I

0.15
I

valdszinliség

0.00
1

5.24. dbra: 1 varhato értékid és 3 szorasu valoszintiségi valtozok milyen valészintiséggel
haladjak meg c-t7

A kovetkez§ fejezetben fogjuk bemutatni az egyenlGtlenségek alkalmazasat, most csak
azt nézzik meg, hogy egyes esetekben mennyire éles vagy nem éles eredményeket adnak.

5.31 Feladat Hatarozzuk meg az m varhato értékd és o2 szorasnégyzetd gamma, log-
normalis és Pareto eloszlasok esetében a P(§ > cm),c > 2 valoszintségeket, illetve
becsiiljiik meg Sket a Markov- és Csebisev-egyenlétlenséggel!

Megoldas. A Markov-egyenlStlenséghdl rogton adodik a P(€ > em) < % = 1 becslés.
Mivel a valoszintiségi valtozo pozitiv és ¢ > 2, ezért P(§ > em) = P(|{—m| > (c—1)m) <
ﬁ a Csebisev-egyenl6tlenség szerint.

Korabbi példankban meghatéaroztuk az m varhato értéki és o? szorasnégyzetii eloszlasok
paramétereit. Ebbdl a gamma eloszlasra a kévetkezd érték adodik.

P(>cm)=[" ﬁ)\ax‘kl exp(—A\z)dz, 0 = T A =1

A lognormélis eloszlasrél tudjuk, hogy logaritmusa normélis eloszlasu, ezért

> _ In(&)—p > In(em)—py _ 1 _ (ln(cm)f,u> _ m .
P > cm) = P(===F > ==28) = 1 - & ( =—F), ahol u = In T és
s =+/In(1 4 o2/m?).

A Pareto-eloszlasnal N

2 2 2 . . ,
P& > cm) = chm> , ahol & = 22— 3 = m%*2;. Természetesen itt sziikséges a

0% > m? feltétel.
A pontos valoszintiségeket mutatja be az 5.24 abra, ahol m = 1,0 = 3. A http:
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//hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_meghalad/ cimen ugyanezt az abrat kilonboz6 szora-
sokra és c-kre is megkaphatjuk.

5.5 Gyakorl6 feladatok

1.

Valasszunk egy pontot talalomra az (0, 1) x (0, 1) egységnégyzetbdl! Jelolje &, & a
valasztott pont két koordinatajat. Szamitsuk ki & = —In(&;&s) eloszlas, stirtiségfiig-
gvényét és varhato értékét!

. Ketté toriink egy 1m hosszi botot. Jeldlje X a nagyobb rész hosszat és Y a

rovidebbét. P(X < t) =?, P(Y <t) ="

. Egy palcat talalomra vélasztott pontjanal kettétoriink, majd a hosszabbik darab-

bal ugyanezt megismételjiik. Mekkora a valoszintisége, hogy a hérom keletkezett
darabbol haromszog allithato ossze?

Egységnyi oldalhossztusagi négyzetben taldlomra valasztunk egy pontot. Mekkora
annak a valoszintisége, hogy az oldalaktol mért tavolsagainak négyzetosszege kisebb,
mint 3/27

. Egy koron taldlomra kivalasztunk harom pontot. Mekkora annak a valdszintsége,

hogy az altaluk meghatarozott haromszog tartalmazza a kor kézéppontjat?

. A ]0,1] intervallumot taldlomra valasztott két pontjaval harom részre osztjuk.

Jelolje X a legrovidebb darab hosszat! Irjuk fel X eloszlas- és stirtiségfiiggvényét!
Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezdk?

a) f(zr)=xhaxe(0,1) f(x) =0hax<06és f(r)=1hax >1,

b) (0, 1)-en kiviil mint elébb, ha z € (0, 1) akkor f(z) = 1/marcsin(2z —1)+1/2,
(c) f(x) = —arctan( )+1/2

(d

) f(z) = sin(z)

(
(

C

. Valasszunk egy szamot taldlomra a (0,1) intervallumbol. A kobét jelolje X. Szamit-

suk ki X eloszlasfiiggvényét!

Strtségfiiggvény-e f, ha

ahol A > 0

“lexp(—Ar) hax>0

0 hax <0
x
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10.

11.

12.

13.

0 ha = & (0,3/2m)
sinz egyébként

(b) f(z) = {

1
¢ r) = ——0°
© 160) = s
Legyenek X, ..., X, fliggetlen exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozok, Ay, . ..

paraméterekkel. Jelolje Y = min X; ezek minimumat. Milyen eloszlasi Y7

F}, = fy az Y nem negativ valosziniiségi valtozo stirtiség fv.-e. Fejezzikk ki =1/Y
eloszlas— és stirtiségfiiggvénvét az Y eloszlés ill. strdségfv.-ének segitségével!

F|, = fy az Y nem negativ valoszintiségi valtozo striiség fv.-e. Fejezzik ki £ =Y
(a > 0) eloszlas— és siirtségfiiggvénvét az Y eloszlas ill.  strtségfv.-ének segit-
ségével!

fy az Y nem negativ valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye. Fejezziik ki n =
max(Y,1/Y) eloszlas— és sirtségfiiggvényét Y eloszlas ill. strtségfiiggvényének
segitségével!
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6. Egyuttes viselkedés

Nagyon sok esetben egy véletlen eseménynél nem egy, hanem tobb valtozot figyeliink
meg. A tobb valtozo eloszlasat is az eloszlasfiiggvénnyel hatarozzuk meg.

6.1 Definicio A ¢, ..., ¢, valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye az Fe(z) 1=
P& < xy,...,& < x,) fuggvény.

Amennyiben a valoszintségi valtozok diszkrétek, akkor az eloszlast (eloszlasfiiggvényt)
egyértelmiien meghatéarozzak az egyiittes P(§; = 1,...,&, = x,) valoszintiségek. Ab-
szolut folytonos esetben az egyiittes stirtiségfiiggvénnyel jellemezziik az eloszlast.

6.2 Definicido A (&,...,&,) valtozok egylittes strtségfiiggvénye az n-valtozos f fiig-
gvény, ha egyiittes eloszlasfiiggvényiik minden (z1, ..., x,) pontban megegyezik

Amennyiben ismerjik az f egyiittes strtiségfiiggvényt, ugy meg tudjuk hatarozni a
valészintiségi valtozok fiiggvényének varhato értékeét.

6.1 Valészintiségi valtozok fliiggetlensége

A fejezetben elGszor azzal esettel foglalkozunk, amikor a valtozok semmilyen forméban
nem befolyésoljak egymaéast. A kisérletek fiiggetlenségérsl szold részben mar volt szo
valoszintiségi valtozok fiiggetlenségérsl, amit most altalanosabban is megnéziink.

6.3 Definicio A &, ...,¢&, valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha barmely Iy, Iy, ..., I,
intervallumra P(&; € Ih,...,&, € I,) = [[ P(& € L).
i=1

A definiciobol rogton latszik (hiszen a teljes szamegyenest is intervallumnak tekintjiik),
hogy amennyiben &, ...,&, fliggetlenek, akkor koziiliik & < n-et kivalasztva szintén
fiiggetlen valtozokat kapunk. A definiciot tovabba kiterjeszthetjiik végtelen sok valtozo
esetére is.
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6.4 Definicié A &;,&,, ... valoszintségi valtozok fliiggetlenek, ha minden n-re &, ..., &,
fiiggetlenek.

Fiiggetlen valoszintiségi valtozok fiiggvényei is fiiggetlenek lesznek. Példaul, ha &, &, &3
fliggetlenek, akkor &7, &, &5 is fiiggetlenek, vagy & + &, &5 is.
A fiiggetlenséget az eloszlasfiiggvény, stirtiségfiiggvény segitségével is meghatarozhatjuk.

6.1 Tétel (i) A (&1, ..., &) valdszindségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha egytittes
eloszldsfigguényiik megegyezik eloszldsfigguényeik szorzataval F(z) = [] Fg,(x;) min-
i=1

den z-re. (i) Legyenek &,...,&, diszkrétek. FEkkor pontosan akkor fdggetlenek, ha

n

P& = x1,...,& = x,) = [ P(& = x;) minden x;-re. (iii) Legyenek &,...,&, ab-
i=1
szolut folytonos valdsziniségi valtozok. Itt a fliggetlenség ekvivalens azzal, hogy egyiittes

striségfigguényiik megegyezik strdséfiggvényeik szorzatdval f(x) = [] fe,(xi).
i=1

6.2 Konvolucid

Gyakran sziikséglink van fliggetlen valtozok Osszegének eloszlasara. Ez kiilonosen dis-
zkrét esetben szamolhato ki konnyen.

6.2 Tétel (Diszkrét konvolacios formula) Legyenek € ésn fiiggetlenek, értékkészletiik
pedig {zi} és {yi}. Ekkor P((+n=2)= 3. P =)  Pln=u).

Tpt+yi1==2

6.1 Feladat Legyenek £ ~ B(ny,p) és n ~ B(ng,p) figgetlenek. Ekkor £ +n ~ B(ng +
n27p)'

k
pelda Megoldas. & + n értékkészlete 0,1,...,n1 + ng, igy P(E+n =k) = > P(§ =

min{k,n1}

l) . P(n =k — l) = Z (nll) _pl . (1 _ p)m—l . (knfl) 'pk—l . (1 . p)nz—k-H _
l=max{k—n2,0}

l > } (TLZ1) . (kn_zl) . pk . (1 _ p)n1+n27k _ pk . (1 _ p)n1+n27k . (karnz)7 azaz £_|_ n ~
=max{k—nz2,0

B(ny + ng, p).

Meg kell jegyezni, hogy ugyanezt sokkal egyszertibben is kiszamithattuk volna. Tudjuk,
hogy tugy kaphatunk egy n és p paraméterd binomialis eloszlast valtozot, ha megsza-
moljuk n fliggetlen kisérletbdl a sikeres kisérletek szamat (mindegyik kisérlet p valoszintiséggel
sikeres). Ez azt jelenti, hogy n fiiggetlen p-paraméterti indikator véaltozo Gsszege B(n,p)
eloszlasu. Legyenek ekkor Xy, Xs,... fiiggetlen, azonos eloszlasu p-indikatorok, ekkor

min{k,n1}
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Xi+...+X, ~B(n,p), Xpi1+. ..+ Xpym ~ B(m,p), és Xq+...+ X1 ~ B(n+m,p).

6.2 Feladat Legyenek ¢ ~ A-Poisson és n ~ pu-Poisson fliggetlenek. Ekkor & +n ~
(A + p)-Poisson.

i k A= k=l.e=h —(\+w)
Megoldas. P(¢ +1=k) = S P =1)- Py =k —1) =y A bber — e

I k—1)! k!
=0 =0 (k=D

k
ST Nt = 67(,:#) - (A + p)k, azaz valéban (\ + u) paraméteri Poisson-eloszlast
i=0

k:apunk.

Fiiggetlen kisérleteket végziink. Egy kisérlet p valoszintiséggel sikeres. Jeloljiik &-vel
az r-edik sikeres kisérlet sorszamat. Ekkor & lehetséges értékei {r,r + 1,7 +2,...} és a
{¢ = k} esemény pontosan azt jelenti, hogy az els§ k — 1 kisérletbdl r — 1 sikeres és k —r
sikertelen, tovabba az r-edik kisérlet sikeres. Igy ennek valoszintsége:

PE=k) = () - (L=p)F " p"

6.5 Definicié A P({ =k) = (fj) (L=p)kp k=rr+1,r+2,... eloszlast (r,p)
paramétertd (vagy masképpen r-edrendd p-paramétert) negativ binomidlis eloszlasnak
nevezziik. Az r = 1 specialis esetet p-paraméteri Pascal vagy geometriai eloszldsnak

nevezzik (1d. 3.5 fejezet).
6.3 Feladat Legyenek & ~ p-Pascal és  ~ p-Pascal fiiggetlenek. Mi Gsszegiik eloszlasa?

Megoldas. Végezziink p valoszintiséggel sikeres kisérleteket. Legyen X az els§ sikeres
kisérlet sorszama. Utana addig kisérleteziink, amig megint sikeresek nem lesziink. Ezen
ujabb kisérletek szamat jeloljiik Y-al. Ekkor X és Y fiiggetlen p-Pascal eloszlasiak,
igy egyrészt Osszeglik eloszlasa megegyezik & + n eloszlasaval, mésrészt Osszegiik pont
a 2. sikeres kisérlet sorszama, melynek eloszlasa mésodrendd p paraméterd negativ
binomiélis.

Abszolut folytonos esetben is nagyon hasonl6 a konvolucios formula, csak itt sszegzés
helyett integralni kell.

6.3 Tétel (Konvoliciés formula) Legyenek ésn figgetlen, abszolit folytonos valdszintségi
vdltozok. Ekkor £ + n is abszolit folytonos eloszldsu, és siriségfigguénye fein(z) =

T s =) fi) dy= f F)- il ) dy.

Ezzel a formuléval a legkiilonb6z6bb eloszlasn fiiggetlen valoszintségi valtozok 6sszegének
eloszlasat lehet meghatarozni, amit a kovetkezd példdkban be is mutatunk.
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6.4 Feladat X és Y fiiggetlen, egyenletes eloszlast valoszintségi valtozok a [0, 1] inter-
vallumon. Mi lesz 6sszegiik eloszlasa?

Megoldas. Az X + Y valoszintiségi valtozo striiségfliggvénye a g(z) = ffooo fly)f(z —
y) dy figgvény, ahol f(x) a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlas strtiségfiiggvénye.
Ezért f(y)f(r—y)=1,ha0<y<1,és0<z—y<1l,azazz —1 <y <z, és nulla
egyébként. Ez azt jelenti, hogy az X + Y Osszeg g(x) striiségfiiggvénye az x pontban
megegyezik a [0, 1] N [z — 1, z| intervallum hosszéval. Ha x < 0 vagy = > 2, akkor a fenti
metszet tires, ezért ebben az esetben g(x) = 0. Ha 0 < x < 1, akkor ez a metszet a [0, z]
intervallum, és ennek hossza x, azaz ebben az esetben g(z) = z. Ha 1 < x < 2, akkor
ez a metszet a [ — 1, 1] intervallum amelynek hossza 2 — x, azaz g(z) = 2 — = ebben az
esetben.

A 6.1 és 6.2 abran lathato, hogy ennél a konvolucional az eredeti siirtiségfiiggvényre

X és Y slirliségfiiggvénye

6.1. abra: A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valtozok striiségfiiggvénye

egyaltalan nem hasonlit6 stirtiségfiiggvényt kaptunk. Meg kell jegyezni azt is, hogy ez a
példa val6jaban megegyezik azzal a korabban megoldott példaval, amikor az egységné-
gyzetben véletlenszerden valasztott pont 2 koordinataja osszegének eloszlésat hataroztuk
meg.

6.5 Feladat Vegyiink egy olyan autobuszjaratot, ahol a buszok kovetési ideje egymastol
fiiggetlen, azonos A-exponencialis eloszlasu. Jelolje & az els6 busz beérkezési idejét, &,
az els6 és a masodik busz érkezése kozotti id6t, &3 a méasodik és harmadik busz érkezése
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X+Y siirliségfiiggvénye

10

0.4
|

08

04

0.2

00

6.2. abra: A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valtozok konvoluciojanak stirtiségfiig-
gvénye

kozoztti id6t, stb. Ekkor mi a [0, ¢) idSintervallumban beérkezé buszok szamanak elos-
zlasa?

Megoldas. A http://wuw.math.elte.hu/ arato/peldatar/busz.gif animéciéban
lathatjuk a buszok érkezési idejét és a beérkezd buszok szamat abban a speciélis eset-
ben, amikor az els§ busz 6-kor indul és a buszok atlagosan éranként kovetik egymaést.

Legyenek &, .. ., &, fiiggetlen M\-exponencialis valoszintiségi valtozok és S, = &+ ... +&,.
0 <0
Azt allitjuk, hogy ekkor S, siirtiségfiiggvénye g, (x) = {an \mo-Aa S0 Ezt n-re
(n—1)! x

vonatkoz6 teljes indukcioval latjuk be a kovetkezSképpen.
Az n =1 esetben g; pont a A-exponencialis eloszlés strtiségfiiggvénye. Tegyiik fel, hogy

96


http://www.math.elte.hu/~arato/peldatar/busz.gif

n-ig igaz az allitas, és belatjuk (n + 1)-re

In1(T) = flertotentensn) (T / Jat. +§n —y)- fsm( ) dy

gn(z— y) gl(y)

x — )"\ —Az—y)

— / (= —y) € )\e_)‘ydy

0 (n—1)!
)\n—l—l —Az T n)\n+1
—6 n(m o y>n—1dy — T e—)\z

n! 0 n!

N

Vv
Jo nzn—ldz

(x > 0), amivel a kivant eredményt kaptuk.
Jelolje N a beérkezett buszok szamat. Errdl az N-r6l mutatjunk meg, hogy (At)-Poisson
eloszlast, ugyanis:

P(N=n)=P(N>n)—P(N>n+1)=P(S,<t)— P(Sp11 <t)=

t  .n—1yn,—A\x t .ny\ynt+tl,_—Ax n t t
" N "\ e A
/ —d:v—/ —_—dx = — / na" e Mdy — / " \e Mdx
o (m=1)! 0 n! n! 1 Jo B
| —

[$n€7>\z]6_fg nxn—le—Azdy

()\t)nef)\t

n!

Y

azaz ilyen valoszintséggel érkezik pontosan n busz a megalloba ¢ id6 alatt. Mellékesen
megkaptuk azt az eredményt is, hogy amennyiben a buszok kovetési idejének varhato
értéke m, akkor ¢ id6 alatt varhatéan % busz érkezik be a megalloba.

A megoldas soran valojaban azt mutattuk meg, hogy n db. fiiggetlen \-exponencialis
eloszlast valtozo (ezek eloszlasa egyben I'y )) Osszege I',, \ eloszlasi. Nézziik ezt meg
altalanosabban!

6.6 Feladat X és Y fiiggetlen A > 0 paramétert, o > 0 illetve 8 rendid gamma elos-
zlasiak. Mutassuk meg, hogy X +Y A > 0 paramétert és a+ ( rendd gamma eloszlasu!

Megoldas. Jeloljiik f-el X, g-vel YV stirtiségfiiggvényét. Mivel f is és g is csak a pozitiv
félegyenesen nem 0, ezért a konvoliciés formulaban csak egy véges intervallumon kell

integralni:
t

fxav(t) f f(z) gt —x) dv = [ f(z) - g(t — x) dz. Ez az azonossag természetesen
0
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nemcsak gamma eloszlasi valoszintiségi valtozokra, hanem tetszoleges pozitiv abszolut
folytonos eloszlasuakra is igaz. A gamma eloszlasuakra kapjuk, hogy

t 1
_)\axaflef)\m_)\ﬁ t— 1 BflefA(tfm)dx —
| ) Y
1 — At !
)\a+5/x t— ) el =
NG , O )l
1 Xt YL -
e )\a'i‘/BtOH‘B 1/ yOL 1(1 —y B 1dy
O o )

J/

B(or5)

A B(«, B)-val jelolt integral nem fiigg ¢-t8l, tehat a striségfiiggvény az o +  rendd, A
paraméteri I' eloszlas strtiségfiiggvényével aranyos, és akkor az ardnyossagi tényezd csak
1 lehet. Azt is megkaptuk tehat, hogy

1 1
ot p  tarm @F
Tehat F( )F(ﬁ)

6.7 Feladat Legyenek & és n fliggetlen, standard normalis eloszlast valdszintiségi val-
tozok. Mutassuk meg, hogy &2 + n? exponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozo A = %
paraméterrel.

Megoldas. P(¢? < z) = ®(y/z) — ®(—/z) = 2®(\/x) — 1, ha = > 0. Ebbdl a

&% valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye g(z) = ”(T‘f) = ﬁe‘mﬂ, ha z > 0, ¢és
g(x) =0, ha z < 0. Irjuk fel a konvoluci6 segitségével a kivant strtiségfiiggvényt.

— f$ 1 e—u/Qe—(a}—u)/Z du =
0 27\ /u(z—u)
—e 2 2 _ 1 _—z/2
/f02ﬂ' v(1— v)dv_56 /’ ha z 2 0,

és f(z) =0, hax <0.

Eszrevehetjiik azonban, hogy val()jéban ezt a példat mar megoldottuk, hiszen &2 elos—
zlasa nem mas, mint I'1 1 igy &2 + n? eloszlasa az el6z6 példa szerint ['ya, 1 ami pont
paraméteri exponenc1afls eloszlas.

€% eloszlasat x? eloszlasnak, r darab fiiggetlen y? eloszlast valtozo Osszegének eloszlasat
pedig r szabadsagfokii x? eloszlasnak nevezziik. Ez utobbi jelolése x2.
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siiriiségfiiggvény

20
1

15

1.0

05
|

6.3. dbra: Kiilénboz6 paraméterti x? eloszlasok stirtiségfiiggvénye

eloszlasfilggvény

1.0

06
|

04

6.4. dbra: Kiilonboz6 paramétert x? eloszlasok eloszlasfiiggvénye

A 6.3 és 6.4 abran kiilonboz6 szabadsagfokt y? eloszlasok stirtiség-, illetve eloszlas-
fliggvényét abrazoltuk.
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Felmeriilhet a kérdés, hogy meg tudjuk-e hatarozni fliggetlen valosziniiségi valtozok
kiilonbségének strtségfiiggvényét. Erre ad valaszt a kovetkezd példa.

6.8 Feladat Legyenek £ és n fliggetlen, abszolit folytonos valoszintségi valtozok. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor & — 7 is abszolut folytonos eloszlasi, és stirtiségfiiggvénye

feo(z) = / fele — ) - fo(—y) dy = / fe(w) - foly — ) dy.

Megoldas. A példa allitasa rogton kdvetkezik abbol, hogy & és —n is fliggetlen, abszolut
folytonos valoszintségi valtozok, tovabba —n strtségfiiggvénye f_,(y) = f,(—y).

Az el6z6 példa eredményét rogton alkalmazhatjuk a kovetkezs feladat megoldésanal.

6.9 Feladat Legyenek X, Y fiiggetlen, azonos exponenciélis eloszlasi valdszintiségi val-
tozok. Hatarozzuk meg | X — Y| eloszlasat!

Ae ™M x>0

0. x<0 ' Y striiségfiiggvénye pedig

Megoldas. X stirtiségfiiggvénye {
XM x <0
0, x>0

2 fx@ =) foy @)y = [0 (= o) foy (y)dy = [0 Ne A0 \Avdy —

2 [l

. A konvolucios formula szerint X-Y stirtiségfiiggvénye

— Az
- /\e%\ ,.TZO
,\62967 xr <0

Ebbdl az abszolut érték striiségfiiggvénye (ez csak a pozitiv félegyenesen nem 0):

fx—y (@) + fx_y(—z) = Ae™.
Igy ugyanolyan paramétert exponenciélis eloszlast kaptunk.

Kovetkezé példank azt mutatja meg, hogy fiiggetlen, normalis eloszlast valtozok
Osszege szintén normalis eloszlast lesz. Ennek a ténynek igen sok alkalmazasa van.

6.10 Feladat Legyen 7; és 1, két fliggetlen normalis eloszlast valoszintségi valtozo m,
illetve my varhato értékkel, o? és o3 szordsnégyzettel. Lassuk be, hogy az 1, + 1, Osszeg
my+ms varhato értéki és o3+ 02 szordsnégyzet normélis eloszlast valoszintiségi valtozo.
Megoldas. Legyen elészor m; = my = 0 és 07 = 1,02 = o2, Ekkor a konvolicios
formula szerint az Osszeg strtiségfiiggvénye:
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foo 1 —u?/2_1 6—(:c—u)2/202 du

—oc0 2v/7 2\/mo
_ e 1 (u=a/(+1) _ 2?/(o?+1)=a?/(>+1)?
- f—oo 27 2\/70 eXpy — 202/(0241) 202 /(02+1) du
=1 =z Lroeo 1 _ (u=z/(c®+1))
 2y/7(0241) eXp{ 2(cr2+1)}f—<>o 24/702/(02+1) eXp{ 20%/(0?+1) } du
1 2

NCT T R ~3r) (-
Itt kihasznaltuk azt, hogy
1 expd — (oa/ (D)2
24/702/(02+1) 202 /(02+41)
egy N(z/(0?+1),20%/(0?+1)) eloszlast valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye. Megkap-
tuk tehét, hogy az dsszeg eloszlasa N (0,1 + o?).
Visszatérve az altalanos esethez lathatjuk, hogy

M+ m=m+me+ 0y <m;—1ml+g%(772 —m2)> =my +my+ 01(& + &),

ahol & N(0,1) és & N(0,05/0%) fliggetlenek. A kiszamoltak szerint & + & N(0,1 +
03/0%), 1gy m + n2 N(my + mg, 0f + 03).

6.11 Feladat A Sulytalan Kft altal gyartott digitalis konyhamérlegek mérési hibaja két
fiiggetlen tényezére vezethetd vissza. Az egyik az elem toltottségétsl fligg, a masik a
levegd paratartalméatol. Az els§ hiba grammban mérve N(0,1) eloszlasta, a méasodik
N(0,22). Milyen eloszlast a mérési hiba? Mennyi a valoszintisége, hogy egy 52 grammos
zsemlét legfeljebb 48 grammosnak mériink?

Megoldas. Mivel a hibakrol feltételeztiik, hogy fiiggetlenek és normélis eloszlasuak, ezért
osszeglik N(0,1+4) = N(0,5) eloszlasu. Jeloljiik a zsemle mérésének eredményét X-el.
Ekkor X eloszlasa N(52,5). Ebbdl a keresett valoszintiség P(X < 48) = P(£22 <

V5
%) = ®(—1,7889) =1 — P(1,7889) = 1 — 0,9632 = 0, 0368

6.12 Feladat Korabbi vizsgélatok szerint Budapesten egy kobméter levegében a butin
gazmolekulak mennyisége jo kozelitésben normalis eloszlastinak tekinthets. Kis szen-
nyezettségli napon a paraméterek 950 és 10%2. Amennyiben egy kis szennyezettségi
napon 50 fiiggetlen mérést végziink, akkor mennyi a valészintisége, hogy a mérések atlaga
meghaladja a 960-as értéket?

Megoldas. Amennyiben a (&;,...,&,) valoszintiségi véltozok fiiggetlenek és N(m, o?)
n i &
L . . L1: . 2 , 7 =
eloszlastuak, akkor 1—51& eloszlasa is normélis nm és no® paraméterekkel. Igy a =

atlag eloszlasa N(m, %2) Esetiinkben ez azt jelenti, hogy a mérések atlaga N(950,2)
eloszlasi. Amennyiben az atlagot Y-al jeloljiik, tgy a keresett valoszintiség P(Y >

960) = P(Y\_/%50 > 960\;5950) =1—®(7,07), ami 0-hoz nagyon kozeli érték.
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6.3 Figgetlen valészintiségi valtozok osszegének szoras-
négyzete

Korabban lattuk, hogy valoszintiségi valtozok 6sszegének varhato értéke a varhato értékek
Osszege. A szorzatnal azonban mar feltételekre is sziikség van.

6.4 Tétel Legyenek & ésn fiiggetlen valosziniségi valtozok véges vdrhato értékkel. Ekkor
szorzatuk vdrhato értéke is létezik és E(&-n) = E(§) - E(n).

Ebbdl a tulajdonsaghol vezethets le, hogy fiiggetlen valoszintiségi valtozok Osszegének
szorasnégyzete a szordsnégyzetek Osszege.

6.5 Tétel Legyenck &1,&, ..., &, pdronként fiiggetlenek és D¢, ..., D¢, < co. Ekkor
D*(& + ...+ &) = > D%,.
i=1

A tételbdl rogton levezethets a kévetkezd tulajdonsag.

6.13 Feladat Legyenek &1, &, ..., &, paronként fliggetlenek és ¢y, cs, . . ., ¢, konstansok.
Ekkor D?(ci&y + ... + ¢cu&n) = Y. 2D,
i=1

Megoldas. Mivel ¢1&;, c2&a, . . ., c,&, is paronként fiiggetlenek, tovabba D?(¢;€) = ¢2D?¢;,
ezért az Osszeg szorasnégyzetére vonatkozo példabol rogton kovetkezik a példa allitasa.
Nagyon fontos megjegyezni, hogy fiiggetlen valoszintiségi valtozok kiilonbségének szoras-
négyzete megegyezik Osszegiik szorasnégyzetével, azaz a szorasnégyzetek Osszegével.

6.14 Feladat Egy televizios jatékban a fényereményt nagyon bonyolult médon sorsoljak
ki. 10 fiiggetlen kisérletet végeznek, mindegyiknél két fiiggetlen 3-paraméterd Poison
eloszlasti valtozot sorsolnak ki és veszik ezek szorzatat. A nyeremény ezen véletlen
szorzatok Osszege millié forintban. Hatarozzuk meg a nyeremény varhato értékét és
szorasnégyzetét!

Megoldas. Jelolje X; és Y; a j-ik kisérlet soran a két eredményt, és legyen Z; = XY/,
1 <5 < 10. Ekkor minket az § = Zjlil Z; valoszintiségi valtozo varhato értéke és
szorasnégyzete érdekel. Felirhatjuk, hogy E¢ = Zjl.il EZ; = Zjﬂl EX;EY;, és

10 10

D =302 =3 (EZ — (EZ)*) = Y EX?EY? - Y (EX,EY;)".
j=1

7=1 7j=1 7j=1

102



A nyeremény eloszlasa

Gyakorisag
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6.5. dbra: TV jaték nyereményeinek gyakorisaga

Tovabba, FX; = EY; = 3, és EX]2 = EYj2 =34 3% = 12 minden 1 < j < 10 szamra.
Innen F€ =10-3-3 =90, és D*¢ =10-12-12 — 10 - 9% = 630.

A 6.5 dbrdn mutatjuk be, hogy 10000 jatékot véletleniil generdlva mi a nyeremények
gyakorisaga.

6.15 Feladat Egy part szavazotaborat szeretnénk megbecsiilni tgy, hogy legaldbb 0,95
valoszintiséggel legfeljebb 1%-ot tévedjiink. Hany embert kell ehhez legalabb megkérdezni?

Megoldas. Jelolje N az 6sszes ember, M a kérdéses partra szavazok, n pedig a megkérdezettek
szamat, ekkor p := %—et akarjuk jol kozeliteni. Legyen tovabba X; értéke 1, ha az i-edik
megkérdezett az adott partra szavaz és 0 kiilonben. Egyszertiség kedvéért feltételezziik,
hogy X;-k fliggetlenek. Ekkor a

Xi+.. +X, M
P(' 1t ”——§0,01)20,95
n N

egyenlStlenségnek kell teljesiilnie, ami pontosan akkor igaz, ha

Xi+...+X,
P(1%

—p| > 0,01) <0, 05.

A Csebisev-egyenlétlenség alapjén

Xy 4.+ X, P(FE)
P(| : o _p|>0701>SW’
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D X)  gronep(l—p) 10000-p(1—p) _10000-§ _ 5
0,012 0,012 B n -~ n T 100

tehat n > 50000 ember valasztasa biztosan elegendd.

6.16 Feladat Becsiiljiik meg annak valoszintiségét, hogy egy szabalyos érme 1000-szeri
feldobasanal legalabb 600 fejet dobunk!

Megoldas. Legyen Y; értéke 1, ha az i-edik dobas fej és 0 kiilonben. Mivel az érme

szabalyos, ezért Y;-k fiiggetlen %-paraméterl’i indikator valtozok és nekiink a P(> Y; >
i=1

600) valoszintséget kell megbecstilniink.

A Markov egyenl6tlenség kozvetlen alkalmazésaval a

n

" 2 BY: 500 5
PO Y, >600) <= — = —— ==
<Z 2 600) < 600 600 6

i=1

becslés jon ki. Ez azonban lathatéan nagyon gyenge becslés, hiszen a szabalyossidg mi-
att annak valodszintisége, hogy egy szabélyos érme 1000-szeri feldobasanal legalabb 600
fejet dobunk ugyanannyi, mint annak valoszintisége, hogy egy szabélyos érme 1000-szeri
feldobasanal legaldbb 600 irast dobunk,igy a becslendd valdszintiség kisebb %—nél. A Cse-
bisev egyenléStlenség alkalmazésénal elGszor hasznaljuk tjbol, hogy annak valdszintsége,
hogy legalabb 600 fejet dobunk ugyanannyi, mint annak, hogy legalabb 600 irast dobunk,

az frasok szama pedig 1000 — > Y;. Ebbdl kapjuk, hogy

=1
(Z Y>600)+P(Z Y;<400) ) DQ(fj Y:) .
(ZY > 600) = —= —= =1p(| z Y; — 500 > 100) < 55— = &

A Markov egyenlGtlenséget azonban megprobalhatjuk egy kicsit ,triikkosebben” alka-
Imazni.

102001/‘
1000 E (%)izl '
1000 gy 2 Vi 41,600
P(3 Y2 600) = P((3) =) 2 (2)7 < —gymo =
1= 2
1000
Y 1000 _ 1000
AFE ((%) & varhato érték megegyezik E (H (%)Y’) H E (%) (%)looo—vel,
i=1
igy a joval pontosabb
1000 (5)1000
(Z Y; > 600) < 1.799938 - 1079 becslést kapjuk.

(2)600 -
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6.17 Feladat A bizin részecskék szamat egy nagyon bonyolult miiszerrel mérik. A
mérési hiba 100 kiilonbozs és egymastol fiiggetlen N(0,22) eloszldst hiba eredsjébdl
adodik. Becsiiljiik meg annak valoszintségét, hogy a mért érték az igazitol legalabb
100-al tér el!

Megoldas. Jeloljiik a mérési hibat e-al. Ekkor e szorasnégyzete 400, igy a Csebisev-

egyenl6tlenségbdl P(le| > 100) < <29 = 0, 04 becslés adodik. Azonban ebben az esetben

felesleges becslést alkalmazni, mivel a hiba pontos N (0, 100-22)eloszlasa is ismert. Ebbdl

P(|e| > 100) = P(‘ m’ > J8) = ®(=5) +1-@(5) =2 (1—-d(5)) = 5,733031 - 10"

6.4 Kovariancia és korrelacio

A valoszintségi valtozok természetesen nem mindig fiiggetlenek. Osszefiiggésiik mértékére
kiilonb6z6 mérdszamok vannak, ezek koziil talan a leggyakoribb a kovetkez6kben definialt
kovariancia és korrelacio.

6.6 Definicio A £ és n valoszintiségi valtozok kovarianciaja

cov(&,n) = E{(£ — E€)(n— En)},

korrelaci6ja
_ _ cou(§,m)
R(é-ﬂ 77) - COTT(&?U) - Dg i D?] .

¢ és n korreldlatlanok, ha kovarianciajuk 0.

Felsoroljuk a kovariancia és korrelacié néhany fontosabb tulajdonsagat.

cov(§,n) = E(§-n) — ES- En.

|R(E,m)| < 1.

|R(£,m)| = 1 akkor és csak akkor, ha létezik a # 0 és b, hogy £ = an+b (1 valoszintiséggel).
Amennyiben ¢ és n fiiggetlenek, akkor R(&,n) = 0.

Legyenek &1,&,...,&, paronként korreldlatlanok és ci,ca,...,c, konstansok. Ekkor

D2(C151 + ...+ Cnfn) = Z C?l)gfz
=1

6.18 Feladat X egyenletes eloszlasiu a [—1,1] intervallumon. Mutassuk meg, hogy X
és X? korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek!

Megoldas. Intuitive latszik, hogy X? nem fiiggetlen X-t6], de kénnyd ezt megmutatni

formalisan is. Mivel X E[—1,1] eloszlast, ezért P(X < —1) = 1 és P(X? < 1) =
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P(—1 < X < 1) = 3. Ebbdl kivetkezik, hogy
PX<—-1,X?°<3)=PX<—-3)=1#:=PX <-1P(X*<7),
ami mutatja, hogy a két valtoz6 nem fiiggetlen egymastol.

Tudjuk, hogy EX = 0 4s D?*X = E(X?) = % Rogton latszik az is, hogy E(X - X?) =
E(X3) = 0. Ebb6l a kovarianciara cov(X, X?) = E(X - X?) — EXE(X?) = 0 adodik,
tehat a két valoszintiségi valtozo korrelalatlan.

A példa azt mutatja, hogy a fiiggetlenség er6sebb kovetelmény, mint a
korrelalatlansag, ezért ezt a két tulajdonsagot soha nem szabad Gsszekeverni!

6.19 Feladat X és Y fiiggetlen standard normalis eloszldstiak. Mutassuk meg, hogy
7 = XY esetén X és Z korrelalatlanok, de X? és Z? mar nem!

Megoldas. Tudjuk, hogy standard normalis eloszlast véltozokra EX = 0, E(X?) =
1, E(X%) = 3. Ebbdl kapjuk, hogy EZ = EXEY = 0,E(Z%) = E(X?)E(Y?) = 1,
tovabba, hogy E(XZ) = E(X?)EY = 0 é E(X2Z%) = E(XY)E(Y?) = 3. Igy
a kovariancidkra adédnak a cov(X,Z) = FE(XZ) — EXEZ = 0 és cov(X? Z?) =
E(X?%*Z?) — E(X?)E(Z?) = 2 eredmények, ami pont a példa allitasat igazolja.

Gyakran nehéz kideriteni, hogy bizonyos véletlen mennyiségek fiiggetlenek-e, viszont
a korrelaciot konnyebb szamitani. Tudjuk, hogy & és n fiiggetlenségébdl kovetkezik,
hogy &F és n¥ fiiggetlenck és korrelalatlanok minden k hatvanyra. Ezért a fiiggetlenség
elvetéséhez elég egy hatvanyra megmutatni a korrelaltsagot.

6.20 Feladat X, és X, fiiggetlen, egyenletes eloszlasiuak a [0, 1] intervallumon. Legyen
Y1 = min(X;, Xs), Yo = max(X;, X5). Hatérozzuk meg R(Y), Y2)-t!

Megoldas. P(Y, < z) = 22,0 < x < 1, igy Y, stirtiségfiiggvénye 2z a [0, 1] intervallumon
és 0 kiilonben. Ebbdl kapjuk, hogy

EY,; = fol x2xdr = %,EYf = fol x22xdr = %, D?*Y, = % — (%)2 = 1—18

Mivel EY; + EY; = E(Y1 +Y2) = E(X1 + X3) = EX; + EX, = 1, ezért EY; = 3. A
szorzatnal is hasonloképpen jarhatunk el.

E(m}é) = E(XlXQ) = EXl . EXQ == 1,
amib6l cov(Yy,Ys) = + — 2 — 2 =

szorasnégyzeteét.

W |

Ennek segitségével meg tudjuk hatérozni Y;

W~
w
w
&l

RV, Ys) = ¥ =1
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6.21 Feladat Mutassuk meg, hogy két esemény pontosan akkor fiiggetlen, ha indikator
valtozoik korrelalatlanok!

Megoldas. Amennyiben A és B fiiggetlenek, ugy x4 és xp indikatoraik is fiiggetlenek,
igy korrelalatlanok is. Amennyiben R(x 4, x5) =0, tgy E(xaxs)—ExaExs = 0. Azon-
ban E(xaxs) = Exap = P(AB), Exa = P(A), Expg = P(B), ezért A és B fiiggetlenek.

Nem fiiggetlen valoszintiségi valtozok Osszege szorasnégyzetének meghatarozasahoz
sziikségiink van a valtozok korrelaciojara. Ilyen tipusa példak a kovetkezdk.

6.22 Feladat 100-szor huzunk visszatevéssel egy dobozbdl, melyben 20 piros és 80 fehér
goly6 van. Tekintsiik az egymast kovets piros-piros hiizédsparok szamat és hatarozzuk
meg ezen szam varhato értékét és szorasnégyzetét? (Major Péter példaja nyoman)

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezs &;, 1 < j < 99, valosziniségi valtozokat: §; = 1,
ha mind a j-edik és j + 1-ik htzasnél pirosat huzunk, §; = 0 egyébként. Az S =
Z?il &, valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasnégyzetét akarjuk meghatérozni. A

varhato értéket konnyen meghatarozhatjuk £S = F (Z?il E§J> = %, mivel F§; = %

Erdemes megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett & valoszintiségi valtozok
nem fiiggetlenek, de a fliggetlenségre nincs sziikség a varhaté érték additivitdsahaz.

A szorésnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem csupa
fiiggetlen valdszintiségi valtozd Osszegét vizsgaljuk. Hasznaljuk a szorasnégyzet kiszamo-
lasanal a kovetkezd formulat.

99 99
D28 = D? <Z @) =Y D%+2 ) cov(§ &)
j=1 j=1

1<j<k<99

Tovabba cov(€;, &) = 0, ha k > j + 2, mert ebben az esetben §; és &, fliggetlenek, és
cov(&5,€541) = 752 — 535 = gz minden 1 < j < 98 szémra. Ugyanis BEE 41 = 752, mivel
§i&i+1 = 1, haa j-edikre, j+1-ikre és j+2-ikre mind pirosat hizunk, aminek valészintsége
350 68§41 = 0 egyébként. Tovabba E&EE = Ezenkiviil D?¢; = 2L, Innen

625"
D?S =99. 2 4 2.98.4 — 632

625 625 125°

L
625

A korrelacio jelenléte természetesen nemcsak az Osszeg szorasnégyzetét befolyasolja,
hanem magat az eloszlast is. Erre a hatasra mutat példat a http://hpz400.cs.elte.
hu:3838/ZA_konvi/ oldal animéacidja. Itt korrelalt normalis eloszlasok Osszegét vizs-
galjuk. A 6.6 abra egy screenshot az animaciobol (jol lathato, hogy a negativ korrelacio
hatéséra az Osszeg eloszlasa koncentralodik a varhato érték koriil). A http://hpz400.
cs.elte.hu:3838/ZA_konv2/ oldalon pedig Osszefiiggd binomialis eloszldsokat vizsgal-
hatunk. A 6.7 abra egy screenshot ebbdl az animaciobol. Itt a korrelaciot csak bizonyos
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Korrelalt normalis eloszlasu valtozok 6sszege

Korrelacio: Atagok eloszlasa Az dsszeq eloszlasa
-095 099 <
@ » c o
varhato értek: .
0 -
1 ] 100 o
v ' 0 |
[=]
szdras:
s o ]
0.01 047
O A
g
s
o
[=]
Q c |
° T T T T T T @ T T T T T T
47 4 4 50 5 82 5 94 96 98 100 102 104 106

6.6. abra: Korrelalt normélis eloszlasok Gsszegének eloszlasa

Korrelalt binomialis eloszlasu valtozok dsszege

Korrelacio: Atagok eloszlasa Az 6sszeg eloszlasa
-088 018 099
i ] o ©
il s
Kisérletek szama: \
59 g 8
=) ]
4 J E’ o
A Pt E 5
Valésziniiséq: S - L
5 o
0.1 063 199 2 z e
\ 4 ! s | /é o
o
S
E 5
s /
g lo o 8
e T T T T e T T T T T T 1
k) 35 4 45 60 65 70 75 80 B85 90

6.7. abra: Korrelalt binomialis eloszlasok Osszegének eloszlasa

korlatok kozott valtoztathatjuk, mert a binomiélis eloszlasokat tgynevezett polinomiélis
eloszlas komponenseiként modellezziik. Az Osszeg eloszlasat itt 1000 szimulécié hisz-
togramja mutatja.
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6.23 Feladat Bergengociaban a kiraly minden alattvalojat megajandékozza a sziiletés-
napjan. Az alattvalo olyankor 10-szer huz visszatevéssel egy magyar kartyas paklibol
és annyi aranyat kap ahany kiilonb6z6 lapot hizott. Hatarozzuk meg a kapott aranyak
szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét? (Major Péter példdja nyomén)

Megoldas. Szamozzuk meg a kartyakat 1-t6l 32-ig, és vezessiik be a kovetkezé §;, 1 <
J < 32 valoszintségi valtozokat. & = 1, ha a j-ik kartyat kivalasztjuk, {; = 0, ha a j-ik
kartyat nem valasztjuk ki a 10 hazéas soran. Jeldlje X a kapott aranyak szamat. Ekkor
X = Zfil ;. Ezért EX = Zfil E¢; = Z?; P(¢; = 1). Annak a valészintsége, hogy
a j-edik kartyat nem huzzuk ki 10 huzas soran (31)'°. Innen P(§ = 1) = 1 — (35),
EX =32(1—(35)") = 8,704763.

Jelolje Y a ki nem huzott kartyak szamat, és vezessilk be az n; =1 —-¢;, 1 < 7 < 32,
valoszintiségi valtozokat, amelyekre n; = 1, ha a j-edik kartyat nem vélasztjuk ki, és
n; = 0, ha a j-edik kartyat kivalasztjuk a 10 hazas soran. Ekkor YV = Zfil n;, €s
Y = 32 — X, ahonnan D?Y = D?X.

D2X = D?Y = Zj’il D*nj + 237 i sz cov(ni, 1) Mivel n-k indikétor valtozok, ezért
D?n; = P(n; = 1) = P(n; = 1), és cov(n;, ;) = P(n; = 1,m; = 1) = P(n; = 1) P(n; = 1),
ha i # j. Tovabba P(n; = 1,m; = 1) = (2)",

Pp, =1) = P(n; = 1) = (ﬂ)lo. Innen cov(n;,n;) = (@)10 — (ﬂ)QO, és D?*n; =

32
(%)40 — (%)™, Ezért

31 10 31 10 30 10 31 20
D?*X = D*Y =32 — 1— (= 2.31( (=] - (= = 11,78176.
3 (32) ( (32) 4323 (32) (32) 78176

Igen gyakori, hogy nem a megfigyelt valtozora van sziikségiink, hanem egy mésikra. A
kovetkezd példa azt mutatja meg, hogy hogyan érdemes linearisan elérejelezni. Keressiik
azt az a és b értéket melyre az n valoszintségi valtozo és az a&+b valtozo atlagos négyzetes
eltérése a legkisebb.

6.24 Feladat naubnE(f —an—>02*=E(E—my —r- 2a(n— ms))? = (1 —r?) - 02, ahol
my = Ef? Mo = Ena O-% = D2£7 O-% = D277 és 1= R(€777>

Megoldas. E(¢ —an—0)? = E(§ —my —a(n —mg) +my —amy — b)? =
=02+ a*02+ (my—amg— b )% —2a-cov(é,n) = o?+ a*os —2a-rojoy = (1 —
N Nada§INL/ 2

Vv
=m1i—am _
1 2 =T-01-02 (aag—ra1)2—r20%

r?) -0} 4 (aoy —roy)?, ami a 1= r - 2 valasztasa esetén lesz minimalis.

A példabol kovetkezik, hogy a korrelacio egy lineéris Osszefiigg@ségi mérdszam, hiszen
minél kozelebb van abszolit értékben 1-hez, annal kisebb lesz a linearis el6rejelzés hi-
béja. Felmeriil a kérdés, hogy milyen moédon érdemes elérejelezni, ha nemcsak linearis
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elérejelzésekben gondolkodunk. Ebben segit a feltételes varhato érték altalanositott fo-
galma.

6.5 eltételes varhatd érték

6.7 Definicio Legyenek & és n diszkrét valészinfiségi valtozok, melyekre P({ = x;) >

0,P(n = yx) > 0 és ZP({ =) = 1, Z P(n = yp) = 1. A feltételes valoszintséget
k=1
jeloljiik pgm(xl\yk) = P(f = x|n = yg)-val. Feltessziik, hogy E(h(§)) véges. Legyen

m(yx) = Z h(z1)pepm (i|yk). Ekkor h(§) feltételes varhato értéke n-ra nézve E(h(§)|n) =
m(n). Az m figgvényt E(h(§)|n = yx)-val jelolik.

Hasonldan hatarozzuk meg a feltételes varhato értéket abszolut folytonos esetben. ElGszor
egylittesen abszolit folytonos eloszlasi valtozok feltételes stirtiségfiiggvényét definialjuk.

ci6 Feltébelos sirfistafiione o) hafnu
6.8 Definicié Feltételes stirtiségfiiggvény: f¢,(z|y) = f"

0, ha foly) =

A tovabbiakban egy valoszintiségi valtozo fiiggvényének egy masik valoszintiségi valtozora
vonatkozo feltételes varhato értékét fogjuk értelmezni.

6.9 Definici6 f és n egylittesen abszolut folytonosak. Feltessziik, hogy E(h(§)) véges.
Legyen m(y f h(z) fein(x|y)dy. Ekkor h(&) feltételes varhato értéke n-ra nézve E(h(&)|n) =

m(n). Az m fﬁggvényt E(h(§)|n = y)-val jelolik.

Felsoroljuk a feltételes varhato érték néhény fontos tulajdonsagat.
Feltételes varhato érték tulajdonsagai

) Ha & = ¢, akkor E({|n) = ¢. Ha £ < 4 1 valoszintséggel, akkor E(&|n) < E(y|n)
specialisan E(&|n) < E([¢]n)).

) E(ag + bv[n) = aE(&|n) + bE([n).
Amennyiben £ 7 fliggvénye, akkor E(£|n) =

2
3)
4) E(E(&|n)) = E¢ (teljes varhato érték tetel)
5) Ha ¢ fiiggetlen n-tol, akkor F({|n) = E€.
6) Legyen ¢ 1 fiiggvénye és E|{y| < oo, ekkor E(§|n) = ¢ - E(€[n).
A kovetkezs példa mutatja, hogy a tulajdonsagokbol kovetkezik, hogy n ismeretében
&-t a E(&|n) feltételes varhato értékkel tudjuk a legjobban kozeliteni.

(1
(
(
(
(
(
(

6.25 Feladat Legyen F&? < co. Ekkor a F(&— f(n))? négyzetes hiba akkor a legkisebb,
ha f(n) = E(¢|n).
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Megoldas. E(& — f(n))* = E( — E(|n) + E(&n) — f(n)* = EE — E(¢n))* +
E(E(&n) — f(n))* +2- E[(§ = E([n)) - (E(E]n) = f(n))], ahol * Y E(Ec - B(¢n) -

v~
*

(B(¢ln) — fm)n]) £ E(EEm) — £(n)) - El§ = E(E|n)ln]) = 0, ugyanis wx & B(€ln) -

k%

E(B(€ln)|n) € E(€ln)~B(€|) = 0. Rogton litjuk azt is, hogy a négyzetes hiba legkischb
érteke D¢ — DQ( (&lm))-

6.26 Feladat ¢ és 7 egylittes eloszlasat a kovetkez§ tablazat adja meg:

En 2 3 5
6/18 3/18 2/18
5 3/18 3/18 1/18

Hatarozzuk meg & és n varhato értékét, szordsnégyzetét, kovariancidjukat és korrela-
cidjukat. Jelezziik elére £-t linearisan és a legjobb moédon n megfigyelése alapjan!

Megoldas. Elgszor a peremeloszlasokat irjuk fel.

1;(5:12)_ =, PE=5)=56Pn=2=3=1Pn=3)=%=35Pnh=5 =
is =

EbbolavarhatoertekekE§:2~ 11—1—5 18:1—; % En:2-%+3«%+5'%:%, a
mésodik momentumok F&? =4- £ 425 & = 21189 S EP=4-53+49-3+25-3 =2
Ebbél a szorasnégyzetek D2 = EfQ ( £)? = ;g,DQn = En (En)? = %. A
kovarlan(nahoz eloszor a szorzat Varhato értékét hatarozzuk meg. E(én) = 4 - % +6-

2410 (F+3)+15-2+25-£=12=9

Ebb(’ﬂ a kovariancia cov(f, n) = E(fn) BEEN = 5

és a korreldcio R(€,n) = %DZ) = 0,01779765.

Lathato, hogy a valtozok alig korrelalnak. A linearis elérejelzés {-re E€ + R(E, 1) - g—f] .
(n — En) = 3,166667 + 0,02439024(n — 2, 833333).

Az elérejelzés varhato négyzetes hibdja (1 — R(€,n)?) - D*¢ = 2,138211 alig kisebb, mint
& 2,138889 szorasnégyzete.

Hatéarozzuk meg ezutan a legjobb elérejelzést! E(&ln = j) = 2-P(E=2np=j)+5-
P& = 5|n = j), ezért E({ln = 2) = E(n =5) = 3 és E(&n = 3) = 3,5. Ebbdl
E(E(En)*) = 3% - (P(n = 2) + P(n = 5) +3,5* - P(n = 3)) = 45 és D2(E(Eln)) =
E(E(&n)?) — (EE)? = 15 = 2,083333, ami kiss¢ kisebb, mint a lineéris el6rejelzés hibéja.

A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_szimelore/ oldalon kiilénbozs eloszlasok-
bol szimulalt mintédk esetén szamolhatd ki a linearis és legjobb el6rejelzés. A 6.8 abra
egy screenshot az animéciobol (sajnos nem latszik minden paraméter). Tovabbi abrak
(11.9, 11.10, 11.11) a Fiiggelékben talalhatoak. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/
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ZA_elore/ oldalon pedig ugyanilyen elméleti eloszlasokra szdmoljuk ki a lineéris és
legjobb eldrejelzést. A 6.9 abra egy screenshot ebbdl az animaciobol (sajnos itt sem
latszik minden paraméter).. A kétfajta animécional azért eltéréek a veszteségfliggvény
értékek, mert a szimulalt esetben a teljes veszteséget szamoljuk, ami a pontos szamaval
egyiitt nd, mig az elméleti esetben a varhato értéket.

Regresszios modszerek

Y elsd értéke: Y kozelitése X segitségével

1 2@ [ ) [

— linedris
— varhatd értékes

Y masodik erteke:

2

X elsd értéke: -
1 «
X masodik értéke:

9 -

&~

X harmadik értéke: =@ | [ ] | [ B

3 1.0 15 20 25 30

P(X=x1Y=y1) (%): AKGrok terlilete aranyos az adott pont qyakorisdgaval. Negyzetes veszieség: linedrls: 24.5 nemiinedris: 23.3

)] d

1 an 50
1%

6.8. abra: A lineéris és a nemlinearis eldrejelzés 6sszehasonlitasa szimulalt adatokon

6.27 Feladat (,,Buszparadoxon”) Vizsgaljuk meg, mennyit kell atlagosan varnunk a
buszmegalloban! Korabban mar vizsgaltuk azt a feladatot, hogy feltéve, hogy a buszok
érkezése kozti idok X, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszlast A-exponencialis valtozok, akkor
a t id6pontig varhatéan hany busz érkezik be. Most azt vizsgaljuk, hogy a ¢ id6pontban
beérkezve a megalloba varhatéan mennyi ideig kell varnunk a kévetkezd buszra.

Megoldas. A http://www.math.elte.hu/ arato/peldatar/busz2.gif animéacidban
lathatjuk a buszok érkezési idejét és varakozasi idénket abban a specialis esetben, amikor
az els6 busz 6-kor indul, a buszok atlagosan 6ranként kovetik egymast és 12-t61 kezdiink
varni a buszra. Egy screenshot az animaciobol a 6.5 abra.

Jelolje w; a varakozasi id6t, ha t-kor érkeziink. Ekkor az Fw,; varhato értékre vagyunk
kivancsiak.

Legyen Sy = 0és S, = X7+ ...+ X, Ekkor w, = Sy —t, ha Sp_1 <t < 5.

Tudjuk, hogy P(w; < ) = >  Plwy < @, Sg-1 <t < S;) = Plwy <z, 0 <t <
k=1

Sl> + Z P(Sk,1 + X, —t< X, Sp_1 <t<S8. —|—Xk).
k=2
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Paraméterszamitas és elorejelzés

"Kovariancia= 0"

X elsd értéke: :
[1] "Korrelacid= 0"

1 [1] "A linedris elérejelzés:0*X+1"

X masodik értéke: [1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan ¥ elsé értéke esetén: 1.429"

2 [1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan ¥ mésodik értéke esetén: 1.66T"
[1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan X harmadik értéke esetén: 1.429"

¥ elst érteke: [1] "& linedris eldrejelzés négyzetes hibdja: 0.25"

1 [1] "a varhatd artékes elérejelzés négyzetes hibaja: 0.0127

Y masodik érteke:

2
Y harmadik értéke:
3
P(X=x1,y=y1) (%):
1 a0 a0
A 4
P(X=x1,y=y2) (%):
1 10 a0

W

P(X=x1y=y3) (%):

6.9. abra: A linearis és a nemlinearis elérejelzés Osszehasonlitasa

Ekkor P(wy <z, 0 <t < S))=PX;1—t<z, t<X)=Pt< Xy <zx+t)=

e M — e~ Mat) A feltételes varhato értek tulajdonsagai kozott szerepelt a teljes varhato

érték tétel, mely szerint P(Sp_1 + Xy —t <z, Spo1 <t < Sp1 + Xi) = [ gra(y) -
P(Sp 1+ Xy —t<wmz Sk <t<Sp1+Xy|Sk1=y)dy, ahol a k— 1 darab fiiggetlen

)\kfl.ykflef)\y
() T ha

0 < y, kiilénben pedig 0 (korabban mar meghataroztuk, hogy az Gsszeg ilyenkor I'y_q \

A-exponencialis valtozo konvolucidjanak strdségfiggvénye gr—1(y) =

t — — —
eloszlast). Igy a keresett integral = [ %-P(Xk <zx4t—y, Xp>t—y) dy=
0 N >y

e*)‘(t*y) 767)\(z+t7y)

(ef)\t _ ef)\(:r+t)) . (/\’“1 St

k=2 " k-1
3 : M M@)o (=M —A(D) — (At A Aatt)
Ebbél pedig P(w; < z) = e M—e +(e M—e )E m:(e —e )
k=2
—_———
erM—1

eM =1 — e ™. Megkaptuk tehat, hogy a véarakozasi id6 szintén A-exponencialis elos-
zlast, igy a varakozasi id6 megegyezik a buszok kdévetési idejének varhato értékével. Meg
kell jegyezni, hogy ennél rosszabb eset is eléfordulhat, hiszen ha a kovetési id6 varhato
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B &5 12 ora kozott beérkezd buszok és a 12 utani elsé busz varakozasi idék

kisérlet sorszama: 49 ¥ kizérletek szama; 49
~
= -
g % -
o | o
3 -
=
z *
N
2 =4
¥ * * "~ _
E] o
=
#* *
=
* * ~ 7
*
o~
* -7
o 4 % . T . P
Warakozasi idf a 12 dra utani elsd buszra: 0.332295647726809 o H!‘I I_IHH N .—ﬂ H — |—|'_| n I‘IH A H
T T T T T T L e N R
2 4 [ 8 10 12 13 8 7 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48

busz sorszama

6.10. abra: A buszok érkezési idépontjai és a varakozasi id6k

értéke véges, de szorasa végtelen, akkor varhatéan végtelen sok ideig kell varakoznunk a
kovetkezd buszra. Az exponenciélis eloszlas esetén kapott eredmény (azaz, ha ,belépiink”
egy exponencialis eloszlasu szakaszban, akkor a hatralévs id6 is exponencialis eloszlast)
Osszhangban van az eloszlas 6rokifju tulajdonsagéval.

6.28 Feladat XY egyiittes stirtiségfiiggvénye

6ry(2—z—y) hal0<z<l. 0<y<l,
flz,y) = .
0 kilonben.

Hatarozzuk meg F(X | Y)-t!

Megoldas.

és 0 mashol.
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Ebbdl a feltételes stirtiségfiiggvény:

fr=22y) ha0<a<1,0<y<l
fXY(x‘y):{ 5

0 kiilonben.

Igy a feltételes varhato értek:

00 1 o
BOY =)= [ efavlalde = [ 25

6 231" 41" 6 1 1
= C—y) |5 — || |= 2-y)5—~
1—3y 31, 14),)] " 1=3y 31
4—2y—%_5—4y
(4-3y)  8—6y’
5 —4Y

8 —6Y
BXY =y) = [ afxy (@ ly)de = [} o® G5 dr =

z3 ! z* ! 4-2y—3 5_4
-t (<2—y> 2], [£],) = e (-t - = 5 =
E(X]Y) = &

—6Y”

E(X|Y) =

6.29 Feladat XY egyiittes stirtiségfiiggvénye

o) L1(1+%¥) haaz?+y? <1,
x,y) =
i 0 kiilonben.
Hatéarozzuk meg E (X|Y)-t!
Megoldas. Y sirtségtiiggvénye:
V1-y? g at 1 Vi-y?
= s (5 de =2 (L4 5) 201 -y = Y= (2 +y), Jyl < 1.
Ebbdl a feltételes stirtiségfiiggvény:

Tty
I+

— 2 haz?+¢y®<1,
fxy (zly) = ¢ Gtovi-v? !
0 kiilénben.

Igy a feltételes varhato érték:

BX|Y =y) = [V 20 g Vi e L?

V142 24y)\/1-12 —/1-y2 2(2+y)\/1-y2 dz T 3(2+y)

2
E(XY) = 5517y
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6.6 Gyakorlo feladatok

1.

Legyen X ésY fiiggetlen exponencialis A ill. p paraméterekkel. Szamitsuk ki X +Y
stirtiségfv.-ét!

Egy szabalyos kocka oldalaira a -1,-1,0,0,1,1 szamokat irjuk fel. Haromszor dobunk
a kockaval. Szamitsuk ki a dobott szamok Osszegének eloszlasat!

Kockaval n-szer dobunk. Jelolje X a dobott hatosok, Y pedig a dobott paratlan
szamok szamat. E(XY) =7

Egy dobozban 5 piros és 5 kék goly6 van. 100-szor htizunk visszatevéssel. Jelolje X
az els6 50, Y az els6 75, Z pedig az utols6 30 htizasbol a pirosak szamat. Hatarozzuk
meg, az X + Z és Y korrelacios egyiitthatojat, azaz a

E(X+Z-E(X+2))(Y-E()))

D(X + Z)D(Y)
hanyadost!
. Legyenek X,..., X, fiiggetlen 1-paramétert exponenciélis eloszlast valoszintiségi

valtozok. Szamitsuk ki,

Z?:l Xi

egyiittes strtiségfiiggvényét. Igaz-e, hogy Y1, Y5, ..., Y, 1 és Y fiiggetlenek.

Y k=12..n-1é Y=Y X,
i=1
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7. A kisérletek szamanak novelése:
aszimptotikus tulajdonsagok

A koznapi beszédben az egyik leggyakrabban emlegetett matematikai tétel ,A nagy
szamok torvénye”. Sajnalatos médon altalaban hibasan interpretaljak, de az azért kideriil,
hogy sok kisérlet esetén az atlag valamihez konvergél. ElGszor az tgynevezett gyenge
torvényt mondjuk ki.

7.1 Gyenge torvények

7.1 Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye) Legyenek&y, &, . .. paronként korreldlat-
lan, azonos vdrhato értéki és szordsnégyzetd valdsziniségi vdltozok, D*¢; = 0% < oo és
E¢ =m. Ekkor minden 0 < e-ra

ifi
P %—m >ec| —0, han — oo.

A kovetkezd példa mutatja, hogy nem kell feltételniil megkovetelniink a varhato értékek
és szorasnégyzetek egyezGségét.

7.1 Feladat Legyenek &, &, ... paronként korrelalatlan valoszintségi valtozok, melyekre

> m;
D?*¢ < ¢ < 00, B¢ = m;, =— — m, han — co. Ekkor minden 0 < e-ra
Zn:&
P %—m >¢e¢| — 0, han— .

n
& >oomy
=1

= =-—. Ekkor a Csebisev-egyenlStlenséget fel-

\gEl

Megoldas. Tudjuk, hogy F | *

ol

hasznalva kapjuk elég nagy n-re, hogy
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. n D?| =—
Py 2 mi 56 X (
(|2 S mlzef2 |+ (S —ml 2 ef2 | <t -
$02(£e) BT 0%
621:1 _ 52 < % -5 — 0, han — oo. Itt felhasznaltuk azt, hogy elég nagy

Z m;
=1

n-re P —m| >¢€/2 | 0-val egyenld.

7.2 Valé6szintiségi valtozék konvergenciai

A nagy szamok torvényében szerepls konvergencia csak az egyik a valoszintiségi valtozok
konvergenciéi koziil. Az alabbiakban bevezetjiik a legfontosabb konvergenciafajtéakat.

"% F(z) az utobbi minden folytonossagi

7.1 Definicié ¢, — € eloszlasban, ha F¢, (v) —
pontjaban.

&, — € sztochasztikusan, ha P|€, — €| > ¢ =3 0 minden 0 < e-ra.

& — € majdnem mindeniitt, ha P (w: &, (w) — {(w)) = 1. |1 valoszintség
konvergencial.

£, — € LP-ben, ha E|€, — &P =3 0.

Az 1 valoszintségi, illetve LP konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia,
mig ez utdbbibol az eloszlasbeli konvergencia. Az 1 valoszintiségi és LP konvergencia
esetében nem beszélhetiink arrél, hogy valamelyik konvergencia erésebb a masiknal.

7.2 Feladat Adjunk meg olyan valoszintiségi valtozd sorozatot, amely majdnem min-
deniitt konvergal, de LP-ben nem.

e” + we|0,2]

0: wé¢l0,2]

Ekkor &, — 0 majdnem mindeniitt, viszont E|&,[P = Le™ + (1 —1).0= <" —» 0.

Megoldas. Legyen ) := [0, 1] geometriai valoszintiségi mezs és &, (w) =

Ahhoz, hogy példat adjunk arra, hogy az LP konvergenciabol sem kovetkezik az egy
valoszintiségl sziikségiink lesz a kdvetkezd lemmakra.

7.2 Definicié Legyen az A,, eseménysorozatra

IE



illetve o w
limsup A := ﬂ U Ap.

n=1k=n

Ekkor w € liminf A; pontosan akkor teljesiil, ha w az A,-ek koziil csak véges soknak
eleme, illetve w € lim sup A pontosan akkor teljesiil, ha w végtelen sok A,-nek eleme.

7.2 Tétel (Borel-Cantelli-lemmak)

(1) Ha i P(A,) < oo, akkor az Ap-ek kozil 1 valdszintiséggel csak véges sok kivetkezik
be. n:

(2) Ha ngl P(A,) = oo és az A, -¢ek fuggetlenek, akkor az A, -ek kozil 1 valdsziniséggel

végtelen sok bekdvetkezik.

7.3 Feladat Adjunk meg olyan valoszintiségi valtozo sorozatot, amely LP-ben konvergal,
de majdnem mindeniitt nem!

Megoldas. Legyenek &,-ek fiiggetlenek, P(¢, = 1) = d,, P(§, = 0) = 1 — d,,. Ekkor
E|&,|P = d,. A &, sorozat pontosan akkor tart LP-ben 0-hoz, ha d,, — 0. Tovabba &,
pontosan akkor tart 0-hoz majdnem mindeniitt, ha 1 valoszintséggel véges sok &, nem 0,
ami pedig a Borel-Cantelli-lemma szerint ekvivalens azzal, hogy > d,, véges. Igy példaul
ad, = % valasztas esetén &, - 0 majdnem mindeniitt, viszont LP-ben igen.

7.3 Er6s torvény

Fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozokra teljesiil a nagy szamok erés torvénye.

7.3 Tétel (Nagy szamok Kolmogorov-féle erds torvénye) Legyenek &y, &, ... figgetlen,

> &k
azonos eloszldsi véges vdrhatd értékid valdszinidségi vdltozok. Ekkor *=2— — E& majd-

n
nem mindenditt és L'-ben.

Ahttp://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/nszt.gif animaciéban lathatjuk, hogy
0,25-paramétert indikator illetve N(0,25,1) valtozok atlaga hogyan tart a 0,25-6s varhato
értékhez. Egy screenshot a 7.1 abra.

Ahttp://www.math.elte.hu/ arato/peldatar/pareto.gif animaciéban mar egészen
més képet lathatunk, hiszen ott Pareto(5,1) valtozokat szimulalunk és azok atlagat néz-
ziik és ezekrdl tudjuk, hogy varhato értékiik végtelen.
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0,25-indikatorok szimulalasa és atlagaik N{0,25.1)szimulalasa és atlagaik

0.8
|

0.6
|
=
/
;‘:j
—
T 1
i
—

3

0.4
|
1
|
—_—
[ —
—

0.2
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1 4 7 11 158 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 T4 7 11 15 19 23 27T 31 35 39 43 47 51 55 59 B3 67 71

7.1. abra: A nagy szamok torvényének illusztrélasa indikatorokra és normalis eloszlastu
valtozokra

7.4 Feladat (Borel) Legyen Q2 = [0,1] és azon a geometriai valoszintiségi mezs. Az
elemi eseményeket irjuk fel 2-es diadikus tort w = 0, wyws . .. alakban. Milyen aranyban
fordulnak el6 a 0-ak és 1-esek a szamokban?

Megoldas. Tekintsiik a &, (w) = w, valosziniiségi valtozokat, azaz az n-edik szamjegyet.
Ekkor
{fw:&Gw)=z1,....Gw) =z} ={w: L +Z+.. . +L& §w<%—|—m2 +..+ 4=
Mivel P(& = x1,...,& = x,) = 2%, ezért P(§ = x;) = 3, ahol z; = 0 vagy 1 és
Xn: Sk

figgetlenek. Ekkor a nagy szdmok erds térvénye szerint *=— — E§ = % majdnem
mindeniitt. Ezek szerint a [0,1] intervallum majdnem minden szaménak diadikus tort
felirdsaban atlagosan ugyanannyi 0 van mint 1.

7.5 Feladat (Monte Carlo modszer) Legyen f : [0,1] — [0,1] folytonos. Kérdés:
hogyan becsiilhetd fo ) dx véletlen szamgeneralas segitségével?

Megoldas. Legyenek &1, 11, &2, 12, . . . fliggetlen E(0, 1)-eloszlastak és

1, ha f(&) > n

T 0, kilonben

Belathato, hogy Eo; = P (f(&) > ;) fo r)dz, igy a tétel szerint = :Z — fo
majdnem mindeniitt.
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7.6 Feladat Mihez tart n szabalyos kockadobéas mértani kozepe?

Megoldas. Jeloljiik X,,-el az n-edik dobas eredményét. Ekkor a mértani kozép felirhato
a kovetkezd alakban.
(Xy - X))V = exp m&tdtnXn A paoy szamok erds torvénye szerint 2t tnXn

E(In X;) 1 valoszintiséggel. Mivel E(In X;) = itin2tindtndtindting _ (6!1/63, ezért a

mértani kozép 1 valészintiséggel (6!)'/5-hoz tart.

7.7 Feladat (Gyorfi Laszlo példajanak alapjan) A HUNCUT részvény éves arfolyamval-
tozasai fliggetlen, azonos eloszlasuak. A részvény arfolyama egy év alatt % valoszintiséggel
90%-al né és ugyanilyen valoszintiséggel 50%-al csokken. 1 részvény most 1 Ft-ot ér, n év
miulva az értékét jeloljik X,,-el. Mihez tart X,, varhato értéke és tart-e 1 valoszintiséggel
valahova X7

Megoldas. A feladat feltételei szerint a részvény varhatod éves hozama 20%. Jeloljik
Y,-el, hogy hanyszorosara valtozik a részvény éarfolyama az n-edik évben. Ekkor X, =
...V, és EX,, = EY;...EY, = 1,2" azaz a varhato érték +oo-hez tart. A http:
//www.math.elte.hu/ arato/peldatar/reszveny.gif cimen azonban lathatunk egy
tipikus HUNCUT részvényarvaltozast, amely azt mutatja, hogy egy id§ utéan a részvény
nagyon keveset ér. Hogy ez nem véletlen mutatja a 7.2 abra is, ahol a részvény arfolyama-
nak eloszlasat lathatjuk 10 év utdn. Eszerint a részvény nagyon kis valoszintiséggel
nagyon sokat fog érni és nagy valoszintiséggel keveset. Hasonléan az el6z6 példéhoz X, -
et felirhatjuk logaritmusok segitségével, X,, = exp{lnY; +---+1InY,}. Ekkor a nagy
szémok erds torvénye szerint 2y B(InYy) = £1n(0,95) < 0 1 valoszintséggel.
Ebbdl koévetkezik, hogy X,, = (exp {M})n tart 0-hoz 1 valoszintiséggel.

7.8 Feladat (El6z6 példa folytatasa) Az el6z6 példabol okulva tékénket méasképp
fektetjiik be. Minden év végén téként felet a HUNCUT részvénybe fektetjiik, a masik
felét azonban parnank alatt készpénzben tartjuk. Tékénk n év mulvabeli értékét most
jeloljik Z,-el. Mihez tart Z, varhato értéke és tart-e 1 valészintiséggel valahova 72,7

Megoldas. A feladat feltételei szerint t6kénk varhaté éves hozama

5 (5-190% + 5 - 100%) + & - (5 - 50% + § - 100%) — 100% = 10%.

Jeloljiik U,-el, hogy hanyszorosara valtozik a részvény arfolyama az n-edik évben. Ekkor
Zn=U,...U,és EZ,=FEU, ... EU, =1,1", azaz a varhato érték most is +oo-hez tart,
bar joval kisebb iitemben. A http://www.math.elte.hu/ arato/peldatar/toke.gif
cimen lathatoé animéciobol sejthetjiik, hogy 1j stratégiankkal nagyobb valészintiséggel
lesz t6bb pénziink. Ezt tamasztja ala a 7.3 abra is, ahol a 10 év utani tGkénk eloszlasét
lathatjuk. Most is logaritmusok segitségével irjuk fel Z,-et Z,, = exp {inU; + --- + InU, }.

Ekkor a nagy szamok erds torvénye szerint M — E(InU;) = %ln(l, 45-0,75) > 0

InU+---+InU,

n . PP
) 1 valoszintiséggel sz-
n

1 valoszintiséggel. Ebbdl kovetkezik, hogy Z,, = exp (
intén +oo-hez tart.
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7.3.

Tdke eloszlasa 10 év utan

Lo ]
B o o
o o
- =}
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 500
tike
7.2. abra: A HUNCUT részvény eloszlasa
Téke eloszlasa 10 év utan (6vatosabb befektetési politikaval)
T o
| [+] [+]
° o
7 o [+]
o (=]
4 o
T T T T T
o 10 20 30 40
tike

abra: Td¢kénk eloszlasa, ha mindig csak a felét fektetjik be a HUNCUT részvénybe
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7.4 Centralis hatareloszlastétel

Korabban mar emlitettiik, hogy a normalis eloszlas a legfontosabb valdszintiségeloszlas.
Ennek oka, hogy igen altaldnos feltételek mellett fiiggetlen valoszintiségi valtozok Gsszegét
normalva kozel standard normalis eloszlast kapunk.

7.4 Tétel (Centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, azonos eloszlasi valtozokra)
Legyenek
&1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszldsiak, m := E&; és 0 < 02 = D?¢; < oco. Ekkor minden
x € R-re .

Y. §i—n-m “ 2

PlE——— <z| - o) =
o-\/n

Lathato, hogy az el6z6 tételben a konvergencia eloszlésbeli.

7.9 Feladat Egy part szavazotaborat akarjuk megbecsiilni, ehhez az egyszeriiség ked-
véért N embert valasztunk visszatevéssel, koziiliik M szamu szavazna a partra és legyen
p= % Ekkor vajon hany embert kell megkérdezniink, hogy legalabb 0, 95 valoszintiséggel
legfeljebb 0,01 legyen a tévedés?

Megoldés A
Zmz
Pl|=— —p <0,01] >0,95.

Egyenlétlenséget szeretnénk biztositani. A centralis hatareloszlastétel szerint
\/‘001 i;xi_”p \/‘001
Vp(l— \/_ vp(l— \/ (1-—

(f 001) @<M> :12,@<M>_120,95,
p(1—p) p(1=p)

azaz <1>< ) 0,975 = ®(1,96), tehat legyen % > 1,96. Ezzel \/n >
p{L—=p

1,96 - 001 - /p(1 —p), ami teljesiil ?, ha n > 10000, tehat ha normalis kozelitéssel
dolgozunk, kb. 10 000 embert kell megkérdezni, ami joval kevesebb, mint amit kordbban
a Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasaval kaptunk.

~Y

thiszen ®(—x) =1 — ®(x)
Zmivel a y/p(1 — p) nem lehet nagyobb 0, 5-nél, igy a jobb oldal feliilr6] becsiilhets 98-cal
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ismeretek segltsegevel. Ezt mutatja a kdvetkezs példa is.

7.10 Feladat Mihez tart e~ X_: ”k— 2%

Megoldas. Ha végtelenig Osszegeznénk, nyilvan 1 lenne az Osszeg, de most n — 1-ig
megyiink! Legyenek 7; ~ 1-Poisson fiiggetlenek. Mivel ez esetben teljesiilnek a centralis
hatareloszlastétel feltételei, ezért felirhato:

2771 —n-1

P\ =7 <z — O(x).

Tudjuk, hogy fiiggetlen Poisson eloszlasu valtozok osszege Poisson eloszlasu, ezért | n;
i=1

n n—1
eloszlasa n-Poisson. Ebbdl kovetkezik, hogy P <Z n; < n) =e "> Z—],C ,, A centralis
i=1 k=0

e

ni—n
1

hatéreloszlastételt alkalmazva x = O-ra P [ ==—— <0 ] — ®(0) = 1. Tehat a keresett

hatarérték pont %
Nemcsak azonos eloszlast valtozokra igaz a normélis hatareloszlas.

7.5 Tétel (A centralis hatareloszlastétel altalanos alakja) Legyenek &y, &, &3, 8y, ...
fiiggetlen valdszintdségi vdltozok, varhato értékeiket jeldlje my, mao, ..., azaz my = FE&.
Szordsnégyzeteik legyenek pozitivak és végesek, tehdt 0 < oi = D?*E;, < oo, legyen tovdbbd

Sp=&+...+&, D2 = Z 0% és Fy(z) = P(& < x). Valamint teljesiljon minden 0 < e-

ra az ugynevezett Ljapunov-feltétel: QH > B — — 0 wvalamely 0 < d-ra.
k=1

Ekkor S"Bf‘g" eloszlasban tart a standard normdlis eloszldshoz.

Természetesen felmeriil az a kérdés, hogy rogzitett n-re mennyire pontos a normaélis
kozelités. A 7.4 abran 40 fiiggetlen azonos eloszlasi 1-exponencialis illetve 0,1-indikator
Osszege standartizaltjanak eloszlasfiiggvényét hasonlitjuk ssze a standard normalis elos-
zlas eloszlasfiiggvényével. Léathato, hogy mennyire kozel vagyunk exponencialis eset-
ben és relative milyen nagy a tavolsag az indikatorok esetében. A http://www.math.
elte.hu/"arato/peldatar/normkoz.gif animéciéban lathatjuk, hogy kulonbozé elem-
szamoknal milyen mértéki a kozelités hibaja.

A kovetkezd tételek fels becslést adnak a normélis kozelités hibaira..
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Fiiggetlenek dsszege standartizaltjanak eloszlasfiiggvénye

o | .
- — Normalis

______ 1-exponencialis

== 0,1-indikéator

o
©
o
©
= |
[an]
Lo}
o
_ _
o n=40

7.4. 4bra: Normalis kozelités

7.6 Tétel (Berry-Esséen) Legyenck &1,&s, ... fuggetlen, azonos eloszldsi valdszinidségi

> Eg—nm
vdltozok, tovdbbd E|&|? < oo és T, := B —=——. Ekkor sup|Fr, (x) — ®(z)] < 0,4785 -
El¢—m? :
o3y/n

7.7 Tétel (Esséen) Legyenek X1, Xo, ... figgetlen valdszindségi vdltozok, tovdbbd E|&|® <
0o. Azmj = EX; 05 = D*X;,B, = Y 05 és L, = By S E(|1X; —my|®) jeldlésekkel
= =1

R

i (X5—my)
Jj=1

kapjuk, hogy az F,(x) = P 7

< x| eloszldsfiggvényre igaz, hogy sup |F,(z) —

®(x)] <0,56 - Ly,.
A tételekben szerepld konstansok Tyurin és Sevcova eredményei.

7.11 Feladat Hatarozzuk meg a 7.4.1 példa megoldésaban szereplé normaélis kozelités
hibajat, ha a kozvéleménykutatasban 10000 embert kérdeztek meg!

Megoldas. A

X, —
~V7-0,01 _ 2 Xi—np _ /0,01

V(L —p) — Vny/p(l—p)  \/p(1—Dp)
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Az 1%-nal nagyobb eltérés valosziniisége

— —— normélis kdzelités
—— pontos valoszinlseg

valsszintiség

T T
a 2000 4000 68000 8000 10000

7.5. dbra: Pontos valoszintiség és a normalis kozelités eredménye p = 0.5 esetén

.0.01 —/n-0.01
V00 a0
p(1=p) p(1—p)
eltérés abszolit értékét kell megbecsiilni, ha X;-k fiiggetlen p-indikatorok. A Berry-
Esséen tétel jeloléseit alkalmazva 0 = p(1 —p), E| X1 — EXi|> = (1—p)p* +p(1—p)® =

p(1 —p)(p* + (1 — p)?) és n = 10000. Ekkor a tétel alapjan az eltérésre a fels6 becslés.

. CEXi-md CpA=p)(P*+(1-p)?) _ (P’ +(1-p)?)
2-0,4785 o3 = 0,00957 ()2 0,00957 m .

Lathato, hogy ez a becslés kis és nagy p-kre nem ad hasznos eredményt, de példaul
p = 0,4-re a fels6 becslés 1,02%. Az 7.5 abran mutatjuk be, hogy val6jaban a normalis
kozelités hibaja ebben az esetben nem is olyan nagy 10000 megkérdezett esetén.

7.12 Feladat A CTF csapat kemény magja 500 ETU szurkol6t bantalmazott. A korabbi
évek tapasztalata alapjan a CTF csapat vezet&sége tudja, hogy a vendégesapat szurkol6i
a (0,5) intervallumon egyenletes eloszlast (milli6 forintban) kartéritési igényeket fognak
nekik benytujtani egymastol fiiggetleniil. Becsiiljilk meg annak a valoszintiségét, hogy a
CTF csapat legalabb 500 milli6 forintot fog kifizetni, ha a NYUGI Biztosit6 a karok 2
millié F't alatti részét fizeti ki, a GIC Biztosito pedig a karok 4 milli6 forint feletti részét!

;;;;;;

a csapat kifizetése Y; = h(X;), ahol

0:x2<2
hx)=qx—2 :2<z<4
2 i 4d<z
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A momentumokat ennek segitségével tudjuk meghatarozni.
Ey-—f‘” h(x fX( dx—f24 x—2)kdr + [] 2Ldr = 0,8

= [Z B2(x)fx,(x)de = [)(x —2)?Lde + []22Lde = 4 = 1,3333,D%; = 4 =
O 9778
Em—EmS = [ |h(z) = EY;P fx,(x)dz = [0,83Lde+ [ |x—2,8|3§da;+ff 1,23 de =
0,67456
Tehat a csapat varhatéan 400 milli6 forintot fog kifizetni. Csebisev-egyenl&tlenséggel a

500 500 Dz(%) Vi) g
(Z Y; > 500) < P(] z Y; —400] > 100) < —555— = qo0 = 0, 04388889

becsles jon ki. A normaolgs kozelités a

P(%Y- > 500) = P mi > 500400 | 1 (4,52267) = 1-0,999997 = 0,000003
=T V5004 = /5004 ’ ’ ’

minimalis értéket adja. Azonban a kozelités hibajat csak ennél nagyobb értékkel tudjuk

becsiilni, hiszen a Berry-Esséen tétel szerint
500

: (- M _
|P(i:zlyz > 500) — (1 — B(4,52267))| < 0,4785 - SH=E0L = 0,03120454.

Igy a valoszintiségrsl csak azt allithatjuk blzonyossaggal, hogy kisebb 0,03120754-nél.

7.13 Feladat Az Uveghegyen tuli Kirdlysag donté iitkozetre késziil a sarkdnyok altal
tiizelt SMF-el. A kirdly a fegyverek koltségét békekolesonnel kivanja fedezni. Az 100
nemes mindegyike 100 fityingért jegyez békekolesont, a polgarok mindegyike (400-an
vannak) 1000 fityinget fizet, az 500 paraszt 200 fityinget kell fizessen. A kiraly népsz-
ertiségének fenntartasaért minden békekoleson sorsolason vesz részt. A nemesek 5%-os
eséllyel 10000 fityinget és 10%-os eséllyel 2000 fityinget. A parasztok és polgarok 5%-os
eséllyel 4000 illetve 5000 fityinget nyerhetnek. A kiralyi kincstarban a békekoleson je-
gyzése elGtt 1000 fitying volt. Becsiiljilk meg annak valoszintiségét, hogy nem lesz elég
pénz a nyeremények kifizetésére, ha a nyereményeket fliggetleniil sorsoljak kil

Megoldas. Szamoljunk 500 fityinges egységekben és vezessiik be a kovetkezs jeloléseket!
B1 = 0.2, By = 2, B3 = 0.4 a békekolcsonok nagysaga, By = 2 a kirdlyi kincstarban 1évé
pénz. n; = 100,n, = 400,73 = 500 a nemesek, polgarok illetve parasztok szama. A
sorsolas megkezdése el6tt a kincstarban B = ny By +ngBs +n3Bs + By = 1022 egységnyi
pénz van. Jeloljik X;,Y;, Zp-val a nemesek, polgarok illetve parasztok nyereményét.
Ezek eloszlasa a kovetkezd.

P(X; =20) =p =5%,P(X; =4) = ps = 10%,P(X; =0) =1—p; — ps = 8%,1 =
L...,ny,

P(Y—S)—q—5%, PY,=0)=1-q¢=9%,j=1,...,n9,

P(Z, = 10) = 5%, P(Zy =0)=1—-7r = 9%,k = 1,...,n3. Ebbdl kénnyen
meghatérozhat()k a megfelel6 momentumok.
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mp = EX; =20-p1+4-py=20-5%+4-10% = 1,4, E(X?) = 400 - p; + 16 - py =

21,6,07 = D*X; = 400 - p; + 16 - pg (20 - p1 +4-p2)? =19,64,u; = E|X; — EX,|? =

(20 —my)? pr+ (4 —my)? pa+m?-(1—p; —pa) = 325, 8328

me=FEY; =8-¢q=28-5%=0,4, E(YQ)—64 q—3 2,00 =D?Y; =64-q— (8¢ =

3,04,u2 E|Y; — EY|3 (8 —my)® - q+m3- (1 —q)=22,0096
=FZ,=81r=10-5%=0,5,FE(Z%) = 100-r = 5,035 = D*Z;, = 100 -7 — (100 -7)* =

4 75 us = E|Zy — EZ|* = (10 — m3)® - r +m3 - (1 — r) = 42,9875

A nyeremények varhato értéke tehat nymi+noms+mnsms = 550. A becsiilends valoszintiség

ni no ns 100 400 500
PIYXi+>Y;+> Zy>B | =P > X;+ > Y, + > Z, > 1022 .
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
Csebisev-egyenlGtlenséggel a

100 400 500
P (ZXi—FZYj—FZZk > 1022) <P<
i=1 j=1 k=1

100 400 500

SXi+> Y+ > Zy—550
i=1 j=1 k=1

> 472)

100 400 500
Xi+ XY+ 2 7
S50 457 &) 10019,64+ 400 3,044 500 - 4,5

< = = 0,02493447
- 4722 4722 ’
becslés jon ki. A normélis kozelités a
100 400
100 400 500 2 Xt X Y+ Z Z1,—550
PIYXi+> Y+ > Z>1022 | = P | ————= > 1022550
i=1 j:1 k=1 100 4000 500 100 400 500
¢D2<2X1’+Z Y+ Zk> \}D2<ZX¢+ZYJ-+Z Zk>
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

1 —®(6,332861) = 1,203281 - 107!° minimalis értéket adja. Azonban a kozelités hibajat
itt is csak ennél nagyobb értékkel tudjuk becsiilni, hiszen az Esséen tétel szerint

100 400 500
P30 Xit 30 Y5 4 3 2> 1022 ) = (1= 9(6,332861))

=1 J=1

(Z E|X;—EX; |3+Z E|Y,—EY;|3+ Z E|Z),— EZk|3>

100 400 500 3/2
(o (Ev B
Ez a hiba lényegesen meghaladja a Csebisev egyenl6tlenségbdl adodo becslést, igy ebben
az esetben ezzel célszerd becsiilni.
A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_kolcson/ oldalon kiszamolhatok a cséd
valoszintiségeinek becslései és a normaélis kozelités hibdja tgy is, hogy mas paramétereket
adunk meg a feladatnak. Egy screenshot a 7.6 abra.

< 0,56 -

= 0,0850512.
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Békekdlcsdn Uveghegyen

a [1]1 "os8d valdsziniségének becslése Csebisev-egyvenldtlenséggel:0.024937
nemesek szama:

100

[1] "cs6d valészinliségének becslése normalis kdzelitéssel:0"
[1] "c=6d valdszinidségének Esseéen szerinti kozelitése:0. 0850557
peolgarok szama:

400

parasztok szama:
500

nemesek békekdlcsdne:
100

polgarok békekslcséne:
1000

parasztok békekdlcséne:
200

nemesek gyakoribb nyereménye:
2000

7.6. abra: A cs6d valdszintiségének becslése a békekolesonnél, 7.13 feladat

7.5 Gyakorlo feladatok

1. Legyenek X1, X, ... fliggetlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok véges varhato
értékkel és szorassal. Mit mondhatunk az

X1+ Xo+--+ X,

X2+ X3+ + X2

Y, =

c s

2. Kockét guritunk addig, amig hatost nem kapunk. Ezt a kisérletet 10000-szer megis-
mételjiik. Megkozelitéleg mennyi annak a valoszintisége, hogy a 10000 kisérlet soran
Osszesen kevesebb mint 59800 dobast végeztiink?

3. Legyen &, olyan valoszintiségi valtozokbol allo sorozat ami sztochasztikusan tart a
¢ konstanshoz, tovabba f : R — R a ¢ pontban folytonos fiiggvény. Mutassuk meg,
hogy az f(&,) valészintiségi valtozo sorozat sztochasztikusan tart f(c)-hez. Mi a
helyzet, ha &, 1 valoszintiséggel (azaz majdnem biztosan) tart c-hez?

4. Legyen m, valoszintiségi valtozd sorozat, tgy hogy létezik K konstans amelyre
P(ln,| < K) = 1 ¢és n, — n sztochasztikusan. Mutassuk meg, hogy ekkor
E(nn) = E(n).

5. Legyen f[0,1] — R folytonos fiiggvény. Mutassuk meg, hogy a

o =Y (Z)f (%) 21— gyt

k=0

polinom sorozat minden z € [0, 1] pontban az f(x) szamhoz tart.
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6. A véletlenszam-tablazatbol elhagyjuk azokat a szémokat, amelyek harommal os-
zthatok, mindaddig, amig 1025 ilyen szamot nem taldlunk. Mennyi annak a
valoszintisége kozelitSleg, hogy ehhez legalabb 2500 szamot tartalmazo téablazatra
van sziikségilink?
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8. Nem fiiggetlen kisérletek: Markov
lancok elemei

8.1 Markov lancok, alapfogalmak

Szemléletesen a Markov lanc egy idében fejlédé véletlen folyamat, ahol a milt csak a
jelen allapoton keresztiil befolyésolja a jovSbeni fejlédést. Kicsit formalisabban jel6lje
X, a folyamat allapotat az n pillanatban. A lehetséges allapotok halmazat I-vel jeloljiik,
ez a feladatokban jellemzGen egy véges graf csiicsainak a halmaza lesz. Ekkor X, olyan
valészintiségi valtozo mely az [ halmazbol veszi fel az értékeit. Az, hogy a mult csak az
aktualis allapoton keresztiil befolyasolja a folyamat fejlédését, pl. tugy irhato le, hogy
X1 értékét az X, allapotbdl és a multtol fiiggetlen véletlen hatas ered§jébsl kapjuk
meg. Azaz

Xn+1 = f(XnafnJrl)v (8'1)

ahol (&,)n>1 az Xy kezdeti értéktdl fiiggetlen iid sorozat.

A feladatokban legtobbszor (&,),>1 egy dobasorozat lesz (kockaval, vagy pénzérmével)
mig az [ leképezés azt adja meg, hogy az adott dobott érték esetén hova lépiink a gréafon.

Mlusztracioképpen nézziik a ténkremenési probléméat. Ebben a feladatban egy olyan
jatékot jatszunk, ahol minden lépésben vagy 1 Forinttal né a pénziink, vagy ugyanen-
nyivel csokken. Addig jatszunk, amig a pénziink el nem fogy vagy egy elére megadott
értéket el nem értink. Ha az egyes lépésekben egymastol fiiggetlentil sorsoljuk ki a
lehetGségeket, pl. egy pénzérmedobéas sorozat segitségével, akkor a vagyonunk fejlédése
(8.1) alakban irhat6. Valoban, jelolje X, a vagyonunkat az m. lépés utan Xy = x a
kezd6tskénk és y a jaték soran elérni kivant vagyon. Ekkor, ha (,),>1 sorozat fiiggetlen
+1 értékd sorozat, akkor X,i1 = X, + locx,<yént1- Azaz a folyamat allapottere
I ={0,1,2,...,y—1,y}. A 0 és y allapotok kivételével minden allapotbdl az eggyel
nagyobb vagy az eggyel kisebb éllapotba léphetiink. A 8.1 &dbran grafikusan szemlél-
tetjiikk azt az esetet, amikor x = 1, y = 4.

Ha a sorozat fejlodése a (8.1) alaki és a (&,),>0 sorozat fiiggetlen Xy-t6l, akkor teljes
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8.1. abra: A tonkremenési probléma Markov lancanak grafja

indukcioval konnyen ellenérizhets, hogy X, ... X, fliggetlen &,11,&n12, ... -t0l és

P (Xn+1 = xn+1’Xk =1, 0< k< n)
— P (f(Xn7€n+1> - xn+17Xk = T, 0 S k S n)
P(X,=a,,0<k<n)
=P (f(xrugl) = xn+1) : (82)

Itt csak annyit hasznaltunk, hogy a fliggetlenség miatt a szamlalo szorzatta bomlik.

8.1 Definicié Legyen (X,,)n>0 [ értéki valoszintségi valtozok sorozata. Azt mondjuk,
hogy (X, )n>0 Markov lanc, ha

P (XnJrl = xn+1|Xk = Tk, k < n) =P (Xn+1 = anrl’Xn = .Tn) (83)

minden n-re és x,, x,.1 € [-re.

Mi csak olyan eseteket fogunk nézni, amikor (8.3) jobboldala nem fiigg n-tél. Ezeket
homogén Markov lancnak szokas nevezni.

A Markov lanc allapottere I. Az atmenetvaldszintiség-méatrixa pedig

H$7y:P(X1:y|X0:.Z’), fL’,yEI.

Példaul a fenti tonkremenési problémaban II; ;.1 = II;;_1 = 1/2, ha 0 < i < 4 és
[Ty = II4 4 = 1, az Osszes tobbi atmenet nulla valoszintségt.

Azt lattuk, hogy az (8.1) alakban adott sorozatok mindig Markov lancot adnak, az
atmenetvaloszintiségek pedig (8.2) alapjan szamolhatoak. Bizonyos mértékig ennek a
megforditasa is igaz, pl. ha I megszamlalhato akkor minden [ allapottertd Markov lanc
fejlodése felirhato (8.1) alakban.

8.1.1 Gyakorl6 feladatok

1. Egy viztarolonak véges h a kapacitasa. A naponta befoly6 vizmennyiség J, fliggetlen
azonos eloszlast valoszintiségi valtozd sorozatnak tekinthets, melynek kozos elos-
zlasa g; = P(J, = j). Egységnyi mennyiségi vizet mindennap végén kiengednek a
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tarolobol feltéve, hogy az nem iires vagy nem csordult til a nap folyaméan. Ha tires
természetesen nem eresztenek le vizet, tulcsordulaskor a kapacitasnak megfelels
mennyiségd viz marad a taroloban. Jeldlje X,, az n. nap végén a taroloban lévs
vizmennyiséget. Szamitsuk ki az X,, Markov-lanc atmenetvaloszintiség métrixat.

. Tegyiik fel, hogy egy részecske egységnyi idGtartam alatt a tobbitsl fiiggetleniil
p valoszintiséggel keriil ki egy adott térrészbdl, ha ott volt. Tovabba minden id6
egység alatt 0 részecskék is keriilnek a térrészbe, melyek szdma Poisson eloszlast
A paraméterrel. Jelolje X, a térrészben 1év6 részecskék szamat az n. id6 egység
végén. Szamitsuk az X,, Markov-lanc dtmenetvalosziniiség matrixat.

. Kovacsék naponta olvassak az Gjsagot, majd a szoba sarkdban 1évé tjsag kupac tete-
jére teszik a kiolvasott példanyt. Esténként 1/3 valoszintséggel, valamelyik csalad-
tag fogja a teljes ijsag kupacot és kidobja a szemétbe. Valahanyszor 6t Gjsag gytilik
fel a kupacban, Kovécs ur fogja magat és kidobja a kupacot (1 valoszintséggel).
Tekintsiik az esténként (tehét az esetleges selejtezés utan) a kupacban 1évé tjsagok
szamat.

Lehet-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha igen, azonositsuk a Markov
lanc allapotterét és irjuk fel az dtmenetvaloszintiség matrixat.

. (Rekord idépontok) Legyenek X, Xy, ... fiiggetlen, azonos és folytonos eloszlasi,
nem negativ valoszintiségi valtozok. Definidljuk az R sorozatot a kovetkezs rekurz-
ioval. Ry =1¢és Ry =inf{n > Ry : X,, > max(Xy,...,X,_1)}.

(a) X1, Xo,..., X, nagysag szerinti sorrendjét jelolje m,. Ekkor m, n elem egy
véletlen permutacidja. Milyen eloszlasu m,7

(b) Markov lanc-e R,? Ha igen, szamitsuk ki az atmenetvaloszintiségeket.
(c) Legyen T,, = R,+1 — R,. P (T3 =1|T,T,) vizsgalata alapjan valaszoljunk

arra a kérdésre, hogy Markov lanc-e T,.

. Valasszuk a &1, &, . .. értékeket egymastol fliggetlentil és taldlomra, azaz egyenletes
eloszlas szerint az {1,2,..., N} halmazbol. Jelolje X,, a kiilonboz6 értékek szama
&1y, & kOzZOtE, azaz X, = |{&,...,&.}|. Markov lancot alkot-e az (X,,)n>1
sorozat?

.Sy egy szimmetrikusan bolyongd részecske helyzete az n. 1épés utan. Mutassuk
meg, hogy R, = |S,| Markov lanc. Mi a helyzet nem szimmetrikusan bolyongo
részecske esetén?

. Legyen S,, egy szimmetrikusan bolyongé részecske helyzete az n. 1épés utdn. Mu-
tassuk meg, hogy X,, = maxy<, S; nem Markov lanc.

133



8. Legyen (&)r>1 Markov-lanc I = {1, 2,3} allapottérrel és IT atmenetvaloszintséggel,
P(& =1i) =1/3. Legyen i, = 1 ha &, = 1 és np = 2 kiilonben. P(ng = 1|01, 172, m3)
vizsgalataval dontsiik el, hogy Markov-lanc-e (nm;)r>1, ha igen szamitsuk ki az
atmenetvaloszintiségeit.

2/5 2/5 1/5
m=12/5 1/5 2/5
1/5 2/5 2/5

8.2 Tobblépéses Atmenetvaldszintliségek, invarians elos-
zlas

Legyen (X,,)n>0 Markov lanc I atmenetvaloszintiség-matrixszal. A teljes valoszintiség
tétel szerint:

P(X;=u;,i<n)=P(Xi=2;,1<n—-1)P(X, =2,|X; = 2;,i <n—1)
:P(Xz = X, Z <n> Hl‘n—laxn

Ezt az Osszefiiggést iteralva az Xy = x, k < n “at” valoszintiségét

P (Xi =241 < n) =P (Xi =T 1 < n) Hl'nfl,l'n

=P(X;=z;, i <n—2)1,, ,0n o 10, ==
- P (XO - I’O) HZ‘0,$1 U Hmn*27$n711—‘[$n71,$n = (84)
k=1

Ha most 0sszegziink az 0sszes lehetséges ttra, ami n 1épés alatt az zy allapotbdl az z,
allapotba vezet, akkor azt kapjuk, hogy

P(Xo=x0, Xo=2,) =P (Xo=20) Y. [[Moron =P (Xo=20) ("),

z1,22...,on—1€1 k=1

Azaz a II" matrix (II"),, eleme, annak a valoszintiségét adja meg, hogy a lanc az n.
lépés utan az y allapotban van, feltéve, hogy z-bdl indult, azaz Xg = x. Ezért I1"-et
n-lépéses dtmenetvalosziniség—matrianak nevezziik.

Egy masik olvasata a 8.4 formulanak az, hogy a folyamat eloszlasat az X, eloszlasa
(kezdeti eloszlas) és II egyiittesen meghatarozza. Ha a kezdeti eloszlast sorvektorként
irjuk, po(z) = P (Xo = z), akkor

pu() =P (Xp =2) =Y P (Xo=y)P (X, = 2|Xo = 2) = (poll") (). (8.5)
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Azaz, X, eloszlasat a pg kezdeti eloszlas és a I atmenetvaloszintiség—méatrix n. hatvanya-
nak szorzata adja. Ha poll = pg, akkor X, eloszlasa minden n-re ugyanaz. Az ilyen
kezdeti eloszlast invaridns vagy staciondrius eloszlasnak hivjuk.

Szeretnénk megérteni, mi torténik hosszu tavon, azaz milyen eloszlést lesz X, ha n
nagy. A 8.5 alapjén ez egy lineéris algebrai kérdés. Szerencsés esetben p, felirhato I1
sajatvektorainak linearis kombinéci6jaként. Ha n nagy akkor a legalabb 1 abszolutértéki
sajatértékekhez tartozd komponensek fognak dominalni a tobbi komponens geometriai
sebességgel nullahoz tart. Ennek a gondolatnak az illusztralasara nézziik a két allapotu
Markov lancot, melynek atmenetvaloszintiségeit a

()
qg 1—g¢q

méatrix adja, ahol p,q € (0,1). Ez a Markov lanc 1 — p valdszintiséggel marad az egyes
allapotban és p valoszintiséggel 1ép at a kettes allapotba, ha az egyes allapotban van és
1 —q ill. q valoszintiséggel marad helyben ill. valt, ha a kettes allapotban van. Grafikus
abrazolasat a 8.2 dbra mutatja.

P
@ @
q

8.2. 4bra:
IT sajatértékeit a karakterisztikus polinom gyokei adjak
1—p=XN1—-qg=XN)=pg=0, =1 X=1-(p+q).

A hozzajuk tartozo baloldali sajatvektorok vy = (g, p) ésvl = (1, —1) Ezekkel a jelolésekkel

-1 —1
_(q p 1 O\f(g P\ . n_(a9 P I 0\ (q »p
H_(l —1) (0 AQ) (1 —1) ¢s 1 _<1 —1) (0 X;) (1 —1)
Azaz X, eloszlasa
poll" = ¢1(q, p) + 25 (1, —1)

ahol ¢ = (c1,¢2) a ¢1(q,p) + c2(1, —1) = po megoldasa. Mivel py valoszintiség eloszlasa,
ezért a koordinatainak osszege 1. A koordinaték osszege a bal oldalon c¢;(p + ¢q), ezért

135



1 =1/(p+q) > 0. Mivel |\y| < 1, ezért nagy n-re

P (X, =1) = (poll")(1) = c1g + caXy = 19 =

p+q
p
P(X,=2)= (poI")(2) = c1p — &\ = c1p = ——.
( ) = (poll")(2) 1P — C2A9 1p P+q
Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy
imP(X,=1)= 2 limP(X,=2) =2

Ez azt jelenti, hogy nagy n esetén X, eloszlasara a kezdeti eloszldsnak alig van hatésa,
azt lényegében az atmenetvaloszintiség—méatrix hatarozza meg. Vegyiik észre azt is, hogy
a limesz eloszlas és a Il atmenetvaloszintiség—maéatrix egy sajatértékhez tartozo baloldali
sajatvektora, azaz a lanc invarians eloszlasa.

A két allapoti Markov—lanc esetében az dtmenetvaloszintiség—matrix sajatérték fel-
bontasat konnyen ki tudtuk szamolni, de valjdban csak annyit hasznéltunk, hogy az 1
sajatérték, azaz van invarians eloszlés és minden mas sajatérték abszolutértékben egynél
kisebb. A szamolast az is egyszertsitette, hogy az 1 egyszeres sajatérték volt.

Vegyiik észre, hogy a vizsgalt két allapottt Markov lanc esetében teljesiilt a kovetkezd
két tulajdonsag.

(i) Barmely allapotbol, barmely masik allapotba el lehet jutni pozitiv valoszintséggel,
azaz a lanc irreducibilis. A 4 gyakorlo feladat (b) pontja azt vizsgalja, mi torténik,
ha ez a feltétel nem teljesiil.

(ii) Nincs periodicités, azaz a lanc aperiodikus. A 4 gyakorlo feladat (¢) pontja azt
vizsgalja, mi torténik, ha ez a feltétel nem teljestil.

8.2 Definici6é Legyen I megszamlalhato.

Ha minden z,y € I parra létezik olyan n, hogy P (X, = y|Xo =) > 0 akkor azt
mondjuk, hogy a lanc irreducibilis.

Az x € I pont periédusa a {n >0 : P (X,, = x| Xy = x) > 0} szamhalmaz legnagy-
obb kozos osztdja. Meggondolhato, hogy irreducibilis lanc esetén minden pont periddusa
azonos. Egy irreducibilis Markov lanc aperiodikus, ha a kozos periodus egy.

8.3 Tétel Legyen (X,,) Markov ldnc véges dllapottérrel és 11 dtmenetvaldszinidséggel.
(i) Ha a lanc irreducibilis, akkor pontosan egy invaridns eloszlds létezik.
(i) Ha a ldnc emellett még aperiodikus is, akkor
lim P (X, =z) =n(z),
n—o0

ahol 7™ a lanc tnvarians eloszldsa.
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Az allitas azt mondja, hogy a kezdeti eloszlast elfelejti a folyamat, azaz hosszi id§ utan
rdnézve kozel az invarians eloszlast latjuk. Ebbdl persze az is adodik, hogy egy adott
allapot meglatogatéasanak relativ gyakorisaga az els§ n 1épés sordn konvergél az alabbi
értelemben

k=1

E (% > 1XM> = % > P (X =1) = 7(x), (8.6)

ahol 1x, -, az X} = = esemény indikatora.
A (8.6) formulaban a konvergencia varhato érték nélkiil is fennall, azaz igaz a kovetkezd
tétel

8.4 Tétel Ha (X,) irreducibilis, véges dllapotterid Markov linc, m invaridns eloszldssal,

akkor

1 n
— E 1x,—. — w(x), egy valdsziniséggel minden x € I-re.
n

k=1

8.1 Feladat Tegyiik fel, hogy az idGjaras alakulasidra az alabbi egyszert szabalyok
igazak: Ha ma és tegnap napos idé volt, akkor holnap 0,8 eséllyel lesz ismét napos
id6, ha ma napos, de tegnap borult id6 volt akkor 0,6, ha ma volt borts id§ és tegnap
napos akkor 0,4, ha az el6z6 két nap boris volt akkor 0,1 valoszintséggel lesz holnap na-
pos id6. Adjuk meg a megfelels6 Markov lancot, és szamitsuk ki, hogy a napok atlagosan
hany szazaléka lesz napos?

Megoldas. A feladat feltételezése szerint az idGjarasi helyzetet a mai és a tegnapi
idGjaras irja le. A lehetséges allapotok NN, NB, BN, BB, ahol az N a napos a B
pedig a borus id6t jeloli az elsé betd a tegnapi a méasodik pedig a mai id§jarast adja
meg, lasd a 8.3 abrat.

Ez a Markov lanc aperiodikus és irreducibilis, igy a feladat masodik fele tulajdonkép-
pen azt kérdezi, hogy a stacionérius eloszlas mellett mekkora az esélye, hogy az NN vagy
a BN allapotban vagyunk.

A stacionarius eloszlast a kovetkezs egyenletrendszer megoldésa szolgaltatja:

pny = 0.8pyn + 0.6ppn
png = 0.2pyN + 0.4ppyN
pen = 0.1ppp + 0.4pNB
pes = 0.9ppp + 0.6pNB
l =pnN +pNB+DPBN +PBB
Ennek a megoldésa pyp = ppy = 1—11, PNN = 1—31, PBB = %. Azaz a napsiitéses napok

aranya hosszi tavon kozel %.
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NB

8.3. abra: A 8.1 feladat egyszerii idGjaras modelljének grafja

8.2 Feladat Egy légitarsasag helyfoglalasi rendszerében két szamitogépet alkalmaznak.
Egy szamitogép latja el a feladatokat, a masik, ha miikod6képes akkor tartalékként
szolgal. A szamitogép lizemeltetése soran egy nap alatt p valoszintséggel romlik el és a
javitasa két napba telik. A javitast egyszerre csak egy gépen tudjak végezni. Modellezziik
az el6bbi rendszert Markov lanc segitségével. Mennyi annak a valoszintisége, hogy hosszu
lizemeltetés utan egy adott napon a rendszer miikodésképtelen?

Megoldas. A rendszer lehetséges allapotai {(i,7) : 4,5 = 0,1,2}, ahol az (i, j) allapot
azt jelenti, hogy az els6 szamitoégép ¢ nap mulva, a masodik szamitoégép j nap miilva
tizemképes. Nem minden kombinécié fordulhat els, és a két szamitogép szimmetrikus
szerepe miatt az (7, j) allapot nyilvan ugyanaz mint a (j,¢) allapot. Az igy kapott Markov
lanc grafja a 8.4 abran lathato.

Jeldlje X, azt, hogy az n. nap végén a rendszer melyik allapotban van. Az X, Markov
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(

(1,2) (2,0)

p p

8.4. dbra: A 8.2 feladat Markov lanca

lanc 7w stacionarius eloszlaséat a kovetkezd egyenletrendszer megoldésa adja:

00 = (1 —p)moo + (1 — p)mi
T9,0 = PToo + P + 1m0
1,0 = (1 - p)%,o

T1,2 = PT20

2
_p_ — _Pp
T2 T2 = Tz A rendszer

. 1—p)2 1—
Ennek megoldasa myg = (1+§% , Mo = p1(+p§), oo =
miikodésképtelen, ha az (1,2) allapotban van, ennek esélye hosszu iizemeltetés utan jo

kozelitéssel a stacionarius eloszlas megfelels tagja, azaz

p2

P(a rendszer miikodésképtelen) = n
p

5"
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8.3 Feladat Szabalyos pénzérmét dobalunk. Fejfutamnak nevezziik a dobassorozat
azon részét, amikor csupa fejet dobunk egymés utan. Jelolje M 256 dobasboél a leghossz-
abb fejfutam hosszat. Szimulacioval becsiiljiik meg M eloszlasat, azaz pl. 1000 kisér-
letbdl hatarozzuk meg az (M = k), k = 0,1,2,...,10, és (M > 10) események relativ
gyakorisagat. Szamitsuk ki a pontos valoszintiségeket is.

Megoldas. A pontos értékek meghatarozasa pl. ugy torténhet, hogy minden £ értékre
tekintjiik azt az (X,,),>0 Markov lancot, ahol

P(Xp =l +1X, =) =P (X1 =0[X, =1)=1/2, hal=0,... k-1,
P (X, = k| X, = k) = 1.

Ekkor P (Xa56 = k| Xo = 0) = P (M > k). X6 eloszlasat pedig az atmenetvaloszintiség—
méatrix hatvanyozéasaval kaphatjuk.

pfutam<-function(k,n=8){
Pi<-matrix(0,k+1,k+1)
ind<-1:k
Pi[cbind(ind,ind+1)]<-1/2
Pi[cbind(ind,1)1<-1/2
Pi[k+1,k+1]<-1
for(i in seq_len(n)) Pi<-Pi%x*%Pi
Pi[1,k+1]

}

rfutam<-function(n=1,nsteps){
sapply(seq_len(n),function(\ldots ){
B<-rbinom(nsteps,1,0.5)
max (sapply(split (B, cumsum(B)),length))-1
b
}

rf<-rfutam(1000,nsteps=256)
p.emp<-tabulate(rf+1,nbins=21)/length(rf)

p<-rbind(diff(-c(1.0,sapply(1:21,pfutam,n=8))),p.emp)
colnames(p)<-0:20

rownames (p)<-c("egzakt","rel.gyak.")
barplot(p,legend.text=T,beside=T)

Az eredmény érdekessége, hogy az esetek donts tébbségében legalabb 6 egymas utani
fejet fogunk latni egy viszonylag rovid dobassorozatban. Ennél tébb is igaz, ha n nagy
akkor a maximélis futam vérhat6 hossza kortilbeliil logy) n.
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8.5. abra: Leghosszabb futam eloszlasa 256 hosszi dobassorozatban

0.00
|

8.2.1 Gyakorl6 feladatok

1. A szociologusok gyakorta feltételezik, hogy egy csaladon beliil az egymast kovets
generaciok tarsadalmi helyzetét Markov lancnak lehet tekinteni, azaz a fit foglalkozasa
kozvetlentl az apja foglalkozasatol fiigg, de a nagyapjaétol méar nem. Tegyiik fel,
hogy ez a modell megfelel§ és az dtmenetvaldszintiség-—matrix II, ahol az 1,2,3 in-
dexek az also- kozép- és felsd osztalynak felelnek meg. Az emberek hany szazaléka
kozéposztalybeli egy olyan tarsadalomban, ahol a fenti modell hosszt idére vissza-
tekintve helyesen irja le a tarsadalmi folyamatokat.

04 05 0.1
IT={0.05 0.7 0.25
0.05 0.5 045

2. Legyen X megszamlalhato allapottert Markov lanc IT &tmenetvaloszintiség—matrixszal.
Azt mondjuk, hogy a Markov lanc reverzibilis a 7 eloszlasra nézve, ha mlIl; ; =
m;11;; minden 4, j-re. Mutassuk meg, hogy ha a lanc reverzibilis m-re, akkor 7 a
lanc stacionérius eloszlésa, azaz wll = 7.

3. Kartyat keveriink oly modon, hogy a 32 lapbdl taldlomra valasztunk egyet, majd
azt a pakli tetejére helyezziik. Mutassuk meg, hogy ezt az eljarast sokszor ismételve
a pakli lapjai megkozelitSleg véletlenszert sorrendben lesznek, azaz a lapok barmely
sorrendje kozel azonos valoszintiségi lesz.
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4. Ellenérizziik a kovetkezSket:

(a) ,A lépésenként egyet jobbra determinisztikus mozgas” a természetes szamok
halmazéan egy olyan homogén Markov lanc, amelynek nincs invarians val6szintiség
eloszlasa.

(b) A ,statikus fejlédésti” azaz identitas matrix adtmenetvaloszintségt 2 allapoti
Markov lancnak tobb invarians eloszlasa is van.

(c¢) Keét allapot ,determinisztikus és ciklikus valtakozasa” olyan Markov lanc,
melynek egyetlen invarians 7 eloszlasa van, de csak P (X, = i) = (i) kezdeti
eloszlas esetén teljesiil lim, o, P (X, = i) = w(7).

5. Egy embernek r db esernyGje van, amelyeket munkaba menet és onnan jovet hasznal
sziikség, azaz es6 esetén (igy csak akkor visz magéval erny6t, ha ahonnan indul ott
talalhato erny6 és éppen esik az es). Tegytik fel, hogy egy esés reggel, délutan
valosziniisége, fiiggetlentil a multtol és jovotsl, mindig p € (0, 1).

(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét (kozelitSleg), hogy emberiink elazik ha
elég régota koveti a fenti modszert.

(b) Milyen nagyra kell r-et valasztani ahhoz, hogy legalabb a € (0, 1) valoszintiséggel
ne azzon el az emberiink, barmekkora is p?

6. Tekintsiink egy futdszalagot, amelyrsl kikeriil6 munkadarabok p valoszintiséggel
hibasak. Tegytik fel, hogy az egyes munkadarabok allapota (hibas, vagy hibatlan
voltuk) nem fiigg a tobbi munkadarab allapotatol. A kovetkezd mintavételezési
eljarast hasznaljuk: Kezdetben minden munkadarabot ellenérziink egészen addig,
amig egymas utan ¢ db. hibatlan kévetkezik. Ezek utan minden r darabbol egyet
valasztunk talalomra, és csak azt ellendrizziik, egészen addig, amig hibas darabot
nem taldlunk. Ekkor visszatériink a kezdetben alkalmazott eljardshoz tehét min-
dent ellenérziink addig, amig ¢ db hibatlan munkadarabot nem talalunk. Es igy
tovabb.

Modellezziik az eljarast Markov lanccal. Szamitsuk ki
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8.3 Elnyel6dési valbészintiségek

8.4 Feladat Szerencsejatékot jatszunk, melyben a tétet 1/2 valoszintiséggel megduplaz-
zuk, 1/2 valoszintiséggel elveszitjiik. 1 petakkal kezdjiik a jatékot és addig folytatjuk,
amig 6t petdkunk nem lesz vagy el nem fogy a pénziink. Mennyi az esélye annak, hogy
5 petékkal fejezziik be a jatékot, ha ovatos stratégiaval jatszunk, azaz mindig csak 1

petakot kockaztatunk.

Megoldas. A nyereségiink minden jatékkal vagy egy petakkal cstkken vagy egy
petakkal né. Ez tehat a bevezetében mar emlitett tonkremenési probléma melynek grafja

a 8.6 abran lathato.

1/2 1/2

7 N T TN T TN T T

1/2

8.6. dbra: A 8.4 feladat Markov lanca

1/2

1/2

1/2

Az 1-es allapotbol indulunk és az egyes nyilakon a megjelolt valoszintiségek szerint
haladunk tovabb. A kérdésiink az, hogy mennyi az esélye annak, hogy a bolyongas az
5-0s allapotban fejez6dik be és nem a 0-dsban. Jelolje p; ennek az esélyét, feltéve, hogy
a bolyongas az i. allapotbol indul. A teljes valoszintiség tétel alapjan p;-kre az alabbi

egyenletrendszer irhato fel:

po=20
B 1 n 1
b1 = 21?0 2172
- 1 n 1
P2 = 2271 2}?3
B 1 L 1
b3 = 2292 2]?4
B 1 n 1
Ps = 2173 2195
ps =1

aminek a megoldéasa p; = i/5, azaz a kérdéses valoszintség 1/5.
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8.5 Feladat Anna és Pal egy pénzérmét dobal. Anna az F'FI, Pal pedig az FII minta
korabbi megjelenésére fogadott. Jeldlje X az FFI, Y az FII minta els6 megjelenéséig
sziikséges dobasszamot. Mutassuk meg, hogy X és Y azonos eloszlasi, de Anna és Pél
nyerési esélyei nem egyenldk.

Megoldas. Azokat a sorozatokat, melyek végén az az F'F'I minta van a kévetkez§ graf
segitségével lehet generalni:

F F I
7

1C w/ fo'—‘*\ FF Firf)
- |

F

8.7. abra: Az FF'I mintahoz tartozo graf

Minden olyan véges sorozatnak, aminek csak a végén van F'F'I minta megfelel egy
() — FFI utagrafon. mindig azon az ¢len haladunk tovabb aminek a cimkéje a kovetkezs
dobas értékével egyenls. Es megforditva ha vesziink egy utat ami (-bsl FFI-be vezet,
akkor az élek cimkéit egymas mellé irva egy olyan sorozatot kapunk, aminek csak a végén
fordul el6 az FFI minta.

Az FII mintahoz tartozo graf hasonlé megfontolassal:

F I
7 T

F
8.8. dbra: Az F'II mintdhoz tartoz6 graf
Az, hogy X és Y azonos eloszlast abbol adodik, hogy ugyanannyi n hosszisaga tut

vezet az els6 grafon a kezdd pontbol a végpontba, mint a méasodikon. A megfeleltetés
példaul az lehet, hogy adott egy 1t az elsé grafon, akkor az F'F els6 elérése utani darabot
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vagjuk le a végérsl cseréljiik fel az I és F szerepét és irjuk az ut eleje elé. Igy egy
ugyanolyan hosszi utat kapunk a masodik grafon. A megfeleltetés nyilvan kdlcsonosen

egyértelmd.

Ha Anna és Pal egymas ellen fogadnak, akkor minden lehetséges dobéssorozatnak
megfeleltethetd a fenti modszerrel egy it a kovetkezs grafon:

F

()

TR

el

8.9. dbra: Az FFI és FII mintak elsé el6fordulasdhoz tartozo Markov lanc

Jelolje p; annak az esélyét, hogy a grafon i-vel jelolt csticsbol indulva egy szabalyos
érmét hasznalva az ut kisorsolasara az F'F'I (4) csucsba jutunk. A p; valoszintiségekre a
kovetkez6 egyenleteket irhatjuk fel:

1 1
Do = 5]70 + 51?1 azaz  po
- 1 n 1
P11 = 2292 2293
B 1 N 1
b2 = 2]92 2194 azaz P2
1 n 1
D3 2]91 2]?5 ZazZ  P3
pe=1
ps =0
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Az egyenletrendszer megoldéasa: po = p1 = 2/3, po = ps = 1, p3 = 1/3, ps = 0. Anna
nyerési esélye tehat 2/3, mig Palé 1/3.

8.3.1 Gyakorl6 feladatok

1.

A 8.4 feladatban hogyan valtozik a tonkremenés valoszintisége ha a moho stratégiat
kovetjiik, azaz a pénziinkbdl mindig annyit kockaztatunk, hogy nyerés esetén a
t6kénk nagysaga a lehetd legjobban megkozelitse az 5 petéakot.

. Antal és Béla egy pénzdarabot dobalnak, melynél a fejdobas valoszintisége p. Antal

az FFI, Béla az II sorozat elsé megjelenésére var. Mekkora a valdszintisége, hogy
Antal sorozata kovetkezik be el6bb? Szimmetrikus érmére ez 1/2, miért? Nem
szimmetrikus érmére?

Két fej-irds sorozat koziil azt nevezziik jobbnak, amelyiknél 1/2-nél nagyobb a
valoszintisége, hogy egy szabélyos érmét dobélva el6bb kévetkezik be, mint a masik.
Mutassuk meg, hogy FF'I jobb FII-nél, FII jobb II1F-nél, I1F jobb [ FF-nél, és
IFF jobb FFI-nél, azaz ezek a sorozatok ,korbeverik” egymést, mas szoval a fenti
,rendezés” nem tranzitiv.

Fej-iras jatékban nyeriink egy forintot, ha a dobas eredménye fej, veszitiink egyet,
ha iras. n forinttal kezdjiik a jatékot és addig jatszunk, amig 2n forintunk lesz,
vagy elfogy a pénziink. Mi az esély arra, hogy jaték kozben eléfordul n hosszi
nyer$ széria, azaz n kozvetleniil egymés utéani fej dobas?
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9. Véletlen bolyongas: a klasszikus eset
és a grafok

9.1 DBolyongas atlagos hossza, a 1épésszam szorasné-
gyzete

9.1 Feladat Atlagosan mennyit kell dobni egy szabélyos kockéval, amig két szomszédos
hatos megjelenik?

Megoldas. A kérdést atfogalmazhatjuk egy grafon valé bolyongasrol szold kérdéssé.
Tekintsiik ugyanis a 9.1 abran 1évé grafot:

6

, 0 ~ 1 6 2 )
{1,2,3,4,5} C _K,/ i)—* Ef)

{1,2,3,4,5)

9.1. Abra: A 66 mintara varakozas Markov lanca

Ha adott egy dobéssorozat melynek a végén két szomszédos hatos all, akkor a grafon
az () csucesbol indulva és mindig a dobasnak megfelels élen tovabbhaladva a bolyongés
vége a 66 csucs. Megforditva ha vesziink egy n hosszt bolyongéast a grafon ami az ()
cstucesbol a 66 csucsba vezet, abbdl az 6sszes n hosszi dobassorozat elGallithatd aminél
elgszor a végen talalhato két szomszédos hatos. Igy a kérdés valojaban az, hogy a fenti
grafon atlagosan hany lépés alatt lehet eljutni a 0 csticsbol a 2 cstcsba.

Jelblje m; a sziikséges 1épésszam varhato értékét, ha az ¢ csicsbol indulunk. Az m;
mennyiségek kozott az elsé 1épés szerint szétbontva az eseteket a kovetkezd Osszefliggések
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adodnak:

!

b} 1
m0:(1+m0)6+(1+m1)6 m0:m1—|—6.

) 1
my = (1+m0)6+(1+m2)6 e 6m, =6+ 5my

aminek a megoldasa my, = 36 és mg = 42. Azaz az atlagosan sziikséges dobasszam 42.

9.2 Feladat Egy pénzérmedobas sorozatban atlagosan mennyi ideig kell varni az FFF
vagy FIF minték valamelyikének az elsé megjelenésére? Mennyi a sziikséges dobésszam
szorasnégyzete?

Megoldas. Grafon vald bolyongasra vezetjiik vissza a kérdést. Tekintsiik a 9.2 abran
szerepl§ grafot.

FF

9.2. abra: Az F'x F mintara varakozas Markov lanca
Az 7 pontbdl indulé bolyongés esetén az elnyelGdésig sziikséges X; 1épésszam varhato

értékét m;, a lépésszam négyzetének varhatd értékét d; jeloli. Az els6 lépés szerint
szétbontva az eseteket és a teljes varhato érték tételt alkalmazva a kovetkezd egyenletek
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adodnak:

1 1
1 1
my = §(m3 +1) + §(m4 +1)

1 1

A négyzet varhato értékére pedig az E ((1 + X)?) = 1 + 2E (X) + E (X?) Osszefiiggés
alapjan

1 1
1 1

d1 = §<d2 + 2m2 + 1) + §(d3 + QTTZ?, + 1)
1 1

1 1
d4:0

Az m-ekre felirt egyenletrendszer megoldasa: mgy = 34/5, my = 24/5, my = 16/5,
ms = 22/5. Azaz a d-re vonatkozo egyenletrendszer:

126
d0:d1+2(m0—|—m1+1):d1+7
1 1 1 1 43
dl:§d2+§d3+(m2+m3+1):§d2+§d3+€
1 1 27
d2:§d3+m3+1:§d3+€
1 1 39
= — 1:— —_
dg 2do+m0+ 2d0+5

Ennek megoldasa dy = 3358 = 67.76, d; = 22 = 42,56 dy = 1312 = 26.24, d3 = 2B =

41.68. Végiil a sziikséges dobasszam szoérasnégyzete:
o 3388 (34)2 - 3388 — 2312 1076

07 50 5 50 50 o0

do—m
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9.3 Feladat Egy szabélyos érmét dobalunk, X jeloli az FFF, Y az IFI minta elsé
megjelenéséig sziikséges dobéasszamot. Szamitsuk ki az E (X|X < Y) feltételes varhato
értéket.

Megoldas. Ha nem a feltételes varhato érték volna a kérdés, akkor a megoldas egy
linearis egyenletrendszer megoldésa volna. Ez az egyenletrendszer

>;Hij(m; +1) ha i nem végallapot
m; =
0 ha ¢ végallapot

alakd, ahol 1I; ; egy alkalmas grafon torténé bolyongas dtmenetvaloszintiség métrixa. A
konkrét feladathoz tartozé graf a 9.3 abran lathato.

1
1 2 2 2 3 {
F FE FjP
_ / - / |

| =

B | =

=

B2 =
o | =
b | =

B3| =

5 G 1
IF ) T Ify:D
) |

1
2

9.3. abra:

Ezt a modszert szeretnénk alkalmazni, az altalunk keresett feltételes varhato érték
kiszamitasara is. Ehhez els6 lépésként azt mutatjuk meg, hogy a Q (A) =P (A|X <Y)
feltételes eloszlas szerint is Markov lancot kapunk, azonban az atmenetvaloszintiségek
megvaltoznak.
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Jelolje Z,, azt, hogy az n. lépés utan a fenti grafon melyik allapotban vagyunk. Elsé
lépésként azt mutatjuk meg, hogy Z,, a Q valoszintiséggel ellatott valoszintiségi mezén is
Markov lanc, azaz

Q (Zn+1 - kn+1|Z0 = kOa ceey Zn = kn) - Q (Zn+1 - kn+1|Zn - kn)

minden olyan ko, k1, . . ., k, sorozatra, amire a baloldalon a feltétel pozitiv valoszintiség.

Q(ANB) P(ANB|(X <Y))

AR =70 = PHEIX <Y)
CPANBI(X<Y)P(X<Y)
S T PBX V)P X <v) L ABNX<Y)).
alapjan

Q (Zns1 = kns1|Zo = ko, ..., Zn = ky)

=P (Zpiy =kns1|Zo =ko, ..., Zn =kp, X <Y)
P (Zy=ko,.... Zng1 = knt1, X <Y)

- P Zy=ko,....Zn =k, X <Y)

Legyen p; = P (X < Y|Zy = i). Mivel homogén Markov lancrol van szo,

P(Z():]{?(),...,Zn:kn,X<Y)
=P (X <Y|Zy=ko,.... Zn=kn)P(Zo=ko,...,Zn =ky)
:P<X<Y|Zn:k'n)P(Z0:kfo,,Zn:]{,’n):pknP(Zo:kQ,,Zn:k’n)

Igy aztan

Q (Znir = knia|Zo = ko, ..., Zy = k)

P (Zo=koo- ., Zn =k, Zusr = ki)

B o P (Zo = ko, ..., 20 = kn)

i P (Zoss = kpi|Zi = ki, i S0P (Zy = koo, Zn = kn)  Proar Mk b

Dk, P (Zo = ko, ..., = kn) B Dk,

Azt kaptuk, hogy a Q (Z,41 = kni1|Zo = ko, - .., Zn = ky,) feltételes valoszintség csak 7,
értékétdl fiigg, azaz Z a Q mérték szerint is Markov lanc, tovabbé az dtmenetvaloszintiség
matrix

Pi
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A mi konkrét Markov lancunkra a p; értékeket a kovetkezs egyenletrendszer megoldasa
adja:

1 1
Po = 5P + B

1 1
P1= 5P + oPa

1 1
P2 = 53 + BY&
ps=1

1 1
P4 = 5Pa + oPs

1 1
Ps = 52 + 5P
Pe = 0.

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa py = %, P = %, Py = %, Py = ps = %,

p3 = 1, pg = 0. Azaz a ) mértékkel ellatott valoszintiségi mezén, a Z Markov lanc
atmenetvaloszintségei megvaltoznak, az eredményt a 9.4 abran lathatjuk. Az egyes
csuicsoknél a hozzajuk tartozo p; értéket is feltiintettiik.

Innen a varhato érték kiszamitasara szolgald egyenletrendszer

m025m1+gm4+1
2 1
m1:§m2+§m4+1
3 1
m221m3+1m4+1
m3:O
1 1
m4:§m4+§m5+1

ms = Mg + 1
Aminek a megoldasa my = ms+2 = mo+3 = 13—6, my = 1—;’, mo = %. A feladat megoldasa
tehat %6

E(X|X <Y)= 3.

9.1.1 Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsuk ki a 8.4 feladatban a jaték atlagos hosszéat.
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e | Lo

\ 2 _
1 po== p3=1
: J > R FFF 1

| =
[—

pg=U
IFT 1

1
2

9.4. abra:

2. Ot ember all egy szabalyos 6tszog 6t csticsaban és korongokat dobalnak egymasnak

tgy, hogy minden forduloéban minden egyes korongot a tobbitsl fiiggetleniil mind-
két lehetséges szomszédnak 1/2-1/2 valoszintséggel dobjak tovabb a jatékosok.
Ha valamelyik jatékosnak egyszerre két korongot kellene elkapnia a jaték megall.
Kezdetben két korong van két szomszédos jatékosnal.

(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a jaték legalabb 100 fordulobol All.
(b) Hatéarozzuk meg a fordulok atlagos szamat és szorasnégyzetét.

. Harom tank parbajt viv, a rovidség kedvéért jeloljiik sket A, B,C-vel. A 2/3,
B 1/2, C' 1/3 valoszintiséggel talal célba. Minden forduloban egyszerre tiizelnek,

mindenki a még ki nem 16tt legerésebb ellenfélre céloz. Szamitsuk ki a parbaj
atlagos hosszat. Mekkorak az esélyek a gyGzelemre?

. Egy szabélyos érme esetén melyik harom hosszi sorozat megjelenésére kell at-
lagosan a legrévidebb ideig varni?

5. Ketten a kovetkezs jatékot jatsszak: az elss jatékos hiz visszatevés nélkiil 3 cédulat

153



egy olyan urnébol, amelyikben az 1,2, 3,4, 5 felirata cédulak vannak. A nala 1évs
3 Ft-bol annyit ad at tarsanak, ahédny pératlan szadm van a kihuzottak kozott.
Ezutan a masodik jatékos hiiz annyiszor, ahany Ft van nala és igy tovabb. Az nyeri
a jatékot, akinél el6szor lesz 3 Ft (a kezdéstdl eltekintve). Mennyi a valoszintsége,
hogy a kezdé jatékos nyer? Varhatéan hany hiuzasbol all a jaték?

9.2 Elagazo6 folyamatok

Ebben a szakaszban nem negativ egész értéki valoszintségi valtozokkal fogunk dolgozni.
Ebben az esetben a valtozoé eloszlasat generatorfiiggvény segitségével is megadhatjuk. Az
X valtozd G x generator fliggvényét egy hatvanysor definialja, melyben z" egyiitthatoja
az eloszlas n. tagja P (X = n), azaz

Gx(2) =) #"P(X =n)=E(z").

Mivel az egyiitthatokra 0 < P (X = n) < 1 teljestl, ezért a a generator fiiggvény konver-
gens a (—1,1) intervallumban. G x-bél a nulla koriili Taylor-soranak egytitthatoi, vagyis
az X eloszlasdnak tagjai derivalassal megkaphatoak: P (X =n) = #Gg?)(()), ahol Gg?)
az n. derivaltat jeloli.

Ha X > 0, de nem feltétleniil egész értéki, akkor az eloszlast megadhatjuk X Laplace
transzforméaltjanak £x-nek a segitségével is: Lx(A) = E (e’AX ), A > 0. Mi csak annyit
fogunk kihasznalni, hogy az Ly Laplace transzformalt egyértelmtien meghatérozza X
eloszlasat.

A cimben szerepld elagazé folyamat alatt a kovetkezd fogjuk érteni.

9.1 Definicidé (S, ),>0 elagazo folyamat, ha

S'VL
Sn+1 - E Xn,f;
/=1

ahol {X,,: n>0,1</{<n} azonos eloszlasu, fiiggetlen, nem negativ egész értéki
valoszintségi valtozok. Az iires Gsszeg értéke 0.

Sp-re ugy gondolunk, hogy az az n. generdcio lélekszdma, mig X,,  az n. generacio k.
egyedének utddszdma. Azt mondjuk, hogy a folyamat kihal, ha valamelyik n-re S, = 0.

Vegyiik észre, hogy egy eldgazo folyamat egyben Markov lanc is, ugyanis a fejlgdése
konnyen felirhato (8.1) alakban. A 9.5 abrén a folyamat néhéany realizaciojat lathatjuk,
kiilonboz6 atlagos utdédszam mellett.

9.4 Feladat Legyen (S,),>0 elagazo folyamat és tegyiik fel, hogy Sy = 1.
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9.5. dbra: Elagazo folyamat néhany realizacidja Poisson utdédszam eloszlas mellett. u az
atlagos utodszam.

(a) Irjuk fel az S, generator fiiggvényét az X-ck kozos generatorfiiggvényének a segit-
ségével.

(b) Szamitsuk ki a ,kihalas” valoszintiségét!
Megoldas.

(a) S, egy véletlen tagszamu Osszeg, amelyben a tagok szama és az Osszeadandok

155




fiiggetlenek, igy

Gs,(2) =E (2) =Y E (2|81 = k) P (S, = k)

00 k
Y (H SKnil|§, | = k) P (S, 1 =k)
/=1

k=0

Gx(2)P (Sp1 = k) = Gs,_,(Gx(2))

NE

i

0

Tteralva
Gs,(2) =GxoGxo---0Gx(2)
n darab

adodik, azaz S, generatorfiiggvénye az utéodszam Gy generdtorfiiggvényének n-
szeres iteraltja.

(b) Annak az esélye, hogy az n. generacio lélekszama nulla
P (S, =0)=Gg,(0).
Mivel (S, = 0) C (Sp+1 = 0), ezért

P (a populaci6 kihal) = P (U, (S, =0)) = lim P (S, =0) = lim Gg,(0).

n—oo n—oo

Legyen z, = Gg,(0) = P(S, = 0). Az (z,) sorozat monoton és korlatos, ezért
konvergens. Mivel x,.1 = Gx(x,) és Gx folytonos, ezért a limesz biztosan eleget
tesz az © = Gx () Osszefiiggésnek. Megmutatjuk, hogy a minket érdekld megoldas
a legkisebb nem negativ gyok. Legyen tehat 2o = min{z >0 : x = Gx(x)}.

Ha z < xzg, akkor G(x) < xg. Valéban egy generator fliggvény tetszéleges rendd
derivéltja nem negativ, ezért x < x( esetén létezik 2’ € (z,x¢), amivel

G(x) — G(xo)

T — 2o

=G'(2') >0

Vagyis @ < xp miatt G(z) < G(xg) kovetkezik.

Mivel 0 < zqg ezért x,, < z( is fennall minden n > 1-re, de akkor lim,, .., x,, < x¢ is
igaz. Masfeldl a limesz eleme annak a halmaznak aminek minimélis eleme xg, igy
csak xg = lim,,_,o x, lehetséges. Azt kaptuk tehat, hogy a kihalés valoszintisége az

P (a populacié kihal) = min{x >0 : 2 = Gx(z)}

ahol Gx az utédszam generétor fliggvénye.
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9.5 Feladat Legyen X, olyan eldgazo folyamat, melynél X, = 1 és az utdédszam gen-
eratorfiiggvénye
1—(b+c¢) bs
= + ,
1—c 1—cs

G(s)

ahol b,c >0ésb+c<1.
(a) Szamitsuk ki a kihalas valoszintiségét!
(b) Hatarozzuk meg a

lim P (X, = k|X,, > 0) kE=1,2...

n—oo
feltételes hatéareloszlast. (atmut.: szamitsuk ki a feltételes eloszlas generétor fiig-
gvényét!)

(¢) Az 1—b—c = c(1—c) feltétel mellett szamitsuk ki P (X,, > 0) értékét és X, /n-nak
az (X, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasanak Laplace transzformaltjat.

(d) Tegyiik fel, hogy a kihalas valoszintisége egynél kisebb. Szamitsuk ki, erre az
esetre X,,/E (X;)" Laplace transzformaltjat és ennek segitségével szamitsuk ki
az X, /E (X1)" valtozo (X, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasanak a
limeszét.

Megoldas. Az utdédszam generétor fiiggvénye:

1—(b+c) bs I—(b+e) =, 11
G(s) = = b

(5) 1—c +1—cs 1—c +;C °
Azaz annak a valészintisége, hogy k > 0 utod lesz bck—1!.

(a) A G(z) = z egyenlet legkisebb nem negativ megoldasat keressiik. Tudjuk, hogy
xr = 1 megoldés és legfeljebb két megoldas lehet, ezért elegendd a mésik gyokot
megkapni. p(z) = (1 — cx)(G(z) — z) méasodfoku polinom és G(z) = = valamely
x € [0, 1]-re pontosan akkor teljesiil, ha p(z) = 0. Ezért elegends p(x)/(z — 1)-et
kiszamolni, amihez p elsé és masodfoku tagjanak egyiitthatojat kell ismerni.

p(e) = (1 cx) (1—1b

—C

>+bx—m(1—ca:)

be

= ca(z — 1
cx(x —1)+x —

1-b—
+b—1| + konstans = (z — 1) (c;p_%c>
—c

_1-b—c
1—c
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1-b—c
c(l1—c)"

amibdl p masik gyoke Azaz,

lim P(X, — 0) = min [ +—2—C 1)
n—00 c(l—=c)

Ez pontosan akkor kisebb egynél, ha 1 —b—c < ¢(l —c)azazb>1—c—c(l —
¢) = (1 — ¢)?. Vegyiik még észre, hogy az atlagos utoédszam G'(1) = (1_%)2 Azaz
ha az atlagos utédszam nagyobb mint 1, akkor pozitiv valoszintiséggel nem hal
ki a populaci6. Ha az atlagos utddszam legfeljebb egy, akkor a populéacié egy
valoszintséggel kihal.

Jelolje
G[TL} :GO-..OG
n darab

a G generator fliggvény n. kompozicié hatvanyat. Ez az X,, generéator fliiggvénye.
Ezért

Gx,x,50(2) = BE(z""| X, > 0) = ) " 2"P (X, = k| X, > 0)

k>1

_ Yo 2P (Xp=k)  GI(z) — GIM(0) 1— GInl(z)

= S I G2
P (X, >0) 1 — G(0) 1— GM(0)

Ezért célszert 1 -G (1—x)-et kifejezni. Vegyiik észre, hogy ha H(z) = 1-G(1—x),
akkor HI"(z) =1 — GM(1 — x). Ezt n szerinti indukciéval érdemes végiggondolni.
Mivel

1—(b+c) bs b bs
Gls) = 1-¢ +1—cs l—c 1—cs
1_b(1—cs)—bs(1—c)_1_ b(1l —s)
(1—¢c)(l—cs) (I1—=c)24+(1—=0c)c(l—2y3)
BEzért
bx 1
H(I’) - I_G(l_l‘) - (1—6)2—|—(1—C)CZE o (1;@)0_'_ (lfbc)Q%

azaz H(x) = 1/h(1/x) alaku, ahol

(1—c)e  (1—c)?

h(u) = ; + P
——— T
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lineéris figgvény és f = 1/E (X;). Ugyancsak indukcioval érdemes végiggondolni,
hogy H"(x) = 1/hl"(1/z). Mivel h linearis a kompozicié hatvanyok egyszertien
szdmolhatoak:
h(u) = a+ pu
W) = o+ af + f2u
Bl (w) = o+ af + af? + Pu

A (u) = a(l+ B+ -+ 8" + B u

Allapodjunk meg abban, hogy % jelentése n, ha 5 = 1. Ezzel a megallapodassal

1 1 1—=2
1—G[”](z):HW(1—z): = — = —
A () B+ ‘)‘11—6,8 g+ 0511_65 (1-2)
és gn
n 1-8" R —
' 1—G[n](2) _, (1—2) <ﬁ ~|—am) B ,B”-i-all‘f;Z
R0 TR = S
5"+a11:’6;

Ez azt jelenti, hogy X,-nek az (X,, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa

geometriai p, = W paraméterrel. n — oo esetén harom féle viselkedés
1B

lehetséges:

(i) Ha 8 < 1, azaz az atlagos utodszam egynél nagyobb, akkor a feltétel valoszintiségének
nem nulla limesze van és p, — 0 és Gx,,|x,>0(2) = 0. Ez azt jelenti, hogy a
feltételes eloszlas limesze nem eloszlas. Az ok az, hogy az X, valoszintségi
valtozo a (inf X, > 0) eseményen végtelenhez tart.

(ii) Ha g =1 akkor p, = 1/(1 + na). és Gx, |x,>0(2) — 0.
(ii) Ha 8 > 1, akkor p, — p = 1/(1 + /(8 — 1)) € (0,1) és a hatareloszlas

geometriai p paraméterrel.

(c) A részfeladatban megfogalmazott eset 3 = 1-et jelent. Igy

1 1
P(X,>0)=1-GM"(0) = .= :
(X, >0) 0= e = 1o
£ =1 mellett a feltételes generator fliggvény:
1 - GM(z) z

Gx,|x,>0(2) =1 — 1 — G(0) T 1+ na(l —z)
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Ebbdl a feltételes Laplace transzformalt is kifejezhet6:

Lix,-1)mix,0(t) = E (e7F7V X, > 0) =
1+na(l—e /) 14+na(l—e /)

et/nGanXn>0(eft/n> — et/n

Ha n — oo, akkor

1 & 1 T
-1)/n t) — = Tt {——}d
L (x,-1)/n|xn>0() 1o /0 e exp - T

Azaz (X, —1)/n X,, > 0 melletti feltételes eloszlasanak van limesze és az a varhato
értékii exponencialis eloszlas. Mivel itt 1/n — 0 ezért X, /n feltételes eloszlasanak
is ugyanez a limesze.

A kihalas valoszintisége akkor kisebb mint egy, azaz az atlagos utdodszam egynél
nagyobb, vagyis § = 1/F(X;) < 1. Ekkor

(1—2) <B” + a%)
g + a%(l —2)

GXn\Xn>O(Z) =1-

A feltételes Laplace transzformaélt:

Lanx, (t) = B (exp {—t(8"Xy)} | X, > 0) =
(1-2) (B + ol

GXn‘Xn>O(€_tBn) = ]' - —fBn |Z=8_tﬁJn
B+ a%(l —2)

Kihasznaljuk, hogy 1‘5/;’Bn — 1 han — oo. Igy
gre (8 + ol b |
lim ﬁﬁan(t) = lim 1-— 1_pn i =1- lig = a

Az adodott, hogy a feltételes eloszlas limesze exponencialis melynek varhato értéke

a/(1-70).
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9.2.1 Gyakorl6 feladatok

1.

Legyen X, elagazo6 folyamat, Xy = 1. Tetszbleges rogzitett k pozitiv egész szamra
definialjuk az Y, = X, sorozatot. Mutassuk meg, hogy Y, r =0,1,2,... szintén
elagazo folyamat. Fejezziik ki az utédszamok generatorfiiggvényeinek kapcsolatat
a két folyamatban.

Legyen f(s) = 1 —p(1 — s)? (p, 3 € (0,1)) generétor fiiggvény. Szamoljuk ki az
iteraltakat.

Mutassuk meg, hogy
s

1) = o ==

generator fliggvény és szamitsuk ki az n-ik iteraltjat.

A 0 pillanatban egy vértenyészetben legyen jelen egyetlen vords vértest. Az elsé
perc végén a voros vértest elhal, és a kovetkezd kombinaciok lehetségesek: 2 voros
vértest keletkezik 1/4 valoszintiséggel, 1 voros vértest és 1 fehér vérsejt keletkezik
2/3 valoszintiséggel, 2 fehér vérsejt keletkezik 1/12 valoszintiséggel. Minden egyes
voros vértest egy percig él, és az Gsvértesthez hasonléan hoz létre utédokat. Min-
degyik fehér vérsejt egy percig él, és azutan elhal anélkiil, hogy utoédokat hozna
létre. Az egyes sejtek egymastol fliiggetleniil viselkednek.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy a tenyészet a kezdetétsl szamitott n + 1/2
perc milva még egyetlen fehér vérsejt sem jelenik meg?

(b) Mekkora a tenyészet kihalasanak a valoszintisége?

. Legyen az utodszam generator fiiggvénye f(s) = as® + bs + c¢. Mutassuk meg, hogy

a kihalas valoszintisége min(c/a, 1).

Jelolje X, egy elagazo6 folyamatban az n. generécio 1élekszamat és legyen Xo = 1.
Igazoljuk, hogy

3 (m]?xxk > L|X,, = o) <P (X, =0)".

Jelolje X, egy elagazo6 folyamatban az n. generécio 1élekszamat és legyen Xy = 1.
Tegyiik fel, hogy az utodszam varhato értéke E (X;) = m < 1. Szamitsuk ki, az
osszes leszarmazottak atlagos szamat, azaz E (37 | X,,)-et.

161



9.3 Martingalok

9.3.1 Feltételes varhato érték: altalanos eset

Most a 6.5 fejezetben bevezetett fogalmakat altalanositjuk. L;(Q2, A, P) jeloli az A
mérhets integralhato valoszintiségi valtozok csaladjat.

9.2 Definicié Ha X € L1(Q, A, P) és F C A rész o-algebra, akkor azt az F—mérhetd
Y valosziniiségi valtozot, amire tetszéleges A € F esetén E (1,X) = E (14Y) az X F-re
vonatkozo feltételes varhato értéknek nevezziik és E (X |F)-fel jeloljik.

Az Y valtozoval kapcsolatban megfogalmazhato események o-algebrajat, o(Y)-nal
fogjuk jelolni. o(Y') elemei az (Y € H) alaka események, ahol H a szamegyenes Borel
részhalmaza. Abban az esetben, ha F = o(Y) az E (X|o(Y)) jelolés mellett az E (X|Y)

jelolést is hasznéljuk majd.

9.3 Tétel Legyen X € L1(Q,A,P) és F C A. Ekkor E(X|F) létezik, és barmely két
vdltozata legfeljebb egqy nulla valdsziniségi eseményen kiilonbozhet.

Alaptulajdonsagok.

(i) E(X +Y|F) =E(X|F)+E (Y|F) feltéve, hogy mindegyik feltételes varhato érték
létezik.

(i) Ha X F mérhetd, valamint YV és XY integralhato, akkor E (XY|F) = XE (Y|F).
(iii) Beppo Lévi tétel. Ha X, 1 > X,, > 0, akkor

Jim B (X,17) = B (fim X./7)
(iv) Fatou lemma. Ha X,, > 0, akkor

E (lim inf X, \]—“) < liminf E (X,,|F)

n—0o0 n—0o0

(v) Lebesgue (dominéalt konvergencia) tétel. Ha X,, — X egy valoszintséggel, | X, | < Z
és E (Z) < o0, akkor E (X|F) = lim, 00 E (X,| F).

A feltételes varhato érték kiszamitasa néhany specialis esetben igen egyszert.

9.4 Definici6 Azt mondjuk, hogy az F o-algebra atomos, ha megadhatd egy E =
{A, : n >0} teljes eseményrendszer tugy, hogy F = o (E). Azaz

f:{UB;BcE}

BeB

E elemeit az F atomjainak nevezziik.
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9.5 Lemma Ha F atomos o-algebra, akkor E (X|F) =3 ,.p L4E (X|A). (It E (X|A)

a pozitiv valdsziniségli A eseményre vonatkozo feltételes vdrhato érték.)

Proof. Legyen B € F, akkor B = |JB valamely B C E résszel. A teljes varhato érték
érték elemi valtozatat hasznalva

(Z 1,E (X|A) 1B> Y P(ANB)E(X|A) =

AeE A€E
Y P(AE(X[A) =) P(A)E(X154) =E(X1p).
AeB A€l

9.6 Kovetkezmény Ha X,Y egyiittes eloszldasa diszkrét, akkor

E(X|Y) = 21”, (XY =y) = ZxP =2y =)

y=Y
9.7 Lemma Legyen F = o(Y') valamely Y wvaldsziniségi valtozéval, és h : R — R olyan
fiigguény, amare tetszdleges yo € R esetén

/yo h(y)Fy (dy) = E (1y <y, X) .

Ekkor E(X|F) = h(Y).
Proof. Ha a feltétel teljesiil, akkor tetszéleges a < b esetén az
E(h(V)Lusyar) = | hu)Fr(dy) = B (LivaX)
[a,b)
azonossag is fennall. Ekkor viszont a kévetkezs két elGjeles mérték
A—E (h(Y)1,4)

megegyezik az A = (Y € U, [a;, b;)) alakt eseményeken, a; < b;, i = 1,...,n. Mértékelmélet-
bél ismert, hogy ez mar elég ahhoz, hogy o(Y)-on is megegyeznek, vagyis h(Y') a feltételes
varhato érték. ]

9.8 Lemma Ha X,Y egyiittes eloszldsa abszolut folytonos, akkor

E (4(X)[Y) = / o) fxy (2ly)da

y=Y
ahol

fx.y(zy) ha f
y) >0
Ixy(zly) = { fr(®) v (y)

0 kilonben

az X wvaldsziniiségi valtozo Y -ra vonatkozo feltételes siriségfiigguénye.

163



Proof. A 9.7 lemma feltételét ellendrizziik.

| bt = [ nwss

h // f” Beyl@9) g b )y

/ 1y<yog(x)fx,y(:r, y)drdy = E (1yy9(X))

9.9 Tétel Legyen X,Y waldsziniiségi viltozo és g : R? — R olyan mérhetd fiigguény,
hogy E (|g(X,Y)]) < co. Ha X fiiggetlen Y -tol, akkor

E(g(X.V)Y) = E (9(X,y)),—y

Proof. Mivel XY fiiggetlen, ezért Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y). Legyen

h(y) = E(9(X,y)) = /g(x,y)Fx(dx)

és ellendrizzik a 9.7 lemma feltételét.
/( )Py (dy) = [ st ) Fy(ay) =
0,90

/ 1o g (@, 9) Fxy (ds dy) = E (Ly<pg(X,Y)).

Az el6z6 allitas altalanosabb feltételek mellett is igaz.

9.10 Tétel Legyen F,G két figgetlen o-algebra és g : 2 x Q@ — R F X G mérhetd. Ha
Z(w) = g(w,w) integrdlhatd, akkor

E(Z|G) = / 96, w)P (dwy)

Proof. A bizonyitas formailag ugyanaz, mint az el6z6 tételben. Legyen (X,Y) : (2, 4) —
(Q,F) x (2,G) a kévetkezd X (w) = w és Y (w) = w. Szamitsuk ki (X,Y) eloszlasat. Ha
AeF, és B e G, akkor

P((X,Y)€AxB)=P(X€AN(Y €B)=P(ANB)=P(A)P(B).
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Utolso 1épésben azt hasznaltuk, hogy F és G fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy (X,Y)
eloszlasa P|z x Plg. Ezért aztan

E (g(X,Y)1yca) = / (1,6 Ly P (di) x P (diy) =

AJa -

U(wz)
Azaz E(Z|F)=U = [, g(wi,.)P (dwy). O

9.11 Kovetkezmény (Fiiggetlenségi lemma) Ha X fiiggetlen G-t6l, Y mérhetd G-re
nézve, és g(X,Y) integrdlhato, akkor

E(9(X,Y)|G) = E (¢(X,y))l,—y
Proof. Legyen F = o(X) és ¢'(w1,w2) = g(X(w1),Y (w2)) Ekkor ¢ F x G mérhets és
Z(w) =¢(w,w)=g(X(w),Y(w)). Az el6z6 tétel szerint

E (4(X,Y)|6) () = E(Z|G) (w) = / (w1, )P (dwy) =

Q
/Q G(X (@), Y (@))P (der) = E (9(X,9)), _y o) -

Ezt réviden gy frhatjuk, hogy E (¢(X,Y)|G) = E (9(X,y))|,_y- O

9.3.2 Martingalok, osszefoglalo
9.12 Definicié Az (X,,, F,)n>0 sorozatot martingalnak nevezziik, ha minden n > O-ra

(i) F, o-algebra és az X, valoszintiségi valtozo F,, mérhetd.

(i) Fn C Fuy1. (Ezt Ggy is szokds mondani, hogy {F,, : n € N} egy filtracio).

(iii) E(|X,|) < oo, azaz X, integralhato

() B(X,nlF) = X,
Ha a (iv) tulajdonsag helyett a

E Xy Fo) =2 X (E (X F) < X5)

tulajdonséagot szerepeltetjiik a definicioban, akkor szubmartingalrol (szupermartingalrol)
beszéliink.

A legegyszertibb példa martingalra, fliggetlen, nulla varhato értéki valdszintiségi val-
tozok részletosszegeibdl allo sorozat. Ilyen a szimmetrikus bolyongas. A Jensen egyen-
16tlenség miatt, ha X martingal és f konvex, f(X,) € L'(Q), minden n-re, akkor f(X)
szubmartingal, ha pedig f konkév, akkor f(X) szupermartingal.
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9.6 Feladat Jelolje S, a szamegyenes egész koordinataju pontjain szimmetrikusan moz-
g6 pont helyzetét az n. 1épés utan, Sy = 0. Mutassuk meg, hogy S,,, martingal, S2, e
szubmartingél, tovabba S? — n és e/ ch(t)" martingal.
Megoldas. Legyen X,, = S, — S,_1, han > 0. Az X,, sorozat fiiggetlen azonos eloszlasu
valtozokbol all, P(X, = £1) = 1/2.

Mindegyik esetben az F(Y,,1|F, ) feltételes varhato értéket kell kiszamitani valamely

S-bsl képzett Y folyamatra, ahol FY = o(Yy, Y, ..., Y,). Ehelyett elgszor egy finomabb
o algebrat, 72 = o(Sy, ..., S,)-et hasznalunk majd.

(a)
E(Sns1FD) = B(Sp 4 Xpi1| F2) = Sp + E(Xp 1| F2) = S,
N——

E(Xp11)=0
(b) Legyen Y, = S2 — n, ekkor F¥ C F? és

E(Yon|Fy) = E(Spy — (n+1)|FY) = B((Sy + Xpy1)? —n — 1 F)) =
B(S2 428, X1+ X2 —n—1F) =
S2—n+28, B(X, | F)+EX2 | F)—1=52-n=Y,.
=B(Xp+1)=0 =1

-~

=0

vagyis
E(Yun|F)) = B(EYanlF))IFY) = E(YF) =Y,
=Y,

és Y valoban martingal.
(c) Legyen t € R rogzitett és Y, = exp {tS, — nlncht}, ekkor FY C F2 és
E(exp {tSns1} |F)) = E(exp {t(Sn + Xus1)}IF)) =
exp S, E(exp {tXni1} | F?) = exp {tS,} ch(t) = Y, ch(t)" ™.

:%(et—e*t)zch(t)

vagyis

E(Yy1|FY) =ch(t) "V E(E(exp {tSps1 } [FS)|Fy ) =
ch(t)~" "D E(Y, ch(t)"THFY) = Y,.

és Y valoban martingal.
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Nevezetes egyenl6tlenségek.

A tovabbiakban X = maxy<, X; a maximumok sorozat.

9.13 Definicié Legyen X, valosziniiségi valtozo sorozat és

70 =0
Tone1 = inf{n > 1, : X, <a}
Tonio = inf {n > 1,1 : X,, > b}
U(n,a,b) =min{k : Top1o > n}

U(n,a,b) az (X,,) sorozat atmetszési szama.
9.14 Tétel Legyen X szubmartingdl, ekkor
(i) tetszdleges N\ > 0 esetén
AP (X > \) <E (X,1x:52)
specidlisan, ha X >0, k =1,2,... akkor AP (X} > \) < E (X}).

(i) Ha X nem-negativ és 1 < p < oo, akkor

B (X)) < (ﬁ)pmxz).

(iii) Ha U(n,a,b) az |a,b] intervallum dtmetszési szama az elsé n 1épés sordn, akkor

E (U(n,a,b)) < w

9.15 Kovetkezmény Ha (X,,) szubmartingdl és sup, E (|X,|,) < oo, akkor (X,) egy
valdsziniséggel konvergens.

9.16 Kovetkezmény Ha (X,,) nem-negativ szupermartingdl (vagy specidlisan martingdl),
akkor eqy valosziniséggel konvergens.

9.17 Kovetkezmény Ha (X,,) martingdl, 1 < p < oo és sup, E (| X,[") < oo, akkor
(Xn) egy valdszinidiséggel konvergens.

Meg lehet azonban adni olyan martingalt is, amely sztochasztikusan konvergal, de
egy valoszintiséggel divergens.
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Megallasi idé6.

9.18 Definiciéo A 7: Q — NU{oo} valoszintiségi valtozot megallasi idének (szabalynak)
nevezzik az F filtraciéra nézve, ha

(1<n)eF,, VneN

9.19 Tétel Ha (X,,F,) szubmartingdl, T megdlldsi idd, akkor (Xnar, Fn) szintén szub-
martingdl. (X,ar neve megdllitott szubmartingdl. )

9.20 Kovetkezmény Ha (X, F,,) martingdl, T megdlldsi idd, akkor (X,ar, Fn) szintén
martingdl. (X, neve megdllitott martingdl.)

Ezt az Osszefiiggést gyakran alkalmazzuk E (X)) kiszamitasara, azon a modon, hogy
ha 7 egy valoszintiséggel véges, akkor X, ,, — X, mert elég nagy (w-tol fliggd) n-re mar
egyenlGség van és igy

E (XO) =E (Xn/\T) —E (XT>

feltéve, hogy a varhato érték képzés és a limeszelés felcserélhets. Ezt biztosithatja a
dominalt konvergencia tétel, vagy a Beppo Lévi tétel. Azt, hogy ezen integalhatdsagi
feltételek ellenérzése nem felesleges, a kovetkezd egyszert példa mutatja.

Legyen S a szimmetrikus bolyongés és 7 = inf{n : S, = 1}. Tudjuk, hogy a sz-
immetrikus bolyongas minden racspontot egy valoszintiséggel meglatogat, ezért 7 egy
valoszintiséggel véges. Mivel S, martingal, ezért

= 1 egy valoszintiséggel

Itt az integréalast és a varhato érték képzést azért nem lehetett felcserélni, mert

. 1
=M
miatt
0o 0o 1
E(-M)=S P(—M>k= — =co.
(=M) ; (=M > k) ;1+k

9.7 Feladat A 9.6 feladat segitségével, szamitsuk ki djra a a 8.4 tonkremenési feladatban
a jaték varhato lépésszamat.

Megoldas. Az A jatékos kezd6tdkéje legyen x a B jatékosé y. A 8.4 feladat az v = 1

és y = 4 esetnek felel meg. Jelolje X,, az A t6kéjét az n. jaték utdn. Ekkor Xy = x és
X, =z + 5,, ahol S, szimmetrikus bolyongas. Azaz a kérdés az, hogy atlagosan hény
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lépés alatt éri el a szimmetrikusan bolyongé részecske a —x vagy y szintek valamelyikét.
Legyen 7 az ehhez sziikséges id6, azaz

r=min{k : Sy = —z vagy Sy = y}

Tudjuk, hogy 7 egy valésziniiséggel véges megallasi id6 és 5% —n martingal. A megéllitott
martingal S?,  — n A 7 is martingdl, tehat varhato értéke nulla. Ha n — oo, akkor
E(S2,,) — E(S?) a dominélt konvergencia tétel miatt ¢s E (n A7) — E(7) a Beppo
Levi tétel miatt. Tehat E (1) = ES2.

7 definici6ja miatt S, = —x vagy y. S, eloszlasat az S,,, megallitott martingél
vizsgalatabol szamithatjuk ki. Ugyanis 0 = E (Sun,) — E(S;). Azaz

0=—2P (S, =—2)+yP (S, =v).

Amibél Y .
P(S.=—-x)= s P (S, =y) = :
S =)= e Py -
Tehat X
E(r) =E(57) =2 LA Yy = zy.

r+y T+y
A 8.4 feladat megoldasat az x = 1, y = 4 valasztassal kapjuk vissza.

9.8 Feladat S, szimmetrikus bolyongas és 7 = min {k : Sy = —1,vagy S = 3} jeloli az
els6 olyan id6pont, amikor a bolyongas a -1 vagy +3 érték valamelyikét eléri. Szamitsuk
ki az E (7]5;) feltételes varhato értéket.

Megoldas. A kérdéses feltételes varhato értéket tobb modszerrel is kiszamitjuk.

1. megoldas. Tudjuk, hogy S,,, S?—n martingal. Az is ellendrizhets, hogy S3—3n.S,,
is az. Mindhédrom martingalt megallithatjuk 7-val, igy ismét martingalokhoz jutunk.
Ezért

E (Sn/\‘r) =E (SO) =0
E (82, — (1A7) =B (53) =0
E (S, —3(nAT)Sn) =E(S5) =0
Ebbél
E(S2,,) = E(nAT) (9.1)
E(S5\) = BE((nA7)Sun) (9.2)

kovetkezik. 7 egy valoszintiséggel véges megallasi id6 ezért, ha most n — oo, akkor
|Spar] < 3 miatt E (S;) = 0 (dominalt konvergencia tétel). A (9.1) azonossag baloldalan
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a dominalt konvergencia tétel, jobb oldalan a Beppo Lévi tétel miatt cserélhets fel a
varhato érték képzés és a hataratmenet, vagyis E (S?) = E (7). Mivel S, korlatos ebbdl
E (1) < oo is adodik. Ezek utén a (9.2) azonossag mindkét oldalan a dominalt konver-
gencia tételre hivatkozhatunk, vagyis E (S2) = 3E (7.5,).

E(S.) =01l aP (S, € {—1,3}) =1 Osszefiiggésbdl

3P(S;,=3)—P(S,=-1)=0.
Ebbsl P (S, = —1) =1 — P (S, = 3) = 3/4 kovetkezik. Ekkor viszont E (52) = 122 +

321 = 12 = 3. Valamint E (5?) = (—1)*3 + 331 = 2! = 6. Ugyanezeket a mennyiségeket
a teljes varhato érték tétel segitségével felirva:

3=E(S}) =E(r) =E(E(7|5,)) =E(7]S, = -1) z +E(7]S; = -1) i
6 =E(S?) =3E(rS;) =3E(S,E(7]S,)) =
1

(~3)E (7], = ~1) % + 9B (]S, = ~1) |

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa E (715, = —1) = £ és E(7]S; = 3) =5.
2. megoldas. Végiil az E (71g, —3) varhato értéket még egy modszerrel is kiszamitjuk.
A teljes varhato érték tétel szerint

1 1
E (7'15‘7:3) = §E (TlST:3|Sl = —1) + EE (TlSnglsl = 1) .

Itt az els6 feltételes varhato érték nulla, mert ha S; = —1, akkor 7 = 1 és S, # 3, azaz
az (51 = —1) eseményen 715 _3 nulla. Az S; = 1 feltétel mellett, szimmetria miatt

P(S,=-1S1=1)=P (S, =3|5:=1)
és pozitiv egész k szamokra
P(rlsg, _3=k|S1=1)=P (1151 = k|51 =1)
Azaz

E (TlgT:3|Sl = 1) =E (7—157:—1|Sl == 1)

= SB(r[S = 1) = L(B(rlSy=1)+1) = ;(4+1) = >

amibsl E (11g,_3) = 2 ¢s



és

5 7
E(rls,—1) =E(r) - E(1ls,) =3 -7 = 7,
valamint ( .
E T]_S =1 - 7
E(7|S,=-1)= T — 4 _
(7| ) (S = - 373

9.9 Feladat Valasszunk véletlenszertien szamokat a [0, 1] intervallumbol. A kivéalasztott
szamokat jelolje X1, Xy, ... éslegyen S,, = X7 + --- X, valamint v = inf {n : S, > 1}.
Szamitsuk ki az S, valoszintiségi valtozo varhato értéket.

Megoldas. Legyen A, = {x €0,00) : Y < 1}.
1
Pv>k)=P(X;+ -+ X, <1)=|A4 =
Ezért

E@):ZP@M):Zﬁ:e

k

Mivel M, = S, — nE (X;) martingél, a v megallasi idével kapott sorozat is martingal.
My = 0 miatt E (S, — (n Av)E (X)) = 0 vagyis a Beppo-Lévy tételt hasznalva

E(S,) = lim E (S,,,) = lim 1E (nAv)) = 1E (v)

n—o00 n—o00 2

és E(S,) =¢e/2.

9.3.3 Gyakorl6 feladatok

1. Jeldlje S, szimmetrikusan bolyongd pont helyzetét az n. lépés utdn. Keressiink
minél t&bb olyan p kétvaltozos polinomot, amire p(.S,,n) martingal.

2. Oldjuk meg a 9.8 feladatot a 9.3 feladat modszerével is.

3. Legyen (M,),>0 martingal, és tegyiik fel, hogy E (M?) véges minden n-re és My =
0. Jeldlje X,, az M,, martingal differenciait, azaz X, = M, — M,,_;. Mutassuk meg,
hogy D?*(M,,) = > ;_, D*(X}).

4. Legyen (Sy)n>0 szimmetrikus bolyongés, a € Z, m € N |a|] < m rogzitett és
T = min{k : |Sk| = m}.
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(a) Mutassuk meg, hogy M, = |S, —a| — |{k <n : Sy = a}| martingdl. Az S,
bolyongas atlagosan hanyszor latogatja meg az a szintet 7, el6tt?

(b) Az S, bolyongés atlagosan hanyszor latogatja meg az a szintet 7, el6tt, ha
tudjuk, hogy S;,, = m?

5. Legyen X Markov lanc, I véges allapottérrel és II atmenetvaloszintiség—matrixszal.
f I — R fiiggvény esetén legyen f* : I — R a kévetkezs f*(i) = >,/ (f(j) —
f(Z))HZ’], tovabba

n—1

My = f(Xo) =) f(Xx), n=12...

k=0

Mutassuk meg, hogy (M, o(Xo,...,X,)) martingal sorozat.

6. Legyen (S,)n>0 elagazo folyamat, lasd a 9.2 szakaszt, és tegyilik fel, hogy a 0.
generaci6 egyetlen egyedbdl all, azaz Sy = 1. Jelolje p az utod eloszlas varhato
értékét, o2 pedig a szorasnégyzetét, és tegyiik fel, hogy u > 1 (szuperkritikus eset).

(a) Mutassuk meg, hogy W,, = =S, martingal, amely 1 valoszintiséggel konver-
gens, és ha 02 < oo, akkor L?-ben is. Jelolje a hatarértékét W..

(b) Jeldlje p a kihalas valoszintségét. Igazoljuk, hogy (p®*) martingal.
(¢) Mutassuk meg, hogy P (W, = 0) = p. Ez azt jelenti, hogy azon az eseményen,

ahol a folyamat nem hal ki, W, > 0 és (a) alapjan ezen az eseményen az S,
sorozat exponencialis gyorsasaggal nd.

7. Szabéalyos pénzérmét dobélunk. Ha az eredmény fej a tét kétszerését kapjuk vissza,
ha iras elveszitjiik a tétet. Kezdetben két forintunk van és addig jatszunk, amig el
nem veszitjiik a pénziinket, vagy amig 0ssze nem gytjtiink 5 Ft-ot. Moho stratégiat
kovetiink, azaz mindig akkora tétet tesziink fel, amivel szerencsés esetben a lehetd
legjobban meg tudjuk kozeliteni az 5 Ft-ot. Jelolje 7 a jaték hosszat és M, = Ma,
az n. jaték utan a pénziinket, tovabba legyen f: {1,2,3,4,5} — R, f(0) = f(1) =
0, f(2) =2, (3) =4, f(4) = 6, £(5) = 10.

Mutassuk meg, hogy M, .. illetve Y,, = f(Mprr) — n A T martingél és szamitsuk a
jatek atlagos hosszat, azaz E (7)-t.

8. Egy urnaban n fehér és n fekete goly6 van. Visszatevés nélkiil sorra kihtuzzuk Sket.
Fekete goly6 huzasakor 1 forintot fizetiink, fehér goly6 esetén 1-et kapunk. Jeldlje
X; a pénziinket 7. golyo kihtizasa utan (X, = 0). Legyen

X

Y, = 5, 1<i<2n-1
2n — 1

és mutassuk meg, hogy (Y;) martingal.
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9. Egy szabalytalan pénzérmét dobalunk, a fej dobas valoszintsége p € (0,1/2).
Jelolje S, a fej és frasok szamanak a kiilonbségét az elsé n dobas kozott. Milyen
c-re lesz M,, = exp {S,, — cn} martingal?
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10. Izelits a folytonos idejii esetbdl: a
Poisson folyamat

Motivacioként nézziik az alabbi feladatot.

10.1 Feladat Egy telefonkozpontban az egymas uténi hivasok kozott eltelt idGtartamok
A paraméterti exponencialis eloszlasu, fliggetlen valoszintiségi valtozok. Atlagosan hany
hivas fut be egy T hossztsagt idGintervallumban?

Megoldas. Kihasznaljuk, hogy azonos paramétertd, fiiggetlen exponencialisok Osszege
Gamma eloszlastu, melynek rendje a tagok szama, paramétere pedig az exponencialisak
kozos paramétere (1d. 6.5 feladat). Az egyes hivasok kozti idGtartamokat jelolje X;
i =1,2,..., a k. hivas id6pontjat S, = 32 | X;. Ha N(t) jelli a (0,t) intervallumban
beérkezett hivasok szamat, akkor

N(t) =min{n : Sp41 >t}

Elgszor szamitsuk ki N (t) eloszlasat. A (0,¢) intervallumban pontosan akkor érkezik
legalabb k darab hivas, ha a k. hivas id6pontja t el6tt van, azaz

P(N(t) >n)=P(S, <t)= /Ot ﬁ)\”x”_le_mdm

Emiatt ha n > 1, akkor

P(N(t)=n) =P (N(t) >n)—P(N(t) >n+1)
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Igy N(t) eloszlasa Poisson At paraméterrel.
Kovetkezd 1épésként kiszamitjuk Xy, Xo, ..., X, egyiittes eloszlasat feltéve, hogy N(t) =
n. Vilagos, hogy az (N(t) = n) eseményen S,, < t, azaz ha

akkor tetsz6leges H C R"™ Borel halmazra
P((Xy,...,X,) € HIN({t)=n) =P ((X1,...,X,) € HNA,(O)|N(t) =n).

Emiatt elegendé H C A, (t) halmazokra kiszamitani a feltételes valoszintséget. Legyen
tehat H C A, (t), ekkor

P((Xy,...,X,) € HIN(t)=n) = P ((X1,-..,X0) EH)m(N(t):n)).

P(((X1,....X,) € H)N(N(t) =n)) =P (((Xl,...,Xn) € H)N (%X >t>>

[o.¢]
/ / Nl e A @bt eat Tt ) g da, L diy
z€H Jt—(z14++xn)

(1’17$2 ~~~~~ mn)eH

Azaz N | !
e~ n!
P ((Xy,...,X,) € HIN(t) =n) = T 1] 5

n!

Igy a feltételes eloszlas egyenletes a A, (t) szimplexen. Legyen
AL(t)={s€(0,1)" : 81 <s3<--- <8, <t}

Az N(t) = n feltétel mellett (S1,S59,...,5,) € Al. Legyen ¢ : Al — A,, o(s) =
(S1,82 — S1,.-+, 80 — Sn_1). @ térfogattartd (Jacobi determinans 1), ezért H C Al esetén

P ((Si,...,5,) € HIN(t) =n) =P ((X1,...,X,) € p(H)|N(t) = n) = |H| ?—'

Ez azt jelenti, hogy S, 5, . ..,S, eloszlasa az N(t) = n feltételre vonatkozoan ugyanaz,
mint egy (0, ¢)-n egyenletesbdl szarmazo Z7, . .., Z* rendezett minta eloszlasa. Ez alapjan,
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hat0:0<t1<t2<-~~<tn:té82ki:n,akk0r

P (ﬂ(N(ti) — N(ti1) = m)

i=1

=P <ﬂ(|{j D Sj € (i til} = Ka) [N (¢) = n) P (N(t) =n)

=1

({7 : Zj € i, 6]} = ki)) P (N(t) =n)

P
i) e

_ ﬁ ((tz - t?,fl))\)kl 6_)\(ti_ti71)
k;!

I
P
i

Az adddott, hogy az N (t;) — N (t;_1) névekmények egymastol fiiggetlenek és Poisson elos-
zlasuak \(t;—t;_1) paraméterrel. Ezért tetszbleges rogzitett T hossztsagu intervallumban
atlagosan T'\ hivast kapunk.

Osszefoglalva, ha az N(t) a [0,f]-ben bekdvetkezett események, pl. telefonhiva-
sok, szamat adja meg (azaz N(t) szamlalo folyamat), és az események kozott fiiggetlen
azonos paramétert exponenciélis eloszlasu idStartamok telnek el, akkor N névekményei
fiiggetlenek és Poisson eloszlasiak. Az ilyen folyamatokat Poisson folyamatnak nevezziik.

10.1 Definicié (N(t)):>o Poisson folyamat, ha

(i) N szamlalo folyamat, azaz N(0) = 0 és a t — N(t) véletlen fiiggvény ugrasai
egységnyiek, az ugrasok kozott pedig konstans.

(i) to=0<t; <---t, esetén az
N(t1) — N(to),...,N(tn) — N(tn_1)
névekmények fiiggetlenek.
(iii) ha s <t, akkor N(t) — N(s) Poisson eloszlasu A(t — s) varhato értékkel.
M-t a folyamat intenzitdsanak hivjuk.

Kiilénb6z6 intenzitasok mellett a folyamat egy-egy realizaciojat mutatja a 10.1 abra.
A 10.2 abran N (t) — At-t abrazoltuk. Ha az intenzitas nagy akkor a kapott folyamat em-
lékeztet egy szimmetrikus bolyongas tipikus trajektoridjara. Ez nem véletlen egybeesés,
alkalmas normalizélas utan mindkét folyamatnak ugyanaz az eloszlasbeli limesze.
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10.1. &dbra: Poisson folyamat trajektoriai kiilonbozd intenzitasok mellett

10.2 Feladat Egy sztrada melletti benzinkutnal dolgozunk. Az autépalyan az autok
atlagosan 5 percenként kovetik egymast, a kovetési id6kozokrsl tegyiik fel hogy exponen-
cidlis eloszlasuak és fiiggetlenek. Minden autds a tobbitél fiiggetlentil 1/5 valoszintiséggel
all meg a kutnal.

Szamitsuk a nyolc 6ras mitszak alatt a kathoz betérs autok szaméanak eloszlasat.
Atlagosan mennyi borravalot kapunk, ha az autésok egymastol fiiggetleniil adnak bor-
ravalot. Tegyiik fel, hogy a borraval6 eloszlasa I'gg 1.

Megoldas. Jelolje N(t) a t id6pontig elhaladt autésok szamat. Errsl tudjuk, hogy
Poisson folyamat, azaz s < t esetén N(t) — N(s) Poisson eloszlast melynek paramétere
(t — s)A ahol X a kovetési id6koz eloszlasanak paramétere, vagyis ha az idét 6rdban
mérjiik, akkor 12. Igy nyolc 6ra alatt a benzinkut mellett elhalado autésok szamanak
eloszlasa Poisson 12 x 8 = 96 paraméterrel. Minden autés 1/5 valoszintiséggel all meg
a kutnal, vagyis ha X jeloli az egy mitszak alatt a kuthoz betérék, Y a kut mellett
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10.2. dbra: Kompenzalt Poisson folyamat trajektoriai kiillonbozé intenzitédsok mellett

elhaladok szamat, akkor

P(X:k):iP(X:k]Y:n)P(Y:n):

00 n—k n k
Z n\1 (4 %6—96 _ 96/5 o—96/5
k) 5% \ 5 n! k! '

n==k

Azaz a betérd autosok szama Poisson eloszlast 96/5 paraméterrel.
Az autosoktol kapott borravald Osszege:

Z= Y Z
1<k<X
ahol a Z;-k fliggetlen, adott I' eloszlasu véltozok. Ennek varhato értéke E (Z) =
E(X)E(Z;) =100 x 96/5 = 1920.
A kovetkez§ feladat megoldasdhoz célszerdi a Poisson folyamat fogalmat kissé al-

talanositani.

10.2 Definicié {N(A) : A C B(R?)} Poisson pontfolyamat a stkon y intenzitas mértékkel,
ha
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(i) A+ N(A) véletlen mérték.
(i) Ha u(A) véges, akkor N(A) Poisson eloszlastu p(A) varhato értékkel.
(iii) Ha Ay, ..., A, diszjunktak, akkor N(A;),..., N(A,) fiiggetlenek.
Poisson pontfolyamatra szolgaltat példat a kovetkezs allités.

10.3 Allitas Legyen X1 < X2 < ..., az N Poisson folyamat ugrds helyeinek sorozata és
Y1,Ys, ... filiggetlen azonos eloszldsi sorozat, amely az N folyamattdl is fiiggetlen. Ekkor

M(A) = {k : (X, Yi) € A}

Poisson pontfolyamatot alkot, melynek intenzitds mértéke

M(A):/AdxdFyl(dy).

Proof. A 10.1 feladatban kiszamoltuk, hogy N (¢) = n feltétel mellett X7, ..., X, ugyanolyan
eloszlast, mint U, ... U, ahol Uy, ..., U, egyenletes [0,¢]-en. Ha Uy,..., U, fiiggetlen
az Y sorozattol, akkor

(Xla}/l)w"?(XnaYn) és (Ula}/l)a"w(UTuYn)

eloszlésa az N(t) = n feltétel mellett azonos. Legyen Ay, Ay, ..., Ar a[0,¢] xR egy parti-
cioja. Az N(t) = n feltétel mellett N(Ap),..., N(Ag) egylittes eloszlasa polinomidlis,
hiszen az (U;,Y;) i = 1,...,n pontokat osztjuk szét az Ay, ..., Ay halmazokba egymastol
fuggetleniil. Minden i, j-re P ((U;,Y;) € A;) = u(A;)/(Mt). Ez alapjan az egytittes elos-
zlas

P(N(A;) =n;i=0,....k) =P (N(A) =n;,i=0,...,k|N({t) =n)P(N(t) =n)
n! (A)\"™ (At)"
- []n! H (’u)\t ) nt P Al

=TT e ()

ahol n = ng+- - -+ny. Azt kaptuk, hogy ha A, ..., A, diszjunktak és valamennyien részei
a [0,¢] x R savnak, akkor N(A;),..., N(Ay) valtozok fliggetlenek és Poisson eloszlastuak.
Az altalanos esethez, legyen A; 7 = A; N [0,7] x R és T-vel tartsunk végtelenhez. [

10.3 Feladat Tekintsiik a kovetkezd egyszerd modellt. A ¢ idépontig felbocsatott miiholdak
N(t) szama A intenzitasa Poisson folyamat. A miiholdak élettartama N-t6l fiiggetlen,
azonos eloszlasu, fiiggetlen valtozok sorozatanak tekinthets, kozos G eloszlastiiggvén-
nyel. Mi annak az esélye, hogy a T" idé6pontban miikodé miiholdak mindegyike az s < T’
idépont utan keriilt kilovésre?
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Megoldas. Legyen &, a k mihold kilovésének az idépontja és 7, az élettartama. A
feladat szovege szerint { (&, ) : k > 0} Poisson pontfolyamat (0, co) x (0, co)-n melynek
intenzitas mértéke p = dr x dG. A kérdés az, hogy mekkora eséllyel nem esik a

A={(z,y) € (0,0)* : 0< 2z <s,24+y>T}

halmazba pont. Az A halmazba es6 pontok szama Poisson

/\A:/AdxxdG:/Os/TidG(y)dx:/Ds(l—G(T—x))d:z:

paraméterrel, azaz a valasz exp (—Aa)

10.1 Gyakorl6 feladatok

1.

Legyen N Poisson eloszlastu valoszintiségi valtozo. X jeloli a fejek, Y az irasok
szamat egy dobassorozat els6 N szamu dobasa kozott. Filiggetlen-e X és Y7

A f6nokot egy adott napon telefonon keresék szama A\ paraméterii Poisson elos-
zlasi valoszintiségi valtozo. A titkdrnd minden hivast a tobbitsl fliggetleniil p
valdszintiséggel kapcsol be. Milyen eloszlasi a bekapcsolt hivasok szama?

Tegyiik fel, hogy a fénckhoéz Poisson folyamat szerint érkeznek a hivasok és a
titkdrné minden egyes hivast a tobbitsl fliggetlentil p valoszintiséggel kapcsol be.
Mutassuk meg, hogy a bekapcsolt hivasok szama is Poisson folyamatot alkot. Mit
kapunk akkor, ha p az id6ponttol is fiigg.

Legyen M Poisson pontfolyamat [0,00) X [0,00)-n melynek intenzitas mértéke a
Lebesgue mérték és Y M-t6l fiiggetlen I',, 5 eloszlasi valtozo. Milyen eloszlasi az
N(t) = M([0,t] x [0, Z]) folyamat? Igaz-e, hogy N fiiggetlen névekménytd? Igaz-e,
hogy stacionarius névekményti?

. Legyen N(t) azon baleseti helyzetek szama, amibe egy autos a [0,¢] intervallu-

mon keriill. A 0 idépont a jogositvany megszerzésének idépontja és feltessziik,
hogy N Poisson folyamat A intenzitassal. Kezdetben minden baleseti helyzetbdl p
valoszintiséggel lesz baleset. Az elsé baleset utan a vezetd 6vatosabba valik, ezért
ettdl kezdve ¢ < p valészintiséggel valik a baleseti helyzet balesetté. Szamitsuk ki,
hogy atlagosan hany balesetet szenved egy autos az elsé két évben.
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11. Fuggelék

11.1 VaAlogatas az abrak el6allitasdhoz hasznalt R pro-
gramokbol

11.1.1 Egyszeri, nem animalt dbrak

11.1 Kod 2.1 abra (2.4 példa)

n <- 12 #eddig megyunk
k <- 3 #ennyi fele
s <- c(6, 9, 12)
p <- matrix(0, k, n)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:k) {
if (s[jl > i - 1)
plj, il <- prod(s[jl:(s[j]l - i + 1))/s[j1i
b
}
plot(pl[l, 1, type = "1", main = "Csupa kiilonb6zd eredmény vszge",
xlab = "Dobasszam", ylab = "p")
for (i in 2:k) lines(p[i, ], col = i)
legend ("topright",
c("12 oldalda kocka", "9 oldalu kocka", "6 oldalu kocka"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 2, 3))

11.2 Kod 2.2 &bra (2.6 példa)
par(mfrow = c(1, 1))
i<-1

j <- 60
n <- c(i:j)
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prob <- rep(0, times = length(n))
for (ii in i:j) {

k <- c(1:1i)
prob[ii - i + 1] <- 1 - prod(366 - k)/(365~ii)

b

plot(n, prob, type = "1", main = "Azonos sziil.napok valdszinlisége",
ylab = npn)

dat <- read.table("E:\\OKTATAS\\valszam_peldatar\\szul_nap.dat",
header = T)

nn <- 1075

su <- sum(dat[, 2])

vec <- rep(0, times = nn)

na <- c(1:366)

nap <- 0

for (ii in 1:366) nap <- c(nap, rep(ii, times = dat[ii, 2]))

nap <- nap[2:(length(nap))]

su <- length(nap)

ered <- rep(0, times = (j - 1 + 1))

for (ii in i:j) {
for (jj in 1:nn) {
vec[jj] <- length(unique(nap[sample(su, ii, replace = T)]))
}
ered[ii - i + 1] <- sum(vec < ii)/nn
print(ii)
}
write.table(ered, "E:\\OKTATAS\\valszam_peldatar\\szul_nap_szimul.dat",
quote = F)

lines(ered, col = 2)

abline(h = 0.5)

abline(v = 23, col = 4)

legend("topleft", c("elméleti", "szimulalt"),
1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))

11.3 Kod 2.4 &bra (2.8 példa)

#####urna ures
n <- 1le+06 #ismetlesek
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k <- 20 #urnak es golyok szama
ered <- rep(0, times = k)
for (i in 1:n) {
ur <- rep(0, times = k)
for (j in 1:k) {
r <- runif(1)
ur[trunc(k * r) + 1] <- urf[trunc(k * r) + 1] + 1
}
ered[k - sum(ur > 0) + 1] <- ered[k - sum(ur > 0) + 1] + 1
+

ered <- ered[, 1]

plot(c(0:19), ered/n, type = "1", main = "Ures urnik szama",
ylim = c(0, 0.36), xlab = "iires urndk szama",
ylab = "valdsziniiség")

points(c(0:19), ered/n)

k <- 10 #urnak es golyok szama
ered <- rep(0, times = k)

for (i in 1:n) {
ur <- rep(0, times = k)
for (j in 1:k) {
r <- runif(1)
ur[trunc(k * r) + 1] <- urf[trunc(k * r) + 1] + 1
+
ered[k - sum(ur > 0) + 1] <- ered[k - sum(ur > 0) + 1] + 1

+

ered <- ered[, 1]

lines(c(0:9), ered/n, col = 2)
points(c(0:9), ered/n, col = 2)

legend("topright", c("n=20", "n=10"), 1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))

11.4 Kod 2.8 dbra (2.13 példa)

#nevjegy

n <- 10

p <- rep(0, times = n)

for (i in 2:n) pli] <- p[i - 1] + (-1)~(i)/prod(1:i)
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plot(p, type = "1",
main = "Annak a valdészinilisége, hogy nincs egyezd névjegy",
ylab = "p", xlab = "n"

abline(h = 1/2.71828, col = 4)

11.5 Kod 2.7 &bra (2.12 példa)

par (mfrow = c(1, 1))
k <- 10

p <- rep(1l, times
q <- rep(1l, times

6)
7)

for (i in 1:6) {
plil <- (-1)~i * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:1)) * ((6 - i)~k)/(6°k)
qli + 1] <- qli] + pli]

}

plot(c(0:6), q, type = "1", main = "A szita formula a gyakorlatban",
xlab = "i", ylab = "valésziniség")

k <- 20

for (i in 1:6) {
pli]l <- (-1)~{
i
} * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:i)) * ((6 - 1)"k)/(67k)
qli + 1] <- qli] + pli]
}

lines(c(0:6), g, col = 2)
legend(x = c(4.4, 6.2), y = c(0.44, 0.6),
c("20 dobas", "10 dobas"), 1ty = c(1, 1), col = c(2, 1))

11.6 Kod (2.10 abra 2.13 példa)

#### nevjegy2
par(mfrow = c(1, 1))
k <- 10

p <- rep(1, times
q <- rep(1l, times

6)
7)

for (i in 1:6) {
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pli] <- (-1)~i/prod(c(1:i))
qli + 1] <- qli] + pli]

}

plot(c(0:6), q, type = "1",
main = "A szita formula a névjegyproblémara",
xlab = "i", ylab = "valésziniség")

abline(h = 1/2.71, 1ty = 2, col = 2)
11.7 Kobd (2.11 abra, 2.14 példa)

#H## 1lift
par (mfrow = c(1, 1))

2)
3)

p <- rep(1l, times
q <- rep(l, times

{
pl1] <- (-1) * ((7/9)°5 + (6/9)°5 + (5/9)°b)
pl2] <- (2/9)°56 + (3/9)°5 + (4/9)°5

}

ql2] <- q[1] + pl1]

ql3] <- ql2] + p[2]

plot(c(0:2), ql1:3], ylim = c(0, 1), axes = FALSE, type = "1",
main = "A szita formula a lift-problémara", xlab = "i",
ylab = "valdsziniiség")

abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 1)

axis(1, 0:2, c(0:2))

axis(2)

box ()

{
pl1] <- (-1) = ((7/9)~4 + (6/9)~4 + (5/9)°4)
pl2] <- (2/9)"4 + (3/9)"4 + (4/9)~4

}

ql2] <- ql1] + pl[1]

ql[3] <- ql[2] + pl2]

lines(c(0:2), ql1:3], col = 2)

abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 2)

{
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pl1] <- (-1) * ((7/9)~3 + (6/9)~3 + (5/9)"°3)
pl2] <- (2/9)"3 + (3/9)"3 + (4/9)"3

}

ql2] <- q[1] + pl1]

ql3] <- ql2] + pl[2]

lines(c(0:2), ql[1:3], col = 4)

abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 4)

legend("topright", c("n=5", "n=4", "n=3"), lty = c(1, 1,
1), col = c(1, 2, 4))

11.8 Kod (2.12 abra, 2.15 példa)
####tkocka 2

par (mfrow = c(1, 1))
k1l <- 6

p <- rep(l, times = 6)

q <- rep(1, times = 7)

k2 <- 35

r <- rep(0, times = k2 - k1 + 1)

for (j in 1:(k2 - k1 + 1)) {
for (i in 1:6) {
pli] <- (-1)"1i * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:1)) * ((6 -
i)~j)/(6°3)
qli + 1] <- qli] + p[i]

}
r[j1 <- ql7]
b
plot(c(kl:k2), r, type = "1",
main = "Az Osszes szam dobasénak valdszinilisége",
xlab = "n", ylab = "valésziniség")

lines(c((kl + 1):k2), diff(r), col = 2)
legend ("topleft",
c("P(mind megvan n-bs1l)", "P(pont n-bSl jon ki az utolsd)"),

1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))

11.9 Koéd (3.2 abra, 3.7 példa)
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#H####irat
par (mfrow = c(1, 1))
p <- c(0.25, 0.5, 0.75, 0.95) #vszg
n <- c(2:20) #fiokok
ered <- matrix(0, length(p), length(n))
for (i in 1:length(p)) {
for (j in 1:length(n)) {
ered[i, jl <- pli] * 1/n[j]1/(1 - pli] + pl[i] * 1/n[j])
}

}

plot(n, ered[1l, ], ylim = c(0, 0.95), type = "1",
main = "Az irat megtaladléasénak valdszinilisége",
xlab = "fidkok szama", ylab = "valdsziniiség")

points(n, ered[1, 1)

for (i in 2:4) {
lines(n, ered[i, 1, col = i)
points(n, ered[i, ], col = i)

3

legend("topright", c("p=0,95", "p=0,75", "p=0,5", "p=0,25"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.10 Ko6d (3.4 dbra, 3.10 példa)

#7b abra (\ref{oszt} példa)
#####osztozkodas
n <- le+05 #ismetlesek
k <- 4 #szukseges gyozelmek szama
ered <- matrix(0, k, k)
for (1 in 0:(k - 1)) {
for (m in 0:(k - 1)) {
for (i in 1:n) {
11 <- 1
mm <- m
while (max(1l, mm) < k) {
r <- runif(1)
if (r < 0.5)
11 <- 11 + 1
if (r > 0.5)
mm <- mm + 1

187



}

if (11 == k)
ered[l + 1, m + 1] <- ered[l + 1, m + 1] +
1
+
}
}

ered <- ered/n

for (i in 1:4) ered[i, i] <- 0.5
plot(c(0:3), ered[4, ], type = "1", axes = FALSE,

main = "Gydzelem valdsziniisége",
ylim = c(0.5, 1), xlab = "vesztett meccsek szama",
ylab = "valdsziniiség")

points(c(0:3), ered[4, 1)

axis(1, 0:3, c(0:3))

axis(2)

box ()

lines(c(0:2), ered[3, 1:3], col = 2)

points(c(0:2), ered[3, 1:3], col = 2)

points(0, ered[2, 1], col = 3)

legend ("topright",
c("3 gydztes meccs", "2 gydztes meccs", "1 gydztes meccs"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 2, 3))

11.11 Koéd (3.5 dbra, 3.11 példa)

##### dupla hatos

par (mfrow = c(1, 1))

p <- c(1:100)/101

ered <- rep(0, times = 100)

for (i in 1:100) {

ered[i] <- log(l - pl[il)/log(35/36)
}

plot(p, ered, type = "1", main = "A dupla hatos dobas",
ylab = "sziikséges dobasok szama", xlab = "valdésziniiség")

11.12 Kéd (3.7 abra, 3.13 példa)
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#hamis erme

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200)

d <- c(2, 5, 10, 20)

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, il <- (1/j)//j + (G - 1)/(G * 2~d[i]))
¥

plot(ered[, 1], type = "1", main = "A hamis érme valdszinlisége",
xlab = "n", ylab = "valésziniség")

for (i in 2:4) lines(ered[, i], col = i)

legend(x = c(155, 205), y = c(0.38, 0.62),
c("20 fej", "10 fej", "5 fej", "2 fej"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.13 Kod (3.8 abra, 3.14 példa)

####diak tud

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200)

d <- c(1/2, 1/3, 1/4, 1/6)

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, il <- (1/3)/(1/j + dli]l * (G - 1)/())
}

plot(1/n, ered[, 1], type = "1", main = "A tudas valdszinlisége",
xlab = "p", ylab = "valdsziniiség")

for (i in 2:4) lines(1/n, ered[, il], col = i)

legend("bottomright", c("tipp vszg: 1/6", "tipp vszg: 1/4",
"tipp vszg: 1/3", "tipp vszg: 1/2"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.14 Kod (3.9 dbra)

###binom
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par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #p=1-n/201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- prod(c(d[il:(d[i] - 4)))/prod(c(1:5)) *
(1 - j/201)°5 * (j/201)~(d[i] - 5)

plot(l - n/201, ered[, 1], type = "1",

main = "Pontosan 5 sikeres kimenetel valdszinilisége",
xlab = "p", ylab = "valdsziniség")

for (i in 2:4) lines(1 - n/201, ered[, i], col = i)

legend ("topleft",
c("5 kisérlet", "10 kisérlet", "20 kisérlet", "40 kisérlet"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))

11.15 Kod (3.10 abra)

#hipgeo

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #selejtesek

N <- 201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in c(n[5]:n[200])) {
ered[j, i] <- prod(c(j:(j - 4)))/prod(c(1:5))/(prod(c(N: (N -
d[i] + 1)))/prod(c(1:(d[il))))
if (d[i] > B) {
for (k in 0:(d[i] - 6)) ered[j, i] <- eredl[j,
il » (W - j -k/&+1)

plot(n/N, ered[, 1], type = "1",
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main = "5 selejtes valdszinilsége",
xlab = "selejtarany", ylab = "valosziniség")
for (i in 2:4) lines(n/N, ered[, il, col = i)
legend("topleft", c("5 elemd minta", "10 elemd minta",
"20 elemi minta", "40 elemi minta"),
lty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))

11.16 Kod (3.11 abra)

#mintavetelek

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #p=1-n/201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- prod(c(d[i]:(d[i] - 4)))/prod(c(1:5)) *
(1 j/201)°5 * (j/201)~(d[i] - B)

plot(l - n/201, ered[, 1], type = "1",
main = "5 sikeres kimenetel valdszinilisége",
xlab = "p", ylab = "valésziniség", 1ty = 2)
for (i in 2:4) lines(1 - n/201, ered[, il, col = i, lty = 2)
legend ("topleft",
c("5 kisérlet", "10 kisérlet", "20 kisérlet", "40 kisérlet"),
1ty = c(1, 1, 1, 1, 1, 2), col = c(1, 2, 3, 4, 1, 1))

n <- c(1:200) #selejtesek

N <- 201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in c(n[5]:n[200])) {
ered[j, i] <- prod(c(j:(j - 4)))/prod(c(1:5))/(prod(c(N: (N -
d[i]l + 1)))/prod(c(1:(dl[il))))
if (d[i] > B) {
for (k in 0:(d[i] - 6)) ered[j, i] <- eredl[j,
il » (W - j -k/&+1)
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b
b
}

lines(n/N, ered[, 1], type = "1")

for (i in 2:4) lines(n/N, ered[, il], col = i)

legend(x = c(0, 0.3), y = c(0.45, 0.6), c("hip.geo", "binomidlis "),
1ty = c(1, 2), col = c(1, 1))

11.17 Kéd (3.13 abra, 3.19 példa)

####szindbad
n <- 20
ered <- rep(1/n, times = n)
for (k in 1:(n - 1)) {
tor <- k/c(k:(n - 1))
ered[k + 1] <- sum(tor)/mn

b

plot(c(0:(n - 1)), ered, type = "1", sub = "n=20",
main = "A legjobb jelolt\nkivalasztasdnak valdsziniisége",
xlab = "k", ylab = "valdésziniség")

points(c(0:(n - 1)), ered)
11.18 Koéd (3.14 abra)

#ittgeom

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:80)

d <- c(1/2, 1/4, 1/8, 1/16) #p

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- d[i] * (1 - d[i])~j

}

plot(n, ered[, 1], type = "1",
main = "Az els6 sikeres kisérlet iddpontja",
xlab = "kisérlet", ylab = "valdsziniiség")

for (i in 2:4) lines(n, ered[, i], col = i)
legend("topright", c("p=1/2", "p=1/4", "p=1/8", "p=1/16"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))
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11.19 Ko6d (3.15 4bra)

####poisson

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(0:15)

d <- c(1, 2.5, 4, 5.5) #p

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j + 1, i] <- dpois(j, d[i])
}

plot(n, ered[, 1], type = "1", main = "A Poisson eloszlas",
xlab = "események szama", ylab = "valdsziniiség")

points(n, ered[, 1])
for (i in 2:4) {
lines(n, ered[, i], col = i)
points(n, ered[, i], col = i)
}
legend("topright", c("\u03bb=5,5", "\u03bb=4", "\u03bb=2,5",
"\u03bb=1"), 1ty = c(1, 1, 1, 1),
col = c(4, 3, 2, 1))

11.20 Ko6d (4.4 dbra, 4.3 példa)

##### parok

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:30) #m

d <- c(15, 20, 25) #N

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- (2 x d[i] - j) * (2 * d[i] -
j - 1/@ x (2 % d[i] - 1))

+
plot(n, ered[, 1], type = "1", ylim = c(0, 24),
main = "A megmaraddé parok szama',
xlab = "kihtUzott lapok széama", ylab = "varhato érték")

points(n, ered[, 1])
for (i in 2:3) {
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lines(n, ered[, il], col = i)
points(n, ered[, i], col = i)

}

legend("topright", c("N=25", "N=20", "N=15"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(3, 2, 1))

11.21 Kéd (4.5 abra, 4.4 példa)
##### minden eredmeny
par(mfrow = c(1, 1))

n <- c(2:20) #oldalszam

ered <- rep(0, times = length(n))

for (i in 1:length(n)) {
ered[i] <- sum(n[i]/c(1:n[i]))

b

plot(n, ered, type = "1",
main = "Az Osszes eredményhez varhatdan sziikséges kisérletszam",
xlab = "lehet3ségek szama", ylab = "varhato érték")

points(n, ered)

#ml:egyenletes eloszlas

x <- c(1:2000)

x <- (x - 800)/500

par (mfrow = c(1, 2))

y <- rep(0, times = length(x))

a<-0

b <-1

ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)

plot(x, y, xlab = "", ylab = "", type = "1", ylim = c(0,
2), main = "slriiségfiiggvény")

a <- -1/2

b <- 3/2

y <- rep(0, times = length(x))
ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)
lines(x, y, col = 2)

a <- 0.25

b <- 0.75

y <- rep(0, times = length(x))
ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)
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lines(x, y, col = 4)
legend("topleft", cex = 0.5, c("[1/4;3/4]", "[0;1]", "[-1/2;3/2]"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(4, 1, 2))

a<-0
b <-1
y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/( - a)

ylx <b & x >a] <-z[x<b & x> al

ylx >=b] <- 1

plot(x, y, xlab = "", ylab = "", type = "1", main = "eloszlasfiiggvény")
a <- -1/2

b <- 3/2

y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/( - a)

ylx <b & x >al] <- z[x <b & x > a]

y[x >= b] <- 1

lines(x, y, col = 2)

a <- 0.25

b <- 0.75

y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/(b - a)

ylx <b & x > al] <- z[x <b & x > al

y[x >= bl <- 1
lines(x, y, col = 4)
legend("topleft", cex

= 0.5, c("[1/4;3/4]", "[0;1]", "[-1/2;3/2]"),
1ty = c(1, 1, 1), col =

c4, 1, 2))

HAHHHHAHH

#1.05 pl. ¢ m2

HeHHHHAHH

par (mfrow = c(1, 1))

alpha <- c(1:100)/20

plot(alpha, xlab = expression(alpha), ylab = "Intervallum végpontja",
main = "Intervallumhossz a kitevd fiiggvényében",
((alpha + 1))~ (1/(alpha + 1)), type = "1")

HHH R
#1.021 lognorm m3
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HERHHAHHHAHH
par (mfrow = c(1, 2))
x <- ¢(1:1000)
x <- 0.5 + x/1000
m <- 0.001
sig <- 0.01
plot(x, xlab = "", main = "s\ul71ir\ul71ségfiiggvény",
ylab = "", dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), type = "1")
m <- 0.001
sig <- 0.03
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col
m <- 0.001
sig <- 0.1
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col
m <- 0.05
sig <- 0.03
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col = 3)
legend ("topleft", cex = 0.5, c(expression(paste(mu, "=0.001, ",

2)

4)

sigma, "=0.01")), expression(paste(mu, "=0.001, ", signma,
"=0.03")), expression(paste(mu, "=0.001, ", sigma, "=0.1")),
expression(paste(mu, "=0.05, ", sigma, "=0.03"))),

1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

m <- 0.001

sig <- 0.01

plot(x, xlab = "", main = "eloszlasfiiggvény", ylab = "",
pnorm((log(x) - m)/sig), type = "1")

m <- 0.001

sig <- 0.03

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col

m <- 0.001

sig <- 0.1

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col

m <- 0.05

sig <- 0.03

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col = 3)

legend("topleft", cex = 0.5, c(expression(paste(mu, "=0.001, ",

2)

4)

sigma, "=0.01")), expression(paste(mu, "=0.001, ", signma,
"=0.03")), expression(paste(mu, "=0.001, ", sigma, "=0.1")),
expression(paste(mu, "=0.05, ", sigma, "=0.03"))),

1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))
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HHEH R R
#chi-squared m4
HHHHHH R RS

par (mfrow = c(1, 2))
x <- ¢(1:10000)

x <- x%/1000

plot(x, dchisq(x, df = 1), ylim = c(0, 2), xlab = "",
main = "slriliségfiiggvény",
ylab = "", type = "1")

lines(x, dchisq(x, df = 2), col = 2)

lines(x, dchisq(x, df = 3), col = 4)

lines(x, dchisq(x, df = 5), col = 3)

legend("topright", c("sz.f.=1", "sz.f.=2", "sz.f.=3", "sz.f.=bH"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

plot(x, pchisq(x, df = 1), ylim = c(0, 1), xlab = "",
main = "eloszlasfiiggvény", ylab = "", type = "1")

lines(x, pchisq(x, df = 2), col = 2)
lines(x, pchisq(x, df = 3), col = 4)
lines(x, pchisq(x, df = 5), col = 3)

", "sz.f.=2", "sz.f.=3",

legend ("bottomright", c("sz.f.=1",
1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

"sz.f.=5"), 1ty = c(1, 1,

HERHHAFHHAHH R HY
#Poisson szorzatdsszeg szim mb
HURHHUHHHAHHRAHHEHR
n <- 10
lam <- 3
N <- 10000
ered <- rep(0, times = N)
for (i in 1:N) {
s <-0
for (j in 1:n) {
s <- s + rpois(1, 3) * rpois(1l, 3)
ered[i] <- s
}
}
par(mfrow = c(1, 1))
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hist(ered, main = "A nyeremény eloszlasa", xlab = "Millié Ft",
ylab = "Gyakorisag")

HHH R

##part becslés binom kvant+norm m6
HH#H R

p <- 0.5

n <- c(1:10000)

er <- n

ern <- er

for (i in 1:length(n)) {
er[i] <- 2 * (1 - pbinom(n[i] * (p + 0.01), n[i]l, p))
ern[i] <- 2 * (1 - pnorm(n[i] * (p + 0.01), n[i] * p,

sqrt(nf[i] * p *x (1 - p))))

}

par (mfrow = c(1, 1))

plot(n, er, type = "1",
main = "Az 1%-nal nagyobb eltérés valdésziniisége",
xlab = "n", ylab = "Valdsziniliség")

lines(n, ern, col = 2)

abline(h = 0.05)

legend("topright", c("normdlis kozelités", "pontos valdszinliség"),
1ty = c(1, 1), col = c(2, 1))

11.1.2 Interaktiv animaciok

Az interaktiv szimulaciok az R shiny csomagjanak segitségével késziiltek. Néhany példanél
az adatbeolvaso ui (user interface) file-t is megadjuk. de az animéciok tobbségénél a
helykimélés érdekében csak a lényegesebb server file-t kozoljiik.

11.22 Kod (3.6 abra 3.12 példa)

HHtH#

#beteg

HH#H##

shinyUI (pageWithSidebar(
# Application title
headerPanel ("Betegs"),
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sidebarPanel (
sliderInput("paraml",
"Adja meg a p paramétert (betegs v fiatalok):",
value = 0.01, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("param2", "k:",
value = 0.02, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("fiat", "Fiatalok r:",
value = 0.2, min = 0.001, max = 0.49),
sliderInput("kozep", "Kok r.:",
value = 0.2, min = .001, max = 0.49)
),

# abrak

mainPanel (plotOutput ("betPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive({
p <- c(1:99)/100
b <- as.numeric(input$paraml) * as.numeric(input$fiat)/(as.numeric(input$paramil)
as.numeric(input$fiat) + as.numeric(input$param?) x*
as.numeric(input$kozep) + p * (1 - as.numeric(input$kozep) -
as.numeric(input$fiat)))
y <- cbind(p, b)
y
b

output$betPlot <- renderPlot({
plot(data(O) [, 1], data()[, 2], main = "Fiatalok ",
xlab = "Id&sek betegségének vszge", ylab = "p",
type = "1")
b
b

11.23 Kod (3.17 abra 3.20 példa)
HH##HH

#virag
HH###
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library(shiny)

shinyUI (pageWithSidebar(
# Application title
headerPanel ("Gyiimélcsok") ,
sidebarPanel (
sliderInput("paraml",
"Adja meg a p paramétert (virdgok szamanak eloszlasa):",
value = 0.2, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("param2",
"Adja meg az r paramétert (gylmdlcs valoszinisége):",
value = 0.5, min = 0.01, max = 0.99),
sliderInput("szimu", "Szimuldcidk szama:",
value = 100, min = 10, max = 2000)
),
# abrak
mainPanel (plotOutput ("viragPlot"), plotOutput("gyumPlot"))

)

shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive(function() {
n <- as.numeric(input$szimu)

p <- as.numeric(input$paraml)
q <- as.numeric(input$param?2)
x <- rgeom(n, p) + 1
g <- rbinom(n, x, q)
cbind(x, g)

b))

output$viragPlot <- reactivePlot(function() {

hist(data() [, 1], main = "Viradgok szé&ma", xlab = "Viragok szama",
ylab = "Gyakorisag", col = "red",
breaks = c((min(data() [, 1]) - 1.5):(max(data()[, 1]) + 0.5)))
1))

output$gyumPlot <- reactivePlot(function() {
hist(data() [, 2], main = "Gyiimdlcsdk szama",
xlab = "Gyimolcsok szama", ylab = "Gyakorisag", col = "red",
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breaks = c((min(data() [, 1]) - 1.5):(max(data()[, 1]1) + 0.5)))
}9)
19)

11.24 Kod (3.18 abra 3.20 példa)

HHH#

#virag?2

HH#H##

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Gyiim6lcsok->viragok"),
sidebarPanel(
sliderInput("paraml", "Adja meg a p paramétert (virdgok szaminak eloszlésa):",
value = 0.2,
min = 0.01, step=0.01,
max = 0.9),
sliderInput("param2", "Adja meg az r paramétert (gyimélcs valdszinlisége):",
value = 0.5,
min = 0.01, step=0.01,
max = 0.99),
sliderInput("szimu",
"Szimulacidk szama:",

value = 100,
min = 20,
max = 2000),

sliderInput ("gyum",
"Gyimolcsok széama:",
value = 1,
min = O,
max = 20)
),

# abrak
mainPanel (
plotOutput ("gyumPlot"),
plotOutput ("feltPlot"))
)
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shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive({
x=rgeom(as.numeric(input$szimu) ,as.numeric(input$parami))+1
g=rep(0,times= as.numeric(input$szimu))
for (i in 1:as.numeric(input$szimu))

{
gli]l= rbinom(1l,x[i],as.numeric(input$param?))
}
y=cbind(x,g)
y
D
output$gyumPlot <- renderPlot ({
hist(data() [,2], main= "Gyiimdélcsdk szama",xlab="Gyiimdélcsdk szama",ylab="Gyakori
breaks=c((min(data() [,1]1)-1.5): (max(data() [,1])+0.5)))
)

output$feltPlot <- renderPlot({
virk=data() [data() [,2]==as.numeric(input$gyum),1]
hist(virk,breaks=c(min(virk-0.5) : (max(virk)+0.5)),
main= paste("Viragok széama, ha a gyiimdolcsdk szama",
as.numeric(input$gyum)) ,xlab="Viragok szama",ylab="Gyakorisag")
1)
D

11.25 Kod (4.3 abra 4.1 alfejezet)
H###

#Atlag

HH##

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Atlag es median"),

sidebarPanel(
selectInput("dist", "Valasszon egy eloszlast:",

choices = c("normalis", "exponencialis", "Pareto(2)")),

sliderInput("megf", "Megfigyelések széama:",
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value = 10, min = 1, max = 1000)

),

mainPanel (plotOutput("eloPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {

rpareto <- function(n) {
1/(1 - runif(n))
}

output$eloPlot <- renderPlot({
distl <- switch(input$dist, normalis = rnorm, exponencialis = rexp,
‘Pareto(2) ¢ = rpareto)
n <- input$megf

x <- distl(as.numeric(n))

plot(x,
main = paste("r", input$dist, "(", "n=", n, ")", sep = ""),
xlab = "", ylab = "")

abline(h = mean(x), col = 4)

abline(h = median(x), col = 2)

legend("topright", 1ty = c(1, 1), col = c(4, 2), c("Atlag", "Median"))
b
1D)
11.26 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HHH#
#Kvantilis
#HH#H#

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Pareto kvantilisek"),

sidebarPanel(
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sliderInput("param", "Valassza ki a paramétert:",
value = 3, min = 0.5, max = 10),

sliderInput("megf", "Megfigyelések szama:",
value = 10, min = 1, max = 1000),

sliderInput("kvant", "Kvantilis:",
value = 0.95, min = 0.001, max = 0.9999)
),

mainPanel (plotOutput("eloPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {
output$eloPlot <- renderPlot({
x <- 1/(1 - runif(as.numeric(input$megf)))~(1/as.numeric(input$param))

plot(x, main = paste("Pareto (", input$param, ") eloszlas (",
"n=", input$megf, ")", sep = ""), xlab = "", ylab = "")
abline(h = quantile(x, as.numeric(input$kvant)), col = 4)
legend ("topright", 1ty = c(1), col = c(4),
c(paste(round(as.numeric(input$kvant), 3), "kvantilis")))
b
D

11.27 Koéd (4.6 abra 4.2 alfejezet)

HHu#HHEHR

###2 momentum

HAH#HHHE

shinyServer (function(input, output) {

output$sfv_comPlot <- renderPlot({

m <- input$mu
s <- input$sig

x <- ¢(0:1000)/100
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b <- sqrt(log(s~2/m~2 + 1))
a <- log(m) - b~2/2
r <- m~2/s"2
1 <- m/s"2
if (872 > m~2) {
aa <- 2 * 872/(872 - m™2)
bb <- (aa - 1) *m

¥

plot(x, dgamma(x, r, 1), col = 4, type = "1",
main = "Azonos varhatd értéki és szdérasu sliriiségfliggvények",
xlab = "", ylab = "", lwd = 2)

lines(x, dlnorm(x, a, b), lwd = 2)
if (872 > m~2)
lines(x, ((x + bb)/bb)~(-aa - 1) * aa/bb, col = 2, lwd = 2)
legend ("topright", c("gamma", "lognormalis", "Pareto"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 4, 2))
19)
19)

11.28 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)

HtH#H#H
#bizt
Hitt

shinyServer (function(input, output) {

output$karPlot <- renderPlot({
beta <- 1
alpha <- 2
n <- input$megf
xf <- beta * (1/runif(n))~(1/alpha) - beta

beta <- 2

alpha <- 1

n <- input$megf

xt <- beta * (1/runif(n))~(1/alpha) - beta

nt <- rbinom(1l, n, input$aran/100)

par (mfrow = c(1, 2))

hist(xt[1:nt], main = paste("Tizkarok"), xlab = "Millié Ft",
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ylab = "", col = "red")

hist(xf[1:(n - nt)],
breaks = c(0: (trunc(max(xf[1:(n -
nt)])) + 1)), main = paste("Feleldsségi karok"),
xlab = "Millidé Ft", ylab = "", col = "blue")

abline(v = 1, lwd = 2)

19)
19)

11.29 Koéd (4.6 abra 4.2 alfejezet)

###### elore
shinyServer (function(input, output) {

output$eloszl <- reactivePrint(function() {

p <- matrix(0, 2, 3)

pl1, 11 <- input$pl1/100

pl2, 1] <- input$p21/100

pll, 3] <- input$p13/100

pll, 2] <- input$p12/100

pl2, 2] <- input$p22/100

pl2, 3] <- 1 - sum(p)

if (p[2, 3] < 0)
print ("Tal nagyok a valdszinliségek")

if (p[2, 3] >=0) {
kszi <- c(input$el, input$e2) #1. valtozd lehetséges értékei
eta <- c(input$fl, input$f2, input$f3) #2. valtozd lehetséges értékei
# kozos valdsziniliségeloszlés
val <- p

# 1. valtozd eloszlésa
pkszi <- kszi

pkszi[1] <- sum(vall1l, 1)
pkszi[2] <- sum(val[2, ])
# 2. valtozd eloszlésa
peta <- eta

petall] <- sum(val[, 1])
petal[2] <- sum(val[l, 2])
petal[3] <- sum(val[l, 3])

# valtozok varhato értékei
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Ekszi <- sum(kszi * pkszi)
Eeta <- sum(eta * peta)

# valtozok masodik momentumai
Ekszinegyzet <- sum(kszi~2 * pkszi)
Eetanegyzet <- sum(eta~2 * peta)

# valtozdk szdéréasnégyzetei
D2kszi <- Ekszinegyzet - Ekszi~2
D2eta <- Eetanegyzet - (Eeta)~2

# kovariancia
Ekszieta <- 0
for (i in 1:2) {
for (j in 1:3) {
Ekszieta <- Ekszieta + kszil[i] * etal[j] *

vall[i, jl
}
}
kovariancia <- Ekszieta - Ekszi * Eeta
print (paste("Kovariancia=", round(kovariancia, 3)), sep = "")

# korrelacib
correl <- (Ekszieta - Ekszi * Eeta)/(D2kszi * D2eta)~0.5
print (paste("Korrelacidé=", round(correl, 3)), sep = "")
# linearis eldrejelzés
konstans <- Ekszi - correl * (D2kszi/D2eta)~0.5 * Eeta #konstans tag
beh <- correl * (D2kszi/D2eta)"~0.5 #eta szorzdja
nhibalin <- (1 - correl~2) * D2kszi #negyzetes hiba
print(paste("A linedris eldrejelzés:",
round(beh, 3), "*xX+", round(konstans), sep = ""))

# eldrejelzés varhatd értékkel

Ekszifelt <- rep(0, 3)

for (j in 1:3) {
Ekszifelt[j] <- sum(kszi * val[, j])/petalj]

+

print(paste("Elérejelzés a varhatd érték alapjan X elsd értéke esetén:",
round (Ekszifelt[1], 3)), sep = "")

print(paste("Eldrejelzés a varhatd érték alapjan X misodik értéke esetén:"
round (Ekszifelt[2], 3)), sep = "")
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print(paste("Eldrejelzés a varhato érték alapjan X harmadik értéke esetén:",
round (Ekszifelt[3], 3)), sep = "")

D2kszifelt <- sum(Ekszifelt~2 * peta) - Ekszi~2 #feltételes
# varhatd érték szdérésnégyzete
nhiba <- D2kszi - D2kszifelt

}
xx <- matrix(0, 1, 2)
colnames(xx) <- c("Linedris", "Varhatd értékes")

xx[1, 2] <- round(D2kszifelt, 3)
xx[1, 1] <- round(nhibalin, 3)

print(paste("A linedris el8rejelzés négyzetes hibaja:", xx[1, 1]))
print(paste("A varhaté értékes eldrejelzés négyzetes hibaja:", xx[1, 2]))
b

9]

11.30 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HH#HHH
#gamma
HAHBHH
shinyServer (function(input, output) {
output$gelofvPlot <- renderPlot({
s <- input$sig
r <- input$r

x <- ¢c(0:200)/10

plot(x, pgamma(x/s, r, 1), type = "1", ylim = c(0, 1),

main = paste("Gamma eloszlasfv. (r=", r,
n, lambda=", round(l/s, 3)’ u)u’ sep - un)’
xlab = "", ylab = "")

b
output$gsfvPlot <- renderPlot ({

s <- input$sig
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r <- input$r
x <- ¢(1:2000)/100

plot(x, dgamma(x/s, r, 1), type = "1", ylim = c(0, max(1l, dgamma(x/s, r, 1))),

main = paste("Gamma slriségfv. (r=", r,
", lambda=", round(l/s, 3), ")", sep = ""),
xlab = nu, ylab - nn)
19)
19)

11.31 Kod (4.6 abra 4.2 példa)

it
#tkolcson
it

shinyServer (function(input, output) {

output$vszg <- reactivePrint(function() {
n <- c(input$nl, input$n2, input$n3) #nemesek, polgarok és parasztok szama
B <- c(input$bl, input$b2, input$b3)
B <- B/500 #békekdlcsonok nagysaga
K <- sum(n * B) + 2 #kincstarban 1évd pénz

C <- rep(0, 9) #nyeremények nagysaga

dim(C) <- c(3, 3) #valdsziniliségek
P<-C

C[1, 1] <- input$cill

C[1, 2] <- input$ci?2

C[2, 1] <- input$c2

C[3, 1] <- input$c3

C <- C/500

P[1, 1] <- as.numeric(input$p1)/100
P[1, 2] <- as.numeric(input$p2)/100
P[2, 1] <- input$p1/100

P[2, 2] <- 1 - input$p1/100

P[3, 1] <- input$p1/100

P[3, 2] <- 1 - input$p1/100

P[1, 3] <- 1 - P[1, 1] - P[1, 2]
P[2, 3] <- 1 - P[2, 1] - P[2, 2]
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P[3, 3] <- 1 - P[3, 1] - P[3, 2]
m <- rep(0, 3) #nemesek, polgarok és parasztok varhatd nyereménye
for (i in 1:3) {
m[i] <- sum(P[i, ] * C[i, 1)
X
m2 <- m #mésodik momentum
for (i in 1:3) {
m2[i] <- sum(P[i, ] * C[i, ]1°2)
¥
d2 <- m2 - m~2 #szO0rasnégyzet
u <- m #3. centralis momentum
for (i in 1:3) {
uli] <- sum(P[i, ] * (abs(C[i, ] - m[i]))"3)
¥
osszm <- sum(n * m) #varhat6é Ossznyeremény
if (K > osszm)
cc <- sum(n * d2)/(K - osszm)~2 #csdd valdszinliségének becslése: Csebisev
if (K <= osszm)
cc <- 1
cn <- 1 - pnorm((K - osszm)/(sum(n * d2))~0.5) #normalis kézelités
ce <- 0.56 * sum(n * u)/(sum(n * d2))~1.5 #normdlis koézelités Esséen szerinti hi
cs <- ce t+ cn
cs <- min(cs, 1)
cc <- min(cc, 1)
print(paste("csdd valdszinliségének becslése Csebisev-egyenlStlenséggel:",

round(cc, 6), sep = ""))
print (paste("csdd valosziniségének becslése normalis kozelitéssel:",
round(cn, 6), sep = ""))

print(paste("cs8d valdszinliségének Esséen szerinti kozelitése:",
round(cs, 6), sep = ""))

D
i)
11.32 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HHu#HHUHR

#Meghalad
HHHHHHH
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shinyServer (function(input, output) {
output$meghalad_valPlot <- renderPlot ({

c <- ¢(10:100)/10
s <- input$sig

m<- 1
r <- 1/872
1l <- m/s"2

if (s72 > 1) {
aa <- 2 * 872/(s72 - 1)
bb <- (aa - 1) *m
+
plot(c, 1 - pgamma(c * m, r, rate = r/m),
ylim = c¢(0, max(1 - plnorm(c * m, log(m/(1 + s72))),
1 - pgamma(c * m, r, rate = r/m), ((c * m + bb)/bb)~(-aa))),
col = 4, type = "1",

main = paste("c meghaladasanak valoszinisége (m=1)", sep = ""),
xlab = "c¢", ylab = "valdsziniség", lwd = 2)

lines(c, 1 - plnorm(c * m, log(m/(1 + s72)), sqrt(log(l + s72))),
lud = 2)

if (s > 1)

lines(c, ((c * m + bb)/bb)~(-aa), col = 2, lwd = 2)
legend ("topright", c("gamma", "Pareto", "lognormalis"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(4, 2, 1))
b
D

11.33 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HHHHH

#Szimelore

it

shinyServer (function(input, output) {

output$regr <- renderPlot ({
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p <- matrix(0, 2, 3)
pll, 1] <- input$p11/100
pl2, 1] <- input$p21/100
pl1, 3] <- input$p13/100
pll, 2] <- input$p12/100
pl2, 2] <- input$p22/100
pl2, 3] <- 1 - sum(p)
if (p[2, 3] < 0)
print ("Tal nagyok a valdszinliségek")
if (pl[2, 3] >= 0) {
pvec <- c(pl1, 1, pl2, 1D
nn <- 0
while (nn < 6) {
X <- rmultinom(n = 1, size = input$simu,
prob = pvec)
nn <- sum(x > 0)
}
obs <- matrix(0, input$simu, 2)
obs[, 1] <- c(rep(input$el, times = sum(x[1:3])),
rep(input$e2, times = sum(x[4:6]))) #1. valtozd értékei
obs[, 2] <- c(rep(input$fl, times = x[1]), rep(input$f2,
times = x[2]), rep(input$f3, times = x[3]),
rep(input$fl, times = x[4]), rep(input$f2,
times = x[5]), rep(input$f3, times = x[6])) #2. valtozd értékei

lme <- 1m(obs[, 1] ~ obs[, 2])$coef
nemlin <- rep(0, times = 3)
dl <- sum((obs[, 2] * 1me[2] + 1lme[l] - obs[,1])"2)
dnl <- nemlin
for (i in 1:3) nemlin[i] <- mean(obs[obs[, 2] ==
unique(obs[, 21)[i], 11)
for (i in 1:3) dnl <- dnl + sum((nemlin[i] -
obs[obs[, 2] == unique(obs[, 2])[i], 1])~2)
plot(obs[, 2], obs[, 1], main = "Y kozelitése X segitségével",
xlab = "x", ylab = "y",
sub = paste("A kordk teriilete aranyos az adott pont gyakorisagaval.",
paste(" Négyzetes veszteség:", "linearis:",
round(dl, 2), "nemlinedris:", round(dnl, 2))))
t <- table(obs[, 1], obs[, 2])
for (i in 1:3) {
for (j in 1:2) {
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points(unique(obs[, 2])[i], unique(obs[, 11)[j],
cex = sqrt(tlj, i]), pch = 21,
bg = "red")
+
+
lines(c(min(obs) :max(obs)),
lme[1] + c(min(obs) :max(obs)) * 1lme[2], lwd = 2)

lines(unique(obs[, 2]), nemlin, col = 4, lwd = 2)
legend(x = (3 * (obs[1, 2] + obs[2, 2])/4),
y = max(obs[, 1]), c("linedris", "varhato értékes"),
1ty = c(1, 1), col = c(1, 4))

1))

9]

11.1.3 Nem interaktiv animacidok

H#HHH
#buszok
it

library(graphics)
library(animation)
library(plotrix)

#6-kor indulnak a buszok, atlagosan 1 6rads intervallumokkal,
12-ig beérkezd buszok szamat nézzik
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(1:40)
y <- c(6:6)
for (i in 1:100) {
if (y[length(y)] < 12) {
a <- rep(0, (length(y) + 1))
all:1length(y)] <- y[1:length(y)]
allength(y) + 1] <- yl[length(y)] + rgamma(l, 1, 1)
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y <-a

+
¥
plot(x[1:1length(y)], y, pch = 8,
main = "6 és 12 o6ra kozott beérkezd buszok",
xlab = "busz sorszama", ylab = "busz érkezési ideje")

z <- rep(12, length(y))

lines(x[1:1length(y)], z, type = "1", col = 4)

legend ("bottomright", paste("12 dra eldtt beérkezd buszok szdma: ",
(length(y) - 1)))

legend("topleft", paste("kisérlet sorszama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "busz.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

#6-kor indulnak a buszok, atlagosan 1 6ras intervallumokkal, 12-kor
#érkeziink a megadlléba, mennyit kell varnunk a buszra
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
pr <- rep(0, ani.options("nmax"))
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
par (mfrow = c(1, 2))
x <- c(1:40)
y <- c(6:6)
for (i in 1:100) {
if (y[length(y)] < 12) {
a <- rep(0, (length(y) + 1))
all:1length(y)] <- y[1:length(y)]
allength(y) + 1] <- yl[length(y)] + rgamma(1l, 1, 1)

y <-a
+
b
plot(x[1:1length(y)], y, pch = 8,
main = "6 é&s 12 6ra kozott beérkezd buszok\nés a 12 utdni elsd busz",
xlab = "busz sorszama", ylab = "busz érkezési ideje")

z <- rep(12, length(y))

lines(x[1:1length(y)], z, type = "1", col = 4)

legend ("bottomright", paste("Varakozasi idd a 12 dra utani elsd buszra: ",
(y[length(y)] - 12)))

legend("topleft", paste("kisérlet sorszama: ", n))
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prin] <- yl[length(y)] - 12

barp(pr[1:n], main = "varakozasi iddk")
legend("top", paste("kisérletek szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "busz2.gif", ani.width = 1200,

ani.height = 600)

HHEH R
#galtonwatson
HHEH R

library(animation)
## 100-b6l induld Galton-Watson folyamat szimuldlésa

saveGIF ({
ani.options(nmax = 100)
e <- rep(0, ani.options("nmax"))
el[1] <- 100
x <- c(l:ani.options("nmax"))
for (n in 2:ani.options("nmax")) {
if (e[n - 1] > 0) {
e[n] <- sum(sample(c(0, 1, 2, 3), e[n - 1],
replace = TRUE, prob = c(0.3, 0.5, 1/10, 1/10)))

X
plot(x[1:n], el[l:n], type = "1", col = 2, main = "Elagazd folyamat",
xlab = "Generacid6", ylab = "egyedek szama")
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "galtonwatson.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

HHHHHHHH
#gyorfipelda
#HHHHHHH

library(animation)

##teredeti befektetés szerint a tdke eloszlasa n év utan
n <- 10

x <- ¢(0:n)
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a<-1.9%x % 0.5 - x)

plot(a, dbinom(x, n, 0.5), main = "TGke eloszlasa 10 év utan",
ylab = "valdsziniiség", xlab = "t&ke")

##ovatosabb befektetés szerint a tdke eloszlasa n év utan

n <- 10

x <- ¢(0:n)

a <- 1.45"x * 0.75"(n - x)

plot(a, dbinom(x, n, 0.5),
main = "Tdke eloszlasa 10 év utan (6vatosabb befektetési politikaval)",
ylab = "valdsziniiség", xlab = "tdke")

##Tokehelyzet bemutatésa
saveGIF ({
oopt <- ani.options(interval = 0.5, nmax = 100)
aelozo <- c(0:0)
aelozo[1] <- 1
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:100)
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1l, 1, 0.5)
aln + 1] <- a[n] * 1.97¢ * 0.5°(1 - ¢)
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Részvény értéke", xlab = "", ylab = "")
legend ("topright", paste("eltelt évek szama: ", n))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "reszveny.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

##To0kehelyzet bemutatésa 6vatosabb befektetéssel
saveGIF ({

oopt <- ani.options(interval = 0.5, nmax = 100)

aelozo <- c(0:0)

aelozo[1] <- 1

belozo <- aelozo

for (n in 1:ani.options("nmax")) {

x <- ¢c(0:100)
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a <- ¢c(0:n)

b <- a

all:n] <- aelozo[l:n]

b[1:n] <- belozo[1l:n]

¢ <- rbinom(1, 1, 0.5)

aln + 1] <- a[n] * 1.97¢c * 0.5°(1 - ¢)
bln + 1] <- b[n] * 1.45"c * 0.75"(1 - c¢)
aelozo <- a

belozo <- b

plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Részvény és tdke értéke",

xlab = nu, ylab - nn)
lines(x[1:(n + 1)], b, 1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)
legend ("topright", paste("eltelt évek szama: ", n))

legend("topleft", c("eredeti", "o6vatosabb"), 1ty = c(1, 4),
col = c(2, 4))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "toke.gif", ani.width = 1000,
ani.height = 1000)

HH
#normkozelites
it

#n indikator és exponencidlis normalis kozelitése

n <- 40

p <-0.1

x <- ¢(0:400)/40 - 5

plot(x, pnorm(x), type = "1", col = 2,
main = "Flggetlenek Osszege standartizdltjinakeloszlasfiiggvénye",
xlab = "", ylab = "")

lines(x, pbinom((n * p * (1 - p))~0.5 * x + n * p, n, p),
1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)

lines(x, pgamma((n~0.5 * x + n), scale = 1, shape = n),
1ty = 2, cex = 0.2, col = 1)

legend("bottomright", paste("n=", n))

legend("topleft", c("Normalis", "l-exponencialis", "O,1-indikator"),
1ty = c(1, 4, 2), col = c(2, 4, 1))

library(animation)
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saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
p <- 0.1
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:400)/40 - 5
plot(x, pnorm(x), type = "1", col = 2,
main = "Fliggetlenek Osszege standartizdltjanak eloszlasfiiggvénye",
xlab "noylab = "")
lines(x, pbinom((n * p * (1 - p))~0.5 * x + n * p, n, p),
1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)
lines(x, pgamma((n~0.5 * x + n), scale = 1, shape = n),
lty = 2, cex = 0.2, col = 1)
legend ("bottomright", paste("n=", n))
legend("topleft", c("Normalis", "1-exponencidlis",
"0,1-indikator"), 1ty = c(1, 4, 2), col = c(2, 4, 1))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "normkoz.gif", ani.width = 600,
ani.height = 600)

HHHH A
#inszt
it At

library(graphics)
library(animation)
library(plotrix)

saveGIF ({
ani.options(nmax = 100)
x <- c(l:ani.options("nmax"))
pr <- rep(0.25, ani.options("nmax"))

pr2 <- pr
npr <- pr
npr2 <- pr
pr3 <- pr

for (n in 1:ani.options("nmax")) {
par (mfrow = c(1, 2))
prln] <- rbinom(1, 1, 0.25)
pr2[n] <- mean(pr[1:n])

218



npr[n] <- rnorm(1, 0.25, 1)
npr2[n] <- mean(npr[i:n])
barp(pr[1:n], main = "0,25-indikatorok szimuldldsa és atlagaik")
lines(x[1:n], pr2[1:n], type = "1", col = 4)
lines(x[1:n], pr3[1:n], type = "1", col = 2)
barp(npr[1:n], main = "N(0,25,1)szimulaléasa és atlagaik")
lines(x[1:n], npr2[1:n], type = "1", col = 4)
lines(x[1:n], pr3[1:n], type = "1", col = 2)
ani.pause()

}

}, interval = 0.5, movie.name = "nszt.gif", ani.width = 1200,
ani.height = 600)

A
#szimboly
i H

library(animation)

## szimmetrikus bolyongas
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
p <- 0.5
aelozo <- c(0:0)
aelozo[1] <- 0
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:ani.options("nmax"))
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1, 1, p)
aln + 1] <- a[n] + (17c * (-1)~(1 - ¢))
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Véletlen bolyongads a szamegyenesen",
xlab = ""  ylab = "")
legend("topright", paste("jobbra lépés valdsziniisége: ", p))
legend ("bottomright", paste("lépések szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "szimboly.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)
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saveGIF ({

ani.options(nmax = 200)

p <- 0.55

aelozo <- c(0:0)

aelozo[1] <- 0

for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:ani.options("nmax"))
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1, 1, p)
aln + 1] <- a[n] + (17c * (-1)~(1 - ©))
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Véletlen bolyongas a szamegyenesen",
xlab = ", ylab = "")
legend ("topright", paste("jobbra lépés valdsziniisége: ", p))
legend ("bottomright", paste("lépések szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "nemszimboly.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

11.2 Tovabbi abrak

Az aldbbiakban az interaktiv szimulaciok legérdekesebb eredményeibdl valogatunk, azzal
a célzattal, hogy ezzel is segitsiik hasznalatukat, illetve hogy a jegyzet segitségével adott
esetben offline (papir) alapon is meg lehessen érteni példaul a kiilénb6z6 paraméterezések
lényegét. Az abraknél megadjuk, hogy melyik feladathoz is tartoznak, igy kdnnyen utana
lehet nézni a részleteknek.
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Fiatalok betegségének valoszinlsége

Adja meg ap paramétert (betegség a Annak a valészin(isége, hogy eqy beteg fiatal
fiataloknal):
@
00 05 04 e
v 8 0 |
. ) , =]
Adjameg a ¢ parametert (betegség a
™~
kézépkoriaknal): °
0.02 04 e g 1
s ’ n
Fiatalok részaranya: °
T
o 0 04 °
v . o
° T
Kézépkoruak részaranya; —
T T T T T T
101 12 149 00 02 04 08 04 10
g .

ld6sek betegségének valdszindisége

11.1. abra: A (3.12) példa valoszintiségének fiiggése az idGsek megbetegedési
valoszintiségétdl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbeéllitds mellett, 11.22 kod

Fiatalok betegségenek valoszintsége

Adjameg ap paramétert (beteqséq a Annak a valdszintisége, hogy egy beteg fiatal
fiataloknal): § 1
00 09
[°. ]
. , . 8
Adjameg a g paramétert (betegség a 3
k6zépkoruaknal):
éDZ 03 e 5 A
Fiatalok részaranya:
o
w0 049 o
v
Kazépkoruak részaranya: o _—
2 T T T T T
101 04 04 00 02 04 06 08 10

d6sek betegségének valoszindsége

11.2. abra: A (3.12) példa valoszintiségének fiiggése az idGsek megbetegedési
valoszintiségétsl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbeéllitds mellett, 11.22 kod
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Adja meg a p paramétert (viragok Viragok szama
szamanak eloszlasa):

o
0.64 8
8
Adja meg az r paramétert (gyliméles =
valdszinlisége): - g
001 0.9 % o
O z 8
&
Szimulaciok szama: 8
10 1,001 2,000 o
8
o
T T T 1
o 2 4 6
Virdgok szama
Gyimélesok szama
g8
e
g
3
=
3
@
8
g8
&
g
o =]
&
g8

T T T 1
0 2 4 6

Gyumaicsok szama

11.3. abra: A viragok és a gyiimolesok szaménak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathatd paraméterek és szimulaciészam esetén,11.23 kod

Adja meg a p paramétert (viragok Viragok szama
szamanak eloszlasa):

°
8
035
s
&
Adja meg az r paramétert (gylimélcs 2
g
valésziniisége): 2 o
g 8
£ 2
001 08 Kl
o= ]
Szimulaciok szama: s
10 1,001 2,000
2
r T T T 1
o 5 10 15 20
Virdgok szama
Gyiimélesék szama
s
8
g
3
s 8
&
&

100

r T T T 1
0 5 10 15 20

Gylimblostk szama

11.4. abra: A viragok és a gyiimolesok szaménak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathato paraméterek és szimulacioszam esetén,11.23 kod
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Adja meg a p paramétert (viragok Viragok szdma
szamanak eloszlasa):

2 _
3
035 s .
H
Adja meg az r paramétert (gylimélcs 24
valésziniisége): = g |
g g
0.01 0.2 0.89 2
€ 8-
g2
Szimulaciok szama: g
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o4
T T T ]
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Gyiimélcsék szama
S
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s
e
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s
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g =]
g
s 4

0

T T T 1
0 5 10 15

Gylimolcsok szama

11.5. abra: A viragok és a gyiimolesok szaméanak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathat6 paraméterek és szimulacioszam esetén,11.23 kod

A median és az atlag optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast: Atlagos eltérések

normalis v o
— lineris
Megfigyelések szama: — négyzeteshel volt gyok
180 1,000 2
: L)
@
@
T
2]
e un |
2 -
3
o |
1 1 I O T [ IIII\\IHHHIIIHI | - | | Il

T T
-2 -1 0 1 2

megfigyelések
median=0, atlag=-0.01

11.6. dbra: Az atlag és a median optimumtulajdonsaga a normalis eloszlasra 80 elemti
mintara
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A median és az atlag optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast: Atlagos eltérések

exponencialis 4

— linearis
— negyzelesbdl volt gydk

Megfigyelések szama:

1 80 1,000

—G

atlagos eltérés
3

0 1 2 3 4 5 G

megfigyelések
median= 0.69 , tlag= 099

11.7. abra: Az atlag és a medidn optimumtulajdonsaga az exponencialis eloszlasra 80
elemd mintara

A median és az atlag optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast: Atlagos eltérések
Pareto(2) v 2
— linearis
Megﬁgyelések szama: 2 — négyzetesbdl volt gydk
180 1,000 2
=g .

atlagos elteres
30 40

20

10

0 10 20 30 40 50 60 70

megfigyelések
medidn=223 , alag=4.25

11.8. dbra: Az atlag és a median optimumtulajdonsiga a Pareto(2) eloszlasra 80 elemii
mintara
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Regresszios modszerek

Y elsé értéke: Y kozelitése X segitségével
1 ° g o
N — linearis '
. AT — varhal6 ériékes
Y masodik értéke: o |
2
"o I o
X elsd értéke: -
-
1 <+ |
X masodik értéke:
N
a 2
X harmadik értéke: = 1@ ) [ 1
T T T
3 10 15 20 25 30
X
P(X=x1,Y=y1) (%): Akbrok terllete aranyos az adott pont gyakorisagaval. Négyzetes veszteség: linedris: 24.28 nemlinearis: 14.01
1 30 50

11.9. abra: A lineéris és a nemlinearis el6rejelzés 6sszehasonlitasa: jelentds eltérés

Regresszios modszerek

Y elsd értéke; Y kbzelitése X segitségével
! e{® ®
— linearis .
Y masodik értéke: — varhatd értékes
o
10
X elsd értéke: ©
)
1
- o r r = -
X masodik értéke:
2
o
X harmadik értéke: ® ) [ 1
T T T
3 10 15 20 25 30
X
P(X=x1,Y=y1) (%): AKBrok terliete aranyos az adott pont gyakorisagaval. Negyzeles veszleség: inedris: 1842.68 nemiinearis: 1086.67
1 30 50

11.10. abra: A linearis és a nemlinearis el6rejelzés 6sszehasonlitasa: y szorasanak névelése
novelte a hibat
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Regresszios modszerek

Y elsd értéke: Y kiizelitése X segitségével
| [ o )
— linedris
Y masodik értéke; —— varhai éntckes
o
10
X elsd értéke: © -
=
1
. o . . < -
X masodik értéke:
2
o -
X harmadik értéke: Q , []
T T T
3 10 15 20 25 30
X
P(X=x1,Y=y1) (%): AKDBrok terllete aranyos az adett pont gyakorisagaval. Négyzetes veszteség: linedris: 1227 23 nemlinedris: 1217.04
1 10 ]
o

11.11. abra: A linearis és a nemlineéris elérejelzés Osszehasonlitasa: kicsi az eltérés
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