Gyakorlo feladatok

. Bizonyitsuk be, hogy ha A B,C események paronként fiiggetlenek, és A
fliggetlen B+C -t6l, akkor A,B,C teljesen fiiggetlenek!

. Mongol szakon az egyetemi felvételik soran 6t jeloltet vettek fel idén. A
nagy kavarodasban azonban idén véletlenszertien keriiltek az értesitések
a boritékokba. Mi a valészintisége, hogy

(a) legalabb harom,
(b) legalabb két boritékba a megfelelo értesités keriilt?

. Egy a oldalhossztusagu szabalyos haromszog belsejében egyenletes el-
oszlassal véletlenszeriien kivalasztunk egy pontot. Mi ennek a pontnak
és a hozza legkozelebbi oldal tavolsaganak eloszlasfiiggvénye?

. Ketten asztaliteniszt jatszanak, mindkét jatékosra nézve 1/2 annak a
valészintisége, hogy egy pontot szerezzen, és az egyes pontok nyerései
egyméstol fiiggetlenek. Mennyi annak a valdszin§ége, hogy a jaték
valamelyik fél 23:21 aranyd nyereségével ér véget? Es annak, hogy
24:22 lesz az eredmény?

. Egy urnaban van 6 piros és 4 fehér golyo. Ezek koziil véletlenszertien
kivalsztunk 3-at és elhelyezziik egy mésik urnaba. Innen egymas utan
visszatevéssel huzunk 5-szor. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

a) az b hazas kozil 2 esetben htuizunk pirosat?

b) a méasodik urnaban 2 piros van, feltéve, hogy 5-szor huztunk pirosat?

. Egy irasbeli vizsgén az egyik tesztkérdésnél harom valasz koziil kell a
helyeset kivalasztani. A vizsgazok p valoszintséggel tudjik, 1-p valo-
szintiséggel nem tudjak a helyes megoldast, ilyenkor taldlomra valasz-
tanak a harom lehetGség koziil. Milyen valészintiséggel talalunk olyat a
helyesen valaszolok kozott, aki ténylegesen tudta a helyes megoldést?

. A hézunk el6tt talalhato két telefon koziil az egyik jol miikodik, a mésik
viszont 20% valoszintiséggel elnyeli a pénzérmét, de nem tudjuk melyik.
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Lemegyiink az egyikhez telefonalni, és azt tapasztaljuk, hogy n bedo-
bott pénzérmébdl egyet sem nyelt el. Mi a valoszintisége, hogy sikeriilt
a jo telefont valasztanunk?

. Mennyi a valoszintisége, hogy a bridzslapokat talédlomra szétosztva

a) minden jatékos egyszinii lapot kap?

b) valamelyik jatékos egyszini lapot kap?

c) egy meghatéarozott jatékos lapeloszlasa 6,4,2,17

d) mind a négy asz egy meghatéarozott jatékoshoz kertil?
e) egy meghatéarozott jatékosnal két 4sz és két kiraly van?

Céllovést hajtunk végre téglalap alakt céltablara, ahol —2 < z < +2;
—1 <y < +1. A kisérlet megfigyelt eredménye a talalat (z,y) koor-
dinatai. (A l6vés feltételei olyanok, hogy a téblat biztosan eltalaljuk.)
Meghatarozandok az alabbi események valdszintiségei:

a) az abszcissza nem kisebb az ordinatanal

b) a koordinatak szorzata nem negativ

c) a koordintak abszoltit értékének Gsszege egynél nagyobb

Egy palcat ketté toriink, majd a nagyobbik darabot megint ketté tor-
jik. Mi a valoszintisége, hogy az igy kapott harom pélcabol haromszo-
get lehet csinalni?

Egyes vidékeken az a babona jarja, hogy ha egy lany 6 fiiszalat fog a
markaba gy, hogy mindkét végén kilogjanak a szélak, majd egy téarsa
mindkét oldalon paronként Osszecsomoézza a fiiszalakat, s ha egy zart
lanc keletkezik, kovetkezd évben férjhez megy. Mi a valdszintsége az
eseménynek, ha a babona igazat mond? Altalanositsuk az eredményt
2n fiiszalra!

n+1-szer dobunk pénzérmével. Mi a valészintsége annak, hogy minden
dobasnak van ugyanolyan szomszédja (azaz vagy az elStte, vagy az
utéana kovetkezs dobés ugyanolyan mint a vizsgalt dobas)?

Legyen & és n két, azonos eloszlast, fliggetlen valoszintségi valtozo,
kozos stirtiségfiiggvényiik: \/%e_mz/ 2. Bizonyitsuk be, hogy a (&,n)
véletlen helyzeti sikbeli pont r = /&% + 7, ¢ = arctan ¢ polérkoordi-

natai fiiggetlenek és hatarozzuk meg ezek stirtiségfiiggvényéit!
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A [0, 1] intervallumban véletlenszertien valasztunk egy szamot. Mennyi
a valoszintisége, hogy a szam harmadik tizedesjegye 5 7

Egy nem idealis autoguminél a defekt bekovetkezésének valdszintisége
a (t,t+7) intervallumban, feltéve, hogy eddig nem volt defekt, aranyos
a gumi koréval és az intervallum hosszaval, (- ¢ - 7), ha 7 elég kicsi.
Hatarozzuk meg a defekt pillanatdnak strtiség- és eloszlasfliggvényét!

Hanyféleképpen lehet kettes taldlatot elérni a lotton?

Egy urna my + my golyot tartalmaz, m; fehéret és my feketét. Vé-
letlenszertien kihtzunk (visszatevés nélkil) m <min(m;, ms) golyot.
Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét

1. A = { a kihazott golyok mind fehérek}

2. B = { a kihuzott golyok kozott pontosan k fehér van, k < m}

3. C' = { a kihuzott golyok kozott legalabb egy fehér van }

4. D = { nem kevesebb mint k < m fehéret huzunk}

Egy forgaskup belsejében egyenletes eloszléssal felvesziink egy pontot.
Milyen lesz a vetiilet helyzetének eloszlas- és sftiségfiiggvénye az alap-
lapon, ha

a) a kup magassagvonalaval parhuzamosan vetitiink?

b) a kap cstcsabol vetitiink?

Egységnyi szakaszon vegyiink fel hdrom pontot véletlenszertien! Mi-
lyen lesz a kozéps6 pont koordinatajanak eloszlasfiiggvénye, stirtiség-
fiiggvénye, ill. mi a valoszintisége, hogy a pont a [0.25,0.75] interval-
lumba esik? Milyen lesz a legnagyobb és a legkisebb pont eloszlas- és
stirtiségtiiggvénye a fenti példaban, illetve ha altaldnosabban n pontot
vettiink fel az egységnyi szakaszon?

Legyen & és n egylittes stirtségfiiggvénye a kovetkezs: h(x,y) = x +y,
hal>z>0,1>y>0,és h(z,y) = 0 egyébként. Hatarozzuk meg
& + n stirtiségfiiggvényét!

Mennyi annak a valoészintisége, hogy két kockaval dobva, a hatodik
dobés utan lesz elGszor a szamjegyek Gsszege 12 7
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Van négy urnank. Az elsében csupa fehér, a masodikban csupa piros, a
maradék kettében pedig piros és fehér golyok vegyesen tigy, hogy a pi-
rosak részaranya p. Talalomra kivalasztunk egy urnat, és harom golyot
hiazunk belSle visszatevéssel. Azt tapasztaljuk, hogy mind a harom
piros. Mi a valdszintisége, hogy a csupa pirosat tartalmazé urnabol
huztunk?

Hézat épitiink, de az alap-asasnal atvagtunk egy vezetéket. Minden
egyes napon 1/5 a valoszintisége annak, hogy a rendes iigymenet kere-
tében a szolgaltato a felelGsségbiztositasunk terhére kijavitja a kabelt,
fliggetleniil attol, hogy mennyi ideje varakozunk mar. Minden nap va-
rakozéas 50 ezer forint kart okoz nekiink. A szolgaltato alvallalkozdja
felajanlja, hogy 200 ezer forintért azonnal elhéritja a hibat, folytathat-
juk az épitkezést. Mikor a legkisebb a varhato koltségiink: ha

a) megvarjuk, amig a szolgaltaté magatol kijon?

b) azzonal kifizetjiik az alvallalkozot?

c) két napig varunk, és ha addig nem keriil sor a javitasra, akkor meg-
rendeljiik az alvallalkozotol?

Egy dupla utcai telefonfiilke el6tt varakozunk. Mindkét fiilke foglalt.
Az egyikben egy férfi telefonal, a mésikban pedig egy né. A véarakozasi
id6 mindkettére egy-egy exponencialis eloszlasu valészintségi valtozo,
a férfi esetén A a né esetében p paraméterrel (ahol A > u). A két
varakozasi id6 egymastol fiiggetlen. Varhatéan mennyi ideig kell vara-
koznunk, ha

a) addig varunk mig megiiresedik egy fiilke?

b) meg akarjuk varni mig mindketten befejezik a beszélgetést?

Egy gépirond atlagosan 8 oldalanként vét egy hibat. Mi a valosziniisége,
hogy egy oldalt elszuir?

Vegyiink fel a [0, 1] intervallumon egy pontot a kovetkezs eloszlasfiigg-
vénnyel:
0, =<0
Flz)=<¢z* 0>x2<1
1, x>1.
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A pont és az 1 kozott vegyiink fel egy masik pontot egyenletes elosz-
lassal. Hatarozzuk meg az igy kapott harom szakasz koziil a két széls6
korrelacios egyiitthatojat!

N polcra véletlenszertien feltesziink k darab konyvet. Mi a valdszi-
ntisége, hogy egy polcon épp m darab kényv van, ha tudjuk, hogy a
vizsgélt polc nem iires?

Egy varosban n haz van. Legyen azon hazak szama, amelyekben z;
ember lakik n;. Ekkor egy hazban atlagosan m = ) n;x;/n ember
lakik. Visszatevés nélkiili mintavétellel kivalasztunk r hazat, és meg-
szamoljuk, hany ember lakik a hazban (X, Xs, ..., X,.). Mennyi az igy
megszamolt emberek szamanak (Y = X; + X5 + ...X,.) varhato értéke,
és szorasa’

A Holdon, mivel nincs légkor, az ott él6 Nonexistimus lunaris bak-
tériumok mutaciés rataja, azaz annak a valdszintisége, hogy hibasan
masolodik le egy nukleotid az 6roklédés soran igen nagy, p = 1074,
Mint tudjuk, minden N. lunaris pontosan 32 utédot hoz létre osztodés-
sal (kdzben 6 maga megsemmistil). Ekozben hat a mutacio. A hibasan
lemésolt DNS lancokat (amelyek mindig L nukleotidbél allnak) hor-
doz6 lények nem birjak a viszontagsagos koriilményeket, elpusztulnak.
Hatérozzuk meg a tuléls utodok szamanak eloszlasat és varhatoértékét!
Ha az egy egyedre juto életképes utdodok szémanak varhato értéke 1-
nél kisebb, hosszutavon a faj kihalna. Hany nukleotid hosszisagu lehet
maximum az N. lunaris DNS-e, hogy ne haljon ki a faj?

N embernél vérvizsgalatot végeznek. Tegyiik fel, hogy N igen nagy
szam. Ha minden ember vérét kiilon vizsgalnak, N vizsgalatra lenne
sziikség. Maésik megoldas, hogy k ember vérmintajat osszegyiijtik és
egyiitt analizadljak. Ha a vizsgalat eredménye negativ, akkor egy vizs-
galat elég k embernek. Ha pozitiv, akkor a k embert egyenként is
meg kell vizsgalni, igy (k + 1) vizsgalat sziikséges. Tegyiik fel, hogy
a vizsgalat eredménye barkire ugyanakkora p valoszintiséggel pozitiv,
valamint az egyes emberek sztochasztikusan fliggetlenek.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy k ember vérébdl Gsszegyiijtott minta
pozitiv?
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b)Mennyi az elvégezendd vizsgalatok szaméanak varhato értéke?
c¢)Irjunk fel olyan egyenletet amellyel megtalalhatjuk azt a k értéket,
ami minimalizalja a fenti varhato értéket!

Egy pénzdarabot 600-szor feldobtunk és 285 esetben volt fej az ered-
mény. Vizsgaljuk meg a &2 proba segitségével, van-e ellentmondas a
p= % hipotézis és adataink kozott!

Egy nagy autoparkoloba idGegység alatt A valoszintiségel érkezik tijabb
kocsi, és a bent 1évé autok mindegyike p valdszintséggel tavozik el
onnan. Mindkét valoszintiség fiiggetlen attol, hogy éppen hany kocsi
tartozkodik a parkoloban. Irjuk fel azt az egyenletrendszert, ami meg-
hatarozza annak a p,(t) valoszintiségét, hogy ¢ id6 mulva pontosan n
darab kocsi lesz a parkoloban. Irjuk fel a G(t,2) = >, pn(t)2™ gene-
ratorfiiggvény egyenletét, és ennek segitségével hatarozzuk meg a p;
stacionérius eloszlést!

Legyen £ egyenletes eloszlast a (0,a) intervallumban, ahol a ismeretlen
paraméter. Mutassuk meg, hogy az a paraméter maximum lilkihood
becslése max(zy, xg, ..., T,) és hatarozzuk meg a torzitas értékét, tehat
e becslés varhato értékének és az a-nak a kiilonbségét!

Legyen £ és n egylittes stirtiségfiiggvénye a kovetkezd:

T+, ha 0<2x<10<y<I,
h(z,y) = -y
0, egyébként.

Hatarozzuk meg & és 7 korrelacios egyiitthatojat.

Egy ,verekedds” jatékautomata [ féle ellenfél koziil sorsol nekiink part-
nert minden menet elején. Varhatéan hany menetet kell ,ttlélni”, mig
sorra keriil kedvenc ellenfeliink, ha egy ellenfél csak akkor keriil ujra
sorra, ha mar mindenkivel megverekedtiink? Es ha fiiggetleniil sorsol
a gép mentenként, azaz elfordulhat, hogy egy ellenféllel egymés utan
tobbszor is meg kell kiizdeni?

Az agyu csovét a vizszinteshez képest 45 fokos szogbe allitjuk be. Az
agyugolyo a torkolatot atlagosan 50m /s sebességgel hagyjael, de 10m/s
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-os szorassal. Kozelitsiik a sebesség eloszlasat egy Gauss-eloszlassal,
melynek strtiségfiiggvénye:

f(z) = e_T‘ZZ (a =50m/s, o=10m/s).

Mi a golyd becsapddasi helyének varhato értéke és szorasa?

Vegyiink fel a [0, 1] intervallumon egy pontot a kovetkezs eloszlasfiigg-

vénnyel:
0 z<0,
Flz)=q¢2? 0>2<1,
1 z>1

A pont és az 1 kozott vegyiink fel egy masik pontot egyenletes elosz-
lassal. Hatarozzuk meg az igy kapott harom szakasz koziil a két széls6
korrelécios egytitthatojat!

Bizonyitsuk be, hogy a varhato érték az a szam, melytdl valo négyzetes
eltérés varhatod értéke minimalis. Bizonyitsuk be, hogy a median meg
az a szam, melytdl valo abszolut eltérés varhato értéke minimalis. (A
median definicidja: m az a szam, hogy F(m) = 1/2, ahol F' az elosz-
lasfiiggvény)

Egységnyi szakaszon vegyiink fel egyenletes eloszlassal egy pontot. A
nulla és az igy kapott pont kdzott ismét vegyiink fel egy pontot egyen-
letes eloszlassal. Hatarozzuk meg az igy kapott harom szakasz koziil a
két széls6 korrelacios egytitthatojat!

A pétervari probléma”: a kévetkezd szerencsejatékot ajanljak nekiink:
N forintot fizetiink minden jatszmaért. Egy jatszma a kévetkezSképp
zajlik: egy penzérmét dobélnak fel, ha elsére iras , akkor vesztettiink,
ha elsére fej, masodikra iréds, akkor nyeriink 1 forintot, ha csak a harma-
dik lesz elGszor iras, akkor 2 forintot, és igy tovabb, ha n-szer volt fej,
akkor 2" forintot kapunk vissza. Kérdés, mekkora N forintig édemes
belemenni ebbe a jatékba?
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Mi a valoszintisége, hogy az aldbbi egyenlet gyokei valossak, ha b és ¢
egyenletes eloszlasu véletlen valtozok a [—a, a] intervallumon?

ar’ +br+c=0

Egy gyarban egy gép sok alkatrészbdl all, amik véletlenszertien meghi-
basodhatnak. Adott id§ alatt a meghibasodott alkatrészek k szama
Poisson-eloszlast kovet, A paraméterrel. A gép javitasahoz sziikséges
id6 az aldbbi modon filigg a hibas alkatrészek szaméatol:

T=r7(l—e),

ahol 7 és o adott konstansok. Mennyi a javitasi id6 varhato értéke és
szorasa’

N levelesladaba véletlenszertien szétosztunk £ darab levelet. Mi a va-
loszintisége, hogy egy kivalasztott levelesladaban épp m levél van, ha
tudjuk, hogy a vizsgalt lada nem {ires?

Van négy urnank. Az els6ben csupa fehér, a masodikban csupa piros, a
maradék kettében pedig piros és fehér golyok vegyesen tigy, hogy a pi-
rosak részaranya p. Talalomra kivalasztunk egy urnét, és harom golyot
huzunk belGle visszatevéssel. Azt tapasztaljuk, hogy mind a harom
piros. Mi a valészintisége, hogy a csupa pirosat tartalmazoé urnabol
haztunk?

Egy egyenesen bolyongé részecske mozgasa soran p; vadszintséggel ug-
rik jobbra és p,-vel balra a részecske. Mi a valoszintisége, hogy n 1épés
utan k lépéssel tavolodik jobbra?

Az alabbi aramkorben levs ellenalldsok egymastol fliggetleniil p valo-
szintiséggel hibdsodnak meg. Mi a valdszintisége, hogy aram folyhat
a kivezetett pontok kozott, ha a meghibasodas szakadast eredményez?
Mennyi ez p = 1/2 esetén? Mi a valoszintisége, hogy a rendszer roévid-
zérlatos, ha a meghibasodast az ellenallas zarlata okozza? (lasd a 1 és
2 abrakat!)
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1. &bra.

2. abra.

Egy embernek, aki ki akarja nyitni lakasa ajtajat, n kulcsa van. A
kulcsokat véletlenszertien és fliggetleniil probalja ki (ennek okéra csak
sejtéseink vannak). Mennyi a kisérletek szamanak varhato értéke, ha
a) a kiprobéalt és rossznak bizonyult kulcsokat nem rakja kiilon, tehét
Ujra sorra keriilhetbek;

b) ha kiilon rakja cket?

(a) Adjuk meg annak valosziniiségét, hogy k (4 < k < 89) a masodik
legnagyobb kihtuzott lottoszam!

(b) Melyik szamra maximaélis ez a valoszinliség?

A Szultan azzal jutalmazza meg Szimbadot, hogy kivalaszthat egy lanyt
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93.

o4.

az N taga haremébol. A Szultdn azonban nem szivesen valik meg
legszebb héaremholgyétol, ezért azt a feltételt szabja, hogy Szimbad
csak egyesével nézheti meg a haremhdlgyeket, és akit egyszer mar nem
valasztott, azt késobb mar nem kérheti.

Szimbad tugy dont, hogy megnézi az elso M haremholgyet, majd ezutan
azt a lanyt valasztja, amelyik szebb barmelyik korabban latottnal.

(a) Adjuk meg annak a valoszintiségét, hogy Szimbad a legszebb lanyt
véalasztja!

(b) Adjunk becslést arra, hogy milyen M-nél van a keresett valoszin-
ség maximuma, ha N > 1!

Egy valasztason M férfi és N — M no indul. Egy vitamiisorba behivnak
n jeloltet. Tegyilik fel, hogy mindenki ugyanakkora eséllyel keriil a
musorba. Jelolje £ a meghivott nok szamat.

(a) Adjuk meg a P(¢ = k) valosziniséget!
(b) Mi & legvaloszintibb értéke?

Egy kockaval addig dobunk, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz a do-
basszam varhato értéke és szorésa, ha az utolsé dobéast is beszamitjuk?

Mi a valo6sziniisége, hogy két kockaval dobva az osszeg 7, ha tudjuk,
hogy paratlan szamot dobtunk?

n db sipalya taldkozik a volgy aljan, a felvonok egy helyrél indulnak.
Ha azt a taktikat kovetjiik, hogy mindig a legrovidebb sorba &llunk
be, akkor varhatéan hanyadik menetben fogunk a legnehezebb palyan
sielni, feltéve, hogy teljesen véletleszert az, hogy épp melyik sor a legro-
videbb? Es ha azt is fejbe vessziik, hogy egy péalyan addig nem cstszunk
le Gjra, amig az Osszes tobbin nem mentiink egyet?

Moricka szerzodést kot a Szerencsejaték Rt.-vel: Kenozik. A Kend sor-
solason 80 szambol huznak 20-at, Moricka pedig 10 szamot jatszik meg.
A Szerencsejaték Rt. egymillioszorosat fizeti a feltett tétnek, ha mind
a tiz megjatszott szam a kihtuzott hisz kézott van. Mekkora Moricka
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nyerési esélye az egymillioszoros fonyereményre?

Pistike a 6-os villamoson szeretne utazni a Moszkva térrol a Moricz
Zsigmond kortérig, de nincs se jegye, sem bérlete. Ugy dont, hogy 16g.
Annak a valészintisége, hogy az i-ik megalloban felszall egy ellencr p;.
Mi a valosziniisége, hogy Pistikét leszallitjak?

Pistike és Moricka jatsza a wimbledoni teniszdontot és az 6todik jatsz-
maban 5-5-re allnak. Tegyiik fel, hogy minden tovabbi gémet 50-50%
valosziniiséggel nyeri Pistike illetve Moricka. Akkor van vége a meccs-
nek, ha valamelyikiik ezek utan egymas utdn két gémet nyer.

(a) Adjuk meg a tovabbi gémeket leir6 valoszintiségi mezot!

(b) Mi a valosziniisége, hogy hat, vagy kevesebb gémet jatszanak még?
(c) Mi a valoszintisége, hogy paros szamui gémet jatszanak még?
Egy rekeszben my + my sorosiiveg van, my teli és my iires. Véletlen-

szetien kihtizunk (visszatevés nélkiil) m <min(mq, msy) tiveget. Haté-
rozzuk meg az alabbi események valdszintiségét

Egyes vidékeken a kovetkezo babona jarja: ha egy fizikus hallgato 6
medveszorszalat fog a markaba tugy, hogy mindkét végén kilognak a
szalak, majd egy tarsa mindkét oldalon péaronként OGsszecsomoézza a
szorszalakat, s ha egy zart lanc keletkezik, akkor kovetkezo félévben
nem kell pétzh.-t irnia.

(a) Mi a valosziniisége az eseménynek, ha a babona igazat mond?

(b) Altaldnositsuk az eredményt 2n szorszalra!
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99.

60.

61.

62.

Pistike és négy cimboraja kedvenc sorozojében iicsorog. Mivel torzs-
vendégek, mindegyikiiknek sajat korsdja van. Ezt az j pincér is tudja
jol, de azt mar sajnos elfelejtette, hogy melyikiik milyen sort szeret.
Csak arra emlékszik, hogy a kocsmaban kaphato 6tféle sorbol mind-
egyikiik mast szokott inni. Zavaraban ezért véletlenszertien csapol az
otféle sorbol az egyes korsokba, mindegyikbe mast. Mi a valosziniisége,

hogy

(a) legalabb harom,
(b) legalabb ket,

(c) pontosan négy korsoba az a sor keriil, amit a tulajdonosa szeret?

A valoszintiségszamitas gyakorlati jegyet szeretnénk beiratni az index-
tinkbe. A gyakorlatvezeto p valoszintiséggel tartézkodik az egyetemen
(a hiresztelésekkel ellentétben p nem feltétleniil kicsi). Ha bent van az
egyetemen, akkor 4 terem valamelyikében van egyenlo valoszintséggel.
3 teremben mar megnéztiik és nem talaltuk. Mi a valoszintisége annak,
hogy a negyedikben megtalaljuk?

Az Enterprise tirhajé az N naprendszerbol allo galaxist jarja. Kirk
kapitany az eddig meglatogatott n naprendszerbol k-ban talalkozott
E. coli baktériummal, vagy fejlettebb életformaval. Mi a valosziniisége,
hogy a galaxis s szamu naprendszerében talalhato E. coli vagy fejlet-
tebb életforma? (Feltessziik, hogy a galaxisban a kiilonb6zo szamu
lakott naprendszerek azonos valdszintiséggel fordulnak elo.)

Kirk kapitany és az Enterprise trhajo legénysége csillagok szerkezetét
is vizsgalja. Egy R sugart — természetesen gomb alaka — csillagban
véletlenszeriien elhelyeznek N darab kismérett szondat.

(a) Mi a valésziniisége annak, hogy a csillag kozéppontjahoz legkoze-
lebb eso szonda tévolsaga a kdzépponttél nagyobb r-nél?

12



63.

64.

65.

(b) Mihez konvergal ez a valészintiség, ha R — oo és N — 00, to-
3

. . r s
vabba létezik a lim —— = ¢ > 0 hatéarérték?
R—o0 3
N—oo

Pistike és Moricka véletlenszeriien felir fejenként egy-egy 1-nél kisebb
pozitiv valos szamot. Mekkora annak a valoszintisége, hogy

(a) Osszegiik kisebb 1-nél, és szorzatuk kisebb 2-nél?

(b) &sszegiik nagyobb, négyzetosszegiik kisebb 1-nél, valamint barme-
lyik g-szorosa (¢ € ]1,4o00] paraméter) nagyobb, mint a maésik
szam?

Miutan Morizka az el6zo héten mégsem nyert a Kenoén, most tgy don-
tott, hogy biztosra megy: felkereste kedvenc bukmékerét, aki megsugta
neki a hétvégi Lovi harom biztos gyoztes lovat. A magyar loversenysza-
bélyok azonban kiilénlegesek, mivel nem lehet elore tudni, hogy hény-
szoros nyereményt ér el a jatékos. A bukméker csupan annyit tudott
mondani, hogy 0 és 100% kozott egyenlo valoszintiséggel barmekkora
lehet a nyeremény (a feltett téten feliili rész). (Tegyiik fel, hogy a
nyeremény valos szam.) Morizka elvitte nagymaméajat, Mari nénit is
a loversenyre. Az elso lora 1 forintot tett Mari néni, a masodikra 1
forintot Morizka.

(a) Mi a valészintsége hogy egyiitt 1 forintnal tobbet nyertek?

(b) Morizka ezek utan feltette az Osszes pénzét (1 forintot plusz a
nyereményét) a harmadik lora. Mi a valoszintisége, hogy Gsszesen
2/9 forintnal tobbet nyert?

(c) Mi a valoszintisége, hogy 64a és 64b egyszerre teljestil?

Jancsi és Juliska megbeszélik, hogy meglatogatjik a Gonosz Boszorka
mézeskaldcshézat. Sajnos elfelejtették megbeszélni, hogy a héz négy
sarka koziil melyiknél talalkoznak. A mézeskalacshaz olyan hatalmas,
hogy nem lehet ellatni a tobbi sarokra. Mind a ketten pontosan megér-
keznek, és ha a masik nincs ott, akkor 1 perc alatt atsétalnak a szomszé-
dos sarkok valamelyikére 50-50% valosziniiséggel. Ha nem talalkoznak
a kovetkezo sarkon vagy utkozben, megint véletlenszertien valasztanak
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66.

67.

68.

egy sarkot, és elsétalnak oda. Tegyiik fel, hogy eredetileg mindket-
ten egyenlo valdsziniiséggel érkeznek barmelyik sarokra, és egyméstol
fiiggetleniil valtogatjak helyzetiiket, amig talalkoznak.

(a) Jeldlje p, annak a valoszintségét, hogy az els6 n percen beliil
talalkoznak. Hatarozzuk meg p, értékét!

(b) Jelolje r,, annak a valoszintiségét, hogy a talalkozas az n-edik perc-
ben jon létre. Hatarozzuk meg az r, valosziniiséget!

(c) Bizonyitsuk be, hogy 1 annak a valosziniisége, hogy véges idon
beliil talalkoznak!

Miutan Moricka az elso héten mégsem nyert a Kenén, most tgy don-
tott, hogy biztosra megy: felkereste kedvenc bukmékerét, aki megstugta
neki a hétvégi Lovi harom biztos gyoztes lovat. A magyar loversenysza-
bélyok azonban kiilénlegesek, mivel nem lehet elore tudni, hogy hény-
szoros nyereményt ér el a jatékos. A bukméker csupan annyit tudott
mondani, hogy 0 és 100% kozott egyenlo valoszintiséggel barmekkora
lehet a nyeremény (a feltett téten feliili rész. Tegyiik fel, hogy a nyere-
mény valos szam.)

Moricka elvitte nagymamajat, Mari nénit is a loversenyre. Az elso lora
1 forintot tett Mari néni, a masodikra 1 forintot Moricka. Moricka ezek
utéan feltette az Gsszes pénzét (1 forintot plusz a nyereményét) a harma-
dik léra. Mi annak az egyiittes valoszintisége, hogy az elso két futam
utan Moricka és Mari néni egyiitt 1 forintnal, és a harmadik futam utan
Moricka Osszesen 50 fillérnél tobbet nyert?

Jeloljiik A-val azt a véletlen eseményt, hogy Jancsi elvégzi a fizikus
szakot, B-vel pedig, hogy Juliska bolcsészdiplomat szerez. Mivel Jan-
csi és Juliska joban vannak, ezért ezek az események nem feltétleniil
fliggetlen események. Bizonyitsuk be, hogy

|P(AB) — P(A)P(B)| < ;! 0

RS

Juan Antonio Samaranch és Jaques Rogge a dopping ellenes harc haté-
konyabbé tételén tanakodnak. N versenyzo mindegyikét meg akarjak
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69.

70.

71.

vizsgalni, de koltség- és idotakarékossaghol a kovetkezo mellett donte-
nek: k versenyzo vérmintajat osszeontik, majd az Osszekevert mintan
egyszerre elvégzik a doppingtesztet. Tegyiik fel, hogy a teszt minden
versenyzore p valoszintiséggel pozitiv. Ha az eredmény az egyiittes min-
tan negativ, akkor elegendo volt k emberre egyetlen tesztet elvégezni;
ha viszont pozitiv, akkor ezek utan kiilon meg kell vizsgalni minden
mintat.

(a) Segitsiik kiszamolni, hogy mennyi lesz a vizsgalatok szamanak M,
varhato értéke, ha k osztdja N-nek?

(b) A takarékossag jegyében adjuk meg azt is, hogy k mely értékénél
lesz M), minimélis?

Az 4j Nemzetiben 1j ruhatarost alkalmaztak, akivel elfelejtették ko-
z0lni, hogy nemcsak a vendégeknek kell ruhatarjegyet adni, hanem a
kabatoknak is. Pistike az Ember tragédiaja utani katarzisban megér-
kezik a ruhatarhoz, ahol még N kabat varja gazdajat. A ruhataros
eddigre méar rajott, hogy a kiosztott ruhatéarjegyek szamara semmiféle
informaciot nem hordoznak, ezért véletlenszertien hozza ki a kabéato-
kat. Ha egy kabat kihozatala T ideig tart, varhatéan mennyi ideig var
Pistike a kabatjara, feltéve, hogy a ruhataros

(a) megjegyzi, hogy melyik kabatot mutatta méar meg Pistikének?

(b) annak biztos tudataban, hogy masnap kiragjak annyira leitta ma-
gat, hogy azt sem tudja, az melyik kabatot hozta ki az imént?

Egy pontszert sugéarforrasbol a sikban minden iranyban egyenletes el-
oszlassal részecskék indulnak ki. Mi lesz a becsap6do részecskék elosz-
lasa a forrastol d tavolsdgban elhelyezett egyenesen?

Moricka és Pistike a szakado eso elol egy félhenger alakt buszmegél-
l6ba menekiil. Miutdn megallapitottak, hogy az eso teljesen egyenlete-
sen esik fliggoleges iranybol, azon kezdenek el gondolkodni, hogy vajon
milyen eloszlas szerint nedvesedik a buszmegall6 fala. Tényleg, vajon,
milyen eloszlassal?
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72.

73.

74.

75.

76.

77.

78

r

Féankokat készitlink, a tésztdba egyenletesen mazsolakat szorunk bele,
és jol Osszegyurjuk. Hany mazsolat szamoljunk egy fankra legalabb, ha
azt szeretnénk, hogy atlagosan 100 fankbol legfeljebb csak egyben ne
legyen mazsola?

A koordinatarandszer x tengelyén a [—1,1] intervallumon egyenetes
valoszintiséggel felvesziink egy pontot. Mi ennek a pontnak és a (0, 1)
koordinataju pont tavolsaganak a strtségfliiggvénye?

Egység sugart, kor alaku céltablara 16viink. A taldlat valoszinisége a
céltablan egyenletes eloszléast. A céltablat koncentrikus korokkel ha-
rom egyenlo részre osztjuk. Mekkorak legyenek a koérok sugarai, hogy
minden részbe egyenlo valoszintiséggel essen taldlat?

A ]0,1] intervallumon vegytlink fel egyenletes eloszlassal egy pontot.
A nulla és a pont kozott ismét vegyiink fel egy méasik pontot szintén
egyenletes eloszlassal. Mi lesz az igy kapott harom szakasz koziil a bal
sz¢ls6 hosszanak eloszlasfiiggvénye, stirtiségfiiggvénye, varhato értéke?

Egy bankjegyautématénal a meghibdsodéas bekovetkezésének valoszi-
ntisége a (t,t + At) idsintervallumban A?At, feltéve, hogy t -ig jol
mikodott. Hatarozzuk meg a meghibasodés pillanatanak eloszlasfiigg-
vényét!

Egy négyzet keriiletén és belsejében kivalasztunk véletlenszertien egy-
egy pontot. Mi a valésziniisége, hogy a kozottiik levo tavolsag kisebb a
négyzet oldalhosszanal?

A [0, a] intervallumon egyenletes eloszlassal valasztunk n szamot.

(a) Adjuk meg a &nax = max(&y, &, ..., &) valoszintségi valtozo el-
oszlas és striiségfiiggvényét!
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79.

80.

81.

82.

83.

(b) Mutassuk meg, hogy az

_n
Cn+1

~

Qn

gm ax

statisztika torzitatlan becslése az a paraméternak!

Moéricka egyik rémalmaban a (£, n) kétdimenzios vektorvaltozo strtiség-
fliggvényét latja lelki szemei elott:
1 241 2
flz,y) = 4—6_4 B (—o0 <z <00, —00 <y < 00).
T
Végiil arra ébred, hogy almaban kiszamolta a & 4+ n varhato értékét és
szorasat. Mit kapott eredményil?

Az egyetem n hallgatdja egyenletes eloszlassal valaszt egy szamot a
[0; 1] intervallumon. Mi a legnagyobb vélasztott szam eloszlasa, sira-
ségfliggvénye, varhato értéke és szorasa?

Pistike egy N emeletes haz legfelso szintjén lakik. Jelolje A; azt az
eseményt, hogy a lift elakad az i-edik emeleten, P(A;) = p; ennek a
valoszintiségét. Az A; események egymést nyilvanvaléan kizarjak. Te-
gyiik fel azt is, hogy minden hasznalatkor A;-k egyméastol fiiggetleniil
kovetkezhetnek be. Mennyi a valdsziniisége, hogy n szamu hasznalat
soran elobb akad el Pistike az 1. emeleten, mint barhol masutt.

Mint tudjuk, a gémbtiikornek nincs hatérozott gyuajtéopontja. Vizs-
galjuk az esetet sikban! Vegyiik az egységkor egyharmadat, és egy, a
szimmertiatengelyével parhuzamos, homogén fénynyalabbal vilagitsuk
meg a belso ivét! Hatarozzuk meg a koriv belso feliiletérdl visszavert
fény eloszlasanak strtségfliggvényét a szimmetriatengely mentén!

Pistike egy szabalytalan pénzérmét dobél: a fej valoszintsége legyen p.
Jelolje € az elso csupa fej vagy csupa irés sorozat hosszat, n pedig az
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84.

85.

86.

87.

88.

elso fej-sorozatot kdveto irds-sorozat, vagy az elso iras-sorozatot kiveto
fej-sorozat hosszat. Pistike a generator-fiiggvények segitségével fejben
kiszamolja a & és az n varhato értékét és szorasat, és meglepo ered-
ményre jut. Min lepodott meg Pistike?

Az egyetemen a vizsgaidoszakban egy adott At hosszusagu idotartam
alatt megjelent hallgatok szdma Poisson-eloszlast valoszintiségi val-
toz6 A paraméterrel. Egy hallgatd p valoszintiséggel vizsgazik éppen.
Mennyi a valészintisége, hogy adott At idointervallumban éppen k hall-
gato vizsgézik az egyetemen?

Egy sotét pincében n darab sorosrekesz, minden rekeszben n szamu
sorosiiveg van. Az i-edik rekeszben i teli iiveg talalhato. Egy héazibuli
alkalmaval lemegyiink a pincébe sorért, és az egyik, véletlenszertien
kivalasztott rekeszbol véletlenszertien kiemeliink egy sordsiiveget. Ez
szerencsénkre éppen tele van. Mi a valdszintisége, hogy ha a kivalasz-
tott rekeszt felvissziik a buliba, akkor rajtunk kiviil még legaldbb & < n
cimboranknak jut egy-egy iiveg sor?

Az egyetemistak kozott a szeszfogyasztok aranyét vizsgaljuk. Hény
hallgatot kell megkérdezniink ahhoz, hogy a felmérés alapjan kapott
arany a valodi aranytol 95% valoszintiséggel legfeljebb 0.01-del térjen
el?

Pistike egy valoszintiségszamitas zarthelyin a kovetkezo integralt irta

+oo _ 2 o
/ “ —2) e 42)2 dz.
2/

Mi lehetett a feladat, és mit kapott eredményiil, ha maximalis pontot

fel megoldasként:

kapott a feladatra?

Pistike és Moricka egymastol fliggetleniil ugyan azt a mérést végzik a
masodéves fizikus laborgyakorlaton. Pistike A (m,o7), Moricka pedig
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N (m, o3) eloszlast véletlen mintabol szamolja a & illetve & atlagokat.
A mérés kiértékelését kozosen végzik, és azon tanakodnak, hogy milyen
stllyal vegyék figyelembe & -et és &5-t az m paraméter becsléséhez.

(a) Mutassuk meg, hogy tetszoleges 0 < a < 1 paraméterre
a& + (1 —a)é

az m paraméter torzitatlan becslése!

(b) Igazoljuk, hogy ez a becslés akkor lesz minimaélis szoréast, ha

o3
oa=—"—=!
ol + o3
1 2

89. Bill Gates tigy dontott, hogy megjutalmazza Pistikét a Fagyallo Abla-
kok kifejlesztéséért. Két boritékot tett Pistike elé, és azt mondta, hogy
az egyik boritékban kétszer akkora értékt csekk taldlhatd, mint a ma-
sikban. Pistike kivalaszthatta az egyiket, majd a latott Gsszeg alapjan
donthetett, hogy a valasztott Gsszeget kapja, vagy a masikat.

Pistike igy okoskodott: ,Tegyiik fel, hogy a kivalasztott boritékban z
osszeget taldlok. Mivel 50% eséllyel 2z, 50% eséllyel pedig 1/2x lesz a
mésik boritékban, ezért varhato értékben 1.25x-et vaghatok zsebre, ha
a masikat valasztom. Tehat barmelyiket is valasztanam elsore, érdemes
inkdbb a maésikat valasztanom...”

Es Pistike csak allt, allt, boldogan allt, mig meg nem halt.

(a) Mi volt a hiba Pistike okoskodasaban?
(b) Van-e helyes stratégia?
90. A BKV éves jelentésében az szerepel, hogy a metroszerelvények kovetési
idejét F(x) eloszlasfiiggvény jellemzi p varhato értékkel és o szorassal.
Pistike kisérleti uton ellenorzi a jelentést. Jelolje & valoszintiségi valtozo

azt az idotartamot, amennyit Pistikének varnia kell egy véletlenszerien
kiwvdlasztott idopontban a kovetkezo metrojaratig.

(a) Adjuk meg ¢ strtségfliggvényét!

19



91.

92.

(b) Pistike naivan azt gondolja, hogy a u atlagos kovetési idot jol
kozelitheti a € atlagos varakozasi idovel, ha elég sok mérést végez.
Szamoljuk ki a () varhato értéket, és mutassuk meg, hogy Pistike
téved!

(c) Adjuk meg (£) varhato értéket exponencialis eloszlast kovetési
idok esetén!

Miutan Pistike rédjott, hogy mi is volt a probléma az elozo elméletével,
most egy mésik mérési modszert alkalmaz. Nem véletlenszerti idopon-
tokban vizsgalja a metrojaratokat, hanem egy adott pillanattol folya-
matosan. Tegyiik fel, hogy az egyes szerelvények kozott exponencialis
idotartamok telnek el, ugyanazzal a \ paraméterrel.

(a) Ha a megfigyelést a ,nulladik” szerelvénytol kezdve végzi, akkor
milyen lesz a megfigyelés kezdopontjatol az n-edik szerelvény ér-
kezéséig eltelt idotartam eloszlasa? (Tegyiik fel, hogy ez egyes
szerelvények kozott eltelt idotartamok fiiggetlenek.)

(b) Allapitsuk meg a (0,t) iddintervallum alatt érkezd metroszerelveé-
nyek szamanak valoszintiségeloszlésat!

Mig Pistike a BKV-t tanulményozza, Morickdt a Magyar Posta, pon-
tosabban Dezso, a helyi postas munkarendje foglalkoztatja. Moricka
tudja, hogy Dezso mikor kezdi a munkat, de azt nem, hogy mikor fejezi
be. Dezso kissé fura munkamoédszerei kozé tartozik, hogy teljesen rend-
szerteleniil keresi fel a cimzetteket, azaz munkaideje — az [a, b] idointer-
vallum — alatt egyenletes eloszlassal barmikor kihozhatja a leveleket.

Moricka az ismeretlen b paramétert a legkésobb kikézbesitett levél kéz-

P

(a) Adjuk meg azt a statisztikat, ami a fenti mérés alapjan torzitatlan
becslést ad b-re!

(b) Mutassuk meg, hogy ez a becslés erosen konzisztens is!

(Megjegyzés: az egyszeriség kedvéért valasszuk az a paraméter értékét
0-nak.)
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93.

94.

95.

Egy fizikus hallgaté az elmult hétvégén a XI. tuléloversenyen kiizdott
az életbenmaradésért. Az életére foként kiilonféle éloskodok tortek. A
hétvége alatt n szinyog vette vérét (ennyi szinyogcesipést szamolt meg
otthon magén), és ezek koziil k dogot csapott agyon ut kézben. Ad-
junk Maximum-likelihood becslést a vérszivok sikeres elharitdsanak p
valdszintiségére.

,Egy konnyt nyari délutdnon Jancsi megkérdezte Juliskatol:

— Szerinted igaz, hogy ha P, egy p (0 < p < 1) valoszinségii esemény
relativ gyakorisaga, akkor P2 torzitatlan becslése p?-nek?

Juliska hosszasan elgondolkodott, majd azt mondta:

— Persze!”

Igaza volt Juliskdanak, vagy tévedett?

Tanulmanyozzuk a partjelzok viselkedését a focipalyan! Jeldlje & az
elso, & a mésodik partjelzo tavolsagat a felezovonaltél. Tegyiik fel,
hogy a partjelzok két ellentétes térfél egymassal szemkozti oldalvonalan
mozognak, és & & egylittes sirtiségfiiggvénye

l’l—l—l’g
a

f([lfl,[lfg):A—A'].— ) $1>$2€[0aa]a

ahol a az oldalvonal hosszénak fele (Ld. abrat!).

£

&1

2a
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96.

97.

98.

99.

(a) Adjuk meg az A paraméter értékét!
(b) Szamoljuk ki & és & korrelacios egytitthatojat!

(c) Adjuk meg a két partjelzd egymastol mért tavolsaganak varhato
értékét!

Hofehérke megfigyelte, hogy Hapci, a hét torpe egyike a 19 = 0, 71, 7o,
ey Tn, - .. Véletlen idopontokban tiisszent. Felteszi, hogy két tiisszen-
tés kozott eltelt 6; = 7, — 7,1 (i = 1,2,...) idok flggetlenek, azonos
eloszlastiak és M(0;) = m (i = 1,2,...) létezik. Jelolje 1, Hapci [0,¢)
idointervallum alatti tlisszentéseinek szamat. Bizonyitsuk be, hogy =
sztochasztikusan konvergal az = értékhez (t — o0)!

Atom Antit, a pontszert hangyat véletlenszeriien, a sikban egyenletes
eloszlassal behelyezziik az egységnégyzet belsejébe. Mivel Atomanti
ebben a feladatban nem olyan kemény legény, mint szokott lenni, leg-
szivesebben a legkozelebbi sarokba btujna. Felvetodik tehat a trivialis
kérdés: mi Atomanti legkozelebbi saroktél valo tavolsaganak eloszlas
és striségfiiggvénye?

A gyakvezér hazatért a sielésbol, és a kovetkezo tapasztalatokat sze-
rezte: ha a mellette sielo Moéricka a fekete jelzésti buckas palyan pro-
balkozott, akkor annak valosziniisége, hogy Moricka a [t, t + dt| id6in-
tervallumban a legkozelebbi buckaban landolt, aranyos volt a palyan
toltott ¢ idovel és a dt < t idotartammal. Mi Moéricka bukasanak el-
oszlas és struségfiiggvénye?

Atom Antit, a pontszeri hangyat véletlenszertien, a térben egyenletes
eloszlassal behelyezziik az egységkocka belsejébe. Mint ismeretes Atom
Anti tud ugyan repiilni, de mivel mar éregszik, legszivesebben a kocka
hat fala koziil legkozelebbi falhoz bujna. Nyilvanvaléan felvetodnek a
kovetkezo kérdések:

(a) Mi Anti és a legkozelebbi fal kozotti tavolsag striiség- és eloszlés-
fliggvénye?
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(b) Ha Anti egységnyi sebességgel, egyenesvonali egyenletes mozgas-
sal a legrévidebb tuton a legkozelebbi falat célozza meg, akkor var-
hatéan mennyi ideig fog repiilni a legkdzelebbi falig?

Nelson admirélis csataba indul. A legnagyobb tavolsag eléréséhez a ha-
joagyukat 45°-0s szogbe allittatja. A személyzet valtozo teljesitménye,
a puskapor valtoz6 minosége, a szél és més ismeretlen hatasok miatt az
agyugolyo kezdeti sebessége egy

o(v) = {Ug?/(fﬁ)e_”/”o, &ha v > 0,0, &ha v <0
eloszlasu valoszintiségi valtozoval adhaté meg, ahol I'(z) a gamma-
fliggvényt jeloli, valamint vy > 0 és a > 0. Adjuk meg az agyugolyo
becsapodasi helyének varhato értékét és szorasat, ha vg = 10m/s, « = 5
és a légellenallast elhanyagoljuk!

Detektorral részecskék élettartaméat mérjiik. A részecskék élettartama
A paraméterii exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozoval adhato
meg. A detektor azonban elromlott és az élettartamnak csak a tize-
desvesszo utani szamjegyeit irja ki, azaz csak az élettartam tortrészét
tudjuk mérni. Mi lesz a mért értékek strtségfiiggvénye?

A gyakorlatvezetok szobajaba 1j nyomtato érkezett. Murphy szerint
yami elromolhat, az el is romlik”, igy van ez az 4j nyomtatéval is: min-
den oldal kinyomtatéasa soran p valoszintiséggel a nyomtato visszaadja
lelkét a teremtojének. Ekkor az adott oldal méar ki sem jon a nyomtato-
bol. Masrészt az a bolcsesség is igaznak bizonyult, hogy tévedni emberi
dolog, és ez a gyakorlatvezetokre is vonatkozik: ¢ valdszintiséggel hibas
oldalt kiildenek a nyomtora. A hibés oldalt mindig a nyomtaté mellé
teszik. A nyomtatd meghibasodasa, és a gyakorlatvezetok figyelmetlen-
sége egymastol fiiggetlen események.

Tegyiik fel, hogy elromlott a nyomtato, és a szerelo

(a) egyetlen elrontott oldalt sem talal
(b) k darab elrontott oldalt talal

23



103.

104.

105.

106.

107.

108.

a nyomtatoé mellett. Mi a valoszintisége, hogy a nyomtaté meghibaso-
dasaig n oldalt nyomtattak a gyakorlatvezetok?

Egységnyi szakaszon egyenletes valoszintséggel kivalasztunk két pon-
tot. Az igy kapott harom szakaszbol a kozépss és a jobb szélsé hossza-
nak hatérozzuk meg a korrelacios egytitthatojat!

Tegyiik fel, hogy egy részvény értéke a tézsdén minden nap r vagy 1/r-
szeresére valtozik 50-50%-os eséllyel. Mi lesz sok id6 (N >> Inap)
mulva a részvény értékének eloszlasa?

Az 6t6dik osztalyos tanulok testmagassiga atlagosan 145 centi, 15 centi
szorassal. Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb hany tanuld lesz 130 centinél
alacsonyabb egy 30 {6s osztalybol.

Egységnyi szakaszon vegyiink fel egyenletes eloszlassal egy pontot. A
nulla és az igy kapott pont kdzott ismét vegyiink fel egy pontot egyen-
letes eloszlassal. Hatarozzuk meg az igy kapott harom szakasz koziil a
két széls6 korrelacios egytitthatojat!

Az idedlis gaz molekulainak sebessége Maxwell-eloszlasi valosziniségi
valtozo. Sturtségfiiggvénye:

o) = 0, ha, z < 0
Y= %026_“%2, ha, = > 0,

ahol h > 0 paraméter. Szamitsuk ki a sebesség

(a) legvaloszinibb értékét,
(b) varhato értékeét!
A megfigyelések szerint egy egydimenzios szocske ugrasanal a leérkezés

helyének strtiségfliiggvénye:

p(ff?)z1 ¢

Ta? + a2’
Mi lesz a szocske helyének eloszlasa n ugras utan, ha minden ugras
fliggetlen az el6zd ugrasoktol? Mekkora lesz a szocskének a kezdSpont-
tol mért atlagos négyzetes eltérése?

a = 10cm. (1)
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Szabalytalan pénzdarabbal jatszunk, p valoszintséggel fej, ¢ = 1 — p
valoszintiséggel irds a dobas eredménye. Mennyi annak a valoszintisége,
hogy az elsé I F par az n— 1 -ik és n-ik kisérletben kovetkezik be? Irjuk
fel a generatorfiiggvényt, a varhato ’ertéket és a szorasnégyzetet!

A tapasztalat szerint a baromfikeltetében p valoszintiséggel kakas, ¢ =
1 —p valoszintiséggel jérce kel ki a tojashol. Ha egy keltetés soran a k-ik
kikels az els6 kakas, akkor mi k varhatoértéke és szérasa? Hasznaljunk
generatorfiiggvényt a megoldashoz!

Legyen £ = 0,1, 2, ... diszkrét valoszintiségi valtozd generatorfiiggvénye
ge(2)! Trjuk fel € + 1 és 2¢ generéatorfiiggvényét!

Az alabbi grafon egy részecske bolyong, minden lépésben tovabb ugrik
a pontokat Osszekotd vonalak mentén de csak a nyilakkal jelolt ira-
nyokban. Egy adott pontban minden lehetséges iranyt egyforma valo-
szintiséggel valaszt a részecske. Irjuk fel az igy definialt Markov-lanc
egylépéses atmeneti-valoszintség méatrixat! Vizsgaljuk meg, vajon er-
godikus-e ez a Markov-lanc? Hogy lehetne egy méatrixelem (nyilacska)
megvaltoztatasaval ezt a tulajdonsagot (az ergodikussidgot vagy nem
ergodikussagot) az ellenkezGjére valtoztatni?

1 2

A

A

3. abra.

Egy hibés kavéautomata a gombok nyomogatasatol teljesen fiiggetlentil
véalasztja ki, hogy milyen italt ad. Ha kavét adott az n-ik vasarlonak,
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akkor az n + 1-iknek forrd csokit fog adni. Ha forr6 csokit adott az n
-ik vaséarlonak, akkor fele-fele valoszintiséggel kavét vagy teat fog adni
a kovetkezének, ha teat adott el6zéleg, akkor a tea utan kavét fog
adni. Készitslink dbrat az igy definidl t Markov-lancrol, és irjuk fel
az egylépéses atmeneti-valoszintiség matrixat! Vizsgaljuk meg, vajon
ergodikus-e ez a Markov-lanc? Hogy keresnéd meg a hatareloszlast?

Egy pont a szamegyenesen a 0-bol kiindulva mindig 1/2, 1,/2 valészin-
séggel 1ép egy szomszédos, egész értékd pontba, azaz ha &, jeloli a pont
helyzetét az n -ik 1épésben, akkor &,,1 = £,+£1. A mozgast korlatozzuk
két fal kozé: a —K és a K pontokrol a bolyongd pont visszapattan. Le-
gyen K paratlan és definidljunk az 7, tjabb Markov-lancot a kévetkezd
modon: 7, = 527” Irjuk fel n,, atmenetvaloszintiség-matrixat! Bizonyit-
suk be, hogy a Markov-lanc ergodikus, és a hatareloszlas egyenletes!
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