Valoszintségszamitas és statisztika
1.b. zarthelyi megoldasa

1) A szimmetrikus differencia definicio szering a kovetkezs: Ao B = AB+
AB. Mutassuk meg, hogy

(A+ B)o(A+B)=AoB
(5 pont)
Megoldas: A kovetkezs azonos atalakitasokkal kapjuk, hogy
(A+ B)o(A+B) =

—A+B(A+B)+(A+B)A+B= A o definici6ja alapjan

=(AB)(A+ B) + (A+ B)(AB) = De-Morgan azonossag

=(AB)A + (AB)B + A(AB) + B(AB) = Disztributivitas

=AAB + ABB + AAB + ABB = Szorzat asszociativitasa és
kommutativitdsa miatt

=AB+ AB + AB+ AB = XX = X miatt

=AB+ AB = X + X = X miatt

=AoB A o definicidja alapjan

2) A (0,1) intervallumot 2 véletlenszertien radobott ponttal felosztjuk

3 szakaszra. Mennyi annak a val6szintisége, hogy mindegyik szakasz
hossza kisebb, mint 1/27

(10 pont)

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy mindharom harom szakasz
hossza kisebb 1/2-nél. A P(A) valoszintiséget geometriai modszerrel
hatérozhatjuk meg. Legyen a (0, 1) intervallumra dobott két pont ko-
ordinataja x € (0,1) és y € (0,1), és tegylik fel, hogy x < y. Ekkor a
lehetséges elemi események €2 halmaza az x—y sikon egy haromszognek
felel meg, melynek tertilete p(Q2) = 1/2.

Az A esemény bekovetkezéséhez a kovetkezo feltételeknek kell egyszerre
teljesiilni:
r<1/2
y—r<l2<—=y<1/2+x
l—y<1l/2<=y<1/2
Ezek a feltételek szintén egy héaromszoget hataroznak meg, melynek

teriilete u(A) = 1/8 (lasd a 1. abrat). Ebbdl kovetkezik, hogy az A

esemény bekovetkezésének valoszintisége P(A) = % = 1/4.
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1. abra. Az Q elemi események halmazat a sziirke haromszog, a kedvezd
esetek halmazat pedig a satirozott haromszog jeloli.

3)

Egy varosban ugyanannyi férfi van, mint ng. Minden 100 férfi kozil 5,
és minden 10000 né koziil 25 szinvak. Mennyi a valoszintisége, hogy a
szinvakokrol vezetett nyilvantartasbol egy talalomra kivalasztott karton
egy férfi adatait tartalmazza?

(15 pont)

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy egy véletlenszertien ki-
valasztott varoslako férfi, B pedig azt, hogy szinvak. Ekkor a feladat
szerint

5 1

P(A) = 1/2, P(B|A)= o= o0, (1)
P(A) = 1/2 P(B|fl):%:ﬁ. (@)

A kérdés az, hogy mennyi a P(A | B) valoszinéség. Mivel A és A teljes
eseményrendszert alkot, ezért a Bayes-tétel alapjan azt kaphatjuk, hogy

P(B|A)P(A)

PATE) = B BTAPMA) 1 PB | APA) @
11 20

_ 02 _ Y 9590 (4)
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Egy gytimolcsosben az egyes gyiimolcstket megtamadd férgek szama
egymastol fliggetlen, Poisson-eloszlasu valdszintségi véaltozo, gylimol-
csonként A varhato értékkel. A gyiimolesost rovarirtoval kezelik, és ez
p valoszintiséggel 6li meg a férgeket. Ebbdl a gylimolesosbsl n gyiimol-
csot vasarolunk.



(a) Mennyi a vasarolt gytimolesokben 16v6 férgek szaménak eloszlasa,
varhato értéke és szorasa?

(b) Mennyi a férges gyiimolesok szaménak eloszlasa, varhato értéke és
szorasa?’

(20 pont)

Megoldas: A permetezés el6tt az i-edik gyiimolesben 16v6 férgek sza-
mat jeloljiik &;-vel, a permetezés utan pedig n;-vel. A permetezés el6tt
a férgek szama A\ paramétert Poisson-eloszlast kovet, tehat

A

p(fi:k)—HG

Ha az i-edik gytimolesben a permetezés el6tt pontosan k féreg volt,
akkor a permetezés utan a férgek szama binomiélis eloszlast kovet k(1 —
p) varhato értékkel és /kp(1 — p) szoréassal:

P =1]&=k) = <l;)(1—p)lp’”, 0<I1<k

Mivel &; = k teljes eseményrendszert alkot, ezért a teljes valoszintiség
tétele alapjan a permetezés utan az i-edik gylimolesben 1évd férgek
szaméanak eloszlasa

Pi=10)=Y Py =1|&=FkP(&=k)

Hatarozzuk meg ennek a generator-fiiggvényét!

=0 =0 k=l
00 k
=Y P& =k)Y Pli=1]&=k)z
k=0 =0
00 Ak - k k B 00 Ak -
=y ety (z)<1 —p)p =) e (= p)z +p)f
=0 =0 k=0

Ez éppen egy A(1 — p) varhato értéki Poisson-eloszlasu valoszintségi
valtozo generatorfliggvénye. n gyiimolcs véasarlasa esetén a vasarolt
gytimolesokben 1évs férgek szamat jelolje ¢, = & + & + - - - + &,. Mivel
az egyes gylimolcsokben 1évé férgek szama fliggetlen, azért ¢, generator-
fliggvénye

G (2) = [Ge, ()] = e 1-PGD

3



Ez pedig nyilvanvaléan egy nA(l — p) paraméteri Poisson-eloszlasu
valtozo generator-fliigyvénye, ezért

D(Cn) = vnA(1 = p).

Jelolje az n véasarolt gyiimoles kozotti férges gyiimolesok szamat v,.
Annak a valoszintisége, hogy az i-edik gyiimolcsben a permetezés utan
nincsen féreg: P(n; = 0) = G,.(0) = e 217 Mivel minden gyii-
moles egymastol fiiggetleniil férges vagy nem férges, ezért v, eloszlasa
binomiélis:

melynek varhato értéke és szorasa:
M(v,) = ne 1=p)
D(v,) = \/ne—’\(l—p)(l — e A1),

Az X, és X, valoszintiségi valtozok eloszlasanak egyiittes strtiségfiigg-
vénye

z2

o) = (VB E ) e (Vi e o]

Hatarozzuk meg a perem-eloszlasokat, valamint a korrelacios egytittha-
tot!

(25 pont)
Megoldas: Az X, peremeloszlasa (perem-siirtségfiiggvény) f(z) =

[ h(x,y)dy. Ehhez [ e~ dy alaku integralokat kell kiszamitani.
Mivel a normalis eloszlas normalt, ezért tudjuk, hogy

> 1 w2
e 202duy = 1.
/—oo vV 2mo?

Ebbél a = # helyettesitéssel és atrendezéssel kapjuk, hogy

[o¢]
2 m
/ e du=4/—
oo Q@




Az X, peremeloszlasa tehat

flz) = / o [(\/_e B 2) e (\/Ee_y; — e_yg) e‘xz} dy

o0

s [

—0o0
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Mivel h(z,y) szimmetrikus z-ben és y-ban, ezért X, peremeloszlasa

2
nyilvanvaléan g(y) = \/%e_y?.

A peremerloszlasok tehét standard normalis eloszlastiak, tehat M(X;) =

M(X,) =0, és D(X;) = D(X3y) = 1. A korrelacios egyiitthato ezért

M(X;X5) — M(X;)M(X5)
D(X,)D(Xz)

R(X1,X,) = = M(X, X>)

kifejezésre egyszertsiidik. Az M(X;X,) varhato értéket az egylittes
eloszlas segitségével a kovetkezSképpen szamithatjuk ki: M(X;X5) =
7 |7 xy h(z,y)de dy. Ez azonban szétesik

oo 2
/ ue” ““ du
— o0

alaku integralokra, amelyek egy paros és egy péaratlan tényezs szorzata.
Ezeknek az integralokan az értéke ezért 0. Ebbdl kdvetkezik, hogy
M(XlXQ) = 0, azaz R(Xl,XQ) = 0.

Vegyiik észre, hogy habar X; és X, peremeloszlasai standard normaélis
eloszlastuak, az egylittes eloszldsuk azonban nem normalis eloszlasu. Ha
az egyiittes eloszlas normalis eloszlas lenne, akkor a korrelalatlansagbol
kovetkezne a fiiggetlenség is. Mint lattuk, X; és X5 korrelalatlanok, de
mivel h(z,y) # f(z)g(y), ezért X; és Xy nem fliggetlenek.



