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Kedves olvaso!

Az &ltalad éppen olvasott Statisztikus fizika targyhoz tartozo jegyzetet Vida Adam és
Molnar Déavid irta 2012/2013 tavaszi félévében a fent emlitett el6adas alapjan.

A mi az el6adas tematikajat koveti (ami eltér a vizsgatematikatol). Igyekeztiink minél
tobb magyarazattal szolgalni és kdvetkezetesen levezetni a legfontosabb egyenleteket. Ez
egy megértést és vizsgara késziilést segité anyag, ami nem helyettesiti az el6adas hall-
gatasat. Sokkal inkabb egyfajta kiegészitést nyujt a gondolatok elmélyitésében. Annak
ellenére, hogy Temesvéri Tanar Ur minden héten atnézte a késziil§ jegyzetet (amit eziton
is koszoniink), feltehetGen maradtak benne hibak, melyekkel kapcsolatos megjegyzéseket
szivesen fogadjuk e-mailben a fizjegyzetek@gmail.com cimen.

A jegyzet teljes terjedelmében kifejezetten az ELTE hallgatoinak késziilt, a szerz6k meg-
jelolésével az egyetemen beliil terjeszheté és méasolhato.



1. ElsS el6adas - Termodinamikai felelevenités

Koréabbi tanulméanyaink soran a termodinamikat, mint fenomenologikus elméletet ismer-
tiikk meg. Ez annyit jelentett, hogy a fizikai mennyiségek kimérhet6k voltak, am nem
voltunk kivancsiak a jelenségek mikroszkopikus szerkezetére. Fontos kérdés mér az elején,
hogy hogyan definidltuk az entropiat a hétanban. Ehhez vizsgaljuk meg a kovetkezét:
Egy rendszer belsd energiajat pl. mechanikai munkavégzéssel tudjuk megvaltoztatni (W,
illetve 61W). Ennek két fajtaja ismert, az tn. térfogati munkavégzés

SW = —pdV (1)

az els6 fajta, a masik pedig a dorzsolési (surlodasi munkavégzés), amire nem tudunk
képletet irni, pl. Joule-kisérletben is errél van szo.

A munkavégzés mellett hckozléssel lehet megvaltoztatni egy rendszer energiajat, ami-
nek a jele: ). Ezzel a mennyiséggel! lehet leginkabb definidlni az entropiat.

5Q = TdS (2)

/

1. dbra. Spontan energiaaramlas

Az (1) és (2) egyenletek jobb oldalan azért vannak d-k, nem pedig -k, mert ott
allapotjezdk szerepelnek!
A makroszkopikus allapotjelzdk a:

T7n7m7p7‘/v7E7S7F7G7H7/’L

Koziiliik nem mindegyik fliggetlen egymastol. Egy rendszer makroszkopikus szabadsagi
foka pontosan azt jelenti, hogy hany egymastol fiiggetleniil megadhaté6 makroszkopikus
allapotjelz6 van! Az intenziv allapotjelzék (p, p, T') kiegyenlitédnek, mig az extenzivek
osszeadodnak! Tiszta rendszerek esetében az intenzivekre az is igaz, hogy mindig csak
kettd fuggetlen (a harombol).

!A hé = termikus energiacsere!



Ha pl. tiszta nitrogénrdl beszéliink, azt jellemezhetjiik példaul a hmérséklet (T') ;molszam

(n) és a nyomés (p) allapotjelzékkel. Valaszthatnank a molszam (n), térfogat (V) és

energia (£) harmast is. Mivel mindkét esetben harom fiiggetlen &allapotjelzével tudtuk

jellemezni a rendszert, kimondhatjuk, hogy az egyszert rendszerek szabadsagi foka 3!
Az extenziv allapotjelzGkre nem tehetd fel, hogy csak kettd fiiggetlen egymastol, hiszen

az el6bbi példaban a masodik felirasban (n, V) E') minden extenziv, mégis fiiggetlenek!
Most, hogy ezt megbeszéltiik, tisztédzzuk le mit jelent a dS kifejezés!

AS = Skezdet - Sveg

A dS kifejezés ugyanezt jelenti, csak kifejezi, hogy a kezdeti és végallapot nagyon kozel
allnak egymashoz. A W és a ) azért nem irhaté igy, mert ezek nem folytonos mennyiségek!
A ¢ néluk azt jelenti, hogy kicsi, de nem differenciall Rendben, prébaljuk felirni az
entropiat! Kiindulva a (2) egyenletbdl:

1
dS = —oQ (3)

M

Y

2. 4bra.

B B
ZdS:/A dSzSB—SA:/ ? (4)

A
Azt varna az ember, hogy ez a mennyiség mas, ha més uton haladunk. Mondjuk az
1. helyett a 2.-on. A magyarazat annyi, hogy maga a () utfiiged ugyan, 4&m ha mar le
van osztva T-vel, akkor mar rogzitett kezdeti és végallapot kozott utfiiggetlen. Ez az
egész olyan, mint a konzervativ erétérnél, hiszen ott is utfiiggetlen a munka. Pontosan az
tutfiiggetlenség miatt definialhato? egy allapotjelzs, ami az entropia.

2Mint példaul a gravitacios erétérnél a helyzeti energia.



Clausius-féle entrépia definiciéja

SPE/OJ@ (5)

Mivel a zéruspont tetszdlegesen véalaszthato, az entropia (a termodinamikairél van szo)
egy konstans erejéig hatarozatlan (azaz nem pozitiv definit). A Nernst-tétel pontosan ezt
sziinteti meg a Clausius-lefrasban.

A
P(T,p,n)

Nullpont

3. 4bra.

Vizsgaljunk most "tiszta" rendszereket, azaz olyanokat, amelyek szabadsagi foka ha-
rom. Milyen felirdsban lehet az ilyeneket kezelni? Nézziik a lehet&ségeket!

1. S(n.p,T)
2. S(E,p,V)
3. S(u,p,T)
4. S(E,V,n)
5. S(u,p,V)

A harmadik kapasbél nem jo, ezt huizzuk is ki, hiszen harom intenziv allapotjelzé
méar nem lehet fiiggetlen, ezt az elején megbeszéltiik. Kifejezett fontossagi a negyedik
Osszefliggés, ezt Fundamentalis egyenletnek nevezziik. A fundamentalis egyenlet szerint,
ha ismerjiikk S-t, mint azt E,V,n fiiggvényét, akkor minden termodinamikai informaciot

ki tudunk szedni beldle.
sy _
OF Kn_

oS\ _
oV En_

6

(6)

Nln S

(7)



5),-+

Hogyan tudnank megallapitani ebb6l mondjuk az izobar hékapacitast? A (6) és (7)
egyenletekbdl kifejezziik E(p,T,n)-t és V(p,T,n)-t, amelyekkel visszahelyettesitiink a
fundamentélis egyenletbe, melybél igy megkapjuk az entrépiat S(p,T,n) alakban3. A
kitizott feladat a C), meghatéarozésa volt, ez pedig

oS
=7 (57) =G )

Ezt azért szeretjik, mert kisérletileg hozzaférhetd informécié! Térjliink vissza magéra a
fundamentalis egyenletre, illetve annak differenciélis* alakjara!

0S8 08 0S8
15 = (a—E)W e (W)m W (%)E,V an

_ 1 p H
s = TdE+ TdV Tdn (10)
Atrendezve az energiara:
dE =TdS — pdV + pdn (11)

A (11) egyenletet az energiara vonatkozé fundamentélis egyenletnek® nevezziik.

A Clausius-féle entropiafogalom kiegészitése A (3) egyenlet Snmagaban nem elég,
kell még valami kikotés! Gondoljuk el példaul azt az esetet, mikor egy, a kornyezet-
t6l teljesen hdszigetelt, eleinte kétfelé osztott edénnyel van dolgunk, melyben a valaszfal
megsziintethet6. Az edény teljes térfogata V5, am eleinte csak az elvalasztott V; részben
talalhato gaz, a masikban vakuum. Ha megsziintetjiik a valaszfalat, irreverzibilis® folya-
mat jatszodik le. Hasonlitsuk Ossze az S(Vi, E,n) és S(Va, E,n) értékeket! Az energidk
ugyanazok, hiszen hét a rendszerrel nem kozoltiink. Sem a gaz nem végez munkat a kor-
nyezetén, sem az a gazon. Tisztazzuk, hogy csak kezdeti és végéllapot van, kézben nincs
egyensulyi allapot. Az entropia megvaltozasa nem nulla lesz, ahogy varna az ember, mert
S(Va, E;n) > S(Vi, E,n). Miért van ez igy?

5
0<dS= ?Q + dS.pontan (12)

Igy mar igaz a Clausius altal leirt folyamat. A spontan entrépiatermelédés mindig pozitiv
mennyiség! Az entropia nem megmarad6 mennyiség, spontan modon szeret termelSdni.
Ha nem zart a rendszer, a % lehet negativ is, hiszen a hécsere miatt ez konnyen elképzel-
hets. Az is lehetséges, hogy tulng a spontan entropian, igy az egész kifejezés negativ lesz,

3Ez visszafelé nem igaz.

4Differencial, mikor a Taylor-sorbél csak az elsé tagot vessziik figyelembe.
°Ez a (10)-t6] nem fiiggetlen.

6 Amit a rendszer magatél megtesz, mert nem érzi magat egyenstlyban.
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ilyen esetekben csokkenhet a teljes entropia. Viszont irreverzibilis folyamat entrépi-
4ja mindig csak néG, ha a rendszer zart! A Clausius-féle megfogalmazas tehéat csak
akkor igaz, ha kiszoritjuk bel6le a spontan entropia termel6dését, azaz kvazi-
sztatikusan kezeljiik a problémat! Vegyiik példaul a Joule-kisérletet, ott megjelenik
egy dorzsolési munka is (ami az entropiat szintén noveli).

J 5Wir7‘
ds = TQ + dSspontan + T

(13)

Fontos leszdgezni, hogy térfogati munkavégzés nem okoz entrépianovekedést!



2. Masodik eldadas

A mikroszkopikus newtoni mechanika invarians az idétiikrozésre’, 4&m ez a makroszko-

pikus rendszerekrél nem mondhaté el, hiszen egy feloldott kockacukor nem fog magatol
ujra Osszeallni. A makroszkopikus vilag folyamatai irreverzibilisek. Bér a félév alatt
nem foglalkozunk ilyen folyamatokkal, azért megemlitjiik. Ezt az irreverzibilitast nem
lehet kikiiszobolni a kvantummechanika bevezetésével sem, mert az id6fiiggé Schrédinger
egyenlet is invarians az id6tiikrozésre.

Fontos megallapitani, hogy hol hasznalhato a klasszikus statisztikus fizika és hol kell
kvantumosan targyalni. ElGszor beszéljiik meg mik azok a mikroszkopikus allapotok!

2.1. Mikroszkopikus allapotok

Egy adott termodinamikai allapotdn a rendszer a mikroszkopikus allapotainak halmazan
valtozhat. A mikroszkopikus allapotok nagyon sokan vannak (szamuk >> Avogadro-
szam). Vizsgaljuk most a kvantummechanikai rendszereket!

Kvantummechanikai rendszerek Az ilyen rendszereket a Hamilton operatorral irjuk
le. A lehetséges energiaallapotok az operator sajatértékei. Irjuk fel az energia sajatérték-
egyenletet.

HY = BV,

Ha mondjuk hidrogént vizsgalnank, a fenti négy kvantumszamot kellene megadnunk. Hé-
liumnal a hullamfiiggvény mar (ry, ro)-t6l is fiigg, azaz 6 valtozos. Sokrészecske rendsze-
rekben (N) a rendszer mar 3N valtozos!

Einstein modell (1D fiiggetlen oszcillatorok) ElGszor felirjuk a Hamilton-operatort

1 részecskére.
p* 1
H = % + §mw2x2

Kvantumosan ugyanez van, csak az x és p operatorok.

N ]32
H = "— + —mw?3?

2m - 2
N A2
H= Z Pi lmwQJ?iQ (14)
— 2m - 2

Itt a p; az . valtozo6 szerint derival, az x; pedig szoroz egy x-szel. Ha a rendszer fiigget-
len, akkor azt mondhatjuk, hogy a hullamfiiggvény az egyes részek hullamfiiggvényeinek
szorzata.

U (21,29, ..y xy) = Vo (1) - Ypa(xs) - oo - Yon(zy) (15)

"Béarmilyen folyamat az idében ellentétes iranyban is értelmes (pl. Tugén rezgé test).




Igy, az energiasajatérték egyenlet felhasznalasaval

N
1
Enl,ng,...,nN = E hw (nz + 5) (16)
=1

Vezessiik be az m jelolést, ami (ny,no,...,ny)-t jelenti. Ezt agy kell érteni, hogy egy
mikroszkopikus allapot az nagyon sok kvantumszam halmaza, nagyon sok n hataroz meg
egyetlen mikroallapotot. Egy tetsz6leges rendszernél a mikroallapot az 6sszes létez6 kvan-
tumszammal leirt allapot (teljes részletesség)!

2.2. Multiplicitas

Multiplicitasnak nevezziik az energiasajatértékek elfajultsiganak fokat. Egy energiasa-
jatrérték tobb sajatfiiggvény is meghatarozhat. Akkor mondjuk, hogy elfajult egy allapot,
ha linearisan fiiggetlen sajatfiiggvények is ugyanazt az energiasajatrétéket adjak. Mar a
hidrogénatom is elfajult, hisz mar alapéllapotban is kétfajta spin beallas lehetséges.

A multiplicitast jeloljiik Q-val. Egy adott energiaérték (E) elfajultsagat tehat

O(E)

vel jeloljiik. A statisztikus fizikai rendszerekben ez egy nagyon nagy szam lehet.
N N
1 hw
P = 3 (net5) =N e >on (1)

N
Ide ugy jutottunk, hogy az eredeti Y hw (nz + %) egyenletbdl kihoztuk az Osszes kons-
i=1
tanst. A (17) egyenlet jobb oldalanak elsé tagja definici6 szerint az alapallapoti energia, a

masik tag szummaés részét nevezziik el M-nek. Ha az F fix, akkor M is az. Azonban n;-k
valtoztatasaval még mindig megkaphatjuk M-et. Tehat azzal a kikotéssel, hogy az M;
fix, az még mindig nagyon sokféleképpen megadhato. Szoval Q(E) egynél joval nagyobb
széam lesz.

Klasszikus rendszerek Itt mit jelent a mikroallapot? Hogy a rendszer mozgasallapo-
tat megadjuk, a helyet és sebességet (vagy impulzust) kell megadnunk. Pontosan ezért
praktikus a Hamiltoni mechanikat hasznalni. Az egész Hamiltoni dinamika a fazistérben
zajlik, amit a hely és az impulzus feszit ki. A klasszikus statisztikus fizika tehét itt zaj-
lik majd, a fazistérben, ahol a helyet és impulzust az altalanos koordinatikkal vessziik
figyelembe. A mikroszkopikus szabadsagi fokok szama

f=(a, a0, q5)

(Egy mikroallapot a fazistérben) = egy pont.
A fazistér dimenzioja tehat 2f. Példaul az 1 atomos gaz helyzetét 3N dimenziéval
tudjuk megadni, az impulzusat szintén, tehat a fazistér 6N dimenzios kell legyen. A

10



4. dbra. Egy mikroallapot a fazistérben

rogzitett energiaju oszcillator a fazistérben ellipszisként jelenik meg. Kénytelenek lesziink
diszkretizalni a fazisteret, hiszen a kontinuumot nehéz kezelni. Ennek érdekében osszuk a
fazisteret cellakra, amelyekre azt mondjuk, hogy az egy azon cellaba es§ pontokat azonos
allapotnak tekintjiik. A Heisenberg-hatarozatlansag azt mondja, hogy a celldkat a hely
és az impulzus hatarozatlansaga jeloli ki. Mi a faziscellat h nagysagira véalasztjuk®. Ez jo
valasztéas lesz, mert jol simul majd a problémakhoz®. Ha f # 1, akkor a faziscella mérete
h'.
Vezessiik be a I'(E) jelolest.

I'(E) E/.../dql...dqfdpl...dpf (18)

Az integralt olyan tartomanyon kell elvégezni, ahol a Hamilton fliggvény kisebb, mint egy
lefixalt E érték, ezzel azt mondjuk, hogy a fazistér egy adott térfogatat vessziik, nem az
egészet.

Azok a pontok kellenek tehat, melyek energiaja kisebb, mint a rogzitett energia (E).
A rogzitett energiaérték altal kijelolt helyet energiahiperfeliiletnek nevezziik. Mi is ez
pontosan? Az

E:H(ql7"'an7pl7"'7pf) (19)

egyenlet definial egy feliiletet. A jobb oldalon szerepel f(p,q), a bal oldalon pedig egy
rogzitett energia. Ebbdl a p-t kifejezve megkapjuk a hiperfeliiletet, a I' pedig az ezen
beliil 1év6 fazistérfogatot jelenti.

8Ezt ugy értjiik, hogy Ap - Aq = h nagysagi négyzet.
9Ha nem lenne kvantummechanika, akkor minden statfiz képletben szerepelne egy konstans, ami a
cella megvalasztasabol adodik.

11



5. abra. A kiintegralt tartomany

Mi, a statisztikus fizikiban nem a fazistérfogatra vagyunk kivancsiak, hanem az ener-
giahéjat vizsgaljuk. A multiplicitas analdgja tehét a klasszikus statisztikus fizikaban
I'E+6F)—T(E)

htf

Q(E,0E) = (20)

Ebben az egyenletben a szamlalé az magat a héjat jelenti, a nevezd pedig egy cella nagy-
sagat.

12



6. abra. A vizsgalt héj

Persze a héjon beliil sok cella van. Legyen a V térfogatban 1 darab atom! Szamoljuk
ki ra I'(E)-t.
P P+ p
om 2m <

E

Legyen R? = 2mE.
4
['(E) = §(2mE)3/2v
A koordinata integralja adja a V' szorzot a végén, hiszen az mindegy milyenen értéket
vesz fel, csak az edényen beliil legyen. Azért érdekel ennyire a multiplicitas, mert az
entropiaval kapcsolatos. Az entrépia definiciojal:

S=k -nQE) (21)

S =k -InQ(E,JE) (22)

A (21), (22) egyenletek a Boltzmann entropia definicioi! Maga az 2 a mikroszkopikus
vilaghoz tartozik, ehhez konstrualtuk meg a makroszkopikus hozzavalokat. Mitél fligg az
entropia?

S(E,V,Ny, N, ...)

Az 6sszes extenziv allapotjelz6tél. A valtozok szama egyenls az Osszes makroszkopikus
szabadségi fokkal. Ebben a felirisban az entrépia nem maéas, mint a fundamentalis
egyenlet. Tehat, ha tudjuk a rendszer multiplicitasat, akkor tudjuk a fundamentélis

0Ez posztulatum!!!

13



egyenletet, ebbdl pedig mindent. Ha értjiik mi az entropia, akkor a h&meérsékletet is
megértjiik,

== (23)

14



3. Harmadik elGadas

Az el6z6 el6adason felirt entropia definicidinkban szerepl§ €2, azaz a mikroéllapotok szama
nem kisérletileg hozzaférheté mennyiség. Az €2-t mindig termodinamikai hataresetben
kell nézni, hiszen mikrorendszerre nincs értelme. Mi a kiilonbség a (21), (22) egyenletek
kozott? Mindegy, hogy melyik fajtat hasznaljuk, mert a termodinamikai limesz miatt a
kettében csak 1 nagysagrendnyi kiilonbség van, ami a logaritmusban "észrevehetetlen".
Vizsgaljunk meg két példat, amivel illusztralni lehet mit szeretnénk elmondani. Az els§
legyen ismét az izolalt edény, amit kozépen valaszfal valaszt el. Az egyik térrészben
vakuum van, a mésikban gaz. Szedjiik ki a vélaszfalat. Mi van, ha csak 1 molekula van
a rendszerben? A részecske rendelkezésére allo hely igy nagyobb lesz. N részecske esetén
Q ~ V¥ novekszik az allapotok szdma. A molekuldk kinetikus energidja nem valtozhat,
mert lerdgzitettiik!

A masodik példank legyen a termikus kolcsonhatas. Két kiilonb6z6 hémérsékletid
testet Osszetesziink, a rendszer pedig legyen a kornyezettdl izolalt. Ebben az esetben T5-
161t energia aramlik a 7 hémérsékletiire. A termodinamikai entrépia ettsl névekedni
fog, de mi a helyzet a statisztikus entropiaval? Tudjuk, hogy

El + E2 = Eosszes

Ez az E,;..s persze rogzitett a zartsag miatt. Az allapotok szdma tehat fiiggjon mondjuk
E-tol.
Q(El) = Ql(El) : QQ(E2) = Ql(El) : QQ(Eosszes - El)
Az entrépia nem az €2, hanem az Inf2, igy pedig a rendszer entropiaja a rendszerek ent-
ropiajanak Osszege (7. abra).
A maximumtoél jobbra és balra elhelyezkedd tartoményok minek felelnek meg? Vizs-
galjuk elGszor a balra 16v6 tartomanyt.

d

—InQ(FE
dEl n ( 1) >0
& an(E)—I——d InQs(E, —E)——d an(E)——d InQs(E, —FE) >0
dEl 1 1 dEl 2 0sszes 1) — dEl 1 1 dE2 2 0sszes 1
d d
—k - Inf2 —k - InQ2 24
dE, T g, (24)

Az egyenl6tlenség jobb és bal oldalan allo kifejezések rendre 1/7) és 1/T5, valamint a
k- InS2 az Sy, k- Inf)y pedig az S,. Pontosan azért volt jo az Esy szerinti derivalt, mert
igy 1/T5-t kaptuk meg. Mivel a (24)-bdl lathato, hogy a maximumtol balra Ty, > T3,
attol jobbra 77 > T, a maximumban pedig a két hémérséklet megegyezik. Tehat a
Boltzmann-féle entropia is a maximalis entropia felé halad.

1 Ami a melegebb test.
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7. abra.

3.1. 1 dimenziods, linearis, harmonikus oszcillatorok - Einstein mo-
dell

Legyen m € mikroallapotok halmaza
m = (nl,ng, ...,TLN>

valamint
N 1 w N
E, = fwl n,+=)=Nh=—+hw i 2
ZZI (n + 2) 5+ Zln (25)

Ezeket az adatokat kell megadnunk a modell megadasanal. A (25) egyenlet utolso részében
a bal oldali rész az alapallapoti energianak felel meg, a masodik részben a szummat pedig
nevezzilk el M-nek (ami a gerjesztettség). Ha az energiat rogzitjik, azt jelenti, hogy
az M-et rogzitjik. Attol, hogy M adott, még van multiplicitas, hiszen az n-ek miatt
nagyszamu kombinaci6ja lehet az allapotoknak. Mivel az n-ek nagyon sokan vannak, a
rendszer multiplicitasa is hatalmas.

E = Ey+ Mhw (26)

Hogyan tudunk M golyét N urnaban elhelyezni? Ez egy kombinatorikai feladat. Mi csak
felirjuk az eredményt, azonban a vizsgan tudni kell a levezetést, illetve a jelentését.

(N +M—1)!

UE) = MI(N — 1)

(27)
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A kélplet értelmezéséhez térjiik at a dobozos probléma helyett arra a meglatasra, hogy
a dobozokat falakkal helyettesitjiik. Ha eredetileg N urnank volt, azokat N-1 fallal helyet-
tesiteni tudjuk. Lefektetiink néhany egyszerti szabélyt. A a konfiguracié nem valtozik két
golyo felcserélésére és két fal felcserélésére sem, azonban fal és golyd felcserélésére igen. A
képlet szdmlaloja az 0sszes lehetséges elrendezést jelenti, amivel tulszamoljuk a rendszert.
Ezt meg kell sziintetni a nevezében, azaz levonjuk azokat a helyzeteket, mikor a golyokat
cseréltiik csak fel (ezt jelenti az M!) és mikor a falakat cseréltiik fel (ez pedig az (N-1)!). A
termodinamikai hatareset miatt a szamlaloban és nevezében a —1-eket elhanyagolhatjuk,
majd az egésznek a logaritmusat vesszik.

InQ =In(N + M)! — InM! — InN! =
A Stirling-formula'? felhasznalasaval
— (N + M)in(N + M) — MinM — NinN

A (26) képletbdl érdemes kifejezni az

E - E,
M =
Ficw
és az FiE
M+ N = 0
+ e

majd ezekkel visszamegyilink az entropia S = k - In{) képletébe. Ide beirjuk Q-t, az
azon beliil szereplé N-es tagokat pedig atirjuk arra, amit az el6bb meghataroztunk. Ha
ezzel elkésziiltiink, az utolsod tagot kihtzzuk (mert a jarulékat az elsé két tagban vessziik
figyelembe, mégpedig gy, hogy a nevezékben FEy helyett 2 Ey-t irunk!). Ebben a felirasban
az entropia S(F, N), azaz nincs térfogat-fiiggés. Ezért a (28) az entropiara vonatkozo
fundamentalis egyenlet.

B _k E + Ey (E—Ey)] E
S=k an_hw[(E+E0>ln S, (E — Ep)in S =N-5s N (28)

A (28) egyenlet az entropia extenziv jellegét képviseli. Gyurjuk meg egy kicsit ezt a
fundamentalis egyenletet.

y_Cw) b, E+ By

T \oE), ho E-—E
E—l—EO hiw
— ekT
E — E,
2F, .

2InN! ~ N(InN — 1)
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2k

hw
ekT —

E=FEy+ (29)

A (29) egyenlet a belss energia. Szamitsuk ki ebbdl a hékapacitast (megnézni hogy jon

kil).
oE ()" et
— [ = — 3Nk~

C (0T)N 3Nk (30)

2
(-

A (30)-ban szerepl6 harmas a 3 dimenzi6 miatt jott be. A hékapacités jol mérheté mennyi-
ség. Ez a modell a szigetelk legegyszertibb modellje.

Dulong-Petit szabaly A szigetel6 anyagok moléaris hékapacitésa C,, = 3R. Ez egy
univerzalis szabaly, ami magas hémérsékleteken jo, de alacsonyon sériil. Tébbek kozott
ez is egy, a kvantummechanika kialakulasanak kisérleti el6zménye. A DP szabély az
ekviparticio-tétel kozvetlen kovetkezménye. Az Einstein modelltsl azt varjuk majd el,
hogy magas hémérsékletre majd visszaadja a DP szabalyt, alacsony hémérsékleten pedig
megadja az ettdl valo eltérést. Ezt teljesiti is, csak ehhez ki kell b&viteni harom dimenziora

(legyen N = Ny).
hw\? %
C,, = ((‘9_E) = 3RL6R2 (31)
oT ) (e% B 1)
hw

Az exponencialis kitevGjében szerepls 7= kifejezést nevezziik el Tp/T-nek, ebbdl pedig
a % kifejezést Einstein-hémérsékletnek és jeloljik Tg-vel. Ezek utan a g—g kifejezésre
kiilonbo6z6 megéllapitasokat tehetiink. Ha a hémérséklet joval magasabb az Einstein-

hémérsékletnél, akkor sorfejteni kell a kifejezést és az eredmény 1 lesz. Ha viszont kisebb

a T, mint Ty, akkor
TE 2 _TTE
— ] e
T

Ez pedig alacsony hémérsékleten nullahoz tart, mert az exponencialis nulldhoz tartas
legy6zi a négyzetes végtelent.

A pontos méréseknél kideriil, hogy Einstein tulsdgosan leegyszertsitette a képet, a
rendszer csatolt modell kozelitést igényel. Javitasa lett a Debye-modell.
Végezetiil nézziikk meg az entropiat, kozben pedig térjiink vissza ismét az 1 dimenzios
targyalédshoz, hiszen tigy egyszeriibb, majd a végén megszorozzuk harommal. A fentiekbdl
fejezziink ki par fontos mennyiséget.

1
E— Ey= Nhw—r
erT —
hw
erT
E+ Ey = Nhw—
€kT —
Ezeket behelyettesitve az S(E, N)-be
k T eiF 1 1
S(TyN)=—Nhw In — In 32
( ) hw eit —1 et —1 et —1 efr—1 (32)

18



8. 4bra.

Atalakitva, hogy szebb legyen

hw

1 hw erT
S(T,N) = Nk |1-In yw
(T, N) 1T o

(33)
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4. Negyedik el6adas

Az el6adas elején atismételtiik az el6zdleg megtanult fogalmakat. A mult 6rdn megismert
statisztikus entropia (22)-es definiciojaban szerepls {2 mennyiségben feltiint egy £ + 0FE
tag is, ami azon allapotok szamat jelenti, melyek F + 0 F kozott vannak. Azért kezeljiik
posztulatumként az (2-t, mert ez nem egy kisérletileg hozzaférheté mennyiség, tehat nem
lehet kimérni (ez pedig fontos dolog). Emiatt ezt a képletet nem lehet kisérletileg ellen-
6rizni. A termodinamikai entropia elvileg kimérhets. Egy masik fontos megjegyzés, hogy

a multiplicitast (©2) mindig termodinamika hatéaresetben kell figyelniink.

Folytatjuk, amit a mult alkalommal félbehagytunk. Vilagosan kell latni, hogy az entropia
a hémérséklet fiiggvényében nem fundamentélis egyenlet, hiszen az energia fliggvényében
fundamentalis. A (33) egyenletet még atirjuk egy masik alakba, hogy jobban lassuk rajta

a viselkedését.
hw 1

T "he + T he
1— e kTeis —1
Felhasznaltunk néhany logaritmikus és algebrai Osszefiiggést. Az utolsé tag pozitivsaga
is ebbdl ered. Ebben az alakban az entrépia mar dbrézolhaté. Ehhez elGszor az alacsony

¢és magas limeszii homérsékleteket kell megnézni. Nézziink meg az S/NE mennyiséget két
hataresetben.

S(T,N) = Nk |In (34)

e (S/Nk) magas hdmérsékleten

kT T
In—+1=In—+1
n o + n Ty +
Az egyenlGség bal oldalanak els6 tagja a sorfejtésbdl ered. Mikor jo ez a kozelités?
Ha T sokkal nagyobb, mint a Tg.

e (S/Nk) alacsony hémérsékleten (ilyenkor maga az e nagyon pici, ezért) az eredmény
—Iln (1 — 6_%> R
Ezt sorbafejtjik x = Okoriil. Tudvéan, hogy In(1 — z) = —z + ...

b AW —hw - Tg -
%6%4—%6% :e%—%%e% (35)

Tehat magas hémérsékleten egy logaritmus, alacsonyon pedig egy kicsit bonyolultabb
(35). Maga a logaritmus fiiggvény pusztan a klasszikus targyalas eredménye, hiszen ha
csak a klasszikus targyaldsmodot hasznalnék, csak ez lenne, ami egy bizonyos ponton
negativva valna. AlapvetSen a statisztikus fizikai entrépia pozitiv definit, tgyhogy ez az
eredmény, hogy az entropia negativba menne klasszikusan, az csak klasszikus defektus.
A statisztikus fizika pozitiv definit entropiat definial, ami nem lehet negativ. Tehét csak
azt lehet varni, hogy olyan hémérsékletekre, melyek sokkal nagyobbak mint a Tg, csak
ott érvényes a klasszikus kozelités!
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9. abra. A molaris entropia hémérsékletfiiggése

Az entropiat kvalitative a rendezetlenség mértékének nevezziik, ebbdl pedig varhato,
hogy a hémérséklet névekedésével ennek is nénie kell. Kvantitative csinaljuk a kévetkezét:

oS
T|—| =C 36
(or), = &
A hékapacitas pozitiv definit (ez nem is lehetne masképp), szoval ez is igazolja azt, hogy az
entrépianak monoton nénie kell. Valojaban a Boltzmann-féle kifejezés elég lenne ahhoz,
hogy felépitsiik az egész termodinamikat, mégis segitségiil hivjuk a valoszintiségszamitast.
[gazabol mar meg is tettiik, akkor jott be, mikor a mikroszkopikus allapotokhoz egy

valoszintiséget rendeltiink; azt mondjuk, hogy van valamilyen eloszlasuk. Nézziik meg ezt
pontosabban.

4.1. Valobszintiségszamitas

Definialjuk a kovetkezét:
P, (37)

Legyen ez a mikroallapotokon értelmezett valoszintiség (ne feledjiik, hogy m-el a mik-
roallapotot jeloltiikk). Hogy értstik ezt? Legyen egy makroszkopikus rendszeriink, ami
egyensulyban van. Ehhez a rendszerhez tartozik a mikroéallapotok egy halmaza. Ha ez a
rendszer zart, akkor a mikroallapotok halmaza az adott energiaval rendelkez6 mikroallapo-
tok. Ha egy hétartalyhoz kapcsolodik a rendszer, akkor ide tartozik minden mikroallapot,
ami egy adott térfogathoz és részecskeszamhoz tartozik. Tehat a mikroallapotok halma-
zat tekintjiik a valoszintiség alaphalmazanak. Milyen fizikai fogalom lehet a mikroallapot
valoszintisége?
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A gazokban (is) a mikroallapotok folyamatosan valtoznak, atmennek egymaésba, iit-
koznek, stb. Van tehat egy véletlenszer bolyongas a mikroallapotok halmazan belil.
Szemléltessiik ezt gy, hogy m; — mo — mg véletlen bolyongas. Ennek a bolyongasnak
determinisztikus szabalyai vannak. Legyen

P,

a meglatogatés valoszintisége. Megnézziik, hogy a kiszemelt mikroallapotot hanyszor la-
togatja meg a bolyongés soran a rendszer.

Nm

P, =
NOSSZ.

(38)
Természetesen azt elvarjuk, hogy a valdszintisg egyre normalt legyen!

Y P.=1 (39)

A bels6 energiat (abban a pillanatban, hogy nem zart a rendszer), az energia atlaganak
képzeljiik. Az altalanossag kedvéért beszéljiink az A,, fizikai mennyiségérdl, ami lehet a
mikorallapotok energiaja, de barmi mas is. Az A,, atlaga

— Amit At Awn Y NaAm
A B NOSSZ. B NOSSZ. B ; PmAm (4())

Lényegében a mennyiséget sulyozzuk a valdszintiséggel, majd az egész valoszintiségi hal-
mazra Osszegezziik. Egy fluktudlé rendszer termodinamikai mennyiségének az atlagot kell
tekinteni minden tekintetben. Sziikségiink lesz még a szorasra is, vezessiik be ezt is. A
szOrds nem mas, mint az atlagtol valo eltérés nagysaga.

A= (A=A =S (A= AP =B — 24 A+ XL 1= R4

m

Amit felirtunk, az széras négyzet, ebbdl gyokot kell vonni, hogy szoérast kapjunk.

4.2. Egyenld valészintiségek elve

Ha igaz, hogy az E,V, N, ... rogzitett értékek, akkor P, alland6. Az ilyen rendszerekben a
mikroallapotok eloszlésa alland6, mégpedig m—vel egyenld. Ezt az eloszlast nevezik
mikrokanonikus eloszlasnak. Az allapottérben egy hiperfeliileten, pontosabban egy E és
0F kozott elhelyezkedd héjon barangolunk azonos valoszintiséggel. Persze a valésagban
ez nem igaz, mindig van hely, amit a rendszer nem latogat meg.

Ergodicitas A rendszer ergodikus, ha a fazistér rendelkezésre allo részét az egyenls
valészintiségek elve szerint bebarangolja a rendszer. A nem ergodikus rendszer csak egy
adott tartoményon mozog.
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10. abra. A vizsgalt Gsszeéllitas

4.3. Hétartallyal kapcsolatban 4ll6 rendszer = kanonikus rendszer

Legyen m a rendszer mikroallapotainak szdma, n pedig a tartaly mikroédllapotainak szama.
Az egész Osszeallitas a kornyezettdl izolalva van.

En+E. = E,

Az aposztroffal a tartaly jellemzéit jelolom! Az Ey tehéat rogzitett E! és E,, kiilonféle
modon oszolhat meg a tartaly és rendszer kozott. Figyeljik a kozos rendszert (m,n),
amire a mikrodllapotok egyforman valosziniiek!®! Az (m, n) a tartaly és rendszer egyiittes
mikroédllapota. Arra hajtunk, hogy kitalaljuk P,,-et. Nézziink meg egy kiszemelt mik-
roallapotot és ehhez lehetséges tartaly allapotot. Egy adott m-hez tartozhat ni, no, ...
allapot. Azzal, hogy m-et rogzitettiik, rogzitve lesz a tartaly energidja is, az ' pedig a
tartaly allapotainak szamat adja.

Y (Ey— E,) (41)

Ha megnéznénk egy maésik rogzitett allapotot, arra jutnank, hogy Q' (Ey — E,,).
Igy pedig felirhat6, hogy
P, ~

Most vegyiik el6 a Q-val jelolt mondatot. Megjegyzendd, hogy az a feltétel nagyon fontos,
mert igy jon ki az eredmény P,,-re. Hasznaljuk ki azt, hogy F << Ey, azaz valoban hé-
tartallyal van dolgunk. Atlépiink az aranyossagbol egyenlGségbe, ezért bevesziink valami

konstanst
InP,, = konst + InQ'(Ey — E,,) (42)

13Ezt a mondatot jeloljiik meg egy Q-val
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[tt most megszakitom az egyenlet menetét, mert idekommentelek kicsit. Az inQY'(Ey—E,,)

részt Taylor-sorba fejtjiikk. Nem més ez, mint an’(EO)—kddeEQ,, |pr=gy,- (—En). Ez azt jelenti,

hogy a teljes Osszeallitdas minden energidja a tartalyban van, ami amagy nem is meglepd,
hiszen a rendszert lényegében elhanyagoltuk a tartaly mellett. Fejezziik be, amit az el6bb

felbehagytunk.
dinY

lTLPm = konst — EmW’E,:EO

(43)

A tildés konstans azt akarja jelenteni, hogy benne van a Taylorbol szarmazé konstans is,
ezek minket egyébként sem érdekelnek. Ha bovitjiik az egyenlet utolso tagjat k-val, akkor

atalakithato. E,,-et persze igy le kell osztani k-val, valamint klnQ) = S’(E’) és tudjuk,
hogy dé;g:y) = % nem més, mint a tartaly hémérsékletének reciproka, ahol igazabol a
vesszGt el is lehet hanyagolni, hiszen a tartaly hémérséklete meghatarozza a rendszer

hémérsékletét. Végezetiil irjuk fel a végeredményt (e-ra emeltiik az egyenletet)

E

P, ~ e # (44)

A rendszer mikroallapotanak relativ gyakorisaga mér nem egy konstans. A h&mérséklet
itt a mikroallapotok eloszlasanak egy paramétere.

ce kT (45)

Ezzel pedig bevezetjiik az allapotosszeget, ami
7 = Z e W (46)

Végezetiil jegyezziik meg, mitdl fiigg az allapotosszeg, Z(T,V, N, ...).
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5. Otodik elsadas

Az el6z6 el6adéason a kanonikus rendszerrel foglalkoztunk, melyben megallapitottuk, hogy

Em,

P, ~e ®T
Az el6z6 el6adason felhasznélt Taylor-sorfejtéshez hozzatesszik, hogy az In€Y (E — E,,)-et
egy f(E,,) fliggvénynek tekintettiik és ugy fejtettiik sorba.

A masik megjegyzés, hogy ha 2 allapotunk van, és m # m/, de E,, = E! , akkor
P, = P! . Természetesen, ha m = m’, az egész nem igaz. Nem szabad Osszekeverni
a mikroallapot valosziniliségét az energia valdszintiségével! Nézziik most azt, hogy egy
kiszemelt energiat mikor latogat meg a rendszer. Ez sok mikrodllapottal megvalésulhat.

Legyen @ az energia eloszlasa'?.

E

Q(E) = Q(E) - e7#7 (47)

Az omega monoton ng, az exponencialis pedig monoton csdkken, a ketts szorzata pedig
valami maximummal rendelkezé fiiggvény lesz.

qal\

11. abra.

4Ennek a Q-nak semmi koze nincs az €l6z6 el6adason hasznalt Q-jeldléshez, az csak egy el6adasnyi
erejd kolesonvétel volt az ABC-bdl.
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Az E a tipikus, vagy legvalészinibb energia. Termodinamikai hatéresetben ez egy
nagyon éles gorbe, egy tiiske. Ha a gorbe nem szimmetrikus, akkor a maximum helye
nem biztos, hogy egybeesik az atlagenergiaval. (Igy definialtuk a belsé energiat anno.)
Pontosan a termodinamikai hatareset biztositja azt, hogy ezek egybeessenek. Tehat TDIN
limeszben E = E.

1
L InQ(E) |- = 0 = ~=InE) — -l p = 0 (48)
Vegyiik észre, hogy ha kibgvitjiik (48) egyenlet omegas részét k-val, akkor pont az entro-
piat kapjuk, aminek energia szerinti derivaltja az FE helyen kiértékelve pontosa % Ez kell,
hogy teljesiiljon, masképp nem igaz a fenti egyenléség. Nagyon fontos tehat az E = F
feltétel. A rendszer entropidjanak a derivaltja akkor lesz %, ha az E helyen értékeliink
ki. A kifejezés ilyenkor adja a tipikus energiat, ami TDIN limeszben az atlagenergiaval

egyenls.

5.1. Kanonikus targyalasmod alkalmazasa
5.1.1. Einstein modell

A mikroallapotok megadéasa.
m <> (n1,ng,..nyN) (49)

A mikrokanonikus targyaldsmodban a zart rendszerben fix volt az energia, ezt az n kvan-
tumszamok rogzitettségével értiik el.

Errél itt nem beszélhetiink! Ebben mas ez a targyalasmod, mint a mikrokanonikus leiréas.
Ami a Q(F) maximumétol messze van, a TDIN hataresetben ugyis elhanyagolodik.

E,, = f: hw (n + %) (50)

=1

Azért nevezziik Einstein-modellnek, mert az w ugyanaz mindenre. Nézziikk meg mi a
helyzet az allapotosszeggel!

7 = Ze_%l = Ze_BEm (51)

Bevezettiik az % = [ jelolést. Alkalmazzuk ezt a modelliinkre. Az m-re vald Osszegzés

N darab szummat jelent

(o e o]

00 N
SN LS A (52)

n1=0n2=0 ny=0
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Az exponencialis szorzat alakba irhaté, ha végigfuttatjuk az n;-ket, majd minden szorzo
tényezd kivihetd a neki megfelels szummazas elé. Ezt végiszamolva azt kapjuk, hogy

C — Z e—,@ﬁw(n+l/2) (53)
n=0

Igy, hogy ezt az Osszeget elneveztiik zétanak, az allapotdsszeg

2= N (54)
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Termodinamikai kitér6 Az entropiara vonatkoztatott fundamentélis egyenlet
S(U,V.N) (55)
Ezzel egyenértéki a
U(S,V,N) (56)

ami szintén fundamentalis egyenlet, ami felirhat6 differencialis alakban is.
dU =TdS — pdV + pdN (57)

A szabadenergia
F=U-TS (58)

Erre is tudunk fundamentalis egyenletet, F'(T,V,N). Pontosan ezt keressiik. Emiatt
muszaj lesz a Legendre transzformdciohoz folyamodni, mert egyébként nem tudunk mit
kezdeni. U helyett az F-et tekintjiik és kicseréljiik az S-et T-re. Ki kell tehat cserélni a
fiiggetlen valtozot is, meg a fiiggdt is.

F=U-TS5(+) (w)

os) =T (59)

V,N

Igy mar jo lesz. Tudjuk, hogy F = U — T'S, induljunk ki ebbél.

dF =dU — d(TS) = dU — TdS — SdT = —pdV + pdN — SdT (60)
Ebbdl kovetkezik, hogy

—

P=\ov )y
[ OF

"=\oN ),
oF
5= (==

(57)..

Azért hajazunk a szabadenergiara, mert ha ez megvan, ismét vége a statisztikus fizikdnak,
minden méast egyszerd termodinamikéaval ki lehet szdmolni. A szabadenergidanak tudnia
kell egy differencidlegyenletet.

oF
F = T — 1
U (aT)V,N (6

Ez a Helmholtz-egyenlet!
A bels6 energiarol is elmondhato, hogy egy atlagenergial

— e BEm 0
U:E:;EmT:—%an:
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kéztes lépések: 3%1112 = %g—g = L3, (=E,,) e #Pn_ valamint, mivel & = 8 = % =
1
TET?

aandT—kT2 olnZz
oT ds T )y

Most pedig tegyiik a Helmholtz-egyenletbe a szabadenergiat, majd az megmutatja nekiink,
jo-e az egyenlet? Definialjuk F-et!

= _kTlnZ (62)

Igy a Helmholtz-egyenlet jobb oldala —kT In Z, ami megegyezik a ballal, széval jok vol-
tunk! Az egész arra ment ki, hogy észrevegyiik, a szabadenergia viszont nem egy
atlag. Benne van az entropia is, tehat nem egy mikroszkopikus fogalom, nem az atlagot
jelenti. Atlag csak az lehetne, aminek van mikroszkopikus megfeleléje. Minden, ami az
entropiaval kapcsolatos, atlagként definialhatatlan.

Mi a teendd, ha van egy vizsgéland6é modelliink? Hogy kell eljarni?

e Allapotosszeg
e Szabadenergia
e Fundamentélis egyenlet

e Ebbdl mar minden megvan
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Az entropia kiszamolasara két modszertiink van a kanonikus targyalasmodban. Az
egyik az F' = U — T'S-bdl levezethets S = %, a masik pedig az

S=— <g—];) T S(T,V, N) (63)

A két egyenlet ekvivalenciajat a Helmholtz-egyenlet biztositja. Mi a (63) egyenletet fogjuk
hasznalni, nézziik azonban meg az el6z6t kicsit.

1
=7

ZEum +kT1nzZPm

A | el6tt szerepls > P, csak matematikai huzas, értéke 1. Folytassuk az egyenletet.

E,
s . E,,
A zarojelben szerepld (

= —In z) nem més, mint In P,,. Ezzel pedig

S:—k:ZPm-lan

(64)

A (64) egyenlet azért jo, mert ezt az entropia kifejezést nem csak kanonikus targyalés-
modban lehet hasznalni. Ezt nevezziik Neumann-entropidnak!®.

1

P, —_

"0

1.1
S:—kzﬁlnﬁzk-lnﬁ (65)

Ez pedig a Boltzmann-entropia (a Neumann-féle kifejezés zart rendszerre visszaadja a
Boltzmann-entropiat).

5Ezen a kifejezésen latszik, hogy az entrépia pozitiv definit mennyiség, hiszen mivel P, egy nulla és

egy kozé es6 szam, annak a logaritmusa biztos kisebb, mint nulla, &m a kifejezésben ez megszorzodik egy
—k-val is, ami miatt biztos, hogy egy nullanéal nagyobb szamot kapunk.
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6. Hatodik el6adéas

Irjuk fel az el6z6 eldadas végkovetkeztetéseit:
F=—kThhz (66)

Ne feledjiik el, hogy ez fundamentalis egyenlet. Valamint

U= —%lnz (67)

Jegyezziik meg tovabbéa, hogy a kanonikus targyaldsmod alapja az allapotosszeg - mindig
ezt kell megkeresni.
Térjiink vissza az Einstein-modellhez. A mikroallapotok definidlasa

m: (nlan27 ,TLN)

valamint
N 1
E, = hw -
> (n ; 2)

Az Osszegzést fliggetlen oszcillatorokra kell elvégezni. Az ilyen rendszerek allapotegyenlete
z = (N-re bonthato, ahol N a fiiggetlen oszcillatorok szama (figyelem, hogy ez miért igy
van, azt a vizsgan be kell tudni latni!). Nézziik most egyetlen oszcillatorra

¢ = i ¢ Pho(n+3) (68)

Innentdl mar csak egy oszcillator mikroallapotaira kell 6sszegezni!

oo

— P 3 (e

n=0

Ez egy mértani sor, ami konvergens, hiszen a kvociens abszolit értéke kisebb, mint egy.
Folytassuk a szamolast

ety 2 L [y Be]™
Tl e _mwp o [TV
A szabadenergiara pedig a
. hw
F=—kKTNIn{ = NETIn {2 sinh ﬁ] = F(T,N) (69)

egyenlet adodik. Mivel az N extenziv, csak igy szerepelhet a képletben. (F(T,\N)) =
AF(T,N)= F ~ N).

A mikrokanonikus és kanonikus targyalasmod eredményei csak akkor egyeznek meg,
ha termodinamikai hatéaresetet vesziink. Ez a limesz nagyon fontos, mert bar meg van
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engedve az energiafluktuacio (a hétartaly miatt), az annyira picike, hogy nem is vessziik
figyelembe.

Ebben az esetben is kiszamolhatjuk az S(7T')-t és azt tapasztaljuk majd, hogy ugyanaz,
mint a mikrokanonikus targyalasmodnal volt!

oF hw cosh... hw
T)=- (%) =Nk{-In|2snh T -
S(T) <8T)N k{ n{ S 2kT] i smh...sz?}

= Nk’{—ln [ZSinhﬁ%] + @ . cth@} =

Most pedig felirjuk a szinusz hiperbolikusz és kotangens hiperbolikusz fiiggvényt exponenci-
alis alakban, majd ezzel visszahelyettesitiink a képletbe, kicsit egyszertisitiink és eljutunk
a végsd alakig, mely

Nk{—ln (1—e )™ - Phw {1 eﬁm—ﬂ}}

2 |7 w1

Nem szamoltuk végig, de ha megtettiik volna, akkor latnank, hogy a vart eredményhez
vezet. Itt nem hasznaltuk a termodinamikai hatarértéket, de a mikrokanonikusnal igen,
hiszen ott mésképp ki sem jottek volna az eredmények.

NS VI N VA PRI
U= aﬂlng = Naﬁlng—NaﬂlnPsmh 5 ]—
:Ncoth@%:

Itt N % az alapallapoti energia (Fy), ezzel pedig

Bhw _ Bhw _ Bhw
e 2 +e 2 2e” 2 2
= Fo—5rz 5w = Po |1+ 2= s | = Lo |1+ Bhw
e 2 —e 2 e 2 —e 2 € —1

Ebbdl a hékapacitas mar ugyantugy kovetkezik, mint a mikrokanonikus targyalasmodnél.
Természetesen a Dulong-Petit szabaly és az attol valo eltérés ugyanugy életben van.

6.1. Einstein modell-klasszikus targyalasméd

Hogy jellemezni tudjuk a rendszert, meg kell adnunk a mikroéallapotot (ehhez persze azt
is, hogy az itt mit jelent), valamint a Hamilton fiiggvényt.
A Kklasszikus fizikdban a mikroallapotok pontok a fazistérben.

f=N

m = (q17 -y 4N, P1, 7pN)
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A fazistér tehat 2N dimenzios. Az idéfejlédés soran a mikroallapot (ami a fazistérben
egy pont, ahogy mondtuk) leir egy trajektoriat. Ahhoz, hogy a modellt egyértelmiien
definialni tudjuk, meg kell adnunk a Hamilton fiiggvényt.

N 2
P; 1
H(q177QN7p177pN>:Z <2m+§mw2(b2) (70)

A Hamilton fiiggvényben szerepls mw?-et nevezhetjiik D-nek is. Az allapotosszeg
z = Z e~ FEm (71)

A (71) kifejezés szimbolikus, minden esetben hasznélhaté. Mindig ebbdl kell kiindulni és
kihamozni belSle az adott modellhez illeszked6t.

1
z = Ze*’BE’" = m/.../dql,...,qu,dpl,...,deeﬁH (72)

A Boltzmann-faktor felirhato az egy oszcillator Boltzmann-faktorok szorzataként. A (72)
képletben szerepld th a faziscella diszkretizalasabol ered. Az integralok kozti ... a 2N

darab integralast kivanja jelolni. FEzek mind visszavezethetSk az egyrészecske allapot-
Osszegére.

z=¢" (73)
Ahol
00 00 9
1 g2 lmuﬂf
C::E/dp/dqe 6(2m+2 q> (74)

A ¢ szerinti integral a ¢? miatt Kiterjeszthets az egész térre (plusz-,minusz végtelen),
hiszen ez olyan gyorsan lecseng, hogy nem szarmazik nagy hiba bel6le. Nyaggassuk egy
kicsit tovabb a (74)-et.

o0 e}
— 00 — 00

Itt pedig a két zarojelben szerepld rész két Gauss-integrallal egyenld, melyek értékét behe-
lyettesitve és kicsit kiegyszertisitve (vizsgara tudni hogy miikddnek a Gauss-integréalok!)

B 17r~2_27TkT_kT_

W B hw hw C
A szabadenergia fundamentélis egyenlete
T
F=—kTIn¢Y = —NETIn % (75)
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Az entropiara

oF kT
Azt is tudjuk, hogy % = i, azaz az Einstein-hémeérséklet reciproka. A belsd energiara
pedig
0 0 1 1
U=——Ihz=—-N—In—=N- = NEkT 7
95 55" Bk~ )

Ez pedig az ekvipartici6 tétele.

A Kklasszikus targyalasmodban az ekviparticio tétele minden hémérsékleten érvényes,
nem csak magas hémérsékleteken. Ebben a targyaldsmodban a hékapacitasra a Dulong-
Petit szabalyt kapjuk, legylink barmilyen hémérsékleten. Ez a szabily tgy, ahogy van,
az ekviparticio tételének az alkalmazasa, ami a klasszikus fizikai targyalasmodhoz kotott.

Ha a klasszikus leirds mér nem tiikrozi a valdésagot, a kvantummechanika hasznalando,
hiszen az magasabb rendd. A kvantummechanikai leiras magas hémérsékletd limeszben
belesimul a klasszikus fizika logaritmusaba.
valasztottuk a faziscella méretének, tehat a mi 6nkényes valasztasunkbol ered. FEnnek
értelmében ez az entropiafogalom nem abszolut, hiszen a konstans megvaltoztatasaval akar
negativ is lehetne. Azért valasztjuk pont a Planck allandét, hogy a kvantummechanikai
hatarértékek miikdjenek.

6.2. Idealis gaz klasszikus targyalasmodban (1 atomos nemesgaz)

Azért idealis, mert nincs kolcsonhatas a molekulak kozott. ElGszeretettel hasznaljuk ezt
a modellt, hiszen a koriilottiink 1évé gazok nagyonis ilyennek tekinthetk. A modell
megadésa itt is a mikroallapot és Hamilton fiiggvény megadéséaval torténik.

f=3N
azaz a fazistér 6N dimenzios (hiszen dim = 2f). A mikroallapot (fazistérbeli pont)
m = (Chxa Q1y, 91z, 92z -"aplzap1y7p127p2x)
A Hamilton fiiggvény (ami lényegében a fazistéren értelmezett energia)
N
v

H =
2m

i=1

(78)

Ez a p} persze szétirhat6 a koordinaték szerint p7, + p7, + p7,. Potencialis energia nincs'®,

a kolesonhatasit pedig elhanyagoljuk, hiszen idedlis gaz modellben vagyunk. Pontosan az
idealis kozelités teszi analitikusan kiszamolhatéva a rendszert.

1
2=y ...(6N).../dqlm...dplx...quze_ﬁH

16Tulajdonképpen van potencial, az edény fala, hiszen az edény térfogatdban nulla, a falon pedig van
egy ugras a végtelenbe. Ez majd az integraloknal vessziik figyelembe.
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Ez az egyenlet szintén szorzatalakra irhato, amibdl rajoviink, hogy
z2=C N
tehat az allapotosszeg szintén az egyrészecske allapotosszegek szorzatabol all els, ahol

1 _B8p*
(=g [ #a [ @pe

a térfogatra kiintegralhatunk, mert azt nem tartalmazza az integrandus, igy pedig

1 2
(= —V/d?’pe_gm
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7. Hetedik el6adéas

7.1. 1 atomos idealis gaz
A rendszert a Hamilton-fliggvénnyel definialjuk

N 2 2 2
Diz T+ Diy + Diz
H(gp) =) ——2 = (79)

— 2m
potencialis energia pedig nincsen! Az allapotosszeg itt is
z=(N
ahol ,
(=¥ [ et (50)

Persze a (80) egybeletben is, az exponencialisban szerepl6 p* is p} +p;, +p? ként irhato! Ezt
az egyenletet kétféle képpen lehet megoldani. Az elsg, hogy impulzustérben bevezetett
polarkoordinatakkal probalkozunk, de mi nem ezt hasznaljuk. A masodik mddszer, hogy
szintén az impulzus térben dolgozunk, de Descartes koordinatakban. Ekkor

pz+py+pz
/d3p€ ﬁZm = /dpx/dpy/dpz 2mkT )

Ezek az integrélok pedig ismét Gauss-tipustak, melyek végeredménye
((27rmk:T)1/2)3

Igy pedig eljutunk (80) végeredményéhez, ami

omrmkT\*?* v
§=V(—ﬁ—) -5 (81)

Azért lett a zardjelben négyzeten a h, mert behoztuk a 3/2 ala. Bevezettiink egy 0j jelo-

, . o h . . e . . _ . 4
lést, ami Ay = Worom 2 Nem mas ez, mint a hémérsékleti hullamhossz. Mértékegysége mé

ter, hiszen a Planck-allandé hatés dimenzioju, tehéat energia*ids (vagy impulzus*hely). A
hémérsékleti hullamhossz a nemesgaz atomok hémérsékleti mozgasahoz tartozo de Broglie
hulldmhossz.

7.2. Termodinamikai apparatus

Nézziik meg a nemesgéz belss energiajat. Mit varunk ettsl? Azt, hogy N - 3/2kT legyen.

9, 8 1 3
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Itt azt hasznaltuk, hogy

Elég az aranyossag, mert Ay = J;rimﬁ_% = %ln Ar = —%% Rendben van, az jott ki,
amit vartunk. Most nézziik meg a fundamentalis egyenletet. Hogy definialjuk ezt?

F(T,V,N)

Konnyt megjegyezni,mert a kanonikus targyalasmodban pont ezeket szogezziik le. Sza-
badenergia a kanonikus targyalasmodban:

3 h?
—kTInz=—NETIn{ = NkT -< =1 —1
nz n( {2 e —— nV} (83)
A (83) oOsszfiiggés fontos! Ugy jott ki az eredmény, hogy a ¢ = /\13 Osszefliggést a
T

logaritmusban szétszedtiik. A nevezd miatt kijon egy minusz, ami a kapcsos zardjelben
pozitivva teszi a dolgokat és megmarad még az In V', ami pozitiv lenne, de mivel —kT In z-
r6l van sz6, az negativ lesz. Valami baj van ezzel az F' fiiggvénnyel, hiszen extenziv jelz6k
szerepelnek benne, ezért ha mondjuk harmadolndm a V-t és N-t, akkor az egyész F'-nek
harmadolddnia kellene. Tehat egy homogén, elsérendd fiiggvény kelle legyen, de az In V'
miatt ez a tulajdonsag nincs meg. A homogén elsérendi fiiggvényekre

F(T,AN,\V) = AF(T,V,N)

Ez msot nem igaz. Ebbdl kdvetkezik a keveredési entropia anomaélidja. Gibbs jott ra
erre els6ként és megprobalta megkovetelni a fiiggvényre, hogy teljesitse az extenzivitas
kovetelményét. Nézziik mit kotott ki Gibbs?

Legyen a logaritmusban In V' helyett egy In %, akkor mar oké, mert V' és N is szorzodik
a lambdéval, emiatt az kiegyszertisodik. Ennek érdekében irjuk at az allapotosszeget.

1
z = ﬁgN — F=—kTlhz=—NkTIn( + kT In N!

Az utolso tag pedig a Stirling-formula felhasznalasaval N(In N — 1), amivel a problémas
—InV helyett (In N/V — 1) lett, ami méar jo! A —1, ami bejott, nem okoz sok gondot.

Most nézziik meg mi értelme van annak, hogy bején ez az %? Arroél van szo, hogy
nem akarjuk kiilonb6z6 allapotoknak tekinteni az olyan allapotokat, melyekben csak a
részecske cserél6dott meg, de minden més ugyanaz.
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12. abra. A kijavitandé hiba

A klasszikus fizikdban a részecskék megkiilonboztethetGek. Egy mikroallapotot tgy
tudunk megadni, hogy az Osszes részecskére megadjuk a helyet és az impulzust. Az %
azt javitja ki, hogy tilszamoljuk magunkat, hiszen a kvantummechanikdban az azonos
részecskék megkiilonboztethetlenek. Mivel a kvantummechanika magasabb rendi elmélet
a klasszikus mechanikanal, attol, hogy elmegyiink vele a klasszikusba (hatarértékben,
hiszen a kvantummecha hatarértéke a klasszikus) a szimmetria még nem sziinhet meg.

Ugy ttinik ezt a hibat mar teljesen kijvaitottuk. Vagy mégsem? Gondoljuk bele mi
van akkor, ha mondjuk minden részecske azonos helyen talalhato! Ilyenkor az N!-al vald
leosztas nem jo, ebben a helyzetben elrontjuk vele az eredményeinket! Ezért mondjuk
azt, hogy magas hémérsékleten kell vizsgalni ezeket a rendszereket, hiszen a klasszikus
gazra nagy T-n szinte nulla valoszintiségti, hogy akar két részecskéje is egy helyen legyen
egy adott pillanatban.

Az 1/N! tehdt a kvantummechanika figyelembe vétele a klasszikus limeszben. Ezentil
minden klasszikus rendszerhez odairjuk ezt! Az Eisntein modellnél azért nem kellett hasz-
nalunk ezt az osztast, mert a klasszikus oszcillatorok kiilonb6z6 helyeken rezegnek, ami
miatt nem tekinthet6k azonos részecskéknek. Emiatt a hullamfliggvényiik egyszeri szor-
zatfliggvényként irhato. Az oszcillator rendszer tehat mar eleve, kvantummechanikailag
is megkiilonboztethets! A kovetkezd pontban nézziik meg az entropiat!

S:—a—F:Nk‘{——ln

or

Vegyiik észre a logaritmikus hémérsékletfiiggést! A Planck allandé a faziscellanal jott be!

L5 IDK} — S(T,V, N) (84)
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13. dbra. Az entropia hémérsékletfiiggése

Ha nem a h-t vezettiik volna be ott, akkor a klasszikus entrépia fiiggvénye egy kons-
tanssal lenne eltolva. Ez abban nyilvanulna meg, hogy mashol lenne a T" tengelymetszete,
azaz fel-le iranyba elmozdulna az egész. Ebben az esetben a kvantumos targyalasmod
abszolut entréopiaja nem simulna bele a klasszikusba. Ezt a tulajdonsidgot pontosan a
h szolgéaltatja. Ne feledjiik, hogy az entropiat a kvantumfizika teszi abszolutté, pozitiv
definitté. Menjiink tovabb, szamitsuk ki a nyomést!

oF 1
=—— = NkT: - == pV = NkT 85
P=—7y T (85)
A kémiai potencial (u) a harmadik intenziv allapotjelzd. Tébbkomponenst rendszer ké-
miai egyensulyat fogalmazzak meg vele.

2
a—F:kT{§1n h +1n5—1+1}:M(T,N/V) (86)

ON 2 2mmkT V

2 ., , . . . Y .
A % In %ZI -7 Mmennyiség nem mas, mint az In A3 az N/V pedig a részecskestirtiség. Az in-

tenziv allapotjelzdk tipikusan 2 mennyiségtdl fiiggenek az egykomponensii rendszerekben.
Erdekelne minket még a pu(7,p) is. A N/V = p/kT osszefiiggés felhasznalasaval

w(T,p) = kT Inp + kT7...], (87)
ahol kT...] = ®(T), csak T-t6] fiiggd tag! Ezt az alakot kémiai reakcioknal lehet jol
hasznalni. Irjuk fel a (86) egyenletet egy alternativ formaban!

N N
sz{ln)\?}nLan}:lenZ (88)
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. N
¢ V/N

A (89) egyenlet utolsod tagjaban két karakterisztikus hossz szepel. A V/N mennyiség az
egy részecskére juté térfogat, a (V/N)Y/3 pedig a részecskék atlagos tavolsagat jelenti!

(%) - (90)

A Ap-t mar megismertiik korabban. Akkor j6 a klasszikus kozelités, ha

(89)

A << To (91)
Ez magas hémérsékleten igaz, illetve rogzitett T esetén nagyon ritka gazoknal is jo! Ezzel
pedig
N XN A\’
1>>eir = =L — (22 92
‘ ¢ V/N (7” 0 ) (52)

7.3. Két atomos molekulak
7.3.1. Fiiggetlen rotator modell

A molekuldknak nincs haladdé mozgasuk, rogzitve vannak. Ebbdl kifolydlag az Osszes
energia a forgésbol szarmazik. Az energiat az impulzusmomentum és a tehetetlenségi
nyomaték segitségével fel lehet irni!

Blorgen = s (93)
A kvantummechanikai targyalasmoédban
i i RNy (94)
— 20 "

A kvantummechanikabol azt is tudjuk, hogy

L2 RI(1+1):1=0,1,2,...

L.=hm:m=-I,..,1

Ahol [ a mellékkvantumszam, m pedig a magneses kvantumszam (mely 21 4+ 1 értéket
vehet fel).
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14. abra. Az energiaszintek és degeneracioik

A teljes energia egy adott mikroszkopikus allapotban az egy rotatorok osszegébdl all
Ossze. Hogyan lehet itt megadni egy mikroallapotot?

m < (ll,ml,lg,mg, ...,lN,mN)

Yo
Z% (1 +1) (95)

Az E,, itt most egy mikroallapot energidja. Az l;-hez tartozik még egy (2l; + 1) multip-
licitas!
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8. Nyolcadik el6adas

Atismételjiik a rotatornal bevezetett mennyiségeket és értelmezziik Gket. Az egyrészecske
allapot nem jellemezhetd egyértelmien az [ értékkel a degeneracié miatt, ezért

1=01,..
m=—l,...,l=20+1)

Nézziik most meg az allapotdsszeget.
z=(N

o0

- T
(= Z 20+ 1)e — L R2() Z(Ql + 1)6—%zu+1) (96)
1=0

=0

Azt hasznéltuk, hogy %@ = Ty. A T} egy karakterisztikus homérséklet. Az e~ AU+
tagban taladlhatdé négyzetes tag miatt nem lehet megtalalni az analitikus megoldésat a
sorosszegnek. Ennek érdekében nézziik meg az alacsony és magas hémérsékletd hatéarese-
tet.

ooy,
= :

22t
(=143 7T + ...
Elég idaig figyelembe venni, ez mar béven jo nekiink.
Ty

— << 1:
T

Azt a rotatort, melynek egy tehetetlenségi nyomatéka van, 2 szabadséagi fokkal tud-
juk jellemezni. Legyenek ezek p és q. Emiatt felirhatnank az egészet egy 2¢2p = 4
dimenzidju fazistérben. Helyette azonban csindljuk a kovetkezét.

\/7l—>< Z<\/:x+1> oA

Az x egy diszkretizalt valtozo. Mivel a 4/ % nagyon pici kifejezés, az x-ek stirtin
lesznek, azaz attérhetiink majd a szummarol az integralra.

T [ T ~ot- [T
= —/ dr |2y /=—x+1]e i
Ty Jo Ty

Bontsuk szét két tagga az el6bb levezetett integralt

T1 [~ 2 T [~ 2 T T
(= 2——/ dx2ze ™ + —/ dee ™ = —+0 — (97)
152 Jo Ty Jo Ty Ty



A (97) egyenletben szerepld két integral konnyen elvégezhetd volt, hiszen az els6 (mi-
utan bovitettiik kettdvel) egy egyszertd derivalt fiiggvény tipusfl([—e*‘ﬁ]), a masodik
pedig egy Gauss integral (1/2+/7). A végeredményben tehat csak egy korrekciot ka-
punk. Ugyanezt kaptuk volna akkor is, ha a 4 dimenzios fazistérben vizsgaltuk volna
a probléméat, am igy szemléletesebb, mert lathato, hogy a klasszikus dinamikaban a
diszkrét dolgok folytonossa valnak. Szamoljuk ki a belsd energiat (sejtjiik, hogy a
végeredmény 2 - %k:BT lesz)!

0 0 0 1 N
U=—hz=-N—In{(=~-N—1In = — = NEKT 98
o5 o5 = Nap M arT, < B (58)

Azt kaptuk tehét, amire szamitottunk.

8.1. Kétatomos molekulak

15. 4bra.

Tovabbra is idealis gazzal dolgozunk, azaz a molekuldk kozotti kolesonhatasokat el-
hanyagoljuk. A Hamilton-fliggvény tehat csak mozgési energiat tartalmaz. A mozgasi
energia szétbonthaté egy transzlécios és forgasi energiara, azonban ez csak akkor tehetd
meg, ha a tomegkozéppontba huizzuk a pillanatnyi forgastengelyt. A kovetkezd pillanat-
ban ez mésfelé all és a nagysaga is mas a pillanatnyi szogsebességvektornak.

1 P’ 1 2 2
m = —————— + = |mp(rpw)” 4+ my(raw 99
st + 5 [ma(rae)? + ma(raw)’] (99)
A (99) egyenletben szemmel lathatoan szétvalik a transzlacios és forgasi tagra. A forgasi
energia szebb alakra hozhato

1
Eforg = §w2 [mpl; + mal%] sin®a = (100)
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Az [mpl? + mal%] mennyiség a molekula tengelyére mergleges forgastengelyre vett tehe-
tetlenségi nyomaték = ©. A molekulatengely iranya tehetetlenségi nyomaték 0, ha az
atomot pontszeriinek valasztjuk.

26 (Bwsin a))?
Az alfa (molekulatengely és omega altal bezart szog) dinamikai valtozo, mivel pillanat-

—

C o>

16. abra.

nyi forgastengelyrsl van szo, ez mindig valtozhat. Egyébként az wsina az w merdleges
komponense, mig a ©w sin & maga az L. Miért van ott a sin« az L képletében?

Vegyiik észre, hogy az L tobbnyie nem parhuzamos az w-val. Ez az w felbonthato egy
molekulatengely irdnyua és egy arra meréleges komponensre. Mivel a tengelyiranyu tehe-
tetlenségi nyomaték nulla, csak a meréleges szamit. Egy masik magyarazat, miszerint a
pontos Gsszefiiggésben

Ow =L,

ahol © egy tenzor, az w és L pedig vektorok. A tenzor egy szimmetrikus méatrixszal irhaté
le, tehat f6tengely transzformalhato. Ez azt jelenti, hogy egy jol megvalasztott koordinata
rendszerben diagonéalis matrix lesz beléle. Mivel

12 = €7 (w2 +u?)

A zarojelben szerepld kifejezés az w? = (wsin a)?. Felirhato tehét, hogy

meroleges

1
E, =F, +—1IL* 101
t+2@ (O)

azaz a forgasi energia figyelembevétele a fliggetlen rotatorrendszer energiaja.

8.2. Kétatomos molekulak, kanonikus targyalasmod
Most is az allapotosszegre hajtunk! Tudjuk, hogy

LN
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17. abra.

A Hamilton fliggvényben csak kinetikus tag szerepel.

C = Ctr : Cforg

A transzlaciés tag ugyanaz, mint az egyatomos ideélis gaznal, tehat

%
G = 75 (2mmkT)*? (102)
A forgasi tagra pedig
gforg = e_ﬁffwg (103)
Szamoljuk ki a belsé energiat!
0 0
———1 _—N—l _—NT N or Nk:T N or
3 9 [forg
2NkT+N{fforg+ﬁ 95 ] (104)

Mivel a rotéacios szabadenergia (frorg) hémérsékletfiiggs, hasznaljuk a § = 1/kT Gssze-
fliggést, mellyel

3 f forg
— SNET + N | frong — T2409 105
g VKT + {ff 9 dT] (105)

Kovetkezd 1épésben szamoljuk ki a hékapacitést!

oU 3 / /
Cv = (a_T)vJv: 5Nk+N[ff0rg_ffOT9 Tfforg}

Tehat 3
Cy = §Nk NTfforg( ) (106)

Hogy ezt kiszamolhassuk, meg kell adni a rotaciés szabadenergiat!

frorg(T) = —kT In Cgorg (107)

Irjuk fel az aszimptotikat alacsony és magas hémérsékleten
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o T'<< Ty
2T
kT |1+ 3¢ 7 |
o I'>>Ty

—kT In 2
Ty

A (106) egyenlet megadasahoz mindkét hataresetet kétszer kell derivalni és csak a vezetd
tagokat figyelembe venni. Az el6adason ezt nem csinaltuk meg, csak felirtuk a végered-
ményt.

T2 2Ty
—12kTHe™ 7, haT << T}

]/”,org(T) =
— % hal >> Ty

T 2 2Ty
12Nk (F) e 7 hal << Ty
Cy =
NE, hal >> T}
Legyen N = Ny < Nk = R — molaris hékapacitast tekintsiink. A fiiggvény eleje

18. 4bra.

exponencialisan indul, majd feliilr6l tart R-hez. A tullovés egy jellegzetes pont a forgasi
jarulékban. A mi levezetésiinkbdl erre nem kapunk magyarazatot. A forgasi hdmérséklet
anyagrol anyagra valtozik. Felirunk néhany karakterisztikus hémeérsékletet.

[Hy : 85K [HCL : 15K]
(D, : 43K] [Cls : 0.33K]

[HD : 64K] [Ny, Oy, N : 2K < Ty < 3K]
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19. abra.

Tehét, ha a molekula témege né, a Ty csokken. A T} egy nagyon alacsony hémérsék-
let! Szoban a kétatomos gaz cy-je mar 5/2R. Csak joval Ty alatt lenne 3/2R a cy.
A vastagabbal rajzolt szakaszt a forgés szempontjabol befagyott szakasznak nevezziik.
Mindeddig nem vettiik figyelembe a molekula rezgéseit. Egy kétatomos molekula tengely-
irdnyu rezgésre képes. Ez abban nyilvanul meg, hogy az energia harom tagbol all, ahol
a harmadik tag pont a rezgés kovetkezménye. Esetiinkben targyalhatunk tgy is, hogy a
rezgés fiiggetlen a transzlaciotol és a forgastol is.

P 2
E=2 2 1k
2m+2@+

C = Ctr : Crezg ' Cforg

Ne feledjiik el, hogy az Einstein modellnél is bejott egy karakterisztikus hémérséklet, a
Tr. Mit modosit a cy-ben a rezgés? A Tr szempontjabol a szobahémérséklet nagyon
alacsony, szinte nulla, hiszen a Tz nagyon nagy.

\
St j
7
S
{/t- B | =y
(2 T X Te
20. abra.
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A 19. abran pontosan ezt a helyzetet lathatjuk. A citrommal jel6lt vonaltol azonban
méar nem valosul meg az egész, mert a disszociacié (No — 2N) és magas hémérséklet
miatti rezgés anharmonikussaga tonkreteszi a targyaldsmodot.
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9. Kilencedik el6adas

Az el6adéason az ekviparticio tételével foglalkozunk. Ez a tétel abszolut a klasszikus fizikai
rendszerek sajatja. A klasszikus fizika a fazistérben zajlik, ahol egy allapot egy cella a
fazistérben. Egy adott F' fizikai mennyiség

F(q17 - 45, P1, 7pf)
a fazistér pedig 2f dimenzidés. Az F' mennyiség atlagan a
T = f qu1...dpfF(,,,) . e*ﬁH(m)
[ ... [dq...dp;- o~ H(-)

kifejezést értjik. A nevezGben leosztunk mindennel, csak azzal nem, aminek az atlagat
szamoljuk.

(108)

H(.qi...) =aq’ + H'(...) (109)

A H négyzetesen filigg a ¢;-tl és szeparalhato is. Vegyiik észre, hogy H' mér nem fiigg
q:-t61, de az Osszes tobbi ¢-tol és p-t6l igen. Ebben a rendszerben az ekviparticio tétele

1
ag? = §kT (110)

Probaljuk meg ezt bebizonyitani:

[ ... [dqy..dprag? - e P . e

[ f et

Itt a e #H' nem fiigg a ¢;-t6l, tehat kiemelhets az integral clé (ami viszont méar ¢; szerint
torténik) matematikai triikkozéssel (= a tortben szerepld integralokat ugyantgy szeparalni
lehet. A szamlaloban és nevezében is megjelenik 2f — 1 [akar bonyolult| integral, de hala
az égnek, ezek mind kiegyszertsithetSek.) eljuthatunk a kévetkezs alakig:

| dgiagieos 0 P

_ 2 ™
< S /dqeﬁaq :——111[ =
Fagerd 0| 9 " [V 5a

Itt bizony mar eltlint az ¢ index a g al6l, amire az a magyarazat, hogy integralasi valtozot
ugy jeloliink, ahogy akarunk.

19 11 kT

YRR T A

ez pedig pont az, ami be szerettiink volna latni. Ez az ekviparticio tétele
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9.1. 1 atomos idealis gaz

H_ZImZn

potencialis energia pedig nincs. Ne feledjiik, hogy p; most is p?, + pfy +p? , meg kell nézni,
hogy a p kvadratikus-e és szeparalhato-e? Itt is teljesiil a

egyenlet

U:H:N-B-%kT

9.2. Einstein-modell [szigetel6k modellje]

a v 1 2,2
H:2[2m+§mwri]

Az r? itt is felithato az x, y és 2 komponensre, valamint emlitsiik meg, hogy az r minden
oszcillator sajat nyugalmi helye koriili rezgést jelenti. Mindig azt kell nézni, hogy minden
kvadratikus és szétvalaszthato-e?

2
P, 1 1 2,.2
oy §kT = §mwi Ty

Az, hogy bevezettiik az i-t az omega ala, azt mondjuk, hogy minden rezeghet 6ssze-vissza.
H=U=N EijLng}

Ahol a zarojelben szerepld elsé tag a kinetikus, a mésodik pedig a potencialis energia,
azaz a teljes zardjel 3kT értéki. Szamoljuk ki a moléris hékapacitést

Cy, = 3R,

ami a Dulong-Petit szabaly. Amit a kdzépiskolaban bevezettiink és f-el jeloltiink, valamint
azt mondtuk ra, hogy szabadsagi fok, az nem teljesen jo elnevezés. Legyiink pontosabbak,
ez az f a kvadratikus energiatagok szamat jelenti a Hamilton fliggvényben.

9.3. 2 atomos molekulak

Jegyezziik meg most is, hogy a rezgést nem szoktuk figyelembe venni ilyenkor. A kétato-
mos molekulakban 5 kvadratikus tag szerepel a Hamilton fiiggvényben. Ebbdl 3 transz-
lacios, 2 pedig a forgési tag. Ez az egész nem csak kétatomos molekulédkra igaz, hanem
minden linearis molekuléara is, (pl. CO,), hiszen ott is csak két tagn a forgasi energia.
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Egy kétatomos molekula teljes szabadségi fokainak szdma 6, hiszen a 2 atomot 3-3 ko-
ordinataval tudjuk jellemezni. Ebbdl a hatbol vonjunk le hdrmat, ami a transzlacio, és
kett6t, ami a forgasi volt, igy megmarad egy, ez lesz a rezgési modus (szoval felirjuk,
hogy mennyi van 0sszesen, aztan levonunk mindent, amit tudunk, ami maradt, az lesz a
rezgési). Ebben a helyzetben tehat 1 - kT-t kellene hozzavenni a belsé energiahoz.

U=H- BkT%—...-kT]

A ... helyére mindig annyit kell beirni, ami az adott molekula rezgési moédusa. Szén-
dioxidnal példaul négyet.

9.4. Nem linearis molekulak (K atombol 4llo)

Ilyen példaul a vizgdz is. Irjuk fel a kvadratikus tagokat: a transzlaciobol 3 tag szarmazik,
forgasbol is harom (ahogy minden merev test forgasa leirhato pl. az Euler-szogekkel).
Szamitsuk ki tehat a rezgési modusokat, ahogy az elébb. Mivel harom atomroél van sz, a
teljes szabadséagi fokok szama 9, amibdl az el6z6 hatot levonjuk, igy hdrom rezgési médus
marad (tehat 3 fiiggetlen normélrezgést tud végezni).

KT kT kT
U:N[3-7+37+3(K—2)-2-7]

A hdékapacitéas pedig

1 .1 1
m=Nk|3-=24+3=+3(K—-2)-2-=
C {3 5 +35+3( ) 2]

Ha egy mol anyagot vesziink, akkor Nk = R, tehat

1 1 1
= Lz z K—92).2.=
C, R{3 2+32+3( ) 2}

9.5. A Maxwell-Boltzmann statisztika

A kanonikus targyalasmodban a rendszer egy T hémérsékletii tartalyban volt

Most azonban vegyiik egy masik fajta targyalasmodjat a rendszernek. Eddig azt mondtuk,
hogy egy kiszemelt mikroallapotot figyeliink, hogy ez mit jar be a fazistérben. Most
azonban képezziink sokasagot a rendszerbdl. FEzt tgy kell elképzelni, hogy csinaljunk
egy csom6 masolatot a rendszerben, amelyek koézosen lesznek benne a T' hémérsékletd
hétartalyban.
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21. abra. A kopidk

Az A, B, C kiilonb6z6 mikroallapotot jelent. Vizsgaljuk meg, hogy mit kapnank, ha
Osszeszamolnank mondjuk az A-kat?

1
Ny e~ wrka

NOSSZ z

Az ilyen targyalasmodot nevezziik kanonikus sokasdgnak. Ha az A, B, C allapotok relativ
gyakorisidga a rendszerben ugyanannyi, azt mikrokanonikus sokasdgnak nevezziik. Ez
fejezi ki az egyenld valoszintségek elvét.

Ny ~ exrba (111)

Azért kell atlagot venni, mert a kopiak pillanatszerten valtoznak. Az Ny-val azt irtuk
le, hany darab rendszer van az adott allapotban. Vizsgaljuk meg azt is, mi a feltétele a
(111) egyenlet érvényességének? Tudjuk, hogy

e Minden kopia ugyanabban a 1" hémérsékletd tartalyban van.
e A  dobozok” megkiilonboztethetsk.
e A dobozok” fliggetlenek.

Ha ez a harom feltétel teljestil, a (111) egyenlet érvényes lesz és hasznalhato lesz a Maxwell-
Boltzmann statisztika. Vegytik példaul a gazmolekuldkat!
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22. dbra. A gazmolekuldk

s A lp o, w1
A molekula két allapotara N, ~ e #7F1 és Ny ~ e #752, azaz

& — e*ﬁ(Eszl)

N,
A (E, — Ey) pedig maga a AE. Azt is érdemes lehet még megnézni, hogy a AE milyen

viszonyban van a kT-vel. A % altaldban nagyon nagy szam, azaz az exponencialis nagyon
kicsi, tehat gyakorlatilag szobahémérsékleten a gézok alapéllapotban vannak.

Egy mésik példa az NMR, ahol a magspinek megkiilonboztethetsk és fiiggetlenek is. Eb-
ben a helyzetben igazabodl csak két energiaszint van, a térrel iranyban és nem iranyban.
Az energiaszintek betoltottségét a kiilsé B méagneses térrel lehet valtoztatni.
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23. abra.

A hoémérséklet novelésével el lehet érni, hogy szinte kiegyenlitédjon az energiaszin-
tek kozti kiilonbségek. Viszont a hémérséklet drasztikus novelésével SEM lehet a dolgot
megforditani. A Maxwell-Boltzmann statisztika pont azt mondja, hogy az alacsonyabb
energiaji nivo betdltottsége mindig nagyobb valoszintiségi.

9.5.1. Konkrét példa: Einstein-modell (kvantum-oszcillator)

oo
A~ _L JE—
N, ~ ¢ ’T°" : g N, =N
n=0

Az N, azt jelenti, mennyi az n kvantumszam betdltdttsége, az ¢ = hw(n + 1/2). Az

el6z6ek alapjan pedig
hw(N+1/2

— e

N,=N c
Ez ugyan egy kvantumos rendszer, mégis alkalmazhaté a Maxwell-Boltzmann statisz-
tika, mert fliggetlen oszcillatorokrol van szo, melyek megkiilonboztethetSk. Legyen s
az egyrészecske allapot, melyet n-el jellemeztiink, m pedig a teljes mikroallapot (6sszes
kvantumszam halmaza).

S<—=m

1
— N -.e "7cs
Ns:#

A zeta az egyrészecske allapotosszeg ¢ = ), e~ ¥, A rendszereket tehat ugy jellemez-
zik, hogy:
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24. abra.

A dobozok az egyrészecske allapotok. Mivel m : 0 — oo, ezért oo dobozunk van. Az
egyrészecske allapotokat le kell szamolni és és annyi gombocot tenni a megfelels dobozba,
amennyi olyat talaltunk. A dobozok szama végtelen, a gombocok szama pedig N. A gom-
bocokat meg is kell szamozni, hogy megkiilonboztethetsk legyenek és igy méar ekvivalens
ez a megadas a mikroallapot megadassal. Ezt nevezziik betoltési szam reprezentacionak.

m <= {N,} + megszamozas

95



10. Tizedik el6adas

10.1. Fuggetlen rendszerek kvantumstatisztikaja

Egy részecskét a hullamfiiggvényével tudunk jellemezni
v(7)

Ha N részecskérdl van szo, akkor is a hullamfiiggvényt hasznaljuk, de az akkor méar N
valtozotol fiigg
U(Fy,Te,....,TN) < Yy,

Ha a részecskék fiiggetlenek, akkor a hullamfiiggvény egyrészecske allapotokbol tehetd
Ossze. Tehéat amit keresiink, az maga a hullamfiiggvény, amit viszont az egyrészecske
allapotokbol kell Gsszerakni, ergo most arra fektetiink nagy hangsulyt, hogy ezeket az
egyrészecske hullamfiiggvényeket kitalaljuk a kiilonbo6z6 esetekben. Azt fogjuk vizsgalni,
hogy kiilonb6z6 esetekben hogyan kell felirni a

W, (7) (112)
hullamfiiggvényt!”. Két modell segitségével fogjuk vizsgalni a kiilonbozs eseteket.

e Einstein modell:
se&n=0,1,2 ..
Uy(z) = Un(x)

Az egyrészecske allapot ebben az esetben egy kvantumszam. Azért elég a pszi hasaba
x-et irni r helyett, mert csak egy dimenzioban dolgozunk.

e Dobozba zart részecskék modellje.

Az itt értelmezett hullamfiiggvény

U (F) =C - sin (%ny:) sin <%nyy> sin (%nzz)

1"Megjegyzés: s-el az egyrészecske allapotokat, m-el pedig a rendszer teljes mikroszkopikus allapota
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25. abra.

A C egy normalasi allando.
s & (Mg, Ny, Ny) T Ng, Ny, n, = 1,2,

Ezentul tehat ha egy ilyen s-t latunk, akkor gondoljuk a harom kvantumszam egyiit-
tesére.

Ez a modell lesz hasznalatos mindharom kvantumstatisztikdban, az Einstein-modell csak
MB lehet.

10.2. Fiiggetlen, megkiilonboztethets részecskék

A hullamfiiggvény az egyrészecske allapotok szorzataként all el6.

U (71,72, T3, .0, ) ~ W (T1) Vs, (T2)... Vs (T)

A szorzat hullamfiiggvény csak akkor miikodik, ha a részecskék megkiilonboztethetsk.
Fontos dolog, hogy most azonos részecskékrdl van szo, ezért hangsilyozzuk a megkilon-
boztethetdséget, hiszen, ha nem azonos részecskékrdl beszélnénk, akkor azok alapbol meg-
kiilonboztethetdk lennének.
Az Einstein modellben alapbol megkiilonboztethets részecskékrsl beszéliink, a dobozba
zéart részecskéknél pedig (annak ellenére, hogy tisztan kvantummechanikai targyalasmodot
alkalmazunk) szintén megkiilonboztethetSknek tekintjiik cket és igy visszakapjuk majd a
klasszikus statisztikus fizika képleteit.
Nem az a lényeg tehat, hogy a fazistérben operalunk, vagy kvantumosan targyaljuk az
adott problémat, a megkiilonboztethetéség a fontos! Ismét hasznaljuk a betdltési szam
reprezentaciot, tehat:

m < {N;} + megszamozas
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26. abra.

Az n=0,n=1,n =2 feliratok az Einstein-modellre érvényesek, mig a végtelen mély
potencidlgddor esetében az dbra tetején 1év6 szamhérmasok értendék egy dobozra. Az
s-ekkel az egyrészecske allapotokat jeloltiik. Ahhoz, hogy ez a reprezentacié hasznalhato
legyen, még meg kell szamozni a golyokat. Vegyiik pl. az N = 3 esetet az oszcillatorrend-
szerre (Einstein-modell).

(V\:A N\;Q\

—

N:_;O

27. abra.
Irjuk fel a hullamfiiggvényt!
‘11(271, IQ,ZL’g) = C . ‘I/n:()(l'l) . \I/nzg($2) . \I/n:()(l’3> (113)

Innentdl kezdve a betoltési szam reprezentaciot fogjuk hasznalni. Definialjunk néhany, a
tovabbi vizsgalatok szempontjabol fontos mennyiséget.

> N,=N (114)
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En =Y Ne, (115)

Itt epszilonnal az egyrészecske energiat jeloltiikk. Nézziik meg mi is ez pontosan!
Irjuk fel a teljes rendszer Hamilton operatoréat!

ﬁ\lfnzo(xl) . \Iln:Q('TQ) : ‘I/n=0('r3) =

Itt mondjuk el, hogy a teljes rendszer Hamilton operétora az egyrészecske Hamilton
operatorok Osszegeként all els (H = Hy + Hs + H3), melyek mar csak a megfelels
z-ekre hatnak), ezért

[]:Il\llnzo(xl)] W (T2) - Wn—o(z3) + Ypeo(21) [ﬁ2‘1’n:2($2)] Wo(z3) + ... =
A [] zarojelekben szerepls tagok pontosan e, V,, (z,) értékiek, azaz a végeredmény

= (80 +é&1+ 52)

Hogy kell értelmezni ebben a reprezentécioban a mikroallapotokra valo Osszegzést?

Z Z Nl'N2 (116)

{Ns}

Azért ...-ozunk, mert ez barmely fizikai mennyiségre igaz. A masodik szummaban
az Osszes lehetséges kiosztast szeretnénk jelolni. A szamlaloban az Gsszes lehetséges
allas taldlhato, am ezzel a permutacioval tulszamoljuk a rendszert. A nevezGben
talalhato korrekcié pont ezt akarja megsziintetni.

Rogzitett (N) szamu golyot kell a végtelen szami dobozba mindenféle modon szét-
osztani. Ha készen van a konfiguracio, akkor mindent megszamozni, majd azt is
mindenféle képpen ujra szétosztani. Ez az altalanos szabély a megkiilonboztetheté
objektumok esetén.

Allapotésszeg

Z =Y ewrhn = (117)

Az m-el a teljes rendszer mikroallapotat jeldljiik, az F,, pedig a teljes rendszer

energiaja
— Z e_k% ZS Nses —
Nl'N2

Ns
Az exponencialis felirhaté a kovetkezd alakban: TI; (e‘ﬁ‘%) , majd (az altalanos

binomialis tétel segitségével) felirhato
I NN
e <e kT 1+e kT€2—|—_”> :C
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Itt ¢ az egyrészecske allapotosszeg ¢ = ) e~ RTEs

A megértést segiti, ha a binomialis tétellel megprobaljuk végigszamolni az
(akarmennyi)®*ermennyi grtgket, pl.: (@ + b+ c + d)°

A binomiélis tétel hasznalhatosaga a kombinatorikai faktornak koszonhets (amivel
megszintettik a tulszamolast), ami a golyok megszamozasabol ered. Azaz, ha a
golyok nem megkiilonboztethetsk, nem is lesznek megszamozva, onnantol ez az egész
nem igaz. A kvantumstatisztikik pont ezért lesznek nehezek (nem tudjuk majd
visszavezetni 6ket egyrészecske allapotokra).

67ﬁ ZS Nes

N.=S N 118
DEE (113
A (118) egyenlet a Bose-Einstein és Fermi-Dirac statisztikdkra is igaz lesz!
— 0
Ny=(—kT)=—InZ (119)
€s

Ahol Z = e~ 71 2s Nses az e, pedig a rogzitett egyrészecske energia. Végezziik el ezt
a derivalast!
0 10

N, = (—k:T)%ln N = —NkTZ(%

¢

Ne feledjiik, hogy a ¢ nem mas, mint <e’ﬁ€1 + e Rre 4 ) Itt pedig csak az s.

tag nem konstans a derivalas szempontjabol, igy

Irjuk at az Osszefiiggést gy, hogy az N helyett a kémiai potencialt hasznaljuk.

OF 0 0
on = (a—N>V’T = a—N(—len Z) = _kTa_N hlZ =

itt szétvalasztjuk a problémat, hogy kiilon kezeljiik az Einstein-modellt és a dobozba
zart részecskéket.

1. Einstein-modell:

L1
= —k;TaiNlngN = —kTIn¢ — eit = c

2. Dobozba zart részecskék
Nem jo, ha az idedlis gazra is gy szamolunk, hogy Z = (¥, hiszen Gibbs
javaslatara anno bevezettiik az ﬁ(N -t. Szamoljunk ezzel.

—— kT — — Il =
Z N!C — kTaN [NIn¢ — In N!]
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itt is a Stirling-formulat kell alkalmazni, aztén derivalni, majd a végeredmény:

n N
erT = —
¢

Végezetiil tehat irjuk fel az N -t mindkét modellre. Az Einstein modellre
N, = Ne~#r(Es=1)
A dobozba zart részecskékre pedig

NS — eiﬁ(ssiu)
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10.3. Figgetlen, azonos, megkiilonboztethetetlen részecskék

Két csoportrol beszélhetiink, mégpedig: Fermi és Bose tipust részecskékrsl. Targyaljuk
ezeket kiilon!

10.3.1. Bose tipusi részecskék

Mostantol vizsgalodjunk az L élhosszusigu kockaba zart gazon. A Bose tipusu részecskék
egész spintek! A hullamfiiggvény nem reagal a részecskék felcserélésére.

U(7y,T2) = U(To,71).

Bose tipusu részecskéknél ez kolcsonhatod rendszerekre is igaz! Itt is a betoltési szam
reprezentaciot hasznaljuk, ellenben itt a golyok méar nincsenek megszamozval

S=1 S=2 S=3

&0 O

28. abra. Hogy vilagos legyen mirdl is van szo6: az (s=1,s=2,s=3) azt jelentik, hogy az els6
egyrészecske allapot, mésodik, harmadik, stb.)
[rjuk fel a hullamfiiggvényt a képen lathato rendszerre (N = 3).
U(T1,79,7T3) = C - {U1(T1)W1(T2)W3(T3) + U1 (1)W1 (T3)W3(T2) + W1 (T2) W1 (T3) W3(T1) }

Hozzaadtunk még 2 tagot, hogy szimmetrizaljuk, mert nem szabad reagélni a részecskék
felcserélésére. Itt is igaz a teljes rendszerre, hogy

N:ZNS
Em:ZNsas

Tovabbé a Hamilton operétor itt is felirhat6 az egyrészecske operatorok dsszegeként, szoval
hasonléan kell értelmezni az e-t, mint az el6z6ekben.

m {Ns}

Itt mar hidnyozni fog a kombinatorikai faktor! A feladatot tovabb neheziti, hogy a kano-
nikus rendszer miatt kotott a részecskeszam!
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10.3.2. Fermi tipusi részecskék

Ezek a részecskék félegész spintiek és antiszimmetrikus a hullamfiiggvényiik.
(7,7, T3) = —V(T3,72,71)
Itt majd antiszimmetrizalni kell a hullamfiiggvényt. Példan (N = 3)-ra:
Uy (71) W1 (To)W3(T3) — Uy (T1) V1 (T3)W3(7Fs)...3! =

Ez az egész felirhato Slater-determinansként.
Y

= C . \112(7“1) \Dg(rg) \112(7’3)
\Ijg (7”1) \Ij

Mindkét esetben (Bose és Fermi) hidnyzik a kombinatorikai faktor, ezért kell majd &t-
térni a nagykanonikus targyalasmodba. A Fermi-féle rendszerben is vannak egyrészecske
allapotok, de mint a Bose-nél, itt sem elég egyszeri szorzat alakjaba irni.

A Pauli-elv miatt itt csak nulla, vagy 1 golyd lehet 1 dobozban, mert ha a Slater-
determinansban két azonos hullamfiiggvény lenne, a determinéns értéke nulla lenne.

=) =3 )L

29. 4bra.
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11. Tizenegyedik el6adas - Fiuggetlen kvantumrendsze-
rek statisztikaja

A Fermi és Bose statisztikdk levezetéséhez be kell vezetni a nagykanonikus téargyaldsmo-
dot.

11.1. Nagykanonikus targyalasmod

Ebben a targyaldsmodban nincs rogzitve a részecskeszam és az energia fluktual.

9//7(
Tp v
vV < > =
I < > N
30. abra.

A tartalyt sokkal nagyobbnak tekintjiik, mint a rendszert, igy az energia és a részecskék
zome a tartalyban talalhatd. Mit jelent ebben a targyalasban a rendszer mikroallapota?

m — En,, Ny,

e*ﬁ(Em*NNm)
p,="

z

Amit mindeddig részecskeszamnak neveztiink, az most fluktuél, széval atlagként kell de-
finialni!

U=E=> P.En (120)

N=N=> Nu.Pn (121)
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Termodinamikai kitéré Minden targyaldsmodnak van egy fundamentalis egyenlete,
melyek Legendre transzformacioval kapcsolodnak. Az itt hasznalatos potenciél a kdvet-
kezd:

O(V,T,p) = F — N (122)
Ezt nagykanonikus potencidlnak nevezziik.
oF

- = 123

(%), =" 129

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg a & differenciéljat.
d® = dF — pdN — Ndp = —SdT — pdV + pdN — pdN — Ndp

Valamint felirhatok a kovetkez§ Osszefiiggések is

0P
(57),,
0P B
(),
).
o) 7y

A nagykanonikus potencial csak 1 extenziv mennyiségtdl fiigg, ez pediga V. A &(V, T, u)
maga is egy extenziv mennyiség, ezért

OV, T, ) = AO(V, T, )

Ebbdl az kovetkezik, hogy a V-nek linearisan kell szerepelnie, azaz frhatnank akar az is,
hogy

® = V(T ) (124)
Ebbdl pedig 00 o
D (av)MT v = D ( )

Bar ez egy egyszert Osszefiiggés, aminek oriilhetnénk, sajnos semmilyen (szamunkra hasz-
nos) informaciot nem tartalmaz, hiszen minden anyagra ugyanaz az értéke. Fogjuk még
hasznalni, de a (125) nem fundamentélis egyenlet.

A ® kiszamolasédhoz induljunk ki a Neumann-entropia definiciojabol (hiszen ez a legélta-
lanosabb).

S = —kZPmlan:

A mikroallapotok allapothalmaza most sokkal nagyobb, mint a kanonikus targyalasmod-
nal, mert itt NV is fluktual



A nevez§ kiemelhet§ az Osszegzés elé (ez egyre normalt)

o1 i
S = klnz+T;Pm(Em—uNm) =kInz+ —(E — uN)

Itt E igazabol az U és uN pedig az N lenne, ha termodinamikai makroszkopikus mennyi-
séget akarnank frni.

Kl'lnz=TS—-U+ uN = -9
A ®-re tehat a kovetkezd kifejezés adodik
=—kTnz (126)
Tehat a Z kiszamolasa a nagykanonikus targyalasmod kulcsal

2V, T)

Eddig altalanosan széamoltunk, ami mindenre igaz, most pedig attériink az idealis géz
modellre, mert a z-t ki tudjuk majd szamolni.

11.2. Fiiggetlen, megkiilonboztethetetlen, idealis gaz, Nagykano-
nikus targyalasmoédban

Tehat kvantum idedlis gaz.

O

—

31. abra.

Ez Bose tipust, hiszen t6bb golyd van egy dobozban (tehéat szimmetrizéalni kell a hul-
lamfiiggvényt). Az s egyrészecskeallapotokat (hullamfiiggvényeket) jelent. A dobozba
golyokat tesziink, de nem szamozzuk meg. A Fermi rendszernél is betoltési szam repre-
zentaciot hasznaljuk. Itt méar csak 1-1 goly6 lesz egy dobozban, a hullamfiiggvényt pedig
antiszimmetrizalni kell.
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A nagykanonikus targyalasban a golyok szdama akarmennyi és a dobozoké végtelen. Tehéat
tetszbleges szamu golyot kell szétrakni végtelen dobozba.

Z ... = itt hasznaljuk ki, hogy nagykanonikus targyalasmod van! (127)

m

e A Fermi tipusinal:

11 1
Z Z Z valami mennyiseg

N1=0 N2=0 Ns=0

e A Bose tipusinal pedig:

oo [ee] oo
Z Z Z valami mennyiseg

N1=0 N2=0 Ns=0

A kanonikus targyalasmoédban nem tudtunk egymastol fiiggetlen 6sszegzéseket venni, hi-
szen ott rogzitett részecskeszammal dolgoztunk. Ellenben itt, a Fermi féle targyalasmod-
ban fliggetleniil pakoljuk a golyokat, mert nincs rogzitve a szdmuk. Szamoljuk ki egy
egyrészecske allapot betoltési atlagat:

_L(Em_IJ‘Nm)
__ e kT

NS = NS U E— — 128
Idsben fluktual az, hogy hany golyé van a dobozban. Ennek az atlaga az N,. Az N,,
mennyiség a mikroallapot betdltottsége, tehat, hogy hany golyo van éppen a rendszerben.
A nagykanonikus leirasnal ez fluktual. N,, = > N,. A fliggetlenség pedig a kovetkezd

modon teljesiil: £, =) e,N;.

_LZSNS(ES_H)
R PP A — AN
- z Oes

Azaz parcidlisan derivalunk egy kiszemelt allapot energiaja, mint paraméter szerint.

A derivalas soran ), Ny - (€4 — p) szerint derivalunk, ahol s’ Osszegzé index szerint
megyiink, amibdl csak az s’ = s tag ad jarulékot, hiszen az a kiszemelt allapot szerinti
derivalt.
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Szamoljuk ki a nagykanonikus allapotosszeget!

e Fermi tipusu rendszerben:

= Z Z e sz NS 55 ,u Z Z HefﬁNs(Esf'u) —

ONQ 0N2

Itt kiilon k1ésszegezheto minden a sajat részecskeszamanak megfeleléen, majd az
eredmények Osszeszorozhatoak

— [t o] T (14 e e

S

e Bose tipusii rendszerben:

[e’e) N [e’e) No 1
5 — - dCRIDN B AR} R
= [e e ] S [e (e ] "'“Hl_e—ﬁ@s—m
N1=0 No=0 s

Mivel minket igazabol az In Z kifejezés érdekel, vegylink mindkét oldal logaritmusat.
mi==+3"In [1 + e—ﬁ@—m] (129)
A + arra utal, hogy a felsé mitivelet a Fermi, az als6 pedig a Bose targyalasmod. Itt persze

megint csak az s’ = s tag ad jarulékot, amikor az e, szerint derivalunk, mert az van a
kiszemelt e, szerint. A (129) egy végtelen Osszeg, de

InZz 1
N, = —pr2mE [jzln [1 j:e’ﬁ(af“)” -

Oe, [
—Fermi 1
N, = (130)

eﬁ(esfﬂ) + 1

7 bose 1
(A S— (131)

err(es—Hm) _ 1

Szémoljunk ki még néhany fontos mennyiséget!
U=E=) &N, (132)

Azért csak az N, atlagara van sziikség, hiszen csak ez fluktual. A fenti kifejezésben
U(V,u,T), az egyrészecske allapotok fiiggenek a térfogattol.

Erdekes lehet még a kovetkezs Osszefiiggés, mely a harom intenziv allapotjelzé kozott
teremti meg a kapcsolatot.

PV = ~@ = KTInz = 5K 3 I [1 4 e 0] = p(u, T) (134)

8Ne feledjiik, a £-bol a fels6 a Fermi, az alsé a Bose
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A nagykanonikus targyalasmod egyik hatuliitGje, hogy nem kozvetleniil a megmérhets
mennyiségeket kapjuk meg belSle. Kell még egy plusz matekozas, hogy eljussunk oda,
ahova szeretnénk. Az N = N = N(V, u, T) kifejezésben V' lineéarisan szerepel. Leosztunk
vele és invertalunk. = p (%, T) — ebbdl pedig lehet nyomast szamolni p = p(u,T). Igy
mar jo!

AV, N és pV megkaphatoé ugyan a nagykanonikus targyalasbol, am ezek nem prakti-
kus mennyiségek. Emiatt mi a p-re hajtunk, amit az N-bdl lehet kifejezni és ezt kell

visszahelyettesiteni mindehova, igy kapunk majd hasznalhaté mennyiségeket.

Vegyiik példaul a dobozba zart elektronok modelljét.

C1he

32. abra.

St > [ dep)se)

A dobozba zart elektronok energiaja diszkrét ugyan, de ha a térfogattal tartunk a végte-
lenhez, ez atmegy folytonosba. Az allapotok szama ~ de = p(e)de, ahol p(e) az éallapot-
striiség fiiggvény. Megnézziik hogy hany energianivo talalhato a [e, e + de] tartomanyon.
A p(e) egy kvantummechanikai mennyiség, nem a termodinamikabol szarmazik. A kvan-
tumfizika az energianivok folytonossa valasaval athajozik a klasszikus fizikaba, tehat néz-
ziik meg most egy részecske fazisterét (ami hat dimenzios!).
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4

>
Ax

33. abra.

Rogzitett p mellett mennyi egy adott p-nél kisebb impulzusu egyrészecskeallapotok

szama? 3
B3

A szamlalo egy p sugart gomb térfogata, a nevezs pedig a kvaziklasszikus kozelités eredmé-

nye. p(p)dp : [p, p+ dp|] kozott mennyi allapot van? (Tehat az impulzustérben értelmezett

gombhéjon beliil hany allapot van?)

(135)

V- geptdp
——— = pp)dp (136)
h
A (136) az impulzustérbeli allapotstirtiség fliggvény. Hogyan lesz ebbdl p(e)?
2
e=L o ge= @
2m
. 47T \/— 3/2 27T
p(p)dp = p(e)de = Vﬁmde 2my/e = V(2m) ﬁ\/gde (137)

Vegyiik észre, hogy v/2m+/e nem més, mint a p.

A V(2m)*/22% /¢ kifejezés a keresett p(), ez pedig \/z-nal fiigg, a t&bbi csak konstans.
Oda kell még irni a V' elé egy g = 2s + 1 tagot, mert (137) énmagéban még csak a nulla
spind bozonokra igaz. Hogy mindenre j6 legyen, meg kell szorozni a g-vel. Ezt a huzast (a
g-vel valo szorzast) mar nem lehet meggondolni a fazistérben, majd kvantummechanikailag
lerendezziik. Ez a targyalasmod viszont jo lesz még a fotongéz termodinamikajara is!
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12. Tizenkettedik eléadas

Milt érén addig jutottunk, hogy felirtuk a p(e) = V(2m)*/?25 /¢ kifejezést, amiben a
gyok epszilon el6tt szerepld rész igazabol egy konstans, tehat maga a p(e) gyok epszilonos
fiiggésii. Az altalanos relativisztikus Osszefiiggés e és p kozott: € = /m2c* + 2p?.
Fotonokra egzaktul igaz a kovetkez6 ultrarelativisztikus képlet:

e(p) =cp

Ez az eset akkor valosul meg, ha a kinetikus energia sokkal nagyobb, mint a nyugalmi
energia. Ha a nyugalmi energia nulla, akkor az el6z6 allitas mindig fennal, tehat fotonra
(aminek nincs nyugalmi tomege) mindig érvényes. Ilyenkor nagyon egyszerd atirni a p
Osszefiiggést, amivel megkapjuk a fotonok energia allapotstirtiségét:

_ dr

pdp — p(e) =V - N (138)
A (138)-ban még hianyzik a spinfaktor, azt még nem vettiik figyelembe. A foton (Bose
tipust) egész spini részecske, spinje 1. Azt gondolnank, hogy egy hérmast kell elé irni,
de igazabol nem. A fotonok spinjébdl csak az a kettd tud megvalosulni, amelyek az
impulzus irdnyaba mutatnak (vele, vagy ellentétesen vele). Egy méasik magyarazat lehet
az, ha ugy képzeljiik el a fotont, mint egy elektromégneses hullamot, mely két polarizacios
allapottal rendelkezhet. A lényeges kiilonbség abban van, hogy az epszilon kitevGje a nem
relativisztikus esetben 1/2; relativisztikusan pedig 2.

Irjunk fel még harom mennyiséget, melyek fontosak lehetnek.

e Részecskeszam (atlag)

[e.e]

_ S 1
Z / L )eﬁ(g’“) +1
§ 0

Ne feledjiik, a + ismét (fentrdl lefelé) Fermi és Bose rendszert jelent. A képletben
szerepld p(e) a kvantummechanikai szamolés kovetkezménye, bar a térfogatot (mint
egyetlen termodinamikai allapotjelz6t) tartalmazza ez a r6 epszilon. Mivel termo-
dinamikai limeszben vagyunk, a V' nagy, de csak akkor megyiink el végtelenbe, ha
két extenzivet osztunk egymaéssal.

=NV, T.) = o = F(T.10)

A fentiekbdl lathato, hogy a részecskeszam a térfogattol linearisan fiigg, amibdl az
kovetkezik, hogy ha leosztunk a térfogattal, akkor a stirtiség mar a két intenziv
allapotjelzé fiiggvénye lesz.
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e A masik ilyen mennyiség a belsG energia.
o

— — dep(e)e
U=E=3 W= [ P U =Vl (139)
s 0
e Harmadik Osszefliggésiink pedig a nyomaés és nagykanonikus potencial ¢sszekapcso-
lasara szolgéld Euler 6sszefliggés lesz.

% = —% = i/dsp(e) In [1 + e~ wr(E=H)
0

Amiket most felirtunk, azokkal egy kvantum ideélis gz termodinamikéija kiszamolhato.
Mindent ki lehet szdmolni innen. Mondhatnank, hogy a fi elég lenne, hiszen az funda-
mentélis egyenlet, am valdjaban ilyenkor praktikus a fenti két képletet is hasznalni. Nem
is igazi allapotegyenlet a harmadik sem, mert a nyomast a kémiai potenciél fliggvényében
kapjuk meg. Ki kellene fejezni u-t a T és % fiiggvényében, majd visszahelyettesiteni, ugy
mér jo lenne.

Erezhetd, hogy ez az egyenlet nem a pV = nRT-hez (pV = NkT) vezet, hanem valami
bonyolultabb egyenlethez.

Hogyan kapjuk meg a kvantum statisztikdkbol a klasszikus limeszt (Maxwel-Boltzmann
statisztikat)? Vizsgaljuk meg a helyzetet két aspektusbol.

R
errle—m) 41
Klasszikus limeszben az it << 1, azaz a kémiai potencial egy erésen negativ
mennyiség, tehat a —p egy nagyon nagy mennyiség. A Maxwell-Boltzmann statisz-
tikahoz ,amire feliil a nyil mutat, pontosan ez a tulajdonsag kellett. A klasszikus
limeszben tehét elttinik a Fermi és Bose tipust gazok jellege, megsziinik a kiilonbség
a kettd kozt.

e A masik rész egy allitas lesz!

Allitas: Ha p(e) ~ e = pV = HLIU . A nyomaés és belsG energia ilyen egyszerii

Osszefiiggéssel kapcsolhato Ossze. Ennek két esete van.

1.
p? 1 2
8—%.l—§:>pV—§U
Ez a kifejezés mar ismert lehet a pV = NKT és U = %N KT 6sszefiiggésbdl,
azonban az altalunk felirt Osszefiiggés mindhédrom széban forgd statisztikara
igaz (FD, BE, MB), mig a szovegkornyezetben talalhato két Gsszefiiggés kiilon

mar csak a MB statisztikira az.
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2. Fotongéaz:
e=cp—>1=2
1
A fotongaz modell a feketetest sugarzas legegyszeriibb modellje. Mirdl is van
s26?7 Uregrezonatort vizsgalunk, melynek belsejében a hémérséklet 7. Beliil
allohullamok alakulnak ki, amelyeknek a falon 1étrehozott kis réssel lehetGséget
biztositunk a kijutasra, hogy megvizsgalhassuk Gket. Azt tapasztaljuk, hogy
ezen kicsatolt hullamok energiaspektrumai a Planck-torvényt kovetik.

Egy masik magyarézat az, hogy az iiregrezonatorra gondolhatunk tgy is, mint
fotonokra a T hémérsékletii tireghen. A fotonok az edény falan megsemmisiil-
hetnek és keletkezhetnek is ott. Ezeknek a fotonoknak a szdma nem rogzitett,
ezért p = 0 kell legyen. A fotongéz belsd energidja a kovetkezd Osszefiiggéssel
irhato

1
pV =gU~VT

ami nem mas, mint a Stefan-Boltzmann torvény. Ebbdl egybdl kidvetkezik a
nyomés és hémeérséklet kozotti T-es fiigges. Ez eltér a klasszikus gaz viselke-
désétsl, hiszen nem fiigg a strtiségtdl. Az ilyen rendszer részecskeszdma nem
beéllithato, maguk a fotonok (edénnyel valo litk6zések soran) allitjak be a ré-
szecskeszdmot. Adott T hémérsékleten a rendszer nyomésa allando, azaz az
izobér és izoterm folyamatok igazabdl itt ugyanazt jelentik.

1

Bizonyitas: Felirhato a kivetkezs: p(e) ~ & = p(e) = [ep(e)]' 737, ami kijeldli a

parcialis integralas hasznalatanak lehetGségét.

v 17
D = / e pe)] In [1 £ emrm] = (140)
0
A hatarokon elgszor nullat kapunk (plusz végtelenben a logaritmus miatt, a nullaban
meg az £p(e) miatt). A derivalast atvissziik a méasik tagra, akkor

o0

1 +)err (e (- )
d = 141
1 / o 5p 1 ekT(5 #) ( )

0

[e.9]

11 / de-eple) _ pV
kT1+1) errle—mw 11 kT
0

Az integral értéke pontosan az U = E. Pontosan emiatt az integral hasaban 1évé
rész miatt a FD és BE statisztikakra is jo lesz. Ez azért tortént meg, mert kiestek a
+-ok az el6bb (a (141)-bdl), masrészt mivel a klasszikus targyalasmod a kvantumos
hataresete, az is meglesz belSle. Persze a Fermi és Bose rendszer kiilonbségei méar
az U-ban vannak eltarolva!
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12.1. Degeneralt Fermi rendszer - alacsony hémérsékletti elektron-
gaz

A fémek delokalizalt elektronjainak rendszere is ezzel a targyalasmoddal kezelends. A

fémek pozitiv ionjai learnyékoljak az elektronok kozott hatdé Coulomb taszitast. Vezetd

rendben ez az arnyékolas annyira erds, hogy a Coulomb taszitést el is lehet hagyni. Ilyen
modon lehet a fémek elektronrendszerét idedlis gaznak tekinteni.

A fémekben szobah&mérsékleten is degeneralt géazként kell kezelni az elektrongazt. Régen
azt gondolték, hogy az elektronok a récsrezgésektdl fiiggetleniil kezelhetSk. Ez végiil is
ma is igy van, hiszen a racsrezgések egy hosszutavia Coulomb potencial elleni arnyékolast
jelentenek ugyan, de ennél tovabb nem vessziik figyelembe 6ket. Mig nem volt kvan-
tummechanika, az ekviparticio tétele szerint a fémeknek (3R/2) molaris hékapacitasanak
kellett volna lennie, de ez nem igaz, hiszen a fajhére vonatkozd mérésekben megmutatko-
zott, hogy ez rossz elképzelés. Itt mutatkozott meg, hogy a problémét kvantumosan kell
kezelni!

A kémiai potencial itt most nem lehet negativ, mert akkor gyakorlatilag nulla betoltottség
lenne 7" = 0-n. Szemben a klasszikus MB kémiai potenciallal, a Fermi rendszer kémiai
potenciélja alacsony hémérsékleten pozitiv.

T=0
0, hags > p
ﬁ:;g
oem 1, has, < p
| N e
-,T//O
730

34. abra. A lépcsofiiggvény pontosan pg-nal vag le és ennek kT kornyezetén érzékelhetd
az elmosodés.

Ez az eloszlastiiggvény T' = 0 hémérsékleten egy szép, éles lépcstfiiggvény. Ha a
hémérséklet egy kicsit magasabb a nullanal, akkor a gy kornyékén elmosodik egy kT

74



szélességgel. Mivel a (%, T), ezért ami az dbran szerepel, az igazabol egy oy = i (0, %)
Nevezziik ezt nulla hémérséklet kémiai potencialnak és azt jelenti, hogy ez az a szint,
amig az egyrészecske allapotok be vannak toltve. Igazabol nem mas ez, mint a Fermi-
energia, amit kondenzbdl mar megismerhettiink. Ha 0sszehasonlitjuk a statisztikus fizika

nulla hémérséklet limeszével, rajoviink, hogy ez a pg igazabol a Fermi-energia. Ez az
érték csak a részecskeszam stirtségtol figg po = p <0, %) , pont ezt a fliggvényt szeretnénk
kitalalni, hogy hogyan fiigg téle.

N:/ds-p(e)-ﬁ(e) :/ds-p(e)-lz (142)

Esetiinkben most éppen N(¢) a lépessfiiggvény, ami azért jo nekiink, mert nem kell a
végtelenig integralni, elég az Ep-ig (jegyezziik meg, hogy T' = 0-ban igaz, amiket most
mondunk!).

3
il 32 31 Er 8t [2m 2 3/2
=visemi ] =V (h_) By

N\ [/ 3\ R
Er=|— — ) — 14
r (V) (87T> 2m (143)

A (143) a Fermi energia stirtiségtél valo fiiggése. Irhattuk volna a kévetkezd alternativ
felirast is:

Ebbdl pedig

Er

2 3 2
/dep(a) 1=C- gEQ = ngp(EF), aholp(e) = ¢ - e/
0

Felvet6dik a kérdés, hogy milyen hémérsékleteken kell igy targyalni a dolgokat? Vezessiik
be a Fermi hémérsékletet.
kTr = Er (144)

A degeneralt leirasmod akkor alkalmazhato joggal, ha T << Tp (ezt nevezziik degeneralt
Fermi gaznak). Ha pontosan az ellenkezgje teljesiil, azaz T' >> Tp, akkor MB statisztikat
kell hasznalni, klasszikussa valik a Fermi gaz. Mi szamit degeneralt Fermi gaznak? Héat
pontosan a fémekben 1év6 delokalizalt elektronok rendszere kezelendd igy. Az elektronok
Fermi hémérséklete ~ 10000°C' nagysagrendi, azaz a szobahémérséklet tényleg nulldnak
szamit hozzajuk viszonyitva.

Am példaul a hélium atom spinjét a magspin donti el, azaz hogy az egész atom Bose,
vagy Fermi tipusu lesz, a magspintél fiigg. A hélium 4 izotop egy Bose, a hélium 3 pedig
egy Fermi részecske. Képzeljiink el egy 2He-bol 4ll6 gazt. Ennek a Fermi hémérséklete
kb. fél kelvin koriil van. Itt mar a szobahémérséklet sokkal nagyobb, mint T%. Hogyan
lehet erre a karakterisztikus hémérsékletre becslést adni?

2 — 2
3\3 N\?® h?
’fTFEEF”f:(sﬂ (V) ok
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A nagy kiilonbség a hélium és elektrongaz koézott pontosan a tomeg miatt van, hiszen
az a nevezGében taldlhato. A hélium 3 tomege az elektronokénak durvan tizezerszerese,
ettdl ilyen kevés a Fermi hémérséklete. Emiatt, rendes gazokra nem szoktuk a kvantum-
statisztikat hasznalni, til alacsony hémérsékleten pedig mar amugy is folyadékok ezek a
gazok.

Megadunk néhény Fermi hémérsékletet

Anyag | T [°K]
Na 3.77 - 10*
Fe 13104
Cu 8.16 - 10%

1. tablazat. Néhany anyag Fermi hémérséklete

Ahogy az 1. tablazatban is lathato, a fémek Fermi hémérséklete nagyon magas, emiatt
kell degeneraltan szamolni. A delokalizalt elektronokat tehat kvantumosan kell targyalni
(nem csak a termodinamikajat, hanem pl. a vezetési jelenségeket is, hiszen csak igy
kapunk a kisérlettel megegyezs elméleti leirast)!

A klasszikus targyalasmodnal a hémérsékleti hullamhosszal definialtuk a klasszikus
targyalasmod érvényességét. Tegyiik ezt meg most is.

V 3
T >> Tr : MaxBolt & \p << (N)

Igy azt mondhatjuk, hogy akkor klasszikus a Fermi gaz, ha az ritka, vagy magas a ho-
mérséklete, illetve akkor kezelendd degeneréltként, ha stird ,vagy alacsony a hémérséklete.
Irjuk fel a degeneralt Fermi-rendszer energiajat

Er
2 5 3 —
U:/dsp(s)-szC-gElgw:ng-N (145)
0

A p(e) most is (a (145)-ben) egyenls C - e3.

T = 0-nal a termodinamikai bels6 energia = az alapéllapoti energidval. Egy makroszko-
pikus rendszer abszolit nulla fokon az alapallapotaban van. Magasabb szintek csak akkor
johetnek széba, ha a termikus gerjesztéseket is figyelembe vessziik. Azt kaptuk tehat,
hogy az alapallapoti energia nem nulla! Azért ez meglepd, hiszen azt hinnénk, hogy a
nulla szinten nullat kapunk, hiszen csak kinetikus energia lenne az energiaban, de ha nincs
mozgés, itt is nullat varunk.

A feloldast a Pauli-elv adja, hiszen az alapallapotnal mi bepakolnank mindent a lega-
lacsonyabb energiaji dobozba, de nem tehetjiik, hiszen az kimondja, hogy egy dobozba
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csak egy részecske keriilhet. Kénytelenek vagyunk a dobozokat bepakolni egészen a Fermi
energiaig. Tehat a Pauli-elv kovetkezménye, hogy T = 0 ban a Fermi rendszer energidja
hatarozottan pozitiv. Bose rendszernél persze mindent bepakolhatunk a nulla energidju
dobozbal

A Pauli-elv egy masik kovetkezménye: az elektrongiz nyoméssal rendelkezik abszolut
nulla hémérsékleten. o
3 23 . N
U=-pV = -—-Fpr— =
oY Taptry TP

77



