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1. Feladat

A jel ag amplituddja egy konstans szam, mig a zajé (a,) egy valosziniiségi valtozo, aminek a varhato
értéke (a,) = 0, szérasa pedig: /(a2) ~ 1000 as. Az érzékelt amplitado a ketts Osszege: a = as + ay,.
Ha N egymaés utani amplitudét sszegziink, akkor a jel amplitudok Gsszege N-nel ardnyosan né, mig
a zaj amplitudok osszege a nagy szamok torvénye alapjan egy tovabbra is 0 varhato értéki és v/ N-nel
aranyos szérasu valoszintségi valtozo lesz:

N

A= (an)i  \(A2) = (4,)* = /(42) = VN - /{a2)

i=1

A jelamplitudok Gsszege pedig:
Ag =N -a,

Akkor nevezhetjiik megfigyelhetének az Gsszegzett jelet a zaj mellett, ha: A, = \/(A2), azaz:
VN -\/{a2) =~ N - a4
VN -1000 a5 ~ N - a,

Innen pedig: N =~ 105, azaz egymilli6 amplitidot kell 8sszegezni, hogy a jel /zaj viszonyt 1000-szeresére
javitsuk.

2. Feladat
i)
A hémeérséklet: T'= 300 K, a CO molaris tomege: M = 0.028%. A Maxwell-féle sebességeloszlas:

P(vg,vy,v,) = P(v) = <A>3/2 -exp (—Av?)

™
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ahol A = 5% = o7, R=8.314 .

Térjiink at polar koordinatakra a sebességtérben:
(Va Uy, v:) < (v,9,9)

A sebesség abszolut értékének varhato értéke (atlaga) igy:
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A legvaloszintibb értéket a sebesség abszolut értékétsl fliggs strtségfiiggvény maximumanak helye

adja:
d s (A7 )
T lélm) . <ﬂ_) exp (—/\v ) =0
20 - exp (—Av?) + 0% - (=2\v) exp (= v?) =0
2v - exp (—)\v2) . (1 — v2)\) =0
Maximumot a v = % =2 /8L ~ 422 ™ n4l talalunk, ezért ez a legval6szintbb sebesség.

ii)

Az energia varhato6 értéke a fenti polar koordindtakban integralva:
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Masodik momentuma:

15, 115
16" N T 16

Igy a szoras valamint a relativ szoéras (relativ fluktuacio):
V6 o \F
=\(E?) —(BE)> = ZokpT = =4/= ~0.82
op (B%) —({BE)" = < ks ) 3
A relativ fluktuacio tehat alig kisebb, mint maga az energia atlagos értéke, ez azonban nem okoz gon-
dot, hiszen az értelmezés szerint a makroszkopikusan megfigyelhets energiafluktuaciok a sok Maxwell-

eloszlasi valdszintségi valtozd dsszegének fluktuacioi, ami pedig a nagy szdmok térvénye szerint relative
kicsi.

3. Feladat

M tomegi, gdombszimmetrikus tomegeloszlasi, R sugari gémbon kiviil a egy m tomegt részecske
gravitacios potenciélis energiaja:

1 Mm

yor
A Maxwell-Boltzmann-eloszlas szerint a gaz siiriisége r magassdgban barometrikus egyensily esetén

p(r) = p(ro) - exp (— EPOt(T)k_prot(To)>

Epot (1) =

Ez a mi esetiinkben:



p(r) = p(R)-exp (m (7{_ ;))

Figyelembe véve, hogy a nagyobb sugart gémbhéjaknak nagyobb a felszine is kapjuk a sugar szerinti
strtségfiiggvényt:

P(r)—A.rz.exp< Mm 1)

’}/'k‘BT.;

ahol A egy illesztendd konstans.

Az illesztés nem torténhet normaélassal, mert a fenti fliggvény nem normalhat6é ugyanis végtelenben
nem tart 0-hoz. Ezért gyanitjuk, hogy nem lehetséges, hogy ilyen eloszlasi legyen a légkdr a Fold
koriil. Az ok pedig az, hogy a légkor nem izotermikus, a h6mérséklet a Fo6ldtsl tavol méar a Nap és
az Univerzum &ltal meghatarozott atlaghémeérséklettel egyenls, ami jelentGsen alacsonyabb, mint a
felszini hémérséklet. A légkor azért nem szokik el a Foldrél, bar a fenti szdmolas azt josolnéd, mert az
alacsony hémérséklet a kinetikus energiat a részecskék kozotti kolesdnhatéasi energia ala nyomja, igy a
gaz megsziinik idedlis lenni és lecsapodik, kototté valik elsGsorban 6nmagihoz, és kozvetve a Foldhoz
is.

4. Feladat

A gyémantdarabok tomegei (m; ¢=1,2,..., N, amikre fennall, hogy &sszegiik M) koordinatazzak az
eseményteret:

N
{(mhmg,...,mN) ERN |VZ 0<m,, Zml :M}
i=1
A feltételezés szerint mindnefajta N darabra torés egyenlGen valdszind, azaz ezen a téren konstans

valoszintiség stirtiség van. Az egyszeriiség kedvéért egy gyémant értékét tekintsiik egyenlének a tomegének
a négyzetével, igy a varhaté Osszérték N darabra torés esetén:

<im> _ N (m)

,ahol a jobb oldalon m; jelolheti barmelyik tomeget, ugyanis mindegyik tomeg ugyanolyan eloszlast
valoszintiségi valtozo, hiszen indexelésiik csupan 6nkény volt. Egyetlen témeg négyzetének varhato
értéke pedig (legyen i = N):

[ dmy dma...dmy m%; - [I—L 1 @(mi)} : (Zf;l m; — M)
[ dmq dms...dmy [Hi:l @(mi)} : 5(25\;1 m; — M)

,ahol © a Heaviside-fiiggvény, ami 0 ha az argumentuma negativ és 1 ha pozitiv. A tovabbiakban a
nevezében és a szamlaloban allo két integralt szamitjuk ki:
A nevezdt koordinatédnként egymas utan integraljuk. Elgszor levéalasztjuk az els6 valtozot:

N N

[To0m:) 6<Zmi—M> =

Nl—l i=1 N

= /dm2-~dmN [HQ(W)} '/dm1 @(M1)-5<Zmi+m1 —M) = ..
i i=2

=2

(miy) =

/dm1 dms...dmy

Az els6 valtozora valé integralas eredménye:
N
I = /dml\ @m1 (Zml—l—ml >=@<M—2m1>

a kovetkezd valtozo szerinti integralas is levalaszthato:



N N
=/dm2dm3...dmN [Te0m) @(M—Zm) -
N =2 =2 N
:/dmg...dmN [H@(ml)] ~/dm2 @(m2)~@<MZmi m2>
i=3 1=3

A miésodik véltozéra valo integralas eredménye:
N N N
IQ = /deG(mg) @(M—Zml —m2> = (M—ZmZ) @(M—ZTrh)
i=3 i=3 i=3

Altalanosan felirhato, hogy a (k + 1). valtozo szerinti integral az k.-bol az alabbi rekurzio alapjan
képzddik:

Iy = /dmk+1 O(mpy1) - I

Tovabbszamolva megsejthetd az explicit képlet:
N 1 N k=1
fk—@<M—_Z mi) oD (M—_Z mz)
i=k+1 i=k+1

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik:

1. Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy k = 1-re visszakapjuk a fent kiszamitott formulat (ugyanis
0'=1).

2. Masodik lépésként alkalmazzuk a rekurziét a k. elem sejtett alakjara:

N 1 N k—1
Ik+1 = /dmk+1 @(mk+1) . @(M— Z ’I’I’Li> . W (M— Z mi> =

i=k+1 i=k+1

N
M_Ei=k+2 i

N N k—1
:M.@<M— Zm) / dmys1 (M— Zmi_mm) —

i=k+2 ) i=k+2
1 N N k
:]gl(a(M_ZmZ)(M_ZmZ)
i=k+2 i=k+2

Megkaptuk az explicit formula k + 1 helyen felvett értékét, ezzel bebizonyitottuk a sejtést.
Felhasznalva az explicit formulét:

Ino1 =0 —my) - ﬁ (M —my)N?
1 1 MNfl
INZ@(M)-M.MN - -

A masodik formula éppen a tomeg négyzetének a kifejezésében a nevezében 1évs integral értéke, hiszen
benne mar az N. véltozé szerinti integral is elvégzésre keriilt.
Most szamitsuk ki a szamlaléban 1évé integralt:

N N
/dml dms...dmy mi - H@(mi) -9 (Z m; — M) = /dmN mi - O(my) - In_1 = ...
i=1

i=1
ugyanis az 1,2,3,...N — 1 valtozokra elvégzendd integralok nem valtoznak, igy (mpy-rél elhagyva az
indexet):
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Osszegezve az eredményeket:
MNT1 2
(m3) = O NFONE=T] _ g2 (N DY 2M?
N MN-_1 (N+1)! (N+1)N

(N—1)I

Igy pedig a gyémantdarabok varhato dsszértéke (ahol elézetes megéllapodas szerint M? jeldli az eredeti
gyémant értekeét):
2M?
N -{(m%) = ——
(miv) (N +1)

A mikrokanonikus eloszlassal analdg a feladat, ha a gyémént OssztOmegét a zart rendszer teljes en-
ergidjaval, az egyes darabokat a rendszert alkoté részecskékkel azonositjuk. Ebben az esetben a feladat
végeredménye éppen az egyes részecskék energia-eloszlasdnak mésodik momentumét adja, ami a fluk-
tuaciok kiszamitasa szempontjabol fontos.

5.Feladat

Egydimenziés, klasszikus

Az egydimenzits klasszikus harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye:

1 1
H(p,r) = %]f + imuﬂxz

A kiszamitando fazistérfogat:
Q(E) = /dw/dp@(E —H(p,x))
Ez éppen egy ellipszis teriilete, igy kiszamithatéd a tengelyeinek a hosszabol:

| 2K
Tmazr = 5 Pmax — V 2Em
mw

E
Q (E) = T Pmaz * Tmazx = 27;

Egydimenziés, kvantumos
Energiasajatallapotai:

1
En:hw(n—i—Q) n=0,1,2..

Azon allapotok szama, amelyeknek adott E-nél kisebb energidjuk van: n,,., + 1.

1 E 1 E 1
5)<E <—-5 mazr — | £ . T &
hw(n—i—z)_ S NS -5 =N { J

igy az éallapotok szama:

Qq(E)={hi—;J+1:{Q§LE)_;J+1%M



N-dimenziés, klasszikus

A Hamilton-fiiggvény:

; 2m
=1

N1 1
Hpx) = 3 | geop? + gt

a tengelyeinek hosszabol ki lehet szdmitani:
2F

mw?

Q(E) :/dxl dxg...dmN/dpl dps...dpy O(E — H(p,x)) =
N

= v () [T i) as - (@)naw = v2n (1) <2E>N - %N' ‘ (2E>N

, w
i=1
ahol von (1) a 2N dimenzids egység sugart gomb térfogatat jeloli.

N-dimenziés, kvantumos
Energia sajatallapotok:

N
1
Eningyny = hw [Z n; + §N n; =0,1,2, ...

i=1

FE energia alatt vannak mindazon &llapotok, amikre:
N
E
;i < — — =N
;” = w2

Azaz Ef\il n; felvehet 0,1,2,...sth. értékeket egészen L% — %NJ—ig. Kiszamitjuk, hogy N oszcillator
kozott, hanyféleképpen lehet legfeljebb| £ — 2N |db megkiilénbdztethetetlen energiaadagot szétosz-
tani: Képzeletben egymads utan téve az oszcillatorokat és az energiaadagokat egy N + L% — %NJ
absztrakt elembdl all6 sorozatot kapunk. Minden lehetséges sorozat egy-egy szétosztast jelent, oly mo-
don, hogy egy oszcillatorhoz az 6t kdvets energiaadagok tartoznak (a sorozat elején 1évé energiaadagok
pedig nem tartoznak egyik oszcillatorhoz sem). Az igy felépithets sorozatok szdma éppen a lehetséges

allapotok szama:

—_

a,(p) = (Vg man) Lo e

hw
Nagy E-re a klasszikus oszcillatorok rendszerének fazistérfogataval kifejezve:

L BEE 0 e\ )
2~ (i) <
Nt (55)



