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=0,1,2,..., N). A folyamat master-egyenlete ugyano
pusu, mint a 10.20. feladaté. Az el6z6 feladat eredmén
jan konnyen meghatarozhat6 a mikodoé gépek szama
hato értéke:

STATISZTIKUS FIZIKA

. NA
1) = — (At 1__ ——(/H-u)t“.
(nlt) = me= g 1 om0

11. Bevezetd feladatok. Alapfogalmak

A generatorfliggvény egyenlete most

aG(t, z)

0
=== (z—l)[iN—(iz—l-u)&

G(t, z).
) 1. 2) Annak a valosziniisége, hogy egy kivalasztott molekula a

AV térfogatban tartozkodik :

4

=5

s mivel a molekulak fiiggetlenek egymastol, n molekula
AV-ben valo tartozkodasanak valosziniiségét a binomialis
eloszlas adja:

A G(z=1) =1 feltételt kielégité stacionarius megoldas

o (-0

a stacionarius eloszlasfiiggvény pedig a

()

Bernoulli-eloszlas.

p

!

Win) = Wi]% P —p)y

A V—oo, No>oo, 9 = N/V = all, AV=all. hataritmenet-
ben a Poisson-eloszlast kapjuk:

W(n) = A N—llN——2_m.N~n<1_ i)N(l_p)—n —

~n! N N N, N
»o_,
-— ;;—'— e y
ahol bevezettiik a A=pN =4V jelolést.

o0

by i = ) nWn) =4

n=0
n?—n? = A

2. A labda mozgasa periodikus és minden pattogas szimmetri-
kus, igy szamitasunkban elég egy fél periddust vizsgalni.
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1.3. a) Két fal kozott pattogo labda.

b) Rezgd vagy forgd mozgast végzd test, oldalnézetben.
c) Foldre pattogod labda (x a gravitacids tér iranya).
1.4. Mivel azonos részrendszerekrdl van sz, ezért

fT:fo

fiiggetlen i-t8l, s igy f'= Nf;. A részrendszerek fiiggetlenek egy-
mastol, ezért

A mozgast az
g .2
=h—=t
) =h-1
fiiggvény irja le, s a vizsgalt id6tartama O és a T = 2g/h
kek altal hatarolt intervallum. Az

x> = [xptoa

— N N
varhat6 értéket célszerl atirni az 2= . Z 1 fif; = | Z : (= o) (f— fo)+ N2 f2 =
T L, j= i,j=
<x> = _f x(t)p(t) dt — (Aﬁ))z-*'szoz,

0

tehat a relativ szoras

VA V-7 1 yun)r 1
7

alakba, mivel véletlenszerd felvételek esetén p(t) egyenle
eloszlast: p(tr) = 1/T. 1gy

oo 7 N fo YN
= —dt =<h. N N7
<X> Jx(t) Td 3 g El) X2 =2 Z P - LZ Z elei—ei) _
0 i=1 i,j=1
Mérési eredményiink N darab &; érték, ezért _IAN - ]2 t ‘
T

)= 5Tk

L N 2 N
b =L | Y | =2 Y Gx)=LoN.
és igy i=1 i,j=1
‘ 3 tehat nem fiigg a dimenziotol.
h = *Z éi- "N 2
2N i o2 2 ip —
A ¢) x*=1L Y cos Ye =
A mért értékek szorasa az atlag szorasa: !
,_ 9 =L* Z 1 cos §;cos §; €T =
O—h - I3 i,j=
4N N |
ahol =L> ) cosYcosd e =
i,j=1

S(4-T Ny

N—-1

, — ]
of = = ’Ncos™ 8 = L*N.
az empirikus szoras.
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11.6.
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_ N 2
d) x* = ZfLﬂ” _ 3 LL @ =
=1 ij=1
N _ 2
=y r-n_Ly
i=1 3

Az N-edik lépé&s utin a részecske helyzete:

N
X =) X,
n=1

ahol x, az n-ediik 1épésben, (5rténd elmozdulas. A teljes
duléas négyzetémek atlaga:- ‘

_ N ,
x2= ) (Xx,) és (x,x,) csak (n—k)-tol fiiggs
nk=1

Ha az n-edik I&pesben a re¢szecske valamilyen iranyban
akkor az (n+i)-edik 1épéssben az ugyanilyen iranyban

pés valoszinlisége legyen iq, , -

ngi = Gpri—0+byy i f+20,1 17,
ahol b, -1, ¢, a visszzafelé, illetve az n-edik 1épésre

leges iranyba vialé 1épés vialoszintisége az (n+i— 1)-edik
ben.

Hasonlban,

buti = ayric 1 Btbysis 042000517,

és az (n+i)-edik és (n+i-—1)-edik 1épés skalarszorzatand

laga:

(6 Xt )= Anti=byi; = (Aysio1—bpsio1)(@—B)

- (x"ﬂ'—jp Xuti-2)(@—B).

fgy tehat
(4% = (o )~

Ezek utan a végeredmeényy:

— 1 1—g"
x> =N el 2q —ﬁ—z,
l—q “(1—9)
ahol g = a—p.
7. El6szor vizsgaljuk egy (i, j) pontba valo eljutas valoszintliségét,
ahol sem i=+ L, sem pedig j== L. Mivel az i, ill. a j iranyba valo

elmozdulas valoszinlisége 1 — g, il g, ezeért

() )

Az (i, L) pontokban az i iranyba lépés valoszintisége 1, igy a
B pontba az i iranybol val6 belépés PYY) valoszin(iségét meg-
kapjuk, ha a golyo valamelyik (i, L— 1) (i< L) pontba jutasa-
nak valoszinliségét szorozzuk p/2-vel (a j iranyba lépés valo-
szintiségével):

-6 ()-8

A B pontba a j iranybol érkezés P valoszin(iségét hasonlo-
an szamolhatjuk ki. Az (L, j) sorban a j irAnyba 1épés valoszi-
niisége p, ezértaz (L— 1, j) (ahol j< L) pontba jutas P;_, ; va-
l6szintiségét az | 1— g p~~/ tényezdvel kell szoroznunk ah-
hoz, hogy megkapjuk annak a valdszintiségét, hogy a goly6 az
(L—1, j) pontbol az i iranyba lépett, majd legurult a B pontba.
P?)-t ezek utan a j-re vald Osszegzés adja:

L—1
p .
Pg£:<1—2> Zl PL*laij f=

J

_ 1_3“1[)1‘71[‘” L+k—3 i
2 A\t )

gl
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11.8.
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fgy a B pontba jutas valosziniisége:

MMt M4 k—1 Py

P 1o

P, = P +P@E = <2) k;)( k >< 2)
Mo M1 M+k—1>1
p M ikt
+<1—2> b k;,( k -

ahol bevezettilk az M = L—1 jelolést. Kb’nnyeq megmu
t6, hogy a P 6sszeg minden tagja nagyobb, mint a me

J4 Ja .o 4 (2) (1)
tag a P{}-et meghatarozd Osszegben, tehat P> Pij,

P S2PF).

A PQ) valoszintiséget viszont kiszamithatjuk, mivel p=
tén P\)=P? és P, =1, amibdl

Mot (M+k—1\1 M1
._:2 5
k;)( k >2k

ezért
1
P =5[]

Az L——>;30 hataratmenetben P% (és kévetkegésképpen'
csak akkor nem nulla, ha p=1. Tehat p.=1, mivel p=1e¢
természetesen P, =1. ,

A fazister d3pd®q tartomanyaba esé ‘allapotok S
d®p d3q/h®. Azon allapotok szama, melyek impulzusa a
riili d*p térfogatba esik
3
N(p)d°p =Jd3q%§ = %d3p,

ami azt jelenti, hogy N(p) fiiggetlen p-t8l. A p és p+dp ko

nagysagl impulzussal jellemzett éllapqtok s?émét megka’
ha az (1) kifejezést még az impulzus iranyara 1s integral

T T

2
N(p)dp = J JN(p){p2 dpsin 3d9de =
) 00
V
= F4np2 dp.
Az impulzus nagysaga és az energia kozott egyértelmi
kapcsolat all fenn: p?/2m = E, ezért ugyanennyi 4llapot

van J2mE és 2mE+]/2LnEdE kozotti intervallumban s

(dp = ,/%dE). Ha az E ¢és a dE értéket adjuk meg, akkor

az E és E+dE kozotti energiaértékkel Jellemzett allapotok
w(E) dE szama tigy adodik, hogy a fenti Gsszefiiggésben p-t és
dp-t kifejezziik E-vel és dE-vel. Igy azt kapjuk, hogy

3
o(E) = h—z2n ]/2m E'2,

Ugyanezt az eredményt kapjuk természetesen akkor is, ha el6-
sz0r az E-nél kisebb energiaju allapotok Qy(E) szamat hata-
rozzuk meg, majd azt derivaljuk.

Amennyiben olyan kvantummechanikai részecskét vizsga-
lunk, mely makroszkopikus méreti dobozban helyezkedik el,
a fenti eredmények mind valtozatlanok maradnak.

Y. a) Klasszikus oszcillatorra

1 ) 1 2E E
QINE) = — dpdg = — = = =
6YE) h J bdq hnw hew’

H(p.q) < E
mivel

p* 1
H(p, q) = ot Emwzqz,

s igy az integral a H(p, q) < E feltétellel meghatarozott el-
lipszis teriiletét adja.
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Kvantumoszcillator esetén

1 "
E, = hc:)<n+ E) n=01,...,

ezert
E 1

o2

2

wm=[

ahol a szogletes zarojel az x valtozo egesz részét jel
szik, hogy QY(E)xQYE), ha E>w.
b) ,,Dobozba” zart klasszikus részecske koordinataja
impulzusa a [ —)2mE, ME] tartomanyban V.

ezért
1
Q,(F) = 1/27@3

Kvantumos esetben a y(0)=y(a)=0 feltételt
hullamfiiggvény

Y(x)-= Asin ‘/2:12}5 X,
amennyiben
1/2;72}2 Zn, n=12, b)
Tehat -

QO(E) = [;W%

Periodikus hatarfeltétel esetén

:[%|/2mE ‘

‘/ZmE o
!

Y(x) = Asin

és a periodicitasbol a

feltétel kovetkezik. Mivel az n+ 0 allapotok kétszeresen de-
generaltak, ezért

(E):[zhal/inﬁﬂ

Legyen a —¢, allapotban N _ részecske, és N, részecske
pedig a + ¢, allapotban. N, és N _ kifejezheté az energia-
val és a részecskeszammal:

E= Mgy, = —N_g,+N &
N=N_+N,,
tehat
N = %(N—M), N, = %(N+M).

N4

Az M, energiaju allapot statisztikai sulya (azaz a mikroal-
lapotok szama):

N! N!

N IN_UT [1(1\/_1\/1)- !B(NHVI)A

2

Q(E) =Qy =

)

A rendszer entropiaja (a Stirling-formulat alkalmazva)

N_ N
S(E) = kIn Q) = —k{N In— +N 1n7vt},

igy a rendszer homérséklete:

1_<as>_1 os _ k., N—. M

=2 == 2= 1
T 0E )y & OM 2g, N+M’ m

Lathat6, hogy csak E <0 esetén lehet normalis termodi-
namikai viselkedésrél beszélni, mivel E>0 esetén (M >0) a
hémérséklet negativ.

Az (1) egyenletbs] meghatarozhato N_/N ., s ezzel a be-
toltési szamok N /N és N_/N homérsékletfiiggése:
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N_ : eauﬁcj 5 N+ - ev—s()/kT

N = eso/kT+e—E()/kT N eso/kT_i__e*eo/kT

Tehat kanonikus eloszlast kaptunk.
A hékapacitas meghatirozasahoz el6szor E(T)-t sz

juk ki.

E=(N,—N_) Ney th 50

= —N_)ey = —Neyth—,

+ 0 0 kT

amelynek T szerinti derivalasabol a fajho:

Nk(2) Nk (AEY g
o (Y _\kt) kT
- \oT )y &0 (L+ Ty °

h? —
ch*

ahol AE=2¢, a gerjesztés energiaja. Ez az un. Schottk
fajhd, amelynek jellegzetes maximuma gyakran me
heté alacsony hémérsékleten olyan rendszerekben,
lyekben a masodik gerjesztett allapot mar nem jatszi
repet (e, —¢&o > kT).

£
Nk

|
|
|
|
|
|
|
|

1

kTy=AE KT
€

11.11. a) Q(E) kiszamitasahoz meg kell hataroznunk, hanyfél

pen lehet M kvantumot szétosztani N oszcillator kozot
abran az i-edik és az (i + 1)-edik palcika kozotti pontok s

206

adja az i-edik oszcillatorra kiosztott kvantumok szamat.) Az
Osszes lehetséges szétosztast gy kapjuk meg, hogy az N—1
palcika és az M pont (sszesen N+ M — 1 objektum) osszes
permutacidjabol kizarjuk a palcikak egymas kozotti és a pon-
tok egymas kozotti permutacioit. Tehat

(N+M—1)!

b) EbbSl az entrépia
S =klnQ(E) =
= kN[(1+n)In (14+n)—nInn]+0(1),
ahol bevezettiik az egy oszcillatorra atlagosan juto kvantu-

mok szamat:

n=-—.

N

A hékapacitas kiszamitasahoz meghatarozzuk S hémér-
sékletfliggését. ‘

l_<ﬁ§ (5M _ k(!
T \oM)\3E ), " 1o " +Z>’

1

amibdl
n =

és a hékapacitas

. ’3S 8S (h‘a))zeﬁw/lﬂ
C= T<(\) o T<‘) O kKT
on Jy 0T

T )y (™)
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Lathato, hogy (8S/0T) > O tetsz6leges T-re. Behelyettesitve a(T)tSk
sébe, konnyen belathatd az is, hogy S0, ha T—0, azaz az entropia
minden hémérsékleten, tehat a kvantumok bevezetése megoldast
entropia negativitasaval kapcsolatos klasszikus problémakra (lasd
példat).

11.12. A termodinamika fStételei szerint, rogzitett térfogat es r

keszam esetén

amibdl

aYY*

E = Nk
*_1

Mivel T—T* esetén E divergens, igy a hadronanyag hémér-
sekl(?te sohasem néhet T* folé. Eszerint T* a hadronanyag
maximalis hémérséklete.

. Mivel fliggetlen oszcillatorokrél van széd

Z=27V

TdS = dE = AkKT"dT,
amib6l

S(T) = AkT"/n+S,, ;
(T) / 0 ahol Z, egy oszcillator allapotosszege:

1 B 1 i kT\3
Z,=-—~|dpdqe B e )| = (5L
= esnsel (G ) |- ()

Az entropiat a szabadenergiabol szamolhatjuk :

ahol S, allando. A rendszer energiaja
E = E 4+ AKT"" Y /(n+1).
Az S = kIn Q Gsszefiiggés segitségével kapjuk, hogy

¥ = —-NkThhZ, = —3NlenE:[—,
fiw

0F kT |
S=——-—1] =3Nk|{In— L
(07 )N <n hw 1)
I'zek utan a fajhd:
08
C=T =
(55), - sn

E=F+1TS =3NkT.

n+1 plin+ 1) n
O k(= By 45,

QE) ~ exp[

Az n=3 eset leirja példaul a sugarzasi teret (1. a I1. kot
feladatat). Az n—0 hataratmenetet vizsgalva azt talalju
S(T) kifejezése csak akkor lesz véges, ha S,-t Ak/n-nek

n
S igy

x"—1 .
juk. A hm0 T~ = In x osszefiiggést felhasznalva
n—~0 N

S=AkInT,
&g s az energia:
QE)~E*

adodik. Természetesen ugyanezt kaptuk volna, ha a
hékapacitast rendszert (ami példaul az egyatomos ide
nak felel meg) vizsgaltuk volna.
11.13. A rendszer hémérséklete:
1 dknQ) 1 aNk

T OE  T* E’

M?gjegyzendé, hogy alacsony hémérsékleten (kT<€ fiw) az
entropia negativnak adodik, tehat a klasszikus leiras érvényét
veszt.

Vilasszuk az energia alapszintjét zérusnak. Az allapotdsszeg:

Z(B) = [ e " ofE) dE,
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ahol o(E) az allapots(iriiség. Z(f) és w(E) tehat egymas
ce-transzformaltjai. Kénnyen ellendrizhetd, hogy
AENT!

o(E) = TEN)

3 b T g g,
x=s esetén az egyatomos klasszikus idealis gaznak me;

osszefiiggéseket kapjuk, a=3 esetén pedig a haromdim
oszcillatorrendszernek megfeleléeket.
11.16. Kanonikus eloszlassal szamolva
2806—60/“'
E(T)= N——7#5
( ) 1+2efs()/kT’

; & ’ POlT
(1) = EpYvALLY/

- oT N - (ea«)/kT+2)2 .
11.17. Az allapotosszeg:

tehat

7 = Z (I’l+1)€7ﬁhw(ﬂ+1) —
=

P ©
- T — Bha(n+1) —
o) &,
0 1 el

- a(ﬁhw) (iﬁmo_l (e’”’“’—l)z'
A hékapacitas:

2kT

Nk (ko \? 1
C=5\t) Ty
shz( >

Ezt az eredményt természetesen Ggy is megkaphattuk :
ha figyelembe vessziik, hogy minden kétdimenzios 0sZCl

két egydimenziossal (1. a 11.11. feladatot) ekvivalens.
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8. Az elektron ;i magneses momentumanak magneses tér iranyu

komponense u/2 vagy —u/2, tehat egy részecske energiaja

&, = ’i—,uB/2 lehet. Mivel fiiggetlen spinekrdl van $z0, a rend-
szer allapotosszege: ‘

Z(T, B) = (e'? B 4 o= 12(BYN

energiaja:

_NZZ

2 s

entropiaja:

S =kinZ+E/T |
- Nk[ln 2+1Inch <ﬂLB>_ BuB <@> ,

2. 2 2
hékapacitasa:
e r(Z),~(), - w0
B 87 B Ch2 (@))
2
magnesezettsége:
1 0lnz puB
=Lz _op (puB
p OB 2 h< 2 )

¢s szuszeeptibilitasa:

_ (M (1/2)?
B

N(u/2)
kT

Z¢rus kiilsé tér mellett

Xr =
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11.19. Mivel a magneses nyomaték négyzete mindenképpen p2/
M? = Np?/4. Természetesen €z adodik az

— 1 0*Z
M? == —>=35
Z BBy
Osszefiigges alkalmazasaval is. A magnesezettség sz0Oras

/2

puB\
nl PE2
on(%

1 N2 . . 2
E :51(9 +sin 9¢p?)—Ed cos 3 =

1(ps Py
'§(7+1sin29 ~Edoos g ©

(M) — (W2~ M) = N2

11.20. A rotator energija

ahol pg, p, a kanonikus impulzusok, 9 a rotator tengel

az E iranyaval bezart szoge, ¢ pedig az azimutszog. Al
valoszinfisége, hogy a rendszer a (9, @, pg, D) fazisterbe
kis kornyezetében legyen, aranyos az

p 1
exp[— o0 pi+ps 75 + BEd cos 9

kifejezéssel. Ha csak az irany szerinti eloszlasra vagyu
vancsiak, pg-ra €s p,re integralva kapjuk, hogy

P(9, ) d% de ~ exp (BEd cos 9)sin 9 d9 deo,

™

d3de dps

amint azt a szemlélet alapjan is varjuk.
11.21. A klasszikus rotator allapotosszege:

2n T el

1 ﬁ 2 pi |
Zu=12|do d9 | | dp,dpsexp| — 5\ P+ Grzg )|

0 0 —
2n T
n 21 4n? 21 21
= -5 5 R 1 U 34_“"‘_'—-_——1&'7
2 ‘Bjd(pjd%mg B
0

0
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ahonnan E= k’T ¢és C=k az ekviparticios tétellel 6sszhangban.
A kvan‘u’lmrot’ator h?I(I+ 1) energiajt allapota (21 + 1)-szeresen
degeneralt, ezért az allapotdsszeg a kovetkezOképpen irhato:

2

© » 5 .
Zy=Y Ql+1 _ B
0= 2 )eXp< Sy 0+ 1)

Alac§ony hémeérsékleten csak az alapallapot és az elsd gerjesz-
tett allapot 1ényeges:

Z~143e M

s ezért

) 2
C ~ 3k L e P
IkT '

A n}ag’ashémérsékleti (T—o0) hataresetet az allapotdsszeg
integralla alakitasa egyszerusiti:

1 2 2
L CVBI+Yp) exp( —VBBI+VR S,

Zkv =

SN————
I

RPN dx = %kT =Zy
1

X
=5, S

tehét Ckv = Ckl = k

2. A 11.20. feladat eredménye alapjan a polarizacio:

1

[ ePE*x dx
P(T, E) = N(dcos §) = 1 =
[ PP dx

-1

1
= Nd (cth BEd— @) = NdL(BEd),
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1
ahol bevezettiik az L(x) = cthx— — un. Langevin-fiig
‘ b

' 1
Konnyen belathatd, hogy x<l1 esetén L(x)=§x,

b) Z = [MBI(1 4o MB o 2y 4

o~ 2IBuBYIN sh((2J +1)BuB/2) "
w2

BEd<1 esetén ,
18y

1 (6InZ 2l 2041
M=z =NJ 8
ﬁ( 0B >T “{ 2J Cth< P ﬁuB>—

L (PrB
Th (T)} :

c) Ha uBLkT, akkor a magnesezettség kifejezése egyszerii-

Nd*BE,

W -

P(T, E) ~

amibdl a szuszceptibilitas leolvashato:

’ oP Nd?
= mi — = .
e = J\GE), ~ 3kT

11.23. Legyen E, az E-re merGleges erétér nagysaga. Az er sodik

iranyaba mutaté P vektor nagysaga ugyanugy hatar i

meg, mint az el6zd feladatban, csak most a tér - Nu JU+1)B

]/E2 + E2. Szamunkra a polarizacios vektor E ; iranya k@ 3kT ’

nense az érdekes: amibdl leolvashatd a szuszceptibilitas:
. E E —— ‘ 5
P =|P|:ﬂ_L:=Nd’—LﬁL(5d1/E2+E2 _ Ny

] VE*+E% VE*+E% E 1 =37 /D

ahol L(x) az el6z& feladatban bevezetett Langevin-fuig

A keresett szuszceptibilitas kiszamitasahoz a oP,/0
rencialhanyadost kell meghataroznunk az E,—0 hat
ben. Mivel P, ~E,, a szuszceptibilitas azonnal leolval

d) A J.—> c?o: u—0 és uJ—pu, hataratmenet a magnesezettség
kifejezésében végezhetd el legkonnyebben, s az eredmény

1
M = Ny, <cthﬁ,u B— -——)
0 BuoB
azonos a klasszikus spinekre vonatkozo eredménnyel (lasd
a 11.22. feladatot). e dae
. Egy részecske allapotosszege

o P NdL(BdE) _ P(E)
L=NeE, E = E°

Most tehat maga a szuszceptibilitas is a Langevin-fliggv

aranyos. Az E—0 hataresetben természetesen visszakap o -
eldzé feladat eredmeényet. 7 - — B2 2m) m
‘ . = | e M 2.2
11.24. a) Z = Sp ™, ennek alapjan 1 dp | exp| —p 5y X —ﬁocgc“) dx.

Mivel feltevésiink szerint o kicsi, Z; jo kozelitéssel igy irhato:

g L(oz\ _1(emzy __(oF
()55,
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b) Ha g(w) nagy w-ra elég gyorsan csokkend fiiggvény (realis
kristalyokban mindig van egy maximalis o, frekvencia,
amely felett g(w)=0), akkor a T—oco hatareset konnyen
kiszamolhato:

o0

Z, = ‘/%’%y—n“ j e B2 (1 — Box*) dx =
2nm F { o _&)
Vg ¥ pme? pm*w*

N darab anharmonikus oszcillatorbol allo rendszer él!
osszege Z=ZY, atlagenergiaja pedig

| 3akT
go_nZ_ —Nalgﬂz‘ - Nk<1—¥“~;)r

o . mPo?t
Nil1 6okT
C, = - )

A hokapacitas:
Az eredfnénybél leolvashato, hogy a kozelités addig j
amig

E(T) ~ | dog(w)kT ~ NKT.
0

A T—0 hataresetben (felhasznalva, hogy
‘ X 2

© KT/

ET) ~ fda)g(a))hijr j dog(w)ho.

] 0

A feltétel szerint w—0 esetén g(w)~w’, &s ekkor
E(T) ~ E(T=0)+AT"*2.
Pl. egy haromdimenziés kristalyban g(w)~w? s igy
E(T)—E(0) ~ T*.
¢) A T—oo hataresetben

m2w*
kT

o <L

11.26. a) Egy o frekvenciaji oszcillator allapotosszege:
1
Z = TR
2 sh (5 ﬁﬁcz))

Mivel fuggetlen oszcillatorokrdl van szo:

o0

b1 = — [ donte) i 2. =

C(T)dT = E(T)— E(T=0) ~

O = N

~ NKT—E(T=0) = C(c0)T — E(T=0) =

C(c0) dT — E(T =0),

Il
o~

azaz

lim j[” [C(o0)— C(T)] dT = E(T=0).

I
OQ‘—18
(.
S
=
G
1:1-
RS
o\
a
=
P
=
| S
RS
~——

27. Az atlagenergia az allapotosszegbdl szamolhatd ki:

= —aaﬁan,
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és harmonikus oszcillatorra

i 1
Tl —e e’

z

Az £,—0 hataresetben Z—(goB) ™", és ebbdl
e=kT.
Ezt az eredményt kapjuk az ekviparticiotétel alapjan is.

Ha az energiaspektrum ¢, =¢,n* és a multiplicitas g, =
akkor

Z =Y gon exp{—Peon’}.

n=0

Az £,—0 esetben a fenti sszeg (Be,)” ' valamilyen hatva
szerint divergal. Ezt a hatvanyviselkedést ugy is megkapl

juk, hogy az Osszeget integrallal helyettesitjiik:

V4 zfxy exp (— feyx) d>§ =
0

— oy B JeXp (=) dy.
0
Igy
1
InZ = —%ln(ﬁgo)
1
e T

04

Milyen egydimenzids klasszikus rendszernek felel ez m
Ha a potencialis energia az x homogén fiiggvénye, V(x)~|
akkor a virialtétel szerint a kinetikus és potencialis energia K
z6tt a kovetkezd Osszefiiggés all fenn (lasd Landau-Lifs

218

Mechanika 10. §)

és igy
E=T+V="""T

Felhasznalva azt, hogy a kinetikus energiara k7/2 energia jut,

s+2
2s

TS:

kT.

Mivel egydimenzios feladatnal a spektrum nem degeneralt,
ezerty=0, és igy a két eredmény Ssszehasonlitasabol azt kap-
juk, hogy a V(x)=A|x|* potencialban az energiaspektrum
&, =¢gon” alaku, ahol o = 2s/(s+2).

- Az my, ..., my darabokra valo széttorés eloszlasfiiggvénye:

Pmkme=Mmyﬁww%M1§WJ

ami nem mas, mint a mikrokanonikus sokasag eloszlasfiggvé-
nye, ha M-et a rendszer teljes energiajaval, m-t pedig az egyes
részecskék energiajaval azonositjuk.
A gyémant varhato értéke:
o0
| miP(my, ..., my)dm,...dm,
Q=N—5

| P(my, ..., my)dm,...dm,

— O

El8szor az my szerinti integralast végezziik el:

o0

[ (-3 man, - (=5 m).

lgy az my_, szerinti integral a kovetkez6 lesz:
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(el 5 )

Folytatva az integralast, konny( belatni, hogy

MN 1
j P(mI’ ey mN) dml...dmN =

(N=-1)
és
00‘ 2MN+1
f miP(my, ..., my)dm,...dmy = N1
tehat
2M?
Q= .
N+1
N

Mikrokanonikus eloszlas esetén a ), m; = M, m; >0 feltét

altal meghatarozott sikon kell atlagolni. A kanonikus el
lasra valo attérés azt jelenti, hogy feladjuk a ,,tomegmegm
dast™, és a teljes m; > 0 térrészre atlagolunk, de egy olyan el¢
lassal amelynek M ( Z ) fiiggvényében a fent leirt si

van ¢éles maximuma (Vagyls M atlagos tomegli gyémant
vizsgalunk). Az eloszlasfiiggvényt az idealis gaz mintajara
lasztjuk (otta ), p?/2m = E volt az a feltétel, amit feladt

exp [ —B(my +...+my)] dm,...dmy, ’

ahol az exponencialis tényez0 a levagé faktor, a fazistérfo,
pedig M gyorsan novekvd fliggvénye (nagy N es
dm,...dmy = dQ ~ M¥~ ' dM). Az exponencialis tényezok

my

\

!

feltetelbdl hatarozzuk meg. Az (m;) atlag integralassal meg-

//

=1

hatarozott hipersikkal. Ezt ugy érhetjiik el, hogly p-ta

5n) -

hatarozhatdé:
o0 0
fdml_._j dm gm.e=Bom+...+mp)
{my =" -
j dml S § drnNeA Bmi+. .. +mpy)
v 0
a0
j dmme™ ™
= Y e
0 - *v’
| dmgeFm p
0
tehat
(§m) =Y
i=1 ' p ’

szerepld f paramétert Gigy valasztjuk meg, hogy a két tényezd
szorzatanak a maximuma egybeessen az M = ) m;-vel meg-
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x=aN,—N_)
és
N=N,+N_.
Az Allapotszam:
N!
A= §N_T

s ekkor :
N 2M
= 2\ =
o= (L)~
Latszik, hogy ez az eredmény csak O| 1 -ben kiilonb

mikrokanonikus eloszlasbol kapott eredménytdl, tehat

N esetén a két modszer azonos eredmenyre vezet,

I. megoldas: . -
Legyen N, a jobbra, N_ pedig a balra mutato elem

ma. Ekkor a lanc hossza

a megfeleld entropia pedig

S(9) = kIn () = —k{N wNe N mJL}i

N

Mivel az elemek szabadon elfordulhatnak, a belsd

nem fiigg x-tol, ezért az erd a p/T = (3S/0V)g ossz\

analogiajara:
/ 1+ X
oS le N+_k—[1 Na
Fo=—19xT2a 'N_ 2a X
Na

Amennyiben x £Na

kT
Na? ™
tehat az erd aranyos a kitéréssel.

F, =

1. megoldas:

Hasznaljunk olyan sokasagot, melynek elemei F, erhatas
alatt all6 lancok T hémérsékletli kornyezetben (a T—p soka-
sag analogonja). Az x; hosszusagu allapot bekovetkezése
exp (— BFx;)-vel aranyos. Az allapotosszeg:

- , al N
Y:Ze BFxXi _ Z < >exp[—[}an(2N+_N)]:
i Nizo\IN4
eﬂF N x N
= xa e PFxa2N+ _
X (x)
= (eﬁF"“—{—e_ﬁFx“)N.
bbél
X = L0 Y Nath (BF
F, 0B = —Nath(BF.a),

ami megegyezik az el6z8 eredménnyel.

. Az egységek fiiggetlenek, ezért elegendd koziiliik egyet vizsgal-

ni. Hasznaljunk T-F, sokasagot! Annak a valodszin(isége,
hogy egy egység x iranyaban x, hosszisagu legyen, e#"~*'-gyel
aranyos. x; = acos 3, ahol 3 a huzéer§ és az elemi egység ko-

z0tti szog. Annak a valdszinlisége tehat, hogy az egyseg ad
koriili d9 de tartomanyba mutat,

eﬁan cos Ssln9d9 d(p/Y;

ahol

Y = eBan cos I)Sin 9 d‘g dq)

Ot 3
Cm, I
< E}

A lanc két végpontja kozotti atlagos tavolsag

n 2rn

¢ = Nx; = Naj f cos 9e < Usin 9 d9 dp/Y =

(aF
- NaL (2
! <kT>’
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ahol L(x) a Langevin-fiiggvény (I. a 11.22. feladatot). Li
kozelitésben 3

= e
vagyis érvényes a Hooke-torvény. F, =0 esetén x=0, u
a lanc végének elmozdulasa minden iranyban egyforman
szind.
I. megoldas:
A probléma analdg a haromdimenziés bolyongassal,

P=Nda?,

ami linearisan fiigg az elemek szamatol.

II. megoldas:
Az el3z6 megoldasban hasznalt modszert kovetve, ad
iranyu vetiiletre:

n 2n

Na* | | cos®9sin 9 d9do
2 0 0

x? =

=_ Nd*.
3

[N}

n

[ sin 3 d9 de
0

o=

Az atlagos négyzetes végtavolsag:
P = x*4y’+2 =3x% = Nd*.

A hossziisag x iranyu vetiilete egy adott konfiguracioban

N
I, = Z acos 9,
i=1
ahol 9, az i-edik monomer iranya és az x tengely altal be
szog. A négyzetes atlag:

/N \2 N
2= (Z acos.9i> =a* ) cos® )+
BANES i=1

+a* ), cos §,cos 9.
i#

A szomszédos - egységek egymastdl fliggetlenck, tehat
cos 9;cos §; = cos 3; cos §;. Mivel azonos egységekrdl van
sz0, az atlag nem fiigg az i indextol, tehat

X

2 = Na?cos® 9, +2<§) a* cos 9,

cos® §,-ot meghatarozva, valamint a 11.31. feladat eredmé-
nyet felhasznalva azt kapjuk, hogy

2 = Ng? [1 R L(F .a)— Lz(ﬁan)J +
‘ BF .a
+N2a2L2(BF .a),
ahol L a Langevin-fiiggvény. Mivel kis argumentumértékekre
L(z) = %z, azt latjuk, hogy F_ —0 esetén 2 — % Na?. Masrészt

viszont, ha z— o0, akkor L(z) az 1-hez tart, ezért, ha F,— o0,
akkor IZ—N?2a? ami a teljes megfeszitésnek felel meg. A mole-
kula két végpontja nincs rogzitve, ezért x-re merdleges fluktu-
aciok is eléfordulnak. Az x-re meréleges vetiilet:

N
1, =) asing,
i=1
ennek atlaga
— N —_—— - —— —
li = Z (12 SiI‘l2 '91' = Naz Sinz 191 =
i=1
—— Na&*
= Na*(1—cos? 9,) :E?L(ﬁan)’

X

mivel sin 9; atlaga zérus. A teljes négyzetes végtavolsag tehat
P =P+ = Na¥(1 — LYBF a))+
+N?a*L*(BF .a),

ami Na? és N%a? kozott valtozhat.
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11.34. Jellemezziik az i-edik egységet a; vektorral, mely az egyseg

226

Ezt kiértékelve, az N-ben vezetd (0 iarulé
nyaba mutat, és hossza a. Ekkor rendd jarulék

12 = Na? +2Zaa

i=j

14cos 9

P = Na? —
l—cos

Természetesen a;a;4 1 = a° cos 3. Az a;a; , , meghatarozas

ami ugyanakkora, mint az a(1 +cos 9)/(1 —cos 9) hosszlisagti
vegyiik figyelembe, hogy minden ¢ érték egyforman valosz

elemekbdl all6 szabadon forgéd lanc atlagos négyzetes végta-
volsaga.

Megjegyezziik, hogy ez a feladat analdg a 11.6. példaban
targyalt ,tehetetlenségi” bolyongassal.
. Klasszikus esetben

tp*>
2 m ok &
tehat

P =mkT & x2= T

mm?’

' A kﬂvantumos targyalashoz x-et és p-t kifejezziik kelt6 (a*)
¢s eltiintet6 (a) operatorok segitségével.

[
I3

ezért az (i+2)-edik elem (i+ 1)-edikre merdleges vetiilet
atlaga zérus, a parhuzamos Vetulete viszont a cos 3. Enne
i-edikre vett vetiilete pedig a cos® 3. fgy

" aa,,, = a’cos’ Y,

és altalaban

Kihasznalva, hogy
[a, a+] =1, <aa>=<a+a+>:(),

aiai+k E az COSk 9

Ezeért ,
— (W]
2 2 2 j—i
I? = Na*+2a z x’ l,

1<i<jEN

<a+a> =n = (e/ﬁuu_ 1)—1’
ahol x cos 9. Vezessiik be az | = j—i 0sszegzd indexet.
vel x! a fenti 6sszegben (N —I)-szer fordul eld, irhatjuk,

igy

N-1

(3 = 5—(1+2(a*ay) = — o
dom ( <a a>) Seom cth 5 )
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€s

Lathaté, hogy magas homérsékleten (ho<kkT) a kvan

&s klasszikus targyalas eredménye megegyezik.
Az eredmény Osszhangban van a hatarozatlansagi 1€

val is, hiszen :

i

&5 (P = gcth (Bho) = 5

Az egyenl8ség csak a T =0 hoémérsékleten teljesiil.

A polarizaltsagot jellemezhetjiik az e = E/|E| vektorr
E az elektromos térerdsseg. Legyenek e; €s e, a terjed:
nyara és egymasra is merdleges egységvektorok. e min
irhato a kovetkezd alakban

. i cos o
e =e, cosateysinae’ =| . il

Nyilvanvalo, hogy ha o= 0és f=0,vagy hao = % és p -
kor a fény az ey, ill. az e, iranyban linearisan polarizalt,
o = n/2és B = n/2, akkor korpolarizalt fenyrol van SzO.
laban, az e-vel megadott allapotban teljes informacionk

N Ch\ ..
rendszer polarizaciojarol, azaz e = tiszta allapot

2
fgy a stirGségmatrixot (0 j=C,-C}“) azonnal felirhatjuk:
. cos® o
¢ =\ eifsinacosa

Lathato, hogy 67 =0, Sp@ =1¢s teljesiil a tiszta allap
leiro stiriiségmatrixokat jellemzd ¢° =0 Osszefiigges is.
Mivel tetszdleges 2 x 2-es hermitikus matrixot, amel
nyoma 1, felirhatunk a Pauli-matrixok '

- (o= 3) (o B

e P sin o cos o
sin? o ’

¢s az egységmatrix (I) linearis kombinaciojaként, kevert alla-
potban a polarizaciot leir6 striiségmatrix a kovetkezd alaki:

1 1
3 (I+P,0,+P,0,+P30;) = 3 (I+Pg),
ahpl a P,k valos paraméterek. E paraméterek jelentésérdl né-
mi képet kapunk, ha megadjuk értékiiket kiilonbozé, tiszta
allapotokban: :

1) Py=1, P,=P;=0: oczz, p=0,
B liqeérisan polarizalt fény;
%) P,=0, P,=1, Py=0: a=","p="
2 3 4’ ﬁ 2’
korpolarizacio;
3) P,=P,=0, Py=1: o=0, B=0,

e, iranyaban linearisan polarizalt fény.

. Egy 1/2 spin(i részecskét leird hullamfiiggvény kétkomponen-

sﬁ,’ tghét a spint leird ¢ sliriiségmatrix egy 2 x 2-es hermitikus
matrix, an’lelynek nyoma 1. Egy ilyen matrix mindig felirhato
a 11.36. példaban megadott alakban: ‘

1 : ' 1

Q= E(I+PIO—1 +Py0,+Py0,) = E(I"'P")’

eskPi nem maés, mint a spin i-edik komponensének az atlager-
teke:

A P, .
{(6;) = Sp 00; = ESpai+ jSp o+

P.
+]§i?] Sp(0i0;) = P..

229



11.38.
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Tiszta allapotban 2= 9. Mivel

igy tiszta allapotban a P>=1 feltételnek kell teljestilnie.
A rendszer Hamilton-operatora:

H = — uBo s,
ahol p a részecske magneses momentuma, B a z iranyba mu
t6 magneses tér nagysaga, 5 pedig a ((1) _?) Pauli-ma
A megfeleld strliségmatrix:

A et
e Spe ~ 2c¢h (BuB)
B 1
2 ch (puB)
B 1<1 +th (BuB) 0 >
2 0 1 —th(BuB))’
tehat a magnesezettség:
M = ploy) = uSp (¢o3) = pth (BuB).
A rendszer Hamilton-operatora

}Af = -%A(?O—MZB,

.eﬁﬂBO’:&

[1 ch (BuB)+ o sh (BuB)] =

ahol jfo a magneses tér ’rllélkﬁli atom Hamiltpn—operéto'
amelynek két sajatfiiggvénye |[+) és|—), és —M_Ba ma
ses térrel valo kolcsonhatas operatora. A |+ ), |—) bazishi
# a kovetkezbképpen irhato: '

Ao 4
H = 503~ Bma,

igy a rendszer stirliségmatrixa:

th § <§>2+(Bm)z

e

0 kiszamitasahoz felhasznaltuk, hogy

4
503 — Bmo,

(a03+bo,)* = a®>+b*+ab(oy0, +0,05) = a>+b?,
tehat

(ao3+bao,)" =
_ {(az +b2)72, .~ ha n=2k
(@*+b*)""Y2(a,+bs,), ha n=2k+1,

1 4 .
= —exp ——ﬂ503+ﬁBmal>=

0 1 ﬁA n
;m —703+/3Bm0'1> =

20 (gz;( ! [@)2 +(Bm)2]1/2 : %k +

<—- %63 +Bmal>} .

Zo 2k + i[(?iwm)ﬂm h <— %‘03 +ﬁBmo—1>} e
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Mivel a doboz makroszkopikus méretdi, attérhetiink a k
szerinti integralasra:

2

AN ,
Mivel Spgp =1, Z=chp <§> +(Bm)*. A magnesezell

N fiiggetlen spin eseten:
(M_y = NmSpgo, =

— NBm?th B ‘@)i(;;n; / |/ (2‘)2 +(Bm)2,-

amibdl a szuszceptibilitas: -

V 3 __V 3
;——»————(27_[)3J‘dk—h3 dp

(I.a 11.8. feladatot). A kitevében fellépd kvadratikus alakot
teljes négyzetté alakitva, majd kiszamitva a Gauss-integ-
ralt, azt kapjuk, hogy

B A B, ¥) 1 mGTe ka(r e
bl = ~— 5 €X — 5 - .
B e b) A matrix nyoma
A két hataresetben: V /mkT\*"?
. Sp Q = — ) = 1’
pA&1 ? . Z\2nh
< ’ X X 4
kT amibdl
: KT\
- . z=v(=5)
BA1 2Nm 2nh
>, yyx—. .
4 Tehat

11.40. a) A hullamfiiggveny

1 kT :
or,r) = —exp| — TT (r—r)*|.
[ 14 2h
Qyr) = =¥, E=-——,

V A diagonalis elem, vagyis az r helyen levés valoszintisége
o(r, ') = V1, fiiggetleniil a helytél, ahogyan azt varjuk is.

ahol a k hullamszamvektor komponensei .
| | Az energia atlaga:

2n
= . . = 1, +2, IR A AR
ki_Lin” n=0 1, & (HS = Sp (o) =
f oAt 1 1 kT )
A slirGiségmatrix _ Vﬂi_ 2lmA' exp<—- n;h2 (r_r,)2>JH, Br =
1 ,
or, v) = Y. - e PFRL(r)PE(r) = kT mkT mkT
£ Z =57 3——hz‘(r—r)2)exp ey (r—r)? r r'd3r=

27,2

i e ] -
_ _ k(r—1') |.
—VZ§GXP[ e )]

3
= kT.
2
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¢) Impulzus-reprezentacidban
2

P, Zexp[-ﬁ% +i(p’—P)r/hJ =
T
= e bwrms

0(p, p')-nek tehat csak diagonalis elemei vannak, ami er
t8, hiszen az impulzus felcserélhetd az energiaval.

12. Klasszikus idealis gazok

12.1. A termodinamikai hataratmenetben a fazistér dimenzidja

telenhez tart, s ekkor az E energiaju hiperfeliilet koriili réteg

a hiperfeliilet altal hatarolt térfogat kozotti kiilonbség e
nyagolhato.
Idealis gaz esetében az E energiaji hiperfeliilet altal hatd

térfogat:
VN

QolE V- N) = vy

J]inj‘dpln.dp3N -

Z pi2 £2mE

VY (2mmE)PY?
"~ W3VN! 3N d
I'f— +1

2
s ugyanakkor az E és E+ AE kozotti allapotok szama
092 3N AE
QE,V,N) = —A4E = — — Qy(E
(E,V, N) = 52 AE = = " ()

Tehat

234

12.2. Mikrokanonikus sokasig esetén:

1 1
N1 h3V
Y pi2 £2mE

_ VNQmmEyPN?
h3NN'F <—32ﬂ +1>

Qo(E, V, N) = d*Nqd*Np =

az entropia:
) Vv 3. E
S(E,V; Ny =kInQ, = Nk{ln— + —In—
( ) %0 nN 2nN+

3/2-
+In| €52 ndi .
3h?
Kanonikus sokasag esetén:

szl—ZN 1 1 dB3Nad3V p ex pi _
N1t N' h3N qa~pexp —ﬁ;% =

15194 N
=Je'ﬁEJdE LA (27rka)3N/2

a szabadenergia:

F(LV,N)= —kTInZ =

V3 2nm 312
= —NkT{ln— + = il
{nN+2lnkT+lnl:e( 2 ) }}

Nagykanonikus sokasag esetén:

ekkor a termodinamikai potencial:



(T, V)= —pV = —kTInZ =

2nmkT
= —kTV 2

T-p sokasag esetén:

o kT\Y T 2nmk T\
NGRS SN
a Gibbs-potencial:

G(T,p, N)= —kTInZ =

kT

— _NkTln—— ——
P

tencialokat:

-

és

3NKT
2

hz

h2

3/2
) eu/'kT_

¢ 1 1
Z :Jde\dmvf) dqu—N—‘ WCXP[—ﬁ(z
0

m(

12.3. Felhasznalvaa 12.2. feladatban kiszamolt termodinamikai

-

V [ 2rumkT
() =l (T
ON ).y N

m (2nmkT

2nmk T
h2

il

G LT ‘:kT (27tka>3/2]
= — = —kTlh|— .
“ N p h2

12.4. Az eléz6 feladat eredmenye alapjan a kémiai potencial po 4

a (0, T,) intervallumban, ahol

h3p 2/5
=iy

236

)

A He tomegével szamolva, T,-ra 1 K nagysagrendi érték ado-
dik, s mivel T, a tomeg (— 3/5)-6dik hatvanyaval aranyos, na-
gyobb tomegli nemesgazok esetén T, még kisebb. Ilyen kis ho-
mérsékleten a klasszikus kozelités mar egyaltalan nem alkal-
mazhato. '

n
) gzlmﬁzsz’
2 2

— 1 —~ 3.5

2 2.4 2

& —4mv 4 (kT)5

2 3 2

(4e)? = = (kT)~

. Az atlagos sebesség, a sebesség szorasa ¢s a mozgasi energia a

12.5. feladat megoldasabol kovetkezik, a legvalosziniibb se-
bességet pedig az f(v) = AvZe ™ /*T eloszlassiirliség maxi-
mumbhelyének meghatarozasabol kapjuk.
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800 K 1000 K
v 77102 2 87.10> 2
S S
A’ 32.12 2 37102 2
S S

o 17-10°207 2110720
B 6.8-10> 2 77102 2
egval. s S

A kinetikus energia eloszlasfiiggvényét a Maxwell-eloszla

szarmaztatjuk: N
1 Pz +py +D;
= — =¥ _"EZldp. dp,dp, =
Wip)d'p (2mmkT)?"> exp[ 2mkT J Px @Py OP
2n 1 _
_ —p22mkT 2 g o ElkT ngg —
- pPdp = ———¢
(2mmkT)*? Yr(kT)?
= W(e) de.

Egy atom — tehat nem makroszkopikus rendszer ener
eloszlasardl van szo, ezért lapos az W() eloszlasfiiggvén
ezért mérhetd dssze az energia fluktuacioja az energia atla
tékével. A 12.5. feladat c) részének eredményei W(e) ismen
ben kozvetleniil is megkaphatok.
Az E és E+dE energiaértékek kozé esd energlaju allapo:

szama 5 9 dE, ezért a valodszintiségeloszlas

L dQ

dE.
Z dE

P(E) dE =

A 12.1. feladat eredményeit felhasznalva,
FGN/2)~1,~BE

P(E) = — <3§]>

P(E) maximuma az

N 3N
j— *_1
E—<2 >k1

ertéknél van, ami az N3 1 esetben jo kozelitéssel megegyezik
_ 3 :
az E = 5 NKT atlagértékkel.

2.9. Minden egyensulyi allapotban fenn kell 4llnia a pA = Mg 5sz-
szefliggésnek, ahol A4 a dugattyu feliilete. Az allapotvaltozas
tehat allandé nyomason térténik. A T-p sokasagot hasznalva,
az allapotosszeg:

Di P?
LR
2 om tap TP i dp
Y= fexp KT Ny g

[tt P a dugattya impulzusa, melyre (— c0)-t8l (+ 00)-ig integra-
lunk. Az integralasokat elvégezve:
3N+ 1

Y = l l kT (SN+ 3)/2

h3N+1 N+1

A Gibbs-potencial meghatarozasa utan az allapotegyenlet
(N+1kT

p b
ahol p = Mg/A. Mivel N mellett az 1 elhanyagolhaté, ez azt
jelenti, hogy ilyenkor a gaz allapotegyenlete ugyanaz, mintha

nem lenne tdmege a dugattyunak, és a nyomas Mg/A lenne.
10. Az adszorbealt rendszer allapotosszege:

B /B
<N> e(uo+u)/kT — (1 +e(uo+u)/kT)B’

zZ=
ahonnan az adszorbealt atomok szama:

N=0
olnZ B
e Gt

V:

N =kT
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Mivel egyensilyban az adszorbealt rendszer €s a folotte
gz kémiai potencialja egyenld, u-t az idealis gazra kapott
szefiiggésbol fejezhetjiik ki (lasd a 12.3. feladatot), s igy

N 1
B KT [2mmkT\*?* _, ..
. ”?( n > e
A Z allapotdsszeg egy molekula Z, allapotosszegebdl ki
mithato:
1
. 7N
Z=N4

ahol

1
7., = L — )} 7R W —pp?/2m _
1= (2nh2>3/2J f N

<2nka>3/2
=7
h? .

Z e—ﬂsk‘

Mivel a belsé szabadsagi fokokbol adodo jarulék csak

. Jelolje Z

o a gerjeszthetSség elhanyagolasaval ka ¢

I J ' ( pott allapot-
osszﬂeg’et. Az els6 gerjesztett allapot figyelembevétele a kovet-
kezokeppen valtoztatjia meg Z,-t:

‘ Z =Zy(14ge Py,
amibdl a szabadenergia:
F=Fy—=NB 'In(1+g,e ),

A szabadenergiabol C, és u meghatarozhaté:

. (’)ZF 2 21/k1]
¢, = “T<‘577) = CO+ Nkg, [ 2L S et -
v kT (gl_'_em/kT)Z’
oF

= — — 5,0 . _ -
' (ON) — KT In (1 4g ek,

IL'fltl;aéé, hqu ame_nnyiben g1 egyseégnyi nagysagrendii, akkor
min v mind pedig y a k7T % & tartomanyban kezd eltérni a
nem gerjesztett esetben kapott értéktsl.

[ee]

mérséklettd] fiigg, a szabadenergiat a kovetkezdkeppen ir 14, « 0H 1 H
juk: F 'X"EY— = 7 xi?f et dx;...dx, 1
: X 0X; ’ (1)
V e
F=—-kThhZ= —NlenN- +Nf(T), ahol

amibél az allapotegyenlet

__(%F
P="\av),

 NKT

Vv

Mivel AE/kT ~ 38, a magasabb gerjesztett allapotok elh
golhatok, s igy

NE1 3e_AE/kT ~ 10—16

Ng, 1+

Z= [ e Mdx  .dx,.

Parcialis integralassal az (1) e ; , ..
o gyenlet jobb oldalat a k -
z6képpen alakithatjuk: A Kovetke

oH

PR — kT
Thox;

= — 7xie‘/111
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Mivel az integralasi tartomany hataran x; vagy e~ ** rends és a teljes fajho:
rint eltinik, igy
k 13 k

=k

oH ¢

X
" Ox;

3 2

3
16. Igen. Feltételezve, hogy a H,O-molekula linearis, a vizgéz faj-
hoéjére elég magas hémérsékleten C = 6,5k értéket kapunk

(lasd a 12.15. példat). Amennyiben a molekula alakja lényege-

12.15. Egy-egy transzlacios, rotacios, ill. vibraciods szabadsagi fo
héjaruléka k/2, k/2, ill. k. 1gy

3 o) 7 sen eltér a linearistol, csak harom fiiggetlen rezgési madusa
a) C=CtCotCin=75 k+ 3 ktk =2 k. van (L. kotet, 10.30.) tehat
' ‘ 3.3
3 2 13 C=C,+Cy+Cy, = -k+ - k+3k = 6k
_ = — -k tr rot vib .
by C 2k+2k+4k > 22

A mérések természetesen ez utobbi feltételezést tamasztjak
ala.
7. A 12.14. feladat megoldasat felhasznalva

Itt csak a vibracios szabadsagi fokok leszamolésa pr.
matikus. A 4 fiiggetlen rezgési modus a kovetkezd:

1. o O <O <p 8JK> < pic’ > KT i=1.23 (1)
Yo ) T \YmitpE) T TR
2. O— «0O O— . api L“P ‘ . -
mivel # = & = Ym*c*+ p?c” egy részecske energiaja, ahol m a
& nyugalmi tomege, p pedig az impulzus abszolut értéke. Fel-
hasznalva, hogy ¢ = mc?/)/1 —v?/c?, az (1) egyenlet a kovetke-
3. & ? % (kétszeresen degeneré zO0képpen irhatd:

¢) A molekulaban lev két atom relativ mozgasa-egydimi
0s, ezért a kinetikus el&ergia fajhdjaruléka k/2, mig a po
cialis energiabol adods jarulékot a 12.14. feladat ala
szamolhatjuk ki:

(W]

1 mv> 3
SN
( U~> 2
- 2

Ultrarelativisztikus hataresetben (mc<p) az ekviparticio té-

. 1 H 1
ax“——-Zng:Zk . tele:
s igy a vibracios szabadsagi fok fajhgjaruléka {pcy=3kT,
k3 , 1 mig nemrelativisztikus hataresetben visszakapjuk a klasszikus
C=-4-="k eredményt:

274 4
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12.18. Az allapotosszeg:

12.19. Annak a valdszintsége, hogy egy molekula sebessége v

1 [ FXen 1 8V (KT)\"
Z:WJ” =N\ e )

A belsd energia:,
E=3NkT,
a hékapacitas:
C=3Nk,

az allapotegyenlet:

1
pV = NKT =3 E

magassagban tartozkodik:

P(v, z) dz 4nv* dv =

1
= Cexp |:—— kl’T (E mv? + mgz)] dz 4nv* dv,

amibél a striiségeloszlas:
—mgz/kT
2

0=00¢

a belsd energia:

5
E- %NkTJrNkT = O NKT,

tehat a hékapacitas

Mivel a stlypont koordinatajanak definicioja

<i§1 ngi>

L= = <Zi>’
. mg

i=1

a potencialis energia atlaga aranyos z,sel, s igy

3
E = 5 NkT+ Nmgz,

. A tartomany kicsi, ezért benne a z koordinata allandénak te-

kinthetd, s igy a szabadenergia
F= —kTlIn(e PNZ,),

ahol Z, a részrendszer allapotGsszege, amennyiben az a Fold
felszinén helyezkedik el. Ebb6l

w(z)—p(0) = myz
(I a IL kotet 17.1. feladatat). =

. Mivel a felszallas lassu és a doboz hdszigetelt, a folyamatot

kvazistacionariusnak és adiabatikusnak tekinthetjiik, azaz
S(T, g) = konst,, (1)

ahol g a gravitacios gyorsulas az adott magassagban, T pedig
a dobozban levs gaz hdmérséklete. A hdmérséklet valtozasara
(1) id6 szerinti derivalasaval kapunk egyenletet:

s\ .. (3S\ .
@ o

Mivel a felszallas lasst, a (0S/0T), és (0S/dg), derivaltakat a
pillanatnyi T és g értékek mellett kiszamolhatjuk

Szﬁ(E—F):<—ﬂ%+l>an.

(0S/0g),-t kifejezhetjiik a gaz dobozhoz viszonyitott sulypont-
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12.22.

12.23.

246

janak (z) atlagos koordinataja segitségével:

oS o\dlnZ
<a?> (1‘%)

i
M o{z)
k 0T’
ahol M a dobozban levé gaz tomege.
Mivel (3S/0T), = C, /T, ezert T a kovetkezOképpen:
hato: ’

= _

, Kz)
= Mp op

™ &z)

c,, o1 ¥

Tudjuk, hogy C, ,>0 és (3{z)/0T) > 0, valamint a felsz
soran g <0, tehat

T=

T <0,
azaz a gaz hOmérséklete csokken. Ugyanerre az eredmé
jutunk a kovetkezd meggondolasbol is. A felszallaskor a §
vitacios potencial csokken, tehat a molekulak egyre egyenl
sebben toltik be a dobozt. Ez azt jelenti, hogy a rendszer ke
dinatatérbeli rendezetlensége nd. Mivel az entropia alland.
csak ugy torténhet meg, hogy az impulzustérbeli rendeze
ség csokken, azaz a gaz lehtl.

1 Mm
P(r, v) dr dv = Cexp|: <2 mv —yT>Jdrdv

Bz az eloszlasfiiggvény nem normalhato, tehat hasznalha
lan. A Fold atmoszféraja nem izotermikus, s ez a ,,nemegy
sulyisag” akadalyozza meg az atmoszféra elszokeését.
Legyen a hengerben N darab m tomegi molekula. E

Q(r) :: Aemn)rz/ZkT’
ahol
2nlkT

Nm?w?

-1

( mw2R2/2kT __

).

12.24. A 12.23. feladatban meghatarozott eloszlasfiiggvényt alkal-

12.25.

. mazva:
R2
I = Nm( R? e";% — 1
1 o)’

ahol ;

. mw?

T 2kT ’
Hataresetek:

2

a) T—>OO,I——>NmR

(egyenletesen elosztott anyag).

b) T—0, I > NmR? (az Ssszes atom a henger palastjan he-
lyezkedik el).

A tomeghatas torvényét alkalmazva a J,

a_z_
C, Z;

2

2 2] folyamatra:

ey

2

ahol magas h6mérsékleten
' 2nmk T\ 32
Z, ~ < W2 )
7 2m2mkT \*'? 21
2 R 2 e kTh

A Z ’Jz-ben §zerep16 exp (E,/kT) a J,-molekula E,, kotési ener-
giajat veszi figyelembe. Behelyettesitve az (1) egyenletbe

kT

ED/kT

12 e~ ED/KT
— = konst. ————~
C, (kT)'2"

2

Ijélthat‘("), hogy az egyensulyi koncentracioviszonyok h&mér-
sekletfiiggését elsésorban a J,-molekula kotési energiaja hata-
rozza meg.
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12.26.

A K ~1 egyenlGség belatasahoz észre kell venniink, hogy a

12.27.

248

A tomeghatas torvénye szerint
CDCICHBr — ZD(‘leBr — K
CDBI'C'HCI ZDBrZHCI '
ahol C; az i komponens egyensilyi koncentracioja és Z; a ¥
szorzotol eltekintve a megfelelé egyrészecske allapotos
magas hdmérsékleten:
2mmkT\*? 21, kT
h h hw;

Felhasznaltuk, hogy az alapallapoti energia mindharom mole-
kulaban azonos, valamint azt, hogy azonos atomokbol 4ll6
kétatomos molekulakban a spindegeneracios faktorban fellép
egy 1/2 szorzo. A 12.26. feladat megoldasakor hasznalt gondo-
latmenetet kovetve, a frekvenciak aranyara azt kapjuk, hogy

Wyp: Wy, : Op, = 1:i Vg
2 V§ 3
Szobahdmérsékleten tehat mindegyik frekvenciara igaz, hogy

ﬁﬁw >1. A tehetetlenségi nyomatékot a tomegaranyokkal ki-
fejezve, végiil azt kapjuk, hogy

K= 3ﬁexp[—ﬁhwm<l-%—%ﬂ -

Itt nem irtuk ki a spindegeneraciobdl jové szorzot, mivel
Zpeilyy, szorzatban ugyanaz, mint a Z,,.Z ¢ tényezébe
igy nem befolyasolja K értékét. Megmutatjuk, hogy K
tehat

v_C'DCl _ &42

Cos Cipe

= 4,24¢-023 K7

hetetlenségi nyomatékot (I = prd) meghatarozo egyensilyi
volsag r, és a korfrekvenciat (v = m) meghatarozo k
goallando csak a molekulak elektronszerkezetétdl fiigg, te
a DCI- és a HCI-, valamint a DBr- és HBr-molekulakra ez
az 4llandok gyakorlatilag azonosak. Igy a K-t meghatar
tortboél az r,, és k allandok kiesnek, és csak a redukalt tom
tol (u™ ' = pu; ' +ug ) vald fliggés marad meg. Egyszerii be
lyettesitéssel megimutathatd, hogy ez a fiiggés is csak 1atszol
gos, és K=1. A
Szobahdémersékleten a rotacios allapotosszeg mar helyettes
hetd a klasszikus kifejezésével a vibracids allapotosszeg azo
ban még nem. Ezért :

K — Z%D :( m}z]D )3/24 1121D

13. Tdealis kvantumgazok

13.1. a) A termikus hullamhosszat az atlagos kinetikus energiabol
becsiilhetjiik:
o, h?

St = —— ~ kT
2 2mAy K

Mivel egy d-dimenziés rendszerben a részecskék atlagos

téwolség’a_R = (V/N)', a klasszikustél eltérd viselkedés
akkor valik lényegessé, ha R <Ay, azaz

ZHZZDZ my,mp, IHzIDZ

UJ1{2‘+CUL)27
X eXp < —ph [wHD* —2—J> X

(1 B e"”’”’Hz) (1 . Ufﬂﬁ“lnz)

(1 —e /}fw)HD)Z

A

R
N 2mkT’

b) Felhasznalva az idealis gaz allapotegyenletét:

2m\4/?
<P‘> (kT)(d+2)/2 § p
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Az eltérés tehat nagy nyomason, ill. alacsony hémers
ten varhato, s minél kisebb a molekulak (atomok) t0
annal hamarabb megjelennek a kvantumeffektusok.
13.2. a) Az allapotegyenletet a kovetkezd Osszefiiggésekbdl
rozhatjuk meg: ]

o0

3 2m\*"? &
E=3pV= Sy
3V = (;ﬁ) Jdeeﬂ@-wil

0

gV (2m\*PIG/2) 4 ()5 "
“ar\n) B 2512 )7

=~—g— A
4 e/i(f u)+1

~’g_ 2m 3/2F(/)eﬁu -—eﬂ”
~47T,2 ("‘7) ﬁ3/2 ( 23/2>a

ahol g = 2S+1 és S a részecskek spinje, s a fels6 eldje
fermionokra, mig az alsé elGjelek bozonokra vonatkozn
Kikiiszobdlve a fenti egyenletekbdl a kémiai potenci

E 3 3N B\
__ et Ao = ‘
N 2kT< —2°n 3/2gV> ’ <2ka> s
s igy az allapotegyenlet:
1 3N
pV = NkT( L 552, ~5/2.32 gV>

b) A %, izotermikus kompresszibilitas az éllapotegyenlet‘
szarmaztathato: ’

e LoV _ Vv T 1 Z{%_Z! 1
T T y\er), NKT\C (mp gV )

és

<=z

250

3
. pV=NkT<1+~1— AN )

a fajhOket pedig .E-bc’Sl, ill. az entalpiabdl (H = E+ pV) sza-

mithatjuk ki:
1 2N
Nk( 27/27'53/2 gV)’

¢, =(%E) -3

v—\or), T2
5 _ 3 BN
§k<1+WEI7>‘

OH
C =(—
: (m>
VA ANA 221072 m3\'/3 -
R= N) =< 6-107° > S0
A termikus hullamhossz:

2 \1/2
Ap = h ~
2mkT

6,6-1073% Js
12 ~
<2~3 10727 kg 1,4-10723 % 273 K)

~107 "' m

13.3. Az atlagos tavolsag:

~
~

Az allapotegyenlet (lasd a 13.2. példat):

1 Ar\? k
~ 55| R ) ~ NkT(1—-1074%),

tehatk a nyomast a kvantumeffektusok kb. OOl%—nylt valtoz- -
tatja

pV = NkT(I

—2'n gV

ahol 4, = hc/(kT), a termikus hullamhossz, s a felsé eldjel a

'ferr,monok.ra, az als6 a bozonokra vonatkozik. Az energia kife-
jezése pedig

E=3pV.
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13.5. A Fermi-energia A teljes energia kifejezhetd a Fermi-energia segitségével:

h2k2 ZkZ 3 3 i_z 2/3
E=g Y ——= 8F=~N1—<6n2N> ,
gV

om

lk| < kF 2m 5 2m
ahol k. a stirtiséghdl szamithato ki (N =g Y 1, ahol

|k| < kF
‘ N 1/3
kF = (67[2 g’V> .

Megjegyezzik, hogy k. fiiggetlen attol, milyen alakd az eg
szecske-energia. Igy a Fermi-energia a kiilonbozé esetek

’ s igy
spindegeneracio):

13.9. Az elektrongaz energiaja:
PF
gV dmc
=g ) P=13 Sdp =
P<PF @2n)* »’ JP .
0

N |4 N \4/3
a) —~102°m™3, g, = SeV. = —g—zch 6n? — ~ Y13
|4 _ 8m gV ’
, s igy a nyomas (T=0 K at S=0):
b VxS 310t m g x10%eV. gy a nyomas ( , tehat S=0):
V  rgA L (6E> _1 E
N, 1 o= \av), T3V
— X ————35 3 .~ 1073 eV. N
) Y~ 462100 m® r ¢

13.10. A fermionok kozotti tavolsag r = (V/N)'/3. A Fermi-energia
relativisztikus esetben:

2/3
— VA pE = me? ‘/ N) _

gV

13.6. ¢ ~ 10*° m~?, a Fermi-felilleten ¢rvényes sebesség—strl
Osszefiiggés alapjan.

13.7. Mivel
fl N 2/3
KT, =& = o (62—
2m gV

ezért a két Fermi-homérseklet aranya:

2\ 2/3 2
= mcz ‘/1 +<6TE> <TO> ,
) ‘ r

tehat ha ry/r < 1, akkor

.2 2
ep—mc o
—~|—) <KL
mc r

1o
13.11. a) N = | Dde = Dp,, tehat p, = N/D.
0

1o

2 2
E—|epde =P N
2 ~ 2D

TF el mprot

TF prot m

13.8. T=0 K hémérsékleten S=0, tehat
- OE
P="\av)y
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Az energia extenziv, mivel az allapotsiiriiség a térfoga
aranyos (D~ V).

Nemdegeneralt hataresetr6l akkor beszéliink, ami
e P*>1. Ebben az esetben

b)

N =& [ e77*D de = e/*DkT,
0
tehat a nemdegeneraltsag feltétele
DkT
_ﬂ‘l = — 3 1’
e N >

azaz a kT intervallumban sokkal tobb allapot kell hog
gyen, mint ahany részecske van a rendszerben.

¢) Bethe—Sommerfeld-sorfejtést alkalmazva (lasd a Fugg
ket):
o N D'uz 11:2 5 o
=7 E = — D(KT)*+ O((kT)*),

s igy a fajho:
czk%4m7+qwﬂﬂ

13.12. A Fermi-hémérsékletnek az ¢, =kT, Osszefliggésbol kapi
érteke:
gV

N =
6n2h?

(2mkT;)*>.

A u(T,)=0 egyenlet altal meghatarozott karakterisztikus
mérséklet pedig

T 2h3
E két egyenletbdl

254

S=4

wdxxz 2/3
-([F5)
& +1
0

amibdl lathato, hogy T,
nyi nagysagrendd.

~T,, mivel az integral értéke egység-

. Feltessziik, hogy az egyrészecske-energia ¢ = /%k?/2m. Ekkor

az allapotsiiriiség

gV [(2m\3? ‘
D(S) = W (‘h_—2> 81/2 = Agl/z,

s a minket érdekld atlag:

e
8n+ 1/2 de

szJﬁFKH'

0

Bethe—Sommerfeld-sorfejtést alkalmazva (lasd a Fiiggeléket)
n+3/2 1 3 2 kT\2 4
s I+{n+ <) n+ = GaN .ol +0 -]fz .
3 2 26\ u 7’
n+ 5

(1)

Ugyancsak a Bethe-Sommerfeld-sorfejtést alkalmazzuk p ala-
csonyhémeérsékleti sorfejtésének meghatarozasara:

el/? de
veaf

Y o)
B ()

ahonnan
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13.14.

13.15.

256

Itt o a T=0 hémérsékleti kémiai potencial, €s kTp =0 @
mi-hémérséklet. Ezek utan f alacsonyhdmérsékleti sorfejt

7=t (w35 (1) +o((7) )
n+ =

2

U NKT, [, 2 (T
—_— 1 J— — N
P=4 "y <+3n <TF>

ahol 4

ch N 3

Tk Vo8
A spin-szuszceptibilitas (y) kiszamitasahoz a magnesezetts
(M) kell meghataroznunk a B — 0 hatéresetben (M = yB):
16ljiik pg-vel az elektron magneses momentumat. Ekkor

oo}

' D(e) de D(e) de =
M = g ePle—mB—w 4 | - ePetuB—p) 4 ~
0 0

. [Dle+mB)—Dle—sB) .. /2B D'(e)de
~ Hs P 1 | ~ Fem 1’
0 0
tehat
_ o[ Dle)de
- IO

0
Az erésen degeneralt hataresetben a Bethe—Sommerf
sorfejtést alkalmazhatjuk:
.
~ b
X =2U5 [D(H)Jr <

D”(u) (kT)* +.. ] :

Mivel a kémiai potencial alacsonyhémérsékleti sorfejtése

m? D'(po)
6 Do)

H = Uo— (kT)2+

a végeredmény

2*InD
% = 2uzD(uo)| 1+ = D) kTP 4|
o' ).,

13.16. y = Z,ugj
0

N

D' e Be=m de —

“E

:

5

+

-
O{‘_"‘S

= 2#1%5[1) e P de = ulfn = %?

ahol n az elektrongaz siriisége.
13.17. Mivel a kémiai potencial zérussa valasa jelzi a kondenzacié
megjelenését, a kritikus stirliséget meghatarozo egyenlet:

{V__ 2ka 312 dxx
=
0

0.~ T2,

és igy

Amennyiben ¢>g,, a kémiai potencial zérus és a kondenza-
tumban levé részecskéket (N ) kiilon kell valasztanunk, akkor

N = N0+ Z E]:a
k+0
ahonnan
No_,_e
0
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13.18. A kémiai potencialt'meghatarozo egyenlet az egy-, ill. két

cgyenlet adja. Igy a 7,/T!” hanyadosara a kivetkezd kifejezést

(1)

menzios idealis Bose-gazban: kapjuk:
Q=1 N _ (2mkT 1z dx 1. \%? 1
v ) JEeer T S V)
0 —\dz——127"7
. Ly FO(3)2,0)
N 2mmkT [ dx Amennyiben a részecskék 4 4l
—9. e - _ 0. - . ; atlagos potencial
d % W Je"” 1 pu > g ; mgL) kllsel?b az aFlagos kinetikus energianal (;SkTe((I)l);;g;(?‘a
H 1kus hémérséklet eltolodasa kicsi, és (1)-bél kb‘nnyeli szémo;:

Mivel az o« — 0 hataresetben az egyenletek jobb oldalan
integralok (+ co)-hez tartanak, ezért « (azaz p) megfeleld
valasztasaval N/V allandonak tarthaté tetsz6legesen alacs
hémérsékleten is. fgy tehat kondenzacié nem lép fel. -
13.19. Legyen a gazt tartalmazo6 edény magassaga L, keresztmet
S, és mutasson a gravitacios tér a z tengely iranyaba. Ekki
kémiai potencialt meghatarozo egyenlet:
» L
dk 1
N = dezjan—)g P rmai—n 1’
0

a kritikus hémérsékletet a u=0 feltételbdl kapjuk. Megft
valtozocserék utan:

hetd a gz« 1 sorfejtéssel :

FO G oz) = C<§>+F<— %) @' +0(a),

a z szerinti integral kiszamitasa utan:

7(;0— — 1+ M(@)Uz

(A 3 '
9 —

ch(O)

hZ
mys

tehat az allapot betdltottsége

L 0
N (2kTELLC x'1? dx
— = r Z x¥az 1
y =T ) L)) ete—t
0 0
L

2mkT N2 (3 1 3
_ ZmK A, NVl dz FO =
27z< W > F(g)[jd (2’(]2)’
0

ahol bevezettiik a ¢ = mg/kT, jelolest.
A gravitacio nélkiili rendszer kritikus homérsekletet

N Ik TON32 /3 3
N _ MR e - ZVFO(£,0
p=2 () ) o)

& ~

" = L kT _mkTV??
et —17 ¢ o

b) Az alapallapotban levé részecskék szama

Vo= (1(1) ") L
T) )" e 1T Blap
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haté. Mivel mgL/kT©< 1, és az integralban F(™) helyettesit-

ahol { a Riemann-féle dzéta-fiiggvény (lasd a Fiiggeléket). Tgy

3.20. 1lsé
0. a) 1t})Egybnem tulsggosan szabalytalan alaky, V térfogata do-
ozban a legkisebb, nem zérus energiaju allapot energiaja
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tehat

ul=0(~
ul=0(+)
Megjegyezziik, hogy a kémiai potencialt elvileg figyele
kellett volna venniink az a) feladat megoldasaban is. Mi
azonban

|p| ~ N"' ~ V71 igyaztaz e~V 23
energiahoz képest jogosan hanyagoltuk el.

13.21. T =0 hémérsékleten minden részecske a p=0 impulzusu
potban van. A részecskeszamot ekkor meghatarozo

N = jﬁo(l’) d’p = j ﬁo(P)‘sz dp
0
osszefiiggésbdl leolvashato, hogy
& No(p)
fig(p) = 2np?

A T+0, de T, alatti hémérsékleten Ny = N(1—(T/T)*?)
mu részecske kondenzalodik, tehat a teljes eloszlas

. 1 Ny(p)
nlp) = efer —1 2np?

13.22. Idealis Bose-gazban T, alatt u=0, és igy

0

kT 3/2 3/2 d
E==2nV<%%2—> ij§;4j§~zT”?

e —

13.23. A kémiai potencialt meghatarozo egyenlet:

1

t
N=2 gen_1 ‘*Zgliﬁrn—'r—;

A T=T, hémérsékleten u=0, tehat
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13.24,

N=2n V<2ka)3/2 Adx 2 gy
h? &1 +91 m]
0 ' 0

Felhasznalva, hogy & >kT,
2mkT\3? /3 3
N = 2zp( % Z I -
<h2 ) F<2>C<§) I+ =S|
)

A gerjesztett allapotok elhanyagolasaval kapott kritikus hé-

mérséklet:
N = 2nV(2kac(O) 3/2F é ¢ é
h? ) 7 )

T,

3/2
(T—(Co) =1— g; e~ e /KT,
(

Mivel a feltételezés szer
0 , , .
e inte, >k , igy T!® megvaltozasa kicsi

igy

>

T.=T9 |1- 291 e KT ©

3c<§> A

A kémiai potencialt (¢ = ..
= —u/kT),ill. a krit B
meghatarozé egyenletek: ), itikus hédmérsékletet

2nVkaTyﬂp<§>
N = h3 2 F(“)(E (1)
és - .
2nVkazyﬂp(§)
N =

2 3
FO [
h3 (25 0)9
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ahonnan

tehat az atalakulasi pont koriil

3 2
5 r_y
u = —kT, 4ﬁ <¢[;—1>.
Természetesen ez a kifejezés a T T, esetben érvényes, 1, a
u=0.

13.25. Az izotermikus kompresszibilitast példaul a részecskesz ;

fluktuacioval fejezhetjiik ki:

1 /0 4 QIX)
%Tz —I7<a";>N,_T—N2 6;1 v,T

A kémiai potencialt meghatarozo egyenlet:

3
2V (2mkT)>*T <§>

F(_) }. o).
N = h3 2?

Mivel az atalakulasi pont koriil a~0 és

)i

ezért

N == C0+C1 WL
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tehat a keresett kompresszibilitas

Felhasznalva a 13.24. feladat eredményét, lathato, hogy s, di-
vergens, ha T—T,:
1

Hyp ~ T

13.26. Az energia kifejezése T, alatt, ill. folott:

2mkT)\3/? 5 5
E_(T) = 2nV, kKTI [ = =) -, ,
0 =2 (557) ar () Goo)

F(_)(é, a)
E>(T)‘= E<(T)“L, o= —pu>0.
F(_)<§, 0)

Mivel T, kozelében a~0 és F(™) sorfejtése kis o értékre

R ERIE R
ezért
/3
E.(T) = E(T) [ . igig( %)Jro((%)m)]. (1)
-2 .

A 13.24. feladatbol tudjuk, hogy az atalakulasi pont koriil

3 2
2 T
kT, \—=] (= -1]). 2
2 ‘ \4ya (Tc ) )

Tehat a hékapacitasba (C, = OE/0T), ill. annak derivaltjaba

le
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(0C,/0T) az elhanyagolt tagok nem adnak jarulékot a kritiku:
hémérsékleten.

Az (1) és (2) egyenletekbdl lathatd, hogy a fajhd folytonos

T,-nél, a derivaltja viszont ugrik:

50 1)
W)
G

tehat
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13.28.

13.29.

13.30.

Egy T hémérsékleti fekete test feliiletegységenként és idSegy-
ségenként

W=o¢T*

energiat sugaroz ki (Stephan—Boltzmann-torvény). A Fold
esetében a kisugarzott teljesitmény

P, = 4nR%c T

Feltételezziik, hogy ezt az energiat teljes egészében a Naptol
kapott sugarzas fedezi. D-vel jeldlve a Nap—Fold tavolsagot, a
Naptol idéegységenként

nR2

P, = 4nR%c T
2 TENTIN 4 D2

ho6t kapunk. A teljesitmények egyenlségébol

2D\
Ty = <_> T, ~ 5900 K.
Ry

A fotonok szaméara (N) nincs megkotés, s igy rogzitett T és V
mellett N egyensulyi értékét meghatarozé feltétel a szabad-

energia minimuma:
OF
e =0.
oN T,V

Masrészt OF/ON = p, és igy a fenti feltétel u=0 alakban is

megfogalmazhato.

Kondenzacié csak akkor kovetkezik be, ha a részecskeszam

allando. A fotonok szama viszont fiigg a hdmérséklettdl és a
térfogattol, s igy nem johet 1étre Bose—Einstein-kondenzacio.
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