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1. Bevezetd

Jelen jegyzet a 2019-es tavaszi félévben Dr. Vattay Géabor altal tartott Statisztikus fizika ,A”
eladason elhangzottak alapjan késziilt. Az éra menete nagyban koveti a Kubo-kényvet [1].
A statisztikus fizika nagyon sok részecske leirasaval foglalkozik, az ezek altal alkotott rend-
szer makroszkopikus tulajdonsigait kivanja meghatarozni mikroszkopikus elvekbdl kiindulva.
Az alapgondolat az, hogy egy olyan elmélet segitségével szeretnénk megérteni és leirni nagy
szabadsagi foku rendszereket, melyeknél nem az egyes részecskéket vizsgaljuk, hanem a rend-
szerr6l altalaban véve szeretnénk valamit mondani. A szamolésok soréan tehat szamtalan
esetben atlagolasokat hasznalunk, tapasztalatunk pedig az, hogy nagy részecskeszami rend-
szereknél ez a lefrasmod kifizet6dd, hiszen makroszkopikusan ez jol visszaadja a valosagot]]

1.1. Strtdségfluktuacio

Tekintsiink egy zért rendszert, benne részecskékkel (1.1} abra).

1.1. abra. Zart rendszer, benne részecskékkel.

Ebben a szamstirtiséget egy r pontban az alabbi Gsszefiiggés definidlja:

N

n(r)=>Y d(r—mr) ¢ nO(r)=(n(r)), (1.1)

=1

ahol n)(7) az egyrészecske-stirtiség, a { . ) pedig a szokésos kvantummechanikai 4tlagolast
jeloli.

Foglalkozzunk most idedlis gézzal, azaz a részecskék pontszertiek, koztiik kolcsonhatas
nincs. Tekintsiink el6szor egy olyan zéart rendszert, amely két részre van vélasztva, és kez-
detben az Osszes részecske az egyik térrészben van. Fizikai intuicionknak megfelelGen, ha a
valasztofalat kivessziik, kis strtségfluktuacioktol eltekintve hosszu idé utan - az egyensily
bealltaval - a két térrészt azonos ardnyban fogjék kitolteni a részecskek (1.2 és abrak).

Vizsgéljuk meg most a stirtiségfluktuécio jelenségét! Tekintsiink egy V' térfogati rendszert,
valamint annak egy v térfogati alrendszerét . abra). Ekkor annak a valoszintisége, hogy
egy részecske a v térfogatu térrészben van p=v/V, mig ennek komplementer eseménye g =
1—p = (V—v)/V valoszintségi. A teljes rendszert alkossa N db részecske. Ekkor annak a
valoszintisége, hogy N, részecske van a v térfogatban a binomialis eloszlasnak megfelelGen:

W(N) = e (1—p)¥ e, (12)

~ NJ(N-N,)!

! Kellen nagy rendszer esetén az idGatlag és a konfigurdcios atlag is a legtobb esetben (néhany kivételtsl
eltekintve) megfeleltethetéek egymasnak.



(b) Megsziintetjiik a két rendszer egy-
(a) Két egymastol elzart rendszer.  mastol valo elszigeletelését.

1.2. dbra. Hgtartaly, benne részecskékkel.
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1.3. abra. Egyensulyi allapot beallta korili fluktuécio.

1.4. abra. V térfogatt rendszerben v térfogatu alrendszer.

hiszen a részecskék megkiilonboztethetetlenek?l A binomiélis eloszlas varhato értékének és

2 A jegyzet sordn a tovabbiakban is W jeldli a valoszintiséget (vagy néha P).



szorasanak megfelelen a v térfogatban talalhato részecskék varhato értéke és szorasa:
<Nv> :pN és 02 = <(Nv_ <Nv>)2> :Np<1_p)> (13)

ahol o jeloli a széréust.ﬁ A binomiélis eloszlas az N—o00 és p—0 (termodinamikai) hatéresetben
Poisson-eloszlasba megy at, melynél

0% = (N, = (N,))?) = (No) (1.4)

azaz a szorasnégyzet megegyezik a varhato értékkel. Mivel makroszkopikusan nagy rendsze-
rekkel foglalkozunk, ezért ez a hatéreset igaz néalunk is, tehat a v térfogatban N, részecske
tartozkodasanak valoszintisége:

v,y = N ) (1.5)

Definialhatjuk még egy mennyiség relativ szérasat is:

(N — (V) _ 1
(N,)? (Ny)

(1.6)

Ebbdl leolvashatjuk, hogy minél t6bb részecske van a rendszerben, annél kisebb lesz az adott
v térfogatban talalhato részecskék szaménak szoréasa, fluktuacioja.

Korabban mar bevezettiik a részecskék stirtiségére adott » pontban az n(Y)(r) jeldlést. Keét
részecske korrelacioja az alabbi modon definialhato:

n®(r r') = <Z d(r —mr;)o(r — 'rk)> . (1.7)

ik
Sok esetben jo kozelités erre, hogy:
n(r. ') =nO(P)nD ) g(r, v —r 1.8
) g ) )

ahol g(r,r —r) neve pareloszlas fiiggvény. Ha a rendszer homogén és a bulkbanﬁ vagyunk,
akkor az alabbi egyszertibb alakokra juthatunk:

nW(r) =)= & o@D ) ={n)’g(R), (1.9)

ahol R = |r’ — 7|, és g(R) neve radialis eloszlasfiiggvény. Ekkor a pareloszlas fliggvény méar
mérhetd, hiszen csak a két részecske tavolsagatol fligg . abra).

1.2. Véletlen elektromagneses tér

Feltehetjiik a kérdést, hogy véletlen elektromagneses térben hogyan fluktual az intenzitéas.
Tekintstink NV darab fényforrast. Egy adott pontban a fényerdsséget a forrasokbol a pontba
érkez6 elektromagneses hullamok ered&je hatarozza meg. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,

3 Bgy A mennyiség szorasnégyzete o2= (A — (A))?) = (A?) — (4).

1 Egy véges kiterjedésti rendszer azon része, ahol jo kozelitéssel érvényesiilnek azok a feltételek, mintha idealis,
végtelen kiterjedésid rendszerrel foglalkoznank. Példanak okaért vegyiink egy véges kiterjedésti kristélyt.
Ennek az a része a bulk, ahol a kristaly ugy viselkedik, mintha az egész végtelen kiterjedést lenne.
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1.5. abra. g(R) radialis eloszlasfiiggvény, ahol D jeloli a kemény gombok atmérsjét.

hogy a fényforrasok frekvenciaja és intenzitédsa azonos. Legyen ¢ az elektromos tér, ekkor a
vizsgalt pontban az eredd elektromagneses tér:

N
€ X Zaei¢k, (1.10)
k=1

ahol a jeloli az amplitudot, ¢, pedig a k-adik forréas fazisat. Az intenzités ekkor:

N N
I < |5]2 x a? Z e'or Ze""z’j = a’N + a? Z <ei(¢’“_¢j)> =
k=1 j=1 k.j

(1.11)
= a’N + 2a* Z (cos (or — &)
k>3
azaz:

(I) =~ a®N. (1.12)

Hatarozzuk most meg az intenzitas szérasnégyzetét is!

’ N(N=1)
(0= 7 = ( [ om0 )= 10X o) -

k>3 ~ ~~ - (1.13)

1/2

= a'N(N-1) "Z! ' N2,
Az el6z6 kett6t egybevéve kapjuk a fényintenzitas relativ fluktuacidjara, hogy:

W=D 4 (1.14)

azaz a fény relativ fluktuacioi makroszkopikus skilan sem tinnek e]ﬂ

5 Ez azért van, mert a fotonok bozonok, amik szeretnek ,tomoriilni”.



1.3. Kvantummechanikai attekintés

Az alabbiakban legtobbszor v jeloli a hullamfiiggvényt, A egy fizikai mennyiség operatorat,
A, pedig annak métrixelemét. Egy operator varhato értéke a v hullamfiiggvénnyel megadott
allapotban:

(Ao = (o] 4fv) = [ aoviu (1.15)

egy d dimenzios integral, a ¢* pedig ¥ komplex konjugaltjat jeloli. A hullamfiiggvényt kifejt-
hetjik ¢, bazis szerint:

Y, t) =Y en(t)on(z). (1.16)

n

Az A operator A,,, matrixelemei alatt a kdvetkezst értjiik:

Apm = /gpf/lgpmdx, (1.17)

ahol az integralasi mértékben nem jeloltiik a dimenzidk szamét. Egy operator varhato értéke
a matrixelemekkel kifejezve:

Jelslje H=H a Hamilton-operatort. U idsfejlédését az idofiggs Schrodinger-egyenlet irja le:
e

t 1.19

& = Hu(0), (1.19)

amelynek segitségével felirhatjuk az (1.16]) egyenletben szerepls ¢, (t) egyiitthatok idéfejlédé-
sét is:

8cn . . e . oc .
Z Hc(t)  és ennek adjungaltja: 5 ZI: cf (£) Hin, (1.20)

hiszen a H Hamilton-operator énadjungalt (1, = H;,). Vizsgaljuk tovabba a c,c}, szorzat
idéfejlodését is:

ihoy(cncr)) = thoy(cy)er, + ihe,0(cl,) = Z Houcc, — cnci Him) - (1.21)
]

Bevezethetjiik a strtiségmatrixot, melynek matrixelemei megadhatok a kifejtési egyiitthatok
segitségével:
(CnCn) = Onm.- (1.22)

Most tekintsiink sok rendszert, amelyek azonos strukturajaak és azonos makroszkopikus felté-
telek biztositottak. A strtiségméatrix segitségével megadhatjuk egy ilyen statisztikus sokaséig
atlagét:

Z A (enct) = Tr(Ap), (1.23)

ahol ¢ a striiségoperatort, Tr(.) pedig egy operator nyomat jeloli. Fontos megjegyezni,
hogy az igy megadott atlag nem azonos az egyenlet szerint definialt kvantummecha-
nikai atlaggal. Most pedig térjiink &t folytonos esetre! Az el6bbi Gsszefiiggések koordinata-
reprezentacioban az alabbi alakban adhatoak meg:

- Z me(m)Amn@Z(I/)u (1.24)



Z P () 0mnPy (2'), (1.25)

= fj dzdx’ A(x', z)o(2', x), (1.26)

ahol az utébbi éppen a Tr(fl@)-t jeloli. Ha jobban megvizsgéljuk a stirtiségmatrixot, lathatjuk,
hogy ez pont két hullamfiiggvény kozti korrelaciot fejez ki, azaz:

o(2,7') = (W(w, 0" (o, 1)) (1.27)
A siirtiségmatrix idéfejldését leird egyenlet az (|1.21)) egyenlet atlagolasaval megkaphato:

ihOyo = Ho — 0H = [H, 0], (1.28)
ahol [., .] két operator kommutétorat jeloli.

Beldthato tovabba, hogy ha az éallapotok koherensek (tiszta allapotok), akkor 9?=g és
Tr (9%) = Tr (0) =1, azonban elképzelhetd olyan ¢ stirtiségoperator is, hogy a Tr (9) =1 teljesiil,
tovabba az operator teljesiti a ra vonatkozé idéfejleszts egyenletet (ihd;0 = [H, 0]) minden
idépillanatban, azonban 9?°#9. Erre példa, ha energia sajatbézist valasztunk, azaz:

@:dlag (Wl,WQ,...,Wn), (]_29)

ahol ) W,=1 teljesiil, tehat W, az egyes sajatallapotokhoz tartozé valészintiség. Ebben
az esetben azonban nem létezik olyan Schrodinger-probléma, melynek ez lenne a megoldasa;
ekkor fennall a > W2 <1 egyenl6tlenség. Legyen specilisan gnm = w0y, ahol w,, annak
a valoszintisége, hogy az n-edik sajatallapotban vagyunk. Ha tiszta allapot van:

Tr 0 = Tr(wy,0nm) an =1, (1.30)

kevert allapotban azonban:
Tro*=> wl<l. (1.31)

1.4. Virialtétel

Mar a statisztikus fizika alapvetd elveinek kidolgozasa el6tt is tettek kisérletet arra vonat-
kozolag, hogy sokrészecske-rendszerek esetén a Newton-torvények atlagolasaval a rendszer
makroszkopikus tulajdonsagaira kovetkeztessenek (pl. idedlis gaz). Ilyen atlagolasokat hasz-
nalva kaphatjuk meg a jol ismert viridltételt is, akar klasszikus, akar kvantumos tuton kozeli-
tiink a probléméhoz. Ebben a fejezetben a Schrodinger-egyenletet felhasznalva vezetjiik le a
(kvantum-)virialtételt.

Jelolje <A) egy tetszéleges fizikai mennyiség kvantummechanikai varhato értékét, és kiin-
dulésként tekintsiik a mennyiség idG szerinti derivaltjat:

dAy d, OV < |ov
el a(@ﬂAWJ} = <§ A‘¢>+<¢’A E>+ <¢

Hasznaljuk fel az id6fiiggd Schrodinger-egyenletet és adjungéltjat:

4919 oWl
ot ot

A

ot

¢> . (1.32)

=H[Y), = (Y[,



~

amelynek segitségével az (1.32)) egyenlet tovabb alakithato:
d{4)

= el g elamd) + (o 5 ) = ) () 0o

Az 1’ egyenlet specialis esetébdl kaphatjuk majd a virialtételt, mégpedig akkor, ha az A
fizikai mennyiségnek a p* = p,& + p,y + p.Z mennyiséget feleltetjiik meg, kihasznalva, hogy
O/ an

5 (P7) = 0:

~

0A
ot

AP i
P~ (. p7)) (1.34

Az (1.39) egyenlet tovabb alakithato a kommutétor kifejtésével. A kovetkezében ezt a kifejtést
részletezve csak az x komponensre végezziik el (az y és z komponensek esetében hasonloan
jarhatunk el):

H2 1.35
= [V, Dali + o {—px x} . (1.85)
2m

A A

Az utolso egyenlSség esetén kihasznaltuk, hogy a V' potencialis energia csak az # = (2,7, 2)
operatortol fiigg, valamint hogy a Hamilton-operator az alabbi alakban megadhato:

_ Pi D+ P

1, 2). 1.
H 5 + V(z,9,2) (1.36)
Hasznaljuk még fel, hogy az impulzus operatora p, = %a%. El6szor vizsgaljuk a [V, p,] kom-
mutator hatasat: how ko -
D) =V —— — —— = ——— 7, 1.
VpaJo =V = 2 (V) = 22 (137
azaz L8V
0| = |V, D] = ———. 1.38
M. 5] = Vi) = 5 (1.33)
Valamint a [%,x] kommutator hatéasa:
~2 2 o2 2 a2
fim o h* 0%
{Qm’x} V= 2m Ox? (z9) T m o (1.39)

Elvégezve a derivalasokat:

o? 0 AN

az ((1.39) kifejezés tovabb alakithato:

~2 2 , .
D h= O th h o ih
e = =—— ==Y = ——P. 1.4
{Qm7 x} 4 m Ox m i 0t mpx¢ (1.40)
Mindezeket felhasznalva a kévetkezd egyenlGséget nyerjiik:
d,.. h . h -



ahol T' = % jeloli a kinetikus energia operatorat. A viridltételt ezek utan tgy kapjuk

meg, ha az 1)) egyenletet id6ben atlagoljuk. Ehhez hasznaljuk fel az alabbi segédallitast:
dC
legyen B és C két fizikai mennyiség gy, hogy B(t) = 5 ekkor B idéatlaga:
/ it = 1[C(r) - CO)], (1.42)

ahol 7 a kiatlagolas id6tartama. Kihasznalva, hogy B és C fizikai mennyiségek (igy korlato-
sak), az el6z6 egyenlet limeszét véve kapjuk, hogy:

lim (B) = 0. (1.43)
T—>00
Ez alapjan a virialtétel:
= —(VV.r)+2T). (1.44)

A kvantummechanika segitségével az el6zGekben levezetett viridltétel a klasszikus hatareset-
ben tovabbra is igaz marad. Most ennek egy alkalmazasat fogjuk nézni. Legyen egy nagyon-
nagy tartilyban elhelyezkedd részecskerendszeriink. Ekkor a részecskék a tartéaly falara nyo-
mast fejtenek ki azaltal, hogy titkoznek azzal. A tartaly falara kifejtett erd:

F=-VV=—p ndf (1.45)
ahol n a tartaly faldnak normalvektora (1.6 abra).

1.6. abra. Tartaly df feliiletelemére haté n normélvektori F' er6.

Ahhoz, hogy viriél jellegli mennyiséget kapjunk, integraljuk ennek az erének és a helyvek-
tornak a szorzatat a tartaly falara, és hasznaljuk fel a Stokes-tételt:

—j{pnrdf = —pjl{'rdf = —p/ divrdV = —3pV. (1.46)
%

Ezt felhasznalva, és figyelembe véve a részecskék kozotti kolecsonhatast is, a viridltételt az
alabbi alakban frhatjuk fel:

0= 2(T) —3pV—%<ZT’jkM>, (1.47)

ahol rj; a j-ediktsl a k-adik részecskéhez mutatd vektor, ¢(r;;) pedig a j-edik és k-adik
részecske kozotti parkolesonhatast leird potencial. Idedlis gaz esetében azt feltételezziik, hogy
a részecskék nem hatnak koleson, igy adodik a kovetkezd Osszefiiggés:



1.5. A klasszikus mechanika Liouville-tétele

A mozgasok klasszikus leirdsdnak egy altalanos modja a Hamilton-féle mozgasegyenletek al-
kalmazasa. Egy s szabadségi fokkal rendelkezd rendszer mozgasét targyalhatjuk olyan térben,
amely az s darab altalanositott koordinatat (qi,qo, ..., qs), és az azokhoz konjugalt impulzu-
sokat (p1,pe,...,ps) tartalmazza; ezt nevezziik fazistérnek. A rendszer egy mikroszkopikus
allapotanak a fazistér egy pontja felel meg, a mozgasnak pedig a fazistér egy trajektoriaja, és
egy adott rendszer esetén a trajektoriak nem metszhetik egymést. Egy sokasagot a fazistér-
beli pontok halmazaval adhatunk meg, ahol minden pont a sokasag egy rendszeréhez tartozik

(1.71 abra).

S

1.7. abra. Fazistérfogatok.

Tekintsiik példanak a harmonikus oszcillatort, amelynek trajektoridja a fazistérben egy

ellipszis (1.8 abra).

1.8. dbra. Harmonikus oszcillator fazistérbeli trajektoridja.

Ehhez hasonléan bonyolult rendszerre a pontok a (2s dimenzios) fazistérben szétszorod-
nak. Megnézhetjiik, hogy az id6 mulasaval hogyan valtozik a kezdeti feltételek altal megha-
tarozott fazistérbeli pontok halmazanak térfogata.

A Liouville-tétel allitasa, hogy a sokasagot reprezentald fazistérbeli térfogat a fazistérben
gy mozog, mint az idealis folyadék, azaz a sokasagot reprezentald pontok fazistérbeli stirtisége
az id6ben nem véaltozik. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a fazistérben 6sszenyomhatatlan
aramlas folyik. Fontos megjegyezni, hogy a Liouville-tétel csak konzervativ rendszer esetén
teljesiil. Ez alapjan a vizsgalt fazistérbeli térfogatra megmaradasi tételt irhatunk fel. Legyen
o a pontok fazistérbeli eloszlasa; ekkor a kontinuitasi egyenlet:

% + div(v(r)o(r, 1)) =0, (1.48)
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ahol 7 = vp az aram.

Hogy néz ki a fazistérre vonatkoztatva a megmaradasi tételt leir6 egyenlet? Ha s di-
menzids mechanikai rendszeriink van, a fazistér 2s dimenzios lesz, ebben szeretnénk felirni a
kontinuitasi egyenletet. A fazistérbeli pontokat az alabbi vektorral adhatjuk meg: » = (q, p).
A mozgast leir6 Hamilton-egyenletek:

OH oH
. AS ) = — 1.4
Q=5 & p=—5 (1.49)
Az r vektorhoz tartozo sebességmezd:
oH OH
P — = _— . 1
r=v ( 9p’  0q ) (1.50)

Helyettesitsiik ezeket az ((1.48)) egyenletbe:

do(q,p) 0 (87—[ ) 0 ( OH )
= o) +Y — (-Z=0) =o. 1.51
OH Do OH Do
=0. 1.52
Z 3%8])@ Z Opi Oq; Z apjaqg Z 0q; Op; (1.52)
00 OHOo O0HOo)|
o Z { Op; 0g;  Og; 81%} - (1.53)
Ezt felirhatjuk a Poisson-zaréjel segitségével is:
0
Q L+ {H.0} =0, (1.54)
o 9 do  OU D
0 pi 00 o\
o +;{ma% ~ 7 8@} =0, (1.55)

ha H = 2% +U(q), U(q) pedig a potencial.

1.6. Wigner-reprezentacio

Mi a kapcsolat a klasszikus mechanika és a kvantummechanika kozott? Erdemes megvizsgalni
ezt a kérdést kicsit kozelebbrdl, ugyanis a statisztikus fizika targykorébe tartozé problémak
megoldésa soran sokszor arra is kivancsiak lesziink, hogy mi torténik egy rendszerrel a klasszi-
kus hataresetben (azaz amikor 7 — 0). Egy modja annak, hogy a klasszikus mechanika és a
kvantummechanika kozotti korrespondanciat megvizsgaljuk a Wigner-reprezentacié haszna-
lata.

Egy operator felirhato koordinata-reprezentacioban a kivetkezoképp: (z|A|2’) = A(z, o),
a varhato értéke pedig az alabbi alakban adhaté meg: (A) = [dzda’(z|Al2’)(2'|o|z). Az
elébbi formulédkban sehol sem jelenik meg az impulzus. Arra, hogy ez hogyan csempész-
hetd mégis be, Wigner jott ra (az otlete az volt, hogy a kvantummechanika esetleg tgy is
megfogalmazhat6, mintha ott is lenne fazistér). Egy operator Wigner-reprezentacioja:

Au(p, q) = /exp (-”’%) (2| Al dr, (1.56)
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ahol ¢ = (z + 2)/2, valamint r = x — /. Az el6bb bevezetett definici6 valojaban csupéan egy
Fourier-transzformacié. A bevezetett valtozok segitségével a definicio atalakithato:

T r
Au(p,q) = /dr exp (—%) <q +3

Végezziik el ezt a transzformaciot a potencialra, amely csak a koordinataknak fiiggvénye, az
impulzusnak nem:

A

q— g> (1.57)

(2|Ulz") = U2)d(x —2') = U (q + g) 5(r). (1.58)

Azaz a potencialfiiggvény Wigner-reprezentaciéban:

Uw(p,q) = U(q). (1.59)

Hasonloan jarhatunk el a kinetikus energia esetében is, amely csak az impulzusnak fiiggvénye

(K(p)): -
(x| K|2') — K(;%>6(:c — ). (1.60)

A valtozocserét elvégezve nyerjiik a Wigner-reprezenticiot:

[ ipr h (10 0 _/°° ipr hdy
Kw—/_oodrexp( ﬁ)KL (28q+87“)] i(r) = _Ood?"exp T K p = K(p).
(1.61)
Tovabba mivel H = K (p) + U (), igy:

Hw - H(ﬁ: (j)

Most alkalmazzuk a Wigner-transzformaciot a stirtiségmatrixra:

Fa) = [~ aresp (<50) tal o). (162

[e.e]

az 1gy nyert fiiggvényt hivjak Wigner-eloszlasfiiggvénynek. Elvégezhetjiik az inverz Fourier-
transzforméciot is:

ol = 3 [ aveso (%) sy = [ apeo (P ) £ (550 ) 1y

Nézziik meg, mi torténik, ha egy A mennyiséget akarunk atlagolni a strtiségmatrixra:

A ’x> exp (M) fp.q) = %f dpdq A (p,q) f(p,q). (1.64)

(A) = %ff dzdz'dp <x' -

A bevezetett formalizmusnak koszonhetSen olyan, mintha minden a klasszikus mechanikai
jelolésmodjaban keriilne felirasra. Ez alapjan a kovetkez6 megfeleltetéseket végezhetjiik el:

. 1
A Au oo f Tres H dpdg. (1.65)

A stirtiségmatrix idéfejlédését leird egyenlet:

illetve a Hamilton-operator:
h? 0



Vizsgaljuk meg, hogy koordinata-reprezentacioban hogyan néz ki a strtiségmatrix idéfejlodé-
sét leiro ((1.66,) egyenlet:

nt oot o

. / / /

0, (o) o)) = |5 (50~ 5 ) + V@)~ UG Gloole). (1)
A valtozocserét végrehajtva, egy hosszas szamolas utan (lasd |1] hivatkozas) az alabbi ered-
ményre jutunk:

[ pa 1 ho ho
E%f(p,Q,t) - {_Ef)_q +E |:U (q— Zc‘?—p) -U (q—FZa—p)]}f(p,q,t). (169)

Ez pedig a Liouville-tétel kvantummechanikai megfelelje Wigner-reprezentéacioban felirva.

Szorgalmi feladat: Klasszikusan a harmonikus oszcillator trajektoriaja a fazistérben egy el-
lipszis. A Wigner-fiiggvény is abrazolhato a fazistérben, (f(q,p,t)). Krealjuk meg a Wigner-
fiiggvényt harmonikus oszcillatorra! A stirtiségméatrixhoz:

(x| o|2") = Yu(w, )5 (2", ). (1.70)

Vizsgaljuk az 1 < n esetet, és abrazoljuk |f(q,p,t)|-t a fazistérben. Az eredmény a klasszi-
kus esethez fog hasonlitani, csak a trajektoria konturja kissé szétkenddik. Ennek a szélessége
nagyjabol akkora lesz, mint amit a hatarozatlansagi relacié alapjan varhatunk. (A megoldéas-
ban a Hermite-polinomok fognak megjelenni.) A klasszikus hataresetet kapjuk vissza, ha a
h — 0 esetet tekintjiik. Ugyancsak a klasszikus hatéresetet nyerjiik, amennyiben az energi-
at megfelelen nagynak vélasztjuk meg a kvantumos energidkhoz képest. Ez fog segitséget
nytjtani nekiink ahhoz is, hogy a kvantumos allapotok Osszeszdmolasat visszavezethessiik a
klasszikus allapotok leszamoléaséra.

Nézziink most egy példat arra, hogy hogyan lehet 0sszehasonlitani egy kvantumos és egy
klasszikus rendszert. A Bohr—Sommerfeld-féle kvantalas egy 1 dimenzios klasszikus rendszer
esetén (pl. a harmonikus oszcillator):

J = j{pdq =nh, neZ. (1.71)
Itt megjegyezziik, hogy a Bohr—-Sommerfeld-féle kvantalas altalanosithato:

]{pidqi = h(n +v;), (1.72)

ahol v; a Maslov-index. A puha potencialfalhoz tartoz6 Maslov-index 1v;=1/4, ha pedig
két puha potencialfal kozotti kotott allapotot tekintiink, akkor v;=1/4+1/4=1/2 (pl. har-
monikus oszcillator). Kemény potencialfal esetén (pl. dobozban) a Maslov-index értéke:
v;=1/2+1/2=1, azaz ekkor a kvantalas:

j[pdq =h(n+1), neZj. (1.73)

Ezek a korintegralok nem mést, mint a fazistérfogatot adjak eredménytl. Nézziink meg most
két példat erre:

1. Harmonikus oszcillator: Egy harmonikus oszcillator energiéja:

P, 1
E = w- + imw2x2, (1.74)
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mely a fazistérben egy ellipszis 1 abra) ket féltengelyének nagysaga pedig v2mFE

2L Az ellipszis teriilete (mab):

2F 2F
%pdq =7mV2mE\/ i Tﬂ, (1.75)

azaz a kvantalasra azt kapjuk (két puha fal esete), hogy:

2ET 1
T _ - 1.
- h (n—l— 2) , (1.76)

illetve

amit az energiaszintekre atrendezve:

1
E,=hw (n + 5) . (1.77)
Most vegylik azt az ellipszist a fazistérben, melynek egyik féltengelye: /2mkFE,. Két
szomszédos energiaszintd ellipszisek kozti ,ellipszisov” teriilete pont egy h nagysagu
tertiletet foglal el, ha kivonjuk egymésbol a két teriiletet.

Ent1 hy
Ep

1.9. abra. Harmonikus oszcillator trajektoriaja fazistérben.

. Szabad részecske 1 dimenziés dobozban: E energiaval repked a részecske, a doboz mére-

te L, az impulzus pedig v2mE. A fazistérbeli teriilet ekkor (kemény falak;|1.10, abra):

?{pdq = 2V2mEL = h(n + 1), (1.78)

ahol a kettes abbdl jon, hogy két kiilonb6z6 irdnyba megy a részecske, ezért az impulzus
negativ is lehet. Ez a kvantélas az energiara a kovetkez6hoz vezet:

By = — (M)Z (1.79)

~ om oL

Ha itt is vessziik az n-edik és (n+1)-edik allapotok altal meghatarozott fazistérbeli
teriiletet, akkor a kettd kozotti teriilet nagysaga ugyancsak h.
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1.10. abra. Dobozban pattogd részecske fazistérbeli trajektoriaja.

2. A statisztikus fizika alapjai

2.1. Alapelvek

Mostantol attériink a kvantummechanika nyelvezetére a statisztikus fizika térgyalasadban is.
Annak ellenére, hogy szamtalanszor klasszikus rendszerekkel fogunk foglalkozni, ennek a hasz-
nalata megtériilének bizonyul. A statisztikus mechanika célja tgy irhato le, mint annak meg-
értésére iranyulo erdfeszités, hogy egy tipikusan sok részecskébdl allo rendszer statisztikusan
hogyan fog viselkedni, a rendszer mikroszkopikus tulajdonsagaibol hogyan kévetkeztethetiink
a makroszkopikus (mérhets) mennyiségekre. Néhany részecske esetén egy klasszikus rendszer
id6fejlédése meghatarozhatéo a mozgastorvényeinek megoldasaval. Ha kvantummechanikai
targyalasmodot szeretnénk alkalmazni, akkor a kvantumos rendszer hullamfiiggvényének id6-
fejlédését kell meghataroznunk. Sok részecske esetén ez a feladat reményteleniil bonyolultta
valik. A kérdés az, hogy ki tudunk-e talalni a mozgasegyenletek megoldasa helyett egy masik
(egyszertsitG) modszert. Legyen most tehat egy Osszetett rendszeriink, amelynek a mozgasat
a fazistérben egy bonyolult trajektoria irja le (2.1l abra). Vegyiink egy kis kockat a fazistér-

P

< — /\\\

Y
x

2.1. dbra. Bonyolult fazistérbeli trajektoria.

ben egy adott pont koriil. Az ehhez tartozo fazistérfogat ekkor legyen f(p, q) d%qd?p, ahol
f(p, @) megmondja, hogy milyen valészintiséggel tartozkodik a rendszer itt. Azzal a feltevés-
sel éliink a tovabbiakban, hogy ha van egy A(p(t),q(t)) fizikai mennyiségiink, akkor ennek
a p,q mennyiségeken keresztiil van idéfiiggése. Szamoljuk ki ennek az A mennyiségnek az
idsatlagat:
L[ d, 1d
) =1 [ Awl.a®)ie = [[ Ap.a)fp.a)d'pi'e (2.)

T
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A masodik egyenlGség Gibbs Gtlete volt, mégpedig hogy az idébeli atlagok kiszamitasa helyett
(ez rendkiviil bonyolult feladat is lehet a sok egyenlet miatt), vizsgaljuk inkabb az f(p, q)
fiiggvénnyel vett atlagot (ezzel sok esetben konnyebb szémolni). Ezt nevezik ergodikus hipo-
tézisnek: egy mennyiség id6beli dtlaga megegyezik a statisztikus sokasag atlagéval makrosz-
kopikus egyenstily esetén. Két dolgot allapithatunk meg: el6szor is, ha van egy E energiaju
részecske (és a rendszer konzervativ), illetve ha egy tetszéleges (p,q) fazistérbeli pontnal
meghatarozzuk a Hamilton-fliggvényt, akkor a részecske a fazistérnek csak azon pontjaiban
tartozkodhat, ahol a Hamilton-fliggvény értéke megegyezik az energiaval (ebbdl természete-
sen az is kovetkezik, hogy azokban a fazistérbeli pontokban, ahol a Hamilton-fiiggvény értéke
nem egyezik meg a részecske energiajaval, ott a részecske nem tartozkodhat). Altaldban is
igaz, hogy mas megmarad6é mennyiségek tovabbi kényszereket szabnak a részecske altal a
fazistérben bejarhatd pontok halmazéara. Példanak okaért egy tirben forgd rendszernél ilyen
mennyiség az impulzusmomentum is.

Most éljiink azzal a feltevéssel, hogy a rendszer energidja valamilyen d F bizonytalansaggal
ismert csak. Ekkor a hatarozatlansagi relacio miatt §F o h/t,, ami azt jelenti, hogy a mérést
hosszt ideig kell végezniink, hogy csokkenjen az energiabizonytalansag (végtelen hosszu id6s
alatt lehet csak 0). A Liouville-tétel szerint azonban a fazistérfogat megmarad, azaz ha a fazis-
térben egy Kkis térfogatot tekintiink, akkor ez a kis térfogat torzulhat, de a ,,mérete” mindvégig
ugyanakkora marad. Mégpedig oly modon, hogyha vesziink a fazistérben egy meghatarozott
E energia koriil lokalizalt kis térfogatot, és a rendszer idéfejlédése soran ez a fazistérfogat
elmozdul, akkor ez mindvégig az E energiaju feliilet § £ kornyezetében marad. Ennek meg-
felelen, ha elindulunk valamely kezdeti pontokbdl, akkor azok tipikusan szétkenédnek a
fazistérben, azonban azokba a pontokba soha nem keriilnek, amit az energiamegmaradas (és
a tovabbi kényszerek) nem enged meg. Belathatjuk, hogyha az energia megmarad, akkor ha
egy olyan fliggvényt valasztunk, ami csak az energiatol fiigg, azaz f(F) = f(H(p,q)), akkor
ez mindig megoldésa lesz a Liouville-egyenletnek. Nézziik meg, hogyan! A Liouville-egyenlet:

p;Of OU Of\
) f+zj: (mj 50, 34, 9p, =0. (2.2)

Tovabba — mivel az energia nem fiigg az id6t6l — igaz az is, hogy:

5 Op; 0f OU U 0f p;\ _, 23
3mj OF ﬁqj 8qj oF m; ' '

J
Ha egy olyan fiiggvényt tekintiink, ami konstans a fazistérfogat egy adott energiafeliiletén,
akkor az megoldéasa lesz ennek a probléménak. A statisztikus fizika alapelve az, hogyha az ezen
eloszlas szerinti statisztikus sokaséagi atlagot szamoljuk ki, akkor eredményiil ugyanazt kapjuk,
mintha az id§ szerint atlagolndnk. Ha az energiat csak valamilyen hibéval ismerjiik, akkor
ugy kell eljarni, hogy azokat az allapotokat, amik az energia és a hibaja altal meghatarozott
tartoméanyokba esnek, azokat mind egyenlé valoszintiségtinek tekintjiik. Ezt nevezik az egyenld
valoszintségek elvének. Ezt kvantummechanikailag egyszertibb kezelni, ugyanis ott diszkrét
megengedett energiaszintek vannak, igy példéul ha

E<E,<E+JE, (2.4)

akkor minden olyan &llapot, amely az igy megadott tartoményban talalhato, ugyanakkora
w, = const. valoszintséggel valosulhat meg.

2.2. Mikrokanonikus sokasag

Valojaban a 0 E-t korlatozza, hogy 0E o< h/ty,. Hany allapotunk van két energia kozott?
Legegyszertibb megbecsiilni, hogy E és E, kozott hany allapotunk van. Ehhez tekintsiink
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egy tetszdleges gazt. A rendszer legyen makroszkopikus, tehat benne nagysagrendileg 10
darab részecske van. Ez jo kozelités, mert 1 cm?® gazban hozzavetéSlegesen 10%2 db részecske
van. Ezeknek ha kiszamoljuk az energiait, akkor az jon ki, hogy az energiak kozotti kiilonbsé-
gek iszonyat kicsik. Ha beirjuk az univerzum élettartamat a mérés idejére, akkor is rengeteg
energiaszint szorul F és E+d0F kozé. Makroszkopikus esetben tehat nem tudjuk felbontani
az energiaszinteket. Ha kisebb rendszerekre akarjuk ugyanezt a gondolatot alkalmazni, akkor
mindig jol meg kell gondolni, hiszen példaul egy atom energiaszintjeit jol fel tudjuk bontani.
Egy makroszkopikus esethez tehat sok-sok mikroszkopikus allapot tartozik, ugyanakkora va-
loszintiséggel. Ha ezt elfogadjuk, akkor az eloszlasfiiggvény jeloli azokat az allapotokat, amik
beférnek egy E és E+JFE kozé. Ezt mikrokanonikus sokasagnak nevezziik (Gibbs-sokasag),
mely a legegyszertibb sokasag. Akkor dolgozunk a mikrokanonikus sokasaggal, ha csak az
energiarol van informéacionk. Az energia mellett legtébbszor nem talalunk tovabbi megmarado
mennyiséget (altalaban dobozba zart részecskékkel foglalkozunk). A valésagban is altalaban
csak az energia marad meg makroszkopikus testeknél. Néhany specialis kivétel van azonban,
példaul az égi mechanikdban, ugyanis ott impulzusmomentum-megmaradés is van.
Kvantummechanikailag hogy néz ez ki? A siirtiségmatrix:

ola,2') = (x| ola’) =w D ¢h(w)n(@), (2.5)
E<En,<E+0E
ahol )
w (2.6)

" #{E<Eyx<E+6E}

ahol # az allapotok szamét jeloli. Ez egy diagonalis stirtiségmatrix, ami kevert allapotokat ir
le. Térjiink most megint vissza a Wigner-fiiggvényhez: klasszikusan is azt kapjuk, hogy egy
héjban helyezkednek el az allapotok:

Nj(e — E)de, ahol N a normalasi egytitthato. (2.7)

Nézziik meg most, hogy hany ilyen allapotunk van! Erdemes bevezetni az allapotok szamat
(7(E)). Ez megmondja nekiink, hogy egy adott E energiaig hany allapotunk van:

J(E) = #{E, < E}. (2.8)

Valojaban az torténik, hogy ezek az energiaszintek iszonyat stirtin helyezkednek el, tehat a

lépcstk Osszefolynak . abrak).

) iE)
i i
folytonos —— folytonos
—— diszkrét diszkrét

I

(a) Diszkrét energiaszintek. (b) Energiaszintek folytonos kozelitése.

2.2. abra. Allapotok széama az energia fiiggvényében.

A j(F) figgvény tavolrol nézve egy nagyon gyorsan novekeds fiiggvény. Ha ezt matema-
tikailag is szeretnénk valahogy definialni, altalaban egy folytonos fliggvényt tekintiink, ami
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a lépcssk felezgjén halad at (elképzelhetjiik ezt ugy, hogy egy folytonos fiiggvény irja le a
sok-sok Osszefolyo energiat). Bevezethetjiik az Q(F) allapotstriiséget is az alabbi modon:

dj = %w — Q(E)dE. (2.9)

Az allapotstrtiség az E és E + 0F energiak kozotti allapotok szamat adja meg.

2.3. Példak (allapotszam és allapotsitiriiség)
Idealis gaz

J6jjon most egy példa: tekintsiink egy dobozba zart N db részecskét (idedlis gazt), a doboz
oldalainak hossza L, a térfogata L3. Hogy néz ki az allapotstiriiség ebben a dobozban? Az
egyrészecske Hamilton-fiiggvény:

1
H=—(p2+p>+p2). 2.10
o P 2y %) (2.10)
A rendszer kvantalasa doboz esetén az alabbi feltételeket adja:

h h h

The Py =Ty, Ds= ph N, Ny, Ny € Z. (2.11)
Ha megnéziink egyetlen részecskét a fazistérben, akkor az egy — adott energia altal meghataro-
zott sugart — gémbnek a belsejében fog elhelyezkedni (2.3 4bra), ha az adott E energia alatti

lehetséges allapotok szamaéat keressiik. A Hamilton-fliggvény és az energia kozott a kdvetkezo

Pz =

(1
n.V

A

> o

2.3. abra. Egy részecske a fazistérbeli gomb belsejében helyezkedik el.

egyenl@ségnek kell fennallnia:

h2

azaz o EL?
ny +nl 4+ nl < th . (2.13)
Az energia altal meghatarozott gémb térfogata tehéat:
dr (2mEL*\*?
(7 . (2.14)
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Ha a kvantummechanika jellemz6 energidhoz képest kell6en nagy energiat tekintiink, akkor
jo kozelités az, ha feltessziik hogy minden egyes térfogategységben egy racspontot taldlunk.
Ez a térfogat igy jol megbecsiili az allapotok szémat:

i 47T 3/2 V
Ha N db részecskét tekintiink, akkor 6sszegezni kell azokra, azaz:
A
_ E : 2 2 2

Ezt atirva a megfelel§ kvantumszamok (n=(n, 1, ny 1, M1, Ns2, -..)) segitségével kapjuk, hogy:

hQ 3N
H(Npt, Ny 1y Nty - ) = ;Y nl<E. (2.17)
2mL =

A féazistérfogat meghatérozasihoz egy 3N dimenzids gomb térfogatat kell kiszamolnunk. A
d dimenzioés egységgdmb térfogata:

/2
Cd= =75 (2.18)
I'(4+1)
tehéat az allapotok szama:
. 13N/2 O L2 3N/2 73N/2 om.E)3N/2 1N
L (%5 +1) h L5 +1) A

ahol a I' a szokésos gamma—ﬁiggvényﬁ Minél nagyobb az energia, annal pontosabb ez a
kép, hiszen a fazistérbeli gomb hataran mindig fellép egy bizonytalansag, ugyanis egy adott
allapothoz tartozo ott 1évs allapot nem biztos, hogy beleesik a fazistérbeli gombbe. Fontos
méar itt megemliteni, hogy bar latszolag kész vagyunk, de ahogy azt mindjart latni fogjuk az
itt kapott eredmény még hibas. Ahhoz, hogy a helyes eredményhez eljuthassunk egy tovabbi
megfontolast kell még tenniink.

Meg kell gondolnunk, hogy kvantummechanikailag mi szamit kiilén allapotnak. Ha van
két részecskénk, akkor klasszikusan ezeket felcserélhetjiik, és ezaltal egy masik allapotot gene-
ralunk. Azonban ha a kvantummechanika felsl kozelitiink a probléméhoz, akkor amennyiben
az egyik részecske egy adott kvantummechanikai allapotban van, a masik pedig egy mésikban,
oly médon, hogy a kvantumszamaik alapjan az energidik megegyeznek, akkor a két részecske
felcserélésével nem generalunk 1j allapotot. A kvantummechanika szerint a részecskék meg-
kiilonboztethetetlenek, tehat mindegy, hogy a részecskéket melyik kvantumszamokkal jelzett
(de adott energiaju) allapotba tessziik. Két részecske esetén példaul az allapotok felét ki
kell hagyni, hogy ne szdmoljuk le mindegyiket kétszer abra). 3 részecske esetén méar 6
permutacié van, N részecskénél pedig N!, tehat N db részecske esetén az egy darab kvan-
tummechanikai allapot helyett alapbol N! klasszikus allapotot szamolnank le. Azaz akkor
kapjuk meg az allapotok szamét helyesen, ha a Osszefliggést még leosztjuk Nl-sal is. A
kvantummechanikai korrekcioval tehat az allapotok szama:

) 1 7TSN/Q (2mE)3N/2VN
](E) ~ N 3N 3N
NIT (2% +1) h

(2.20)

6 A gamma-fiiggvény:
oo
I(z) = / dte 1,
0

ami egész szamok esetén I'(n + 1) = n!
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Nx

2.4. dbra. Két részecske esetén csak az allapotok felét kell leszamolni.

Szamitsuk ki az allapotstirtiséget is:

dj(E)
dE -

Mivel a lépcséfiiggvényt egy folytonos fiiggvénnyel kozelitettiik, ezért a derivalds konnyen

elvégezhetd:

O(E) = (2.21)

(B) - 3N 1 @N2 0 2mE)*NVN 3N
~2ENIT (23X +1) h3N - 2E
Nézziik meg azt is, hogy hogyan valtozik meg az &allapotstirtiség, ha az energia egy kicsit

megvaltozik. Vegyiik észre, hogy az allapotstiriiségben az energia hatvanykitev§je egy oOriési
szam: Q(E) ~ E'% ezért célszertibb kiszamolni az allapotsiirtség relativ megvaltozasat:

Q(g(;)A) - (E;A> = (1 - %)WZ R exp <—A%> : (2.23)

i(E). (2.22)

3N
51

Spinrendszer

Tekintstink N db fliggetlen spint, p nagysagi magneses momentumokkal. Feltételezziik, hogy
a spinek két allapotot vehetnek fel ({ és 1), és a rendszer kiils6 homogén H nagysagi magneses
térbe van helyezve, amelyben egy felfelé allo spin energidja £y = —uH, egy lefelé alloé pedig
FE = MH .

El6szor azt szeretnénk meghatarozni, hogy egy adott E energidig hany allapota van a
rendszernek. Legyen Osszesen N darab spiniink, ekkor:

N:NT—FNJ,, és E:—MHNT+/LHN¢:—LLH<NT—N¢). (224)

A célunk az E energiaval jellemzett makroszkopikus allapot leirdsa, amihez azt kell meg-
mondanunk, hogy hény allapot tartozik egy adott (IV, F) konfiguraciohoz. Kombinatorikai
megfontolasok alapjan ez esetben egy makroszkopikus allapothoz tartozé mikroszkopikus al-
lapotok szama (a rendszer termodinamikai silya):

N!

W) = Sy (2.25)

Ebben a példaban az (N, E') mennyiségpar egyértelmtien meghatarozza a felfelé és lefelé allo
spinek szaméat, amelybdl pedig leszamolhato a W (N;) termodinamikai sily. A tovabbiakban a
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szamitasainkat nagy szamu spinre szeretnénk elvégezni, igy lehetGségiink adodik a faktoridlis
jellegti mennyiségek kozelitésére a Stirling-formuld] segitségével:

In(N!) ~ NIn(N) — N, (2.26)

amit akir exponencializalhatunk is:

N
Nz e NN — =N NN — (ﬂ) . (2.27)
e

Az energiat megadhatjuk a felfelé all6 spinek szamanak fiiggvényében:
E=—-uH(2N; — N), (2.28)

igy pedig a kétféle allapot szamat kifejezhetjiik az energiaval:

1 E 1 E
Ne==(N==), & N==(N+—). 2.29
! 2( MH>’ oo 2( +MH) (229)

Alkalmazzuk most a Stirling-formulat a termodinamikai silyfiiggvény logaritmusara:
In(W(Ny))~ NInN — N — NyIn(Ny) + Ny — (N — Ny)In (N — Ny) + N — Ny (2.30)
Egyszertsitések utan azt kapjuk, hogy:
In(W(N+)) =~ NIn N — Ny In(Ny) — (N — Ny)In (N — Ny). (2.31)

Az el6bb mar meghataroztuk az energiat a felfele all6 spinek szamanak fiiggvényében, valamint
ennek inverzét: N ) 5

E=—pH@2N: = N), é —=-(1-—— 2.32

WHEN = N), & =3 (1 ) (2.32)

ezt most behelyettesitve a termodinamikai sulyfiiggvény logaritmusaba azt kapjuk, hogy:
1 E 1 E 1 E 1 E
| EN)=—NJ—-In(N)+=-(l1-———= | In |z (1——= N 1+——)In|z(1+—— .
v 0= {0 (1) o[ (i) 2 (4w ) s ()|
2.3

A példa kittinG lehetGséget biztosit szamunkra, hogy megteremtsiik a kapcsolatot a termodina-
mika és a statisztikus fizika kozott. Vegytik észre, hogy In W ~ N, amennyiben £//N = const.,
azaz ha az egy spinre juto atlagos energiat fixen tartjuk. Ekkor az allapotok szdma a részecs-
kék szadmaval exponencidlisan novekszik: W ~ eV. Azokat a mennyiségeket, amelyek az
anyagmennyiséggel aranyosak, extenziv mennyiségeknek nevezziik. Ilyen példéul az energia és
térfogat, mig a hémérséklet vagy a nyomas intenziv mennyiségek. Azt tudjuk, hogy egy mak-
roszkopikus rendszer termodinamikai allapota altalaban kevés paramétertdl figg (pl. N/V/,
E/N). Altaldban egy mennyiség termodinamikai limeszének azt az esetet hivjuk, ha mikézben
az alabbi mennyiségekre igaz, hogy:

= t E_ t N t (2.34)
v = const., N const., v = const., .

a részecskeszam N — oo gy, hogy a vizsgalt mennyiség limesze létezik. Lathatjuk példéaul,
hogy a termodinamikai stlyfiiggvény logaritmusa is egy extenziv mennyiség (latni fogjuk,
hogy az entropiaval lesz kapcsolatban). Végezetiil megjegyezziik, hogy a termodinamika a
statisztikus fizika el6bbi médon definialt termodinamikai limeszeként adodik.

T A Stirling-formula:

N!'=NNe NVorN (1 +0 (;)) :
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2.4. A hémérséklet

A termodinamikabol ismert (és a megfigyelések is azt mutatjak), hogy ha két test hét tud cse-
rélni, akkor az egyensuly beallta soran a hémérsékletiik kiegyenlit6dik. Hasonl6an a nyomés
és koncentracio is kiegyenlitdik egyensiily esetén. Most azt fogjuk vizsgélni, hogy hogyan all
be az egyensuly, és mi a hémérséklet jelentése a statisztikus fizika szemszogébdl.

Tekintsiink egy ideélis termodinamikai rendszert, ami zart, azaz izoldlva van a koérnye-
zetétdl. Bontsuk két részre (I-es és Il-es részrendszerre) ezt a rendszert ugy, hogy koztiik
kezdetben sem energia, sem részecske nem aramolhat &t abra). Mivel az igy kapott

2.5. dbra. Zart termodinamikai rendszer, benne két alrendszerrel, melyek k6z6tt energia és részecske
sem aramolhat at.

részrendszerek egymastol teljesen fliggetlenek, ezért a mar tanult moédon kiszédmolhatjuk az
egyes rendszerekben az allapotok szdmét, ami nem lesz més, mint azon kvantummechanikai
allapotok szama, amik F energia alatt vannak. Az allapotok széma ekkor legyen ji(Fp) és
Ju(Em). A teljes rendszer energidja: E = Ey+ Ep. Mivel a két rendszer fiiggetlen, ezért ha
az egyikben és a masikban is kivalasztunk 1-1 kvantumaéllapotot, akkor ez a par lesz a kozos
kvantuméllapota a rendszernek. Ez alapjan a teljes rendszerben az allapotok szama:

Jrn(E) = ji(Ex) - ju(Em). (2.35)

A kérdés az, hogy mi torténik, ha megengedjiik, hogy energia dramolhasson a két rendszer
kozott, viszont nem engedjiik meg, hogy a részecskék is dtaramolhassanak. Vajon ennek
a folyamatnak a végén hova fog bealni az egyik illetve a méasik részrendszer éllapotainak
a szama? Az egyensuly beallta utan a teljes energia nyilvin nem fog megvéltozni, azaz a
kiegyenlitédés végén is igaz az, hogy E = Ef + Ej illetve az allapotok szama pedig:

JﬁH(E» EI*) = jI(Efk) 'jII(E - EI*> (2-36)

Vizsgéaljuk meg, hogy attol fiiggen, hogy az E| energiat hogyan véalasztom meg, mennyi
allapot lesz a ko6zos rendszerben. abra.) Gondoljunk arra, hogy mindkét részrendszer
egy-egy makroszkopikus rendszer nagy szamu részecskével, és ennek megfelelGen a lehetséges
allapotok szama is nagyon nagy. A lehetséges allapotok szamanak szorzata ((2.35)). egyenlet)
ugy fog valtozni, hogy egy megfelels energian ,elszall” a szorzat, viszont ha az egyik allapot-
szam kicsi, a masik pedig nagy, akkor a szorzat viszonylag kicsi marad. Ha a cstcstol kicsit
mozdulunk el energiaban, akkor a lehetséges allapotok szama rohamosan csokkenni kezd. Ko-
rabban azt mondtuk, hogy a rendszeriink mindegyik mikroallapotban azonos valészintiséggel
talalhaté meg. Az allitds az, hogy ha gigantikus szamokat szorzunk Ossze, akkor ehhez a
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J(E)

\ — J(E)
— Ju(E)
Jr+n(E)

E’

2.6. abra. A két alrendszer, illetve a teljes rendszer allapotainak szama az energia fiiggvényében.
E; energianal maximaélis az allapotok szama.

maximumhoz sokkal-sokkal tobb mikroallapot tartozik, mint az Gsszes tobbi esetben (ezt még
késébb szamszertsitjiik). Ennek megfelelgen pedig legvalészintibben a rendszert e cstics koriil
talaljuk meg, hiszen ezek ahhoz az energidhoz tartoznak, amiknél a lehetséges mikroszkopikus
allapotok szama maximalis. Az eddigi eszmefuttatas ismeretében most hatarozzuk meg, hol
van ez az optimalis Ej, amihez a legtobb mikroszkopikus allapot tartozik. Ehhez célszerd a
kifejezés logaritmusat venniink:

In (jf, (B, Ef)) = In (ji(Ef)) + In (ju(E — EY)). (2.37)

A szélsGérték feltétele:

9 , o (ji(Ey)) | Ol (ju(E — EY))
=—1In(ji.y(E)) = 2.
0 OE:; n (jiu(Er)) OE + OF: ; (2.38)
OEf OE}; OEf
~1
Tehat egyenstlyban az alabbi relacionak kell teljesiilnie:

O, OE;,

Azt varjuk, hogy ez az egyenlet valamilyen modon ekvivalens kell legyen a h&mérsékletek
egyenlGségével egyensuly esetén. Hogy a derivaltak jelentését megvilagitsuk, nézziik meg tjra
az idealis gézra vonatkozd Osszefiiggéseinket:

) ) 3N 0 ) 3N
Jidg(E) E3NZ o p (Jiag(E)) TIHE = 8_E1n (Jiag(E)) Bk (2.41)
Az elébbi feltételiink ebben az esetben a kovetkezd alakot olti tehat:
N, N,
SNt _ 3 (2.42)
2Ef 2B}
Termodinamikai elGismereteinkbdl tudjuk tovabbé, hogy idedlis gaznal:
3 2F
E = —kgTN = — kaT. 2.4
2"B ~ 3N B (243)
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Ezt alkalmazva az elézére:

1 3Ny 3Ny 1
kgTi  2E; 2By kgTu

= Ti=T. (2.44)

S6t, altalanosan (nem csak ideélis gazra) is igaz az alabbi egyenl6ség:

ol (§(E)) 1

= . 24
OE kgl (2.45)
Ismert a termodinamikabdl, hogy:
oS 1 .

amelynek segitségével statisztikusan értelmezhetjiik az entropiat és a hémérsékletet is (ajra
tamaszkodva termodinamikai ismereteinkre).
Korabban mar lattuk, hogy hogyan fligg az energiatol az allapotok szama és az allapot-
strtség:
J(E) oc E3N/2 és Q(E) oc E3N/271 (2.47)
Mivel a kitevében megjelens N nagyon nagy (tipikusan N ~ 10%3), ezért az allapotok szama
(és az allapotsiirtiség is) nagyon gyorsan véltozik az energia fiiggvényében. Hasonlitsuk most

ossze az el6bb definialt entropiat az allapotstriiségbdl szamolt kg In Q(E) mennyiséggel. Nagy
rendszer esetén a kovetkezdt kapjuk:

3N

S = ks In (j(E)) ~ kp "3 In (B), (2.48)
valamint:
kg - In (QE)) ~ k3<% - 1) In(E) (2.49)

Ez — mivel nagy rendszerrdl van szo — koriilbeliil azonos (hiszen 3N/2 =~ 3N/2 — 1), igy az

c sz

Egy maésik érvelést is lathatunk idealis géz esetén a (2.22)) egyenlet alapjan, hiszen

3N

Q(E) = ﬁ]

(B), (2.50)
és mindkét oldal logaritmusat véve az In (3N/2F) tag mar nem aranyos N-nel, igy elhanya-
golhatjuk, tehat:

In(j(E)) =~ In(Q(FE)). (2.51)

Sok esetben praktikusabb lehet az 0 meghatérozasa, mint j(FE) kiszamitasa. Az entropia
pedig Q(E)-vel is definidlhato, ez esetben is ugyanazt a termodinamikat kapjuk vissza a
termodinamikai limeszben. A tovabbiakban, ahol egyszertibb, ott az adott energiahoz tartozo
allapotok szaméat hasznaljuk.

Most pedig térjiink vissza az egyensulyi feltétel vizsgalatara. Azt talaltuk, hogy két rend-
szer egyensiilya esetén azok hémérséklete megegyezik. Nyitva maradt azonban az a kérdés,
hogy mennyire éles az entropia szélsGértékénél 16vs cstics (és persze az is, hogy egyaltalan
milyen tipusi szélsGértékkel van dolgunk), azaz mekkora hibat vétiink, ha azt allitjuk, hogy
az energia beall az egyensulyi feltételbsl meghatarozott értékre. Az entropia szélsGértékére
vonatkozo feltétel a kovetkezd volt:

o (1 (it -t - 20)
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Vizsgaljuk most a szélsGérték jellemz6it, amihez elGszor hatarozzuk meg az allapotosszeg
logaritmusanak masodik derivaltjat:

2

5 (10855 - B0)| = 7

Wzgé(mM&»+muw—Em)

Ef

0.
kB 8E2

(51(E1) + Su(E — EI))

AV

0 ( 1 1 )
o OE\Ti(EDks  Tu(E — E)kg

1

Ef ~~

?

Kihasznalva azt a feltételt, hogy egyensuly esetén a két rendszer hémérséklete megegyezik, a
méasodik derivéltra vonatkozo Gsszefiiggés tovabb alakithato:

1 /11
i) 2.54
S keT? (OI+CII> (2.54)

Ti=Ti1

B 1 T
kgT?(Er) OFr |,

1 0T
k?BTH(EH) OFm |

[tt megjelent az allando térfogat mellett vett hékapacitas (amit mar termodinamikabol is-
mertiink). Tehat a stabilitashoz sziikséges egyenstlyi feltétel a kovetkezs (kihasznalva az elss
feltételt is, azaz hogy a két oldal hémérséklete megegyezik):

! ! + ! <0 (2.55)
kBT2 CI CH ' ’

Tekintsiik tjra az 6sszes allapot szadmat, de mar figyelembe véve azt is, hogy egyensuly esetén
az allapotok szama (és igy az entropia is) maximalis lesz. A maximum koriili csicsot egy
Gauss-gorbével kozelithetjiik lokalisan, aminek a szélességét a hékapacitas hatarozza meg:

. . 1 1 1 .
Ji(Er)jn(E — Er) = const - exp { T kg2 (a + C_H) (Br — Ef )2} (2.56)

Példaként nézziik meg, hogy mennyi az idedlis gaz hékapacitasa:

10 o 3N 1 3
=3z [k;B In (const E )} by = =Nkl (2.57)
OE 3
_ 9B SNk 2.5
C =55 =5Nks (2.58)

Azt, hogy az egyensulyhoz tartoz6 energia koriili fluktuaciok mekkorak lesznek, a Cy és Cp
hékapacitasok hatarozzak meg. Idealis gaz esetén ezek a részecskeszammal aranyosak, amibdl
kovetkezbleg az energia szorasanak négyzete is a teljes részecskeszammal aranyos:

CI X NI, CH X NH, (AE)Q X 0'2 o N. (259)

Ebbdl azt is lathatjuk, hogy minél nagyobb rendszert vesziink, a fluktudciok annal kisebbek
lesznek: (AEY) .
— X —. 2.60
Annak ellenére, hogy a két részrendszer kozotti ,kavargas” hatalmas, az egyensilyi mennyi-
ségek szinte valtozatlanok maradnak. Ennek koszénhets az, hogy nem kell a részecskéket
egyenként leirnunk.
Nagyon fontos, ezért még egyszer megjegyezziik: a stabilitas feltétele az is, hogy a fajhd
pozitiv legyen (Cy>0). Az olyan rendszereket, ahol a fajhé negativ (azaz a rendszer energiajat

novelve a hdmeérséklet csokken), nemegyenstlyi rendszereknek nevezziik. Tekintstink most egy
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példat nemegyenstlyi rendszerre.

Spinrendszer: Korabban mar lattuk, hogy az allapotok szama N db spin esetén:

N!
= W, (2.61)
a rendszer energidja pedig:
E =—uH(Ny — N)), (2.62)
feltételezve, hogy Osszesen N db spiniink van:
N =N;+ N,. (2.63)

N,-t és N4t kifejezve az energiaval és az Osszes spin mennyiségével:

N FE N FE
N=—|(1+—— ¢ Ny=—1(1————]. 2.64
FT 2 ( +MHN) sy ( MHN) (264

Tovabba a rendszer entropiaja (hasznalva a Stirling-formulat):
S = I{IB InW = kB |:N IH(N) - NT IH(NT) - Ni 1D(N¢)j| . (265)

Ha behelyettesitjiik a felfelé és lefelé allo spinek szamat kapjuk, hogy:

=t [0 (1t Y (1 ) (v ) () | o

A fejezetben megelégedtiink azzal, hogy felismertiik, ha E/N=const, akkor S o« N. Most
viszont tovabblépiink, és kiszamoljuk a hémérsékletet is:

1 a8 N[ 1 E 1 | E 1
R . - In (1 - 2.67
T~ OF BQIMHN”l( MHN>+pHN MHN”J<+MHN) MHN]’ (267)

azaz

,__E
1 1 ~ wHN
= 1 2.
kT  2uH L P (2.68)
wHN

Amennyiben az energia nagyobb, mint nulla, akkor a[2.8] abran is jol latszik, hogy a rendszer
nem lehet egyensulyban. Ugyanis ahogy noveljiik az energiat, a hémérséklet abszolatértéke
egyre csOkken, azaz a stabil egyensulyra vonatkozo feltétel nem teljesiil. Negativ energiarol
indulva, és azt novelve az allapotok szama egyre névekszik, majd elériink abba az allapotba,
amikor a spinek egyik fele az egyik, masik fele a masik irdnyba &all be, azaz elérjiik a ma-
ximalis lehetséges konfiguraciok szaméat (T — oo esete). Ahhoz, hogy a rendszer energiajat
tovabb noveljiik, tovabbi spineket kell atforgatnunk, mig el nem érjiik azt az allapotot, amikor
minden spin felfelé all. Ehhez a makroszkopikus allapothoz azonban Gsszesen egy mikrosz-
kopikus allapot tartozik (a pozitiv energiaju tartomanyon az energia novelésével a rendszer
mikroszkopikus allapotainak szama csokken; . abra.) Az ilyen rendszerek nem mutatnak
normalis termodinamikai viselkedést. Ennek oka, hogy normélis viselkedést csak akkor var-
hatunk, ha az allapotok szamét nem limitalja valami feliilr6l. Emiatt ez a spinrendszer egy
nemegyensulyi rendszer, viselkedése a statisztikus fizika alapfeltevéseibél nem értheté meg,
ehelyett konkrétan a mozgasegyenleteket kellene vizsgalnunk. Az ilyen rendszerek gyakorlati
alkalmazasara példa a méagneses hiités, amelynek soran inverziot hoznak létre. Egy spinrend-
szerre kiils6 méagneses teret kapcsolnak, majd megvarjak amig minden spin bedll az adott
irdnyba, ezt kdvetGen megforditjak a kiils§ tér iranyat. Ekkor mindegyik spin az ellentétes
irdnyba fordul, ezaltal pedig hét lehet elvonni a rendszerbdl.
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N -In(2)

T>0 T<O0

> E

—UHN +uHN

E n6é = |T| csokken

—uHN +uUHN

Endé = Tné

2.8. abra. Spinrendszernél a hémérséklet és energia furcsa termodinamikai viselkedése.

2.5. Nyomas egyensiilya

Ha két rendszer egyensiilyban van egymassal, akkor az erre vonatkozé egyik egyensiilyi feltétel
mindig az, hogy a két rendszer hémérséklete azonos. Azonban tapasztalatbol tudjuk, hogy
ha egy tartalyban 1évé gazt egy dugattyt oszt két részre, és ez a dugattyt elmozdulhat,
akkor az egyenstlyi helyzetében a két oldalon 1év6 gaz nyomésa is meg fog egyezni. Ennek
megértéséhez tekintsiink djra egy zart rendszert. Jelolje ezeket 1 és 11, melyek kozé helyezziink
egy dugattyut a [2.9, abranak megfelelGen. Legyen V; az egyik részrendszer térfogata, és Vi
a masiké, a teljes térfogat pedig V. Az allapotok szédma tovabbra is:

V1) - ju(V = V1),

Alkalmazzuk az el6z6 fejezetben megismert gondolatmenetet: kezdetben egy tetszéleges he-
lyen taladlhato a dugattyu rogzitve. Oldjuk fel a rogzitést, és varjuk meg, hogy bealljon az
egyensuly. Azt tapasztaljuk, hogy az egyik rendszer allapotainak szama néni fog, a masiké
csokken, és ily modon kialakul egy optimalis eset, amikor a teljes allapotszam maximalis lesz
(2-10 4bra). Itt teljesiilnie kell az alabbi feltételnek:

L (104 - (v 1)

s =0, (2.69)

Vi=Vy
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2.9. dbra. Termodinamikailag zart rendszerben két alrendszer, koztiik dugattyival.

jwv)
A

— JlE)
— Ju(E)
Jren(E)

v

2.10. abra. A két alrendszer, illetve a teljes rendszer allapotainak szama a térfogat fliggvényében.
Vi térfogatndl maximélis az allapotok szama.

ekkor azonban fennall a kévetkezs egyenlSség is (S = kplnj):

0
g (SI(Vi) 4 SV — VI)) T 0. (2.70)
Az egyenstlyi feltétel tehéat:
M e Vi ey

Termodinamikabol azonban tudjuk, hogy:

oS p

e 2.72

ov. T’ (2.72)
igy az egyensulyi feltétel a kovetkezd alakban frhato:




Azt mar tudjuk, hogy egy normal rendszerben egyensiily esetén a hGmérsékletek megegyeznek,
ebbdl azonban az kévetkezik, hogy a nyomasoknak is meg kell egyezniiik.

Most vizsgaljuk meg a|2.11, abra szerinti elrendezést, hogy értelmezhessiik az eddig abszt-
rakt moédon bevezetett nyomast. A vizsgalt rendszer egy szabélyos x magassagu henger, A

2.11. abra. Henger, rajta konnyen mozgd dugattytuval.

feliilettel, amelynek tetején egy dugattyd taldlhatd, amelyre F sulya nehezéket helyeztek.

Ekkor a rendszer teljes energiaja:
Eiy+Fx=FE, (2.74)

valamint térfogata:
Vi = Ax. (2.75)

Ebbdl meghatarozhatjuk a rendszer entropiajat:
S(z) = kpln [j(E — Fz, Ax)]. (2.76)

Az egyensilyi feltétel szerint a dugattytnak azt az x helyzetét keressiik, ami maximalizalja
az entropiat:

9S(x)  9S 25
5o = ap(F) 55 A=0. (2.77)

ov
Atrendezés utan a kovetkezét kapjuk eredményiil:
s OSF 1F
oV OEA TA
Az utols6 egyenletbdl latszik, hogy ez a nyomas a mechanikai értelemben vett nyoméassal
azonosithato.

(2.78)

2.6. Az adiabatikus tétel

Kicsit megszakitva az eddigi gondolatmenetet, most azt fogjuk vizsgalni, hogy mi torténik ak-
kor, ha egy termodinamikai rendszer egy paraméterét lassan véltoztatjuk. Itt megjegyezziik,
hogy a kvantummechanikidban is ismeretes egy adiabatikus tétel, azonban most a statiszti-
kus fizika targykorébe tartozot szeretnénk targyalni (amely val6jaban a kvantummechanikai
adiabatikus tétel kovetkezményének tekinthetd).
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El6szor elevenitsiik fel a kvantummechanika adiabatikus tételét: képzeljiink el egy rend-
szert, aminek H(a) a Hamilton-operétora, és ez fiigg az a paramétert6l. A rendszer Wy (a)
sajatfiiggvényeit az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasaval nyerhetjiik:

Ha az a paramétert nagyon lassan valtoztatjuk (a<1), akkor a rendszer ugyanabban a sa-
jatallapotaban marad, amelyben kezdetben volt, feltéve, hogy az ehhez az allapothoz tartozo
sajatérték és a Hamilton-operator tovabbi spektruma kozott gap van (2.12] abra).

E(a)
A

INVAVAYE
NNV VN,

2.12. abra. H(a), ,a” lassan valtozé paraméter, az energiaszintek nem fednek at.

Y
o

Vizsgaljuk most meg, mit mond a kvantummechanika az adiabatikus folyamatokrél. Ehhez
derivaljuk le a (2.79) egyenletet az a paraméter szerint:

OH oV,  OEy 8\I/k
—VU — = —VU, + E,—— 2.80
ga @) TG = e et By (2.80)
Ezt kovetSen pedig szorozzunk Wj-gal és integraljunk:
OH ov OE), ov
V| — U E. (V| — E. (V| — ) . 2.81
Wl nlsm), - wen ), e
Ami alapjan bevezethetjiik az altalanositott erét:
OH OF)
U — V) =—=—A,. 2.82
< da > . Oa g (282)

Ha az a paraméternek éppen a térfogatot valasztjuk, akkor az altaldnositott eré a nyomés
lesz:

OE}
— = —p. 2.83
5y = P (2.83)
Az (1.32) egyenlet alapjan egy tetszéleges operator varhato értékének derivaltja az alabbi
alakban irhato: .
d(U|A|P) 1 <
SEEE = (| [A, ‘\If , 2.84
dt ih H] (284)

ezt alkalmazva a Hamilton-operatorra:

d oM OH
3 (VH|Y) = <xp o xp> = <xp‘%

xp> . (2.85)
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Adiabatikus valtozas esetén a kicsi konstans, és rovid idére integralva az el6bbi egyenletet
kapjuk, hogy:

0
AFE = <\Il il \I/> Aa. (2.86)
a
Ha a vizsgalt rendszer mikrokanonikus sokasaggal irhaté le, akkor az el6bb bevezetett altala-
nositott eré (0Ey/0a = —Ay) varhato értéke felirhato a kiilonb6z6 energiakra vett statisztikus
atlagkeént:

(A) = (Ay) = — <%> . (2.87)

Az energia megvaltozasahoz pedig egy atlagos erdt kell kifejtentink:

AE = <g—f> Aa = —(A)Aa. (2.88)

Fontos, hogy ez az eredmény csak lasst valtozasokra igaz, gyors valtozasok esetén az id6fiiggs
Schrodinger-egyenletet kellene megoldanunk. Ha a termodinamikara gondolunk, ebben az
eredményben semmi meglepd nincs, ezt hivtuk kvazisztatikus folyamatnak, azonban ezt most
a kvantummechanikira alapozva kaptuk meg.

Most pedig atlépiink a statisztikus fizika vilagaba, és megnézziik, hogy ebben a targyalas-
modban hogyan fogalmazhatd meg az adiabatikus tétel . abra).

E(a)

E;

E3
E;

E;
. /M £

a a

E(a)

A

(a) Lassan, periodikusan valtozo ,,a” pa- (b) Fix iranyu erd esetén az Osszes ener-
raméter. giaszint mehet felfelé.

2.13. abra. Energiaszintek fliggése az ,,a” paramétertdl.

Bevezetésre keriilt mar a j(E, a) fliggvény, ami definicié szerint egy adott energianal ala-
csonyabb energidkhoz tartozo allapotok szamét adja meg. Az a kérdés most, hogy ha meg-
valtoztatjuk egy kicsit a rendszer energidjat és az a paramétert is, akkor mi torténik, azaz
J(E+AFE, a+Aa) hogyan adhat6 meg? Ne feledkezziink meg arrol, hogy nagyon sok energia-
szintlink van, amik szinte folytonosan Osszefolynak (hiszen 0E ~ h/dot). Mivel az allapotok
sirtin vannak, ezért egy konnyitett gondolatmenetet alkalmazhatunk: a j(E,a) fliggvényt
megadhatjuk az Fy(a) energia segitségével, ahol Ey(a) a vizsgalni kivant energiahoz legko-
zelebbi sajatenergia:

J(E,a) = #{Ey(a) < Ex(a)} = N. (2.89)

Ha megvéaltoztatjuk az energiat és az a paramétert is egy kicsit, az allapotok szama a kovetkezd
modon adhaté meg:

(E+ AE Aa) = #{E Aa) < E+AFE} = N. 2.90
J(E+AFE,a+ Aa) = #{E(a + a)_E(+A)} (2.90)
N(a+Aa
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Az utolso6 egyenlGségnek feltétele, hogy E és a valtoztatéasat megfelel6 médon 6ssze kell hangol-
ni. Ekkor elérhetd, hogy az allapotok szama ne valtozzék, igy igaz lesz a kovetkezd Gsszefiiggés
is:

J(E+ AFE,a+ Aa) = j(E,a). (2.91)

Most gondoljuk at, hogyan fog ez miikddni abban az esetben, amikor az allapotok szama
nagyon nagy. Ehhez tekintsiik a j(F,a) fliggvényt, ami az energia valtozasaval gigantikus
mértékben novekszik (2.141 abra). Az energia megvaltozéasa az a paraméter kis megvaltozéasa

J(E, a)
A

Y
m

AE

2.14. abra. Az allapotok szama az energia névekedésével jelentGsen megnd.

esetén:

AE = Ex(a+ Aa) — Ey(a) = agle Aa ~ <8a_§> Aa, (2.92)

ahol az utols6 egyenlGségnél felhasznaltuk, hogy az aktualis energia kornyékén sokkal tobb

allapot van, mint az az alatti energidkon. Valasszuk meg a AFE energiat a kovetkezé modon:

AE = <g—§> Aa = —(A)Aq, (2.93)

ekkor a j(E+AE, a+Aa) = j(E, a) egyenldség teljesiilni fog. Ezt nevezziik a statisztikus fizika
adiabatikus tételének. Nézziik meg mi torténik az entropiaval az energia és az a paraméter kis
megvaltozasa esetén:

S(E + AE,a+ Aad) = kgln (j(E Y AE,a+ Aa)) — kpln (j(E, a)) — S(E,a). (2.94)

Tehat az entrépia nem valtozik meg. Mit jelent ez?

oS oS 1 oS

E —AE+ —Aa=S(F —AE+ —Aa= 2.
S( ,a)+aE +8a a=S(F,a) = TAE+ 5 Aa 0, (2.95)
azaz: 55 )
A termodinamikabol jol ismert Gsszefliggést kaptunk:
S (A)
— == 297
da T (2.97)
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Mi torténik akkor, ha a rendszernek tobb paramétere is van, és azokat lassan valtoztatjuk?
Legyen a Hamilton-operator H(ay, ..., a,):

o (?’H.
8t?—[(a1,..., n) = Z T b (2.98)

az energia megvaltozésa pedig az el6z6ekhez hasonloan:
OF)
AE = Z <a_a> Aa; = — ;mimai. (2.99)

Vizsgaljuk meg ebben az esetben is az entropia megvaltozasara vonatkozo relaciot:

oS oS 1 oS
azZaz: 1 oY
=(A) = e (2.101)

Ezeket a termodinamikaban termodinamikai erknek és a hozzajuk konjugélt mennyiségeknek
neveztiik.
Lépjiink most tovabb: minden lehetséges energiahoz tartozzon P valdszintség:

3Ek 0 oE
A)=— —P, = —— E P, = ——E = (A)=——=—, 2.102
(A) by Z WP = () = —5 " (2.102)
és tekintsiik most teljesen altalanosan az entropia megvaltozasat:
oS oS 1 (A;)

Azonban az utols6 kifejezés mar nem csak akkor igaz, ha &alland6 az allapotszam, hanem
annak megvaltozésa esetén is. Némi atrendezés utdn pedig megkapjuk a termodinamika elsé
f6tételét kifejezd relaciot:

dE = TdS — Z da;. (2.104)

Tekintsiik most a kovetkezd klasszikus problémat: adott egy rendszer E energidja, valamint
egy a paraméter. Ekkor az allapotok szama:

J(E,a) = ;d/dpdq /dF. (2.105)

H(g,p,a)<E  H(g,p,a)<E

A gondolatmenet megegyezik az eddigivel: lassan véltoztatjuk a rendszer a paraméterét,
és vizsgaljuk a rendszert. Azonban most az el6bbi ,szellemi koéroket” kihagyjuk, és rogton
a lényegre tériink: keressiik azt az energiavéaltozast, és az a paraméternek a hozza tartozod
megvaltozasat, aminél az allapotok szama (entropia) nem valtozik. Az allapotok széma az
energia és a paraméter kis megvaltozésa esetén:

1
J(E+AFE a4+ Aa) = i / dpdgq. (2.106)

H(q,p,a+Aa)<E+AE
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Vegyiik észre, hogy az allapotok szamét megado integral az alabbi alakban irhaté mindkét
esetben:

J(E,a) = %/@(E — H(q,p, a)) dpdg, (2.107)

ahol © a Heaviside-féle 1épcséfiiggvény. Tovabba:

1
j(E—irAE,a—i—Aa):—/@<E+AE—H<q,p,a+Aa>) dpdqg =

hd
= % C) (E—i—AE —H(q,p,a) — WA&—F > dg dp

(2.108)

Ismert, hogy ©(x + dz) = O(z) + ©'(z)dx + ... = O(x) + 6(x)dx + ..., ahol d(x) a Dirac-delta
disztribuci6. Ezt felhasznélva tovabb alakithatjuk az el6bbi integralt:

J(,0)
j( + 7a—|— a,) = hd < - (q7p7a)) p q+ (2109)
. OH
+ o (5(E - H(q, p, a)) [AE - %A“} dpdq

Ebbdl pedig lathatjuk, hogy a feltétel mely biztositja, hogy a j(E,a)=j(E4+AFE, a+Aa) re-
lacio teljestiljon:
OH
0=AE 5<E —H(q,p, a)> dgdp — Aa %5(57 — H(q,p, a)) dq dp (2.110)

Az els6 integral értéke éppen 05 /0FE = Q(E), a fazistérben valé megtalalasi valoszintiség pedig
flg,p, F) = 5<E—H(q,p)> /QE) (a klasszikus fizikiban épp ez felel meg a mikrokanonikus
eloszlasnak). Ebbdl kévetkezéleg az elgbbi feltétel az alabbi alakra hozhato:

OH
/%5@ —H(q,p,a))dgdp
AFE = Aa -

[0(E —H(g,p.a))dgdp (2.111)
OH oM
- Aa/ g (0P P)dadp =B <%>m ’

ahol (. ). a mikrokanonikus atlagot jeloli.

Példa: 1D-s rendszer: Most az adiabatikus tétel alkalmazasara néziink egy példat. Te-
kintsiink egy 1 dimenziés rendszert. Az allapotok szama:

q2 2
iEa) =2 [“pada= prda= [ ps)its)s (2.112)
a1 0
Ezt lathatjuk a fazistérben a abran. Az adiabatikus tétel szerint ha lassan valtoztatjuk

a mennyiségeinket, akkor az elgbbi kifejezés nem fog véltozni az id6ben, azaz dj/dt ~ 0.
Példéul egy harmonikus oszcillator esetén:

i) = VamE )25~ TE _ poyra), (2.113)

2
mw? w
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p(s)q(s)

2.15. dbra. Egy dimenzids rendszer a fazistérben az ,,s” paraméter fliggvényében.

ahol T, jeloli a periodusidét. Ha példaul a periodusidét lassan véaltoztatjuk, akkor az el6bbi
szorzat konstans marad végig:

1 (2m)?
§me12naXTp = const. (2.114)
P
Lasst véltoztatas esetén 22~ T,

Szorgalmi feladat: egy matematikai inga frekvenciaja hogyan valtozik, ha lassan réviditem a
fonal hosszat?

2

H= 2p—m + mgl cos(). (2.115)

2.7. Gibbs-paradoxon

Ebben a fejezetben a Gibbs-paradoxont jarjuk kicsit koriil. Kordbban mar lattuk, hogy egy
rendszer allapotainak szamat az alabbi médon definialhatjuk:

~ NIhd

H(p,q)<E

J(E) ! / dpdg, (2.116)

ahol az 1/ N! szorzofaktor — a kvantummechanikéanak megfelelen — a részecskék megkiilonboz-
tethetetlensége miatt 1ép fel. Azt, hogy a klasszikus kép nem teljes, méar a kvantummechanika
elveinek figyelembevétele nélkiil is sejteni lehet. Ugyanis, ha klasszikusan szamolunk, akkor
az idealis gaz allapotainak szamat az alabbi médon adhatjuk meg:

1 7T3N/2 3N/2 VN
n(E)=— dpdqg = ———=(2mFE —. 2.117
H(p.q)<E
A Stirling-formula szerint
In(N!)~ NInN — N, (2.118)
tehat 3N 3N 3N 3N
In({I'f — +1 ~N—In|— ) — —. 2.119
(e )= () % 1
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Ennek segitségével klasszikusan az allapotok szamat az alabbi alakban kozelithetjiik:

Inj(E,N,V)=—Inmr— —1In 5 +—Im(2mE)+ NInV —3NInh.

3N 3N, (3N\ 3N 3N
2 2 2 2
(2.120)

Az elébbi kifejezést tovabb alakithatjuk:

N
Inju(E,N,V)=N {;lnﬂ—i’)ln h—i—;ln(Qm)—l—g lnE—gln (%) +g+ln V} . (2.121)

aAZAZ:

. 3 3 3 3 3 3 E
Inj(E,N,V)=N {5 In7m—31n h+§ln(2m)—§ln (§> +§+§ln (N) +1In V} . (2.122)

Koréabban maér lattuk, hogy Inj(E, N, V) egy konstans szorzofaktor erejéig az entropiaval
azonosithato. Ekkor azonban extenziv mennyiségrél 1évén szo, teljesiilnie kell az alabbi felté-
telnek: v
S(E,N,V)=NS (=, — 2.123
(B.N.V) =83 (7). (2.123)
ezt azonban klasszikus esetben a térfogati tag nem teljesiti, hiszen példéaul:
S(2N,2E,2V) = N{...n(2V)} ={ln2+InV} N. (2.124)

Beszélhetiink olyanrol is, hogy keverési entropia: ha két kiillonb6z6 gazt Osszedntiink, ak-
kor hé keletkezik. Azonban ha azonosakat ontiink Ossze, akkor nem torténik semmi. Ezt
a jelenséget is csak a kvantummechanika tudja megmagyarazni. A kvantummechanika te-
hat makroszkopikus szinten is befolyasolja azt, hogy milyen lesz a rendszer entropidja, azaz
milyen termodinamikai tulajdonsagokkal fog a vizsgalt rendszer rendelkezni. Amennyiben a
kvantummechanika elveit kovetve végezziik szamitasainkat, akkor nem jelentenek kiilon &l-
lapotokat azok az esetek, amikor két kvantumszamot felcseréliink. Ezért a klasszikus és a
kvantummechanikai allapotok szama kozotti Osszefiiggeés:

. 1.
JQM(E) = mjkl(E)a (2125)
tehat

lanM %hl]'k](E) —Nth—l—N:

3 3 3 (3\ 3 3 [(E v (2.126)
=N {1+§ Inm—31In h+§1n(2m)—§ln (5) +§+§ln (N) +In (N) } :

Az igy kapott kifejezés mar tudja az entropia extenzivitasat, feloldottuk a paradoxont. Most
folytatjuk tovabb az egyensulyi feltételeket.

2.8. Boltzmann-eloszlas

Ezutan a két rovid kitérs fejezet utan térjiink vissza az egyensilyi feltételek vizsgalatara.
Tekintsiink egy sziik energiatartomanyt E és F + 0E kozott. Ezen a tartomanyon az Osszes
allapot azonos valoszintséggel forduljon el (mikrokanonikus sokasag). A vizsgalt folyamat
ugyanaz, mint korabban is: vesziink két részrendszert, az egyiknek Ej, a masiknak FEy; ener-
gidja van. A két rendszer kozott az energia aramlésat megengedve a kettd egyiitt kialakit egy
maximalis allapotszamot, ebben az esetben az I-es rendszer energiaja Ej (2.16] abra). Az
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J(E)

E;. Ey.

E’

(a) Két egyméstol elzart rendszer. (b) Allapotok szama.

2.16. abra. Hétartaly, benne két részrendszerrel.

egyensilyi pont koriil a teljes rendszer allapotainak szamat egy Gauss-eloszlés irja le:

j[(EI)jH(E — EI) ~ exp {—(E&#%EI*)Z} . (2127)

Az egyenstlyi feltételt felhasznalva elvégezhetjiik a sorfejtést a maximum koriil:

Inji(Er) + Inju(E£ — Er) =~ In ji(EY) + In ji(Ef)+

1 02 , _ 2 (2.128)
+__2<1n]I(EI)+1n]II<E_EI)>(EI_EI) —|—,
20F;
amibdl az energia szoraséra a kovetkezd Osszefiiggés adodik:
! o (1 1(Ey) + Injy (B E)) (2.129)
5 = T o\ il njn(L — Ly .

Felhasznélva az entropia, energia és az allapotok szamara vonatkozo Osszefliggéseket, a szorast
tovabb alakithatjuk:

dnjr 1 ., Olngp 1

S=kgh; = = — = —. 2.130
B 0B,  kpT © OB kgl (2.130)
Derivaljuk ezt le még egyszer Ejy szerint:
1 or 1 aT
— — , (2.131)
k?BTQ (9E1 l{?BT‘2 BEH
—~— —~—
1/Cr 1/Cn
hiszen Cy = 0E/O0T. Ez alapjan a ji(Ep)ju(E — Ep) gorbe kiszélesedése:
1 1 1 1 1 1
i — hol — = —+ — 2.132
O'% k’BT2 C’ ano C CI + CH’ ( )
azaz a szorasnégyzet:
oy, = kgT?C = ((E — (E))?). (2.133)
Idealis giz esetén:
O3NkpgT) 3
C=—"2—-—"=_Nk 2.134
5T 5Nk (2.134)
C
0% ~ N - kpT? ~ (2.135)
~—
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98 > (2.136)

Altalaban azt célszerti kiszamolni, hogy hogyan viselkedik egy rendszer egy adott hémér-
sékleten, hiszen azt a (kiils6) kornyezet mar definialja. Eljiink azzal a feltételezéssel, hogy a
mi rendszeriink nagyon kicsi a kornyezethez képest abra), igy a kolcsonhatés soran a
kornyezet tulajdonsagai nem valtoznak meg. Ujra az eddig megszokott modon tekintsiink két

kornyezet

. v

ki}.‘: rendszer

L e
s =

2.17. abra. Vizsgalt rendszer és a néala sokkal nagyon kornyezet.

alrendszert, azonban most a II. rendszer szerepét a kornyezet jatsza. A kornyezetet szokés
hétartalynak is nevezni. Mivel a ji(Ey)jn(E — Ey) szorzatban a masodik tényezd nagyon nagy,
és nem valtozik meg szamottevéen az egyenstly kialakulasa soran, igy a szorzat aranyos lesz
annak a valoszintiségével, hogy az I-es rendszer Ej energiat vesz fel:

P(Er) ~ ji(Er)Ju(E — Er). (2.137)

Mi fog megvaltozni a korabbiakhoz képest akkor, ha nagy a Il-es rendszer? Vegyiik az el6z6
logaritmusat:
In P(EI) ~ h’le(E1> + hle(E - EI) (2138)

Ha az egyik rendszer nagy, akkor az abban lév allapotok szama még gigantikusan sokkal
tobb:
Inji(Ey) < Injn(E — E), (2.139)

tehat az el6z6t kozelithetjiik a kovetkezSképp:

In P(Er) ~ Inji(Er) + Injn(E — Ep) =~ Injp(F) — 8% Inju(En) -Er+.... (2.140)
=
1/kpT
Ebbdl )
In P(E;) ~ const. — k:B_TEI +..., (2.141)
amibdl kapjuk a Boltzmann-eloszlést:
P(EY) ~ exp <_I£_IT) | (2.142)
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Ezt még le kell normalni is:

1 E
P(Er) = - exp (_kB_IT) : (2.143)

ahol

E, E
7 _ ZGXP( kBT) ZeXp( kBT) klassz1kus/ Q(F exp< kBT) dE, (2.144)

és Z neve é,llapotésszegﬁ (ez az Osszes allapotan fut a rendszernek) vagy particios fiiggvény.
Ha ezt diszkretizaljuk, akkor Q(E) = > 0(E — E,), tehat visszaadja az el6z6t. Az energia

varhato értéke:
107 Ooln 7
E;P(E ) — e PP — = — T2 (214
Z Z Zzaﬁ 795~ o (2149

ahol bevezettikk a § = 1/kgT jelolést, melyet a kés6bbiekben is széleskortien fogunk alkal-
mazni. Megkaphatjuk tehat az energiat, ha ismerjiik az allapotosszeget. Ha visszagondolunk
megint az adiabatika vildgara, és szeretnénk valamelyik A mennyiség varhato értékét kisza-
molni, akkor:

=Y AP(E,). (2.146)

Korabban mar lattuk, hogy:

OF;
A= ——=, 2.147
P (2.147)
példéul:
B
pi = —aavz, ahol p a nyomas. (2.148)
A nyomas varhato értéke:
oF; 1
= P(E;) = — c—e PH 2.14
A derivaléast elvégezve:
0 OF;
BB _ T R 2.150
av* Pave (2.150)
azaz a nyomas varhato értékére kapjuk, hogy:
11 0 1 0 0
S —e = — 7 =kgT—InZ : 2.151
W= 57 2 v = gpav? = T gy nZ6.V) (2151)
Hasonléan altalanosan: 9
(A) = kBT% InZ(5,a) (2.152)
A termodinamikabol ismert (allando6 részecskeszam mellett), hogy:
dEE. p
dE =T7dS —pdV = dE+pdV =TdS = dS= g + vdV (2.153)

8 Ez az allapotisszeg a kés6bbiekben hasznos lesz, mert sok mindent ki lehet szamolni beléle.
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Allitolag Plancktol szarmazik az alabbi gondolatmenet. Legyenek rendszereink, melyek rend-
re Fy, Es, ..., Eyx energiaval és Ny, No, ..., N, allapottal rendelkeznek (6sszesen E és N).
Levezetjiik most egy masféle modszerrel a Boltzmann-eloszlast.

N
E:ZEN N:;Ni’ L AT AL (2.154)

ezutobbi a multinomialis eloszlasﬂ Irjuk fel az entropiat:

S=kglnW =~ kg {NlnN—N—Z(NilnNi—Ni)}

N, N, N,
_ kBN{lnN— Zﬁllnm} — —k:BNZN’ln (W) .

(2.155)

N;
P=5 = S:k:BNZ—BlnB. (2.156)

Shannon-entropia

A Shannon-entropia jellemzi az eloszlas informaciotartalmat. Az el6bbi kifejezést kéne maxi-
malizalnunk, melyhez van két mellékfeltételiink is:

{Ni}
ahol {N;} jeloli az allapotok szaménak halmazat, és itt a Lagrange-multiplikatoros rész jo ugy

is, hogy nem rendeztiik nullara a kényszereket. Ez ekvivalens azzal, hogy P; fiiggvényében
kell maximalizalni (hiszen P, = N;/N), azaz:

kpN < — P In P+ A\ EP,+ )\ P 5, 2.158
““{ZZ nf o

tehat

{ ZPInP+/\12EP+)\QZP}—O (2.159)

Ebbdl:
—InP—1+MNE+X=0 = P =Nkt (2.160)

dh=1 = M=) "M=7(\), (2.161)

Tovabb4a mivel

Z PE; = ——— an(/\ ), (2.162)

9 A multinomialis eloszlas:

ki k
(a1 +as+ -+ an)N Z a11a22...afl".
kl'kg
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ezért lathato, hogy A\ = 3, azaz megkaptuk a Boltzmann-eloszlast:

P, = 70 ahol  Z(B) = Z e PEi (2.163)

Ezt hivjuk kanonikus sokasagnak, amikor a Boltmann-faktorral aranyos az E energiadban
valé megtalalas valoszintisége. A rendszer entrépiaja kifejezhets tigy, mint:

S=-ks» PP, Y P=1 (E)=> EP. (2.164)

Irjuk most be ebbe az elgbbi kifejezést:

s Bz
——k32m<—5 i — 111 (5)>a (2-165)
ami tovabb egyenld::
S=kpBE+kglnZ(p)=S(T,V,N), (2.166)
T

itt most minden a hémérséklettdl fiigg a hitartaly miatt. Kis atalakitassal:
TS=FE+kgThhZ(3) = —kgTlhZ(pB)=E-TS=FT,V,...), (2.167)

ezutobbi pedig a mar termodinamikabol is ismert szabadenergia. A szabadenergia mindig
minimalizalodik. Az allapotosszeget ezzel tgy is irhatjuk, hogy:

Z(B) = e PFB), (2.168)

A korabbiakban mar megallapitottuk, hogy:

()
E = I (2.169)
Ez cselesen atirhato:
0 ari - r(sye 0T LR e L 0F
E= aﬁwmﬂ)) = F(8)+8 55 = F(T,. .)+kBTa<ﬁ> = F(T)—5T =5, (2170)
Tehéat: OF oF
E:F_Ta_T’ F=FE-TS = S:—a—T. (2.171)

Ha egyszer kiszamoljuk az allapotosszeget, abbol megvan a szabad energia is, abboél pedig
mindenféle mennyiség levezethets. Nézziik meg még néhéany kifejezését a kanonikus sokaség-
nak! Ha kvantummechanikailag nézziik a rendszert, akkor hogyan néz ki a ¢ stirtiségfiiggvény,
ami szerint atlagolni kell a kvantummechanikai mennyiségeket?

1
6= —e PN, 2.172
o= e (2.172)
Ez ugye energia-sajatallapotban azt adja, hogy:

(i|o|iy = e PP és (i|6]j) =0, ha i#j. (2.173)
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Kanonikus sokasagban ez koordinata-reprezentacioban kifejtve:
1

ofr,4) = 77y DAl (W), ahol Y ga)eie) = oa—). (2174)

Hasonloan lehetne impulzusreprezentacioban is kifejteni (¢;(p) sajatfiiggvények). Gyakran
ugy is szokés ezt a koordinata-reprezentacios kifejtést irni, hogy:

o(z,z") = Z eB(F_E")goi(x)gpf(x'). (2.175)

Képezziik az alabbi kifejezést:

e PHS(x —a') = e PH Z wi(x)pi(2') = Z e PEip(x) g} (). (2.176)
Kvantummechanikaban volt arrél szo, hogy azok az allapotok ugyanazok, amikor csak a ré-
szecskéket permutaljuk. Sok dimenziéban adjuk meg a részecskék koordinatait egy q =

(2, y® 20 2@ N _val. Ekkor az el6z6 ezzel kifejezve:
e PO §(q — Pq'), (2.177)

ahol P a permutéacios operator, ez cserélgeti a kiilonb6z6 részecskéket. Példaként nézziik meg
harom részecske esetén az egyes és kettes részecskét cserélé permutacios operatort:

1 1

1 U1

1 21

1 T2
1 Yo (2.178)

1 Z9

1 T3

1 Ys

1 z3

Osszesen altalanosan N! kiilénb6z6 permutécio lehet, lehet Gket csoportelméletes jelélésmod-
ban reprezentalni, mint:

- 1,2,...,N
P = (2’1"“’]\[) , (2.179)
ez szintén az elsd két részecskét cseréli meg. A megkiilonboztethetetlenség miatt:
1 1 .
A N _ — —BH_~ . /
0lg.q) = e M5 ;5(11 Pq)). (2.180)

Ez a kvantumstatisztikaknal fontos lesz, hogy figyelembe kell venni a permutaciokat is.
Hézi feladat: Az 1] konyvben nézziik meg, hogy hogyan néz ki o(p, §) Wigner-reprezentacioban.

Klasszikusan a T hémérséklet meghatérozza az energiat. Az éllapotosszeg:

1
Z=53 / dgdpe HPa), (2.181)
a strtiségmatrix pedig azonos részecskék esetében:
5 L1 supa
o(p.q) = N1 7€ e (2.182)
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Ha tobbféle tipust azonos részecskénk van, akkor nyilvan -vel kell osztani.

1
NN
Idealis gaz:

H=-—> 1 (2.183)
Az allapotosszeg:

Z(B) = %h‘% /dpdqexp <—% pr) : (2.184)

Mi torténik itt a koordinataval? Elképzelhetjiik tigy, hogy hozzairunk a Hamiltonhoz egy
potencialt (pl. fal):

2) = i [ dpdacx (—% >t - 6U(q>> , (2.185)

ahol U(q) a hozzaadott potencial:

Ulq) = {O, ha a dobozon beliil vagyunk (2.186)

00, ha a dobozon kiviil vagyunk.

Az allapotosszeg tovabbirva:

Z(ﬁ)—iLVN dpex —ﬁz 2 —LLVN <><>d ex _B "
~ NIRN POPA Tom & ) T Ny I (ST B

(2.187)
Az elvégzend§ integrél egy Gauss—integréﬂ, tehat az idealis gaz allapotosszege:
11 _n/(2mm SN/2

Az ideélis gaz energidja tehat:

E = —ilnz(ﬁ) = —ﬁln ( o 5_3N/2> = —3 <—%lnﬁ) = ﬁ = §Nk3T~ (2.189)

a3 o opB 28 2
A nyomaés pedig:
10 0 kg TN
——__—_InZ = kT —1n (VN) = = NkgT 2.1
R RS e e

ami pont az idealis gaz allapotegyenlete. Az energia szérasnégyzete mikrokanonikus sokasag-
ban aranyos a fajhével. Szamoljuk ki most ezt a mennyiséget kanonikus sokasagban:

0% = {((E - (E))*) = (E?) — (E)”. (2.191)

oo
/ dze=®" = E,
—oo a
altalanosan pedig (n = 2k, k € Z):

- dge—oa" y=22" 2 = dyy=—te ¥ = 2r (%) - 20 (1 + %)
oo nat/m Jg v nal/n al/m 7

10 A Gauss-integral:

43



0

E= ~95 InZ(B). (2.192)
Az energia négyzetének varhato értéke:
BE; 1
<E2> ZEQPZ - Z { ;(6) = m ZEize_ﬁEi' (2'193)
B2 — o—BE: _ 1 8_2
E?) = 2862 =70 8622(5)' (2.194)

Azaz a szorasnégyzet: § . )
opo 2 2T _ZZ 77 (2.195)
AR A A
Itt a Z' = 0Z(B)/0p jelolést alkalmaztuk. Nézziik meg triikkdsen, hogy mire vezetne, ha az
energiat derivalnank még egyszer 3 szerint?

OFE o (7 z7" 7"
e (i I S 2.1
w-mlz) {77} (2190
azaz ezzel a szorasnégyzet:
0 OFE
2 - F= 27— 2.1
o 8BE kgT a7 (2.197)
ahol felhasznéltuk, hogy:
0 0 5 O
Fiin a(L> = —kgT T (2.198)
kpT

Ennek nagyon oriiliink, mert:

o5 = (E?) — (E)* = kgT*Cy > 0, (2.199)
ez a stabilitas feltétele. Itt Cy még mindig az allando térfogaton vett hékapacitéast jeloli.
A szabad energia méasodrendig sorbafejtve tehat (E) koriil:

1(E—(E))

(2.200)

Mi a valészintisége annak, hogy egy T hémérsékletii rendszert E energidban taléljuk?

B E —(E))?
BF(E) —BF(E(T)) — é—( ) 2.201
Tudjuk még tovabbé, hogy:
OF 1
C N N — X —. 2.202
v X = o0 X VN, 7 & i ( )
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2.9. Kiils6 magneses térbe helyezett rendszer

Helyezziik most a rendszeriinket H kiils6 magneses térbe. Ha a magnesezettség M E akkor a
szabadenergidhoz hozzajon még egy tag:

F=E—MH-TS, azaz F=F(H=0)—MH. (2.203)

Tudjuk tovabba innen, hogy:

or 9 0

ahol az utols6 egyenlGségnél hasznéaltuk a korabbi altaldnos jelolést. A mégnesezettség négy-
zetének varhato értéke:

(M?) = %88;2 InZ(6, H). (2.205)
A magnesezettség szorasnégyzete:
= (M?*) — (M)? = (kgT)* : InZ — (kpT)? (i In 2)2 : (2.206)
OH? 0H

Mennyi egy tetszéleges A mennyiség szorasnégyzete?
ol = (A — (A)*. (2.207)
Abbdl indulunk ki, hogy egy i-edik kvantumaéllapotban:

OF;(a)

Ai:_
da

(2.208)

Ezt kell a Boltzmann-eloszlas szerint kiatlagolni. A Boltzmann-eloszlas szerint egy ilyen i-edik
allapot valoszintisége:

1
P = Ze*ﬁEi, 7 = Z e PF: (2.209)
Ezzel a varhato érték:
1 OF,; 10 7 B,
A=Y PA=-Y —e B2 = kpT—— BB — kg T— = kgT—1InZ, (2.210
<> zz: Z:Ze Oa B Zaazz:e B A B 5’an ( )
Z

ahol felhasznaltuk, hogy ha a Boltzmann-faktort a szerint derivaljuk:

0 _ OE; s
%G—BE@ — _5%6 BE; (2.211)

Jojjon most (A?):

() = S pt = 3 e (%i) (2212)

Ehhez megint derivalunk a szerint:

02 O*E; OFE;
U 8B _ i —BE: | g2 - BE,
ek —f— 52 + (8@) e PH (2.213)

M Ttt most végig gy vessziik, hogy H és M azonos iranytak, lehetne persze altalanosan is kezelni.
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Ezzel:
2 1 02 o—BE; 1 0%E; o—BE; 2 4" 0A
<A E {—B _8 + = 3 Dar = (kBT) — — kgT 2 (2.214)

A szérasnégyzet:

7% = (A) — (A = (ks )2 — ksT <g’2> — (kpT)? (%)2 _

iy g 94 (2.215)
Mivel
y 7! /_ gn g 7!
(In2)" = (7) = - (2.216)

ezért teljesen altalanosan a szérasnégyzet:

o = (A%) — (A)* = (kpT)? %1 Z —kgT <2‘2> = kBTag;D — kT <g’3> (2.217)

Ha felhasznaljuk, hogy:

Ei(a) = E;(0) — Aja + O(a?), (2.218)
tehét nincs a?-es tag (csak linearis csatolas van), akkor:
0(A
0?4 ~ kgT é ) ~ kgTxa. (2.219)
a

Itt xa-t hivhatjuk altalanositott szuszceptibilitasnak. A fajhé igazabol egy hémérséklet
szuszceptibilitas.”

Vizsgaljuk meg, hogy a szabadenergia hol veszi fel a minimuméat? Jel6lje a minimumbhelyet
E*:

OF (E*) oS
F(E)=FE—-TS(E =1-T—=0. 2.220
() (E) — o (2220)
Ez ugye azért is j6, mert itt az entropia meg maximalizalodik. Az el6z6t atrendezve kapjuk:
OS(E*) 1
— = 2.221
oF T ( )
Ha a szabadenergiat E* koril masodrendig sorbafejtjiik:
1(E— E*)?
min F(E) ~ F(E*) + ( ) (2.222)

E 5 CvT ’
ahol felhasznaltuk, hogy a szabadenergiat kétszer derivalva az energia szerint:

O*F %8 o 1 11 1
oz~ lop =T (a_ET) T TOE/OT ~ CvT (2.223)

Ha van kiils6 magnesség is:

mj\}n F(M)=Fy(M)—- MH, (2.224)
azaz a szélsgérték feltétele:
oF OF OF,
o= a_MO —~H=0 = M* aminimumbhely, tovabba 8—M° = H.  (2.225)
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A szabadenergia M™* koriil sorbafejthetd:

1
QX]{?BT

(M — M*)?, ahol g—]\; =X, (2.226)

neve pedig magneses szuszceptibilitas. A stabilitashoz a fajhének és a magneses szuszcepti-
bilitasnak is pozitiv mennyiségeknek kell lenniiik. Ha most a szabadenergia térfogatfiiggését
figyeljiik, akkor a kompresszibilitas (k) jelenik meg:
1
2kkgT

F(V)= F(V*) + (V — V"2 (2.227)

Ha a kompesszibilitas negativ, akkor nem lehet egyenstly, 6sszeomlik a rendszer.

2.10. T-p sokasag

Praktikusabb a Boltzmann-eloszléssal szamolni mikrokanonikus sokasag helyett, mert igy
egybdl a hémérséklet fiiggvényében kapjuk meg a dolgokat. Nézziik meg, mit kell tenni, ha
azt szeretnénk, hogy méas mennyiségtsl valo fliggés szerepeljen az Osszefiiggéseinkben. Legyen
most példaul a nyomasfiiggés, mert a laborban ez a mennyiség allithatd be; szeretnénk attérni
intenziv mennyiségekre (ebben az esetben a térfogat helyett). A h&mérsékletnél és itt is az
az elképzelés, hogy van a vilag, ami egy oriasi hétartaly, amelynél most adott a hémérséklet
és a nyomés is. Legyen ebben egy kis rendszer, aminek az energiaja és térfogata is annak
fliggvénye, hogy mi a kiils6 hémérséklet és nyomas abra).

2.18. aAbra. Hétartaly, benne egy kis rendszer; a kornyezet nyomésa allithato.

Most egy a korabbihoz hasonlo levezetést fogunk megesinalni, aminek a ([2.40)). egyenlet
volt az eredménye, azaz egyensulyban:

Oln jI . Oln jII

= . 2.228
aEI 8EH ( )
Most ehhez hasonléan, mivel a nyomast vizsgaljuk:
In j In j
Olnjy  Olnjn 051 0Sn (2.229)

= = _— = =,
i oV ovi 0V
ezeket ismertiik mar a termodinamikabol is. Tudjuk tovabba (2.72f). egyenlet alapjan, hogy:

OS(E,V) p
== (2.230)
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Mivel ez egy kicsi alrendszer, ezért amikor megnézziik, hogy az allapotok szamanak hol van
maximuma, akkor felhasznaljuk, hogy 71 < ji1.

. 4 . .
Inju(V = V1) & Inju(V) = oo Injn(V) Vi + O(V32). (2.231)
asS(V..)_ p

a(kgV) kgT

Az 06sszes allapotok szamabol:

. . . E %
h’l][(E[, ‘/I) —+ lnjﬂ(E — EI, V — ‘/i) ~ lIlj[I(E, V) — k‘_IT’ — ]f_jl—' (2232)
B B
Ebbdl a valoszintiség:
E; p
P =~ — ——V ). 2.2
o (< ) (2.23)
Lenormaélva:
1 E; D E; D
P = — - —V Y(T,p) = — ——V].
'Y (T,p) P ( kT /fBT‘/;> - &) Zexp ( kT kBTVZ)

(2

(2.234)
Osszegezziik az eddigieket:

e Mikrokanonikus sokasag: az allapotok egyenls valoszintségtiek.
e Boltzmann-eloszlds — kanonikus sokaség.

e Ez pedig a T—p sokasag (mert a T és p adott) — T—p eloszlas. Az ehhez tartozo
termodinamikai potencialt Gibbs-féle szabadenergianak nevezziik, egyensiulyban ennek
lesz minimuma.

Y = PO0P) o G = —kpThnY. (2.235)
A Gibbs-féle szabadenergia minimalizalodik:
oG or OF (V™)
=F T l=" = 2.2
G(V) V)+pV = 57 0 v +p = p ETaR (2.236)

azaz lathatjuk, hogy ez egy Legendre—transzformécié@

Mi torténik akkor, ha a rendszerek részecskéket is tudnak cserélni? Korabban csak egy
hészigetels dugattyut vizsgaltunk, ahol a részecskék nem vandoroltak at. Most a fal legyen
porézus, azaz menjenek at rajta a részecskék is. Az egyik oldalon legyen Ej energia és Ni
részecskeszam, a mésikon Ey és Nyp, ugy, hogy Ei+En=FE és Ni+Ny=N (2.19 &bra).

Egyenstlynal az allapotok szdma maximalizalodik:

max ji(Er, Ni) - ju(E — B, N — N). (2.237)

Er, Ny
Tudjuk, hogy az egyensulyhoz kell:

Oln j _ Oln jyp _ 1 Oln j _ Oln jiy _9 (2.238)
8E1 8EH lfBT7 aNI a]\]II . '

12 Legendre-transzforméacié 1D-ben:

y=f'(z)=ylx) = gy =z@)y— flz(y)),

ahol z(y) ™! = y(z). g(y)-t nevezziik f(x) Legendre-transzformaltjanak.
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2.19. abra. Poroézus fallal elvalasztott két részrendszer a hétartalyban.

Mivel egyenls a masodik kifejezés?

dnj 195 _ u(E,V,N)

S =kplnj, ON  kgON  kgI(E,V.N)

(2.239)

ahol pu(E,V, N) a kémiai potencial. Mivel egyensuly esetén 11 = Ty, ezért u; = puy, azaz a
kémiai potencidlok is megegyeznek a két alrendszerben. Miel6tt attériink arra a sokasagra,
ahol a kémiai potencial is dllando, id6zziink el itt egy darabig, mert szarmaztathatunk bel&le
néhédny mennyiséget.

A termodinamika els§ f6tétele értelmében:

dE =TdS — pdV + pdN, (S,V,N) a valtozok, ez a ,micro”. (2.240)
Ha attériink a szabadenergiara Legendre—transzforméci()valH
dF = =8dT — pdV + pdN, (T,V,N) a valtozok. (2.241)

Lathato, hogy a kémiai potencial:

oE OF

8_]\[ = U = W’ (T,p, N) a valtozok. (2242)
A Gibbs-féle szabadenergia:
oG
dG = -SdT'+ Vdp+ pdN = IN = w(T,p,N). (2.243)

Azonban nem a kémiai potencialt, hanem az N-et szokis megmérni, tehat az Gsszefliggésiink-
ben is azt szeretnénk meghagyni. Ha a rendszer homogén, és T' és p allando, akkor N-nek
extenzivnek kell lennie. A Gibbs-féle szabadenergidban csak egy extenziv mennyiség van,
hiszen:

E(S,V,N)=TS —pV 4+ uN, F(T,V,N)=E —TS = —pV + uN, (2.244)
aAZaZ: aG
G(T.p,N) = F+pV =u(Tp)N = o5 =uT,p). (2.245)

13 Pongyoldn fogalmazva mindig az torténik a Legendre-transzforméacional, hogy annal a tagnél, melyben a
Legendre-transzformaciot végezziik a differencidlas a masik mennyiségre helyezédik at, illetve a tag kap egy
negativ elGjelet.
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Ha kiilonb6z6 anyagok vannak Osszekeverve (k féle):

oG
ON;
mely extenziv mennyiségektsl nem, csak intenziv mennyiségektdl fligghet. Ha két anyagom

van, akkor ezeknek van valamekkora koncentracidja is. Bevezethetjiik ezt a koncentréaciosze-
riiséget (inkabb hivjuk részardnynak):

G(p,T,Nl,NQ,,Nk) :/LZ<T,p,), (2246)

N,
= 2.247
TN (2240
Ezekkel a Gibbs-potencial:

Ez igaz tehat tobb komponensi anyagoknél, szerencsére ilyen ritkan lesz csak.

2.11. Nagykanonikus sokasag

Megint legyen két alrendszeriink (az egyik sokkal nagyobb a masiknél); az sszes allapotok
szama:

Ji(Er, N) - ju(E — Ey, N — Ny), J1 < Ju- (2.249)
Nagykanonikus sokasagrol beszéliink, ha a kémiai potencial is allandén van tartva.
Oln j Oln j
1HjI(EI,NI)—|—1HjH(E—EI,N—NI> ~ lnjH(E, N) — njHEI — )\ NI. (2250)
<lIn ji1 WTL/
T hpT
Ezekkel az i-edik allapot valdszintisége:
1
P = 26_5(Ei_MNi)7 (2.251)
és
Z =) e BN =N e (2.252)

amit nagykanonikus particios fliggvénynek neveziink (ezt szokas jelolni még =-vel i@. A
nagykanonikus sokasagot hivjak még T'—u sokasagnak is.
A nyomés meghatarozhato a nagykanonikus particios fliggvény segitségével:

0 102
=— (kgTIn2) = kpT—=—. 2.253
D aV( B1 1N ) B ZoV ( )
Mivel a nagykanonikus particiés fiiggvény:
z - Z e*ﬁ(Ei(V)*P«Ni)’ (2.254)
ezért 9z O
e _ B2 o —B(Ei—pNy) 2.255
v =2 P ’ (2.255)
i ~~

Wy

4 Nagy kszi”
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tehat a nyomés:

p=> wp, (2.256)

azaz

2 —mz. (2.257)

2.12. Termodinamika f&tételei

Foglaljuk 6ssze a termodinamika 3 fGtételét.
1. Energiamegmaradas

2. AS > 0: ha arendszer kezdetben nincs egyensiilyban, akkor oda &ll be, ahol az allapotok
szama a legnagyobb, azaz az entropia maximalizalodik.

3. Ha T — 0, akkor mivel ez az alapéllapot, itt j = 1, tehat S = kgln1 = 0. Ez lehet6vé
teszi, hogy az entropiat ne csak relativen lehessen vizsgalni, van nullpontja. Minden
kiils6 hémeérséklethez tartozik egy legvalosziniibb allapot, S(E(T)).

dS(T) 0SO0E 1
— == R = T 2.2
ar ~opar ~ 7o) (2.258)

Kis hémeérsékletekre:

T /
S(T) ~ /0 CVY(WT )dT’, ésha T—0— Cy(T — 0) — 0. (2.259)

A harmadik f6tétel tehat implikalja a mérhetd fizikai mennyiségek viselkedését nulla
hémeérsékleten.

A nulladik fététel pedig azt mondja ki, hogyha ,A” és ,B” rendszer illetve ,B” és ,,C” rendszer
is egyensulyban van egymaéssal, akkor ,A” és ,C” rendszer is egyensulyban van.
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3. Kvantumgazok, kvantumstatisztikak

3.1. Fermionok és bozonok

A statisztikus fizikai leirasmodot akarjuk alkalmazni kvantummechanikai (megkiilénboztethe-
tetlen) részecskékre. Legyen N darab részecskénk, melyek a szimmetriatulajdonsagaik alapjan
két csoportba oszthatoak. Ezek a hullamfliggvénnyel irhatoak le:

U(xy, 2,...,ZN). (3.1)

Ha két részecskét felcseréliink, akkor a két hullamfliggvény egy fazissal térhet el egyméstol,
ha ugyanazt a rendszert akarjuk, hogy leirja.

U(xq,x2,...,xN) = c¥Y(x2,T1,...,ZN), (3.2)
viszont ha visszacseréljiik a két részecskét:
U(xy, o, ..., 2N) = V(2q, Ta, ..., TN), (3.3)

ebbdl jo valasztés, ha |c|*=1, azaz c=+1. Ha c=—1 Fermi-részecskéknek (fermionok), ha pedig
c=+1 Bose-részecskéknek (bozonok) hivjuk Sket. Fermionoknél a spin félegész, bozonoknél
pedig egész. Bozonoknal tehat a hullamfliggvény a két részecske cseréjére szimmetrikus. Ha
a két részecskét egybeejtjiik, azaz:

Up(z,z) =¥z, x), (3.4)
ez gy rendben is van, viszont fermionoknal:
Up(x,2) = —VYp(z,z) =0, (3.5)

tehét két fermion nem lehet ugyanazon helyen. A félegész és egész spin a spin-statisztika-
tétellel lathato be.

Most figyelembe vessziik, hogy itt a kvantummechanikat kell alkalmazni, és a részecskék
nem csak elrepkednek egymés mellett. Feltessziik, hogy a rendszer teljes Hamilton-operatora
felirhato az egyes részecskék Hamilton-operatorainak osszegeként:

A‘2

H=3"HO,  HO=TT U@, (3.6)

2m

Ekkor a teljes hullamfiiggvény felirhato az egyes részecskék hullamfiiggvényének szorzataként:
U=l (@1) - o) (a2) - o) (). (3.7)

HT = {Z - } U, ahol HYg, = e, (3:8)

i
tovabba E(nq,...,ny) = Y, &,,. Ez bozonokra jol miikodik. Most nézziik a permutécios
operatort, ami a részecskéket cseréli:

1
Ty = e XP: P, ... Onys (3.9)
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ezzel szimmetrizaljuk a hullamfiiggvényt, ez torténik a Bose-esetben. Fermionoknal cselesebb
a helyzet:

_ 1 _1)6(P)

ahol ¢ a paritdas. Ez azt jelenti, hogy hany részecske cseréjével lehet visszarendezni a ran-
dom Osszekevert (de megfelelGen sorszamozott) részecskéket a sorszamok szerint. A Slater-
determinans is jol leirja ezt a dolgot[”] Ahhoz, hogy ezzel a szimmetridval minél keveseb-
bet kelljen foglalkoznunk, és inkdbb a statisztikus fizikaval dolgozhassunk, a nagykanonikus
particios fiiggvény nagy segitséget fog nyudjtani. A rendszer részecskéinek vannak e1,e5...
energiaszintjei, allapotai. Ezekre a kovetkezsk igazak:

N 00 00
ani = anek =F illetve an =N, (3.11)
i=1 k=1 k=1

ahol ¢, a k-adik allapota az egyrészecske Hamiltoninak. Egy részecske kvantummechanikailag
a hullamfiiggvényével reprezentalhatd. Eddig csaltunk picit, mert a jelolés szerint tgy tint,
mintha az a1, s, ... koordinatak lennének, azonban itt a koordindtanak tartalmaznia kell a
spint is, tehat példaul ¥(z,y, 2, s), ahol s a spin. Irhatjuk ezt ilyen vektoros forméban is:

(\I/+(C(], Y, Z)
V_(z,y,2)

\I/+1<I, Y, Z)
) feles spinnél és Uo(z,y, 2) egész spin esetén. (3.12)

\Ij—l($7 Y, Z)

Ha a részecskék nem hatnak koleson, akkor a spinnek kiilénosebb szerepe nincs, az energia
ilyenkor nem fiigg attol, hogy milyen spind allapotban van. Ha a Hamiltoni nem spinfiiggd,
akkor lehet fel- és lefelé 4ll6 spint részecske egy allapotban. Pauli-elv: ha a spin és koordinata
altal megszabott allapotunk van, akkor ott csak 0 vagy 1 részecske lehet. A bozonoknal nincs
semmilyen korlatozas arra, hogy hanyan vannak egy allapotban, tehat egy allapotban:
{0, 1 ha Fermi
=

(3.13)
0,1,2... ha Bose

részecske lehet az egyes esetekben. A nagykanonikus allapotosszeg lesz jo a szémolasokhoz,
mindjart meglatjuk, hogy miért. A nagykanonikus allapotdszeg{'™|

Z=) e By, (3.14)

Valamilyen allapotot ezekkel az n-ekkel reprezentédlhatunk. Egy ilyen kiosztés lehet (Fock-
tér):

{n} = (n1,n9,..., ), (3.15)
ez a Fock-reprezentacio, egyetlen szammal jellemezziik a részecskét, hogy melyik allapotban
van. Ez nagyon hasznos lesz majd a kolcsonhato rendszereknél (jo bézis lesz, mert ebben a
bazisban kifejthetéek a kvantummechanikai operatorok). Ha ezt felhasznaljuk, akkor:

Z = Z e Pk ”;(f>(€k—u)7 (3.16)
{n}
15 Slater-determinans: Ui Walra) ()
1(T1 1(T2 1(TN
\:[12(’!'1) \IJQ(T‘Q) . \IJQ(TN)
U(ry,re,...,TN) = . )
\I/N(rl) \I/N(’I”Q) \I/N(’I“N)

16 Emlékeztetd, kanonikusnal Z= Do e BFi N fix, ezt az 6sszeget nehezebb elvégezni.
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ahol

N; = Zn,(j) és E; = Zn,(j)sk. (3.17)
k k

Az Osszegzés barmilyen kiosztésra mehet, ezért a particios fliggvényt tovabbirhatjuk, mint:

Z = Ze_ﬁzknk er—H) ZZ Ze_ﬁ’glnk(ak ¥ _H <Z e Prter M)) (3'18)
ng

{n} ny  n2

ke{l,...00}
Ez az Gsszegzés kétféle eredményre vezet attol fiiggden, hogy fermionokrél vagy bozonokrol
van-e szo0:

1 o0
Fermi: Z e Prulen—n) — 1 4 efﬁ(siru)7 Bozon: Z o Bni(en—m) _

nk=0 nE=0

1
1 — e_ﬁ(fk_l‘) ’

(3.19)
ahol a bozonoknal felhasznéltuk a geometriai sor 6sszegét. Az allapotosszeg:

lo_O[ 1+ e Pler— M)) — lo_o[ e Prk(er— ,U) H (Z e Prk(er—n > .

k=1 ng
(3.20)
Ez ugye egy nagykanonikus sokasag, ahol nincs rogzitve a részecskék szama. Szamoljuk ezt
ki! Az energia varhato értéke:

=Y m)er 65 (N) = (). (3.21)

k=1 k=1

Ha tehat tudnank az (ng)-t, akkor ki tudnank szamolni mindent. A valoszintiség:

P, = %e_ﬁ(Ei_P«Ni) — %e—ﬁzk nk(sk—u)7 (3.22)
és ]
S DULIED 3 DI ST 329
) ny no
azaz: > s :
nyePrrEr—n
() = S= e (3.24)
n
Fermionokra: 5 :
0+ e PleR—r 1
<nk>F - 1 4 e=Bler—n) - eBler—n) 4 1° (3.25)
Bozonokra: 5 : 5 .
0 1-e Plér—n 2. e PER—H)
() = =€ e R (3.26)
1 — e Blex—n)
Ismerjiik a mértani sort:
1
1+q+q2+---:1—_q, lq|< 1, (3.27)
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illetve ezt derivalva: q

(1—q)?*

6—5(%—#) 1

() = 1 — e Bler—w) - eBler—p) — 1° (3.29)

1-g+2- ¢+ = (3.28)

Ezzel a bozonokra:

Lathatjuk, hogy a fermionokra és bozonokra ez mennyire hasonlit, a Boltzmann-eloszlasban
pedig nincs a nevezében a £1.

A fermion eset elég egyértelmi volt, ott nem lépnek fel komplikaciok. Mivel bozonoknél is
(ng)g > 0, ezért:

1
(ni) p = Blex—1) — 1 >0 = LENS] o g = g > (3.30)
6 _

Ha e, = p, akkor érdekes dolgok fognak torténni, erre a késébbiekben oda kell majd figyel-
niink. Ennek segitségével kiszdmolhatjuk, hogy mennyi lesz az energia és a részecskeszam:

1 1
E= Zk Sm iy VT Zk prEEn (331)
Példak:

e L3 dobozba zért klasszikus gaz:

Ez lehet fermion és bozon is.

e Relativisztikus esetben is lehet fermion és bozon is. A Hamilton-operator ekkor:

H = c\/p? + m2c. (3.32)

Ultrarelativisztikus esetben:
2 9 2 _
mct L p® = H=clp| (3.33)

e Vannak az igazi részecskéken kiviil kvazirészecskék is. Ilyen példaul az elektron a szi-
lardtestekben, mint fermion, vagy a szilardtestek racsrezgései, a fononok (¢ = hv). A
fotonok is ilyenek. A fotonok és fononok szama nem rogzitett, keletkezhetnek és el-
tiinhetnek is, rajuk tehat nem alkalmazhaté a nagykanonikus elképzelés. Mivel N nem
rogzitett, ezért nekik a p = 0 eset felel meg, viszont ekkor a kanonikus és nagykanonikus
sokasdg megegyezik egymassal. Ezek egyébként bozonok, de p = 0-t kell beirni.

Mivel fermionokra éa bozonokra a nagykanonikus particios fliggvény:

[T(1+ePEm), ha fermion

s 1:[ 1T e e a bozon,

ezért ezzel kapjuk, hogy:

InZ =+ Z In(1+ 6_’8(Ei_“)) , ha fermion vagy bozon. (3.35)
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Hogyan tudjuk elvégezni ezt az 0sszegzést? Lattuk mér, hogy:
N=>n, E=> nge. (3.36)
L? doboz példaja: Az energiaja még mindig:
1
E = o—(p; + vy, +12)- (3.37)

2m

Az impulzus sajatallapotai az egyik iranyban:

~ eXp (ngx) , (3.38)

ami periodikus hatéarfeltételt alkalmazva hasonléan

D L L
~ exp ipa(r+ L) O 27N, (3.39)
h h
azaz: oh "
mhn, Ny
= = =0,+1,4+2... 4
Pr= 7 7 e =04 : (3.40)

és hasonlbéan ugyanilyen alakot 61t a tobbi koordinatéara is. Az energia ezzel:
h2

~ omi?

(n? +n. +n?). (3.41)

Makroszkopikusan az energiaszintek nagyon kozel helyezkednek el, tehéat ez folytonos elosz-
lasnak tekinthets. Az allapotok szama:

, A (2mL2E\*?
iE) = > 1%3( = ) , (3.42)
h2

2mL2

(n2+n2+4n2)<E

hiszen mivel ezek nagyon kozel helyezkednek el, ezért kozelithetjik a gomb térfogataval. Ko-
rabban is allapotstirtiségnek neveztik az E és E+AFE kozotti allapotok szémédﬂ:

) 4w (2m\** 3
E)=_—j(E)=—L*~—) --EY% 3.43
o8 = 5pite) = 51 (55) - (3.43
Ennyit kapnank naivan, ha nem térédnénk a részecske milyenségével (fermion/bozon), azon-
ban a degeneraciok figyelembevételével:

dm o (2m 3/2 31/2 3 2m '\ ¥/

g(e) = (25+1)?L (F) Gl CL’y/e, ahol C = (2s+1)27 (ﬁ) . (3.44)
Ez a degeneracio mértéke pl. fotonra 2 (kétféle polarizacio), de fononra is hasonléan 2 (ennek
sincs tomege). Hasonloan a leggyakoribb fermionokra (pl. e~, p™) a degeneracié mértéke 2
(s=1/2). Amennyiben ebbdl ki akarjuk szamolni a részecskeszamot, akkor ezt a kovetkezSképp
tehetjiik meg:

1
exp (B(e —p)) £ 1’

17Korabban az ) jelélést alkalmaztuk, de az allapotsiirtiséget g(E)-vel és D(E)-vel is szokas jelélni (density
of states).

N = [ g abol fis - (3.45)
0
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és az energia:

E = /DOO fr/B(e)eg(e)de

(3.46)

A részecskeszamot ugye ugy tudnank csak kiszamolni, ha ismernénk a kémiai potenciélt.
Azonban a gyakorlatban ha van egy dobozunk, akkor inkabb a részecskeszamot tudjuk, amibdl

a kémiai potencial meghatarozhato.

CV\/_ N [ NG )
V= /expw T = v=) see o

pV = kT Z,

Mivel

ezért most fermionoknal és bozonoknal:

k];_VT = /O £1n (1 £ e PE) g(e)de.
Tovabbirva az el6z6t:
ﬂ_/ tln (1 +e M) CV/ede,
kBT 0

ahol V-vel lehet egyszerisiteni. Integraljuk ezt parcialisan:

_3/2d
kBT /5&@6@# = a4

Tovéabbirva (V-vel mindkét oldalt beszorozva):

2
/fF/BsVCa/2de = pV=- /fF/B e)eg(e)de = §E

g(e)

Ha g(g) = € lenne:

Ultrarelativisztikus gaz:

e \>  (hny\® [ hn.\”
H=clpl=c- pz+pg+pz=c-\/(2) (M) (M)
2712

ch E-°L
E = Lq/n2+n2+n2 = ni—l—ni—i—nzg 27,2 = R%.

Ezzel a gomb térfogata:

azaz:

. Ar (E?L? 47r 1 9

a=2

Most megnézziik a Bose— és Fermi-rendszerek viselkedését.

o7
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(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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3.2. Fononok és fotonok
Volt mar korabban sz6 a fotonokrol és fononokrol (nulla tomegt hullamrezgések), ekkor p=0:

1 1
fe)=gew— = =57 (3.57)

Ha vannak ilyen oszcillatoraink 7" hémérsékleten, akkor a kanonikus allapotosszeg:

> 1 e Phw/2 1

(n) = i P = i %n exp (—mw <n + %)) = (1—e ™) f: ne Phen, (3.59)

n=0 n=0 n=0
0 1 &« > 1 0 1 1 hw
- —Bhwn — —Bhwn - —Bhw
88 hw Z c nzzo ne T ThwdBl—e e hw(1—e e
(3.60)
Ezt felhasznalva:
(n) = (1 — e ™) e 1 (3.61)
K ‘ (1—eBhw)?  efhw —1° '
Mivel fotonoknal
e=hw, w(k)=ckl = ¢e(k)=nhw(k)=hclk|=c|p|, (3.62)

ezért ugyanazt kaptuk, mint ultrarelativisztikus gazra. Fononoknal sokkal bonyolultabb lesz
a helyzet [T

Fotonnal az allapotstirtiség:

dr 1 5 8V _5 o 8rV
g(€)d€ =2- ?Vﬁgf de = gfoton(w)dw = Wﬁ whdw = 03(271')3 dw (363)
Még egy triikkkot csinadlhatunk: w = 27y, dw = 2ndv. Ezzel:
8tV
Gtoton (V)dv = 7T3 V2dw. (3.64)
c

Fononokra annyi a kiilénbség, hogy van két transzverzalis és egy longitudinélis modus:
2 1 9
Gtonon (V)dv = 4TV = + & vedv. (3.65)

Ez leszamolja az Gsszes lehetséges rezgési modus szaméat. Hany lehetséges rezgési modusa van
N atomnak? Szamoljuk le az Osszes frekvenciat:

/00 g(v)dv = 3N, (3.66)

hiszen ennyi irdnyba mozoghatnak az atomok. Ha ezt a kvézi-folytonos modellt alkalmazzuk,
akkor valamilyen frekvencianal illik levagni. A valosagban a diszperzio egy kicsit eltér ettdl.
Tehat a levagassal:

/ ( g(v)dv = 3N, (3.67)
0

o8



g(v)

Vmax

3.1. abra. Allapotstirtség levagassal.

ezt lathatjuk a[3.1] abran. Mivel u=0, ezért az energia:

Vmax h
E= / g(v) h” dv. (3.68)
0 exp < = ) -1

k5T

Ha nincs teljes betoltottség, akkor nyilvan 3/N-nél kisebb szdmot kapunk. Behelyettesitve az
allapotstriiség Debye-frekvencias alakjat kapjuk:

E 1 2 Vmax h 3

A (—3 + —3) / - dv. (3.69)

V ¢, cr) Jo exp (k],;VT> -1

Vezessiink be egy 1j valtozot: x;zlg_VT’ amivel:
E_, (L, 2\ [ keThEEe (1 2 (heT)t [ e
17 c3 o3 h et —1 3 3 e L
L T/ Jo 2 3 0
(3.70)

Hasznéaljuk fel azt, hogy a levigés miatt igaz:

Vmax 1 2 3 1 2 9N
/0 g(v)dv =47 (—3 + —3) p L 3N, azaz 4n (—3 + —) V=—.- (371

3
¢, Cp 3 ¢,  Cp

Az energia mindent figyelembe véve:

hvmax
ON (kgT)* [rsT a3 IN (kgT)* [ W voox3
="\ — I hol I(y)= dx.
v h3 /0 e*—1 w3 R kgT )’ abol  I{y) /0 1"
(3.72)
Kiszamolhatjuk a fajhét is, amihez hasznéljuk fel (3.68]). Osszefiiggést:
Vmax h
E= / g(v) Ly, (3.73)
0 exp < k’;”T> -1

18 T ehetnek a kristalyban longitudinalis— ill. transzverzalis rezgések is, vagy akar még ennél is bonyolultabbak.
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amibdl:

o oF /”ma"d ) hv hv hv
= —= vg(v exp| — | —= =
boor 0 ! (eX (h_V> — 1>2 P kT ) kpT?

P\ %sT

. (3.74)
4rV (1+2)/Vmaxd hVeXP(};T)
= 2\ 3T 3 v 2
3 ) )
Ha felhasznaljuk x korabbi definicidjat az integralt atirhatjuk:
hv, 5 hv,
AxV (1 2\ [rer p2leDler ON kbT3 [TpF  evat
Cy=— |5+~ h dr = B / ——du. 3.75
A C A A = b o e D

Vezessiik be a Debye-fliggvényt:

3 (" evyt RV o "o 1o
D(z) = — —d tovabba Tp = = = — .
(x) e / e y, tovabba Tp . = Wl T (3.76)

ahol Tp a Debye-hémérséklet, azaz:

kLT3 9N 1 (Tp\®  (Tp kLT3 (Tp Tp
— st T (2D p —3N-L2-2p =3Nkg-D(2). @377
o= (7) 2 () -vido (7) w0 (7). am

max max

Vizsgaljunk meg hatéareseteket:

3 [Tyt 3 [ 3 23
T—o00 = D0)—7, D(ac)%—/ y—dy%— y%yz;%:l. (3.78)
0

3

Fotonoknél nincsen levagasi frekvencia. A klasszikus fajhd alapbdl fel is akart robbanni fény-
nél, hiszen nincs legkisebb hullamhossz. Fényre az allapotstrtiség;:

47V

_ 2
Ezzel meghatérozhato az energia:
> h 8tVh [ 3
E= / g(v) s =" / Y dv. (3.80)
0 exp (;;”T> —1 ¢ 0 exp <k€;_VT) —1

Hasznalva ismét x alakjat:

o 8TVh /°° BTl 08 belay  grV (kpT) /°° 23 (3.81)
3 e —1 B3 Ry er—17 '
—_——
w4 /15
Egy tartaly energiamennyisége tehat az integralt elvégezve:
87?51% E
— P27V = — T 3.82
~ 1563 v (3:82)
A fajhé6t is meghatarozhatjuk:
oE 32 Skt
Cy = T BB s (3.83)

OT ~ 153h3
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Ha belenéziink egy T" hémérsékleten sugéarzo testbe, annak az energiastriisége:
8tV hv?
E(v)dv = 7r3 v dv. (3.84)
¢ exp (kf;”T) -1

Ha attériink frekvenciarol hullamhosszra, akkor az energiastirtiség:

81V (he)3 c
el )

Az izoterméakhoz tartozo energia-hollamhossz 6sszefiiggést lathatjuk a [3.2] abréan.

E(A\)dA = dA. (3.85)

E
/

v

3.2. Abra. Feketetest sugarzés energiaspektruma a frekvencia fliggvényében.

3.3. Adiabatikus allapotvaltozasok kvantumgazokban

Eddig a fotonok, fononok rezgéseivel foglalkoztunk, ahol a kémiai potencial 0 volt, igy tobbé-
kevésbé el tudtuk végezni az integralokat. Van még néhany Osszefiiggés, ami még mindig igaz
Bose- és Fermi-gazokra egyarant, most ezeket diszkutaljuk. Lattuk mér tobbszor is, hogy
nagykanonikus sokasagban:

S=-kpy PP, P=ePF N N"p =1 pV=ksTlZ.  (3.86)

Arra jutottunk, hogy idealis gazoknal (amikor az allapotok szama: g(g) ~ /2):

2
PV =3E (3.87)

Altalaban pedig, ha g(g) o €%, akkor pV = E/(a + 1). Volt egy kifejezésiink az energiara
((3.46)). Osszefiiggeés):

[ egle)de * gotlde

ahol a +1 a Fermi-, —1 pedig a Bose-gaznak felel meg. Vezessiik be, hogy = = (¢, ekkor az
energia:
E- / T AT ) = OV (g T) 2 i (3.89)
), er Bkl B - B P\ksT )" '
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Hasonléan a nyomasra:

_ o z
pV = CV(kgT)**?f, (kB—T) , (3.90)
azZaZz:.
b=l (7). (3.91)

A kémiai potencialt valamilyen mas elvbsl még meg kell hataroznunk. A részecskeszamrol
lattuk, hogy:

o 60(
azaz: ) - og
x*dx
N = ) .
CV /0 T (3.93)
Az el6z6ekhez hasonloan ez is felirhato mint:
N = CV (kgT)* fx (L> . (3.94)
kgT
Az entropiat a kovetkezSképp hatarozzuk meg:
1
=—k P InZ — —(E; — uhV; .
S=—hs ), { nZ = (B p »}, (3.95)
amibdl:
S=k an+§—ﬂN—l(V+E— N) (3.96)
ety Tt T B '
pV/T
Az entropia ekkor:
g Llot 2CV(k T)**2f, oV [ (3.97)
T |a+ k’BT kBT kBT ’
1 7
S ==—CV(kgT)*fs | = 3.98
FOV T s (). (3.98)

Ezekbdl kovetkezik, hogy:
()
% = kBﬁ SN0 (kBLT> = const. (3.99)
kgT
Adiabatikus valtozasnal a bal oldal allando, amibél kovetkezik, hogy p/kgT is allando.
Alkalmazas: a vilagiirben néziink egy gazfelh6t. Adiabatikus a folyamat, azaz:
VTt = const., (3.100)

példaul

VT3? = const. klasszikus esetben

3 . (3.101)
VT* = const. relativisztikus esetben.
Lattuk, hogy p = C(kgT)**2f,(u/kpT), most akkor az lesz igaz, hogy:
= const. (3.102)

Ta+2

Relativisztikus esetben p/T* = const., tehat a fotongaz nyomésa a hémérséklet negyedik
hatvanyaval aranyos.
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3.4. Bose-gaz
Most pedig kezdjiik el a Bose-gézokat vizsgéalni. Induljunk ki abbol, hogy az allapotstiriiség:

g(e) = CVy/e. (3.103)
A részecskeszam: ~  Jad
ede
N=CV [ i (3.104)

0

Bose-gazra igaznak kell lennie az alabbi Osszefliggésnek is: exp (e — ) > 1, amibdl viszont
kovetkezik, hogy 0 > p kell. Legyen megint = = fe.

N = CV(kgT)*? / Vrde . (3.105)
0 exp (x — kBLT) -1

1(w5r)

Nézziink egy dobozt, amibe bezartunk N db bozont. Az el6z6 kifejezés:

N _ sper (P
= = ClkaT)"1 (kBT> . (3.106)

Az integralt tigy tudjuk novelni, ha benne abszolutértékben csokkentjiik a kémiai potencialt.
Ha csokkentjiik a hémérsékletet, akkor ahhoz, hogy egyensulyban legyen a rendszer, névelniink
kell az integral értékét. Az integral monoton fliggvénye a kémiai potencidlnak. Vizsgaljuk
meg, hogy mi torténik, ha a hémérsékletet tényleg levissziik 0-ba. Ekkor az integralnak
divergalni kell, maskiilonben a fenti egyenlGség nem tud teljesiilni. Kérdés: az integral a
1 = 0 kémiai potencial esetén mit fog csinalni?

1(0) = m@—/om@:/omdxﬁie_m. (3.107)

o et —1 l—e®

Legyen y = nx, ekkor:

0 00 - ydy 00 1 50 -
1(0) = / e y\/i—: —/ e Y\/ydy . (3.108)
—_——
r'(3/2)
y = 22 helyettesitéssel{"|

3 o0 [e.9] o0
r (5) = / e 2 22dz = 2/ e 2dz = / e 2z = \/TE (3.109)
0 0 -

o0

Ebbgl:

1(0) = g Zl # = ?g (g) ~ 26193 (3.110)

19 Az integral értéke:



ahol ((k) a Riemann-féle zeta—fﬁggvény.lﬂ Elelmélkedhetiink rajta, hogy mi torténne, ha
valamilyen mésfajta gazt néztiink volna. Ahol a kitevé nem ,,gyokos”, esetleg mas eredményre
juthatnank? Min mulik az, hogy ez véges? Altalaban ezt kellene kiszamolni:

1(0) :i/oooe—y (%)a% (3.111)

Vizsgéaljunk most egy 2D-s szabad részecskét:

2, .2
Pzt Dy
2 = . 3.112
H(pz, Py) om ( )
Egy ilyen rendszer allapotainak szama:
, 2mETV
J(E) = I (3.113)
tehat az allapotstrtség:
2mnmV
g(E) = n;;r = const. (3.114)

Ebben az esetben a = 0. Egy két dimenziés géznal semmi érdekes nem torténne, végig
negativ kémiai potencidlunk lenne. Azonban a mi haromdimenzités vilagunkban az el6bb
vizsgalt integral véges, s6t van tehat egy kritikus pont:
N
N o ClhpTe)2YT 2612 (3.115)
Vv 2
Mi torténik akkor, ha a 7' — 0 hataresetet vizsgaljuk? Ha most visszatériink az eredeti
kifejezésiinkhoz, akkor abban a részecskeszam valami olyasmi lenne, hogy:

_ 1 1 > g(e)
V= Z eBlEi—m) — 1 eBleo—n) +/€0 de s — 1 (3.116)
No

Az alapallapotba nagyon sok részecske keriil, ezt az allapotot hivjuk Bose-kondenzaciéonak.
Ha tehét lehiitjiik a Bose-gazt, akkor kénytelenek a legalacsonyabb allapotba keriilni. Mivel
bozonokrol van szé, ezért sok részecske lesz az alapallapotban. A hullamfiiggvény fel lesz pum-
palva egy csomo részecskével, és ezt a hullamfiiggvényt akar mikroszkoppal is megfigyelhetjiik.
A kondezatumban atlagosan Ny-an vannak:

1
eﬁ(aO_N) '

Ny = (3.117)

A teljes részecskeszam:

N = Ny + CV (kgT)**I1(0) = Ny + CV(kBT)3/2V\/7EZ.612, ha T < Te. (3.118)
Ha pont a kritikus hémérsékleten vagyunk:

N = C(kBTC)?’/Qng(SlQ. (3.119)

20 A Riemann-féle zeta-fiiggvény:

W=  @=T, ==

nk’
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Ebbdl Ny-t megkaphatjuk, valamint:

N, T 3/2
WO =1- (T) . (3.120)

Itt T.-nél fazisatalakulést latunk . abra), melyrél a kés6bbiekben még részletesebben szd
fog esni.

No

Y
\'

Tc

3.3. abra. Fazisatmenet a kritikus hémérsékletnél.

Mi torténik ha az energiat vizsgaljuk nemrelativisztikus részecskéknél?

) 63/2d€

Amikor a kémiai potencial eléri a 0-t:

o's) 83/2d€ 0o 513'3/2d37
E=CV - = CV(k T5/2/ . 3.122

Az elvégzendd integral:

3/2(11' e 3/2 yZne y
- Z dz Z € n5/2 dy -

- i (3.123)
> W/o e (5) "(2)
Az energia tehat:
E = CV(kgT)*?¢(5/2)T(5/2) (3.124)
5/2
EE((TTC)) = (%) . ha T <T, (3.125)

Ezt lathatjuk a (3.4} abran.
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Tc

3.4. dbra. Energia a h6mérséklet fliggvényében p = 0 kémiai potencialnal; T, a kritikus hémérséklet.

3.5. Fermi-gaz

Most legyen megint altalanosan

g(e) = CVe, (3.126)
illetve klasszikus nemrelativisztikus részecskére:
gle) = CVel/2, (3.127)
Fermi-részecskére: - 4
N = / _gle)de (3.128)
0 eBle—p) 4+ 1

mely egy implicit egyenlet p-re. Nézziik meg, mi torténik, ha T'— 0 azaz 3 — oco. A [B.5]
abran lathaté a Fermi-féle fliggvény, illetve az allapotstirtiség.

]
te) a(e)

A

—— nagy hémérséklet
1.0 —— kozepes hémérséklet

— T=0K
0.5

£
U 3
(a) Fermi-féle fuggvény. (b) Allapotstiriiség.

3.5. abra. Fermi-Dirac-eloszlés.
A Fermi-részecskék nem szeretnek egy allapotban lenni. Alulrél elkezdik betolteni a lehet-
séges allapotokat. A Fermi-féle fiiggvény 7' = 0-nal lépcssfiiggvénybe megy at (3.5al abra).

Ilyenkor konnyt meghatarozni a kémiai potencial értékét:

N = /000 gle)de = w(T —0)=cp, (3.129)
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ezt a p-t hivjdk Fermi-energianak (¢p). Ha tehat a T — 0 esetet vizsgéaljuk, a betdltott
allapotokkal az integrél a kovetkez6képp modosul:

N = /O " ge)de. (3.130)

Az allapotstiriiség a kordbbiaknak megfelelGen:

21 (2me)' 2V - 2m

g(e) = (2s+1) 73 : (3.131)
amibdl a betoltott allapotok szama:
A7V
N = (2$+1)§ﬁ(2msp)3/2. (3.132)
Ezt atrendezhetjiik a Fermi-energiara:
1 3NR? \*P
=— | ———— : 3.133
F = om ((23+1)47TV> ( )
A megszokas kedvéért végezziik el az alabbi atalakitast:
2
1 253 N\ 2/3 2 2 A\ 13
oo L (STENAT D) (6 N . (3.134)
2m \ 2s+1V 2m 25+1V

Ez igy vilagosabb, mert tudjuk, hogy a dobozba zart részecskéknek h?k?/(2m) adja az ener-
giajat. V//N az egy részecskére juto térfogat, tehat a hullamhosszra jo azonositas lehet, hogy:

v\ /3
<N) ~ (3.135)
A Fermi-energia:
h? 672 \ 2?3
e = %QQ/?) (25—|—1) , (3.136)

ahol p a részecskestiriiség.

Ultrarelativisztikus részecske:

Az allapotok széma:
1 47
' 25+1)V (= ) .
j€) = stV (5)

A Fermi-energiaig vett integralja az allapotstrtiségnek megadja a betoltott allapotok szamaét:

(3.137)

2s54+1 b Ar
N = / e)de = j(er) = 3=V = (3.138)

Ezzel a Fermi-energia:

INR3S 1/3 62N\ V3 672 1/3 A
ep= (o) =h( ) = —0] ~c (3.139)
A7V (2541) (2s+1)V 2541 A
Alacsony hémérsékleten a Fermi-rendszer tgy viselkedik, hogy a részecskék egy bizonyos szin-

tig alulrol betoltik az energiaszinteket. Az a jo, hogy a Fermi-energia egy viszonylag nagy
érték. Valtsuk at hémérsékletté:

er = kgTr = Tp =~ (1000 — 10000) K. (3.140)

Hirtelen levagas van a Fermi-energia kornyékén. A teljesen betdltott rész ,be van fagyva’.
Mozogni a Fermi-energia kornyéként tudnak, itt vannak a vezetési jelenségek.
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3.6. Sommerfeld-sorfejtés

Alacsony hémérsékleten (0 < T < Tr) nézzilk meg a Sommerfeld-sorfejtést?!] (mindenhol
miikodni fog, ahol hasznélni akarjuk). Legyen az alabbi I integral, amit ki akarunk szamolni,

ha 8 — oo:

I:/OOO F(e)de

efle—m) 4 1°

Itt F(e) tetszoleges fiiggvény. Végezziik el a szokasos véaltozocserénket:
r=pe—pn) = kT -z+p=c.

Az integralunk igy:

00 0

ert+1

Fu+kpT
I / FltksTe) ) rdy — kT /
e’+1

et+1
o

J— T
kgT kgT
Az integralasi hatart ugy cseréljik meg, hogy r — —zx.

1 z 1 r—1 1
e B +e 1

e—m—i—l:l—}—em_ 1+er 1+er’

Ezzel a tovabbi tritkkozéssel:

n/(kpT) 1 o B knT
I= kBT/ (1 - em) F(p — kpTa)da + kBT/ FlutkpTa)
0 0

et +1
Ez atalakitva:

F(u+ kpTx) — F(p — kgTx)
e’ +1

u/(kpT) oo
0 0
Vezessiik be még a kdvetkezi jelolést:
g = M — ]fBT.%‘,

amivel:

0 . de’ #
—kgT | F = F(e)de.
o [ = | P
Felhasznéljuk, hogy:

o erp Tf
kT nagy >

kgT kicsi = ]{B_T T

A teljes I integral (a masodik tagban Taylor-sorba fejtiink):

H o0 2 11
I~ / F(e)de + k;BT/ de 2F (kpTx + —F " (u)(kpTx)? ¢,
0 0 €e+1 3!

21 Hivjak még Bethe-Sommerfeld-sorfejtésnek is.
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F(,u+k:BTx)d:U+kBT/ F(,u+k:BT:v)d:B.
0

dx.

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)



a paros rendt tagok a sorfejtésbdl kihalnak a kiilonbség miatt. Nézziik meg, hogy altalanosan
hogyan kell kiszamolni az aldbbi integralt? Célszertd lesz majd a p = 2k + 1, k € Z valasztas.

o o nx n+1 y =nT
[_/0 ef+1dx_/o e 1+ex / xpze
0o yp - o] (_1)n+1/ 3
D pr ety = , T (3.151)

n=1 n=1 N ,
L(p+1)
1) 1) — — .
P+ ; np+1 L+ % 2k + 1)p+1 ; (2k)p+!
Tudjuk tovabba, hogy a (-fliggvény:
oo 1 oo oo
Cp+1)= Z; Pl kz: 2k + 1)p+t + kz: p+1’ (3.152)
n= =1
amivel az el6z6 egyenlet tovabbirhato, mint:
(2k+1) (2k + 1P+t (2k)p+1 (2k)p+1
k:O k=1 k=1 (3,153)
1
Flp+1¢(p+1) (1 - 2—,,)
hiszen
S 1l 1 1 A
QZ kypt T o Z k1l @C(ij 1). (3.154)
k=1 k=1
Az I integral ugye:
M & dx / 2 111 3
I =~ F(e)de + kgT 2F' ()kpTx + = F (u)(kgTx)’ ¢, (3.155)
0 o e*+1 3!

azaz ami nekiink van:

0 2 0 3 4 7 214
/ L _dr =, / L dr =6 o= (3.156)
o el 12 0 el 90 '8 360

Szedjiik Ossze a sorfejtés eredményét:

I= /OH F(e)de + %QF’(M)(I{BT) + %F"’(M)(/@T)‘* +.... (3.157)

Ezt hivjuk tehat Sommerfeld-sorfejtésnek. Most szamoljunk még ki, hogy mennyi lesz a
kémiai potenciélja alacsony hémeérsékleten egy ilyen géznak (csak elsérendig nézziik).

2

N:/j%z/j (e)de + ¢ () - 6(kBT) (3.158)

A Fermi-energianal leviagas van:

N = /sF g(e)de. (3.159)
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Mivel az el6z6 két Osszefliggés kiilon-kiilon igaz, ezért egymassal is egyenlGek:

/OEF g(e)de = /Oug(s)de + g’(u)%(l-ﬁBT)2 + ... (3.160)

Atrendezéssel adodik:

w 2
_ / gle)de -+ (1) (kTP + ... (3.161)
EF
Els6 kozelitésben: 2
O~ (u—cp)g(er) —|—g(5F) 5 (kpT)?, (3.162)
azZaz:
m ¢'(er) ™ [d
=ep— — ksT =cp— — |—1 kT)* + .. .. 1
== T T = e = T L ng(@)] | a7 + (3.163)
E=¢€p

Ha g(g) ~ € hatvanyszeri az allapotstriiség, akkor:

Ing~alne = (lng)':g—: e (3.164)
g €
Ekkor a kémiai potencial:

%

6 ep

Az energia Sommerfeld-sorfejtéssel elsérendig:

F(e)
* eg(e)de /“ < , )

E = L = d kgT : 3.166
[ [ gt Tt (s + ). (3160

Az el6z6 kifejezésbdl -t mar meghataroztuk, azt is felhasznalhatjuk, p ~ep 4 ...:

E— /OEF eg(e)de + /“ (€)d5+ 5 (kBT) < (er) + ¢'(ep)(— eF) +5Fg,(5F)+...>.

~~ NG ~ 0, mert masodrendi lenne,
EO,”O. hémeérsékleti (n—erp)erg(er) ~(kpT)*nel lenne aranyos
energidja a rendszernek sorfejtés elsérendig
(3.167)
Az energia tehat:
7T2 2 /
B = Ey+ (n—cr) erg(er) + (kD) (g(er) +erg (er)) + .. (3.168)
—— 6
?2 5;(( )) (kBT)
azaz:
2 2 2
E=E,— g(k’BT)%Fg'(?SF) + g(’fBTf(g(gF) + €F9'(€F)> = Eo + g(kBng(ﬁF)'
(3.169)
Ebbdl meghatarozhatjuk a fajhét:
oFE 72 2
Cy = —-=—2kpgT -k = —k3T . 3.170
V=97 6 B B9(er) 3 "B 9(er) ( )
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Szabad részecske allapotstiriisége:

V 4r 3

5 2(2mE)1/2 -2m. (3.171)

g(e) = (2s+1) 5

Fermi-energidra tehat az egyenletiink az alabbi:

A
N = / 28+1)%?(2m5 )32, (3.172)

Ha vessziik az el6z6 allapotstiriséget a Fermi-energian, akkor a kovetkezét irhatjuk:

2m 31
erp) =N - =N- 3.173
gler) =N g =N 5o (3.173)
Ha az allapotstirtiség hatvanyfiiggvény, azaz:
gotl a+1
oe) = e, S = gln =N (3.174)

ez méas rendszerre, pl. relativisztikus gézra is igaz. Tovabba a fajhé:

2 31 w2 kgT
Cy=—kg - (kgT) N—— = Nkg— —/— . 3.175
V3B(B)25F B9 en ( )

~—

T/Tw

A kvantummechanika el6tt ez megoldatlan rejtély volt, hiszen ismerték az ekviparticio té-
telt, azaz hogy egy klasszikus szabadsagi fokra kgT/2 energia jut, itt mégsem ez a helyzet.
Elektronfelhénél hasonlonak kéne lennie, mint az idealis gaznél, itt viszont minél nagyobb
a hémérséklet, annél tobb elektron mozog. Az elején lattuk a Fermi-energiat, ami ,lebukik”
(3.6l abra), az itt 1évs elektronok mind be vannak oda fagyva. Csak azok képesek magasabb
energiara felkeriilni, amik kozel vannak a Fermi-szinthez, ezek tudnak tehét felgerjesztGdni.
Szilardtestfizikdban ki lehet hasznalni, hogy a vezetSképesség aranyos a Fermi-energidn mér-

1.0

0.5

Y

u

3.6. abra. A Fermi-energia kornyékén konnyt a gerjesztés.

hetd allapotsiirtiséggel. Kiilonb6zs vicces médokon (pl. mégneses térrel) elérhetd, hogy kicsit
moédosuljon a Fermi-energia, ezzel pedig letapogathaté az allapotstiriiség energiafiiggése.

Ha magasabb hémérsékleten is akarjuk hasznalni ezt a sorfejtést, akkor a magasabb rendd
tagokat is vizsgalni kell perturbativ modon, de ezt f6ként alacsony hémérsékletd szilardtest-
fizikai szamolasoknal szokas alkalmazni.
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3.7. Magas hémérsékleti sorfejtés

Elegend6en magas hémérsékleten vissza kell kapnunk a klasszikus géz esetét. Van még egy
sorfejtés magas hémérsékleten: ha messze vagyunk a Fermi-hémérséklettsl, akkor a magas
hémérsékletii sorfejtések is jol szoktak konvergalni. A betoltottség és az energia:

> g(e)de * eg(e)de N

Tudjuk, hogy:
1

pV =kgTlh Z = R (3.177)
illetve:
Z = Zexp ( — B(E; — ,uNi)> = exp < — ﬁ(Zm& — MZW)) =
11 <1 . e—mei—u)) Fermi (3.178)
- 11[ <1 - 6—6(&-—;1)) Bose.
Ezzel: o o
T Z +1In(1 + e PE1) = i/o g\(i)/ln(l + Z:B(E_“)Zde. (3.179)
i B

Parcialisan integralunk (j'(e) = g(e)):

pV > j(e) ( —Ble—p) ) 1 /°° j(e)
= + F oo —+ E—H = . Nl
T~ THEEF /0 e\ ¢ ) =T J, emrgds (3180)

Mit tehetiink magas hémérsékleten? A komplikaciot itt az okozza, hogy példaul a Su kom-
binéci6 kiilonbozd viselkedést mutat annak megfelelen, hogy milyen rendszert vizsgalunk.

Fermi-rendszernél:
ep=p, ha T =0. (3.181)

Bose-rendszernél nehezebb a helyzet, ugyanis itt a kémiai potencial negativ volt. Ilyenkor
teljesiilnie kell annak, hogy e* < 1, akkor érvényes csak a kovetkezd sorfejtés.

B o0 g(g)dg B o0 6_6(5_#)
Tovabbirva:
N = / 9(e) Y (FL) e Pemnge = 37 (1) ok / gle)ePonde, (3.183)
0 n=1 n=1 0

ami pedig tovabb egyenld, ha csak az els§ két tagot hagyjuk meg azzal, hogy:

N z/ gle)e PEm £ / g(e)e 2P e, 3.184
s () , i (€) (3.184)

TV N
itt mindegy, hogy ~ D° T
Fermi vagy Bose

Fermi esetén oszcillalo elGjel van, Bose esetén nem véltozik az elGjel. A nulladrend:
N = / g(s)e_ﬂ(‘f—“)ds = eﬁ”/ g(e)e‘ﬁeds. (3.185)
0 0

72



Felhasznélva az allapotsiirtiség mar kordbban meghatarozott alakjat:

2V

N = ePn / (25+1) =5 (2m)?/2e2e P2 e, (3.186)
0

ami visszaadja a Boltzmann-eloszlast. Bevezetve az x = fe jelolést:

o
N = e#(25+1) hV(Zm)3/2(k T)3/? / o' %e~dx . (3.187)
0
~—_———
r'(3/2)
2r(3/2) - oh?
o= N ( (kgT)*?(2s+1) =2V (2m)*? ) =
‘ ((kB P s vEm) (2mkpT)?2 - (25+1) - 271(3/2)

(3.188)
Ha magas hémérsékleten sort fejtiink, akkor nem csak magas hémérséklet, hanem alacsony
strtiség is van (kovetkezik beldle). A gazoknak létezik egy stirtiség szerinti sorfejtése, hiszen
ha alacsony a striiség, akkor ritkan iitkoznek egymaéssal, tehat eleve ideélis gdzok maradnak.

Ha tjra bevezetjiik a (%)1/ P x Aot effektiv hullamhosszt, akkor:

3 2 3/2
T N (2mkpT)¥2(25+1) - 2T(3/2) ( (Aﬂ) om [ (kT - cons )  (3.189)

Eoff effektiv energia

hiszen h/ e & peg valami effektiv impulzus. Ezekkel a jelolésekkel:

cr \ 22
Ao [ =2 3.190
¢ (”) | (3.190)
tovabbéa )
k:BT:2p— = p=+/2mksT, (3.191)
m

ami egyfajta ,hémeérsékleti impulzus”. Ertelmezhetiink a kvantummechanikai bezartsagbol

adodo impulzust is:
v /3
(N) = per (3.192)

Ha a hémérsékleti impulzus sokkal nagyobb, mint a kvantummechanikai impulzus, akkor a
rendszer klasszikusan fog viselkedni.

Most szamoljuk ki normélisan a sorfejtés kovetkezd tagjat is:

[ (2s+1)V(2m)*/2 - 2wl /2
N = /eﬂwil /0 R (P £ 1) de, (3.193)

mely tovabbirva:

1% X 00 —Be—p)1/2
_ 2 /2 - -
N = (2s+1) 3 (2m) 27‘[‘/0 et (3.194)
Felhasznélva a geometriai sor 0sszegét:
N = (25+1)55(2m) 3/227TZ T1 "+1/ e1/2e=Br(e-nge, (3.195)
0

n=1

73



azaz:

V o0 1 (o]
N = (2541)—(2m)*?2 Bun 1““—/ 2=y, 1
(2541) 55 (2m) W;e (1) G [, O (3.196)
Ebbdl kapjuk:
N 2rmkpT \ >/ 1
= = (25+1) (”";1—23) ( e 2ﬁﬂ+...). (3.197)

TV
klasszikus, azaz ePr<1

Ebbdl kifejezhetjiik a kémiai potencialt a nulladrendd kozelitésnél:

V 2mmkgT 3/2 V 2mmkgT 3/2
By B B B
e Br — N (2s+1) <—h2 ) = u=—kgTn (—N(ZS—H) (—h2 )

(3.198)
A kémiai potencialnak negativnak kell lennie, mely itt tényleg teljesiil is. Hatarozzuk meg az
allapotegyenlet korrekcioit is:

o L= &)
=InZ = de. 3.199
ksl 7 T kgl /0 Bl +1°° (8-199)
Mivel az allapotok széama:
Vdr 3/2
je) = (2s+1)ﬁ?(2m5) / (3.200)
ezért: 32
_ [T 4m V 3/2 €
amibdl:
p= (2S+1 3/2 Z +1 n+1/ de 63/26—6n(a—u) —

T=Pen (25+1)47T 3/2 - n+1_Bun 1 OO 3/2 —x

n=1 N Y
rs/2) (3.202)
(2s+1)47 . 5 (5 w— g €0
= g T3 ) LEDT e =
\ , n=1
3/7/4
(25+1)(2mm)3/? o5 e2Br 38
- h3p35/2 “ﬂ:w—i—(?( #) :
Azaz a nyomés:
2mmkgT 3/2 1
p=kgT(2s+1) (T) ( S S 5572¢ ePr 4 ) (3.203)
Ha nulladrendben vagyunk, akkor:
pV = kgTN, (3.204)

tehat visszakaptuk az idealis gaz allapotegyenletét. Ha tovabbmegylink a sorfejtésben:

/2
p N 1 N 1 N 1 Ry
1+ il IR NG
ksT v< STEMR ) v\ TRVl \ZimkT ) T (8:205)
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Ezt kifejezhetjiik a strtiséggel:
P I o
kgT ¢ ( 25/2 or - ) ( )

Magas hémérsékleten a kvantumgaz a klasszikushoz képest azt csindlja, hogy megjelennek
nemlineéris tagok is. Milyen effektusok befolyasoljak azt, hogy egy gaznak milyen az allapot-
egyenlete? A klasszikus gaznal lattuk, hogy az éllapotosszeg kanonikus sokasagban:

/ AN pd*Nge P (3.207)

1
AN = NN
Ebben a feladllasban azt mondtuk, hogy az idealis gaz tigy néz ki, hogy:

3N
1 2
H = § >+ U 2
5m - b; (@), (3.208)

és a potencial a g értelmezési tartomanyat lesztikiti a dobozra, ahol a giz van, tehat a poten-
ciallal igazabol nem is kell foglalkoznunk:

VN o0 p2 3N

Ha beirjuk, hogy az integral értéke +/2mmkgT kapjuk az allapotosszegre, hogy:

VN 2mmkpT\*N?
Az elébb is hasonlo képleteket lattunk. Nagykanonikus formalizmusban az allapotosszeg:
Z=) e B, (3.211)
Ezt gy is frhatjuk, hogy osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy héany részecskéhez tar-
gy J gy Y gy y
toznak: . .
2= e BN N N g (3.212)
N=1 i N=1
2 VNeBEN /2mmkgT SN/2 ommkpT\ */?
_ — B B
z=) N < s ) —exp | MV (T) : (3.213)
N=1
A nyomas:
2rmkpT 2rmkpT "/
. . B B P _ 3 B

azaz visszakaptuk a kvantummechanikai els6rendd tagot spindegeneracié nélkiil. Most irjuk
fel N atlagat egy adott kémiai potencialon:

L1022 AneN
(Ny=oc—=0—— (3.215)
ZB 8#’ ZNe,BuN
N=1
0 ormkpT\ >/?
_ _ _ B B
N = kBT@ InZ=1InZ =¢e*V (T) s (3216)
ami kicsit atrendezve: 3/2
N 2mmkgT
7= (7”7;—23> &Pt (3.217)
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4. Kolcsonhat6 rendszerek

4.1. Klaszterintegralok

Mi van akkor, ha a gz nem idealis, hanem a részecskék kolcsonhatnak egymaéssal? Fz a
gondolatmenet azért is kiilonosen hasznos lesz, mert dtvezet majd minket a fazisatalakulasok
témakorére, ugyanis azok is ergsen kolcsonhatod rendszereknél vannak. Kolcsonhatod esetben
a Hamiltoni:

1 2
= — T+ U(q - - 4.1
M= § pi +U(qr-- - qw), (4.1)
illetve parkélesonhatasaink vannak ®(|r; — r;|) = ®(ry;), amivel a potencial:

U=> ory). (4.2)

i<j

Ezzel az allapotosszeg:

. g
Iy = W/exp (_% pr) d3Np/dr1 .. dryexp (—BZ(P(TU)), (4.3)
=1

1<j

[\

QN.T)

ezutobbi részt (Q(N,T)) konfiguracios integralnak nevezziik; kiszamitésa altalaban pertur-
bécioszamitassal torténik. A potencial két gazrészecske kozott legtébbszor olyan alakt, hogy
ha kozel vannak, akkor taszitjak egymast (iitkdznek):

O(r — 0) = +oo, illetve P(r — o00) =0. (4.4)
Ilyen példéul a Lennard-Jones tipust potencial (4.1] abra):

1 1
b=—-——. 4.5
e (45)

Ezzel az a baj, hogy ha megnézziik a Boltzmann-faktort (4.2al abra), akkor az elég furcsan

o(r)
\

vonzo rész taszitd rész

d

o —

4.1. abra. Lennard—Jones-potencial.

Y

viselkedik. Ha két részecske nagyon messze van egymastol, akkor a potencial kozottiik nulla, a
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exp(—%) f(r)

Jd
roa

(a) Lennard-Jones-potencial Boltzmann- (b) Mayer-fiiggvény.
faktora.

d

4.2. abra. Lennard-Jones-potencial Boltzmann-faktora és a Mayer-fiiggvény.

Boltzmann-faktor pedig ennek megfelelen 1 lesz. Ha ezt ki akarjuk integralni, akkor matema-
tikai probléméink lesznek. Ennek a probléménak orvoslésara jo étlet az un. Mayer-fiiggvény

(4.2b| abra):
fij = f(rij) =€ BT 1, (4.6)
Ez mar jol viselkedik, mert eltiinik a végtelenben. A potencidlnak van vonzo, illetve taszitod

része. A taszitod részen az exponencializalas miatt a Mayer-fliggvénynél nagy az ugrés. Ezeket
a tényeket a késébbiekben még felhasznaljuk.

A konfiguracios integral:
QN(V, T) = /d37”1 . d37’N H ei’g(b(nj) = /dgN’f’ H(l + f'L]) (47)
i<j i<j

Fejtsiik ki a produktumot:

QN /dSN (1+Zfz]+22fz]fkl+ ) (48)

1<J 1<j k<l

A kés6bbi tagokban mindig csak olyanok vannak, hogy f(|r1—r2|). A masodik tagban példaul
ha elvégezziik az integralokat, akkor N —2 integralasi valtozo nem szerepel ebben, tehat VN2
lesz a jarulék:

N(N-1)

QN(‘/, T) = VN + VN_2 /d37“1d3r2f(|'r1 — 'I"Ql) + ... (49)

2
—
>
1>7

Vezessiink be 1j koordinatakat: r1 — r{ és r = 1 — ry. A potencial ekkor csak a tavolsagtol
fligg, tehat az el6z6 integral atirhato a kovetkezs egyszeriibb alakba:

/ ridPry f (| — 7o) = / " Fr)amridr = by, (4.10)
0

ezt hivjuk klaszterintegralnak. Az eddigiek tehét zusammen:

N(N-1 &
/d37“1d37“2 3y | |(1 + fi) = VN + gVN_l/ f(r)dmr?dr4- - =
0

g 2
1>7

DY (4.11)

NZ>1 N E
2 (1 ).
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Mi a kdvetkez6 tag? Abban Hogyan osszuk ki a 4, j, k, [ indexeket? Inkabb szamozzuk meg a
gaz atomjait, molekulait . abra), és vonallal kossiik 6ssze Gket, ugyanis ez reprezentélja
az f;; tagot. Ha van még k, [ is, akkor két kiilonboz6 eset van. Az egyik, hogy két kiilonbozét
kotiink 0ssze, a masik eset viszont ha két index egybeesik. Ezutobbi cseles. Latszik, hogy az
integralok szama és tulajdonsagai nem ugyanazok a két tagban. Nézziik meg, hogy mit ad
a két kiilonboz6 eset? (Legalabb egy nagysagrendi becslést adjunk ra.) Most el@szor mind a

4.3. dbra. Gazmolekulédk. Folytonos vonal jeloli a koztiik 1évE kdlesonhatast.

négy index kiilonbozzon egymastol. Ez a tag ekkor:

/d3r1 B frg) f (). (4.12)
Legyen most a négy kiilonbo6z6 index: 1,2, 3,4. Ezzel:
/d3T1d3T2d3T3d37”4 d3T5 Ce dST’N f<|7’12‘)f(‘7“34’). (413)
N—4

Hany lehetGségiink van a kivalasztasra?

N(N—-1)(N-2)(N-3) 1
5 5 o1 (4.14)
~~
mindegy
a sorrend
Osszesen a konfiguracios integral ezen tagja (N > 1):
L LN [ By f(rn) [ Bradraf(ra) = — = N2 (4.15)
2192 1d7r2 J (712 s Taf(T34) = 515 2 .
boV boV
Most jon a masik eset, amikor egy index egybeesik:
N(N—-1)(N-2
/d3T1d3’r‘2d3T3 dPry. . Pry f(ri2) f(re) = VN3 ( 6)< ) /dgrg/dgrlld3ré (r) f(r3),
N-3
(4.16)
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ahol 7y — ro, r3—ry = 15 és r;—ry = 1. Ennél a tagnal csak a nagysagot akartuk megbecsiilni,
mely valami olyasmi lesz, hogy:

Lo N_ans2 1N LN, 1
Azt 1atjuk, hogy ezek a sorok N?/V hatvanyaival mennek, azonban abban az esetben, ha két
index egybeesik, bejon még egy 1/N tag is, amit a sorfejtés kovetkezs tagjaban figyelembe kell
venni. Az Osszes tagbol tehat a dominans jarulékot az adja, amikor az indexek nem egyeznek
meg egymassal.
Nézziik meg, hogyha az Osszes index kiilonb6z6, az milyen integralt ad jarulékul .
abra):

4.4. abra. Egy-egy gazmolekula csak egy masikkal hat kolcson.

/dBTl R dsT’Nf(Tlg)f(T’34) Ce f(T’Qkfl;Qk). (418)

Van tehat 2k részecske, ami szerepel az integralban, N—2k pedig nem. Plusz még vannak a
kivalasztasok is:

e (4.19)
Tovabba mivel N > 1, ezért kozelithetiink gy, hogy:

k
(N72) %VN_QIC(/dSTldgT’Qf(T’lQ)>k. (420)

-~

bV

Egy-egy ilyen tag jaruléka:

1 /N2 1 /N2\F
vy kH (7> bk =y~ (H (W) b’;) . (4.21)
A teljes sor:

N2 1 N* 1 /N2\* N2
VN{1+—62+— b§+---+—< )b§+...}:VNexp<—bg>. (4.22)

2V 2 T 21 (2V)? k!



Ami eredmény kijott, a nagykanonikus allapotosszeg felirasahoz lesz sziikséges. Nem azt csi-
naltuk, amit altalaban perturbacidszamitasnal szoktunk, hogy vessziik az egyre tobbedrendi
tagokat, hanem itt ugyanazt a tagot adjuk hozza perturbativen a sorhoz tobbedrendben. A
nagykanonikus allapotosszeghez minden N-re fel kell 0sszegezni; a kérdés tehat, hogy ho-
gyan viselkedik ez aszimptotikusan N fliggvényében. A sorOsszegzésnek egyébként létezik
folytatasa, melyhez bevezethetnénk a bz, by, bs stb. klaszterintegralokat is (lasd [1] konyv),
most azonban mi csak arra voltunk kivancsiak, hogy kvalitativen hogyan miikodik ez a reélis
gézokra. Irjuk fel tehat a korrigalt allapotegyenlet:

pV =kgTInZ. (4.23)

Mi az In Z?7 Ehhez a kanonikus allapotdsszeg:

1 [ 2mmksT\*"?_ N?
—_———

kolesonhatas
legegyszeriibb
kozelitésébsl

A nagykanonikus allapotosszeg:

ePrN (2rmkgT SN/2 No
Z=) "Mzy=>)" N < 2 ) VN exp <7b2) : (4.25)
N N

ahol o = N/V a rendszer siirtisége, és az el6bbi egyenlség csak akkor igaz, ha p fix. Most
mar latjuk, hogy tényleg ezt az exponencialis tagot kell csak megtartani, hiszen ez adja a
legnagyobb jarulékot, ugyanis:

N3

0, V= No°. (4.26)

n
Vv
Gyakorlatilag tehat a siirtiség szerinti sorfejtés elsé elemét kaptuk meg. Ha a gaz nagyon

ritka, akkor alig hatnak benne kolcson az atomok vagy molekuldk. Ha Osszenyomjuk ket
akkor egyre fontosabb lesz benniik a kolcsonhatas. Ezt figyelembe véve felosszegezhetjiik a

sort: 3/2
2mmkyT
Z —exp (eﬂ“ (WZL—?B> Ve]?’vQ) . (4.27)
3/2
]fVT _ b (2”7’:;37:) Ve (4.28)
B

4.2. Van der Waals-allapotegyenlet
Ahhoz, hogy tovabb tudjunk haladni, a by-r6l érdemes még dolgokat megéllapitani.

by = 47 /OO r2 f(r)dr, (4.29)
0

ezt mar el lehetne végezni, ha behelyettesitenénk a megfelels kolcsonhatasi energiat, de hogy
az egyes tagok fizikai jelentésérdl legyen infonk, boncolgassuk még picit. A fliggvény két
szakasza fizikailag két kiilonbozé jelenséget ir le, mely a potencialbol jon; kis tavolsagon
taszitas, nagy tavolsagon vonzas van (4.5l abra). Azt az idealizaciot alkalmazzuk, hogy a
taszito szakaszon végtelen a potenciél . abra), igy két tag Gsszegére bonthato a by integral:
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o fin

vonzé rész taszité rész

(a) Lennard—Jones-potencial. (b) Mayer-fiiggvény.

4.5. dbra. Lennard—Jones-potencial és a Mayer-fiiggvény.

o) ()

r

(a) Potencialgat. (b) Potencialgat Mayer-fiiggvénye.

4.6. abra. Potencidlgat és ennek Mayer-fliggvénye.

9] d 00
by = 47r/ r2 f(r)dr = 47T/ (=1)r*dr + 47r/ (—=B)®(r)r3dr, (4.30)
0 0 d
ahol ®(r) a kolcsonhatasi energia. Tehét:
Ad? A [
by = — ——— [ ®(r)rfdr. 4.31
=T | et (4.31)
Jelolések: dref? A . )
s s a
by = — ——— [ ®(r)r*dr=-2b+ —— 4.32
2= g T gr ), PO T T (4.32)
azaz: . o
a= —27r/ O(r)yridr és b= 7; : (4.33)
d
Hasznéljuk ki azt, hogy:
id.g. N2 id.g. N2
Fy=—kpT'InZny = —kgTInZ* — kBTWbQ =Fy® — kBTWbQ. (4.34)

Ebbd6l meghatarozhatjuk a nyomast:

oF kgT N N2b,
= —— = — kT —— 4.35
Pm v,y v v (4.35)
ahol felhasznaltuk, hogy:
F=—kgTIhZ ~—kgTNInV + ... (4.36)
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A nyomés Osszefiiggése tovabbalakitva:

p:k:BTN(l_ﬁbQ):kBTN{1_£<_2b+ Qa)}' (4.37)

V V 2V kgT

Erdemes ezt még alakitgatni:

kTN Nb  Na kTN Nb N2
- QR ) I 4.

P="y <+v kBT> v <+V) 2t (4:38)

Atrendeziink: N2 TN N

B
—a = 1+—. 4.39
pt o= 2 (1+37) (439
Ha ennek a realis gaznak kicsi a stirisége (N/V < 1):
N? Nb kT N N?

(p + Wa) (1 - 7) == = (p + Wa) (V — Nb) = kgTN. (4.40)

Ez a Van der Waals-allapotegyenlet. A paraméterek jelentése tehat: b a gazrészecskék egy
effektiv térfogata (,kemény golyok”), ezt ki kell vonni a teljes térfogatbol; az a pedig a vonzo
potencialbol eredd jarulék volt, mely csokkents faktor a nyoméssal szemben. Felfoghatjuk
ezutobbit gy, hogy a részecskék vonzak egymast, ennek kiszamolhatnank a hatasat egy
adott feliiletre; ezt az eredd nyomést pedig befolyasolja a kolesonhatés. Az [1] konyvben
benne vannak még a tovabbi klaszterintegrélok is, meg lehet nézni.

4.3. Rotacios- és vibracios moédusok

Most klasszikus leiras kovetkezik, f6leg magas hémérsékleten lesz igaz. Mi torténik akkor, ha
belsé szabadséagi fokai is vannak a géaznak? Ez a rész a |2] feladatgytjteményben van benne
részletesen. A Hamilton-fiiggvény:

1
H=—(p>+p> +p?), 4.41
5 (Ve + 0, + P2) (4.41)
a tovabbi tagok a molekula szimmetria tulajdonsagaibol kévetkeznek. Vegylink elGszor egy
silyzo alaka molekulat, mely tud forogni még egy tengely koriil. Ha tehat forogni is tud, a
Hamiltonhoz hozzajon még egy tag:

1, ., 9 9 L?
ot = — —. 4.42
Ha kvantumosan gondolkozunk:

12 R21(14+-1
Hiot = — = sajatértékek: %

56 , ahol 1€Z, m=—I,...,L (4.43)
A rotacié milyen tjfajta részt ad az allapotosszeghez?

L2
Az allapotosszeg igy:
1 [/ 2mmkgT SN/2
Zn = 5 (TB> 2N (4.45)
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ahol
. Zexp ( n élgl)) = (2+1)exp (—%) . (4.46)

1=0
Ez nyilvan minden megﬁgyelheto mennyiséghez ad majd jarulékot. Hatarozzuk meg példaul
el6szor az energiat:

energia jarulék

5 9 B} o_ 1 (2mmkpT\*’
B=—gsnZy=—psnZy nz{ - N5z ahol Zz(v)Eﬁ(T) - (447)

Minél tobb a szabadsagi fok, annal tobb mod marad az energia felvételére.

o0 R21(1+1) R21(1+1)
B | 0y BT e ( e )
ot > (2041) exp (—5—)
i 20

Itt most lehetne szorakozni a szummaéakkal, de mi csak az alacsony— és a magas hémérsékleti
hatéaresetet vizsgaljuk. Legyen elszor T'— 0 azaz 5 — oo (I = 0,1 tag marad csak):

h? h’
Pl ) e o
© @k}?T ~ % exp (_k hT@) . (4.49)
B
1+ 3exp <_@k:BT>

Alacsony hémérsékleten tehat a fajhé picit moédosul, a rendszert felgerjesztjiik az elsé ger-
jesztett allapotba. FE, = 0 az alapallapoti energia, £, = h%/© az elsG gerjesztett allapot
energiaja, tovibba az energiakiilonbség A = E, — Ey = h?/0. Ezekkel a fajhé:

OF  3h* h? h?
= —-——— = — —_— 4'
aT ~ o eXp( kBT@) kpT20 (4:50)

Ilyet lattunk méar kordbbi tanulmanyaink soran is, hogy:

A A\

ahol g az allapot degeneré,ci(’)inak szamat jeloli, a mi esetliinkben g=3 az els6 gerjesztett allapot

s s

Mi torténik a T" — oo esetben?
- R21(14-1)
rot = 20+1 e 4.52
Y (4.52)
Bevezetve az « = [(I+1)/kpT jelolést ennek megvaltozasa:

(+D(+2) W+ P43i+2-P—-1 2(+1) 20+1
kgT kgT kT T kgT T kT

Az = (4.53)

Olyasmi torténik tehat nagy hémérsékleten, mintha ez a valtozo folytonosulna. Igy ez a
rotéacios allapotosszeg:

o0 h? o h? 20kgT 20
Zrot :/0 dxkpT exp (—%:ﬁ) = kBT/O dx exp (—%m) = -2 = R (4.54)
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Ez a képlet egyébként nagyon hasonlit arra, mint ami az idealis gaznal volt:

2rmkgT SN/2
(T) . (4.55)
Hatarozzuk meg a rotaciés modusok fajhGjét. Ehhez az energia:
0 0 1
E=——Inzgu=——=(—1 = — =kgT. 4.56
65 1l Zrot 86 ( n 6) /8 B ( )
Ez volt a forgd mozgashoz tartozo energia magas hémeérsékleten. Tehat a fajhd:
Crot = kBN, (4.57)

ami visszaadja a klasszikus eredményt . abra).

Crot

A

—— normal
—— alacsony hémérsékletl szamitas

kg

4.7. abra. Rotéacios fajhd hémérsékletfiiggése.

A gerjesztési energia kgT-nél van. Tehét kis hdmérsékletnél, ha nem érjik el a A ~ kgT
gerjesztési energiat, akkor a rotacidés médusok még nem aktivalodnak. Vizsgaljuk most
meg azt, ha a silyzonk rezeghet is, ezeket hivjuk vibraciés mdédusoknak. A vibracios
modusoknak is van fajhd jaruléka (oszcillatorokat dsszegziink fel):

> hw 1 hw > hwn
Zvibr = nzzoexp {_k’B_T (n + 5) } = exp <_2/<:BT) ZeXp <_k:B_T> . (4.58)

n=0

Tudjuk, hogy ez egy mértani sor:

( h ) L (4.59)
Zyvibr = €xp | — ) )
2kpT 1 —exp (—&—“’T>
Ezzel az energia:
0 0 hw hw
F=—hnzp=——<————-In|l-— — , 4.60
ap v 66{ 2%sT n[ eXp( kBT>]} (4.60)
azaz:
hw hw hw hw hw 1
E=—+ exp(——>:—+ :hw((n)+—).
2 1 —exp <—]£‘3—°’T> kpT 2 exp (%) —1 2
(4.61)
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[lyet mar lattunk korabban is a bozonoknal, hogy:

1

= exp (,;—“’T) — 1‘ 02
Ha T — 0 van: he

E =~ hwexp <_kB_T) : (4.63)
Ezzel a fajhé:

2
C= g—g = hwexp (—%) % = kp (IZ_WT) exp (_IZ;_WT> : (4.64)

Ha T — oo: -

E~ W = kpT, (4.65)

azaz megint visszakaptuk a klasszikus esetet . abra). A vibracios fajhd tehat ugyantugy

Cvibr

A

kg

4.8. abra. Vibrécios fajhé hémérsékletfiiggése.

viselkedik, mint a rotécios.
Nézziik meg még azt, hogy magas hémérsékleten mit varhatunk a kiilonb6z6 rendszerek
fajhgjére. Ehhez sziikségilink lesz az ekviparticio tétel altalanos forméajara.

In =~ ... /d3q1 L BPgndPpy . BPpye PH@san PN (4.66)
Nézziik meg ezt a kifejezést:
0 1 0
<qk_H> " Iy /d3Q1 L dPgnd®py . ngNQk—Hgﬁ%(m,~~qwm,~-pw)_ (4.67)
dqy, ZN gy,

Itt a varhato érték képzésénél tetszéleges altalanos koordinata- vagy impulzus is megjelenhet.
Ha elvégezziik az alabbi derivalast kapjuk, hogy:

0 _ _ oH _
a—qk [qke ’BH} =e M ﬂqka—qke AU (4.68)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:

1
<qka_H> = — /d3q1 .. .d3qu3p1 . dSpN {kBTeﬁH - k'BT88 [leim-{] } ) (469)
4k
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ahol az utols6 tag integrélja a fels6 és az als6 hatarokon is eltiinik. Azaz végezetiil kapjuk,
hogy:

9 0
<Qk—H> = kgT, A&ltalanosan pedig <qk—H> = kpToyy. (4.70)
Ay, Oq

Nézziik meg példaként a szabad részecskét:

2 2
_ AN PN _ 1
= <pm> = kT = 2< > =kgT = (H)= SksT. (4.71)

- 2m 2m

Ha H ~ p?; ¢%, akkor az energia mindig ~ kpT'/2.
Idealis gaznal:

1
N -3:ksT = E. (4.72)

Oszcillatornal:

1 1
H~p’+¢ = E=~N (ﬁkBT + 5k:BT) — NkgT. (4.73)

4.4. Debye—Hiickel-elmélet (1925)

Ez az elektrolitok elmélete (sok szempontbol is gyenge labakon &ll, de jol megmagyarazza a
jelenségeket). Vegyiink példaul NaCl-ot, ezt beledobjuk vizbe. Ekkor lesz beldle:

_ Nat -
Feltételezések:

e Csak a Coulomb-kolesonhatast vessziik figyelembe, mert ez hosszt hatotavi, a tobbi
gyorsan lecseng.

Az oldat és az olddszer permittivitdsa ugyanaz.

Az ionokat gombnek tételezziik fel, nem polarizdlhatoak és egyenletesen toltottek.

Az ionok kozotti kolesonhatasi energia kicsi a kgT-hez képest.

,Er6s elektrolitok”, azaz teljesen disszocialtak, azaz az el6z6 Osszefliggés igaz rajuk.

A Coulomb-kolesonhatas miatt az azonos toltéstiek taszitjak, az ellentétesek vonzéak egymaést,
tehat mondjuk egy pozitiv koriil negativak lesznek . abra). A kozponti ion koriil tn. ,jon-
atmoszféra” alakul ki. Osszességében ennek arnyékol6 hatésa van. Szamoljuk ki a kozponti
atom potencialjat! Ehhez hasznaljuk fel a Poisson-egyenletet:

Amo(r)
o

Ap(r) = (4.75)

Mi itt a o(r) toltésstirtség?

o(r)= > ailr). (4.76)

i: ion tipusok
Ez kifejtve:
0i(T) = zieny(r), (4.77)

ahol z; az i-edik tipusu toltés e egységekben (az ion vegyértéke). Magas hémérsékleten va-
gyunk, tehat a Boltzmann-eloszlas leirja az n részecskeszamstriiséget, azaz:

ng(r) = nle PPl (4.78)
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4.9. abra. Kozponti pozitiv ion koriil negativ ionok.

Ezzel a Poisson-egyenlet:

Ap(r) = —4n Z %n?e_ﬁeziw(r). (4.79)

Feladatunk ezt a differencialegyenletet megoldani. Ezt igy ilyen forméban nem igazan lehet
megoldani, tehat sorfejtiink.

Do) ~ —ar S 2800 44r 5 B o 4.80
o(r) = ﬂzgni—i— WZ . n; fo(r) + ... (4.80)

0: toltéssemlegesség

Itt felhasznaltuk, hogy az elektrolit Gsszességében toltéssemleges, azaz:

> zen; = 0. (4.81)

i

Ezzel kapjuk, hogy:

2 2 (zi€)? o
Ap(r) = kp(r), ahol & :47TZ . n; p. (4.82)

Mivel a végtelenben lecsengés van, ezért ennek a megoldésa:

(4.83)

Legyen megint egy kozponti atomunk és a hozza tartoz6 ion-atmoszféra . abra). Ha-
tarozzuk meg még az A paraméter értékét! Az ionoknak véges méretiik van, tehat ennél
kézelebb (a) nem keriilhetnek egymashoz. Emiatt az ionokon beliil (1 < a) esetén a potencial
zie/r alaka. A értékét a hatarfeltételek illesztésébdl kaphatjuk meg:

do(r) eA _,, zie
—& 8’/” . = 7"_26 (1 + KJT’) . = ? (484)
Ebbdl A: o
ze e
A== 4.85
e 14+ ka’ (4.85)
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ion-atmoszféra

4.10. abra. Kozponti atom és ion-atmoszféra.

azaz a Laplace-egyenlet megoldasa:

, (4.86)

ez az effektiv tere az i ionnak 4

4.5. Erosen kolcsonhaté rendszerek

Komplex, egymassal nemlinearisan kélcsonhaté rendszerek komplex viselkedést hoznak létre.
Altalaban a dolgok a rendezetlenebb irdnyba mennek, azonban kiils6 hatasra (példaul
hémeérséklet) elképzelhetd az is, hogy rendezettebb allapot alakul ki. A rendszer bizonyos
pontok kornyékén viselkedik altalaban kritikusan; ehhez a paramétereket kell megfelelGen
valtoztatni. Ezen kritikus pontokat szokés fazisdtalakuldsoknak nevezni, hiszen két kiilonbo6zé
fazist véalasztanak el; az atalakulas sorédn latens hé keletkezhet. Vannak az elsérendid— és
méasodrendd fazisatalakulasok, masodrendii fazisatalakulas soran nem keletkezik latens hé.

Foként ferromdgneses és anti-ferromagneses jelenségekkel fogunk foglalkozni. Alapvet&en
hogy a spinek a rendszerben felfelé vagy lefelé¢ allnak, nem befolyasolja a rendszer energia-
jat, nem tudnak donteni, hogy merre alljanak. Viszont aproé kiils6 hatasok — mint példaul
kiils6 magneses tér — hatasara az egyik irdnyba billenhetnek a kis magnesek. Ha nincs tér,
hirtelen el kell donteni, hogy melyik irany legyen; csak eddig van szimmetria. Masodrendi
fazisdtalakuldsoknal megvaltozik a szimmetriacsoport, spontan szimmetriasértés kovetkezik
be.

Magas hémérsékleten a magneses momentumok atlaga 0 a rendezetlenség miatt. Kritikus
pont alatt vilasztani kell a rendszernek. A fazisatalakuldsnal klaszterek alakulnak ki; a foltok
méretének van egy tipikus értéke, mely exponenciélis farku eloszlast kovet, ez a klaszterméret.

Nézziik az alabbi analogiat: az emberek két kiilonbozd allaspontot foglalhatnak el; be-
szélgetnek, azaz egymaéssal kolcsonhatnak, igy valtozhat a véleményiik. Ok is klaszterekbe
rendezddnek a véleményiiknek megfelelGen. A hémérsékletnek a véleményvaltozas felel meg
(gyors véleményvaltozas esetén magas hémérséklet). Hiités hatasara bemerevednek egy &l-
laspontba, ezéltal egyre nagyobb klaszterek alakulnak ki. A kritikus pontnal 6rids méretti
klaszterek vannak; itt torténnek a legizgalmasabb dolgok.

2280k csalas volt ebben, példaul ez az egész vizben van, annak van dipolja, viszont ilyenekkel most nem
foglalkozunk, mert a formula ettsl még igaz.
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Pontosan megérteni egy ilyen rendszert nagyon nehéz, hiszen meg kellene hatarozni hozza
az allapotosszeget. Egyszertibb a nem egzakt leirasmod: altalaban atlagtér elméletet alkal-
mazunk, azaz nem egyesével vessziik figyelembe a kiils6 hatasokat, hanem ezen kiils§ hatasok
egyiittes hatasat vizsgaljuk csak, ezaltal kvalitativ informaciokat kaphatunk a viselkedésrdl.

A Bose-kondenzacio6 az egyetlen olyan fazisatalakulas, mely nem kolcsonhato rendszereknél
jelenik meg, kiilonben mindig kell koélcsonhatas a faziatalakulashoz. Most mégneses rendsze-
rekkel foglalkozunk. Van egy racsunk . abra), iilnek benne az ionok, kozottiik vezetési
elektronok, meg néhany lokalizalt elektron. Osszességében van a lokalizalt elektronoknak L
palyaimpulzusmomentumunk és S spiniik.

4.11. dbra. Racspontok, kozottiik delokalizalt elektronokkal.

A mégneses momentum: )

Két magneses momentum egymaéssal koleson tud hatni (4.12] abra). Klasszikus elektrodina-

M1

=L

4.12. abra. py és pe magneses momentumok.

mikabol volt, hogy két magneses momentum kdlesonhatédsanak Hamiltonija:

=0 (um B 3(u1’r)(u2'r)) ' (4.88)

47 r3 D

A karakterisztikus energia meV nagysagrendd, mig a szobahémeérséklet ~ 25meV. Ha ezt
az egészet megkvantalnank, a hdmérsékleti luktudciok szétiitnének mindent, egyéaltalan nem
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lennének magneses jelenségek. Kell még tehat valami ezen jelenségek megmagyarazasahoz.
A diaméagnesség, paramagnesség volt mar, itt most az anti-ferromagnességgel és a ferromag-
nességgel akarunk foglalkozni.

4.5.1. Direkt kolcsonhatas

Vizsgaljunk két darab elektront. A teljes hullamfiiggvény felirhaté tigy, mint egy koordinatatol
és egy spintdl fiigegd rész szorzata:

\Il(’rl,rg,sl,SQ) = q)(Tl,TQ)X(Sl,SQ). (489)

A spinfiiggs részt ugy szoktuk megvalasztani, hogy triplet, vagy szinglet legyen. A két elekt-
ron kozott tovabba van Coulomb-kdlesénhatés is. Mivel az elektronok fermionok, ezért a
teljes hullamfiiggvénynek antiszimmetrikusnak kell lennie. A ®-t kell tehét jol megvélasztani,
attol fliggden, hogy triplet vagy szinglet allapottal dolgozunk. Ennek kévetkeztében az egész
rendszer energidja is mas lesz a két esetben. A hidrogénnél példaul ugye vannak s, p, d, f pa-
lyak, viszont itt kolcsonhatas is van, ez médositja a helyzetet. Ha alacsony energian vagyunk,
akkor a két legalso allapotot hagyjuk meg, és arra irunk fel egy effektiv elméletet. Az effektiv
Hilbert-tér elemei: |triplet) és |szinglet). A két allapot energidinak kiilonbsége pedig:

Etriplet — Eszinglet — —2J. (490)
A rendszer teljes spine: X X X
Stot = 81+ Sy, (4.91)
ami tudja azt, hogy: )
S2 |triplet) = 1 [triplet) , (4.92)
és A
52 |szinglet) = 0 |szinglet) . (4.93)

Az ehhez tartozo effektiv Hamilton-operator:
1 &2
Heff = &5+ 5(&} — gs)Stot' (494)
Ebbdl kolesonhatés tgy lesz, hogy:
S2. = (S + S2)(S1 + Sy) = 57 4+ 52 +25,5,. (4.95)

Ezt szokas Heisenberg-kolcsonhatasnak is nevezni. Ez ugye iranyfiiggs lesz az S1S, miatt.
Ha az ionok egymastol tavol vannak, a hullamfiiggvényeik kevésbé hatnak at, a kdlcsonhatés
kicsi lesz, tehat nem képes megmagyarazni a magas hémérsékletd magneses viselkedést. A
kovetkezs 1épés ekkor az indirekt kolcsonhatas. Az ionok spinjei kolesonhatnak, ezek tavol
vannak egymastol, viszont kozottiik vannak vezetési elektronok. A két ion elektronjanak
spinje a vezetési elektronokon keresztiil kolcson fognak hatni. Legyen a felfelé és lefelé allo
spint elektronok stirtisége o+(r) és o) (r). Két eset van:

o(r) = ot(r) + o,(r), uniform, (4.96)
o(r) = o+(r) — o,(r), nem uniform, Ruderman-Kittel-oszcillacio. '
Hosszu levezetések utan olyanhoz jutunk, hogy:
H = —2J(’I"1 — ’1“2)5152, (497)
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4.13. dbra. Két tipusa ion: ,,A” tipusi magneses, ,,B” tipusu pedig nem.

ez a Ruderman-Kitter-Kasuya—Yosida-kolesonhatas. Lathato, hogy a Hamiltoni az ionok
tavolsagatol fligg.

Van még olyan is, hogy szuper kicserélédés . abra). A racsban két tipusu ion van,
az egyik méagneses, a masik nem. A ,B” lokalizalt elektronjain keresztiil tudnak kolcsonhatni,
tehét Osszességében igy is lesz a spinek kozott egy kolcsonhatés. Ezek konkrét szilardtestfizikai
problémak, ki lehetne szdmolni, de a mi esetiinkben annyira nem lényegesek. Nem kell lemenni
a dolgok legmélyére, hanem elég az, ha megsejtiink dolgokat. Az egyes modelleknél példaul
azt mondjuk, hogy a spineket 0sszeszorozzuk, majd megfelelGen silyozva Osszeadjuk. A teljes
palyaimpulzusmomentummal kéne szamolni, de itt j6 lesz nekiink simén a spin is.

4.5.2. Izotrép Heisenberg-modell

A Hamilton-operatort az hatarozza meg, hogy a spinek egymaéssal kdélcsonhatnak.

]

1<7
Az ilyen tipust modelleket még tovabb lehet altalanositani, visszatériink ra késébb. Erdemes
észrevenni, hogy az S-ek operatorok, ami egy nagyon magas dimenzios Hilbert-teret eredmé-
nyez. Példaul a feles spin két dimenziés Hilbert-teret ad, ha N darab van beléle, akkor 2NV
dimenzids a Hilbert-tér, tehat valés méretli rendszernél szinte lehetetlen egy ilyet szimulalni.
Azzal a feltételezéssel éltiink itt, hogy csak parkdlesonhatésok 1éteznek, a Hamiltoni ezeknek
az Osszege, tehat nincsen példaul hdrom spin kolecsonhatas. Ha lemennénk a kvantummecha-
nika mélyére, akkor azt talalnank, hogy valoban csak parkolcsonhatasok vannak.

Mivel skalarszorzas van, ezért van O(3) (forgéas)szimmetria. Ezt el tudjuk rontani kiilsg

térrel. Legyen példaul ez a kiils§ tér magneses tér:

ij i
Els6 kozelitésben feltessziik, hogy a mégneses mez6 homogén. Itt up a Bohr-magneton,

g pedig a g-faktor. Ha tényleg csak az elektron spinjébdl szarmazd tagok szerepelnek a
Hamiltoniban, akkor g=g¢g.~—2, kiilénben pedig a Landé-faktoros g-t hasznéljuk.

Alapbél ugye vikuumban a:
woH = B (4.100)
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Osszefiiggés lenne érvényes. Anyagban a helyzet modosul:
pop H # B, (4.101)

ugyanis benne kolcsonhatasok is vannak. Most Osszességében ez a p, a spinek kozotti kol-
csonhatasért felelGs, ezért benne van mar minden, tehat akkor sem bonyolodik el a helyzet,
ha anyagban vagyunk, mert mar a J;; tartalmazza. Izotrop esetben (példaul ha kobos racsba
rakjuk bele a spineket):

S8 = 5787+ S7S) + S7S5. (4.102)
Anizotrép esetnél:
H=—> J;(SISy+ SYSY + AS;S). (4.103)
]

Itt A valamekkora, itt sem néziink meg ra normaélis levezetést (altalaban elég illeszteni ra
valamit). Ennek két hataresetét vizsgaljuk meg. Az egyik a A — 0 eset, ez az in. XY-
modell, ezt meg lehet oldani egzaktul, csak ilyen rendszer a valésagban nincs. A masik eset,
ha A dominél:

H=-> J;55; (4.104)
tj
5% béazison dolgozva ilyen esetben diagonalis lesz. Tudjuk, hogy Sz

ahol 6% az egyik Pauli-matrix[”’| Hasznéljuk az alabbi szokasos jelolést a felfelé- és lefelé allo

spinekre:
I = ((1)) )= ((D : (4.106)

M=, Flh=-1. (4.107)
Itt egyébként mindenhol a 7 = 1 egységrendszert hasznaljuk, és a tovabbi konstansokat is

beolvasztjuk a J;;-be. Tegyiik fel, hogy két db spiniink van, ez a legegyszertibb eset. Ekkor a
Hamilton-operator 4 x 4-es. Nézziik meg az alabbi allapotot példaul:

(1)
1
1 0 1
m=me=(o)e(;)=| |-
(1) o
Ha 4 spiniink van, akkor ezt a kifejezést a kovetkezSképp kell értelmezni:
S5 =108 @I S°. (4.109)

Szamolas szintjén ilyenekkel nem foglalkozunk, ez csak szimulélasnal fontos.

Konnyen lathato, hogy:

(4.108)

o = O

Nézziik most ezt az allapotot:

|s), ahol s==£1. (4.110)
Ha hattatjuk az Sf operatort egy N spinbdl allo sszetett allapotra:
N 1
Sf|$1,82,...SN> :§Si|81,...,SN,> (4111)

azaz a teljes H-nak az |s) allapot sajatéllapota.

(01 oy (0 i . (1 0
"_(10’ 7= o) 77 \o 1)
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4.6. Ising-modell

Az Ising-modell legegyszeriibb valtozata az, ha 1 diszkrét spinjeink vannak, és a kdlcsonhatés
teljesen homogén. A Hamilton-fiiggvény egyik felirdsi modja:

H=— Z Jij3i5j7 (4112)
5

ahol a spinbeéallas a rendszerben

(4.113)

+1, felfelé all6 spin
S; =
—1, lefelé all6 spin,

értéket vehet fel. Ez a leiras altalanosithato tetszéleges kétallapott rendszerre is. Legyen két
spiniink, s; és s;:

(4.114)

Gg +1, ha ugyanabba az iranyba &ll s; és s;
B —1, ha ellentétes iranyba all s; és s;.

Ha ki akarjuk fejezni azt, hogy mennyi energiat ad hozzé a rendszerhez az, hogy ugyanabba
vagy az ellentétes iranyba éllnak-e a spinek, kifejezhetjiik tigy, mint:

Jijsisja ahol Jij = in, (4115)
ahol J;; a koztiik 1év6 kolesonhatés erésségét fejezi ki. Ha fel akarjuk ezt Osszegezni a teljes
rendszerre: .

ZjijSiSj = §Zjij$isj’ (4116)

igj isgj

ahol feltételeztiik, hogy a kolecsonhatés szimmetrikus. Ha betessziik még kiils6 magneses térbe
is a rendszert, akkor a teljes energia:

E=—- Z Jijsisj - Z hzsz (4117)
i
4.6.1. 1D-s ferroméagneses Ising-modell

Létezik az el6z6nek egy ravasz egyszertsits elképzelése, amikor csak 1D-s rendszerre korlato-
z6dunk. Az energia:

N
FE = _JZSiSiJrl — hZSZ’, (4118)
=1 i

ahol az egyszertiség kedvéért feltettiik, hogy csak a szomszédos spinek kozott van kolesonhatas,
periodikus a hatarfeltétel, tovabba csak egyféle J és h van. T6bb dimenziéra ez a modell gy

altalanosithato, hogy:
E= —JZSZ'S]‘ —thi, (4119)
(i.5) i
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ahol (i, 7) azt jeloli, hogy csak elss szomszédok kozott van kélcsénhatas@ Ha J pozitiv, akkor
van alacsonyabb energias allapotban, ha ugyantugy allnak. Ha azonos irdnyba szeretnek beéallni
ferromagnesrdl, ha ellentétes iranyba szeretnek beallni antiferromagnesrél beszéliink.

Ferromégnes esetén alacsonyabb az F, ha s;s; > 0, azaz J > 0 kell. Antiferromégnesnél
pont ellentétes a helyzet: s;s; <0, azaz J < 0 kell, azaz:

i =1 =1
H=J  ha {° % (4.120)
s;=—1; s;=-—1,
s;=1; s5=—
H= —J, ha (4.121)
s;=—1; s;=1

Ha Aaltalanosan nézziik, azaz barmely spin barmely masikkal kélcsonhathat, az energia:

E=— Z Jijsisj — Z hiSi, (4122)
%, i

i>j

ahogy méar korabban is volt. Ha halézatokra alkalmaznank ezt a modellt, akkor értelmezhetjiik
példaul ugy, hogy az embereknek vannak tartos kapcsolataik. Ha J;; # 0, akkor a halozat két
pontja/tagja ismeri egymaést:

= {0, ha nincsenek 0sszekotve a halozatot leird grafon, (4.123)

1, ha Gssze vannak kotve a grafon.

Kiils6 magneses tér nélkiil az 1D-s Ising-modell alapallapota t111 ... vagy [l ... kétsze-
resen degenerélt. Ez az energetikailag legkedvezébb eset. A téavolsag kozottiik nagy. Ha ezt
at akarjuk forgatni, akkor bekapcsolunk mégneses teret:

E'=-h) s, (4.124)

ahol h-t azért emeltiik ki, mert h minden spinre ugyanigy hat. Célunk megvizsgalni egy
ilyen rendszer termodinamikai tulajdonsagait, azonban ehhez nem elég csak az alapallapotot
ismerntink.

24 A szomszédossag egyébként tobbféleképpen is megvalosulhat, legegyszertbb esetben valéban az egymashoz
legkézelebbiek vannak Osszekotve a grafon, azaz ezek a szomszédok (4.14al abra). Példaul a Cayley-fa
egzaktul megoldhato (4.14c abra).

10 / . \ . : ® \1‘: =
5 1 \ / 6 —— 12
- " / \ 6 — N \ 4
= N . R Y : ”
\ 8 / \ 9 / n— s — : N
\ — 4 w -
(a) Szomszédos kapcsolat. (b) Random graf. (c) Cayley-fa.

4.14. dbra. Szomszédossig kiilonbo6zs lehetséges megvaldsulésai.



4.6.2. 2D-s Ising-modell

Most nézziik meg a 2D Ising-modellt, ahol szintén elsé szomszéd kolcsonhatast vizsgalunk
csak. Az energia:

E=-J]) sisj— Y hisi=Es(N,h). (4.125)
(i.9) i
Az allapotosszeg:
Z(T,N,h) = e PFstNh), (4.126)

S

ahol h;-t szokas még konjugalt térnek is hivniﬁ Ami minket érdekel, az adott hémérsékleten
s;-k varhato értéke:
_BE exp {B(ZJZ‘]‘SZ‘S]‘ +Zz hz82>}
_ _ e irj
mi(T,N,h) = (s;) = Z Si—y = Z Si - . (4.127)

Ez tovabbirva:

my(T, N, h) = %ai- InZ = —%F(T, N, h). (4.128)

Az 1D és 2D Ising-modellnél a Z allapotosszeget ki tudjuk szamolni egzaktul. Legyen most
uniform magneses tér, azaz h; = h, Vi.

1 19 _of
m=—Y m= v PN ) = ——, (4.129)

ahol f = F/N. Ez a normalas azért jo, mert igy m € [—1,1]. Termodinamikabol tudjuk, hogy
els6rendd fazisatalakulés példaul a viz fagyasa, itt a termodinamikai potencial elsé derivaltja
ugrik. Ha valamely termodinamikai potencial mésodik derivaltja ugrik, az a mésodrendii
fazisatalakulas. Ennél magasabbrendii fazisatalakulés nincs (csak a folytonos fazisatalakulas).
Mi itt a nagy probléma? Véges sok spinre ez jo, viszont ha N — oo, akkor bajok lehetnek;
hasonloan kell ezt elképzelni, mint 7' = 0-nél a Fermi-fiiggvény betoltottsége.

Véges N-re nézziilk meg a h — 0 hataresetet. A mégnesezettség mindig 0 lenne, mert
s; antiszimmetrikus, e#Fs szimmetrikus, és kidtlagoljuk az Osszes s-re. Azonban nem ezt
tapasztaljuk a valosdgban. Nézziik most azt a sorrendet, hogy elGszor N — oo és utana
h — 0. Ekkor el6fordulhat, hogy véges m-et kapunk. Ha van a rendszernek szimmetriaja,
és a kezddfeltétel is szimmetrikus, akkor az egész folyamat soran szimmetrikus marad. Ezzel
csak az a baj, hogy a kezdéfeltétel dltalaban nem szimmetrikus. Mivel

F(T,N,h
M = f(T,h), (4.130)
N
ezért f-nek mér nincs N-fiiggése, mert a termodinamikai potencial extenziv.
Of(T,h)
=—-—""7 4.131
m o (4.131)

A h — 0 esetnél van egy T, kritikus hdmérséklet, ahol a magnesezettség levag (ez a 2D Ising-
modell esete), azonban ennél kisebb hémérsékletnél van véges magnesezettség (4.15, abra).
1D Ising-modellnél a T, = 0, azaz nincs fazisatalakulas. Az 1D és 2D eset egzaktul kiszamol-

25 Révidesen latni fogjuk, hogy ez az elnevezés azért célravezetd, mert érvényes lesz itt is a mar korabban

bevezetett Osszefiiggés:
oF

() =-7.
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— h=0
— h-0

Tc
4.15. abra. 2D-s Ising-modellnél a magnesezettség hémérsékletfiiggése h kiilonbozs értékeinél.
hato, tudjuk, hogy hogy néz ki a gorbe. Magasabb dimenzioknal is van fazisatalakulés, viszont
azok nem szdmolhatoak ki egzaktul. Atlagtér elméletnél minél feljebb megyiink dimenzidéban,
annal jobb a kozelités.

A statisztikus fizikai elemzéshez az allapotosszeget kell felirni. Mivel a spinek szama (N)
rogzitett, ezért a kanonikus allapotosszeget kell hasznalni.

Z =Y e MM, (4.132)

ahol {s} a spinéllapotokat jeloli. Kiils6 méagneses tér hianyaban az allapotosszeg:

ZN = Z Z Z exp B%Zsisj : (4.133)

s1=+1 so==+1 sy==1 (1,9)

Jo kérdés, hogy milyen N-nél vagjuk le a racsot? Az érdekel minket, hogy hogyan viselkedik

Z az N — oo limeszben.
In=> > ... > Heﬁz% (4.134)

s1==+1 so=+1 SN= :tl

ahol az s;s; szorzattol fiiggden:
o S (4.135)

Elvégezhetjiik az alabbi felbontést:

In=> > ... > H G (1= sis) + %eﬁz‘]ﬂ +sisj)) , (4.136)

s1==+1 so==+1 SN= :|:1

Zv=>_ > > 11 (Ch< )+ssj sh (52‘]» (4.137)

s1==%1 so==+1 sy==1 (i,5)

AZAZ:

1D-s lanc: A két végén hatarfeltételeket kell szabni:

e periodikus
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o félvégtelen esetek (egy szomszéd a végén)
e vicces allapotok (pl. N + 1 az els6 —1-szerese).
Az allapotosszeg:
J J
ZN_chN<5 ) P B | | (1+Sls]th (”B )) (4.138)
s1==%1 sp==%1 sy==1 (i,5)
Ez 1D-ben:
8J . BJ
_ N
s1==%1 so==+1 sy==%11=1
és definialjuk, hogy sy.1 = 0. A produktum kifejtése:
BJ
1+ sis9th | — | +-++ 4+ 51525354+ + S1 $259 3+ ... (4.140)
2 ~~
1, mivel azonos
spinek szorzata

A kiilonbo6z6 spinek szorzata koziil ugyanannyi —1 és +1 van, az Osszegiik 0, azaz csak az 1

marad:
ZN:chN(%]> 2N = [2 h(g‘]ﬂ : (4.141)

ahol 2V azért jelenik meg, mert 2V-szer adjuk Ossze az 1-et.
Ha azonos rendszerbdl van N db, akkor a teljes allapotosszeg 1 allapotosszegnek az N-edik
hatvanya.

Zy=2ch (ﬁ—;> =e?2 +e 2. (4.142)

Olyan ez, mint egy kétallapott rendszer exp (%J) és exp (—7) energidkkal. 1D esetén atne-

vezhetjiik a spineket a kovetkezGképp:
— 2 .
SiSi4+1 = S5, €8 Si41Si42 = S;41- (4143)
Ekkor bevezethetjiik a dualis récsot: ha azonok elGjeliiek, akkor 1, ha pedig ellentétesek,

akkor |. Az eredeti Osszeallitast atirhatjuk ilyen spinkonfiguraciora, ahol ezek az effektiv
spinek mar nem hatnak koleson. Az 4j Hamiltoni:

I
H= —5251., (4.144)
azaz olyan, mintha .J/2 kiils6 magneses térben tilnének. Ez azért volt jo atalakitas, mert

habar kolcsonhato a rendszer, at lehetett transzformélni nem kolesonhatova.

Hatarozzuk meg a rendszer energiajat:

__9 _9 BJ N BJ\ J
B==pgnZy = -5\ {2 h<2)1 N2Ch(ﬂ> 23h(2)2, (4.145)

B AN J
B M () (), w0
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4.16. abra. Az energia hémérsékletfiiggése.

A [4.16] abran is latszik, hogy nincs olyan pont, ami fazisatalakulasra utalna. A probléma
megoldhat6 azonban periodikus hatéarfeltételek mellett is. A produktumban az 1 mellett az
s-ek szorzata is konstanst ad, tehat sh is megjelenik:

) RC) B

Ha vessziik az N — oo hatéresetet, akkor visszakapjuk az el6zét.

To6bb dimenzié:
Kideriilt, hogy 2D-ben is megoldhat6 az Ising-modell; a duélis spinprobléma attranszformal-
hato az eredetibe, és az Osszevetésbdl szamolhato a fazisatalakulds. Az a feltétel jon ki ra,

hogy:

= 0.44 4.14
o = 04407, (4.148)

ahol ugye T.-t nevezziik Curie-hémérsékletnek.
Mas racsra (pl. haromszog, hatszog) mas lesz a szamérték. Eddig nem volt kiils§ mégneses
tér, mi torténik, ha azt bekapcsoljuk?

1D-s lanc:

N N
J
H= D) ; SiSi+1 — ; s;mH, ahol syi1 = si, (4.149)

és m a magneses momentum nagysaga. Ezt tovabbirva kapjuk:

N
J
i=1 (i,5)

Az i-edik magneses momentum ekkor p; = ms;, energidja pedig —p; H. Az allapotosszeg:
J
Iy = z;tl z;lexp (ﬁ(mstz—l— 5281‘81‘4_1)) s (4151)
s51= SN 7 7

ami atirhatd, mint:

Iy =Y ... K(s1,5)K(s2,53)... K(sn,s1). (4.152)

s1==+1 sy=E1
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Itt K(s,s’) matrix, mégpedig:

H
K(s,s') = exp (QWIZBT(S +5') + QkiTSS/) . (4.153)

Az s;-k Osszegét szamolhatjuk tgy, mint:

N
i TS
Xi: 5 = z; % (4.154)

amivel az allapotosszeg:

Zy= Y ...> exp (ﬁ(% Z(Si + 5i41) + g Zsisiﬂ)) . (4.155)

s1==+1 sy*tl 7

K (s, s') alakja:

exp (m_H + QkBT) exp < )

N
K(S’ 5 ) - J mH
EXP\ T ok,T exp | =y, 7 T 2kBT

(4.156)
))

Ebbdl lathato, hogy:
Zy =Tr KV, (4.157)

Ezt hivjuk transzfermatrix-modszernek, mely altalanosithatd tobb dimenzioéra is. Itt most:
Zy=Tr K" = \Y + Y, (4.158)

ahol A, és A_ K sajatértékei. Az N — oo esetben a nagyobb sajatérték dominalja az
eredményt, tehat:

A N
IAel> [A_| esetben Zy = AY 1+(A) AV (4.159)
+

N——
—0

A sajatértékprobléma ekkor ugye:

det(K — AI) = 0, (4.160)
azaz:
mH J J
exXp (kB_T + 2kBT> —A exXp <_2k T)
det o | NEL (4.161)
EXP — a7 exp ZkBT

ami tovabbirva:

mH J mH J J
<exp (/{:B_T + QkBT) — )\) (exp <_/<:B_T + 2kBT> — )\> — exp (_kB_T) =0. (4.162)

A karakterisztikus egyenlet tehat:
J mH J
2 - 2 ch 2sh 4.1
A® —exp (QkBT) 2¢ (szT) A+ 2s (kBT> 0, (4.163)
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amibdl a sajatértékek:

J mH J mH J
- h( 22 4 ) en? (22 — ). (4164
As = oxp (2k;BT) ¢ (kBT) \/6Xp <kBT) ° <kBT) exp ( kBT) (4.164)

A nagyobbik sajatérték:

Ay = P2 ch(BmH) + \/eﬁj sh?(BmH) + e=57. (4.165)
Az allapotosszeg pedig
Z=2Zy=XN + )\, (4.166)
ahol a A" elhanyagolhat6. Ebbdl a magnesezettség:
0 0
azaz:
1e72sh H)ch H
kTN ﬁmeﬁJ/Z Sh(ﬁmH) 4 56 S (ﬁm )C (Bm )Bm
1 O\, \/eﬁj sh?(BmH) 4 e=87
M == ]{}BTNA— 8H = )
+ eBI2 ch(BmH) + \/65*] sh?(BmH) + e=87
(4.168)
ami atirva:
ePI/21eBT ch(BmH)
mN Sh(ﬁmH) { \/ef” Sh2(ﬁmH)+e—/3J}
M = . (4.169)
/2 ch(BmH) + \/e? sh* (BmH) + =5
Tovabbi atalakitasokkal kapjuk végezetiil, hogy:
h H
M = mN—Shmi) (4.170)
\/shQ(ﬁmH) + e—28J
Meghatarozhato a szuszceptibilitas, hiszen:
H 0 mNmH -~ m?HBN _ NmQGJ/k,BT H (4.171)
VBmHP e e kT
azaz a szuszceptibilités:
N 2
M~xH = y=— ksl (4.172)
kgT

Azt lathatjuk, hogy alacsony hémérsékletnél ez nagyon elszall. Lehet ezt tigy interpretalni,
hogy T = 0-n van fazisatalakulasa, de ez csak amolyan ,fél fazisatalakulas”PY| Még azt is
le tudjuk olvasni errél, hogy ha nem tessziik kiils6 magneses térbe, akkor a magnesezettség
varhato értéke nulla lesz (nem tul meglep6 moédon). A magas és alacsony hémérsékletu
viselkedést megint az valasztja el, hogy a kolcsonhatas energidja és a kg1 energia milyen
viszonyban van egymassal. Ha a hémérséklet magas, akkor a kolcsonhatast nem veszi észre
és kolesonhatasmentes rendszerként viselkedik.

A helyzet az, hogy sokkal-sokkal bonyolultabb moédon a transzfermétrix modszer arra is
jo, hogy a 2D-s esetet is megoldja. A [1] konyvben ez eléggé vazlatosan van csak meg. Az a
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4.17. abra. 2D-s torusz.

lényeg, hogy 2D-ben 1gy is meg lehet oldani a probléméat, hogy az ember kiszamitja a 2D-s
I[sing-modell sajatértékeit, és veszi a legnagyobb sajatértéket (itt sokkal tobb sajatértékiink
lesz). Ez lathato a. abran. Ezt a szdmolast nem nézziik meg, viszont az a helyzet, hogy
tobb érdekes dolog is kijon ebbdl a 2D-s Ising-modellbsl. A 2D-s Ising-modellben latszodik
a fazisadtalakulas. Ki lehet szamolni a kritikus hémérsékletét, és egyéb mennyiségeket, mint
példaul a fajhst. Mindezekben a mennyiségekben fazisatalakulasokra jellemzd viselkedéseket
talaltak (példaul a fajhs logaritmikusan divergalt a kritikus hémérséklet koriil). Meg lehet
nézni a magnesezettséget is, ami a kritikus hémérséklet koriil 1/8-os hatvanyviselkedést mutat.

4.6.3. Atlagtér elmélet

Ha ilyen nehéz megoldani ezeket a rendszereket, akkor hogyan lehet a bonyolultabb rend-
szereket kezelni? Erre hasznaljuk az atlagtér elméleteﬂ. Volt mar kordbban az elektrolitok
elmélete is. Az ottani kozelitést atvitték mas rendszerekre is, Landau pedig egy komolyabb
elméletet irt mogé. Ez nem csak az Ising-modell megoldéaséra jo, hanem akkoriban, amikor
ezt kitalalta, akkor a sokkal bonyolultabb szuperfolyékonyséagi atalakulast vizsgéltak, és az
ottani téregyenletekre is meg lehet csindlni ennek a kozelitésnek az altalanositasat. Vegyiink
most egy valid Hamiltonit, amibdl ki lehet indulni. Tekintsiink ehhez egy ferromagneses Ising-
modellt, és bizzunk benne, hogy fazisatalakulés fog fellépni benne. Azt az esetet vizsgaljuk,

amikor: ;
H = _E;sisj —mHZsi, (4.173)
7.] ?

ahol (i,j) tovabbra is az els6 szomszéd kolcsonhatast jeloli. Ennél az egyszeri esetnél azt
feltételezhetjiik, hogy atlagosan mindegyik spinnek ugyanannyi lesz a varhatoé értéke. Meg-
kérdezhetjiik, hogy egy adott spin mit érez akkor, ha az 0sszes tobbi atlagaban kell élnie. Ezt
az egyszeri kozelitést akkor lehet csak megcesinalni, ha J/2 valoban konstans, tovabba homo-
gén racsot tételezlink fel. Most igazabol egy d dimenziés racsra gondolunk, ahol mindenkinek
2d szomszédja van; ezt szokéas koordinécios szamnak nevezni (z = 2d).

(sj) =(s) = H= —%Zgﬁ/si (s) — mHZsi, (4.174)

26 Ugye a szuszceptibilitds anomalis viselkedése mutatja azt, ha fazisatalakulas van.
27 Molekularis tér kozelités, Weiss-kozelités, Bragg- Williams-kozelités, Landau-elmélet, ezek mind ugyanazok.

101



ahol a 2d a szomszédok szamabol jon. A ‘H tehét Osszesen:
H= Z Lz (s)s; —mHs; (4.175)
i 2 7

az egész problémank lényegében szétesik kiilonélld spinek problémajara. Az allapotosszeg:
Z =7V, (4.176)

ahol Z; az egyes problémék allapotosszege. Egy-egy ilyen probléménal két verzioé van: s;==1.

Z, = Sz;d M) = 3 exp (5 (mH + % (s) )s) —2ch (5 <mH + % (s) )> . (4.177)

s;==+1
Az allapotosszegbdl meg kell hatarozni (s)-et.

(s) = e AH(ED) B e~ AH(=1) _exp (B(mH + £ (s))) — exp (—=B(mH + % (s)))
z z 2ch (,B(mH + £ (3)))

= (5(mir + 7))

Az el6bbi egyenletet kell tehat megoldanunk valahogy. Nézziik elGszor azt a esetet, ha nincs
kiils6 magneses tér (H = 0).
Jz (s)
=th : 4.1
o = () (4.179)
Ezt meg lehet vizsgéalni grafikusan (4.18, abra). Ha (s) — O0:

(4.178)

y y
A A
2 y=x 2 — y=x
—— y=0.8thx —— y=1.5thx
1 1
0 > X 0 > X
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

4.18. dbra. A (4.179)). egyenlet abrazolasa. A bal abran 1, a jobb oldalon pedig 3 metszéspont
lathato.

(s) ~ (s). (4.180)
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Ekkor két opci6 van, az egyenes jobb oldaldnak meredekségétsl fiigg, hogy 1 vagy 3 metszét-
pont van.

J
2/<:BZT > 1 3 db metszéspont (4.181)
2 11 db metszéspont (4.182)
metszespont. .
s = P

Kritikus pontnak (és kritikus hémeérsékletnek) nevezziik, ha:

Jz
=1 4.183
2kpT. ’ ( )
azaz a hémérséklettdl fliggden:
T <T. 3 db metszéspont (4.184)
T >T. 1db metszéspont van. (4.185)

Ha a hémérsékletiink T'= T, + AT, ahol AT kicsi, akkor:

(s) = th <2kB(T;]i T <3>) —th (%BTC{l: s <S>> ~ th { (1 - ATT) (s)} . (4.186)

ahol felhasznaltuk, hogy Jz/(2kgT.) = 1. Fejtsiik sorba az egyenlet jobb oldalat:

(s) = (1 - ATT) (s) — 1 (1 - ATCT)B ()’ +.... (4.187)

Egyik eset, ha (s) = 0, egyébként pedig:

AT 1 AT\? AT (s)? ) 3
1=1- (1= PO [ = (T-T). (41
TC 3 < Tc > <S> TC 3 = <S> TC ( C) ( 88)

Azaz ha T > T,, akkor a val6sban nincs megoldas. Egyébként viszont ha T" < T,., akkor:

S(Tc B T)

(s) =+ 7

~ (T — T,)Y2 (4.189)
Ez a bifurkacio lathatod al4.191 abran.

4.7. Kritikus exponensek

A fazisatalakulasok vizsgéalatanak egyik technikai modja, hogy magas hémérsékleti sorfejtést
készitiink. Ahogy az Ising-modellnél is lattuk, ki lehet fejteni a hmérséklet hatvanyai szerint
az allapotosszeget. A fazisatalakulasi pontban a termodinamikai mennyiségek szingularisak
lesznek. A sorfejtésnél nincs szingularitas, csak nem mindenhol konvergal. Vannak mindenféle
bonyolult moédszerek, hogy hogyan kell az ilyet megoldani, ezekkel most nem foglalkozunk;
ezzel a modszerrel egyébként tobbet meg lehet tudni a fazisatalakulasok mibenlétérsl.

Most gyakorlatilag egy Osszefoglald lesz mar csak, hogy kvalitative (és néha kvantitati-
ven) mit tudunk a fazisatalakulasokrol. Osszességében a sok-sok modell numerikus, egzakt
és kozelité megoldasa arra vezetett, hogy a termodinamikai mennyiségeknek szingularitasa
van, ha atléplink a kritikus hémérsékleten. Nyilvan mar mindenki tudja, hogy a magneses
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(s)

Y
s'

4.19. abra. A (4.189). egyenlet abrazolasa.

szuszceptibilitas (magnesezettség valasza a bekapcesolt magneses térre) erésen fligg attol, hogy
hol vagyunk a kritikus ponthoz képest. A mégneses szuszceptibilitds hémérsékletfiiggése a
kritikus pont kérnyékén:

xx(I'=T.)77, ha T>T, (4.190)

tehat ez valami hatvany szerint megy (v > 0). Ezeknek a betiiknek jelentGsége van, a szusz-
ceptibilitas elszallasat jellemz§ kitevét mindig y-val jeloljiik. Van még néhany ilyen exponens,
példaul a magnesezettség viselkedését a kritikus pont kérnyékén:

Mo (T, —T)°, ha T<T, (4.191)

irja le, ha nincs kiils6 tér, tehat ez a spontan magnesezettség. Itt az exponenst [-val szokés
jelolni. Ha pont a kritikus hémérsékleten vagyunk:

Mo HY, ha T=T,. (4.192)

A fajhg elszallasat a kritikus pontban « jellemzi:

T-T)® ha T>T
o) o LT ha T>To (4.193)
(T.—T), ha T<T,.

Ezek az 6sszefiiggések nyilvan csak aszimptotikusan igazak. A | szakadas” a fajhében az a=0
esetnek felel meg. Ha a fajhd véges a kritikus pontban, akkor a=0. Ha In(1/|T. — T'|) szerint
divergdl, mint a 2D-s Ising-modell esetében, akkor az a=0-t a kdvetkezSképp végezhetjiik el:

Lor — ey, (4.194)

=1
a—0

—In(T -T,)

Ezek a kritikus exponensek (o, 3,7, 0) itt a magneses atalakulasnal jol érthetGek, de méas
fazisatalakulasoknal is jol hasznalhatoak. a-t szokas kontrollparaméternek, -t pedig rend-
paraméternek nevezni. Minden fazisatalakulashoz definialhaté ilyen rendparaméter, ami azt
méri, hogy kialakul-e rend vagy rendezetlenség. A viz forrasa ugye elsérendd fazisatalakulas,
azonban példaul a striségre igaz, hogy:

pi—pg o< (T.—T)’, ha T<T,. (4.195)

Ebben az esetben tehat a stirtiség megfeleltetheté a magneses fazisatalakulasnél az M még-
nesezettségnek. Hasonl6an a magneses teret is a nyomas valtja fel:

lp— peloc|p — pel¥, ha T =T, (4.196)
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Szuszceptibilitas helyett kompresszibilitas van, itt ugyanaz lesz az exponens, ha a két oldalrol
kozelitjiikk meg a kritikus pontot (kisérleti tapasztalat).

Definialhatjuk a rendszer korrelacios hosszat (£). Ha a fazisatalakulas felé megyiink, akkor
klaszterek alakulnak ki. Ezen klaszterek mérete kb. a korrelacios hossz, a korrelacios fiiggvény
pedig:

Cla) = (s(r)s(r +a)) — (s(r))*. (4.197)

Jelolje fekete és fehér a felfelé illetve lefelé allo spineket (4.20, abra). Ha a kritikus pont

g 1 O ,—ﬂ T T d T ¥ b 1
| _'. k! 0-1 |
__ 05k s L
= g o0
E g
q oo L 8 0
.g .0 |
2 c
g & 02 _
=
05| i - - .
2 A 0.3 -
T . P R 0.4 . | . ' L
104 T 2 25 3 35 4 0 500 1000 1500
Temperature T Time

4.20. abra. Klaszterek kialakuldsa fazisatalakulasnal.

folott vagyunk, és idében nézziik ezt a modellt, akkor ez fluktual a fehérek és feketék kozott.
Ha a kritikus pont ala megytlink, akkor spontan kialakul a mégnesezettség, és az egész vagy
fekete vagy fehér akar lenni. Ez a korrelacié a fazisatalakulasi pontban tugy néz ki, hogy
nagyon nagy klaszterek is lehetségesek lesznek benne. A korrelécio a tavolsagnak valamilyen
hatvanyfiiggvényével fog csokkenni. Ez tugy interpretalhato, hogy a véges korrelacios hossz
elmegy a végtelenbe. Az a kérdés, hogy ekdzben hogyan viselkedik ez a mennyiség:

1

Ty

(4.198)

A spines rendszerekben ezt a spinkorrelaciot, a gazoknal pedig a stirtiségfluktuaciot alkal-
mazzuk. Csinalhatunk tehat egy ilyen korrelacios fliggvényt:

Glr,r') = (n(r) — () (n(') — () = *(r,0') + () 6(r —v') — (), (4.199)

ahol n(r) a stirtiség és n?(r,r’) a pareloszlas-fiiggvény. A korrelacios fiiggvény Fourier-
transzformaltja a strukttura-fiiggvény:

S(k) = / drG(r)e . (4.200)
Tekintsiik példaul az alabbi korrelacios fiiggvényt:
exp (—%)
Ennek a Fourier-transzformaltja:
52
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A szoraskisérletekben (példaul rontgendiffrakeio) ezt tudjuk mérni. A fluktuaciok spektru-
mat konnyen meghatarozhatjuk ilyen szorasi kisérletekkel. Ha a korreléciés hossz elmegy a
végtelenbe:

S(k) oc k72 (4.203)

A diffrakcios kisérleteknél ha ilyen hatvanyfiiggést latunk, akkor eljutottunk a kritikus pontba.
Altalanossédgban ez a struktira-fiiggvény:

S(k) o< k=t (4.204)

ahol 7 egy masik kritikus exponens. Szorgos munkéval részben kisérletekbdl, részben elmé-
letekbdl sszegytijtotték ezeket a kritikus exponensek értékeit (vannak jo nagy téblazatok,
példaul az |1] konyv 178. oldala). Atlagtér kozelitésben méar kiszamoltuk, hogy:

Mo (T, —T)Y? & o

, 4.205
T (4.205)

Latni fogjuk mindjart, hogy:
M=HY3 ha T=T,. (4.206)

Fontos azonban, hogy ez a molekularis tér kozelités csak hozzavetSlegesen jo a fazisatalakula-
sok kornyékén. Az viszont igy is jol latszik bel6le, hogy szingularitas van, csak az exponensek
értékei hibasak valamennyire. Tl sok ilyen kritikus exponensiink van mar, van esetleg kézot-
tiik valami 6sszefiiggés? Kiilonb6z6 megfontolasok alapjan levezethets egy csomoé Osszefiiggés,
példéul:

o +26+4" > 2, o+ B(0+1)>2, (4.207)

ahol a vessz6s mennyiségek azt jelolik, amikor alulrol kozelitjiik a kritikus pontot. Van még
szamos ilyen Osszefiiggés, nem kell tudni Gket.

4.8. Fazisatalakulasok fenomenologikus elmélete

Lehet-e altalanosan gondolkozni a fazisatalakulasokrol? Az egyik, amivel mar nagyjabol ta-
lalkoztunk a molekularis tér kozelités, a masik pedig a fenomenologikus elmélet. Barmilyen
modellt is vesziink, megmutathato, hogy mindig ezek az exponensek jonnek ki. A szabad-
energia is sorbafejthetd:

F(T,M)=F(T,0) + AM*>+ BM* + ..., (4.208)

ahol a paratlan kitevs tagoknak el kell tiinniiik, hiszen ugyanazt az értéket kapjuk M és —M
esetén. A szabadenergianak vehetjiik a magnesezettség szerinti derivaltjat, ami a magneses
teret adja. Ha nincs kiils6 magneses tér:

_OF

H= "
oM

= (2A+4BM? +...)M = 0. (4.209)
T

Az egyik megoldas, hogy M = 0. Ha még egyszer derivaljuk 6t M szerint, akkor:
1 o°F

X OM?

=2A+12BM* + .. .. (4.210)
T

Fazisatalakulas akkor kovetkezhet be, ha A el§jele megfordul (megmutathato, hogy B > 0
mindig), hiszen a fazisatalakulashoz y eldivergal, igy a 2A + 12BM?* = 0 Osszefiiggésnek
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kell teljesiilnie. Ekkor természetesen tugy gondolkozhatunk, hogy A és B-nek is van valami
sorfejtése T, koril:

A=AT-T)+..., A >0,
, (4.211)
B(T)=B(T.)+B(T-T.)+ ..., B(T.) > 0.
A mégnesezettség T < T, esetén sorbafejtve:
A’ o= 1/2
M=|——=— T.—T 4.212
(50m5) -7+ (1:212)

Lathatjuk, hogy ebben az elméletben tehat g = 1/2. Ha T' < T,, akkor a szuszceptibilitas:

L _ywm -1, (4.213)
X

azaz y'=1, tovabba mivel T' > T, esetén M =0, ezért y=1 is igaz. Tovabba:

H= S_AZ = (24(T-T.)+4BM* )M ~M* = §=3, ha T=T. (4.214)
T

Belathato, hogy az alland6é méagnesezettség mellett mért fajhGje a rendszernek:

0*F
T

O =15 o

(4.215)
tovabba Cy is meghatéarozhato (lasd |1] konyv). Belathato tovabba, hogy a = o/ = 0.

Van ennél egy részletesebb elmélet is, példaul elemezhetnénk inhomogén rendszereket is.
Tekintsiink egy rendszer j6 messzirGl, mely spinekbdl &ll. Van valami a rdcsméret, a spineket

pedig a spinstriiséggel jellemezhetiink (o(r)). Ha messzirdl nézziik az Ising-modellt, akkor az
Ising-modellben olyan tagok vannak, hogy:

> sisg, (4.216)

(4,9

ami atalakithato olyan modon, hogy:

sisj _ (si—s)® st 8
a2 2 2a® 242’ (4.217)

ahol az elsé tag gyakorlatilag (Vo (r))%-et adja. Egy ilyen modell leirja az inhomogén fazis-
atalakulés alatt 1év6 anyagot; ezt hivjak Ginzburg—Landau-elméletnek. Ez alkalmazhato
példaul 3D-s spinrendszerekre is. A Hamiltoni ekkor:

H(o) = /dd'r (ao + ap0? + ago* 4+ ¢(Vo)? — ha). (4.218)

Itt a negyedrendd tag a tavolabbi kolcsonhatast veszi figyelembe. Megjelenik benne as, ami
elgjelének modosulésa volt az el6bb A-nal is, amikor a szuszceptibilitast vizsgaltuk. Eb-
bél a modellbdl a fazisatalakuldsok szokasos elmélete tigy jon ki, hogy ezek a terek Gauss-
moédon fluktuélnak. Ha azt gondoljuk, hogy a fazisatalakulasi pontban is ilyen Gauss-eloszléas
van, akkor visszakapjuk az atlagtér elméletet. Ez a kozelités altalaban nem igaz, ezért a
vilagban mégsem ilyen egyszertiek a fazisatalakulasok. A kritikus ponttol tavol viszont jo a
Gauss-kozelités. Erdekes sszefiiggést talaltak: ki tudtédk szamolni, hogy a fluktuaciok egy
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fazisatalakulasnal mikor valnak elhanyagolhatova. Atlagtérnél ugye pont ez torténik, hogy
mindig elhanyagolhatdak a fluktuaciok, ha a tér dimenzidja d > 4. Mivel a mi vilagunk ezt
nem tudja, ezért nalunk sajnos figyelni kell a fluktuéciokra is; tulajdonképpen pont ez az oka
a fazisatalakulasoknak.

Végiil ebbdl megsziiletett a fazisdtalakulasok univerzalis elmélete, mert a Hamiltoni tag-
jainak kitevibdl megmondhatoak ezek az exponensek, a részletektdl fiiggetlen lesz, hogy mi
torténik a rendszerben.
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