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1. 1. el6adas - 2013.02.12.

Az alapvet$ fogalmak bevezetésével kezdjiik. Példaként egy kozértet, mint kiszolgéloegységet tekintiink.

Bemenet > >

Kimenet

Kiszolgalé egység

1. abra. Kiszolgaloegység modellje

A kiszolgalo rendszerrel kapcesolatos fontosabb alapfogalmak: Valamilyen rendszer szerint un. igények
érkeznek a rendszerbe, sorbanallnak, majd sorra keriilnek és megtorténik a kiszolgalas, azutan eltavoznak
a rendszerbdl.

e Az egyes igények kiszolgalasi idGtartamai: Xy, Xo, X3,...X,,,... (ezek azonos eloszlasu, fiiggetlen
valoszintiségi valtozok)

e Az egyes igények varakozasi idGtartamai: Wy, Wy, W3, .. W, ...

Rendszerben toltott ids: S; = W; + X, j > 1.

Beérkezési folyamat: jelolje A(t) a [0, t] intervallumon az sszes beérkezések szaméat

Kiszolgalasi protokoll: FCFES - First Come First Served (beérkezés sorrendjében torténik a kiszolga-
14s)

Kiszolgaloegységek szama: kezdetben olyan rendszereket tekintiik, ahol ez egy.

A beérkezési folyamatot — a legegyszertibb esetben lehet masként is jellemzni: jeldlje 71 a nulla id&pont
utani elsé beérkezés id6pontjat, 7 a masodikét, stb. Az egyes beérkezések kozotti idStartamokat (q, (s,
... jeloli. Azaz (, =T, — Th_1.

Ekkor a [0,t] idSintervallumon pontosan akkor érkezett be éppen n igény, az n-dik beérkezés ¢ el6tt
van, az n + 1-dik méar utana. Pontosabban, ha 7,, <, és 7,41 > .

Azaz {A(t) =n} = {1, <t < 7,11} Mastéleképpen, A(t) = inf {n | 7,41 > t}, ¢ > 0.

Alapveté mennyiség: a t pillanatban a rendszerben 1év6 igények szama. Jelolje ezt N(t). Altaldban



2. 4bra. Rendszerben lév§ igények szama

ennek vizsgalata igen bonyolult. Amint azonban latni fogjuk, a legegyszertibb eset akkor adodik, ha
feltételezziik, hogy mind a beérkezések kozotti idétartamok, mind a kiszolgalasi id6k exponenciélis eloszlasu
valoszintségi valtozok. Ezen eset egyszertisége az exponencialis eloszlas két fontos tulajdonsaga miatt van.
Miel6tt ezek targyalasara ratérnénk, még egy fontos rendszerjellemzé mennyiséget is megemlitiink.

Ez a hatralévé teljes kiszolgalasi id6, azaz az az idGtartam, amely sziikséges ahhoz, hogy a rendszerben
tartozkodo Osszes igény kiszolgalasa megtorténjek.

|DE| = x,

[CBl=x

a4

[HI] =%,

|PL| = %, ILM] =%, N [MN| = x;

3. abra. Hatralev teljes kiszolgalasi id6

A felfelé torténs ugrasok idSpontjai a beérkezéseknek felelnek meg, az ugrasok magassaga az igény
aktualis kiszolgalési ideje, a 45°-ban lefele mend egyenesek tengelymetszetei a tavozasok idépontjai.



Az el6bb emlitett két tulajdonsag koziil az egyik az un. "orokifju" tulajdonsag. Legyen X p paramétert
exponencialis eloszlast valoszintségi valtozo. Ekkorl X eloszlésfiiggvény a kovetkezo:

1—e™™ . haz>0

FX(I)IP(X<$):{0 haz<0.

Ez alapjan a strtségfiiggvény ennek a derivéltja, vagyis:

£ = pe H - ha x >0,
o 0, haz <0.

Tekintsiik ekkor P(X > u 4+ y|X > u) mennyiséget u > 0, y > 0 esetén.

PUX >u+y}n{X>u}) PX>u+ty) erutn)
P(X > X >u) = = = =e"=PX >
(X >utylX>u) P(X >u P(X > u) T (X >),
ahol u > 0,y > 0. Ezért hivjak az eloszlast "orokifju" tulajdonsigunak.
A masik fontos tulajdonsag taglalasa el6tt vizsgaljuk meg, hogy a tomegkiszolgédlasi rendszer szem-

pontjabol milyen kérdés meriil fel. Tegyiik fel tehat, hogy:

e X ..X,, ... —kiszolgalasi id6tartamok — fiiggetlen p-paraméterti exponencialis valoszintiségi valto-
z0K;

o A beérkezések kozti idétartamok — (i, (s, ... — fiiggetlen A\-paramétert exponencialis valdszintiségi
valtozok.

A rendszer allapota, azaz a rendszerben 1év§ igények szama akkor valtozik meg, ha vagy beérkezik egy 1j
igény, vagy pedig egy igény kiszolgalasa befejezddik és igy eltédvozik a rendswzerbdl. Mivel az exponenciélis

//////

hatralévs id6 is exponencialis eloszlasi. Tehét a rendszerben valtozéasa két ilyen — egymastol fiiggetlen —
exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozé minimumanak megfelel idépontban fog megtorténni.
Nézziik meg, a hatralevs kiszolgélasi id6 (HKI) és a hatralevs beérkezési idék (HBI) kapcesolatat!

(min(HKI, HBI))

Amint mar emlitettiik, az "6rokifja" tulajdonsag miatt ezek is exponencialis eloszlastak, egymastol fiigget-
lenek. Jelolje a rovidség kedvéért € a hatralévs kiszolgalasi idét, illetve n a kdvetkezs beérkezésig hatraléve
id6t. Ekkor tehat:

e ¢ : u-paraméterd exponencialis eloszlési valdszintiségi valtozo
e 1) : A\-paramétert exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo
Tehat nekiink a min(&, n) eloszésa kell.

o n < & : felfele ugrik az N(t) fiiggvény, mivel elbb kovetkezett be a beérkezés, mint befejez6dott
volna a kiszolgalas.

e 1> ¢ : lefele ugik az N(t) fiiggvény, ekkor a kovetkezs beérkezés el6tt befejezddik a kiszolgalas.

e n=¢ ¢ ilyen eset "nem létezik", mert P(§ = n) = 0, vagyis ennek nulla a valészintisége!



Kivancsiak vagyunk a min(§,n) mennyiségre, illetve P(n > &)-re és P(n < £)-re.
P(min(n,€) > u) = P(§ > u,n > u) = P(£ > u) - P(n > u) = e " . e = g ultt)

Ekkor a min(&,n) tehat (A + p)-paraméterd exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozo.

Pin>¢) = / e M e M dydys = ///\e_’\y cpe Mrdydr =
y>x>0 0 =z
— /Me“x . I:_efuy}oo dx — //,Le<>\+u)m — L
0 0

A fent levezetés alapjan P(§ > n) = ﬁ Ezért tehat ebben az esetben, ha a rendszer nem {ires, akkor

p+A-paramétert exponenciélis ideig marad valtozatlan dllapotban. Ennek lejarta utan F)\u valoszintiséggel

eggyel novekszik — beérkezés —a rendszerben 1év6 igények széma, X-%u valoszintiséggel pedig eggyel csokken
— kiszolgalas. Azaz

(A+p)-exp

C D
6 9
' '

I |
I i

5] N+ ! T H/(A+R)
I i

' '
A 1B 3 F
40— o —

(A+p)-exp (A+p)-exp

4. dbra. Folyamat mikrostrukturaja

az el6zGekben megfigyelt viselkedés jelentGsen altaldnosithato:

e Legyen az allapottér: 0,1,2,..... A szamunkra érdekes N (t) sztochasztikus folyamat innen veszi fel
az értékeit.

e Ha N(t) = k, akkor gz-paramétert exponenciélis ideig nem valtozik az értéke,
e Ugraskor k — [ : g valoszintséggel (I # k)

e Felteves: > gy =1
Li#k

Az ilyen folyamatokat nevezziik Markov folyamatoknak|[1]. (Az exponencialis eloszlas orokifju tulajdon-
sdga miatt, ahhoz, hogy a rendszer jovébeni viselkedését leirjuk, nem érdekes szamunkra, hogy mi volt a
multban, csak az, hogy aktualisan éppen mennyi az értéke.)
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Vezessiik be a kovetkezs jelolést: pi(t) = P(N(t) = k),k > 0. Szeretnénk leirni ezen fliggvények
viselkedését, feltéve, hogy a qx, qu, [ # k mennyiségek adottak. Képezziink kiilonbségi hanyadost:

pr(t+h) — pe(t)
h ;

t>0,h>0,

és tekintsiik a h — 0 hatéarértéket. Alkalmazzuk az elsé tagban a teljes valoszintiség tételét, azaz tekintsiik
az N(t) = j események szerinti feltételes valoszintiségeket:

[P(N(t+h)=k)— P(N(t) = (ZP (t+h)=Fk|N(t)=74)P(N(t)=7)— P(N(t) = k:)>

SHE,

A feltételes valoszintiségek pontos meghatarozasa nehéz, mert a kicsiny nagysagu h hosszisaga interval-
lumon is szamtalan ugras torténhet. Azonban csak a h — 0 hatarérték érdekel minket. Ha a ¢ pillantban
éppen a j allapotban van a rendszer, akkor a kévetkezd lehetGségek vannak:

e a h-hosszi intervallumon nem toérténik semmi, ennek valoszintisége: e %", (hiszen g;-paraméterd
exponencialis ideig marad itt, azaz annak valészintiségét kell tekinteni, hogy ennek értéke nagyobb,
mint h), amely 1-hez tart — ez tehat nem elhanyagolhaté nagysagrendi;

e legaldbb egyet ugrik, enneck esélye: 1 — e~ %"

nagysagrendti;

— ez h-val osztva g;-hez tart, azaz nem elhanyagolhato

e Ugyanakkor az, hogy legalabb kett6t ugrik, ennek a hozadéka elhanyagolhato!

Ugyanis:
P((t,t + h) intervallumon legalabb két ugras volt| N (t) Z / gie” g (1 — et S)) ds
Li#j
(gj-paramétert exponencialis ideig van a j allapotban — a strtségfiiggvény ¢je %° —, "s" id§ elteltével

bekovetkezett az els6 ugras, onnan atugrik valamely mas [ allapotba — ennek valoszintsége g;; —, itt most
q; paraméterd exponencialis ideig tartozkodik, és a hatralévd "h — s" id6 alatt torténik még egy ugras —
ennek esélye 1 — e~2(=9) )

Alkalmazzuk az e%° < 1, és 1 — e~ %("=3) < ¢;(h — s) becsléseket. Adédik igy, hogy

P((t,t + h) intervallumon legalabb két ugras volt|N(t) = j) < ¢, Z a1 / — s)ds
Li#j

Tegyiik fel, hogy:
Z g1q1 < o0 = P(legalébb két ugras volt a(t,t + h)intervallumon|N(t) = j) = O(h?)
Ll#j

Ha h-val leosztunk, akkor a kifejezés nullahoz tart.
Ezt felhasznélva a fenti differecidlhanyados meghatarozhat6. Ennek eredményeképpen kapjuk az tn.
Chapman-Kolmogorov-féle differencidlegyenleteket!



2. 2. el6adas - 2013.02.19

Az el6z6 6ran a Markov-folyamatok targyalasaba kezdtiink bele.

pr(t) = P(N(t) = k)

Ez annak a valoszintisége, hogy ¢ id6pontban k igény van a rendszerben.

Tekintstik a
pr(t+h) — pe(t)
h
differenciahanyadost. Ha h pozitiv és nullahoz tart, akkor a kovetkezé adodik kihasznalva azt, hogy a
kicsiny intervallumon legalabb két ugras valoszintisége az intervallum hosszahoz képest elhanyagolhato:

ORI =0 L (p(v(e 1) = k)~ PV(E) = £) =
! (zp (14 1) = KIN() = §)P(N(D) = ) — P(N(1) = kr))
Azonban
P((t,t + h) — n legalabb két ugras volt| N (t) = 7)

. — 0, hah—0, feltéve, hogy ;q]‘ZQl < 00.

Ezért j = k esetén csak azt kell figyelembe venni, ha nincsen ugras (hiszen, ha lenne, akkor még egyre
sziikség lenne, hogy az intervallum végére ismét a k allapotban legyen), j # k esetén pedig azt, hogy
pontosan egy ugras van csak, amely éppen j-bdl k-ba torténik.

pr(t+h) — pr(t)

li =
B0 h
1
— lim - ([P(N(t+ h) = k, nines ugrés (£,¢+h) - n|N(t) = k) — 1] P(N(t) = k) +
h—0+ h
+ E P(N(t+ k) =k, egy ugras volt (t,t+ h) —n|N(t) = j)P(N)(t) = ])))
J.j#k
Ugyanakkor

P(N(t+ h) =k, nincs ugras (t,t +h) —n|N(t) = k) = e" %" .

Az els6 két tagot Osszevonva hasznaljuk majd a

e~ akh _
lim ————— = —
e h o
Osszefliggést.
h
) —ais —qr(h—s
P(N(t+h) =k, egy ugras volt (t,t+h)—n|N(t) / & Gk &(’,_l . N
0 (1) pillanatban ugrottunk (t+s,t+h)-n nincs ugras

h
= q; gk erh/es(Qij)dS
0



A fenti integralhoz egy kis magyarazat. Az els6 rész, vagyis ¢; e”%° a striségfiiggvény, hogy t + s
pillanatban ugrottunk. A ¢;; annak esélye, hogy az ugras soran k-ba ugrottunk (mivel egyetlen ugrés van,
tehat oda kell ugranunk). A e~%("=%) pedig annak valészintisége, hogy (¢ + s, + h)-n nincs tovabbi ugras.
Az integral kiszamitasa soran két esetet valasztunk kiilon:

gw=q; h
S(Qk*‘I') h 1 h .
a7 [e : ]0 = e (@) — 1)

9k —4;5

Ha mindkét esetben h-val leosztunk és vessziik a h — 0 hatarértéket, akkor a hatarérték mindig 1 lesz.

q — exp

ki qij

i — €TP q; — exp

5. abra. Folyamat mikroszintje

Felirhatoak a Master-egyenletek:

pe(t) = —a@P(N(t) = k) + ) ¢ auP(N(t) = )
Jritk

pr(t) = —aqrpi(t) + Z q; 4xp;(t)
53J#k

Ez utébbit Chapman-Kolmogorov-féle differencidlegyenletnek is hivjuk.

Sziiletési-halalozasi folyamatok: A fent altalanosan tekintett Markov-folyamatok speciélis esete az tun.
"sziiletési-halalozasi folyamatok

Ekkor két paramétercsalad adott Ay, & > 0 és pg, K > 1. Ahol

e )\, adja meg a kovetkezd beérkezésig hatralévs exponencialis eloszlasu idé paraméterét, feltéve, hogy
a rendszer a k > 0 allapotban van

o 1 adja meg a kovetkezd tavozasig hatralévs exponencialis eloszlast id§ paraméterét, megintcsak
azon feltétel mellett, hogy a rendszer a £ > 1 allapotban van.



Ekkor tehét:

Mt s hak>15
LA DV hak=0.

Tovabba, k > 1 esetén

M/ Ak +p); haj=k+1
Qi = § e/ Nk +px)  haj =k —1;

0 egyébként
illetve £ = 0 esetén
_J1 haj=1
“W=Y0 naj£1
Ak
i+
(Ae + 1) b A
k
Mk
Ak + L
t
6. abra. ?

Egyenletek: k > 1 esetén

/

Pe(t) = =Nk + ) pe(t) + (Aegr + Mk+1)ka+1(t) + (A—1 + fg—1)
Akl + Mgl
= — (Mg + )P (t) + e 1Dr1(8) + Mem1pr—1(2) E>1
Ugyanakkor & = 0 esetén:
Po(t) = Aopo(t) + papi(t) k=0
Maétrix alakban:

[16(1)] \ ) [po(t
pi(t) — o ! pi(t

1: Ao —(A1 ) 2 :

' A1 —(Ao+ p2)  ps :
Pi(t) . . Pr(t)

10
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Ez homogén, lineéris differencidlegyenlet, amely az altalanos esetben végtelen mérett. Méatrixa tridia-
gonalis matrix!

P'(t) = Ap(t)

Véges-dimenzios esetben ennek megoldasa ' P(0).
Ha azonban A végtelen méreti matrix, akkor nem konnyti az e4? értelmezése! (Véges méretti matrixok
esetén a hatvanysorral lehet. De az is eléggé bonyolult lesz.)
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M/M/1 rendszer.
Tegyiik fel, hogy:

o egy kiszolgaloegység van
e a beérkezési folyamat Poisson folyamat

e a kiszolgalasi id6 p-paramétert exponenciélis eloszlasu

po(t) = =Apo(t) + upi(t) k=0

Pr(t) = =(A 4 )pi(t) + Ape—1(t) + piprs (t)
Tegyiik fel, hogy a nulladik pillanatban i igény van a rendszerben, azaz: p;(0) = P(N(0) =) =1

Célunk a fenti differencidlegyenletrendszer megoldasa:
1. lépés. Attériink az eloszlas helyett a generatorfiiggvényre. Legyen:

P(z,t) =Y 2Fpe(t) = FP(N(t) = k) =< 2" >=gyp(z)  t>0,]2] <1
k=0 k=0

Beszorozva a fenti egyenleteket z megfelels hatvanyéaval és 6sszegezve, adodik:

k=1 k=1

D P t) = =Apo(t) + upr () — A+ ) > 2Pt +/\ZZPk1 +MZZPI<:+1)
k=0

Az els6 harom tagban kiilon tekintve a A-t tatalmazo, illetve a p-t tartalmazo tagokat, a negyedikben
z-t, az 6todikben pedig 1/2-t kiemelve kapjuk, hogy

1
ZZ (Z t) —)\P<2,t)+)\2P<Z,t) _M(P(Zat) —p0<t)) +/L;(P<Zat) _pO(t))
Beszorozva z-vel és rendezve:

Z%P(Z, t) = P(z,t)(n — pz + A2" = X2) + po(t) (uz — p) = P(2,1)(z = 1)(Az — p) + po(t)u(z — 1)

P(0,t) = po(t)

Lineéaris parcialis differencidlegyenletet kaptunk a P fliggvényre, amelynek értelmezési tartomanya t >
0, | z |[< 1. Azonban tartalmazza a py(t) fiiggvényt, amely szintén ismeretlen.

12



7. abra. 7

2. lépés. Laplace-transzformalt — ennek eredményeként a parcialis differencidlegyenletbsl algebrai
egyenlet lesz:

ft) = f*(s) = /e‘“f(t)dt 5s>0

A derivaltfiiggvény Laplace-transzformaltja:

[e.e]

/ e (t)dt = [e7 f(1)]; + s / e St f(t)dt

0

Azaz
f7(s) = sf"(s) = f(0)
Legyen tehat

P*(z,s) = /e_StP(z,t)dt s>0,0z/ <1
0

A fenti parcidlis differencidlegyenletbdl a Laplace-transzformacié elvégzése utan a kovetkezd algebrai
egyenlet adodik:

2(sP*(z,5) = P(2,0)) = (z = D)(Az = ) P*(z,5) + pu(z — 1)pg (s)
Ebben is szerepel egy "extra" ismeretlen fiiggvény pg(s).
Atrendezve:
2P(2,0) + p(z — pg(s)
zs — (z—=1)(Az — p)

A generatorfiiggvény definiciojaban megengedhetjiik, hogy z komplex szam legyen. P*(z,s) véges
értékid az egységkorlemezen. Ezért, ha a baloldali tort nevezGje — rogzitett s mellett — valamely z értékre
elttinik a koron beliil, akkor ott a szamlalod értéke is nulla kell, legyen. Azaz igy esetleg meghatarozhato
py(s) értéke.

P*(z,s) = s>0,]z| <1

13



A nevez6 masodfokt polinom z-ben. Ha ennek egyik gytke az egységkoron beliil van, pl.z;(s), akkor
tehat teljesiilni kell az

21(8) 4 p(2(s) = Dpg(s) = 0
Osszefiiggésnek is, azaz
Zl(s)i-i-l

Pl = T am)

14



3. 3. el6adas - 2013.02.26

M/M/1 rendszert vizsgalunk.

PR(t) = =N+ 1)pr(t) + puprsa (t) + Apr—1(t) k>1

Po(t) = =Apo(t) + ppi (t)

Kezdeti érték: t = 0 pontban i darab igény van a rendszerben.
e pi(0) =1
e pi(0)=0 j#i

P(z,t) = Z Fpr(t) ez az eloszlas generatorfiiggvénye
k=0

o0

P*(z,s) = /e_StP(z,t)dt s>0,z/ <1

P*
(2,5) zs — (1 —2)(u— A2)
P(z,0) =z
Nevez6:
—(\2? = z(s+ p+A) + p)
zérushelyei:

s+pu+AE/(s+p+A)2—4\u

2\
Hajjaj: mekkora ennek abszolutértéke? Helyette: alkalmazzuk Rouché-tételét. Ha f és g analitikus
fiiggvények az egységkoron, tovabba

21,2 =

[f(2)] > lg(2)| a peremen (|z] = 1)

ekkor f 4+ g gyokeinek szama megegyezik f gyokeinek a szamaval az egységkorben.

(A bizonyitas gondolatmenete, hogy ha tekintjiik az f — eg fiiggvényt, mikozben e értékét mozgatjuk
0-t6l 1-ig. A gyokok folytonosan vandorolnak, de nem tudnak a peremen "kimenni" vagy "bejonni", mert
a feltétel szerint a peremen f — eg soha nem nulla 0 < e < 1.)

Legyen most

f(z)=z(s+p+A)
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8. dbra. Kor

g(2) =A%+ p

|z| = 1 esetén
f) =l2(s+ A+ p)l =5+ p+A

9(=) = N2+l SN2 ] = A+ < s+ A+ g,
mivel s > 0. Tehat pontosan egy gyock van az egységkor belsejében.

Jelolje z5(s) az egységkorben levs gyokot! Ekkor tehat a korabbi gondolatmenet alapjan ezen a helyen
a szamléalo értéke is nulla kell legyen. Adodik tehét, hogy

o 2(s) ™ — (1 — 22(s))pi(s) = 0

Zi+1 S
° Pi(s) = sty
Visszahelyettesitve:
i+1 . . .
S (1= 2) () 2 s) (1 - )
P*(Z7 S) — ”(1722(8)) e ! 2( ) =

—A(z = 21(5))(2 = 22(5)) —A(z = 21(8))(2 = 22(5))

41 (s)
1—29 (S)

204 27 2 (8) + o+ 25(s) +

—A(z = z1(s))
3. lépés. linvertalas. Azaz a Laplace-transzformalt ismeretében meg kell hatarozni a P(z,t) generator-
fiiggvényt, majd azt hatvanysorba fejtve az egyiitthatok adjak meg a keresett valoszintiségeket. Az alabbi

gondolatmenet mutatja, hogy forditott sorrendben is el lehetne jarni, azaz el6bb hatvanysorba fejteni,
azutan invertalni a Laplace-transzformaltat:

P*(z,s) = /eStP(z,t)dt = /e“ szpk(t)dt = Z zk/e“pk(t)dt = Z Fpr(t)
) 0 k=0 k=0 k=0
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A P*(z,s) fiiggvényre kapott fenti kifejezést z szerint hatvanysorba lehet kénnyen fejteni, azonban
ahhoz, hogy tovabb tudjuk lépni, sziikség van annak meghatarozasara, hogy zo(s) minek a Laplace-
transzformaltja.

Azaz az alabbi egyenletet kellene megoldani — keresendd az a h(t) fiiggvény, melyre:

S+/L+)\—\/(8+M+>\)2—4)\/L_7
0

2)

Sajnos nem adhatdé meg az inverz transzformalt véges alakban. Tehat a latszolagos siker ellenére —
sikeriilt megadni a Laplace-transzforméalt értékét — magat az eloszlast nem tudjuk lefrni.

Ezért a "tranziens" viselkedés helyett az aszimptotikus viselkedést tekintjik. Azaz mi van t — oo
esetén? (aszimptotikus viselkedés)

Tegytik fel, hogy
pe(t) =5 pr mikézben pi(t) — 0

Ekkor a Chapman-Kolmogorov egyenletekbdl adodik, hogy
0= —(Xe + p)pr + e 1Prrr + Aeiper kK >1

0=—Xopo+pp1 k=0
Atrendezve:
Hk41Dk+1 — APk = MkPk — Ae—1Pk—1 = Hk—1Pk—1 — Ag—2Pk—2 = H1P1 — Aopo = 0

Ezért:
A A Ak_1 M Ak — 1. X

k= Pk—1 = --- = Do
HE+1 He+1 Mk Hi+1Mk----H1
Tovabba a pg, k > 0 értékek valoszintiségeloszlast alkotnak (ha teljesiil az aszimptotikus viselkedésre
tett feltevésiink), ezért:
> pi=1
5=0

Kifejezve a p; j > 1 mennyiségeket p, segitségével, kapjuk, hogy

(i Aj_l...Ao) -

Pr+1 =

Vezessiik be az alabbi jelolést:

Slzim,

]:0 /’Ll“"uj
Allitas: Megmutathato, hogy ha S; < oo, akkor léteznek a tlim pr(t) hatarértékek, és teljestil, hogy
—00
. . . / .
> limp(t) = 1. lim pi(t) = 0',.
k=0
Tovabba ekkor

)\j—l-u‘)\O 1

p; = limp;(t) = —
J ]<> Mo o Sl

Alkalmazzuk ezt az allitast az M/M/1 rendszer esetén: Ekkor
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[ ] )\k =
® i = [
Ezért

0 )\j [e'e} )\ J
5= 5=>(3)
e N
Ez akkor ;s csak akkor véges, ha A < p.Ebben az esetben

1
1 —

51:

= >

Adodik tehat, hogy a hatareloszlas értéke

)Y A A\’ A
pj W <1 N _> N (_> (1 - _) j - O’ 1””
1 1 1 I

A
po=1-——
L

Megmutathato, hogy ez a hatareloszlas egyben stacionarius eloszlas is, azaz ha a kezdeti eloszlast éppen
ez adja, azaz pr(0) = pp akkor tetszéleges véges t esetén teljesiil, hogy pr(t) = pg, & > 0. Masképpen

fogalmazva:

Ennek megmutatasahoz elegendd ellendrizni, hogy a pi(t) = px, k > 0 fliggvények kielégitik a korabban
levezetett differencidlegyenletet:

P'E(t) = =M + )Pk (t) + per1Dr1(8) + Me—1pr—1 () B >1

Valoban:
0= — (M + L) Pk + Mt 1Dkt1 + Ae—1Pr—1

Megjegyzés: A \ < pu feltétel szemléletesen az alabbi mdédon fogalmazhaté meg:
e az igények atlagosan % idskozonként jonnek (ez a A paraméterii exponencialis eloszlas varhato értéke)
e a kiszolgalasi id6 atlagosan i

Ha % > L = X\ < u: van hatareloszlas. Ellenkezs esetben nincsen hatareloszlas, igy a sor hossza

végtelenhez tart és "felrobban" a rendszer.

Tovabbi rendszerjellemzsk meghatarozasa az M/M/1 rendszer esetén.

Rendszerben 1év6 igények atlagos széma.
El6bb egy apro kitérét tesziink az an. geometriai eloszlassal kapcsolatos fogalmakat elevenitiink fel:

e Sikeres kisérlet valoszintsége: g

o sikertelen kisérlet valoszintisége: 1 — q
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Egymastol fliiggetleniil ismételjiik a kisérletet. Legyen X az elsé sikeres kisérlet szama. Ekkor

P(X=k) =(1—qt'q k>1
Tudjuk, hogy

1
<X >= -
q

k
A konkrét stacionérius eloszlas nagyon hasonlit ehhez, azonban ott p, = <%> (1 — %) (Azaz a kitevs

és az index itt megegyeznek. Ez olyan geometriai eloszlas, melynek sorén csak az elsé sikeres kisérlet el6tt
végrehajtott sikertelen kisérletek szamat tekintjiik. Azaz eggyel kevesebb ennek értéke, mint a "klasszikus"
geometriai eloszlasé. Ezért varhato értéke is eggyel kevesebb.) A rendszerben levs igények szamanak
varhato értéke:
A
. - (1 - ;) \

<N(t)>=ijj:1_é—1: - =
j=0 n

Varakozo6 igények szama atlagosan:

S piG=D4p-0=> pii—> pi=> pij—(1—p)=
j=1 j=1 j=1 =0

B S NP VS (VES P
TP S Hu) plp = N) pup —A)

Rendszerben toltott idas:

Ha egy tetszéleges igény beérkezésekor k darab igény van a rendszerben, akkor k + 1 darab fiiggetlen
p-exp osszege (hiszen végig kell varnia az el6tte 16vs k igény kiszolgalasat, és még a sajatjat is), ami nem
més, mint a gamma-eloszlas: Ty 1(n) k> 0.

Annak valészintisége, hogy beérkezéskor éppen k igény van a rendszerben p,. Ezért a rendszerben
toltott id6 eloszlasa:

> Tk (p)
k=0

Strtségfliggvény — kihasznalva, hogy 'y, (u) strtségfiiggvénye ”kgxk

S N W Tl A =L (Az)*
— 1—= —Hr [ - =2 —hx E — (11— N)e &L=
Z( ) ST < u) . moo e

k=0 K K k=0

e M

Azaz az eloszlas 1 — A\ -paraméterti exponencialis eloszlés.
Az atlagos rendszerben t6ltott idé:

1
= A
Varakozasi id6: I|tt most csak az atlagos varakozasi id6t hatarozzuk meg.
Ha a beérkezs igény k igényt talal a rendszerben, akkor ezek kiszolgalasat kell végigvarni. Mindegyik
1 paramétert exponencidlis idGtartam, ezért kiilon-kiilon a varhato értékiik i Ez Osszesen tehét ﬁ—t kell
varakozni.
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Sulyozva annak valdszintiségével, hogy k igényt talal adodik, hogy

— k 1 A
2t T P G

k=0 K

4. 4. eléadas - 2013.03.05.

Legyen
o A(t): a[0,t] idSintervallumban beérkezs igények szama
e ~(t): az ezen igények altal a rendszerben t6ltott teljes id6tartamok Gsszege

Képzeljiik el, hogy minden egyes igény beérkezésekor egységnyi magassagi téglalapot helyeziink le, melynek
alapja a beérkezés idépontjaban kezdddik és az igény az igény tavozasaig tart. Ekkor minden egyes
id6pontban megszamolva, hogy hany téglalap "nyulik el felette" megkapjuk, hogy akkor éppen hanyan
vannak a rendszerben. Mivel v(t) a téglalapok Osszteriilete, ezért az atlagmagassag ~(t)/t. (Itt most
elhanyagoljuk azt a tényt, hogy az egyes igények beérkezésekor megrajzolt téglalap esetleg tulnyulik a [0, ¢]
intervallumon, mivel ¢-vel osztva ez elhanyagolhat6 lesz.) Azaz ennyien vannak "atlagosan" a rendszerben.
Ezt jelolje N

Ugyanakkor Gsszesen A(t) igény érkezett be, tehat Gsszesen A(t) darab, egységnyi magassagu téglala-
punk van. Ezek osszteriilete v(t). Tehét egy téglalap alapjanak atlagos hossza v(t)/A(t). Azaz atlagosan
egy igényt ennyit id6t tolt a rendszerben. Ezt jelélje T

Azonban
At _ (1) A)
t A@l) t
Tartsunk t-vel a végtelenbe — feltéve, hogy léteznek a hatarértékek — adodik. hogy

N =T\

Azaz a rendszerbenlévs igények atlagos szama megkaphato6 ugy, hogy az atlagosan a rendszerben toltott
id6t megszorozzuk a beérkezések intenzitasaval (a beérkezések idGegységre es6 atlagos szamaval). Ez a
Little-formula.

Atirhat6 gy is, hogy megkapjuk az 4tlagos vérakozok szamét (L):

L=WA\

ahol W az atlagos varakozasi id6.
Az M/M/1 rendszer esetében kozvetlentil ellendrizhetjiik, hogy teljesiil a fenti Gsszefiiggés mind a
varakozok atlagos szaméra, mind pedig rendszerben 1évék atlagos szamara.

Térjiink at egy masik -M /M /oo — rendszerre.

A beérkezési folyamat nem valtozott, azaz A\, = A\, k > 0. Azonban a pu; paraméterrendszer valtozik,
hiszen az "elhalalozasnak" az felel meg, ha valaki elhagyja a rendszert. Azonban ha k igény van éppen a
rendszerben, akkor mindegyik kiszolgalasa p paramétert exponenciélis ideig tart, egymastol fiiggetleniil, és
akinek legrovidebb ideig tart a kiszolgalasa, az tavozik el kovetkezének a rendszerbél. Mivel — amint lattuk
korabban — fiiggetlen, exponenciélis eloszlasu valoszintiségi valtozok minimuma is exponencialis eloszlési,
melynek paramétere a paraméterek Osszege, tehat
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A= A
e = ki
Irjuk fel a Chapman-Kolmogorov egyenleteket:

P(t) = =N+ kp)pe(t) + (k4 1) puprya (t) + Apr—1(t) kE>1

Po(t) = —=Apo(t) + ppi(t)
Legyen a kezdeti érték ismét:
P(N(0) =1) =1, azaz p;(0) = 1,pp(0) =0k #

Probalkozzunk meg ujra a generatorfiiggvénnyel, mert a fenti differencidlegyenlet-rendszer ismét vég-
telen sok fiiggvényt tartalmaz, igy nem tudjuk kozvetleniil megoldani.

= Z ZFp(t)

Kozvetlen szamolas adja, hogy

o . a
ST = Pt =

k=0
= -\ Z Fpp(t) — MZ Flopr(t) + +u Z(k: + 1) 2 prsr(t) + A Z e 1 (t) =
k=0 k=1 k=0 k=1
0 0
= —AP(z,t) + A\zP(z,t) + ugP(z,t) — ung(z,t)
Azaz P 9
§P<Z t) =Mz —1)P(z,t) + p(1l — z)ap(z,t) .

Kicsit atrendezve a kévetkezst kapjuk:

Mz —=1)P(z,t) = %P(z,t) —p(l— z)%P(z,t)

Ez els6rendi linearis parcialis differencialegyenlet. Alkalmazhato a karakterisztikus géorbék modszere. Azaz
paraméterezett gorbéket helyezziik a feliiletre,azokkal beboritjuk.

Jelolje a gorbe paraméterét u, és legyenek a gorbe koordinatai: ¢(u), z(u), f(u). Akkor lesz valoban a
feliileten, ha a harmadik koordinata igy irhato fel:

Ekkor viszont: P p 9 y
L) = L P(=(u), 1)) =) + 2 P () Hu) ot (0)

Osszehasonlitva ezt a megoldand6 parciélis differencialegyenlettel kapjuk, hogy z'(u) = p(z(u) — 1)
valamint #'(u) = 1 valasztas mellett, kell, hogy teljesiiljon az

f'(u) = AMz(u) = 1) f(u)
egyenlet. (Vegyiik észre, hogy abban szabad keziink van, hogy az altalunk felrajzolando gorbe ¢ és z
koordinatéit hogyan valasztjuk meg, csak az hozza tartozo f koordinéta lesz méar kotott. )

21



Ezek az egyenletek megoldhatok, ha van kezdeti értékiink!

Milyen u érték mellett valasszunk kezdeni értéket? Ez rajtunk milik. Legyen tehat u = 0 a kezdeti
paraméterérték.

Kezdjiik t-vel. Mekkora értéket vegyen fel nulla helyen? Mivel ¢ > 0 tartomanyon akarjuk az egyenletet
megoldani, ezért célszertd az alabbi valasztas: ¢(0) = 0.
Ekkor t(u) =u

Vezessiik be az alabbi jeloléseket: 2(0) = Cy, f(0) = C3. Mivel P(z,0) = 2, tehat feltétlen C3 = Cb.

Oldjuk meg az egyenleteket:

Ezért

[ AG2(s)-1)ds A [(Ca—1)ersds e
f(u) = Csed =(C3e 0 ’ = CyeM D '
Megvan tehéat azon paraméterezett gorbe tetszéleges pontjanak hdrom koordinatéja, amely a 0, Cy, Cs
pontbdl indult ki. Meg kellene taldlnunk az Osszefiiggést a hdrom koordinata kozott. Olyan Osszefiiggést,
amely nem tartalmazza a Cy, C5 kezdeti értékeket.

zu) =1  z(u)—1

Cr-1= ohu ont(w)
Igy .
z2(uw) -1 !
Cs = (W + 1)
F(0) = ((2(u) — 1)) 1 )i o E0-DeH e )
Tovabbé:

t(u) = u
Ezért tehat:

P(Z, t) — ((Z — 1)€_Mt + 1)Z . 6%(’271)(1767‘”) — (Ze_p‘t _I_ 1 _ e—ﬂt)i . 6%(1767‘&)(7;71)

. Méasrészt viszont
o oo

P(z,t) =Y 2Fpe(t)=> 2*P(N(t) = k)
k=0 k=0
Latjuk tehat, hogy az eloszlas generatorfiiggvénye szorzatra bomlik. Ez valamilyen valoszintiségi val-
tozok fliggetlenségére utal. Probaljuk meg megkeresni 6ket. Ehhez értelmezniink kell a képletben lévé
mennyiségeket.
Kezdetben — feltételeziink szerint — ¢ igény volt a rendszerben. Kiszolgalasuk azonnal megkezd5dott.
pillanatban mar nincsen a rendszerben, azaz a kiszolgalasa befejez6dott. Egyébként legyen az értéke 1,

azaz ha a t pillanatban tart még a kiszolgalasa, azaz még a rendszerben van.
Ekkor

Pl (t)=0)=1—¢# — —annak a valoszintisége, hogy az igény t-ben mar nincs a rendszerben
j
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Py(t)=1)=¢* —annak a valdszintsége, hogy az igény t-ben még a rendszerben van
Tehat v;(t) generatorfiiggvénye éppen 1 — e # + ze #. Kezdetben ¢ igény volt feltevésiink szerint a

rendszerben. Tehét az els6 tényezs éppen annak az eloszlasnak a generatorfiiggvénye, hogy koziilitk hanyan
maradnak még a t pillanatban a rendszerben.

A masodik tényezs értelmezése:

A
Legyen d = —(1 — e ")
o

demt) _ dimd _ —dds _ —aN~ (@2 g
ottt - o S

z]f'e_

(Poisson-eloszlas)
=

Jelolje tehat n(t) a 0 pillanat utén érkezett (azaz kezdetben még nem a rendszerben 1év§) igények koziil
azok szamat, akik még a t pillanatban is a rendszerben vannak. Ekkor nyilvanvaldan:

N(t) = wn(t) + va(t) + - - + () + (1)
Az M /M /oo rendszer tranziens viselkedése tehét két részbdl tevédik Gssze:
S LA ot :
B(i,e ) % —(1 — e ") — Poisson
i
(Az els6 tényezd binomialis eloszlas, a méasodik Poisson-eloszlas.)

t — oo-re az els6 tényezd hatésa elttinik, mert az els6k elmennek. A Poisson-eloszlas paramétere tart
a 2 értékhez. Tehat a hatareloszlas, amely egyben a stacionarius eloszlas is, ilyen paraméterti Poisson-
eloszlas lesz.

Ezt masképpen is megkaphatjuk. Oldjuk meg a stacionérius eloszlast karakterizalé egyenletrendszert.
Ennek alapjan:

A0 Ap—1 Ak

PL=D =Po—1
O O k]

k
A
() _
Ko

k
(3)
_A 1% _2A
= Ppo=¢€ # Pr = X e n

tehéat Poisson-eloszlas, melynek paramétere \/p. Ez adodott a tranziens viselkedés elemzésébdl is.
Ellendrizziik a Little-formula elsé alakjat:

1

dom=1 p)y,
k k=0

e A rendszerben levs igények szama: %L (a Poisson-eloszlas varhato értéke megegyezik a parméterével)

e A rendszerben toltott atlagos idé: i (mivel minidg van szabad kiszolgaloegység, tehat csak a sajat
— p-paramétert exponencialis ideig tarto kiszolgalasat tolti a rendszerben)l

A

—\ — azaz teljestil a Little-Formula
LY
A Little-formula masodik alakja:

Folosleges felirni, mert a varéteremben t6ltott id6, és a varakozasi idé is nullal
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Eddig els6dleges mennyiségnek az adott idépontban a rendszerben 1év6 igények szaméat tekintettiik.
Fontos informéciot szolgaltat azonban a tomegkiszolgalasi rendszerekhez az is, ha tudjuk, hogy milyen
eséllyel lesz el6bb-utobb nulla igény a rendszerben.

Jelolje f; annak valoszintiségét, hogy feltéve, hogy pillanatnyilag i igény van a rendszerben (i > 1),
a rendszer valamikor késébb kitirill. Az els6 valtozas (tavozas vagy beérkezés) szerint alkalmazva teljes
valoszintiség tételét kapjuk, hogy

i ,
+ 1> 2
f f +1N )\ + f i—1 )\ + =
mivel X + valoszintiséggel az els6 valtozas beérkezést Jelent, azaz eggyel n6 a rendszerben 16v6 igények
szama, és Tht- valoszintséggel csokken.
Hasonloan:

A1 H1
= +
h=h 1+ A+

Itt a masodik tag mellett 1év6 egyiitthato 1, hiszen ha éppen csak egyetlen igény van a rendszerben, akkor
tavozaskor kiiiriil a rendszer, azaz bekovetkezik a vizsgalt esemény.

Legyen fo = 1. (Fontos, hogy ez nem annak valoszintiségét jeloli, hogy ha most nincsen igény a rend-
szerben, akkor majd valamikor késébb megint lesz olyan idépont, hogy ismét nincsen igény a rendszerben.
Csak az egyenletek egyontetiibb kezelése miatt vezetjiik be ezt a jelolést.)

Atrendezve

N+ ) fi=Nifimn +pifica i>1

pi(fi = fic1) = Nl firs — )

Tteralva

Mg Hi ' il _
Jivi— fi = )\—i(fz fic1) = A (fz 1= ficg) = PSS (fr = fo)

Adjuk 0ssze:

(fir1 — fi) + (fi = ficr)eeo + (fr = fo)

(<= iz B
fi-i—l - fO - (j:O )\j)\2>\1> (fl fD)

Tartsunk i-vel a végtelenbe. A szumma hatarértéke éppen — jeldlje ezt Sy
- Hj---H2fi
Sy = -
e PRV

Ha Sy = o0, akkor fi = 1= f; =1V j, hiszen —1 < fi11 — fo <0, de fi — fo # 0 esetén fi11 — fo nem
maradna korlédtos. Tehat ekkor barmilyen sokan vannak pillanatnyilag a rendszerben, 1 val6szintiséggel
el6bb-ut6bb kiiiriil a rendszer.

Emlékezziink vissza:

Sl _ Z )\0/\1...)\]'_1

T k2l

Ha S7 < oo, akkor létezik stacionérius eloszlés!
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5. 5. el6adas - 2013.03.12.

A legutobb azt kaptuk, hogy bizonyos feltétel mellett a rendszer 1 valoszintisggel kitiriil. Szeretnénk ezen
allitas megforditasat megvizsgalni. Azaz sziiletési-halalozési folyamatot vizsgalunk. Nézziik meg kicsit
részletesebben annak valoszintiségét, hogy kiiiriil a rendszer.

e sziiletési paraméterek: Ag, Aq...

e halalozasi paraméterek: piy, ps...

Tegyiik fel, hogy mind kiilonbéznek nullatol.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: fi(n) = P(el6bb ér nullaba, mint n-be | i-bdl indul el) feltéve, hogy
n > i. Ekkor f{™ < f"™ (mivel {el6bb ér nullaba, mint n-be} C {elébb ér nullaba, mint (n+1)-be},
mivel, ha a nulla elérése el6tt elérte az n + 1 allapotot, akkor az n-et is el kellett érnie, ugyanis nem
ugorhatja at, ezért az események monoton nének)

Ugyanakkor az n-nel a végtelenbe tartva a fenti kifejezés az f;-hez tart!

Ak

A
(A& + ) S

_ HEe
Ak + g

9. abra. ?

Ismét a teljes valoszintiség tételét alkalmazva az els6 valtozas szerint, és hasznélva az fén) =1 illetve
fT(Ln) = ( jeloléseket:

n Ai n Hi n .
fi():)\<+u'fi(+%+mfi(f% 1<i<n-1

A nevezével atszorozva a kivetkezs egyenletet kapjuk:
i+ ) £ = N+ £
pa(F = 1) = X = 1)
n n i n n i Hi—1 n n i Hi—1 H1 n n
£ = 0 = B -y = B () - ) = S B () fi)
Ai Ai—1 PNl A1
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n—1

n n n n n n — Hi o n
R e e S o LD D WAl (Y
~ =0 7t M
Ezért

fl —1= n—1 1

II Hy

i=0 j=1 "7

Masképpen

n 1
fl ) =1- n—1 1

Ky

=0 j];[l Ai

Tekintsiik az n — oo hataratmenetet:

oo 4
1 ha > J] & =
. i=0j=1""
fi = lim fl(n): . o< i
oo 11— —— haznﬁ<oo
> v i=0j5=1

i=0j=1"J

Masfeldl tudjuk, hogy

1

fir1 — fo= H%(fl — fo)

Ezért

oo 1—1
e ha ;} Hl‘;—: = o0, akkor f; = 1 barmely ¢ mellett, azaz 1 valoszintiséggel el6bb-utoébb kitiril a
1=V 7=
rendszer
oo 1—1
e ha Z% Hl’;— < o0, akkor f; < 1 és igy minden ¢ esetén is f; < 1, hiszen csak az 1 allapoton
=0 j=
keresztiil iiriilhet ki a rendszer. Azaz, ha valamely kezdeti allapotbol 1 valdszintiséggel kitiriilne a
rendszer, akkor az 1 kezdeti allapotbdl is. Azaz barmely kezdeti, pozitiv igényszam esetén, pozitiv
valoszintiséggel nem {iriil ki a rendszer soha.

Megjegyzés:
-M/M/1
N (PY P
> A Z (X> = 0o — el6bb-utobb, 1 valoszintiséggel kiiiriil a rendszer
i=0

-M/M/o0

° )‘j =\

o [y =] p
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i .

° |
Z ,u)\:. = 00 — elgbb-utobb kiiiriil a rendszer
i=0

Térjiink at egy "koztes" rendszerre: véges sok kiszolgalo egység.
-M/M/m

Mivel a tranziens viselkedés elemzése mar m = 1 esetén nem jart teljes sikerrel, ezért az altaldnosabb
esetben is csak a stacionarius viselkedést vizsgaljuk.
/\j = )\

Hj = .
m- i, haj>m.

Stacionarius eloszlas:

Px = ————"Po =
Hig---H1 W?o ha k£ >m

Ae1---A0 {%po ha k < m

Stacionaritas feltétele: legyen pozitiv megoldasa az alabbi egyenletnek

m (Z’f_k:!+ 2. m) =1

k=0 K k=m+1

A maésodik tényezs els6 tagja véges sok Osszeadandot tartalmaz, igy véges, a masodik tag geometriai
sor, amely véges, ha A\ < mu. Ez tehat a stacionaritas feltétele. Ekkor:

1
Po = - - pos N
Z ukk! + Z mlmk—myk
k=0 k=m+1

Ennél nagyon szebb alakban ezt nem lehet felirni, ezért a késébbiek soran tobbnyire a py segitségével
fejezziik ki a tobbi mennyiséget.

Varakozok atlagos szama:

Csak akkor kell varakozni, ha t6bb, mint m igény van a rendszerben.

i i AP Lam /AN
S k= Y (ke mpo = o (—) (k —m) =
k=m+1

koo k—m
k=m+1 k=m+1 prmem e pim
O mm! (1-— mlu)2 O mm) (mp — N)?

Atlagos varakozasi id6: — ha a beérkezs igény k igényt talal a rendszerben — ennek valoszintsége py,

— akkor:
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e 0,hak<m
o ’“‘m—"jjl,hak‘Zm

(Hiszen — bar mindegyik igény kiszolgéléasi ideje p-paramétertd exponencialis eloszlést, de — (a mésodik
esetben) egyszerre miikodik mind az m kiszolgald egység, tehat a kovetkezd tavozasig mpu paramétertd
exponencialis eloszlasu id6 telik el.)

X k—m+1 > N E—ma1 P A W
Sty el LS () temen
= mu = prmim mp pmme =\ pm

= Po mm'(l——)

(A varakozok atlagos szama ennek éppen A-szorosa. (Little-formula.)
Rendszerben toltott ido:

varakozasi id6 + kiszolgélasi id6

Rendszerben 1évék atlagos szama:

[e.e]

Z kp, = varakozok atlagos szama + a kiszolgalés alatt levék atlagos szama
k=0

= Z (k —m)pr + Z mpk—i-kak

k=m+1 k=m+1
Kiszolgélas alatt levék atlagos szama:

Z mpk+zkpk Z m m'mk mp0+z kk,po

k=m+1 k=m-+1

A m )\kfl A o0 )\k—l A m—1 )\j 159 )\j \

= pO - _ + - o — = —po —_— + —_’rn — =
(M;(k)—l)'lﬂf 1 M]g%l mlmk 1[uk 1 o JZOMJJ' jzmm!/ﬂmj L

Azaz nem filigg attol, hogy hany kiszolgaloegység van.

6. 6. eldadas - 2013.03.19.

Az €el6z6 oran targyaltak alapjan Osszehasonlithatjuk az M/M/1 és az M/M/2 rendszereket — mintegy
valaszt keresve arra a kérdésre, hogy ha javitani akarjuk az M/M/1 rendszer hatékonysagat, akkor vajon
célszertibb-e kétszer olyan gyors kiszolgaloegységet alkalmazni, vagy inkdbb megduplazzuk a kiszolgald
egységek szamat. Azaz a \,2u paraméterekhez tartozé M/M/1 rendszert akarjuk Gsszehasonlitani a A, u
paraméterekhez tartozé M/M /2 rendszerrel.

m = 2 esetén kozvetlen szamoléssal egyszeri explicit formula adodik py értékére. Behelyettesitve ezt a
fenti képletekbe adddnak az alabbi kifejezések.

A 21 viszony A1
=X =X
Po o > pTESY
Varakozok szama 22 N A3
2u(2p—2A) p(2p+2)(2u—XN)
Tgények szama A2 A A3
20N 2 = 1(2utA) 2u—A) +
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Megjegyzés: torténeti érdekesség szempontjabol megemlitiink két klasszikus problémat.Mindkettd régi
tipusu telefonkozpontok miikdésével volt kapcsolatos.

Erlang-féle C-formula:

Mi a valM /M /oooszintisége annak, hogy beérkezd igény teljesen foglalt rendszer talal (azaz nincsen
tires kiszolgalo egység, varakoznia kell)?

i = p h — \e—m ) ™ 1
k — Po = Po

mp

Erlang-féle veszteségformula: kicsit atalakitjuk a rendszert. Ha tele van, azaz mind az m kiszolgalo-
egység foglalt, akkor nem johet igény a rendszerbe. (Varoterem meérete nulla.) Az atalakitdas miatt "-vel
jeloljiik az egyes mennyiségeket.

A, hak<m;
Mg =
0, hak>m.

_ Jkp, hak <m;
Hk = mu, hak>m.

Megjegyzendd, hogy a rendszerben 1év6 igények szama nem lehet nagyobb, mint m.

Ao g
P =py L <k <m
M- po
AP =
Ph=roo D Mh=1
k=0
TNk A\
/ . /)
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Tekintslink most egy olyan rendszert, amelyben a beérkezési folyamatot befolyasolja az, hogy éppen
hényan vannak a rendszerben.
Elbatortalantott vasarlék esete:

e egy kiszolgaloegység van: a kiszolgélasi id6 u-exp. Ez nem filigg a rendszerben 1év§ igények szamatol.
(pre = 1)

e beérkezési folyamat: ha éppen k igény van a rendszerben, akkor Ay = ;25 paramétertd exponenciélis
eloszlas értéke mulva lesz a kovetkezs beérkezés. (Megjegyzends, hogy ha koézben megvaltozik a

rendszer allapota, azaz befejezédik egy kiszolgalas, akkor a kivetkezs beérkezésig hatralévs idé mér
nem Ay, hanem \,_; paramétertd exponencialis eloszlas lesz, stb. ) (a, u > 0)

Alkalmazva a stacionéaris eloszlas meghatarozasara vonatkozé altalanos képletet:

)\0 -‘)\k—l . ak
Pk = Do Lo fh O,ukk'
o0 o0 a
Zpkzl—woz( Q,O poe' /) — py = e="
k=0 k=0 ’
k
pr = (a/k”) e >0

Ez egy a/p-paramétert Poisson-eloszlas! Ez a rendszer sosem robban fel. Azaz barmely «, p paramé-
terérték mellett van stacionérius eloszlés.

A rendszerben tartézkodoé igények atlagos szama:

@
L
A Poisson-eloszlas varhato értéke.
Atlagos rendszerben toltott ids:
~ha a beérkezé igény k igényt talal:
E 1
— _|_ —
B

(azaz k darab kiszolgalast kell végigvarnia, majd a sajatjat) — tekintve tehat a silyozott Osszeget:




SN

10. abra. Szimmetrikus bolyongas

Gyants. Egyetlen remény: a beérkezé igény nem "fix" id6pontban tekint a rendszerre, hanem véletlen
id6pontban. Lehetséges tehat, hogy ¢ nem a stacionarius eloszlast latja. Azaz az atlagos varakozési id6
kiszamitasa soran més stlyokat kell venni.

Ilyen jelenség méashol is el6fordul. Pl. szimmetrikus bolyongés.

Legyenek X, Xs, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok.

Se=) X; PX;=1)=PX;=-1)=
j=1

Ekkor
<S5,>=0

barmely n esetén. Ugyanakkor legyen 7 = inf {n | S, = 1}. Ekkor megmutathato, hogy P(T < o0) = 1.
Azonban < ST >= 1 — ellentétben azzal, hogy minden fix id6pontban az atlag értéke nulla.

Térjlink vissza a tomegkiszolgéalasi rendszerhez. Mi a valdszintisége annak, hogy egy beérkezé k igényt
talal?

Tegyiik fel, hogy a nulla id6pontban a stacionérius eloszldsnak megfelel§ szami igény van a rendszerben.
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

(1)

e Nulla id6pont utani els6 igény: II;7 = P(1. igény pontosan j igényt talal beérkezésekor)

(2)

e nulla iddpont utani masodik igény: II;” = P (2. igény pontosan j igényt talal beérkezésekor)

e nulla id6pont uténi n-edik igény: HEn) = P(n. igény pontosan j igényt talal beérkezésekor)

Ezen valoszintiségek meghatarozasahoz alkalmazzuk ismét a teljes valoszintiség tételét, azaz tekintsiink
feltételes valoszintiségeket aszerint, hogy kordbban hany igény volt a rendszerben.

Feltéve, hogy a nulla pillantban k igényiink volt, mi annak a valdszintisége, hogy az elsének beérkezd
igény j igényt talal? (Az "elsének beérkezot" ugy értjiik, hogy a nulla id6pont utan elsének beérkezs.)
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Ha k < j, akkor az els6nek beérkez6 nem taldlhat pontosan j igényt a rendszerben, hiszen kozben
csak tavozas fordulhat el6. Ha k& > 7, akkor az elsének beérkezd pontosan akkor talal éppen j igényt
a rendszerben, ha a beérkezéséig k — j igény eltavozik. Masféleképpen, az els§ "valtozaskor" csokken a
rendszerben 1év6 igények szama (eltavozik valaki, miel6tt beérkezne az 1j igény) — ennek valoszintisége

Bk — " stb. amig le nem csokken a rendszerben 1évé igények szama j-re. Ekkor érkezik be az els6 igény:.
Aptuk ’

azaz most a beérkezés megeldzi az aktualis kiszolgalds befejezddését — ennek valdszintisége -2

Ajtmg
Py
k
Hic
Ak +
fik—1 l [ A
Mt e A
]
1. igény
11. 4bra. ?
P, !
P !
Po 11} t n§ i
12. 4bra. ?

Azaz — alkalmazva a teljes valoszintiség tételét — :

o0 - 4 )\
(O Y L o W /o5 ;
J kz:; A+ Mk Ap—1+ Hi—1 )‘j+1 + i1 )\j + p
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Atosztva az utolsé tényezével:

Aj + Hj Hj+1 Mk Hj+1
H . z =p;,+ Dk . z
; Ak + e A1+ i k;ﬂ Mo+l Ajp1 +
A masodik Osszeadandot vessiik Ossze Hﬁzl értékével:
= [ 11 \j
v — Dh ko J+2 j+1
g kzj;l MNe e Aji2 T+ itz Ajr1 + py

Csak az utolso tényez6 szamlalojaban van eltérés. Ezért tehét

i+ A
Aj

Hi+1 (1)
H P + )‘j-i—l 1_Ij-i-l
Reménytelennek latszik expliciten megoldani. Ezért iteraljunk. A 2-nak érkezd igényt nézziik. Figye-
lembe kell venni azonban, hogy akkor kell k-r6l "fogyasztani, ha az elsének érkezé igény k — 1 igényt talélt,
mert akkor vele egyiitt lesz k.

, A
m? — o Hi Hj+1 j
;=2 Al e Ajar F fj1 Ay K

Mik az Osszegzés hatarai? Ha j > 1, akkor az el6z8 beérkezének legalabb j — 1 igényt kellett talalnia,
azaz k—1 > j—1. j =0 esetén azonban 7 — 1 = —1. Ennyi igényt nem talalhat a beérkezs. Tehat j = 0
esetén k =1,2,3,... a figyelembe veendd értékek.

o

. s
n® =S"nw A M I haj>1
! kz_j SN T A i A =

e — i (O Hj+1 Aj

I T N e A

Hasonl6an atalakitva, mint korabban:

Nt n@ g e
SV e I W R

J

haj>1

H(Q) H1 H(Q)
0 )\1
)\1H((]2) — ILL1H§2) =0

Hasonl6 egyenletek adddnak, ha a 2. igény helyett a 3-at, 4-et, stb. vessziik. Tegyiik fel, hogy léteznek
n — oo hatarértékek.
II; = lim H n)

n—oo
Ezekre a kovetkezd Osszefliggéseket kapjuk:
ALy — Il =0

Tovabba:




> ° ° .
> . . °
> . . .
> ° L} .
> L] L] o
> ° ]

j=0 'j/’/; 1=2

13. 4bra. 7

Szorozzunk A;y; értékével

Ait1
ALl + %Mjﬂj = Njpallja 4 gl

J

Atrendezve és iteralva:

A Aig1 A
pj+lljn — Ajall oy = ;\—H(/Jjﬂj — AL ) = 25 /\—j(uj—lﬂj—l = Ajalljy) =+ =0
j i A
Igy tehat:
Aj ANl A
I = 200,y = ..o = 2220 2y,
Hj Hj pj—1

. Ugyanakkor ezek valoszintiségeloszlast alkotnak. igy:

an:1

Vessiik 0ssze a fenti rekurziot a fix id6ponthoz tartozo stacionarius eloszlas rekurziojaval:

o )\jfl...AO X
b = Po;
Hj---Ho
Az egyetlen kiilonbség, hogy a \ paraméterek indexezése valtozik meg. Ezért teljesiil a kovetkezs alli-
tas: Allitas: Ha \g = \; = Ay = ...; akkor pp = II;; k> 0
— PASTA: Poisson Arrivals See Time Average

(Ez j6 hir, mert korabban is hasznaltuk méar, hogy pl. az M/M/1 rendszerben a beérkezs igény hany
igényt talal a rendszerben (ettdl fiiggott, hogy atlagosan mennyi id6t tartozkodik a rendszerben). A
korabban vizsgalt rendszerben teljesiilt a PASTA tulajdonsag, tehat az ottani gondolatmenetek érvényben
maradnak.
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Térjiink vissza az "elbatortalanitott vasarlok" modellhez.
A beérkezd igény "altal tapasztalt" stacionarius eloszlas:

k

!
I, =1lp————— IT =1
k 0u’“(kz+ ! igy OZ k—l—l
= o/
II At il o? Y A
0; (k+1)! «a
1
My = =
pe/r —1
I, « 1 aF
el —1 pk(k + 1)!
Az ebbdl adédo atlagos rendszeridé:
k+1 “a 1 of k41
2 M—— = > o :
p — pe/t —1pF(k+ 1)1 p
O\
o1 = ()
- 2 ex/n — Z |
p?ev/r —1 — (k!
a e/
N ,u_ea/“ -1
Ellenérizziik a Little-formulat:
e ﬂ cilde X [ (1 — 704/“)
po pFen—1

Valéban.

7. 7. eldadas 2013.03.26.

A mult 6rén az elbatortalanitott vasarlokat vettiik. Ekkor a beérkezési folyamat méar nem Poisson folyamat
volt, de a kiszolgaléasi id6 tovabbra is exponenciélis eloszlasu volt.

Most olyan rendszereket szeretnénk vizsgalni, ahol a kiszolgalési id6 masfajta eloszlasu.
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Ez lesz az M/G/1 rendszer.
e M: M-paraméterii exponencialis id6kézonként érkeznek az igények.

o G: azonos eloszlasu és fliggetlen valoszintiségi valtozok. Ezek hatarozzak meg a kiszolgélas idStarta-
mokat.

e 1: egyetlen kiszolgalo egység.

Ugyanakkor a korabbi rendszerek vizsgalata a Markov-lancok elméletét hasznélta fel, ahol az egyes
allapotokban exponencialis ideig kell, hogy tartézkodjék a rendszer. Ezért kezdetben olyan — altalanosabb
— rendszereket érintiink, amelyekben a kiszolgalési id6 eloszlésa exponencialis eloszlasbokbol épiil fel.

Példa:
o) : két fiiggetlen p-exp Gsszege (Gamma-eloszlas)

1. fazis 2. fazis

jt — BXp ji — ep

14. 4bra. ?

Két valtozat is lehetséges. Csak akkor kezd6dhet meg a kovetkezs igény kiszolgalasa, ha az aktualis
igény esetében mindkét a exponencialis eloszlasu kiszolgalasi "fazis" befejez6dott. Masik lehetGség: az elsé
fazis befejez6dése utan az aktualis igény kiszolgalasa atlép a mésodik fazisba, és megkezdddik a kovetkezd
igény kiszolgalasanak elsé fazisa. Ez utobbi voltaképpen két sorbakapcsolt M/M/1 rendszer. Pontosabban
"M/M/1-szerd" rendszer, hiszen a mésodik fazis "beérkezési" folyamata az elss fazis "tavozasi" folyamata
lesz.

Tavozasi folyamat M /M /1 rendszerben:

e Ha marad igény a rendszerben, akkor p-exp mulva kovetkezik be a kdvetkezs tavozés

e Ha iires rendszer marad, akkor varni kell a kovetkezd beérkezésre — ez A-exp id§ mulva lesz —, majd
a beérkezett igény kiszolgalasara — ez pu-exp. E ketts Osszege tehat ebben az esetben.

Ahhoz, hogy magét a tényleges eloszlast meg tudjuk hatarozni, ismerniink kellene az egyes esetek valoszi-
niiségét. Bzt altalanosabban is megvizsgaljuk.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Gn az n. igény tavozasakor hatramaradt igények szama.
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@, az n. igény beérkezésekor a rendszerben talalt igények szama.
Tehat pl.
P(tavozéaskor marad igény a rendszerben) = P(g, > 0),

illetve
P(iires rendszer marad hatra) = P(g, = 0).

Rajzoljuk le az egyes igények beérkezési illetve tavozasi idépontjait. Mivel a kiszolgalasi protokoll
FCFS és egyetlen kiszolgaloegység van, ezért nem elézhetik meg egymast az igények. Mésképpen, aki
kés6bben érkezett, késébben is tavozik. Tegyiik fel, hogy ¢, < k. Azaz az n. igény kevesebb, mint k igényt
hagyott hatra a rendszerben. Ezek mind uténa érkeztek, de az alatt az id6 alatt, amikor az n. igény még
a rendszerben volt. Ha tehét ezek szama k-nal nem nagyobb, akkor az utana kovetkezd (k + 1). igény
mar az 6 tavozasa utan érkezik. (Egyébként ez is a hatrahagyott kozott lenne, tehat azok szama legalabb
k+1 lenne.) Héany igény talalhat ez az (n + k + 1). igény. Csak olyanokat, akik néla korabban érkeztek.
De azok koziil az n.-nek beérkezett mar eltavozott, tehat az n.-t megel6zGen érkezettek is. Az n. és az
(n+k+1). igény kozott éppen k igény van. Legfeljebb ezeket talalhatja a rendszerben az (n + k + 1).
igény. Azaz, ha ¢, < k akkor Q111 < k.

Megforditva. Ha az n. igény legfeljebb k igény talal beérkezésekor, azaz @),, < k, akkor — mivel a beér-
kezések sorrendje megegyezik a tavozasok sorrendjével — ezek csak 6 el6tte beérkezs igények. Ugyanakkor,
aki el6tte (k+1). volt (visszafelé szamolva most Sket), az mar eltavozott — hiszen legfeljebb k igényt talalt.
Azaz, az eredeti sorrendben véve, az (n — k —1). igény méar nincsen a rendszerben. (Ha még & is ott lenne,
akkor a kettejiik kozott 1évs k darab igény is ott lenne, ez egyiitt k4 1. Tehat ekkor legalabb ennyit talalna
az n.-nek beérkezd igény.)

Ugyanakkor hany igényt hagyhatott hatra az (n — k — 1). igény? Akik 6t megelézGen érkeztek, azok
az § tavozasa el6tt mar elhagyték a rendszert, tehat 6ket nem hagyhatta hétra. Amint lattuk az n. igény
az 6 tavozasa utan érkezik. Tehat csak a kettejiik kozotti igények lehetnek a rendszerben az n. igény
tavozasakor. Kettejlik kozott éppen k darab igény van. Legfeljebb ket hagyhatja hatra. Azaz, ha ), < k
akkor q, 1 < k. Mivel ez minden k < n értékre igaz, tehat akar az n + k + 1. igényre is.

Osszegezve tehat

{Qn < k} C {Qn+k+1 < k} - {Qn < k}

Azaz megegyeznek ezek az események.

De
k

lim P(Q, < k) =) II,
Ezért — rogzitett k mellett —
k
lim P(g, < k) = lim P(Quipe1 < k) = lim P(Q, <k)=> TI;

n—o0 n—oo n—o0

§=0
Alkalmazva ez k helyett k — 1-re, és tekintve a kiilonbséget, kapjuk, hogy
P(g, = k) = 11 tehat @, és g,hatareloszlasa megegyezik

Hangsulyozzuk, hogy csak annyit hasznaltunk ki, a beérkezési sorrend megegyezik a kiszolgalasi sor-
renddel, tovabba, hogy létezik stacionarius viselkedés.
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igények szama <k

ez Iane a Cnilo

Cn_1 Cp Chngl  eeees Cnto Cn
beérkezése tavozdsa

ezen az intervalummon kell bejojjon a q, = 9 igény!

15. 4bra. ?

Cnykt1 beérkezése

Cn_

L2

Cn—1

Tébbet nem talal a rendszerben
¢,_3 mar nincs a rendszerben

Speciélis eset:

16. abra. ?

Térjiink vissza ezek utan az M/M /1 rendszer tavozasi folyamatahoz.

e M/M/1
o PASTA

e FCFS-protokoll

c, eérkezése

e Legyen hatéreloszlas, tudjon stacionariusan viselkedni, azaz A\ < p.

Erre teljesiil a PASTA tulajdonsag, tehat
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Ugyanakkor a beérkezéskor talalt igények szamanak hatareloszlasa, megegyezik a hatrahagyott igények
szamanak hatareloszléséval, tehat

n—oo

. N T e AL A
lim P(g, =k) =1Ix = pr = (1 M)(M>

Ezért tehat \
P(¢,=0)—1——
i
és
A
P(g,>1)— —
]
Ennek alapjan meghatarozhato, hogy stacionérius esetben milyen eloszlast lesz két tavozéas kozott eltelt
idétartam.
ﬁ sallyal p paraméterd exponenciélis id6 mulva lesz a kdvetkezs tavozas, 1 —ﬁ sillyal egy A\-paramétert
és egy p-paraméterd exponencialis 0sszege id§ mulva lesz a kovetkezs tavozas. Ezért tehat annak valoszi-

ntisége, hogy a kovetkezs tavozasig eltelt id6 nem nagyobb, mint ¢ az alabbi alakban irhato:

A (1—e*)+(1- i) /t (1 — e =) \e™*ds
H K Jo B
P(CHn<)
A - A A
= 21— e M) 4+ M At o ht
M( ) ( T T )
A A A A - A
| iy Iy i A ) R
u u poop nooon

Azaz P(két téavozas kozt eltelt ids < t) =1 — e M.

Tanulsag: A tavozasi és beérkezési id6kozok egyenls eloszlasuak.
Allitas:

~M/M/m esetén is stacionarius allapotban a tavozasi id6kozok fiiggetlen, A-paraméterd exponencialis
véletlen valoszintiségi valtozok.

"Bizonyitas": (6tlet) figyelembe kell venni, hogy mennyi igény marad hatra!

I, =pr;  Po=(..+..)"" < nem szép az alakja

Térjiink vissza az altalanos kiszolgéalasi idével rendelkezs rendszerekhez. M /G /1:

~Megmenthet6 a Markovitas? (igen!)
Ha kibévitjiik az allapotvaltozot, amely eddig csak a rendszerben tartézkodoé igények szama volt, a hatra-
1évé kiszolgalasi idGvel.
(N (t), hatralevé kiszolgalasi id6(t))

Ezt ismerve, a mult ismerete nélkiil mér felépithetd, hogy a késébbiekben hogyan viselkedik folyamat.
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—Milyen a Markov-folyamat allapottere? (nem igazan diszkrét!) Ezért az eddigi eszkoztar nem alkal-
mazhato, altalanosabb Markov-folyamatok elméletére lenne sziikség.

Azonban, ha olyankor pillantunk ra a rendszerre, amikor éppen befejez6dott egy kiszolgalas — azaz
tavozas pillanataban — , akkor a hatralévd kiszolgalasi id6 nulla. Ez a sorozat, Markov-lancot alkot. Ez az
un. beagyazott Markov-lanc.

Vizsgéljuk tehét a g1, g2, ... — tdvozaskor hatramarado igények szama — g; > 0 sorozatot.

_ Qn_1+/€n+1 haanl
It Rn41 ha qn = 0

ahol k,, 11 az (n+1). igény kiszolgélasa alatt beérkezett igények szama. Ugyanis, ha az n. igény tavozasakor
marad igény a rendszerben, akkor amikor a kdvetkezd eltavozik, akkor altala eggyel csokken a rendszerben
lévs igények szama, de az 6 kiszolgéalasi ideje alatt érkezett novelték a rendszerben 16v6 igények szamaét.

Ha pedig tires rendszer maradt hatra, akkor meg kell varni mig az (n + 1). igény beérkezik. Az &
tavozasakor csak azok maradnak hatra, akik az 6 kiszolgalési ideje alatt érkeztek.

8. 8. elb6adas - 2013.04.09.

M/G/1 rendszerekrdl lesz sz0.

e M: A\-paramétert exponencialis; beérkezési id6kozok

e G: fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok; kiszolgalési idétartamok

e 1: egy darab kiszolgaloegség

FCFS kiszolgalas van.

Jelolje B(t) a kiszolgélasi id6 eloszlasfiiggvényét, b a varhato értékeét.

Amint mar arrél volt sz6, N(t) altaldban nem Markov-folyamat, de ha kibévitjiik, és egy vektorként
irjuk fel, akkor mar az lesz. Ennek moédja a kovetkezs:

(N (t), hatralevé kiszolgalasi id6)

Az allapottér: N x R*. Ez azonban folytonos allapottér, tehat a Markov-lancok elmélete nem alkal-
mazhato.

Azonban vizsgéaljuk a folyamatot a tavozésok pillanataban. Emlékezziink vissza, hogy ¢, jelolte a
hatrahagyott igények szamét. Ezek Markov-lancot alkot. A miilt alkalommal mar levezettiik az alabbi
egyenletet:

q _ Kn41 ha qn = 0
e Qn_1+/fn+1 haQn21
Knt1: (n+1). igény kiszolgéalasa alatt beérkezett igények szama.
Ezért a g, sorozat viselkedésének megértéséhez sziikséglink van a k,, 1 valoszintiségi valtozo tulajdon-

sdgainak ismeretére. Mekkora a varhato értéke, illetve milyen eloszlasi?
< Kj; > = ?
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Itt teszilink egy kis kitérdt:

—beérkezési folyamat: errdl tudjuk, hogy fiiggetlen, A -paraméterd exponencialis id6kozonként vannak
a beérkezések, ezért a k. beérkezés id6pontja Gamma-eloszlasi:

G G &

17. abra. ?

k
T = Z (; — eloszlasa Gamma-eloszlas:I'; ()
j=1

)\kxkfl
Strtségfiiggvénye: m e
Ennek alapjan meghatérozhatjuk, hogy adott hosszisagu idGintervallumon beliil hany igény érkezik
be:

P(]0,t]-n pontosan k igény jon be) = P(1p <t < Tpy1) = P(1 <t < 7 + (1) =

t oo
ko k—1 ko k—1
= // Ae_AyAm—e_Axdydm = // A e M e Mdrdy =
0<e<t<w+ty (k—1)! (k—1)!

0 t—zx

t t
Negk=t M . AYE
:/<k_1)!e A= M0 g = ¢ At(k_l)!/xk 1dx:%e M= P(A=k),
0

0

ahol A; jeldli a [0,¢] intervallumon beérkezett igények szamat. Ez tehat Poisson-eloszlasu valoszintiségi
valtozo.

Ugyanigy megmutathatd, hogy ez tetszéleges részintervallumra is igaz. A Poisson-eloszlas paramétere
az intervallum hossza szorozva A-val lesz. Azaz

_ l
(A -4, =)= Q3D ; ) e
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Ugyanakkor a x; nem fix hossztsdgt intervallumon beérkezett igények szaméat jeloli, hanem véletlen

hosszisagin, a j-dik igény kiszolgalasi ideje alatt. De az el6z6 gondolatmenet megadja r; feltételes elosz-
lasat — rogzitve a kiszolgaléasi id6 hosszat. Ezért

o0

/ %e‘AtdB(t)

0

P(kj=k)= /P(nj = k|t hosszu a kiszolgalasi id6)dB(t
0

Illetve az atlagos igényszam:

< lij|Xj =1t >= ka(li] = k’lXJ = t) =
k=0

= A\
k=0

< >:/</<;j|Xj:t>dB(t):/AtdB(t):A/tB(t):)\<Xj S b=

mivel a kiszolgalasi id§ varhato értékét b jeloli. (Tehat p jeloli a Ab szorzatot.)

Ha specialisan X;-k p-paramétertd exponencialis eloszlasiak, (azaz az M/M/1 rendszert tekintjiik)
akkor:

o <Xj>=

=

amely Osszhangban van az ott bevezetett jeloléssel
Hasonl6an

<K} >= / < K|X; =t>dB(t / (Z KP(kj = k|X; = t)) dB(t) = /(()\t)2 + At)dB(t) =

:)\Q/thB(t)—l—/\/tdB(t) =N <X>+HA<X; >

Megjegyzés a fenti levezetés megértésének megkdnnyitéséhez

ikzp(@:mxj—t i 2 (A
k=0

- A" xi _
k— = (k(k—1)+k) I =
k= k=1
Z (M) 2e7M 4 Z e M= N2 4\
=2 k=1

Vezessiink be egy jelolést:

U(k):{o ha k=0

1 hak>1

Ekkor sszefoglaloan irhatjuk, hogy:  gui1 = gn — U(qn) + Kns1
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Vegyiik mindkét oldal varhato értékét:
< pi1 >=<qp > — < U(qn) >+ < Kpy1 >

Tegyiik fel, hogy a rendszer stacionarius allapotban van, ekkor < ¢,11 >=< ¢, >
Ezért adodik, hogy: < U(q,) >=< kni1 >= Ab Ugyanakkor < U(q,) >= P(g, > 1). Tehat

Plg, >1)=Xb=p

Igy feltétlen kell teljesiiljon a p < 1 egyenlStlenség. Azonban megmutathatéo p = 1 esetén még nincs
stacionarius viselkedés. A stacionarius viselkedés sziikséges és elégséges feltétele: 0 < p < 1.
¢n varhato értékének meghatarozasahoz emeljiik négyzetre egyenletiink mindkét oldalat. Kapjuk, hogy

QZH =q+U(g,)” + Hi—&-l = 2¢,U(qn) + 2qnkins1 — 2U(Gn)Kin+1

Vegyiik észre, hogy U(q,)* = U(qy), tovabba ¢,U(¢,) = ¢, valamint ¢, és x,,; fiiggetlen valoszintiségi
valtozok, tehéat szorzatuk varhato értéke megegyezik a varhatd értékiik szorzataval. Ennek alapjan —
tekintve mindkét oldal varhato értékét:

<G >=< @G>+ <U(gn) > +X < X7 > +MN—2< gy > +2 < ¢ >< hinp1 > =2 < U(q) >< kg1 >

0=p+ N <X >+4p—2<q>+2p < g > —2p
Atrendezve:
20 =20 + N < X7 > N <X? >
< gy >= =p+ =t
2(1=p)

2—-2p

Egyenletiink tehat alkalmas volt arra, hogy a téavozaskor hatramaradt igények atlagos szdémat megha-
tarozzuk. A kiszolgaléasi id§ elsé és masodik momentuma jatszik ebben szerepet. J6 lenne azonban latni,
hogy ennek a mennyiségnek milyen kapcsolata van azokkal az mennyiségekkel, amelyeket eddig vizsgal-
tunk. Ehhez vegyiik észre, hogy ¢, nem mas, mint az n-edik igény rendszerben téltott ideje alatt beérkezett
igények szama (azaz, akik kés6bben érkeztek mint 6, de még az 6 tavozésa el6tt — tehat amikor & a rend-
szerben volt). Igy alkalmazhato ugyanaz a gondolatmenet, mint amit a kiszolgalasi ideje alat beérkezettek
szamaval kapcsolatban alkalmaztunk: ha a feltételes eloszlast tekintjiik, rogzitve a rendszeridé hosszat,
akkor erre vonatkoztatva g, feltételes eloszlasa mar Poisson eloszlas lesz. Igy

< n >:/<qn|8n:t>dF5n(t):/AtdFSn(t):/\<Sn>

Ezért \ - x2
< qp > <X?>
<Spy>=——=b+ ————
A <))
Ebbdl az atlagos varakozasi id6 is meghatarozhato, hiszen S, = W,, + X,,.
A< XF >
<W,>=<85,>-<X,>= ————
2(1-p)

A Little-formula felhasznéalasaval megkaphatjuk a fix idépontban a rnedszerben tart6zkodo igények at-
lagos szamat — stacionarius esetben: < N(t) >=< S(t) > \. Vegyiik észre, hogy < N(t) >=< ¢, >, azaz
a tavozaskor hatrahagyott igények atlagos széma megegyezik a stacionarius allapotban 1év6 rendszerben
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tartozkodo igények atlagos szamaval.

Ahelyett, hogy az el6z8 gondolatmenetet megismételnénk a harmadik, negyedik .. hatvanyra vegyiik a
generatorfiiggvényt:
Jelolje:
szP Gn = k) =<z >

Alkalmazva a g, sorozatra vonatkozo egyenletet és kihasznalva ¢, és k,,1 fliggetlenségét kapjuk, hogy

Qn+1( ) an_H >= Zq" U(qn)+’§n+1 >—=< zq’n (Qn) >< Zfin+1 > ..
Tovabba
< 207 V) 5= P(g, = 0)-14+P(gy = 1)-142P(gy = 2)+2°P(gn = 3)+... = P(gn = 0)+ Y P(gn = k)z* "' =
k=1
= P(a. = Z k - ) — —
(gn = 0) + - (Zz P(gn = k) — P(qn 0))
k=0

Behelyettesitve:

Quir(2) = (1—p+ (Qu(z) - <1—p>>)<1>n+1<z>,

ahol ®,,,1(z) a k.1 valoszintségi valtozo generatorfiiggvénye.
Stacionarius esetben:

Atrendezve

0.(2) = Q&) = @(z)[(f_—g()z)— 2 _ @(z)(zl_—gzg —1)

z

Masfeldl ismét hasznalva, hogy ¢, feltételes eloszlasa az S, =t feltétel mellett A\t paraméterd Poisson-
eloszlas, melynek generatorfiiggvénye eM(1=2) ezért

Qn(z) =< 27" >= / < z™|S, =t >dFs, (t) = /e_)‘t(l_z)ngn

mert

<z | S, =t>= ZZZP(qn =S, =1t) =

= (At)
l( ) =t _ 6zt>\6—)\t — 6—/\t(1—z)

I
w

9. 9. el6adas 2013.04.16

M/G/1 rendszereket vizsgalunk.

Lattuk, hogy ¢ui1 = ¢n — U(qn) + Kna1 G, Itt (kpe1 — (n 4+ 1) igény kiszolgélasa alatt beérkezett

igények szama) ahol
1 hag,>1
Ulgn) =
0 hag,=0
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Tovabba meghataroztuk, hogy < k,p1 >=X=p 0<p<1

Plg=1)=p

A< X2 >
21 -2 < X, >)
Ez a varhato értékre vonatkozo Pollaczek-Hincsin-formula.

Meghataroztuk a generatorfiiggvényt is: (pontosabban kapcsolatot teremtettiink ¢, és k,.1 generator-
fliggvénye kozott)

< W, >=

<2 >= Z PGy = k) = Quia(2)
Qn+1( ) Z(InJrl U(gn)+rn+1 >=< zqn+1 U(qn) >< Z“n+1 >
<207V 5= P, =0) 14+ P(gu=1)-1+P(gu=2) - 2+ P(g, =3) - 2> + .4 =
1 (o)
+;<ZP(Qn:k)Zk_P(Qn:O)>_1_p+ (Qn() (1—,0))
k=0
Stacionarius esetben:

A tavozas pillanataban hatralevs igények generatorfiiggvénye:
1
Q(z) = (1= p+ (Qz) = (1= 9)))2(z)

_ @) =p) -0 =p)] _ A=p)(z-1)2(z)
Q) = z—®(z) B z—®(2)

Hasznaljuk ki, hogy mind k,, mind g, feltételes eloszlasat ismerjiik. Ennek alapjan:

=> #Ph=k =)=z / e MdB(t) = / eMeMdB(t) = / e U=2MIB = B*(\(1 — 2))

ahol

B*(s) = / e dB(t)

a kiszolgalasi id6 eloszlasanak laplace-transzformaéltja.

Hasonléan

(A)* _ -
Q(z) =< 2% >= Y FP(gu=k) =) / e MdFg (t) = [ e [0=2Nigpg (1),
ahol
S*(s) = / e dFs, (1)
a rendszeridé eloszlasdnak Laplace-transzforméltja. Behelyettesitve adodik, hogy

00 =500 = ZO0= e =0
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A—s
A

) BEA—pY) B p)s

Végezziik el az s = A\(1 — z) valtozo cserét. Ekkor z = 225 illetve 2z — 1 = 225 — 1 = —

Kapjuk, hogy

T 1—(s/N) =B (s) A—s—AB(s)

Tehéat a rendszeridé (Laplace-transzformaltja) kifejezhetd a kiszolgalasi id6 segitségével (Laplace-transzformaltjas
Kihasznalhatjuk, hogy S, = W,, + X,,, ahol W,, és X, fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Ezért

S* = /e‘StdFSn (1) =< e79 >=c 7 WntXn) 5 o=Wn 5 < o=3%n 5 — JV*(5) - B¥(s)
lgy )
B*(s)(1 —p)s

Wals) - Bu(s) = 3= 35

n

Egyszertisitve a B* mennyiséggel:

vy d=ps 1 -p 1—p
W) = s 1o AEE (1—3*(8>)

sb

Ez a transzformaltra vonatkozo Pollaczek-Hincsin formula.
Speciélis eset:

-M/M/1

* o —st —ut _ —(s+p)t . 1%
B*(s)= [ e ueMdt=pn [ e dt = s>0

S+ u

0

. 1—p)s 1—p)s 1—p)s 1—0p
W(S):—A(+5+)AL: N :s(—AZ T1-2
s+up S“f‘)\(“'is—l) s+p T st

_A=p)(s+p)  1-XAu(s+p)

(s+p)—A (s+p) —A
W*(s):/e_StdFWn(t):P(Wn:O)-l—l—P(Wn>0)<6_8W" | W, >0>
%_(1_P):l—p[ S+ p _1]:1—p A :(1—/\/u) A _ w— A

p pols+tpu—A pos+pu—A Ap s+pu—X  s+pu—A

— (u — A\) — paramétert exponencialis eloszlés

Tehéat a varakozasi id6 két eloszlés keveréke. Ha a beérkezo igény iires rendszert talal, akkor a varakozasi
id6 értéke nulla, ennek salya éppen 1 — ﬁ, illetve ﬁ eséllyel nem tires a rendszer beérkezéskor, ezen feltétel
mellett a varakozasi id6 p — A-paraméterid exponencialis eloszlasti. Roviden a varakozéasi id6 eloszlasa:

A
(1 = —=)dp + — ((# — A)-paraméterii exponencialis eloszlas)
p [

Hasonl6 gondolatmenettel hatarozhatdé meg a rendszeridd eloszlasa is. (Egyébként korabban mar sze-
repelt, hogy ez (1 — A) — paraméteri exponencialis eloszlas .)

46



Mese a varakozési id§ Laplace-transzformaltjarol — stacionérius eset:

o) — (1 1 g (1=Bs)Y
W (8) = (1= )ty = 21 o ()

1 sb =0 sb

Ertelmezni szeretnénk a megkapott végtelen sort. Ehhez kitérst tesziink. Legyenek Zi, Zy.. Dy, ... fig-
getlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok és

‘/j :Zl—{—ZQ—I——{—Z] EkkOI’
<eVis=c e AT AT) soc o 5 <o s=c e ST

Legyen v > 0 egészértékd, fliggetlen a Z-k sorozatatol. Jelolje

V - iZl
=1

Ekkor
,Siz *Siz
V> = <e B s=3Pu=j)<e = |y=j>=
J
s> Z
= ZP(sz)<€ Sy =j>=
S~z
—S
— ZP(V:j)<€ =7
Tehat

<eV >= ZP(V =j) <e 4 T

Azaz a varakozéasi id6 eloszlasdnak Laplace-transzformaltjara vonatkozo képlet "esetleg" azonosithato vélet-

len tagszamu 6sszeg Laplace-transzformaltjaval. Ehhez megmutatjuk, hogy B—( is Laplace-transzformalt.
Valoban

1— B*(s) 1— [e™dB(t) 1 [1—e*
p— = — B p—
sb sb b/ S dB(t)
1 f1—e* 11— > 1—e
- d(1— B(t)) = —- 1— B(t 1—B(t))d =
[ i - By - = - s0)| + [a-se) =)
_ 1/6—“(1 B(t))dt /‘Stl_B(t)dt
b b
0 0
Legyen
0 hat <0
Bo(t) =4 ¢
olt) g’”lf(z)dz ha t > 0
Ekkor tehat
1-B*(s)

e *'dBy(t) = By(s)

0\8

amely tehat B, Laplace-transzformaltja.
A varakozasi id6 Laplace-transzformaltja igy all el6:
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W*(s) =) (1 - p)p'By(s)

Azaz, ha 7, ..., Z,, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyek eloszlasfiiggvénye By,
tovabba v > 0 egész,

P(v=j)=(1-p)p

v

a varakozasi idé6 eloszlasa megegyezik a: g Z; osszeg eloszlasaval.
Jj=1

Akkor

Na ez még furcsabb. Lehet-e a tomegkiszolgdlasi rendszerben konkrétan megtalalni esetleg az itt
szerepet jatszd 2y, Zs, ... valosziniiségi valtozokat?

10. 10. el6adas - 2013.04.23.

A mault éran a Pollaczek-Hincsin formulakrol esett szo.
Az n. igény varakozasi ideje: W,

Rekurziot szeretnénk felirni gy, hogy: W11 =W, + ...

L . - n. igény
n. lge.ny"beerkezesenek n. igény kiszolgalasanak tavozasa
id6épontja kezdete
W, Xa
1. eset
Wy =Wy + X — Gy
Ca1 I (n+1). igény Wit
beérkezése
2. eset
Wit =Wy + Xa — Gy n. igény kiszolgalasanak
W kezdete
Ca1 I (n+1). igény 01
3. eset beérkezése
Wi1 =0, ha G4 > W, +X, n. igény beérkezésének
Gus1 idépontja
18. abra. 7

Wn+1 = maX<Oa Wn + Xn - CnJrl) = [Wn + Xn - Cn+1]+

Milyen eloszlast n — oo a W,,7

Legyen &, = X,, — (,y1 n =1,2.... fliggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok
&, azt a eltérést méri, hogy ha az n. igény iires rendszert talalna, akkor az § tavozasa illetve a kovetkezd
igény beérkezése kozott mennyi az eltérés.
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W1 = W, + &) specidlisan Wy = [W) + &]F

Tegyiik fel, hogy W; = 0 — az {ires rendszerrel inditunk, az elsének beérkezd igénynek nem kell vara-
koznia:

Ekkor
Wy = max(0, &)

W3 = maz(0, W + &) = maz (0, & + max(0,&1)) = maz(0, max(§s, & + &1)) = max(0, &2, &2 + &1))

Wy = max(0, W3 4 &) = max(0, max(&3, &3 + &2, & + & + &) = max(0,83,83 + 62,83+ & + &)

Altalanosan:
Wn-i-l - max(O, gnvgn + Sn—hfn + gn—l + gn—Qa cee 7§n + ...+ 51)

n — oo esetén kellene a hatéareloszlas. Azonban, ha n-et eggyel megnoveljiik, akkor az Gsszes valoszi-
niségi valtozot ki kell cserélni, mert n-t6l visszafelé kell tekinteni a részletosszegeket. Ugyanakkor csak az
eloszlas érdekel minket. A &,&, ..., &, fliggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok, tehat ha az n.
visszafelé tekintjiik a részletosszegek maximumaét, az ugyanolyan eloszlasia lesz, mintha més sorrendben
vennénk Gket, mondjuk elejétsl véve a részletosszegeket.

Azaz

Wiia és max(0,&1,6 + &2,6 + &+ 83,6 + ... + &) eloszlasa megegyezik.

Ezért W,,,n — oo hatéreloszlasahoz elég a:

lim max(0,&1,& + &, 6 + &+ 8,6+ ...+ &)

n—oo

hatareloszlast vizsgélni. Azonban

k k

k
max(max(jzl &,  k=1,..,n),0) = maz(0, ilirl)jzlﬁj) = iglg(Z &)

j=1

(Itt a nulla értéket beolvasztottuk gy, mint a k = 0-nak megfeleld tires tagszamu Osszeg értékét. )
Ezért

lim P(W, <t) SupZSJ <t)

n—oo k>0

Bevezetve a W jelolést a W, sorozat hatarértékére, kapjuk, hogy

P(W <t)= supZ£]<t

k>0

Kitérs:

k
2. &

j=1 nagy szamok erds torvénye
- < &G >
1
<& >:<X1_CQ>:b_X
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létraindex: elsd olyan index, ahol
a nullahoz kepest felfele megyunk

Gt

19. abra. ?

k
Ha < & > > 0, akkor Z§]—>OO
j=1

k
:>P(supZ§j:oo):1 ha p>1
kX
7j=1

Ha < & >= 0, akkor —Chung-Fuchs-tétel—:

k k
P(lim sup Zgj =0)=1= P(limkinfz £ = —00) — — feltéve, ha nem azonosan nulla &;
ko4 :
Jj=1 j=1
Ekkor:
k
P(lim Supij =oc0)=1 (Ab=1)
ko4
7j=1
A stacionarius viselkedéshez az kell, hogy 0 < Ab < 1 feltétel teljesiiljon!

k ) k
Ekkor > &, egy valoszintiséggel —oo-hez tart. Igy sup ) &; 1 valoszintiséggel véges.
j=1 k>0 j=1

Ez eddig nagyszerd, de azt lattuk, hogy a varakozasi id6é hatareloszlasa véletlen tagszamu Osszeg elosz-

lasaval azonosithato, nem részletosszegek maximumaéanak (szuprémuménak) eloszlasaval. Hogyan lehetne

a tovabbi azonositast megtenni?
Ehhez vezessiik be az tn. létraindezeket. Mivel a részletosszegek maximuma érdekel minket, ezért

elegendé csak olyan pillanatban ratekinteni a részletosszegre, amikor értéke nagyobb, mint a korabban
felvett értekek maximuma. (Amikor tehat tényleg novekszik a részletosszegek sorozata. "Felfelé megytink,

mint egy létran.")

ilyen érték. Azaz a &,&o, ...

Legyen €; = inf {k | Zf & > 0}. Az els6 novekedési pont. Természetesen elképzelhetd, hogy nincsen
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nincsen varakozas. (W, 11 eloszlasa megegyezik az elsé n részletosszeg maximuménak eloszlasaval. Ha ez
utobbi nempozitiv, akkor W, .1 sem lehet pozitiv. ) De akkor nincsen varakozés, ha a beérkezd igény iires
rendszert talal, ennek stacionérius valoszintisége ugyanaz, minthogy a tavozo igény iires rendszert hagy
héatra. Tehat P(g, = 0) stacionérius esetben.

Mennyi ennek értéke: P(g, = 0) =7
Vegyiik észre, hogy ezt korabban mar meghataroztuk: P(g, > 1) =< U(q,) >= p. Ezért P(q, =0) = 1—p.
A mostani esetre vonatkoztatva ez tehat azt jelenti, hogy

P(3 véges értéki els6  étraindex ) =p — P(eg < 00) =p

k
e=inf(k: 3° §;>0)
j=1

Hasonléan, legyen e; = inf {k > € | Z?Zlfj > 251:1 fj} Az el6z6 tényleges novekedéshez képest
most névekedett tjra. Stb.

P(3 véges értékd masodik létraindex ) = p? = P(ey < 00) = p?

k €
eo=inf(k>e| 30 &> 21: &)
J=1 Jj=1

P(3l.étraindex) = p'

Wr =" (1—p)p"Bi*(s)
k=0

By azonositasa mint a létrafokok tavolsaga — bizonyitas (heurisztika) nélkil:

€1
Z@- eloszlasfiiggvénye éppen By , feltéve, hogy €; véges
j=1

€2 €1
Zﬁj — Z §; eloszlastiiggvénye éppen By , feltéve, hogy e, véges
j=1 j=1

€1—-1

€ —
25]- — Z §; eloszlasfiiggvénye éppen By , feltéve, hogy € véges
j=1 j=1

Megjegyzés — kicsit masképpen az M/G/1 rendszer elemzése:
-M/G/1:
Tavozés idejében hatrahagyott igények szama: ¢, — beagyazott Markov-lancot alkot!

Stacionarius esetben:
Iy = P(gn = k)
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
r; = P(knt1 =17).
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Ekkor

P(gni1 = k) = Plgns1 = klgn = )P(g, = 1)
=0

Sziikségilink van a fenti 0sszegben a feltételes valoszintiségek értékére:
ha [ = 0, azaz az n. igény tres rendszert hagyott hatra, akkor az (n + 1). igény akkor fog k igényt
hatrahagyni, ha a kiszolgélasi ideje alatt éppen ennyi érkezik be. Azaz

P(QnJrl:k‘QnZO):P(K'nJrl:k):rk; E>0

Ha [ > 1, akkor a kovetkez6 igény akkor hagy hatra pontosan k igény, ha kiszolgalasi ideje alatt k — [ + 1
igény érkezett be. Azaz, ekkor

P(guy1 =k|lgn=1) = P(kpy1 =k —1+1)=rp g1, hal>1k>1—-1.

Igy
HO = Horo -+ leo

H1 = HOTI + HlTl + HQTO

HQ = H()T'Q + HITQ + HQT'l + H3T0

Altalanos formula:
Hj = H()Tj + HlTj + HQTj_l + Hg’rj_g 4+ ...+ Hj+1TO

Métrix alakban:

o ™M Tgo --- T
To T1 T2 Tj
[H07H17H2~-'] o T o Ti-1oeeef = [Ho,Hl,Hg...]
To . . .
To

A j. egyenletet 27/-nel szorozva és dsszegezve ismét az eloszlas generatorfiiggvényére kapunk osszefiiggést:

00 o0 Jj+1 %) 1 (%)

- ; _ j ! j+1—1
E I,z = E 2! (or; + E Irj—) =1 E Tzl + Z g 22
j=0 j=0 =1 j=0 j=0

Generator-fiiggvényes modszer:

Q(2) = Tyd(=) + %

Ugyanazt az egyenletet kapjuk, mint korabban. Ezért ezt mar nem részletezziik.

11. 11. el6adas - 2013.04.30.

A mai o6ran tovabb folytatjuk az M/G/1 rendszerek elemzését.

Elészor a tavozo igények folyamatat vizsgaljuk. Megjegyzés: tavozok folyamata (M/M/1 esetén
Poisson-folyamat, azaz az egyes tavozasok kozotti idétartamok A-exp, amint azt korabban mar lattuk.)
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n-edik igény

Hhedik iad
eltavozik (n+1})-edik igény

eltavozik

20. abra. 7

1; a hatrahagyott rendszer nem iires: ekkor a kiszolgalési id6 eloszlasa hatarozza meg, hogy mikor lesz
a kovetkezd tavozas

2; A hatrahagyott rendszer iires: beérkezés + kiszolgélas hatarozza meg, hogy mennyi id6 milva fog
az igény tavozni.

1; ¢, > 1 — marad hatra igényP(q, > 1) = Xb=p

2; ¢, = 0 — nem marad hatra igényP(g, =0) =1—p

esetén \-paramétert exponencialis eloszlasa, ezért Tavozasok kozti ids: P(tavozasok kozti id6 < t) =
pP(X <t)+ (1 —p)P(C+ X < t) Az altalanos esetben ez nem feltétlen exponencialis eloszlasu.

Hatarozzuk meg a tavozasok kozotti atlagos idékoz értékét:
1 9 1 5 1 5 1
pb—l—(l—p)(x—f-b) = \b +(1_)‘b)<X+b) = \b +X—b+b—Ab =3

Ez ugyanaz, mint a A-exp varhato értéke. Tehat az altalanos M/G/1 rendszer esetén is atlagosan
ugyanolyan id6kézonként tavoznak az igények, mint az M/M/1 rendszer esetén, és ez megegyezik a beér-
kezések kozotti atlagos idGtartammal.

Foglaltsagi periédus:
Jelolés: Y (teljes foglaltsagi periodus)

Tegyiik fel, hogy a rendszer a kezdeti pillanatban tires. A foglaltsagi periddus akkor kezdédik, amikor
az elsd igény bejon. Akkor ér véget, amikor mindenkit, aki méas, kordbban érkezett kiszolgélasi ideje alatt
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Foglaltsagi periodus Uresjarat

Itt kezdodik a harmad|k
igény kiszolgalasa

21. abra. Folyamat mikroszintje

érkezett, kiszolgédtak A foglaltsagi periédus alatt a kiszolgédés folyamatos Tehat a foglaltsagi periédus
idGket vehetjiik mas sorrendben is, ha a k1szolgalas folyamatos, akkor az Osszeg ugyanaz marad. (Az
osszeadas kommutativ.)

Tekintsiik azt a protokollt, melyben aki utoljara érkezett, az keriil sorra elGszor. Sorrakeriilés esetén a
teljes kiszolgéalas megvalosul.

Az els6 igény kiszolgalasi ideje alatt x; igény érkezik be. Az 1j protokoll szerint, amikor az elsd igény
kiszolgalasa befejezddik, akkor az utolsonak érkezettet, tehat a ki-dik igényt veszik sorra. A szemléletesség
kedvéért képzeljiik el, hogy a tobbi k; — 1 igényt elviszik egy maésik vardterembe. Tehat egyetlen igény
marad csak az eredeti rendszerben. Ennek éppen megkezdédik a kiszolgalasa. Mikor fog a (k; — 1). igény
sorrakeriilni? Ha mindenkit, aki kés6bben érkezett, azt kiszolgaltdk. Azaz, ha az eredeti varéteremben mar
nem lesz senki. Méasképpen fogalmazva, kitiriil az eredeti rendszer. De ez éppen egy foglaltsagi peridodust
jelent. Ugy hivjuk, hogy a (k). igény altal "generalt" foglaltsagi periodus. Jeldlje ezt Y (%)

Ha most behivjak a (k; — 1). igényt, akkor mar csak k; — 2 igény van a specialis varoban. Mikor
hivjak be onnan a kovetkez6t? Ha megint nincs mar kit kiszolgalni az eredeti rendszerben. Ez egy tjabb
foglaltsagi periodus. Melyet a (k; — 1). igény generalt. Jelélje ezt Y (1= Stb.

Igy tehat:

K1
Y =X+ vV
j=1
- X az els6 igény kiszolgalasi ideje: az ezalatt beérkezett igények szama: x;
~Y "1):az utolsé igény &ltal generalt foglaltsagi periodus, stb.

YW y® . fiiggetlen azonos eloszlast valoszintségi valtozok, eloszlasuk megegyezik az Y eloszlasa-

X1, k1 fiiggetlen az Y -oktol, de egymastol nem fiiggetlenek!
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Nono, valami nem stimmel: X; > 0,Y® >0 =Y > X;,Y > X; + Y(U? Ekkor nem lehetne Y és
Y™ azonos eloszlast. Azonban az utobbi egyenlétlenség nem feltétlen igaz, mert s, lehet nulla értékd is.
Ekkor nincsen "extra" beagyazott foglaltsagi periodus, azaz nem jon létre az Y1) valészintségi valtozo.

Vezessiik be az Y eloszlasfiiggvényére az Fy jelolést!

e’} K1
—s(X1+ 3 YD)
Y*(s) = /e_sdey(y) e smce >=

k
> —s(t+ > Y0) )k
= Z <e =k =kX=t> ( k') e MdB(t) =
k=0 '
k
0 —s(> YU by k
= Ze‘St <e = > %e‘AtdB(t) =
k=0 '

0\8 0\8 0\8 0\8 <)

e—ste—)\teY*(s))\tdB (t) _ / e—(s—i—)\—Y*(s))\)tdB (t)
0

ahol elGszoris feltételes varhato értéket képeztiink X és kqértéke szerint, kihasznalva, hogy rogzitett X; =t
kiszolgalési id6 alatt x; éppen At-paraméterd Poisson-eloszlasi. Roviden tehét:

Y*(s) = B*(s + A — AY"(s))
Hasznéalhato ez valamire? Speciélis eset: M/M/1 rendszer

Feltessziik, hogy X p-paramétert exponenciélis eloszlasu

o0 o0

—(stp)t 7>
B*(s) = /e_Stue_“tdt = u/e_(”“)t = {_e - ] = _"Lf
s s
0 0 #odo s

ekkor:

* H
Y =
(5) SHEAX=AY*(s)+p

Y82+ (s A+ )Y (s) —pu=0 /- —1

AY*(s)? = (s+ A+ p)Y*(s)+pu=0

(s+A+p)E/(s+ A+ )2 —4
2\

A pluszos egyenlet fogja megadni az Y*(s)-t. Azonban expliciten invertalni a Laplace-transzforméaltat
méar kordbban sem tudtuk. Ugyanez az egyenlet adddott az M/M/1 rendszer tranziens viselkedésének
elemzése soran.

A teljes eloszlas csak numerikusan kozelithetd. (lasd par oraval korabbrol)

Y*(S)lg =
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Akkor mire lehet hasznélni a fenti formulat, ha a legegyszertibb esetben sem vezet el az eloszlashoz?
Momentumok meghatarozasa:

d
- < e >=< —Ye ¥ >
s
Ezért
75 < e > =< Y > (derivalassal megkaphato a varhato érték)
s
d2
-3 < e >=< V2 >
d2
e <e™ > |o=<Y?> (mésodik momentum)
s
Alkalmazzuk ezt a korabban megkapott formula esetében:

%Y*(s) = (Y*(s)) = %B*(s + A= AY*(s)) = (B*) (s + A = AY*(s))(1 — AY*(s)")

<Y >=—Y"0)==B*0A=XA-D1=AY"0) =< X > (1+A<Y >)

b b

Y: p—
D B VS g

Specialis eset M /M /1-re:

1 1/p 1
b=— —><Y >= = .
I 1=Ap  p—A

Emlékeztetnénk arra, hogy ezt kordbban még nem hataroztuk meg.
Tekintstiik most a masodik momentumot:

Y*¥'(s) = B (s + A = AY*(5))(1 — A\Y¥ ()% + B*l(l + - )\Y*(s))(—)\Y*”(s))
Véve az s = 0 felvett helyettesitési értéket — és kihasznalva ismét, hogy Y*(0) = 1:

<Y o>=< X’>(1+A<Y >+ <X >A<Y?>

<Y2>:<X2>(1+%)2:<X2>
1—Xb (1—p)3

D*(Y)=<Y?> - <Y >*=

<X2>_<<X>)2_<X2>—<X>2(1—p)_DZ(X)+p<X>2
(1=p3 \1-p (1—-p)? (1—p)?

,,,,,,

mentumatol fiigg, a masodik momentum az elsé két momentumtol, és nem pedig a teljes eloszlasatol.
M/M/1 esetén:

+
== >

~—

wtml'_'
>l

L+
B>

— 7;t\.al'_‘
|

)3

(@A
(@)



Itt felhasznaltuk, hogy ha X p-paramétert exponencialis eloszlasu, akkor négyzetének varhato értéke
a kovetkezsképpen adodik:

o0 o0 o0

2 2
/JcQ,ue“xdx = [-2Pe M) + /2xe“xdx =0+ — /a:,ue“zdx =—
0 0 o a
2 1\* 1
P2\ p Il

12. 12. eladas - 2013. 05.07.

G/M/1 rendszereket vizsgalunk.

o M: kiszolgalési id6, pu-paramétert exponencialis eloszlas
e G: beérkezési idskozok, fiiggetlen azonos eloszlastu valoszintségi valtozok ((q, Co...)
e 1: kiszolgaloegységek szama

A beérkezések idépontjai:

Tn:ZCj CJZO
j=1

Ezek az tgynevezett Palm-folyamatok, vagy masnéven felajitasi folyamatok.

N(t), azaz a t pillanatban 1év§ igények szdma nem Markov folyamat! Kib&vitve elérhets lenne a Mar-
koviitulajdonsag. Ehhez azt is hozza kellene még venni, hogy mennyi id6 van hatra a kvetkezs beérkezésig.

Azonban nézziik meg a rendszert a beérkezések idépontjaban! (Ekkor a héatralévs beérkezési idé nulla.)

e (),: A rendszerben levs igények szama az n-edik igény beérkezésekor.
e Qni1 = Qn+1— vy, ahol v, azt jelenti, hogy hény igényt szolgaltak ki a két igény kozt.

L Qn+1§@n+1

(Ha az n. beérkezés soran @), igény volt a rendszerben, akkor a beérkezével egyiitt @, + 1 lesz, és ezt
csOkkenti az a mennyiség, hogy a kévetkezs beérkezésig hanyan téavoznak el a rendszerbdl.)
Alkalmazzuk ismét a teljes valoszintiség tételét:

P(Quir=17) =Y  P(Qui1=jlQu=k)-P = > P(Qui1=jlQn=1F)- P(Qn=1k)
k=0

k=j—1

hiszen

P(Qn+1:j‘Qn:k):0> hak<j—1
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e UV 1 =0Q,+1—Qni1
e Tehat, ha Q, =k, Qi1 =j akkor v, 1 =k+1—3
b Igy P(Qn+1 :j|Qn:k):P(Vn+1 :k+1_j|Qn:k)

Tehat v,. feltételes eloszlasara lenne sziikség.
A rovidség kedvéért legyen [ = k+1— 5

[L — exp

n n-+1

22. abra. 7

1.eset:
—(j > 1), ekkor a két beérkezés kozott nem ftiriilt ki a rendszer, tehat folyamatos kiszolgalas van. Ekkor ¢
id6 alatt kiszolgalt igények szama pt-paramétert Poisson eloszlast valoszintségi valtozo. Ezért folyamatos
kiszolgalas mellett annak valdszintisége, hogy éppen [ igényt szolgalnak ki — jelolje ezt v;:

Oo(ut)lf
u= [ Uhemar, @

0
(Mivel a beérkezési id6kozok azonos eloszlastuak, a fenti integral értéke nem fligg n-tél.)
2.eset:
— (j = 0), ekkor a két beérkezés kozott kiiiriil a rendszer, (az jonnan érkezd mar iires rendszert talal) .
Legyen
tr=Pn1=k+1Q,=k) =

o0

k+1 k’
= /P(Xl + X9+ +Xk+1 <t dFCn-H // _udech( )
0

;;;;;;

Osszege Gamma-eloszlasu valoszintiségi valtozo, melynek surusegfuggvenye i = . A (1 =t feltétel
mellett tehat ezt kell integralni 0 és t kozott.
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Itt kiaral
(k + 1) darab p — exp Osszege a rendszer

n n—+1

23. abra. 7

Megjegyzés — t, és vy, vy, ... kapcsolatarol!
=1-PX;>2t) - PX1 <t<Xi4+Xo)——PXj+- + X <t <Xy 4+ + Xpi1)

Mivel a P(X; 4+ -+ X; <t < X7+ Xo+ -+ + X; + X;411) mennyiség éppen annak valoszintiségét jelenti,
hogy a [0, ) intervallumon pontosan [ igény szolgéltak ki — folyamatos kiszolgalas mellett, hiszen az (I+1).
igény kiszolgaldsa méar tulnytlik a ¢ id6ponton —, ezért

tl
P(X1+---+Xl<t§X1+X2+---+Xl+Xl+1):(”l—')e‘“t;.

Integralva a fenti Osszefliggés mindkét oldalat ¢ kozos eloszlasfiiggvénye szerint adodik, hogy

tk=1—vg—v; — - — v

Tehat -
P(Qn1 =) = Z Up1—; P(Qn =k), haj>1
k=j—1
P(Qni1 = 0) ZtkP , ha tehat j =0

[rjuk fel a fenti egyenletrendszert matrix alakban! Legyen P,(k) = P(Q,, = k)

to Vo 0

tl V1 Vg
[PnJrl(O) Pn+1(1)7' ] = [Pn(o)apn<1>7 ] t

2 U2 U1
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A fenti matrix az ugynevezett Atmeneti-valoszintiség matrix. Elemei a P(Q,41 = j|Q, = k) mennyis¢-
gek. Fontos, hogy > P(Qn+1 = j|Qn = k) = 1! Tehat ebbdl is adodik, hogy
J

to=1—1wvg, t; =1 — vy — v és igy tovabb...

Stacionarius eloszlas esetén P, 1(k) = P,(k)Vk > 0. Vezessiink be egy 0j jelolést. Legyen
u = P, (k) kozos (n-t6l nem fliggs) érték. Ekkor az egyenletrendszer

[e.9]

U; = Z Vk41—5 UL j Z 1
k=j—1
oo
Ug = Z tkuk
k=0
o
Z ’LLj =1
=0
Ebben az egyenletrendszerben a vy, vy, ... illetve to, 1, ... mennyiségek kozvetleniil kiszamolhatoak a
beérkezési id6kozok segitségével. Ennek alapjan szeretnénk az ug, uq, ... értékeket megkapni. Ezt 6tbbfé-

leképpen is el lehet érni. Jelen szakaszban a Markov-lancok altalanos elméletének néhany fogalma, allitasa
segitségével, a kovetkezd szakaszban komplex fliggvénytani eszkozok felhasznélaval.

Hasznaljuk tehat most a Markov-lancok elméletének néhany alapfogalmat, allitasat. Azt a Markov-
lancot tekintjiik tehat, amelynek atmenetvaldszinitiségmatrixa a fenti. A matrix i-dik sor j-dik eleme adja
meg, hogy egy 1épés soran milyen valoszintiséggel megy at a rendszer az ¢ allapotbdl a j allapotba.

mivel v; > 0,1 > 0, tehat barmely &allapotbdl el6bb-utébb pozitiv valoszintiséggel at tudunk jutni
barmelyik masik allapotba: azaz egyetlen osztaly van. Igy legfeljebb egy stacionarius megoldas létezik!

A stacionéarius eloszléasban szerepld uy valészintiség megkaphaté tigyis, hogy megnézziik, hogy atlagosan
hany lépésenként keriil a k allapotba és vessziik ennek a reciprokéat.

Tovabba, az u;/u, hanyados is értelmezhets az egyes éallapotokba vald visszatérési gyakorisagokkal.
Nevezetesen, ha megnézziik, hogy a k allapotba vald elsd visszatérés elGtt atlagosan hanyszor latogatja
meg a j allapotot, akkor éppen az u;/uy értékét kapjuk.

Tegyiik fel tehat, hogy a k allapotban van a rendszer. j = k + 1 esetére akarjuk az ug.1/uy hanyadost
meghatarozni.

Azaz feltessziik, hogy most a k allapotban van, és nézziik, hogy a kovetkezd olyan idépontig,, amikor
ismét a k allapotban lesz, atlagosan hanyszor volt a k + 1 allapotban?

Tekintstink kiilénbo6z6 eseteket:
— Nullaszor, ha az elsé 1épés nem felfele torténik, mivel felfele csak egyesével mehet ez a Markov-lanc,
hiszen Q11 < @, + 1, tehat ha lefele, vagy vizszintesen kezdett, akkor nem ugorhatja at a k allapotot.
hogy el6bb elérje a k + 1 allapotot, mint k-t. Ennek valoszintsége: (1 —wvp), mivel vy annak valoszintsége,
hogy egyetlen kiszolgalas sem fejezédik be a két beérkezés kozott, tehat pontosan eggyel tobb igényt talal
az ujonnan érkezs.

— Ha j > 1 j-szer megyiink el a k + 1-be, miel6tt ismét visszatérnénk a k allapotba:

Megmutatjuk, hogy ennek v,n'~1(1 — 1) a valészinisége, ahol

n = P(k+1-bdl visszakeriiliink k+1-be, hogy kozben a k-t nem érintettiik).
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Valoban, az elsG 1épés felfelé torténik — amint lattuk — ennek valdszintisége vg. Ekkor egyszer mar érintettiik
a k + 1 allapotot. Még j — 1-szer ott kell jarnunk, miel6tt k-t ismét érintenénk. Ez /1. Ezutan viszont
mar el6bb kell a k allapotba jutnunk, miel6tt ismét k& + 1-be kertilnénk (hiszen pontosan j-szer jarunk
k 4+ 1-ben). Ez egy 1 — n tényez6t ad. Osszesitve tehat valoban vy’ (1 — 7).

Atlagosan tehat

u > = V)
ZZI =0-(1 =)+ ) _joon’ (1 —n) =g <ZW 1(1—77)> =
j=0

j=1 1—mn
Ezért
2 k+1
Vo Vo Vo
Upsr1 = U = Up_ =.=u
k+1 g kl(l_n) 0<1—77)
k
Kell még, hogy > /" ur = 1. Azaz ug ) ;- <%) = 1. Ennek akkor van megoldésa, ha % < 1.
Ekkor uy =1 — 1”_—077,

1 Vo Vo g
up = — .
¥ 1—n 1—n
Hogyan lehet az 1”_—077 értékét meghatéarozni?

A megoldand6 egyenlet:

U; = E Vg41—5UE ] > 1.
k=j—1

Kifejezve u; értékét ug segitségével:

7 0o k
Vg . Vo
uo(l—n> = 2 Uk“_juo(l—n)

k=j—1
Vo _iv (Uo )k_jﬂ_oov(vo )l
— = kt1—j — = ! —
1=mn k=j—1 L=mn 1=0 1=n
Az utolso kifejezés a vg, vy, ... sorozat generatorfiiggvénye!
Legyen tehat
o

Az ad6ddé megoldandé egyenlet:
z = V(z), melynek a gyotke érdekel minket.

V(1) = 1 nem j6, mert tudjuk, hogy 1”70” < 1, tehat az egynél kisebb gyok érdekel minket.
Tudjuk, hogy v; > 0, barmely j > 0 esetén. A j = O-ra hasznalva kapjuk, hogy V(0) > 0, tovabba

adodik, hogy V' szigortian monoton névekvd, szigortan konvex fiiggvény a 0 < z < 1 halmazon. Legyen o
a z = V(z) egyenlet gyoke 0 < o < 1 esetre. (Ha létezik ilyen.)

Ekkor u;;_:l =0 — up = ugo”.

o0 (o]
Zukzl; Zuoak:1—>u0:1—a
k=0

k=0
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Ez itt a derivaltja

ZI-V1>1

Van staciondrius closzlas

Vv - generatofiiggvénye

Vo
1
0
24. abra. ?
vV - generatofliggvénye
Ez itt a derivaltja
Zl -vp< 1
Nincs staciondrius eloszads
—
0 1

25. abra. 7

up = (1 —0)ok, k > 0 Ahogy az abrabol latszik, ehhez arra van sziikség, hogy a V fiiggvény 1 helyen
vett derivéltja nagyobb legyen, mint egy. Masképpen V' (1) = Z;io jv; > 1. Mivel v; annak val6szintiségét
adja meg, hogy folyamatos kiszolgalas mellett két beérkezés kozott éppen j igényt szolgalnak ki, ezért a
> oo lug szorzatGsszeg azt jelenti, hogy folyamatos kiszolgalas esetén mennyi lenne két beérkezés kozott az
atlagosan kiszolgalt igények szama.

A o mennyiség segitségével meghatarozhatjuk a rendszer tobbi, alapvetd jellemzGjét.
Rendszeridé:

Ha a beérkezd igény k igényt taldl, akkor k+1 darab fiiggetlen u-exp Osszege, ami gamma eloszlasu
valoszintiségi valtozo. (Tgiq1(p))
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Strtiségfiiggvény:

k+lzk

k!

I

(1—o0)o = (1 — o)per1=)=

WE

00 k
e =e"1—-o0)u Z (UZ"Z)
k=0 )

i

0

A fenti eloszlas egy (1 — o)p-paramétert exponencialis eloszlas.

Atlagos rendszerids: Ennek varhato értéke, azaz
1
(I—o)u

Atlagos varakozasi id6:
Ha a beérkezs igény k igényt talal, akkor az atlagos varakozési ideje: k/u
Ezért a feltétel nélkiili atlagos varakozéasi idé:

okt 10
2= = T h T T

Zarojelben jegyezziik meg, hogy az M/M/1 rendszer esetére o értéke éppen ﬁ, azaz a szokasos jeloléssel
p. Mivel ezt részletesen nem szamoljuk most ki, ezért valasztottunk mas jelolést.
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13. 13. el6adas - 2013.05.14.

G/M/1 rendszerek targyalasa. — Kicsit méasképpen.
Lattuk, hogy beérkezésekkor az igények szama: Q.1 = @, + 1 — v,4q. Igy tehat Q1 < Q, + 1

Minket ennek a stacionéarius megoldasa érdekel. Ekkor —ahogy lattuk — az alabbi egyenletek teljesiilnek:

P(@Quii=34)= Y, P(@u1=jlQu=kPQ.=k j>1

k=j—1
> P(Quy1 =0|Qu =k)P(Qn=Fk) j=0
k=0
uj = Z Vk1—jup  J 21
k=j—1
u0:Ztkuk tkzl—vo—vl—...—vk
k=0

Vegyiik észre, hogy az utolso Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy ug > 0, hiszen uy = 0 esetén az t; > 0, k
geq0 és up > 0 miatt up = 0,k > 0 adoédna.

Generatorfiiggvényes modszert szeretnénk hasznalni, de a vy juy, szorzatokban az indexek kiilonbsége
marad alland6, midén k valtozik.

Ezért legyen

o0
U(z) = Zujz_j |z] > 1-n konvergens
=0
A fenti kifejezés Laurent-sor és nem hatvanysor!
oo
V(z) = Zvlzl |z| < 1-n konvergens
1=0

Ez mar valodi hatvanysor!

U)V(z) = Zujz_j : Zvlzl =
=0 1=0

o o o0 o
= E 277 E UpVk—j +E 27 E U Ukt
j=1 k=3 §=0 k=1
Uj+1

00 00 00
= E Z_Ju]'_H + E 2! E Uk V45
7=0 k=0

j=1

Vegyiik észre, hogy a masodik sszegben

o
7 =0 E ULVE = Up
k=0

ezért beolvaszthato az els6 Osszegbe.
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U(z)V(z) = Z 2+ Z 2 (Z ukvk+j)

J=0

Szorozzunk végig 2~ !-gyel!

UV (2) =U(z) —uo + Z Z (Z UkUk+j>

U(z) (ViZ) - 1) = —ug + ]ZI 271 (% ukvk+j> |z| < 1-re konvergens

Ugyanis az egyenlet jobb oldaldn 1év6 végtelen 6sszeg a z = 1 helyen éppen:

ZZukvk+j = Zukak+j < (Zuk) (ZUJ) =1—yy<1
j=1 k=0 k=0  j=1 k=0 j=1
Tehat

V(z) =z

z

U(z) véges értéki |z| < 1-n

Itt azonban V(z) — z szintén véges értékd. (Pontosabban mint z szerint komplex valtozos fiiggvény

analitikus.) A nevezs elttinik a z = 0 helyen. Mivel V(z) — z értéke itt éppen vy # 0,ezért ezt csak az U(z)
fiiggvény tudja "kompenzalni". Azaz kell, hogy U(0) = 0 teljesiiljon. Mivel uy # 0 azaz a jobboldal a
z = 0 helyen nem nulla, ezért a nulla egyszeres gyoke lehet csak az U fliggvénynek. z-t kiemelve irhatjuk,

hogy U(z) = 27

Mi lehet aza a "?" ?

Az U figgvény az egységkoron kiviil lesz biztosan véges értékd, az egységkoron beliil esetleg egyes

pontokban "végtelen". (Pontosabban fogalmazva: polusa van.) De ezt akkor a V(z) — z egységkoron

beliili nullhelyei kell, hogy "semlegesitsék".

V(z) — z gyokei az egységkoron, pontosabban |z| < 1-ben hol vannak?

Alkalmazzuk ismét a Rouché-tételt!

Tegyiik fel, hogy ¢ és f analitikus T belsejében és folytonos T lezartjan. Ha
|f(2)| < lg(2)] VzeTl ez T pereme.

akkor f + g és g gyokeinek darabszama T-ben megegyezik.

V(z)—2z=0 |V(2)] <l|z|] |2|=1 kellene

De sajnos z = 1 hely miatt igy nem alkalmazhaté a Rouché-tétel! V(1) = 1.
Vegyiink egy kicsit kisebb r < 1 sugari kort!
Kellene, hogy

lv(2)] <rhal|z| =7

Tekintsiik az alabbi egyenlGtlenségeket:

oo
=0

V() =Y 02| <Y Ju2[ = vr? = o(r)
j =0 j
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A 25. 4bréan (el6z6 eladds) mér szemléltetett dbra szerint, ha V'(1) = 3, lv; > 1, akkor 1-hez kozeli,
de annal kisebb r esetén a V fiiggvény a 45 fokos egyenes alatt halad, tehat ekkor V(r) < r. Igy erre
alkalmazhatd Rouché-tétele. Azaz egyetlen gyoke van a V' (z) — z fiiggvénynek ezen r sugarta koron beliil.
Ezt jelolte éppen o. tehat az U fliggvénynek egyetlen polusa van az egységkoron beliil. Ez éppen o.

Ekkor tehat valamely C' konstans mellett

Uz) = : -C , ahol 0 = V(o) gydke ,0 <o <1

zZ—0

Mivel

U(l)=1 ezért C=1

— 0

Osszegezve tehat, ha V'(1) > 1, akkor:

Uz) = (1—0)—— = (1—0) ! :(1_0)201‘2*3'

z—0 l—0/z
Igy

Mi torténik, ha o'(1) < 17
Itt a mult 6ran is latott (26.4bra) eset all fenn!
Ez az eset is az el6z6h6z hasonld gondolatmenettel kezelhets, de ennek részleteibe nem megyiink bele.

Megjegyzés. Két egymasutani beérkezés kozott atlagosan kiszolgalt igények szama.
(Folyamatos kiszolgalast feltételezve ezt meghataroztuk, ennek kell egynél nagyobbnak lennie. De a valo-
sdgban el6fordulhat, hogy két beérkezés kozott kitiriil a rendszer, tehat nem lesz folyamatos a kiszolgélas.
Most ezt vizsgaljuk meg.)

Emlékezziink vissza, hogy a v jelolte a két beérkezés kozott kiszolgalt igények szaméat. A varhato értéke
meghatarozasara ismét a teljes valoszintiség tételt alkalmazzuk, a @), lehetséges értékei szerint feltételes
valoszintiségeket véve.

E(Wn1) = D> jPWani =5 =Y 5 Y, P =5 |Qu="F P(Qn=k)
j=1 j=1 k=j—1

= D (t“P (@n=3-1)+ Zij@n = k>)

= J ((1—1}0—1)1—...Uj1) (1—J)aj1+Zvj(1—U)ak>

7j=1

8

k=j

Azonban
o

Z(l —0)ot =(1-0)

k=j

J
o .
=gl .

l1—0

Tovabba felbontva az els6 zardjelet és kihasznalva, hogy rogzitett j esetén a j-nél kisebb indext v tagok
szerepelnek, irhatjuk, hogy

E(vpy) = Zj(l — o)’ —w, Zj(l — o)l — Zj(l —0)o’ ™t
j=1 j=1 =2

— Uy Zj(l —o)ol Tt — Zjvjaj
=3 j=1
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Ugyanakkor

— 1 = j / 0! lo'='(1 - o) + o
Z](l—a)aj :(1—0')<ZO') :(1—0)(1_0) = (1_0> :
Jj=l j=l

Behelyettesitve az el6z6 képletbe kapjuk, hogy

1 o o?
E(Vp1) = T—, Y <1+1_0>—U1 <20+1_U)
o3 > ;
—Vg (302—1—1_0)—---—1—2]’1)]-0].
j=1

A negativ elgjelt tagokban v; elsé egytitthatoja (j + 1) 0. Ez Gsszevonhato az utolsd, pozitiv egytitthatos
osszeg tagjaival. Megmarad belSle v;o7. A masodik tagokbol kiemelhetd 7. A megmarad6 rész igy
irhato:

1 > , 0 - ,
E(Vp1) = T —Zvjaj — 1 _UZU]'UJ
=0 =0

kihasznalva a V(o) = 272 vj07 = o Gsszefiiggest.

Talan kicsit rovidebben lehet eljutni a végeredményhez, ha a teljes varhato érték tételét alkalmazzuk.

E(Vny1) = ZE(Vn+1 | Qn=Fk)P(Qn=k) .
k=0

Ha az n. beérkezés k igényt talalt, akkor a kovetkezs beérkezésig kiszolgalt igények szama lehet k& + 1,
ennek esélye tp — ekkor nem folyamatos a kiszolgalas, lehet k ennek esélye vy, lehet & — 1, ennek esélye
vp_1, stb. Ez utobbi esetekben a kiszolgalas folyamatos.

Azaz

M8

FE (I/n+1) = ((k + 1)tk + kv, + (k - 1)’Uk,1 +---F+ v+ OUQ) P (Qn = k)

e
Il
o

M8

[(F+1) (1 —vo— v — - —vg)

B
Il
o

+kvp + (k — Dok + -+ 4+ v1 + O0vg) (1 — 0)0’“

(k+1)(1 — o) — [—vp — 2061 — Vg — - - — (k+ Dvo] (1 — 0)o®
k=0

hE

iy
o
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Figyelembe véve, hogy a mésodik szumma mindegyik elemében szerepel vy, k = 1-t6l szerepel vy, stb.
adodik, hogy

Bne) = (b +1)(1-0)o — Y0y D (k4 1-)(1 - 0)o*
= Z(k +1)(1 - o)o* — Zvjaj Z(k +1—5)(1—0o)o"

A k szerint vett Osszegek értéke — amint fent lattuk — éppen ﬁ A masodik tag esetében is, hiszen a

h = k — j helyettesitéssel latszik, hogy ott is nullatol kell végtelenig 0sszegezni.
Ezért

= _ o _
E(Vn+1)—1_0_ kgovjal_g—l

mivel V(o) = o.

Hivatkozasok

[1] http://hu.wikipedia.org/wiki/Markov-1%C3%A1nc
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