Matematikai médszerek a fizikAban
gyakorlofeladatok, példak
Nagy Marton
2018. majus 22.

Kb. leirom a megoldasokat is. Kérem, hogy NE csak “elolvassuk”, hanem szamolassal kévessiik a megoldasokat!
Meég egyszer: nagyon kérek mindenkit, hogy papirral az asztalon, tollal a kezében olvassa, és kévesse!
A konnyitett ZH-n konnytiiek lesznek; itt leirok nehezebbeket is, hogy gyakorolhassunk!

Ortogonalis koordinatarendszerek

1.) Tekintsiik az z—y stk © > 0, y>0 negyedsikjat (e feladatban a tovabbiakban mindenhol). A koordinatak

Jizikai dimenziéja” méter, m.) Ha a > 0 egy m? dimenzi6ju allandé, akkor az xy=a egyenletet kielégits x, y

koordin&taju pontok egy egyenldszari hiperboldn vannak, melynek aszimptotai az x illetve az y tengely. Legyen

b szintén egy m?) dimenzi6ja allando, akdr pozitiv, akir negativ. Tekintsiik most az olyan pontokat, amelyekre

igaz, hogy y?—22=2b (és ugye x>0, y>0). Ezek a pontok is egy hiperbolan vannak, ami szintén egyenlészari, és

aszimptotal az y=x, illetve az y = —x egyenesek (de csak az x=y aszimptota esik a vizsgélt stknegyedbe.)

e (miel6tt tovabbmennénk:) Rajzoljuk fel az x—y sikot, és néhany (mondjuk 2 db) a>0 értékre rajzoljuk fel az
ry=a egyenletd hiperbolakat, ezek utin pedig két pozitiv b és két negativ b értékre rajzoljuk fel az y%—22=2b
egyenlett hiperbolakat az >0, y>0 tartomanyon!

e Ha tehat adott az a>0 és a bER valés szamok, az x>0, y>0 negyedsikon az ry=a és az y?—1?=2b gorbék
(hiperbolak) pontosan egy (x,y) pontban metszik egymast. Ezért ezen a, b szampart ezen pont gbérbevonalt
koordinatainak tekinthetjik. Fejezziik ki adott a, b esetén az altaluk megadott pont = és y koordinatait, és
hozzuk egyszerd alakra a kapott képleteket!

o Irjuk fel az ivelemnégyzetet, hozzuk egyszerti alakra, és lassuk be, hogy az a =const és a b =const gérbék mindig
ortogonalisan metszik egymast, vagyis az a, b koordinatéakbol 4ll6 gérbevonali koordinatarendszer ortogonalis!
Tanécs: amint lehet, egyszertsitgessiink!

o Irjuk fel a h,, hy, Lamé-féle mennyiségeket, és végiil az €(a), €() egységvektorokat, melyek az a ill. a b vonalakra
merdlegesek, az a, b koordinatak fiiggvényeként!

Az z(a,b) és az y(a, b) fiiggvények kellenek: meg kell oldani az xy=a, y>—x?=2b egyenletrendszert. Tobbféleképpen lehet, pl. egyszeriien

kifejezziik mondjuk y-t a masodikbol, és beirjuk az elsébe, majd megoldjuk az x2-re kapott masodfoka egyenletet:

y= = Z—z—:z:Q:Zb = 42?2 -a?=0 = 2?=-btVa2+b2 = x:\/\/m—b.
Nyilvan a masodfoka egyenlet ,,+7 jelii gyokét kellett valasztani, hiszen va2+b2 pozitiv, és biztosan nagyobb |b]-nél; ezért csak a
47 jellel kapott z2-érték lesz pozitiv. Abbol viszont gySkst vonhatunk, és a pozitivat valasztjuk, mert kikotottiik, hogy ©>0. Az

y-t is kifejezhetjiik, hiszen y = a/z volt. Itt viszont ,kitelez§ észrevenni”, hogy mivel a nevezé v/ Va?2+b% — b, ha v Va2+b2 + b-vel
bévitiink, a nevezében a nagy gydk alatt két tag négyzetének a kiilonbsége, éppen a? lesz, aminek a gytke a, (egyértelmtien, mivel
a>0), majd ezzel egyszerisitiink. Igy tehat tetszetSs alakban kapjuk a képleteket:

= /Va2+b2 —b
y = - *  _ V@212 + b, azaz T a*+b" — b,
Va2 +b% — b y=VVvai+b? +b.

Ez szép egyszeri alak, tényleg y>0, >0 (ez gyors Onellendrzés). Ha b>0, akkor y>z, ha pedig forditva, akkor forditva.
Fel kell irni a ds? = da?4-dy? ivelemnégyzetet, da-et és dy-t ki kell fejezni da-val és db-vel. Ehhez kellenek a %, %, %, %
parcialis derivaltak (ahol pl. a % azt jelenti, hogy tgy derivalunk a szerint, hogy b-t allandonak tartjuk). Konkrétan kiszamolva, és

egyszerlsitgetve (emlékezve, hogy hogyan egyszertsitettiik y kifejezését), az alabbiakat kapjuk, amik mondjuk kb. elég egyszertiek:

dz Va2 +b Oz /VaP4b? b Ay Va2 —b Ay Va2 +b
da  2v/a2+b? ob 2vaZ+b2 da  2vaZ4bp2 ' b 2v/aZ+bZ

Ezutan 6sszerakva, amit 6ssze kell:

Ox Ox VVa2+b? + bd VVa2+b2 — bdb
a—

oy Ay VVaZ+b? — by VVaZ+b? + b

dr = —da+ —db= X dy = —da+ —=db= a+
aa" " " b SN a2 152 Y= 89" o SN 22 1 b2
ebbdl
da? + dv? 1 1 1 1
ds? =da?+dy’ = = ——— = he(a,b)= —=———, hp(a,b) = —=—————, azaz a mostani esetben hg = hys.
Y a2 102 o(a:b) = 77 e M@ = F o

Ko6z0s nevezére hozva, stb. idaig lehet egyszertisiteni. Fontos, hogy kiesett a kereszttag, a dadb szorzatot tartalmazd: tényleg
ortogonalis a koordinatarendszer. A fenti ivelemnégyzetbdl leolvashattuk a Lamé-féle mennyiségekeket is.
Kiszamolva az a(z,y) és a b(z,y) fiiggvény gradienseit (ezek jele t(,), t(5)), majd atirva = és y fiiggvényérsl a, b fiiggvényeivé:

da
oz Yy VaZ+bZ +b
al@,y) =zy = ta) = <g§) = ( ) = < = |t =V2Va?+0b2

8—y T a2+b2 —-b
b
1 ox —x - a?+b% —b
b(z,y) =3 (v'=2%) = tu) = = = = ltwl = V2ve2 +12,
5 ( ) ®) 2 y s (®)



ebbdl a normalt (kétkomponenst, azaz kétdimenzios) egységvektorok:

1 ( \/m+b> 1 (—W)

€ = —F——— e = —_—
(a) 2\/a2+b2 \/ /;GQ"FI)Q b (b) 2\/a2+b2 \/ /a2+b2 +b

2.) Tekintsiik az z—y sik >0, y>0 negyedsikjat (e feladatban mindenhol). Tekintsiik azokat a koroket, amelyek
adtmennek az origén, és kdzéppontjaik valahol az y tengely pozitiv felén vannak: a koézéppont és az origd tavolsaga
legyen egy adott ilyen korre a. (Ezek a korok tehat mind érintik az x tengelyt.) Tekintsiik most azokat a koroket is,
amelyek kbzéppontja az = tengely mentén b tavolsigra van (pozitiv irdnyban) az origotol, és atmennek az origon
(azaz: az origdban érintik az y tengelyt). Két ilyen (egy a-val és egy adott b-vel jellemzett) kor az x>0, y>0
negyedsikon az origén kiviil pontosan egy pontban metszi egymast; az ilyen a-t és b-t tehét ezen pont gorbevonali
koordinatainak tekinthetjiik. Feladatok, mint elgbb:

Rajzoljuk fel ezeket a kor-seregeket!

Irjuk fel el6szor az adott a-ju egyik fajta, ill. az adott b-jii masik fajta kor egyenletét, majd fejezziik ki adott ,
y pont esetén az a és b mennyiségeket, és az x és y koordindtakat is, mint a és b fliggvényeit!

Irjuk fel az ivelemnégyzetet, hozzuk egyszerd alakra, és lassuk be, hogy az a =const és a b =const korék mindig
ortogonalisan metszik egymast.

Irjuk fel a h,, hy, Lamé-féle mennyiségeket, és az €(q), € egységvektorokat az a, b koordinatdk fiiggvényeként!

Most csak az eredményeket irom le. A korsk egyenletei, ezekbdl (egyszerisitve) az atszamitasi képletek a, b-r6l z, y-ra:

22442

2?4 (y—a)’ =a? &  2?+y? =2ay, il o alzy) =5, z(a,b) = F%5a,
2 2 _ 2 24,2 ; ezekbdl 27" 2 2ab
(z—b)* +y b & x4y 2bx. b(z,y) = Zt¥ y(a,b) = P
) 2I k)

A derivaltakat kiszamitjuk, majd felirjuk az ivelemnégyzetet, amibdl itt is kiesik a kereszttag (vagyis: tényleg ortogonalis a koordina-
tarendszer, azaz a kor-seregek merdlegesen metszik egyméast mindenhol), és leolvashatjuk a Lamé-féle mennyiségeket is:

Oz _ 4ab3 dy _ 202 (a2 —b?) Oz _ 2a2(b%—a?) dy _ 4a3b N ds? = da® L dy? =
da  (a2+4b2)2’ da (a2+b2)2 ’ b (a2+b2)2 ’ 0b  (a?4b2)2
Ox ox 2 Oy Oy 2 262 \? 2 202 2 2 22 2a?
= =—da+—-db —da+—=db) =---= d db=, ha(a,b) = ——, hp(a,b) = ——
(8(1 at ob > * (aa at ob ) <a2+b2) ot (a2+b2) azaz  ha(a,b) a2+b? v(a) a2+b?
Az a és b mennyiségek gradiensvektorai, azok normadi, illetve ezekbdl a normalt egységvektorok:
z a
ga v 3 a2 452 1 [ 2ab
tw=\oa ] = |1 (_22) || ?=a?| = PFal=—7z = =5 e o)
Oy 2 y? 267
b 2 232
¢ oz % (1—%) a2a2b L e a2+b2 _ 1 a2—b2
= = = = e = ——F .
(®) b y b (b) 242 (@)= 242 \ 2ap
9y T a

Fourier-transzformaciok, sorok
1.) Szamitsuk ki a kovetkezs f(z) fliggvények Fourier-transzformaltjat (az « valtozoban)!

T 1 1
f(x):xz_H? f(:v):m, f(w):m7

T x2 1
f(x)ZxTH7 f(x)zm, f(x):m.

Vilasz: Most a Fourier-transzformaciot ugy definidlom, hogy f(w) = i ffooo dz f(x)e~ ™. A kijelslt feladatoknal mindnél ugyantgy
kell eljarni: felirni az e~ *“*-szel szorzott f(zx) integraljat —oo-t6l oo-ig, ezt pedig a reziduumtétellel kiszamitani. Meg kell keresni
a nevezdk polusait, és attol fliggben, hogy w > 0 vagy w < 0, a komplex = sikon az als6 vagy a felsé félsikon vett nagy korrel kell
bezarni a konturt. Vigyazat: a reziduumtételben pozitiv koriiljaras esetére igaz a képlet, negativ koriiljarasnal —1-es szorz6 van! A
végén egységesen le lehet irni az w > 0 és w < 0 eseteket. Vigyazzunk az abszolutértékekkel! Az e® = cosz + isin z képletet teljesen
rutinszertien ki-be frogatom idénként. A végeredmények:

f(z) = x%ﬂ = flw) = %e*“*". (Itt + az el6jel, ha w>0, és —, ha w<0.)
f@) = s S Fw) = e lei,

@) = = = fw) = 21@6*% (sin% +%)

@)= 5 N f(w);%’g%m%.

f(@) = xf—; ~ fw) = 2;55% ( % _sin %) .

flz) = x%&-l =  flw)= % {e_l“’ +€7% |:cos <\2§w> +V/3sin <§w>:| } .



Varidciészamitas: itt a legbonyolultabb nem is mindig az, hogy konkrétan felirjuk az egyenletet, hanem, hogy
s,megtalaljuk”, hogy mit is akarunk kiszamolni. Segitséget is adok majd, a ZH-ban ennél tobbet is, mint most.

1.) Egy mg tomegi tirhajoban a benne mtkods fuzios reaktor a rendelkezésre all6 tizemanyagbol Ey energiat tud
elgallitani, amit arra fordithatunk, hogy az My —mg témegi hajtéanyagot az tirhajohoz képest gyorsitjuk (kilgjiik),
igy haJtJuk az tirhajonkat. (Tehat My az eredeti, tirhajo-+hajtéanyag menetkész tomege.) Mi valaszthatjuk meg,
hogy mikor (azaz a még meglévs E energia fliggvényében) milyen sebességgel 16jiik ki a hajtéanyagot; a feladat,
hogy a lehetd legnagyobb végsebessége legyen az mg témeg( tirhajonknak!
Vilasz: A hajtas soran fogy a maradék energia, Eo-tol 0-ig, és fogy az {irhajo tomege is, Mo-t6l mo-ig. Gondoljuk elGszor végig:
ha pl. az lizemanyag fogyasa soran mindig egyenletes sebességgel 16jiik ki a hajtéanyagot, akkor elériink valami végsebességet, de
jobban megéri valoszintileg, ha eleinte t6bb anyagot kiloviink kisebb sebességre gyorsitva azt (hogy mar kevés energia elfogyasztasaval
is gyorsabban lecs6kkenjen az tirhajo OssztOmege, és a végén mar csak ezt a kisebb Ossztomeget kelljen tovabb gyorsitani). Valoszintleg
van tehat egy optimalis M (E) fiiggvény: az ut elejen M (E=FEy) = My, a végén pedig M (E=0) = mgo. Meg kéne ezt talalni.

Ha dE-t csOkken az energia, akkor az Girhaj6 tomege dM = dM T dE-t csokken, és ezt a dM tOmeget tudjuk tehat dE energidval
felgyorsitani. Mekkora v sebességre? Nyilvan (ugye, nyilvan?!) v = W/W sebességre, azaz a kil6tt impulzus dp = V2 - dM - dE, tehat

az tirhajo sebességndvekménye: dU = ﬁdp = ﬁ\/QdE dM = ﬁ,/Q%dE. Az Gsszes sebességnovekedés tehat U = fM aM 4 dU =
5 [dr
Jo © dE Y555 . Fixaltuk tehat a problémat: keressiik azt az M (E) fiiggvényt, amire:

o dE 5 dM(E)

M(E) =? i —
(E) =7, amire o (B 7B

=max., gy, hogy M(0)=mo, M(Ep)= Mo.

Innent6l tehat egyszerti Lagrange-féle varidcioszamitéasi probléménk van: az ismeretlen fiiggvény M (E), derivaltjat most % = M'(E)
modon jel6lve, beazonosithatjuk a Lagrange-fliggvényt:

L(M, M) = V2M' N d ( oL ) oL N d 1 1 2dM
) - e = — e —— = TYYIENY) —_—.
M dE \ oM’ oM dE M(E) /2% [M(E)] dE

Az M(FE) fiiggvényre vonatkozo6 ezen differencialegyenlet megoldasa adja a probléma megoldasat.

kokok

Ezen egyenlet felirasaig tartott a feladat ,varidcioszamitasos része”; aki akarja, meg is oldhatja ezt az egyenletet, nem olyan nagyon
nehéz; az adodik, hogy a gorbealak, és az elérhet6 max. U sebesség:

2M’ M , , 1\’
2M? =M"'M = = = (M?)' =WM) = M=KM> = (=) +K=0 =
M M M
L kg - 1 :L,<L,L)£ L My — — Momo
M(E) M(E) mo mo Mo ) Eo My — (Mo mo) Bq

Ko6zben beazonositottuk az elGkeriilt C, K 4llandbkat, hogy a kezdd— és a végfeltételhez illeszkedjen a megoldas. A max. sebesség:

gm0 48 T [falom)
M(E) dE Momo

Megjegyzés: ha pl. ugy gyorsitottunk volna, hogy allandé a kil6tt hajtoanyag sebessége, akkor ez az M (E) = Mo — (1 - —) (Mo—mgo)
fiiggvénynek felelne meg (minden dM ugyanannyi dE energiat kap), és a végsebesség (kiszamolva) csak U = Milfgno In %—8 lett volna,

amir6l meggy6zGdhetiink, hogy kevesebb, mint amit legjobb esetnek kaptunk. Sokat lehet még ezt a feladatot diszkutalni...



