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Eloszo

Ezt a tételkidolgozast a 2020 BSc hallgatdi készitették kozosen, egy embertprobald vizsga-
idOszak soran. Eppen ezért par tétel hidnyos/elkapkodott, igy ez a kidolgozds meg sem prébélja
az eloadédsokat illetve a sajat jegyzetet potolni, tovabba mindenki sajat felelosségre hasznélja ezt
az iromanyt. Fontos megjegyezni, hogy a vizsgan altaldban nincsenek ezek a tételek elvalaszta.
Példa: Ha az ortogondlis gorbevonalu koordinatarendszereket huzza valaki, akkor tovabbra is
a tétel része az ivelemnégyzet, a metrikus tenzor, stb.

A legtobb tétel végén fel van tiintetve ki irta, igy tudni lehet, kit kell hibaztatni bukaskor.

Sok szerencsét a vizsgan!
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1. Gauss-integralok

A Gauss gorbével vagy haranggorbével modellezhetd jelenségek, eloszlasok mind a matema-
tikaban mind a fizikaban nagyon gyakoriak,ebbdl kifolyélag fontosak ezen fliggvények integréljai
is. Legegyszer(ibb ilyen alaku fiiggvény az e~ fiiggvény, ezért a Gauss integralok vizsgéalatét
célszerti ennek az integralasaval kezdeni. Ezen fiiggvényeket két tetszoleges hatar kozott nem
lehet zart alakban kiintegralni, illetve hatarozatlan integrélassal a primitiv fiiggvény sem ke-
reshet6 meg analitikus alakban. Az integréalast itt dltalaban 0 és +o0 vagy —oo illetve —oo és
+o00 kozott szokas végezni. Vizsgaljuk tehat a kovetkezd problémat:

I—/ e dx

Ennek megoldasa sordn alkalmazni kell bizonyos triikkoket és transzforméciokat, ezt nem kom-
mentialom, mindenki latja ugyis.
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Egy behelyettesités utan tovabb addodik:

Tehat: -
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A fentiekkel analég médon vezethetoek le a kovetkezd Osszefliggések:
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Utobbi kifejezést a valdszinliségszamitasban gyakran szokas egyre normaélva hasznélni, ekkor
csak egy ﬁ szorzOt kap az integrandus. Az ’a’ itt egyébként a félérték szélesség, masodik
derivélt zérushelyeinek meghatarozasaval lathaté, hogy + /-a helyeken vannak az inflexiés pon-
tok, itt a fliggvényérték kb \/%

Gauss integralokkal foglalkozhatunk tobb dimenziéban is, ekkor egyszerii esetekben az integralt
valtozonként szétbontjuk integralok szorzatara és ezeket integraljuk. Bonyolultabb eset mikor
a kitevében egy kvadratikus alak, egy mésodrend®i (hiper)feliilet vagy gorbe egyenlete van.
Ekkor az integral eredménye a kovetkezé modon szamolhaté ki:
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Ennek a levezetése egyszerti, egy fotengelytranszforméacié utan a kitevében mar latszik is az
eredmény. Itt mivel descartes-féle rendszerbol descartes-félébe transzformélunk, a Jacobi deter-
mindns 1. Ez csak akkor miikodik, ha az A métrix pozitiv definit, kiilonben az exponencidlisok




elszallnak. Bonyolultabb eset, ha a kitevében els6foku tagok is vannak, ez altalanosan a kovet-
kezOoképpen néz ki:

e—xAz-i—bl "
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Ezt az atalakitast ugy tettilk meg, hogy kihasznaltuk, hogy A matrix pozitiv definit és szim-
metrikus, mely miatt xTAac atirhato xTC Cx alakba, ahol C métrix A-nak az a gyoke amelyik

)
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pozitiv definit, és bevezetjuk Cr=y valamint bx=b'B' Cx = 2py jeloléseket, itt B matrix C

matrixnak az inverze. Az pedig a Jacobi determindnsa ennek a transzforméciénak. Ezutén

\ /d tA
a kitevben 16v6 kifejezést teljesn négyzetté alakitva, majd a kiilon véltozok szerinti integraldst
elvégezve eredményként adodik:
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Fontosak a kovetkezo alaku integrélok is:
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Ezt parcidlisan integralva a kovetkezd rekurzids formara jutunk:

n—1
2

In = In—2
Kihasznalva a mar korabban megkapott integralokat, hogy a rekurzids sorozat elsé par tagjat
megadjuk, a paros indextii tagok a kovetkezo képlettel adhatéak meg:
— 1\

I — (2n2n i =
Generator fiiggvény modszer: n dimenzios esetben hasznédlhaté modszer, akkor jon jol, ha
a fliggvény tobbvaltozos és kiilonbozo véltozok kiillonbozo hatvanyaival van megszorozva az
n dimenziés Gauss fliggvény, melynek kitevdjében csak masodfokd tagok vannak. Ebben az
esetben az exponencidlis fliggvény kitevojébe irunk egy +bx tagot, az elol 1évo szorzotényezoket
pedig elhagyjuk. Ennek az az értelme, hogy ezt a fiiggvényt a b vektor azon komponensei
szerint derivédlva, amik azokhoz a valtozdkhoz tartoznak a kitevében amik szorzoként felléptek
az eredeti fliggvényben, és annyiadik derivaltat véve ahanyadik hatvanyon a szorzat volt éppen
az eredeti fiiggvényt kapjuk vissza. Viszonyt mivel arra az alakra hozzuk igy, amikor a kitevoben
—x Az + bx van a generatorfliggvényben, ennek integraljat pedig mar levezettiik, a problémat
meg tudjuk oldani. Mivel nem vagyunk matematikusok az integral és differencidloperstort
felcserélhetjiik, ekkor integralas utan a korabban kapott:

\/detA

fiiggvény adodik, aminek a derivaltjait véve, majd b-t nullaval egyenlové téve a keresett integralt
kapjuk.
Bene Robert



2. Fazisaramlasok. Kétvaltozos fazisaramlasok fixpontja-
inak tipusai

A témahoz kapcsolédo el6adasok:
1. eloadas 2. eloadds

Az evoliciés rendszerek megmutatjak egy adott fizikai rendszer valtozasat az idoben. A
rendszernek az allapotdt meghatarozzédk valamilyen jellemzok. FEzekbdl a jellemzokbol lehet
alkotni egy vektort (x), melynek komponensei id6fiiggéek. Az idé folytonosan telik, ekkor az x

vektornak vehetjiik az id6 szerinti derivaltjat: —. Ha a rendszer in. autondém, azaz nincsen

kiils6 rdhatds, csak a belsé dinamika iranyitja a viselkedést. Ekkor a fejlodést a pillanatnyi
allapot hatarozza meg:

Pt

= F (x (1)
Ahol az F egy fiiggvénye az x komponenseinek (ebbél kdvetkezéen egy ugyanannyi komponensti
vektor, mint az x vektor ). fgy kaptunk egy kozonséges homogén differencialegyenlet-rendszert.

Legyen x-nek N darab komponense, és ha megadunk egy kezdeti értéket, hogy x (t = to) = o,
akkor egy N dimenziés térben tudjuk abrazolni a rendszer fejlédését. Ekkor az x vekto-
rok egy gorbén futnak végig (melyet természetesen az F fiiggvény hatdroz meg). Ezeket a
gorbéket nevezziik fdzistrajektorianak, és azt az N dimenziés teret, amiben a rendszer adatait
felirtuk fdzistérnek hivjuk. A fazistrajektoridk nem metszhetik egymast, kiilonben nem lenne
egyértelmii a rendszer fejlodése.

= |chetseges utai a rendszernek

1. abra. FEgy rendszer lehetséges fejlédései, mindegyik vonal egy dllapotvdltozdst jelent. Meguvaldsuldsuk a
kezddfeltételektdl figg.

Miel6tt ratériink a két dimenziés rendszerek vizsgalatara, tekintstink meg egy egy szabadsagi
fokd evolicids rendszert. Ekkor az x(t) vektorbdl x(t) lesz. Felirhatjuk:

dx
=ty (1)

AT} egyenlet egy szétvalaszthatd véltozoju differencidlegyenlet, amelyet dtalakitva megkapjuk:
dx dt — / T dx t—t
e _— — 1o
f(x) %o £(x)

T odx
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https://www.youtube.com/watch?v=YCMYci9ZRiE&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=1
https://www.youtube.com/watch?v=WpgDALaZOuw&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=2

A rendszer id6beli transzldciéra invaridns (id6ben eltolhatd), éppen ezért a ty integracios allando
csak az id6beli invarianciat fejezi ki.

dx
Nézziik meg egy specidlis esetet, mikor T c-x

t
%:c-xﬁ/%:/Cdt———>x(t):ec(t_t°) (2)
Egy két dimezids esetre példa:
X ) )
%%zm%w

Ilyenkor, mikor tobb véltozonk van felirhatjuk matrixos alakban is a differencial-egyenletrendszert,
ha linedrisak a kapcsolatok. Ekkor a valtozokbdl egy n komponensti oszlopvektor lesz (dim =

n esetén), ebbdl kovetkezben a derivaltak és valtozok kozti kapesolat egy n x n matrix lesz.

Az 6rakon leginkabb 2 dimeziés probléméakkal foglalkoztunk, igy a kovetkezéekben a téma ki-
fejtéséhez is 2 dimezids eseteket fogunk vizsgalni.

Ha van egy differencial-egyenletrendszer, ami felirhaté ilyen forméban:
d T a1 a12> <QZ’)
— — 4
dt (y) <Cl21 az2 ) \Y 4)
Akkor a megoldést kereshetjik a kovektezo alakban:
(fﬂ(t)> _ ((GA)H (GA)lz) , <$0>
y(t) (eé)m (eé)m Yo

Az eredeti A matrixnak vannak sajatvektorai(u™; u?), melyek bazist alkotnak, ekkor a r(t) =

(x(t)) felirhatd azon a bazison:
y(t)

(1) = a(t)u') + B(t)u® (5)

1=

Ekkor a fazisaramlasok tobb féle képet vehetnek fel a sajatértékektol fliggden:

e M)y > 0és A\ > 0, akkor a centrum taszito; abra: )
e M)y > 0és \, <0, akkor a centrum vonzzd; abra: (2bl)
e A\ = )y esetén a fazisdramldsok linedrisan mennek befelé. ; dbra: (2d)

e )\ \; < 0 esetben attraktor és repellor gorbéink lesznek, melyeken hiperbolikus fixpontok

lesznek; abra: és
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\‘& \\)\ ‘)) (c) Ha a sajatértékek

® egyenl6ek akkor szép egyene-
/f/ ﬁ\/ sen mennek ki a centrumbél.
/7 Persze, ez egy nagyon spe-

cialis eset, a valésdgban nem

(a) A centrum taszitd, az nagyon fordul elé teljesen
aramléasok tole elfele mennek... (b) A centrum vonzd egyenl6 sajatérték.

2. abra. A kiilonbozé esetek. A fazisramlasok alakja és viselkedése a sajatértékektdl fiigg.

N

3. abra. A fazisaramlés alakja egy hiperboldhoz hasonlit, vagy kontrétan az. Ha pldaul a két

sajatérék -2 és 1, akkor az dramlds az y = — fliggvény szerii alakot olt.
x

'J repellor
attraktor
\ |

4. abra. A hiperbolikus esetben megkiilonboztetiink attraktor és repellor gorbéket. Az attraktor
gorbe nevébol is kiolvashatéan vonzza az aramlasokat, mig a repellor taszitja.
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5. dbra. Ha komplexek a sajatértékek akkor egy ellipszist hoznak létre. Ennek is harom
féle esete van. Egyik, mikor az ellipszisek bezarodnak, a maésik két esetben viszont ki- vagy
bespiraloznak a fixpontba. (Ennek specidlis esete a kor...). A fenti dbranak jobb oldaldn az
lathaté, hogy bespirdloznak. Erdekes megfigyelni, hogy barmely két spirdl vagy ellipszis kozé
mindig befér még egy, és a rendszer fejlodése a kezdofeltételektdl fligg, hogy melyik trajektorian
fog végighaladni.

AL
———

6. dbra. A sajatértékek koziil az egyik nulla eset. Ilyen a valésigban nem nagyon fordul eld,
valosziniibb, hogy csak nagyon kicsi. Ilyen esetkeben csak nagyon megkozeliti a nulla esetet |
ezt jelzik a kék vonalak.



e )\ vagy A\ egyenld nullaval; dbra: @
e A sajatértékek komplexek; abra:

Természetesen nem csak linedris diffegyenlet rendszerek vannak, hanem &ltaldanosan kedvtdl,
kialvatlansagtdl és mazochizmustdl fliggden barmilyen ortopéd problémék kitalalhatdak, vagy
felfedezhetéek a természetben.

Altaldnosan a diffegyenlet rendszerben tobb fixpont van, ahol a derivaltak nulldk.

= f(z,y) = dx = f(x,y)dt (8)

=gz, y) = dy = g(x,y)dt
Ekkor egy adott pontban a fiiggvény meredeksége:

dy _ g(z,y)
dx  f(z,9)

Ezt a h(x,y) mez6t nevezziik a diffegyneletrendszer irdanymezejének, ami minden pontban meg-
adja a gorbe iranyat.

Ebben a mez6ében az érdekességek a fixpontok koril vannak, mert mashol koézel parhuzamosnak
tekinthet6ek megfeleléen hatalmas nagyitassal az iranyok.

= h(z,y) (9)

= f(z,y) = dx = f(x, y)dt (10)

¥ =g(z,y) = dy = g(x,y)dt
flz,y) =g(x,y) =0=2x =120 y=1yo lesza fixpont

Ekkor a fixpontok koriil nézziik meg lesz, ha kicsit arréb megyiink.
r=z+&=i=E§= f(mo+&y0+0)

y=vyo+n=y=1=g(@+&yo+n)
Fejtsiik sorba a fentebb megkapottakat:

0 0
fovt&mrn =fw+ (51) e (5) - (1)

= f(zo,%) +a& + Bn = a + OBy

A fenti g-re ugyanugy eljatszhaté, és mivel g és f is az xg;yo helyeken nullat vesz fel, igy a

kovekkezot kapjuk:
d (&) _ (a BY (&
dt (?7) - <’V 5) <77) 2

Tehat lathatoan nagyon tigyesen visszavezettiik a bonyolultabb eseteinket is a fentebb targyalt
egyszeriibbekre. Minden fixpontnal a sorbafejtés, és a koriilvizsgalédas miikodik, és megallapithato
vele a fixpont kiléte és a koriilotte 1évo fazisaramlas viselkedése.

Vannak esetek amikor az eliptikus esetek és a valds sajatrétékiiek egyszerre fordulnak eld,
ekkor lesz egy gorbe, ami elvalasztja a magukba zardédoakat a végtelenbe elfutéaktdl, ez lesz a
szeparatrix: ([7)

Csak szemléltetésnek, egy szép, oran felrajzolt fazisaramlas: Abra @)

Megjegyzések

A képek az orai jegyzeteimbol késziiltek, elnézést hogy a szép plotok helyett ilyenek vannak.
Sok sikert a vizsgahoz!

Tibiassy Adalbert
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7. abra. A szeparatrix vorossel van jelolve az abran. A két kiilonféle szinnel jelzett tar-
tomanyokat valasztja el egymastél. A zold belsd, lathatoan spirdlis részt a kiils6tol. Ehhez

hasonlé fazisaramlasi képpel jellemezhet6 az inga is ha egy bizonyos erdvel meglokjiik, akkor a
kilengés olyan nagy lesz, hogy nem fog visszalengeni, ekkor kilép a belsé elliptikus rsézrol.
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8. dbra. Egy szép fazisaramlas:)



3. Tobbvaltozods fuggvények szélsoértékei

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
3. _eloadas

Az egyviéltozos fliggvények szélséértékeinek derivaltak segitségével torténd meghatarozasat
mindenki tanulta kozépiskolaban, ezt a moédszert altalanositva barmilyen n szamu valtozoval
rendelkez6 fliggvény szélséértékeit is meghatarozhatjuk.

Miel6tt hozzalatunk, be kell vezetniink néhany fogalmat. Egy métrixot pozitiv definitnek
neveziink, ha minden sajatértéke pozitiv, és negativ definitnek ha minden sajatértéke negativ.
Emellett megkiilonboztethetliink még pozitiv és negativ szemidefinit matrixokat is, ezek annyi-
ban kiilonboznek a korabbiaktol, hogy a sajatértékeik kozott van nulla is. Az olyan matrixokat
amiknek pozitiv és negativ sajatértékei is vannak indefinitnek nevezziik.

Vegyiink egy r, n dimenzids helyvektort, és egy ®(r) n dimenziés vektortérben értelmezett
fliggvényt, és hatarozzuk meg a ¢ fiiggvény szélsoértékeit!

A fiiggvénynek akkor lesz potencidlis széls6értéke az ry pontban, ha barmely valtozé szerinti
els6 derivaltja nulla. Az az a potencialis széls6értékhelyek azok, amikre teljesiil, hogy:

Vo(r) =0

Ahogy egyvaltozés fliggvényeknél is tapasztaltuk, ez csak sziikséges, de nem elégséges feltétel,
a fliggvény masodik derivaltjat is meg kell vizsgalnunk, a tobb valtozd miatt viszont ez itt
nem egy fiiggvény lesz, hanem egy matrix. Jeloljiikk a masodik derivaltak matrixat A-val, az A
méatrix elemei indexesen felirva: Ay, = 0,0, P(r)

Az egyvaltozés esethez hasonléan akkor lesz a fliggvénynek maximuma egy pontban ha a

masodik derivéltja negativ, vagyis A negativ definit. Minimuma pedig, akkor lesz ha A pozitiv
definit.

Ennek a vizualizdldsahoz irjuk fel a fiiggvény Taylor-sorat az ro pont koriil, kis a eltérésekre
az elso két derivaltig:

1
CI)(zO + Q) ~ (I)(fo) + akq)(fo) -ap + gakﬁlcb(fo)akal

Ha ry potencidlis szélséérték pont, akkor V@(rg) = 0, vagyis 0,®(ro) = 0 minden k-ra. lgy ez
a tag kiesik a Taylor sorbdl és azt kapjuk, hogy:

1 1
(I)(fo +a) = q)(fo) + Eakalq)(fo)akal = q’(fo) + §Akzlakal

frjuk diagonalis alakban az A maétrixot(a féatléban a sajatértékeivel), akkor lathatjuk hogy a
masodik tag minden k nem egyenlé l-re nulla. Igy a képletet atirhatjuk az alabbi formara:

1
P(ry+a) = P(ry) + §Akk(akz>2
Ebben a formaban mar lathat6, hogy ha A pozitiv definit, akkor minden Agx > 0, igy
barmilyen a irdnyba mozdulunk el, a fiiggvény értéke noni fog, vagyis r, minimum pont. Ehhez
hasonléan ha A negativ definit, akkor pedig maximum van.
Ha az A matrix szemidefinit vagy indefinit, akkor érdekes alakzatok tudnak kialakulni, 6ran az

ilyen esetek koziil a kétvéltozos fliggvényeknél vizsgaltuk a véalyu és a nyeregpontokat.

11


https://www.youtube.com/watch?v=MVYki9doP8U&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=3

9. abra. 2 wdltozés fiigguény vdlyipontja

10. dbra. 2 wdltozds fiigguény nyeregpontja

Loned s resf‘f—w! 3=P(>‘)='i’i§.
4 i
‘1[‘"___—_*
A X . NF
- X’ 7“ (&/W ket

11. abra. A linedris regresszio

12



Linearis regresszio:

A tobbvaltozds fliggvények szélsoértékének egyik leggyakoribb fizikai felhasznaldsa a linearis
regresszional torténik. Itt egy mérés adatpontjaira illesztiink egyenest, gy, hogy a pontok
egyenestol vett tavolsagnégyzeteinek oOsszegére felirunk egy tobbvaltozds fiiggvényt, és ennek a
minimumat meghatarozva kapjuk a legjobban illeszked6 egyenest.

Karacsonyi Maté

13



4. Feltételes szélsoérték-problémak

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
3. eloadas /4. eloadads

Adott z = ®(x,y) kétvéltozos fliggvény. Példaul a hegy szintvonalai. Adott egy turistatt a
hegyen, amelyrdl tilos letérni. Kérdés: hol lesziink a tura soran a legmagasabban?

Feltétel megaddsa altaldban: implicit egyenlet (nincs kifejezve az egyik véltozé a masikbdl).
PL g(z,y)! =0

Alkalmazdsai: gazdasag (profit szdmolasa), fizika

Megoldasi stratégiak:

e Oldjuk meg az egyenletet valamilyen y-ra.

Ez nagyon ritkdn szokott sikertilni, esetleg grafikusan oldhaté meg.

Ennek keresem a maximumat:
B 0P 0P dy B obd 09

ar  d
4 ) =
+ ” f'(x)! =0

F’(x)—%—Eq’(%y—f(il?))—%Jra—ydx— o

Visszavezettiik a problémat az egyvaltozos fiiggvények differencialasara.
e Milyen jé lenne, ha ki tudnam fejezni.

Keresem ®(x,y) szélséértékét, feltétel: g(z,y)! = 0.

Tegyiik fel, hogy y = f(x) sikeriil kifejezni. Mennyi f(x) derivaltja?

Triikkk: g(y,x) = c skaldarmez6ként tekintiink rd. Ezek a konstans szintvonalak, az egyik a
nullas szintvonal, amit kerestink. Menjiink kicsit odébb egy adott x,y pontbél. Hogy valtozik
ag?

0g =Vgx*or= @Ax—l—@Ay! =0
ox dy

A g(x,y) mindig legyen nulla, tehat a megvéltozasa is legyen 0. Tehdt mindig az adott gorbe
érintoje mentén mozdulok el.

/ dy Ay gg
=2 =< =_92 _f

Keresem a F(x) = ®(z,y = f(z)) figgvény szélséértékét:

00 g
dzr i
9 0299 _ 0% 9g ‘8_4> 99
F/<x):a_q)+a_q) /(x):a_q)+a_q)(_i):8x6y 8y6y: g 89':0
or Oy dr Oy % 99 9
dy 9y Oy
o0 0y
‘3_% % = D(x,y)! =0
dg Jdg
g(r,y) =0

Ebbdl a két egyenletbol meghatérozhato x és y.
Lagrange-féle multiplikator Atalakitas tobb valtozora, nem rontja el a szimmetriat. Adott
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https://www.youtube.com/watch?v=MVYki9doP8U&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=3
https://www.youtube.com/watch?v=zk4U8GCwljM&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=4

C = f(x,y) célfiggvény, aminek keresem a széls6érétkét és K = g(z,y)! = 0 kényszerfeltétel.
Vezessiink be egy 1j paramétert: A. Vezessiink be egy 1j, haromvéltozds fiiggvényt: G(x,y, ) =
Flx,y)+Ag(x,y). Ha teljesiil a kényszer, nem valtozik semmi. Allités: G szélséértékprobléméja
kényszer nélkill ugyanarra az egyenletrendszerre vezet, mint az eredeti probléma.

oG 8f 89‘ B
dr Oz )\%‘ =0
oG 8f 8g' _0
8y 835 8y
oG
= | —
oy = @yt =0

Ebbol a harom egyenletbdl x,y,A meghatarozhaté.

3 valtozd, 2 kényszer Adott C' = f(x,y,z) és két kényszerfeltétel: K; = g(z,y,2) = 0,
Ky = h(z,y, 2).

Hagyomanyos modon: Fel kéne 1rni az x-ek szerinti derivaltakat, dy-t és dz-t kifejezni dx-ekkel.
Ezt az egyenletrenszert kell megoldani:

(8 B)()-- @)=

Ezutan invertalni kell a matrixot, majd megoldani az egyenleteket, ami nem olyan egyszerti,
elméletben lehetséges.

Lagrange-mddszerrel: Bevezetjik A-t és p-t (mindig annyi multiplikator, ahdny kényszer).

Ot valtozos fiiggvény bevezetése:

G(x,y,z,\, ) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(z,y, 2)

Az 6t megoldandé egyenlet:

oG _of |0y on
or Oz oy How

oG  Of dg oh
T Y\ o
oy Oy + oy + M@y

oG _of 0y, o
0z 0z 0z az
oG
N =g(z,y, 2)
oG
a_'u—h(xvyaz)

Elméletben megoldhaté.

n valtozd, 2 kényszer A figgvény: f(x;...x,), a kényszerfeltételek (ebbél is lehet tobb):

g(x1...2) és h(xy...xp,).
G=f+Ag+ph

n+2 darab egyenlet:

dg oh
pum A pu—
a.CEk al’k + al’k +M8.Tk 0

15



oG

oG
a—u—h—o

1 és A kiszamitasa, linearis egyenletrendszerbol:

99 Oh '\ sy of

or1 Oz — | o=

D9 oh ( ) i

8w2 (9:132 ,U a1‘2
M-t és u-t visszahelyettesitve megoldhatjuk az egyenleteket.
Karnitscher Trixi
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5. Funkcionalok széls6értéke. Variaciés probléma

A képek kozé felteszem a papiron kidolgozott véaltozatat, ha nem olvashaté irjatok és probalok
idot szakitani hogy atirjam Latexba. Bene Roébert
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6. A variacios feladat Euler-Lagrange differencialegyenletei
A probléma:

e Keressiik f(r) fliggvényt

e Lagrange-fuggvény: L(f, f', x)

e Ennek integrélja adja f funkcionaljat: C[f] = f;f L(f, f,x)dx

o Hatarfeltételek: f(z1) = f1 és f(x2) = fo

Altaldnositési lehet6ségek:

o [ Lz, f f' f", f",...)dz = C[f] (A fizikdban nem fordulnak el§ elsénél magasabb rendi
derivéltak a Lagrange-fliggvényben, ezért ezzel az altaklanositassal nem éliink.)

o [L(f(x),g(x),h(x),...)dz =C[f,g,h,...] (A kés6bbickben ezzel fogunk dolgozni.)

°f£( )01 0 Of

a '3y’ 02 ,y,>d3£=0[f]

Valtoztassuk meg a keresett f,(z) fliggvényeket egy kicsiny 6 f, = € n,(x)-szel. Jegyezziik

meg, hogy a € {1,2,...,n}, valamint n,(z1) = n4(x2) = 0.
A funkciondl értéke ezen a varialt fiiggvényen:

Clf +en) = / CL(fula) + & male), £1(x) + & r (), 2) do ~
T2 " 9L " 0L
%/ (L<fa’f;’x)+za_fa€ 77a+zaf,

! ) dx
Az utolsé 1épés sordn Taylor-sorfejtést végeztiink.
Vegyiik észre, hogy ff L(f., fi,x) = C[f.], igy a funkciondl értékének valtozasa a fiiggvény
varidlasa hatasara:

0C =C[f +emn,) — _82/ (afna gﬁn;)dx

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

oL OL

Qa(f’fljx):af éS Pa(f7f/’x):8f/

fgy az el6zo:

0C =¢ Z/ (Qana + Paﬁlz)

Hasznéljuk fol a P,n!, = (Pyna)" — Pin, Osszefiiggést:

50—62/ (Qana + (Pana) — Pl dm—sz Mol +5Z/ Qo — P)nedz
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To __
xl_O’

Mivel kikotottiik, hogy az n,(x) fiiggvény 1 és x5 helyen 0 értéket vesz fol, ezért [Pyn,]
igy:

6C = 62/ (Qq — P))ndx

A variaciés feladat sordn olyan f(z) fliggvényt keresiink, melyre a meghatarozott funkci-
ondlnak széls6értéke van, tehat §C' = 0 minden 7,(x)-re. Ez csak akkor lehetséges, ha:

Qa_Pz;:O
Qa:P;
oL d oL
of,  dzof;

Ezek az Euler-Lagrange differencialegyenletek. Ez n darab egyenlet, melyek altalaban
masodrendiiek.

Mendei Barna
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7. A variacioés feladat integraljai. Ciklikus valtozok. Beltrami-
tétel

Eqgy varidacioszamitdsi problémdt csupdn az Fuler-Lagrange egyenletbol megoldani sok eset-
ben nagyon nehéz feladat. Van viszont két fontos modszer, ami néhdny kildnleges differen-
cidlegyenletet (vagy egyenletrendszert) segithet megoldani.

Ciklikus valtozok:

Vegyiik azt a specidlis esetet, hogy a Lagrange-fliggvényiink nem fiigg valamelyik fiiggvénytol
(pl.: fi(z)-t6l). Ez(eke)t hivjuk ciklikus vdltozé(k)nak. Ekkor az 1-es Euler-Lagrange egyenlet:

oL 0
L(flaf%f{?fé?m) lea_fl:():%fH:Ql:O

Ez azt jelenti, hogy Pi(f, f',x) = K; = all.. Ez egy megmaradasi tétel, melynek sokszor
oritliink. Ertékét altaldban a kezd6feltételek segitségével hatarozzuk meg. Nyilvan ha tobb
mindentdl nem fligg a Lagrange-fliggvény, tobb ilyen egyenletem lesz.

Ezzel a mésodrendii egyenletet (14sd: el6z6 tétel) redukéltuk egy elsérendiire, tehat egyszertien
leintegraltuk egyszer a differencidlegyeneletet.

Jusson esziinkbe a ,,pottymegmaradasi-tétel”! Eszerint annyiszor kell integralni egy differen-
cidlegyenletet (annyi integraciés konstansunk lesz), ahdny potty szerepel benne. Az el6z6ek
alapjdn mar érthet6 ez a tétel. A mdasodrendii egyenletbdl egy elsérendiit csinaltunk (in-
tegraltunk), de cserébe keletkezett egy K7 integraciés dllando. fgy a tétel:

Egy differencidlegyenletben a pottyok és az integracios konstansok szaméanak 6sszege allando.

(Espedig 2 - n, ha n-ed rendii a differencidlegyenlet.)

Beltrami-tétel:

Vizsgaljuk a kovetkezo kifejezést:

B = ZPf L(fa, 1, %)

Ennek z-szerinti teljes derivaltja:

D MLARY FAEEE ) VAP

dx af a af ;

., , 0L\ 0L
:Za:fa (Pa_af,)+2f (Pa afa) ax
_Zf P —Q,) — =—

Felhasznaltuk a szorzatfiiggvény differencialasi szabalyat, a parcialis derivaltak Osszegére bon-
tottuk a teljes derivaltat, ezutan a kozvetett fliggvény diff.szabalyat hasznaltuk fel. Ezek
elvégzése soran raismertiink az eddig hasznalt P, és (), mennyiségeinkre. Latjuk, hogy ha
teljesiil a Euler-Lagrange-egyenléség (az egyes P,-k teljes derivaltjai megegyeznek a hozzdjuk
tartozé @,-kkal), akkor:

25



dB __3L
dez Oz

Ez a Beltrami-tétel, Eugenio Beltrami olasz matematikusrol elnevezve. Vegytik észre, hogy
ha L nem fiigg z-tdl, a fliggetlen valtozotol, akkor B egy megmaradd mennyiség, amire iga-
zak az integracios konstansrél elobb emlitettek. Ilyen tipusi varidciészamitasi probléméval
altalaban akkor talalkozunk, ha valamilyen szimmetridja van a rendszernek, amit leirunk.
(Példaul szogfiiggetlen, eltolasi invariancidja van, stb.)

Tehat K = const jeloléssel:
> Pufy = L(far fiw) = K

Mendei Barna
Hamar Déavid
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8. Feltételes variaciés problémak, Lagrange-multiplikator.
Globalis és lokalis feltételek

A témahoz kapcsolodd elbadas:
7. eloadds

Tovébba a varidciészamitashoz a fizikdban(inkabb érdekes kis olvasménynak, mintsem tanulni
beléle):Feynman Mai fizika, 6. kotet, 72.fejezet

A varidcészamitassal meg tudunk konnyedén oldani olyan problémakat, mint példaul egy agytgolyo
palydja, ha ismerjik annak kezdd és végpontjat. Azonban gyakran talalkozhatunk olyan
problémakkal, amikor egyébb feltételek is szembe jonnek, ilyen pl amikor egy kotelet kifeszitiink

A és B pont kozott, s ilyenkor a kotél alakjat maga a kotél hossza is befolyasolja, azaz van
egy kényszeriink. A feladat egy bonyolultabb esete, amikor a kotél mondjuk egy feliiletre
folfektidve 16g le, ilyenkor egy tovabbi kényszer jon be. A kérdés, hogyan oldjuk meg ezeket a
problémékat, a varazsszé pedig a paramétere.., ja mégsem, marmint a masik vardzsszo, azaz a
Lagrange-multiplikator.

Nézziik meg az els6é példat: Megadjuk a kotél potencialis energidjat leiré funkcionalt.

VIS = / Y g f @)V @) da

1

A kényszeriink a kovetkezd, van egy H hosszisagu koteliink, aminek keressiik az alakjat. Jelen
esetben egy globalis feltételrdl van szé, a kotél hossza nem fiigg attol, hogy a kotél, hogyan
all egy adott pontban, a globalis feltételeket integralis feltételnek is nevezik. jelen esetben a
kénnyszer:(innen azonnal szembe t{inik miért is integralis)

/J;2 V14 f'(x)?de — H =0

Hasonlé médon mint,a szélséértékfeladatok esetén, a kényszert most is megszorozva a Lagrange-
multiplikatorral hozzaadjuk az eredeti funkciondlunkhoz.

Clf) = VIf] + ASIf] = / Y o f@VIT F@lde + Mg / U VT @R de

1

Megjegyzés: H azért nem keriilt bele, mivel a derivalasoknal gy is kiesik, \p azért kertiilt bele,
hogy egyszertisithessiink vele. Jelen esetben C|f] funkciondlja és C'(\) fiiggvénye.
Mivel L nem fiigg x-t6l érdemes a Beltrami-tételt alkalmazni.

—1(f+A)
Jirrm

Az egyenletet helyetesitéses integrallal megoldjuk, megkapjuk, hogy a gorbe fliggvénye coszi-
nuszhiperbolikusz és a multiplikator mint fliggéleges irany1 eltolas jelent meg a megoldasban.

Const =

A maésodik példaban, melyben a gorbének fel kell fekiidnie egy feliiletre a fiiggvényiinknek min-
den egyes pontban teljesitenie kell egy feltételt, mégpedig, hogy az adott pontban érintkezik a
feliilettel. Ezt a kényszert hivjuk lokalis, mas néven differencidlis feltételnek.

Nézzlik meg hogy néz ez ki a jelen esetben.

ds* = dx* + dy* + d2?
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https://www.youtube.com/watch?v=6xwFvlUID3E&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=7

ds = dz\/1 4y + 2

V = pg /wz 2(2)/1+ ¢ (2)? + 2/ (x)2 da

1

Tovabba ki kell elégitentink 2 feltételt:

Kl(globélis):ffl2 V1+y(@)?2+2(z)2de—H=0
Ky(lokélis):z? + y* + 22 — R* =0
A tovabbiakban ugyan gy jarunk el, mint eddig, hozzaadjuk a kényszereinket a az eredeti

Lagrangehoz.Most azonban a lokalis feltétel multiplikatora egy fliggvény lesz,
nevezzilk p(z)-nek.

L=z(2)\/1+y(x)? + 2 (x)?

U= 2Ty @ 1 2P+ P2 4 g2 4 2@ - R = 0)
L' = 2(x)\/1+ ¢ (2)% + 2(x)2 + @(ﬁ +y()? + 2(2)? — R?) + \/1+ /()2 + 2/ ()2

Ha megnézzik L"(x,y, z,v, 2, ) fliggvénye mig a A egy paraméter az egyenletekben.
A tovébbiakban 3 darab E-L egyenletet irunk fel y-ra, z-re és p-re.
oL”
Po=—-=0
o

(mivel L” nem fligg p/-t61)
Azt kaptuk, hogy a kényszer maga is mint Euler-Lagrange egyenlet jelenik meg.

iaL// B aL//
dr o Ou

0= e+ y(a) + 2(x)’ — )

A hérom egyenlet egyiittesen meghatdrozza a p(x)-et,a z(x)-et és y(x)-et egy linedris egyenlet-
rendszerben. Innen ki lehet fejezni 2 (x) = F(x,y, 2,y/, 2/, u, A)-et és

ay'(x)=G(x,y, 2y, 2 u \)-et.

A probléma megoldasdhoz ki kell ejtenem pu-t a fenti egyenletekbol. Ehez kétszer le kell de-
rivalni a kényszert.

Ky =14+y?+ 2 +yy’ +22" =0

Ha 3" helyére beirjuk G-t és z” helyére F-t, kapunk egy egyenletet amibdl ki tudjuk fejezni
p-t. MlIkor mér megvan a u(y,y’, z, 2'z, \) fliggvény, ezt vissza helyetesithejiik F-beés G-be,
igy megkapjuk az y"(x) = g(z,y,2,v,7,A),2"(x) = f(z,y,2z,9, 7, \) figgvényeket.Ezekben
az explicit diffegyenletekben nem szerepel mar folosleges valtozé, kezdofeltételekkel programok
meg tudjik oldani.

A p fizikai jelentése az az erd, amivel a gomb hatott a testre. A multiplikatorok geometriai,
fizikai jelentése altalaban csak akkor deriil ki, mikor mar végigszamoltuk a feladatot.

A fizika azon aga, mely a kényszererokkel foglalkozik a kinetosztatika.

Osszefoglalva:

e a globalis(integralis) kényszer szabad paraméterként jelenik meg.
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e a lokalis(differencialis) kényszer egy pontrdl pontra valtozé Lagrange multiplikator, + 1
valtozoként jelenik meg az egyenletekben, a kényszert le kell derivalni, és igy ki lehet
fejezni a multiplikatort.

Ha tobb feltételt kell egyszerre teljesiteni, mindegyiket egy multiplikdtorral megszorozva hozzaadjuk
az eredeti Lagrange fliggvényhez, és az elobb bemutatott mdédon végigszamoljuk.

Hollésy Péter
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9. Ortogonalis gorbevonali koordinatarendszerek

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
10. eloadas \11. eloadads

Ortogonalis: A lokalis bazisvektorok ortogondlisak. Bér vannak koordindtarendszerek,
melyben nem azok, a fizikdban azok kevésbé fordulnak elo.
Gorbevonali: A paramétervonalak gorbék. Mig pl. a Descartes-ben egyenesek, a polarban
vannak gorbék is.
Koordinatarendszerek: Ugyan azt a halmazt tobb féle képpen is felparaméterezhetjik. Ezek
kozott a felparaméterezések kozott ismertek osszefiiggések, igy egy koordinatarendszerrdl attérhetiink
egy masikra. Ennek az egésznek az a lényege, hogy egy mésik koordinatarendszerben egy fi-
zikai problémat esetleg egyszeriibben fel tudunk irni. Teh&t igy par oldalnyi szenvedéssel a
koordinatarendszerekkel megspérolhatunk 20 oldalnyi szamolas utan 10 oldalnyi szamolést.

(()rén ennél a résznél sokat beszéltiink ismét a térképekrol, atlaszokrdl, ilyesmikrol. Ezekrol
itt annyit nem irok, hiszen ezek kellettek mar vektorszamitasbodl is.)

Az eredeti koordinatakat x,y...x-kal jeloljiik, az tjakat nagy U, V...Uk-kal. Ezek a koor-
dinatak egymasbol megadhatdk 1gy, hogy minden ponthoz egyértelmiien rendeliink pontpart,
méghozza folytonosan. (=Azok a pontok, amik az egyik rendszerben kozel voltak egymashoz,
a masikban is kozel lesznek.)

UK(SL’1> < .’L’](UK)

Fontos, hogy az egyes koordinatdk a masik rendszer Gsszes koordinédtdjatdl is fligghet. (S6t,
altalaban ez igy van.) Ezeknek a fliggvényeknek minden pontban egyértelmiieknek kell lennie.
Levezetés nélkiil allitjuk, hogy ez akkor teljestilhet, ha a kovetkez6 matrix létezik:

oUk
A = —
K= 5
Es érvényes ra a kovetkezo feltétel:
det A #0

sehol! Hiszen A nem konstans métrix. Ha egy pontban ez az egyenl6tlenség nem élne, akkor

abban a pontban nem lenne egyértelmii ez a leképezés, nem lehetne invertalni. Erezheté’, hogy
ez egy nem konstans matrixndl egy nehezen teljesitheté megkotés.

Létezik visszamdatrix is:

Bk = —
1K au,

Ennél is fenn kell allnia annak, hogy det B # 0. Ez kovetkezik az A-ra kiszabott feltételbdl.
Tovabba

-1

Jls
AS

(Megjegyzés: dgy azt mondta, hogy ezt az Osszefiiggést be is fogjuk latni, de ezt a levezetést
én nem talaltam meg. Ha valaki tudja, hogy hol van, 1égyszi szdljon, és akkor kiegészitem ezt
a részt.)
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https://www.youtube.com/watch?v=VybyTDG2Zfs
https://www.youtube.com/watch?v=MMzHptYrS6Y

Nézziink egy példat:

T = T COS
v (14)
Yy =rsme

ekkor a mennyiségeink:

1=z U =r

o=y Ur=¢p
Nézziik meg a derivaltjainkat:
% = Cos ¢ % =singp
g—z = —rsing g—g =TCcosp
A matrixunk {gy:
4 ou  0O(r,p)
= 0z Oz

A szamléléban ugye az 1j, a nevezoben a régi mennyiségek szerepelnek. Tudjuk, hogy é‘l =A

Tehat
B Ozr _ Ox,y) % % [ cosp  sing
= 0U  O(r,p) g—; o) \-rsing rcosy

Lathaté, hogy det B = r. De akkor ha r = 0, akkor a determinéans nulla. Ez azt jelenti, hogy ez
a matrix abban a pontban nem invertdlhaté. Ez a koordindta rendszer nem maés volt, mint az
egyszerl polar koordinata rendszer. Tehat az egyik leggyakrabban hasznalt koordindtarendszer
nem tisztességes. Szerencsére "egy pont az nem pont”.

Ha nagyon meg szeretnénk oldani ezt a problémat, megoldhaté tigy, hogy egy masodik térképet
is készitiink, melynél nem abban a pontban van szingularitas.

A polar koordinatarendszer esetében még fontos kiemelni a kdvetkezot:

12. abra. Polar koordinatarendszer paramétersikja.

A[I2] dbrén l4thatd, hogy a ¢ = konstans vonalak csak 0-t6l 27-ig mennek. Ezért ilyenkor
nekiink kiilon meg kell adnunk, hogy a 27-s egyenesen 1évé pontok ugyan azok, mint amik a
0-as egyenesen vannak. Tovabba itt lathatd, hogy az Gsszes r = 0 pont az ugyan az!

Gorbevonali koordinatarendszereknél a feladat, hogy a tér minden egyes pontjaban fel kell
venni egy lokalis bazist. Fontos gondolat, hogy itt egyszerre paraméterezziik fel a teret, és
alkotjuk meg a lokdlis bazisainkat. Ha ezt megtettiik, akkor a tér Osszes pontjaban lesz egy
lokalis bazisunk, melyeken értelmezhetiink mindenféle mezoket. Ezt fogjuk megnézni, hogyan
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13. abra. Egy koordinatarendszer szemléltetése.

kell.

Az abran lathaté egy gorbevonali koordinatarendszer. Akkor lesz ortogondlis, ha az U =
konstans és a V' = konstans vonalak mindenhol merdlegesek egymasra. Természetesen e nélkiil
a tulajdonsag nélkiil is lehet értelmezni egy koordinatarendszert, de altalaban az ortogonalisak
sokkal kényelmesebbek. Ami kotelezd, hogy azonos tengelyti koordinatavonalak ne metszék
egyméas. (Pont ezért van probléma a poldr koordindtandl r = 0-ban, mert ott az Gsszes
¢ = konstans vonal metszi egymaést.)

Fontos kitétel még, hogy két kiilonb6zo koordinatavonal nem lehet egymas érintéje, ugyanis
akkor a bazisvektorok nem lennének linearisan fiiggetlenek.

Néhany probléma:

Egyrészt a bazisvektoroknak a hossza nem egyértelmi, azt csak mi tudjuk megadni.
Tovabba nagyon egyszerii volt felirni a kovetkezot:

z(U) <= U(x)

Viszont (zh-kon is tapasztaltuk) hogy ezt kiszdmolni mar nem olyan egyszerti, s6t, van amikor
nem lehet. Pl: = u-v —sin%. Ebbdl nem lehet kifejezni sem u-t, sem v-t.

Meg lehet tenni a kovetkezot:

14. abra. Einstein féle négylab, avagy vierbein.

A[T4] abréan azt csindljuk, hogy egy pontban nem a koordindtavonalak &éltal kifeszitett bazist
hasznaljuk, hanem ott mi kézzel megadunk egyet. Ezt meg lehet csinalni, olykor érdemes.
Einstein-féle négyldbaknak szokds hivni. (Mert 6 4 dimenziéban csinalt ilyeneket.)

Kadlecsik Adam
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10. fvelemnégyzet, metrikus tenzor, Lamé-féle mennyiségek,
Jacobi-determinans

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
10. eloadas |11. eloadas

Vegyiink egy sokasagot, melyet reprezentalunk, majd paraméterezés segitségével folytonosan
leképeziink. Ekkor az eredeti (reprezentélt) koordinatakrdl egy 1j koordinatatrendszerre tériink
at, Xy-rol attériink Uyp-kra. A leképezésnek egyértelmiinek kell lennie, igy Xy (U;) <= U, (Xk).

Mindebbdl kovetkezben:
_OUy

Au=5 (15)
det (A) #0
By = g—)U(; (16)
det (B) # 0

Természetesen valamikor nem megy az invertalds analitkusan. (Példa )

Legyen egy Descartes-féle koordinata rendszer, melyeben az r vektort megadjak z;y; z koor-
dinatak. Térjlink most at egy mésik koordinatarendszerbe, ekkor az r vektort meghatarozhatjuk
Ui; Us; Us fliggvényeként is. Ha vessziik Uy, = konst és Us = konst vonalakat, akkor gorbének
az érintévektora az alabbi médon fog alakulni:

— = tW(U; Uy; Us) (17)

Altaldnosan:

Az egy koordinatahoz tartozé vonalak érintévektorai vektormezét alkotnak. A t*) vektoroknak
linedrisan fiiggetlennek kell leniiik, mivel bazis alkotnak, ebbol kovektezoen a vegyesszorzatuk

nem adhat nullat. 5 P 5
r r r
r.Or O8N L ). 4@. 403 £ 19

(8U1’8U2’8U3) (' T )# (19)

Példéanak az egyik legegyszertibb eset, mikor Descartes-féle koordinatarendszerbol tériink at
polarkoodinatakra. Ebben az esetben:

Xi=x=r-cos(p); Xo=y=r-sin(p); Uy=r; U=y (20)

Felirhatjuk két dimenzioban a B matrixot:

or 0Oy
_0Xy Oxmy) | ar ar | cos(p) sin(p)
Bu. = oU,  O(r;e) §_w §_y N (—T ~sin(p) - cos(gp)) (21)
¥ ¥

Es ekkor a B determindnsa nem lesz, és nem is lehet nulla, hiszen invertalhatonak kell lennie,
mivel a kiilonboz6 koordinatarendszerek kozti atszdmitds lehetséges. A B mdtrix determinansat
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https://www.youtube.com/watch?v=VybyTDG2Zfs
https://www.youtube.com/watch?v=MMzHptYrS6Y
https://www.youtube.com/watch?v=dQw4w9WgXcQ

nevezziik Jacobi-determinansnak.
Ugyanez harom dimenzioban, altalanosan:

oxr Ox Oz
oUu, 00Uy, 0Us
A(r) d(w;y; 2) dy Oy Oy
I=|%2 = - 40 (22)
- 8@ (9(U1,U2,U3 8U1 8U2 8U3
0z 0z 0z
oUu, 90Uy 0Us
A Jacobi-determindns n dimenziéban:
ox, ox, o,
oUu, U, T oU,
o or X
J=|0U, oUy ~ OU, (23)
0x, 0X,  0X,
ou, oU, 90U,

Ha a t™® vektorokat kifrjuk a komponensek szerint, akkor észrevehetjiik, hogy szintén a Jacobi
determinanst kapjuk. igy felirhatjuk

Vegyiink fel a téren minden pontban egy bazist, de gy, hogy a bazisvektorok a koordinatarendszer
altal meghatarozott konstans vonalak érintévektorai legyenek . Ezt nevezziik lokalis bazisnak.
Vektormezok esetében a vekorok attdl is fiiggnek, hogy hol vannak, a lokalis bazison kell oket
felbontani.

Nézziik meg, hogy hogyan néz ki a sikbeli polarkoordinatarendszer lokélis bazisa:

"= () .

(0= 2 _ (7m0 @

Do - cos(yp)

Ha ellendrizziik, hogy ortogonalisak-e egymadsra a t*) vektorok, akkor kideriil, hogy igen.

t

@) —

Felirhatjuk az ivelem négyzetét is, hogy az x;y; z iranyu kis megvaltozasok négyzetosszege:
ds® = dx* + dy” + dz* (26)
Azonban maésik koordinatarendszerben xi-k mind felirhatéak a mésik valtozok szerint is:
o z(U;V; W)
o y(U; Vs W)
o (U, V; W)
fgy megkapjuk a kovetkezot:

dx =x(U+dU; V+dV; W 4+ dW) — x(U; V; W) (27)
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Majd -et sorbafejtve:
ox ox ox

A fentiek y-ra és z-re hasonloképpen felirhatéak.
Tehét altalanosan:
8Xk

dx, = ——dU 29
Xk UL L ( )
. . ’ ., . (kl) aE<Uk) ’ ’ 7’ .
A (18) Gsszefliggés alapjan azonban tudjuk, hogy t\*) = T igy a (29) felirhaté kovet-
k
kezoképpen is:

dr = tMdUy, (30)

Ekkor az ivelemnégyzet:
ds? = |dr]* = dr - dr = (L(L)dUL) ) (L(M)dUM) — (E(L)L(M)) - dUpdUy (31)

A (E(L)z(M )) kifejezés egy tenzor, melyet elneveziink gr,,-nek. Ez a metrikus tenzor.

fgy tehat az ivelemnégyzet:
dS2 = gLMdULdUM (32)

Mivel ds? egy négyzet, ezért a metrikus tenzornak pozitiv definitnek kell lennie.
Ha megnézziik egy esetre a g tenzort, a sikbeli polarkoordinata rendszerre, akkor megéllapithatjuk,

hogy valéban igaz a pozitiv definit:
‘ 10
polar __
g (0 7"2)

ds? = (dr dgp) . (é 7%) . <§;) = dr? + r’dy?

Ortogonalis koordinatarendszer esetében a metrikus tenzor diagondlis. Pozitiv definit tulaj-
donsagara alapozva a nem nulla komponenseket felirhatjuk szamok négyzeteként. Ekkor ki fog
deriilni az alabbi:
hi i)
9= hg = t%z) (33)

Tehat:
e = |1®]

A hy-kat nevezziik Lamé-féle mennyiségeknek.

N N
ds? = Z Z gudUydUy = hi;ydU% + hipdUf, + hipydUf, (34)

k=1 1=1

Ha paraméterezéssel attériink egy masik koordinatarendszerbe, akkor vinni kell magunkkal a
Jacobi determinanst.
dV = h; hy h3 dU; dU; dUg

Ekkor a dV = hj hy hs lesz a Jacobi determinans.

i)
grer = t® B = i® ) 4@ 4B | = é -B (35)
i)



Ebbdl kideriil, hogy ha vessziik a metrikus tenzor determinansat, akkor a Jacobi determinéns
négyzetét kapjuk.
det(g) = J* (36)

Nézziik meg példanak a térbeli polarkkordindtarendszert (mert ezt jé tudni fejbol):

rsin(d)cos(yp)
r= | rsin(¢)sin(p) (37)
rcos(9)

Ekkor megkaphaté derivalassal:
2 _ _
o Iy =tpte =1
o I = tte =1
o 2 =tyty = risin(V)

Tehat a Jacobi determindns:

J = \/det(g) = \/risin?(V) = r’sin(V)
Sok sikert a vizsgahoz!
Tibiassy Adalbert
Megjegyzés

Kadlecsik Addm: Els6 oldal aljdhoz — A polar koordinatarendszer Jacobi determinansa pont
hogy nulla lesz egy pontban, r = 0-ban, mivel detB = r.
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11. Vektorderivaltak kifejezése ortogonalis gorbevonala
koordinatarendszerekben

Gradiens:

Definicid szerint:

d® = @(r +0) — ¢(r) = (grad ®)d
Ez a kovetkezé alakban is folirhaté (pl.: gdmbi polarkoordindtékkal):

0P 0P 0P
dd = Edr a/ﬁd/ﬁ_’_a_d@

A 0 kis elmozdulas:

§=dr = or 4y + L 49 + @d tOdr + A0 4 tPdp = h.edr + hye™®dd + hoePdp
or oY Op

d® = (grad ®)8 = h,(grad ® e)dr + hy(grad ® e)dd) + h,(grad @ ¥)dyp =
= hy(grad @),dr + hy(grad ®)ydd + h,(grad ®),dy

[gy fenn kell 4llnia a kovetkez6nek:

P )
Z—Tdr 219 dv + g—dgo h,(grad @),dr + hy(grad ®)ydv + h,(grad @),de

Ebbdl a gradiens:

(grad @), = hl g(f (grad @)y = fj;g ZEI; (grad @), = hl gi
Altalénosan: | 90
(grad @), = T 90
Divergencia:

Vektorszamitason megtanultuk a divergencia koordinatamentes értelmezését, melyet a Gauss-
tételbol vezettiink le:

j{ Q(f)dE:/dIVU( )dV =~ div oAV
av v

1
dive = Al‘lfrgo (A_V iv u(r) dE)

A vizsgalando AV térfogatrészt hataroljak a koordinatavonalak. Ezek altalanosan egy pa-
ralelepipedont hatdroznak meg igy. Ortogondlis koordinatarendszerben ez téglatesthez tart.
Vizsgaljuk meg a kovetkezd kis téglatestet, mely az u, v, és w koordinatavonalakkal van
hatarolva:
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c-h

-0 a-h,

Az O pontban a divergencia:

dive = lim — ( / / / / / / )
Av=0 AV \ Jopee  Japcr OAFC BDGE OADB CFGE

Nézziik meg az integralok osszegét az OBEC, ADFG lapokra:

/OBEC

/ v(u=a) e®dA=uv,(u=a)- hyh, - bc
ADGF

|2

(u=0)- (—g(“)) dA = —v,(u=0) - hyh, - bc

Ezek osszege:

/ / (Pl - V(@) — hyhey - 1o (0)) = be (Ma)
OBEC ADGF ou

A tobbi lappar:

/ +/ = abe <—8(vvhuhw)> / / = abc < (Vs )>
OAFC BDGE v OADB CFGE ow

fgy a divergencia:

dive =

1 O(vyhyhy) N O(vyhyhy) N O(vhyhy)
huhvhw ou ov ow

Laplace-operator:
A Laplace-operator definicié szerint:
AD(r) = divgrad ¢
Tehat csak be kell helyettesiteni a divergencia képletébe a gradiens komponenseit:
oot (4 (52) 2 (520 2 ()
hyhohy |Ou \ h, Ou ov h, Ov ow \ h, Ow
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Rotacié:

A rotdcid koordindtamentes értelmezése vektorszamitasrol:

jngy(z) diz/Arotv( )dF

1
nrotv = 11141r£1>0 (AAj{ v(r) dz)

Itt n az A felillet norméalvektora.
Vizsgaljuk a kovetkez6 kicsiny téglalapot az u, v, w koordinatarendszerben:

uJ

I\

Latszik, hogy itt a rotacié:

orsde= i xa (ot Lot o)

Az OA — DB oldalpéarokra az integral:

/ v(v=0)-e" du=v,(v=0)a-h,
OA

/ viv=">)(—e )) du = —v,(v=">)-a-h,

I(—vyhy) >
a(hy,v,(0) — hyv, (b)) = a | ———=b
/OA /DB ) ( v
[ o] ()
AD BO ou
Végil a rotécio:
1 Ovyh,  Ovyhy 1 Ovyhy — Ovyhy
(rot ), = - (rotv), = -

hy P, ou ov hyhoy ov ow

(rot u), = 1 8vuhu_avww
e = e\ ow du

Ezek osszege:

A masik par:

Mendei Barna
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12. Komplex differencialhatésag, Cauchy-Riemann-egyenletek.
Harmonikus parok

A témahoz kapcsolédo el6adasok:

15. elboadas 17. elé’adds?

Komplex differencialhatésag és Cauchy-Riemann-egyenletek

Cél: a komplex fiiggvényekre kiterjeszteni a differencialas fogalmat.

Létezik w = f(z) komplex fiiggvény. Ezt fel kell bontani képzetes és valds részekre algebrai
uton (vagy lasd késébb: a vardzsformula segitésgével). Igy a kovezetkezét kapjuk f(z2) = ¢+iV,
ahol sziikséges teljesiilnie az aldbbi egyenletrendszer, hogy a komplex fliggvény differencialhatéd

legyen:
od oV od oV

dr Oy dy O

E két egyenletet nevezziik Cauchy-Riemann-egyneleteknek.

es

Allitas: Ha egy komplex fiiggvény egyszer differencidlhato, akkor végtelenszer differren-
cidlhato.

Bizonyitas: w = f(z) = ® 4 iV komplex fliggvényre igaz a Cauchy-Riemann-egyenlet,
azaz:

_oe_ov po 00 oV
¥ = or y es __(93; =—5
' . o  ov 0P oV

A Young-tétel felhasznaldasaval:

00 _ 0 (00\ _ 0 (o) o
or O0x\0dy) Oy\ox) Oy
00 _ 0 (00 _ 0 (00} _ 0y
oy oy\ox) ox\oy)  Ox

Allitas: Laplace operatort hattatva egy differencialhaté komplex fiigvény valds illetve
képzetes részére nullat kapunk, azaz: AP =0és AV =0

Bizonyitas:
G0 _ 0 (09N _ 0 (OV\ _ 9 (00) 0 ( 0P\ __o®
0x2  Ox \0x) 0x\dy) oy\ox) Oy oy ) Oy?
Azaz 2o 2o
Tovabba

O _ 0 (0U\ _ 0 ( 00\ _ 0 (08\_ 0 (00\ 0 (00)_ o
0x2  Ox \dx ) Ox dy ) oy \ox/) oy\ox) oy\dy) = 0y?

kb. 30:34-ig
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Azaz
B *U  9*U

== 4+ - =

ox?  0y?
Ebbdl kovetkezik, ha egy kopmlex fiiggvény valds vagy képzetes részére hattatott Laplace-
operator nem nulla, akkor a komplex fiiggvény nem differencialhato.

AV 0

Harmonikus parok

Harmonikus paroknak nevezziik azon valds kétvaltozos fliggvénypéarokat, melyek egy komplex
fliggvény valds és képzetes részét alkotjak. Azaz

O(z,y) = Re(f(2)) &  V(z,y) =Im(f(2))

Ha ismert valamely a valds vagy a képzetes része, akkor a masik meghatarozhaté egy bo-
nyolultabb integralassal (példa: lasd dgy &ltal kiildott 2016-os matméd FOKA jegyzteben)
A harmonikus par megtaldlasa sokkal egyszeriibb a Varazsformula, melyet David Gyula sajat
bevallasa szerint egy 1950-es években irt orosz hidrodinamikakonyvben olvasott.ﬂ

A Varazsformula

Egy kétvaltozds ®(z,y) fliggvényhez tartozé komplex fiiggvény megadhat6 az aldbbi képlettel:

z+ 2 z— 2

r@ =20 (o= 58y = 228 g, )

2 21

ahol zg = z¢ + 1yy és z* a komplex konjugalt.
Megjegyzés: A harmonikus par keresés el6 1épése, hogy ellendrizziikk AP 0. Ha nem, nincs a
kétvaltozos fiiggvénynek parja.

Menko6 Balézs

2Forras: Nagy Marton Komplex fiiggvénytan| jegyzete, 37.oldal labjegyzete
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13. Konform leképezések és fizikai alkalmazasaik

Mar sok sz6 esett az ortogondlis gorbevonald koordinatarendszerekrdl és, hogy milyen hasznosak
a fizikaban. A kétdimenzids problémak koordinatarendszerét érdemes lehet 6sszhangba hozni
a komplex szamsikkal. Ha vesziink egy komplex f(z) = ®(z,y) +iV(z,y) fliggvényt és vessziik
a ® = all. és ¥ = all. egyenletii gorbéket, akkor lathatjuk, hogy ezek egy koordinatarendszert
hataroznak meg, melyet kedviink szerint alakithatunk. Ortogonélis-e?

A kérdés megvalaszolasahoz meg kell vizsgalnunk az érintoket, vagy inkdabb az azokra merdleges
vektorokat, a ® és U fiiggvények gradiensét:

00 v\ 0%
grad ® = Q_&; grad ¥ = g_&, = a%?/
Ay Ay oz
Ezek skaléris szorzata:
0o 0P 0P 0P
(grad @)(grad ¥) = o (_a_y) + a—y% —

Latjuk, hogy a gradiensek merdlegesek egymasra, tehat az érintok is, igy tényleg ortogonalis
koordinatarendszert hatdroz meg egy komplex fliggvény. (Persze csak akkor, ha harmonikus
parok a valés és képzetes részei. )

Ez csak akkor elényos szamunkra, ha a fiiggvény alltal leirt transzformécié soran az alak-
zatok hasonl6 alakzatokba mennek at. Ehhez sziikséges a konformitas, azaz a szogtartd tulaj-
donsag. Ennek vizsgalatahoz nézziik meg hogyan alakul egy a ponttdl d-val odébblévé pont
sorsa.

w= fla+d)~ fla)+ f(a)d = b+ Kb

ahol b = f(a) és K = f'(a) meghatdrozhaté konstansok. Az eredmény vektorosan lefrva:
W—b=K§

Latjuk, hogy két azonos a pontbdl induldé vektort (51, 52) ugyanazzal a K allandéval kell
megszorozni. Komplex szamok esetében a szorzas egy nyujtassal és egy forgatassal jar, tehat
5 és 0y ugyanazzal a szoggel fordul el a koriil, igy a bezart szogiikk nem valtozik. A leképezés
valéban konform.

Néhany fliggvény, mely szép koordinatarendszert eredményez:

e f(2) = 2% hiperbolikus
e f(z) = /z: konfokalis parabolasereg

e f(z) = Lnz: poldrkoordindta (Ln-nel jeloljik azt a logaritmust, melyben a szam expo-
nencidlis alakjaban ¢ € [—7; 7))

Ezen leképezéseket szamtalan probléméaban fol lehet haszndalni. Példaul az elektroszta-
tikaban jol johet, ha ismerjiik egy Gsszehajtogatott toltott fém lap elektromos mezejét. Ezeknél
a feladatoknal tipikusan az a cél, hogy komplex fliggvényekkel , kiegyenesitsiik” a lapot, hisz
ekkor a ¥ = 4ll. gorbék adjak az ekvipotencidlis gorbéket, a & = &ll.-k pedig a térerdsség
iranyat. Ezzel az a hatarfeltétel is teljesiil, hogy a térer6sség meroleges a lapra.

Egy félvégtelen toltott lap , kihajtogatdasdhoz” a /z fuggvényt hasznédltuk, mivel ezzel a szogek
mind felezédtek, tehat legyezészeriien dsszehajtottuk a sikot (és az elektrosztatikus teret) a
folso félsikra.
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b =z n
T ST

++++++;RQ T
o v ++ + + y o 7

Az abran lathaté az dtalakitas. A jobboldali esetben mindent ismertink, igy az ekvipoten-
cidlis vonalakat és a térerésségek hatdsvonaldt leiré fiiggvények az f(z) = /z fliggvény valds,
illetve képzetes részei.

Egy masik probléma ha a végtelen toltott lapbol még egy tiiske is kiall:

fon
C

E D B

7

A pontok koordinatai a komplex sikon az egyes fiiggvények alkalmazasa utan:

z n=222zm=2+1 w =/
A +o0 00 00 00
B| e g? 1+ie 1
C ‘ -1 0
D| —¢ g2 1 —ie —1
E | —oc0 00 00 —00

Ezzel | kihajtogattuk” a lapot.
Tehét az eredeti probléméban a keresett gorbéket a w(z) = v/22 + 1 fiiggvény valds és képzetes
része adja meg.
A 18. éran tovabbi feladatokat néztiink még. Ezeken érdemes atfutni.

A médszer masik alkalmazhatdsiga a hidrodinamikaban jon el6. Vizsgaljunk sik aramlasokat!
Legyen a folyadék Osszenyomhatatlan és sturléddsmentes, aramlasa stacionarius. Ekkor a kon-
tinuitasi-, és a Niavier-Stokes egyenlet:



Folhaszndlva a stacionaritédst (— = O) és az Gsszenyomhatatlansdgot (p = all.) ezek:

ot
Vv=0
\Y4
(L) = —=
P
Legyen az aramlas orvénymentes is:
rotv =0

Ekkor v gradiens:
v=Vo <= divi=AP =0

Ha kikotjik, hogy az akadalyhoz (pl.: egy falhoz) érve az dramlds kovesse annak vonalat, akkor
ugyanolyan jellegii a probléma, mint az elektrosztatikdban, csak most ® az elobb meghatéarozott
sebességpotencialt, ¥ pedig a sebesség iranyat hatarozza meg. Vegyiik észre, hogy a Navier-
Stokes-ot nem hasznaltuk fol ehhez. Az arra jzé, hogy ki lehet beldle szamolni a nyomast.

Egy henger koriil az dramlast a w = u | 2 + — | mellett még a w = K - Ln z fiiggvény is leirja.
z

A Laplace-egyenlet linearitasa miatt ezeket Osszeadva érdekes aramképhez jutunk:

R2
w:u(z—l——)—i—K-an
z

N

Hasonlé atalakitasok révén kaphatjuk meg a jobboldalon lathato Zsukovszkij-szarnyprofilt

Mendei Barna
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14. Komplex integralas. Cauchy integraltételei

A valés fliggvények integraldsakor a fiiggvény alatti teriiletet osztottuk fol kis tartomanyokra és
vettiik a teriiletosszegek hatarértékét. Komplex szamok korében ez nem ilyen egyszerti. Ebben
az esetben gorbékre integralunk a komplex szamsikon. Akarmelyikre.

Induljunk ki a kétdimenziés vonalintegralbél. Ekkor folosztottuk a gorbét kis szakaszokra,
mértéket rendeltiink hozzajuk, mindet megszoroztuk a mez6 ottani értékével, majd osszegeztiik
a szorzatokat. Ehhez el0szor paramétereztiik a gorbét. Most is tegyiink igy. Paraméteriink
legyen valds:

teR—2(t)eC

Ekkor a kis szakaszokhoz rendelt mérték:
dz = 2(t)dt

fgy egy fiiggvény komplex integrélja:

/G F(2)ds = /: F0) ()t = /: a(t)dt + i / b(#)dt

Am sokszor a paraméterezés nem konnyt feladat (olykor lehetetlen). Tudjuk, hogy az f(z)
fiiggvény, valamint a komplex szamok is folbonthatoak valés és képzetes részre:

f(z) = O(z,y) + iV (x,y) z=x+iy = dz =dz +idy
fgy az integralashoz hasznalandé szorzat:
f(z)dz = (P +4¥) (dz + idy) = (Pdx — ¥dy) + i (Vdz + Pdy)

Ezt akar a kovetkezo vektorokkal is leirhatjuk:

d L4 dz
u= |-V v=1|o dr = { dy
0 0 0

Ilyen alakban az el6z6 szorzat és az integral:

f(z)dz = udr +ivdr

/f(z)dZZ/dei/ydt

Ezzel visszavezettiik a komplex integrélokat két darab kétdimenziés vonalintegralra.
Vizsgaljuk meg az elébb bevezetett vektormezok rotacidjat és divergencidjat:

0 0
0 0
rotu = _0_@_8_@ =0 rotv = 8_@_8_\1’ =0
or Oy ox 0Oy
) 0P oV ) ov 0P
dlvg—%—a—y—o dlvy—%—i—a—y—o

Latjuk, hogy mindketto rotaciomentes, tehat az integraljaik nem fliggenek a goérbétol, csak

annak kezdo-, és végpontjatol. Ez azt is jelenti, hogy zart gérbére az integral mindig 0.
Cauchy-korintegral tétele:

Tisztességes komplex fiiggvény regularis (szingularitdsmentes) tartomanyon vett korintegrélja

Zérus.
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Mi a helyzet a szingularitasokkal?

Egy f(z) figgvény a fenti kacifantos gorbére vett integraljanak nullanak kell lennie. Ugyan-

akkor a kovetkezo is igaz:
oo o[- ]
Go Js Jk Js
|,

A kicsiny K koroeskén a fliggvény értéke sorfejtéssel:

f(z) = fla)+...

Tehat

f(2)

Integréaljuk ki a g(z) = fliggvényt erre:
z—a

/Q{G g(z)dz = (2) dz = f(a) dz = f(a)ji dz

Go 2 — @ KZ—a z—a

1
Az — fluggvény integriljat a szinguldris pont (0) koriil a tétel elején emlitett modon, pa-
2

raméterezéssel szamoljuk:
z=R-e¥ dz = Ri-e¥dyp

dz _ Ri-e%dp _id
2 R.av ¥
2
%% = / 1dyp = 271
z 0
Tehat az eredeti integralunk:
dz ,
# o= 1) § L = sl -2
Go K Z—Qa
Ebbél Cauchy ujabb tétele:
1
f) = o f T

211 Z—a

Mendei Barna
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15. Komplex szingularitasok. Taylor-MacLaurin-sor. Kon-
vergenciakor

Nemtudom hogy ezt valaki csindlja-e, de én papiron kidolgoztam, felteszem a képekbe, nyu-
godtan hasznaljatok fel, ha valami nem olvashato irjatok ram. Bene Roébert
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16. Reziduum-tétel és alkalmazasai

Eddig lattuk, hogy komplex fiiggvények korintegralja gorbefiiggetlen, ha kikeriiljiik a szingularis
pontokat.

1
Vizsgéljuk meg, hogy mi torténik, ha egy szingularis pontot keriilgetiink! az — fiiggvény
z
integraljat mar bebizonyitottuk a 14. tételben:

z2=R-e¥ dz = Ri-e%dyp

dz B Rz e“"dgp _idy

%dz / 1dy = 2mi

1
Hasonl6 moédon kiszamolhat6 ez a tébbi hatvanyra is <p1.: —2):
z

dz T Ri- el i [
= — e d et
% / R2 eQup R A € ¥ 0

Tehat egy fliggvény integralasakor a MacLaurin soranak csak a C'_j-es tagjanak van jaruléka.
Ezen fontos tulajdonsaga miatt ezt kiilon néven illetjik: reziduum.

C_1 = Res f(a)

Lathatjuk, hogy a reziduum fiigg a fliggvénytdl és a vizsgalt ponttdl.
J6 tulajdonsaga még, hogy nem szingularis pont koriil ez nulla.
Ha tobb poélus koritil is korbemegytink, akkor az integrél kiszamoldsahoz elengedhetetlen a

reziduum-tétel:
ff(z) dz = 2mi ZRes fag)
k

Ez csak meromorf fliggvényekre igaz. A reziduumok Gsszegzésekor iigyelniink kell még arra is,
hogy merrol keriiljiik azt hiszen, ha negativ koriiljaras szerint haladunk, akkor negativ eldjellel
kell beszamolni a pont koriili reziduumot.

A reziduum kiszamolasara tanultunk néhany moédot:

Res o) = lim -5 () 16— 0"/

Itt n a szingularitas rendjére utal. Ezt mindig alkalmazhatjuk, mig a kovetkezét csak, ha a
nevezében 1éve kifejezésnek egyszeres gyokei vannak:

_M es jla) =
f(Z)— R f( ) p,(a)

Ezek rovid bizonyitasa:
Egy elsérendii pélus koriili Laurent-sor:

Ebbél C'_;:



Maésodrendii pélus esetén:

flz) = (261_2)2 + ZC_‘la +Co+Ci(z—a)+...

lim L [7(2)( - a)?] =

zZ—a dZ

C_;3 n C_y C_1

f(z) = R P +—+C+Ciz—a)+...
J2
lim 5 [7(2)(= — a)’] = 20,
2
tim 5225 () — )] = €.
Innen altalanosithaté a fenti formula.
Ha a fiiggvény f(z) = 1% alaki, ahol p(z)-nek egyszeres gyoke van a-nél, akkor a kovet-

kez6t tehetjiik meg. Fejtsiik sorba p(z)-t a koriil:

p'(a)

p(z) = p(a) +p'(a)(z — a) + (z—a)’+...
Erre alkalmazva az elobb levezetett képletet:
Res f(a) = lim [(z — a)f(2)] = lim el -
o @G0+ e —ap
 lim 9(2) ~gla
o zZ—a 4 a) o p’(a)
p’(a)+p (z—a)+ ...

A reziduum-tétel sokat tud segiteni egyes valds integrélok kiszamoldsaban. Ehhez egy zart
félkor mentén kell integralnunk a komplex szamokra kiterjesztett fiiggvényt. Azt, hogy a félkort
a valés tengely folott vagy alatt rajzoljuk kiilonb6z6 paraméterek hatarozzak meg. Példaul, ha
az integralandé mennyiség szamlaléjaban exponencidlis kifejezés van, akkor:

eizt ~ e—yt e—izt ~ eyt
t>0]t<0][t>0]t<0

folul | alul | alul | folul

Mendei Barna
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17. Homogén és inhomogén linearis kozonséges differen-
ciadlegyenletek
A tétel cimében szerepld szavak:

e Homogén: A differencialegyenletben nem szerepelnek az ismeretlen fiiggvénytol nem fiiggo
mennyiségek. A differencidlegyenlet minden tagjaban szerepel az ismeretlen fiiggvény
(derivéltja).

e Inhomogén: Az elézo6 ellentettje. Van olyan tag, mely nem fiigg az ismeretlen fiiggvénytol.

e Linedris: A keresett fiiggvény és derivaltjai csak az elsé vagy nulladik hatvanyon vannak
és nem szerepelnek bonyolult fiiggvényeik (pl.: sin(u), In(w))

e Kozonséges: Egy valtozdja van az ismeretlen fligggvénynek (és az egyiitthatéknak is).

e Differencidlegyenlet: Egyenlet, melyben az ismeretlen egy fliggvény. Benne ez és a de-
rivaltjai is szerepelhetnek.

Tehat most a kovetkezo alaku differencidlegyenletekkel fogunk foglalkozni példaul:
e (t) — [sin(20)]i(t) + In(t + 1)a(t) — du =0

5U(t) — Tii(t) + 4u(t) — 2u = ¢
A differencialasra gondolhatunk tgy is, mint egy operatorra, mely fiiggvényekre hat. Vajon
linedris-e?
(f+9)=f+g (af) =af
Ezen tulajdonsiagok alapjan:

(af +Bg) = af' + By’

Ugy viselkedik, mint a vektorszamitason tanult linearis operatorok, tehat ez is linedris.
Az egyik fenti példat a kovetkezOképpen irhatjuk at ezek alapjan:

(Y (8) (L) umma
[5 (%) —7(%) +4<%) —2] u(t) = ¢

Itt a szogletes zardjelben 16v6 kifejezés olyan, mint a differencidloperdtornak egy L (D) poli-
nomja. Mostantol ilyen alakban kezeljiikk majd a differencidlegyenleteket.

Allitas:
Ha egy homogén linearis kozonséges differencialegyenletnek van két megoldasa, akkor azok
linedrkombinéciéja is megoldas.

Bizonyitas:
Ha wy(t) és us(t) is megoldds, akkor:

A megoldéasok linearkombinacioja:
U3(t) = aul(t) + 6”2(t>
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Erre hattatva az L(D) opreatorpolinomot:
L(D)us = L(D) (cuy(t) + Pus(t)) =a-L(D)u; + 8- L(D)ug =0

Az allitas igaz.

Allitas:
Ha egy inhomogén linearis kozonséges differencialegyenletnek és annak homogén valtozatanak
van egy-egy megoldasa, akkor azok Osszege is megoldasa az inhomogén egyenletnek.

Bizonyitas:
Az u(t) és v(t) fiiggvények megoldasok, igy:

L(D)u=0 és L(D)v = f(t)
Ezek Osszege:
w(t) = u(t) + v(t)
Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
L(D)w = L(D)(u+v)=L(D)u+ L(D)v=0+f=f

Az allitas igaz.

A differencidlegyenletnek igy végtelentil sok megoldasa lehet, de a természetben csak egy
fog érvényesiilni. Ehhez kezdeti-, vagy hatarfeltételeket kell megadnunk. Ekkor a probléma
korrekt kitizésd. Ha a keresett fliggvény idotdl fiiggd, akkor kezdeti-, ha idofiiggetlen akkor
hatarfeltételt szabunk. Példaul egy harmonikus rezgémozgas soran kezdeti feltétel a kitérés és
a sebesség t = ty idépontban, de a folytonos kozegek mechanikajan targyalt kihajlas esetében
hatarfeltételeket szabunk a hosszikas test két végének helyzetérol.

Vizsgaljuk meg kozelebbrol a kozonséges, dllandé egytitthatds, homogén, linedris differen-
cidlegyenleteket!

Az ilyen egyenletek esetében a megoldést u(t) = e alakban keressiik (¢ € C). Hattasuk erre a
differencidloperatort:

Eed = ce” = b= o
Ez a sajatérték-probléméara emlékeztet. (A gondolatmenetet a Green-mddszer esetében vissziik
tovabb.)
A fenti tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy meg tudunk hatarozni egy a differencidlegyenlethez
tartozé karakterisztikus egyenletet. Példanak okaért:

L(D)u(t) =0

() - ()

5cte” — 3ce 4+ e =0
(5¢® —3c+1)e* =0
Lc)e® =0
Lc)=0
Tehét csak be kell helyettesiteniink az L(D) polinomba c-t és megkeresni az eredmény gyokeit.

Ha az eredeti egyenlet n-ed rendii volt, akkor az algebra alaptétele szerint n db megoldasnak
kell lennie a komplex szamok halmazan, tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa:

u(t) = Z Apettt
k=1

Az Aj € C egytitthatdkat a kezdofeltételek segitségével hatarozhatjuk meg.

et =0

Mendei Barna
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18. Fourier-sor

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
24. eloadas 20. eloadads

A probléma: hogyan lehet koszinuszok és szinuszok linearkombinaciéjaként kifejezni bonyo-
lultabb fiiggvényeket? Tehat

f(z) = chcosx

Létezik-e ilyesmi felbontas, és ha igen, akkor mik a ¢y egytitthatok? a szerint periodikus
fiiggvények halmazat vessziik. Ezek linearis teret alkotnak. Bevezetjiik a kovetkezo roviditéseket:
ki= 2 ésk, = n%” Az az allitas, hogy a kovetkez6 fiiggvények bazist alkotnak ebben a linedris

a

térben:

1,sin k,x, cos k,x

Es igy az f(x) fiiggvény felirhaté a kovetkez6 médon:

fz) =ao+ Z an cos k,x + by, sin k,x (38)
n=1
Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, ahhoz a fiiggvénynek korlatosnak és szakaszonként folytonosnak
kell lennie. A szakadasnal értelmezziik ugy a fliggvényt, hogy félutra tessziik az értékét a két
rész kozott. Ilyen fliggvények esetén 1éteznek ezek az egyiitthatok. Ez a Fourier-sor.

A Fourier egyiitthatok és a fiiggvény kolcsonosen egyértelmiiek:

f(‘T) <~ (a07a17b1aa27b27"'aanabna"')

Térjiink kicsit vissza a vektorokhoz és béazisvektorokhoz. Akkor ilyesmiket irtunk fel:

Voo e v§3e: azzckam
k

Ugy, hogy
é'(k)é(l) = 5kl

ortonormalt bazisvektorok. Es magukat ¢, egytitthatokat is megkaphattuk:

Cr = é(k)ﬁ

Ezt szeretnénk mi is megkapni. Viszont ehhez értelmezniink kell a skalaris szorzast fiiggvények
esetén. Ezt a kovetkezoképp tessziik. Nézziik meg a kovetkezo integralt:

1
= d
()= [ ) da
Nézziik meg, hogy ez tudja-e a skaléris szorzéds szabalyait:
(f,9)=(9.f) v
_ [ dz >0 v
)= [ 1@ >
(f,f)=0 = flz)=0¢
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https://www.youtube.com/watch?v=i9gVnMePVPs&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=24
https://www.youtube.com/watch?v=00nGX3wr4fw&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=25
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15. abra. Példa problémas fiiggvényre.

Konnyt belatni, hogy ekkor probléma van. Nézziik csak meg a kovetkezo fiiggvényt:

Ennek az integrdlja 0, de 6 nem az f(z) = 0 fliggvény. Eppen ezért bevezetésre kertil a
matematikaban az egyik legjobb fogalom: a "majdnem”. A fiiggvény majdnem mindentitt 0.
O majdnem a f(z) = 0 fiiggvény.

Viszont igy mar értelmezhetiink egymadsra ortogonalis fiiggvényeket. Adott egy linearis tér,
melyben a kovetkez6 fiiggvények béazist alkotnak:

F — ¢o1(2), p2(x), ...on(z), ...

Méghozza ortonormaéltat:

(¢rs 1) = Ont
(altaldban a bazis nincsen egyre normélva, mint azt majd késébb latjuk.) loy az 4ltaldnos

Fourier-sor:

o0

fl@)=>"cr er(x)

k
Ha ortonormalt bazisunk van tehat, akkor a kovetkezo egyenletnek teljesiilnie kell:

(1, f) :/dl’ ouf = (1, > crr) =
k
= ch(tﬂz; SOk) = chélk =q
k k

fgy megkapjuk az adott bazison a fiiggvény egyiitthatoit. Ez az altalanos séma. Fourier-nél
a bézis szinuszokbdl is koszinuszokbdl dll. Ok egy ortogondlis bézist alkotnak. (Nem ONB-t.)
Ekkor altalaban a jelolések:

)= [ de fwgo) = [ do fagle)

Nézziik meg egy példan, hogy tényleg ortogondlis-e a rendszer:

“ ink,x]® sin2
(1, cos k,x) :/ dz 1-cosk,x = [sm a:} ST
0

kn ky =0

=0
Mésik eset:

a
(cos kpx, cos kpx) = / dz cosk,x - cosk,x =
0

- /Oa dx% [(cos ((kn + km)z) + cos ((kn — km)x)] =

28



a a

= /Oa dx% {(cos ((n+ m)Q—Wx) + cos ((n — m)Q—Wfﬁ)]

Amennyiben n # m akkor belathatd, hogy ez 0. Viszont ha n = m:
a

@1
/dx—lzg
. 202

Tehdt azt kapjuk, hogy ez a szorzat 0, ha n # m, és 3, ha n = m. Ez azt jelenti, hogy ezek
val6ban ortogonédlisak, de nem 1-re vannak normalva, hanem g-re:

_ /Oa d:p% {(cos (2n2—7rzv) + cos (01’)}

Az els6 tag 0. Viszont a masodik tag:

(cos kyx, cos k) = %&m

Hasonlé jon ki, ha ugyanezt kiszamitjuk szinuszra. Ha szinuszt szorzunk koszinusszal, akkor
mindig 0-t kapunk. Ha (1, 1) szorzatot néznénk, az a-t adna.

Szamoljuk ki az egytitthatokat hasonld médon, mint azt vektoroknal csindltuk. (A fliggvényiink
a szerint pediodikus: f(z) = f(x + a).)

[e.e]

(1, f) = /Oa f(z) de =ae(1,1) + Z [an (1, cos kyx) + by (1, sin k)]

n=1

ebbol, mivel a szummaban a fliggvények ortogonalisak, és a szorzatuk nulla:

aozé/f(:t) dz

Ebben felismerhetjiik a gorbe atlagat.

Nézziik meg a,, egyiitthatokat.

(cos kmz, f) = ap(cos kyx, 1) + Z an(cos kyx, cos k,x) + Z by (cos ky,x, sin k,x) =

= ; %(5nman = gam

tehat

2 a
Uy = —/ dz f(x)cosk,x
0

a

Ugyanez b,,-ekre hasonlémod levezetheto:

2 a
by, = —/ dz f(x)sink,x
0

a

Ezek a Fourier-egyiitthaték. Mivel ez a transzformacié kolesonosen egyértelmii, ha ezek az
egylitthaték adottak, akkor azok egyértelmiien megadnak egy f(z) fiiggvényt.

Ha meg szeretnénk nézni, hogy néz ki a fliggvény, akkor egyre tobb tagot adogassunk hozza

a 38| egyenlethez, és azt fogjuk tapasztalni, hogy ahogy egyre tobb tagot vesziink figyelembe,
a fliggvényiink egyre jobban hasonlit a vart fliggvényhez. Ehhez emlékezteto a |16 abra.
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16. abra. Ahogy egyre tobb tagot vesziink figyelembe a Fourier-sorban, egyre jobban hasonlit
a vart négyzogjel fiiggvényre.

Erdekesség, hogy ahogy adogatjuk Ossze a tagokat, ennél a négyszogjelnél ahol ugrik a
fiiggvény, ott a Fourier-sor tulugrik, és egy kicsicsosodast lathatunk. Ez nem szamitasi hiba,
egyszerlen ez jon ki. Ha ténylegesen végtelen tagot adnank ossze, akkor ezek az artefaktumok
eltlinnének.

Viszont ha szinuszokkal, meg koszinuszokkal dolgozunk, akkor sosincs messze az ” frjuk fel
ezt komplexben!” mondat. Tegytink is igy. El6szor is maga a Fourier-sor:

ezknac + efzknx

o0 eiknx . efiknx
f<x>:ao+z(an T ):

Bevezetjik c,-t:

Co = Qo
n_.bn
ha n>0 cn:u
2
_n b,

fgy ez minden n-re értelmes. fgy

00 —0o0
Coe'LOklz 4 § Cneznklx 4 E Cne'mklx
n=1

n=-—1
tehat

[e.9]

f(x): Z cn einkiz

n=—oo

Ez a Fourer-sor komplex alakja. A komponensekre hasonlé triikkokkel a koévetkezot kapjuk
komplexben:

1 [ -
Cp = —/ dz f(z) e ke

a Jo
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Mindezek tartalmilag ugyan azok, mint a szogfliggvényesek, csak helytakarékosabbak, és
esetenként konnyebb veliik szamolni.

Szemléltessiik a komponenseket grafikusan! A komponenseket abrazolhatjuk egy oszlopdi-
agrammon:

U

g;ﬁﬂhﬂ St

[[4 gt

LH.--.

17. abra. Az egyes Fourier-komponensek abrazolasa. Ahogy né n, a komponensek tipikusan
egyre kisebbek.

Ha a komplex formulat hasznaljuk, akkir pedig igy néz ki:

18. abra. Az egyes Fourier-komponensek abrazolasa komplexben.

Karnitscher Trixi
Kadlecsik Addm
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19. Fourier-transzformacio

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
20. eloadas 27. eloadas

A kovetkez6 képletekbdél indulunk ki:

f(l') _ Z eink1mcn

o = / a

a

Tegyiik fel, hogy a Marslakok mashogy jelolik azt, hogy egy mennyiség valamitdl fiigg. Mig mi
egy fiiggvényt a kovetkez6képp jelolink: f(z), egy Marslako igy jelolné: f,. Tehat igy az els6
képletben szerepl6 exponencidlis tag, ami z-t6l és n-tdl fiigg, azt igy irna fel: R,,. A masodik
egyenletben szereplé exponencidlist pedig igy: S,.. (Egyébként maga az, hogy mi valaminek
a valamitdl fiiggését zardjellel, vagy indexszel jeloljiik, az konvencio kérdése. Esetiinkben ha
valami valamitél folytonosan fligg, akkor azt zardjellel jeloljiik, azaz egy fiiggvényiink van, mig
ha valami diszkrét valtozoktdl fiigg, akkor azt alsé indexszel jeloljiik, azaz egy sorozatunk van.)
Hogy irna le egy Marslakd, a mi képleteinket?

fx = ZRsL’nCn
Cn = ZSnmfm

Ez nem maés, mint egy bazis transzformacié. Viszont ez még nem szimmetrikus. Ezért szokas
azt tenni, hogy nem csak az egyik egyenlet van leosztva a-val, hanem az oda és a visszaképletben
is szerepel egy \/La:

—inkix

Vva

Es a Marslakék igazabdl az itteni mennyiségeket hivjak R,,-nek és S, -nek.
Azt 1atjuk, hogy S™' = R, illetve Ry, = Sj,. Ebbdl az kovetkezik, hogy S~ = S*. Tehdt S

egy unitér métrix. Azaz ez a transzformacié egy unitér transzformécié a fiiggvények terében.
(Ez a kés6bbiekben nagyon fontos lesz.)

(&

/()

¢, = [ dx

Az el6z6 tételben periodikus fiiggvényeket néztiink. De mi van akkor, ha nem periédikus a
jel? Ezzel fogunk most foglalkozni.
De el6szor is az eloz6 tételben szerepelt k,, = ?\—:, ahol A\, a hullamhossz. k,, nem mas, mint a
hullamszam. Hamarosan kideriil, ez miért fontos.

Most nem 0-t6l a-ig nézziik a dolgokat, hanem —3-tdl $-ig, és majd a-val a végtelenbe
fogunk tartani. Effektive azt az esetet nézziik, amikor a fliggvény a végtelenben periodikus.
Irjuk fel képleteinket!

f(.fE) — icneinklx
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https://www.youtube.com/watch?v=00nGX3wr4fw&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=26
https://www.youtube.com/watch?v=VIS679CdLw8&list=PL1Up1Sh0Z2-G4Mr7SkFKkAZl6oBjSRq1l&index=27

1 —inkiz
Cp = E/dx f(x)e

Bevezetjik a kovetkezd mennyiséget:

Ak:2—7T
a

Es ezzel bévitsiik az els6 képletiinket (ez majd késSbbre kell):

Cn

— Ak inkix
f(z) ; k AR¢
A masodik képlet jobb és bal oldalat pedig osszuk le vele:

Cn, al

_n_ - —inkix
Ak 27rct/dm flw)e

fgy a kovetkezot kapjuk:

& 1 3 )
no d —inkix
Ak 27 _a v flz)e

Es most tartunk a-val a végtelenbe. Elkezdjiik az intervallumot nyujtani, azaz egyetlen periodi-
citasi tartomannyal kitoltjilk a teljes szamegyenest. Tegyiik meg ezt képleteinkben is! Ez jobb
oldalt egyszerii, hiszen ott egy mezei improprius integral lesz. A bal oldal kicsit triikkosebb.
cn és Ak is 0-ba fog tartani, viszont az aranyuknak lesz egy véges hataresete, az fog tartani
valahova, ami k-t6l fog fiiggeni. Ezért elnevezziik F'(k)-nak.

Iletve fontos, hogy az egyiitthatonak most mar nem n lesz egy j6 jellemz6, mivel ahogy tartunk
a-val a végtelenbe, a . abran a grafikon stirtisodni kesz| Tehat példaul egy c,, ami eddig
az 5. volt, az most az 5000. lesz. Eppen ezért nem azzal fogjuk jellemezni, hogy hanyadik,
hanem azzal, hogy hol van, azaz a hullimszammal érdemesebb jelolni. &k = n - k. Mostantél
k-val lesznek jellemezve a Fourier-eggytitthatok.

fgy a kovetkezot kapjuk:

F(k) = L /OO dz f(z)e e

—00

(F(k), mert ez a k-nak valamilyen fiiggvénye.) Az els6 egyenletre pedig:

Flz) = /_ Tk PRy

[e.9]

Elméleti fizikdban ezt is szokas szimmetrikus formdra hozni:

0o e—zk:r;

F(k) = _Oodx \/%f(x)
flz) = _Oodk \/%F(k)

A fizikaban altalaban ilyesmit id6tol fligg fliggvényekkel szoktunk csindlni. Ezért a legaltalanosabb
jelolés:

0= [ a F(w)j;

3Elnézést, hogy egy misik tétel kidolgozésra referalok, de nem akartam ezt a részt mégegyszer lefrni.
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Pl = [ S

Itt ¢ természetesen az id6t jeloli, w pedig a korfrekvenciat.

Hasonléoméd, mint a vektorokndl, amikor arrdl beszéltiink, hogy van egy absztrakt o vekto-
runk, és azt tudjuk reprezentalni két béazison, és ezek kozott a bazisok kozott S és R méatrixok
végzik a bazistranszformaciot, itt is van egy absztrakt | f) mennyiség, amit tudunk reprezentalni
f(z)-ként és F(k)-ként.

Ez a bazistranszformécié, nem Marslaké nyelven:
f) = [ ab RGP
P(k) = [ do S(h.o)f(a)

Lathato, hogy ezek nem méasok, mint a matrix szorzas folytonos megfelel6i. Az ilyeneket ugy
hivjuk, hogy integral transzformacio, és a Fourier-transzformacié az egy ilyen bazistranszformécio,
méghozza egy unitér integraltranszformacio.

Mit jelent az, hogy unitér? Valés matrixok esetén ez az ortogonalitast jelentette. Egy orto-
gonalis transzformacional az R és S matrixok egymas inverzei és transzponaltjai voltak. Es ahol
a transzpondlt métrix egyenld az inverz métrixszal, akkor ortogondlis matrixokrdl beszéliink.
Az ortogonalis transzformacié mas néven forgatast jelent. A forgatas pedig megtartja a skalaris
szorzatot. Nézziik ezt meg. Vegyiink két fiiggvényt (a Marslakdk nyelvén):

Visszaképlet:
Gk: - Skzg:c

Es ha megmaradt a skalaris szorzat, akkor

Z foGz = Z F .Gy
T k
Ez tehdt akkor van, ha S = R=R™".

Ugyan ennek kell torténnie a mi esetiinkben is. De figyelni kell, mert attértiink a komplex
esetre, ezért a skalaris szorzatndl a konjugaltat kell figyelembe venniink:

(f,9) = / " F)gle) da
(6, f) = / T @)f(@) de

oo

Ekkor ez egy hermitikus skalaris szorzat. (g, f) = (f, g)*. Bizonyitds nélkil allitjuk, hogy egy
ugyan ilyen skalaris szorzatot be lehet vezetni a k-tol fliggo fiiggvények terében:
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(F,G) = / T P R)G (k) dk

—00

Es mivel a Fourier-trafé egy unitér integraltranszformacio, ezért

(F,G) = (f,9)

Ez egy nagyon fontos tulajdonsag, a kvantum mechanikaban nagyon sokszor kihasznaljuk.

Megjegyzés:

Pontosan nem tudom, hol van a hatar a 18. és 19. tétel kozott, mivel ez a két tétel nagyon
kozel all egymashoz. Ha valaki ugy gondolja, hogy méshol kéne elvalasztani ezt a témat, az
irjon és megheszéljiik.

Kadlecsik Addam
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20. Dirac-delta és kulonbozo kozelitései

A témahoz kapcsolodd eldadasok:
27. eloadas 28. eloadads

Ismert a két képlet:
itw

\e/_F(w) (39)
a—ye

—iTw

dr

S

t) = | dw

16 = [ 4w

F(w) = 40
@ = [ e (10

(A egyenletben azért szerepel 7, és nem t, mert az facér index lesz.)

Térjiink at a marslakék nyelvére:

ft = Z Rthw
: (41)
Fo=> Suls
Ha egymasba helyettesitjiik a két egyenletet, a kovetkezot kapjuk:
ft:Z6tTfT:ft (42)

(Mert Ry, és S,, inverz métrixok.) Ugyan ez torténik nalunk is, csak nem a marslakdk
nyelvén. Ha ugyanezt a szdmoldst végigesindljuk 39 és[A0l egyenletekkel, a kovetkezdt kapjuk:

=5 [ar ([0S 5) s (43)

A zardjelben 1évé mennyiséget elnevezziik:

St —T) (44)
Dirac-deltanak. Hiszen ez egy (t — 7)-tdl fiiggd dolog. [gy

16 = [ ar se=m) s (4

Na de milyen allat ez a Dirac-97 (Lehet hallani, hogy Dirac-d fiiggvény. ILYEN NINCS!) A
Dirac-§ egy matematikailag nem tul korrekt dolog, viszont rendkiviil hasznos, és kényelmesen
lehet vele szamolni. Tovabbda Neumann Janos levezette, hogy tisztességes szamolassal is ugyan
az jon ki, mint a Dirac-d-val, igy az esetek tobbségében lehet vele szamolni. Hogy jobban
megismerjiik, vegyiink egy prébafiiggvényt, f(t)-t (ez legyen korldtos, tisztességes, stb...) és op
fiiggvéynt. (19 4bra.)

dr(t — 7)-t tgy valasztjuk meg, hogy a fiiggvény alatti teriilete pont 1 legyen. Vegyiik a két
fliggvény szorzatat:

/_ T H(t) or(t — 7)dt = (46)

or(t — 1) gyakorlatilag kiharap egy részt a fiiggvénybdl:

_ % / iﬂ F(b)dt (47)

N
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https://www.youtube.com/watch?v=VIS679CdLw8
https://www.youtube.com/watch?v=4YvaKk9hnrE
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19. dbra. f(t) prébafiggvény és or(t — 7) fiiggvény.

Ez pont a fiiggvény atlaga ezen a szakaszon. Es egy folytonos fiiggvény egy szakaszon egy
pontban biztos fel fogja venni az arra a szakaszra értelmezett atlaganak az értékét. (Rendérelv.)
Es most tartsunk 7-vel a 0-hoz:

lim / ) Se(t— )t = f(r) (48)

Ez igazabdl nem csinal mast, mint megadja a fliggvény értékét 7-ban. Ez a Dirac-d korrekt
definicidja. De ha nincs matematikus a teremben, akkor rosszindulatd fizikusok beviszik a
limeszt az integralba, és limp_ 0 d7(t — 7) = 0(t — 7) jeloléssel hasznaljak a Dirac-6-t. Igy:

/_ ) 8(t— )t = f(r) (49)

Konyvekben ez szokott szerepelni, mint a Dirac-d definiciéja, de ez jelen értelemben nem
teljesen korrekt. A limeszt az integralon kiviil kéne elvégezni, mivel magénak a Dirac-d-nak
nem értelmezhetd a limesze. Illetve par konyv teljesen pofatlan médon, gy definidlja, hogy

ot—7)=0 t#T1
(t—7) 7# (50)
t—T)=00 t=T1
De ez nem definicio, ez hiilyeség.
Mindettol fliggetleniil a fizikusok a Dirac-0-t mindenféle nem tisztességes mdédon szoktak
hasznalni, mert rendkiviil kényelmes, és igy is a jo eredmény jon ki.
A Dirac-6 formalisan a Kronecker-§ folytonos megfeleléje.

A Dirac-d-ra kiilonbo6z6 kozelito fliggvényeket szoktak bevezetni.

Gauss-gorbe (ldgy normélva, hogy fv. alatti teriilete 1 legyen).:

|
Gol(z) = —ee (51)
Ezzel igy néz ki:
tin [ 1) Gufo)de = fla) (52

A szinuszos fiiggvény képlete:

sin?(a(x — ¢))
(= ¢)?
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a)

b)

20. abra. Kiilonbozo6 kozelitések, melyekkel szoktédk Dirac-d-t kozeliteni. a) Sima téglalapszert.
b) Gauss-gorbe. ¢) Szinuszos dolog, optikdban szokés.

=

Esezac pontban fog csicsosodni.
Térjiink vissza a pongyola fizikusok nyelvére, nézziik meg, hogyan hasznéljuk.

fﬁ%i/&éﬁ—ﬂﬂﬂ

Ez nem ma&s, mint egy integraltranszforméacio, méghozza az identitas transzformacié, és a Dirac-
d ennek a mag(nem)fiiggvénye.

[rjuk fel a kovetkezd integraltrafét:
16 = [ dw S(t.)F)
Flw) = / dr Rlw,7)f(7)

Helyettesitsiik 6ket egymasba.
f(t) :/dw S(t,w) (/dT R(cu,7’)f(7’)> :/dw /dT S(t,w) R(w,7)f(1) =

— /dT (/dw S(t,w) R(w,T)) f(7)

Es a zérGjelen beliil S(t,w) R(w,7) = 6(t — 7). Képzeljiik el ugyanezt a Marslakék nyelvén.
Ekkor ott bent a kévetkezo mennyiség lenne: S;, R, és ez nem mas, mint egy matrixszorzas.
Tehat S, R, = SR;-. De tudjuk, hogy SR = 1.

Tehat most az oda-vissza integraltranszofrmaciok magjanak a szorzata formalisan megadta a
Dirac-6-t. Ez ekvivalens azzal, hogy a két trafé egymas inverze. Ha behelyettesitjik a két
trafonkat:

[ () =

tehat
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/ dw 7% =21 §(t — 1)

o0

Ilyen alakban érdemes megjegyezni. Nézzlink egy nagyon egyszerii példat:

/ dw F(w)e™ = f(t)
és legyen F'(w) = 1. Ezt behelyettesitve megkapjuk, hogy

f(t) =2md

Tehéat 1-nek a Fourier-transzformaltja a Dirac-d.

A tovabbiakban kitériink még par fontos aprésagra. A Dirac-d alap képlete:

/_ ) 8(t— )t = f(r)

Tehat

/_ ) st = £(0)

De mit jelent az, hogy d(at)?

= / T ) S(at)dt =2

du

Vezessiink be egy 1j valtozot, a kovetkezo médon: v = at. fgy t==¢sdt =

fz/oof(ﬁ) 6(u>d—“=l/mf(3)5(u)du:&

o\ a o) 7 \a

Tehat

(Abszolutérték, hogy akkor is miikodjon, amikor o negativ.) De lehetnek még bonyolultabb
dolgokat is behelyettesiteni a Dirac-d-ba. pl:
§(z* — 4)

Ami itt torténik, az hasonlit a Reziduum-tételes dolgokhoz. Itt is a Dirac-0 ott veszi fel a
jarulékait, ahol a hasaban 0 van. Tehat ez ezesetben igy néz ki: . abra.)
Altaldnosan ez a kovetkezdképp néz ki:

d(g(x))
adott. Megkeressiik, hogy hol vannak g(z) fiiggvénynek a zérushelyei. Majd

Oz — xy)
|9’ ()|

S(g(@)) =Y 8g' () d(x—m)] =

ahol x-k a zérushelyek. Tehat ha egy Dirac-0 hasdban egy fiiggvény van, akkor az szétesik
tobb Dirac-d-ra. De ez nem alkalmazhaté akkor, ha t6bbszoros zérushelye van a fiiggvénynek.
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FOR )= ] i) 1} txed)

21. dbra. 0(z* —4)

Tehét pl. azt, hogy d(z?), ezt nem értelmezziik.
Tovabba a Dirac-0-t tudjuk tobb dimenzidban is értelmezni. Ekkor a kovetkezoképp néz ki:
o(r — a)
és
[ 1@ 8- a7 = @

A Dirac-d-nak ekkor olyan jelentése van, mint egy tOomegpont, vagy ponttoltés. Példa erre a
kovetkezo toltéssiiriiség:

() = Q67— )
Nézziik meg, ekkor mekkora az 0ssz toltés:
/p(F) dV = Q/é(?— a) d*r=Q

és valéban. A lényeg, hogy a Dirac-0 nem csak szamitasok soran johet be, hanem magabdl a
fizikai problémanak a megfogalmazasabdl is eredhet.

Lattuk mar ezt az egyenletet:

/ e*@=a) 4k = 276 (x — a)

[e.9]

Ez tobb dimenzidéban a kovetkezoképp néz ki:

/eik(r_“) dVE = 2n)Y §(r — a)
Ez a tobb dimenzids Dirac-4.

Lehet értelmezni a Dirac-d derivaltjat? Lasd: 22 dbra.
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22. abra. Dirac-0 és derivéltjai. Migy a § a ponttoltést jelentette, annak derivaltja jelentheti
pl. a dipdlust. Mésodik derivaltja pedig a kvadrupdlust.

De pontosan hogyan viselkedik a Dirac-0 derivaltja? Konvolvaljunk egy fiiggvényt Ossze a
Dirac-§ derivaltjaval:

/ ()8t - 7) dr = [f8] — / (@6t — 1) dr = — (1)

Mivel [f6]* = 0, megkapjuk azt, hogy ez egyenld a fiiggvénynek a derivaltjaval. Tehét a
differencial operator felirhatd, mint egy integral operdcid, aminek a Dirac-d derivaltja a magja.
Tehat

S10 = [ar (5@-mse

ez egy szingularis magu integral operator.

Kadlecsik Addam
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21. Inhomogén linearis differencialegyenletek megoldasa
Green-moddszerrel

A fizikdban sokszor fordulnak el6 ilyen jellegii differencialegyenletek:

L(3h) uto) = 10

Most ezekkel az inhomogén linearis differencialegyenletekkel fogunk foglalkozni. A levezetések
soran a fiiggvények egyetlen valtozdja x lesz, de ugyanigy kell eljarni parcialis egyenletek
esetében is.

Ha visszagondolunk a vektorszdmitdsban tanultakra, akkor emlékezhetiink, hogy az Az = b

alakt egyenelteket z vektorat igy akartuk megtaldlni, hogy kerestiink egy megfelel6 g("“’) bazist,

ahol z = 3" byy™™ igaz volt. Erre aljérast is talaltunk.
A mostani probléma esetében is induljunk ki ebbol. Elscként talalnunk kell egy megfelel6 bazis.

d
A bazisfiiggvényeink legyenek azok a o(z) fliggvények, melyek az L (d_) sajatfiiggvényei,
x

tehat:
Ly = \p

fgy van most mar végtelen sok ¢ bazisvektorunk. Ezeket normadlva igaz lesz, hogy:

(SDka @l) = Ok

Ezek linedrkombinécidjaként irjuk {6l az ismert f(z) fliggvényt:
F= cupn
ko

A ¢, egylitthatékat a vektorkomponensekhez hasonléan szamolhatjuk a skalaris szorzassal:

(o0, f) = <901,ch90k> = ch(SOhSOk) = Z%% =

Tehat:
Cr = ((pka f)
Definidljuk a kovetkez6 specidlis & (x) fliggvényeket:

1
L& = = &= NPk
k

Ezek segitségével tudjuk felépiteni a keresett u(x) fiiggvényt:

u=> ab = (o f)%k%
K K

Ez konnyen belathato:

Lu=1L (Z% f)Aikgok) => (o, f)%k(ka) = (¢ f>%kwk = (pw: Pon = I

k k

Tehat a stratégia:

1. 1,9, ... bézis felvétele (,,sajatfliggvény-probléma’)
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2. ¢ egyiitthaték meghatarozasa: cx = (g, f)

. 1
3. & figgvények: & = )\—kgpk

4. A keresett fiiggvény: u =Y cx

Vizsgéljuk meg az f(z) fliggvény linearkombindcids alakjat! (A skaldris szorzas definicidjaban
az x valtozot &-re cseréljiik, hogy x megmaradjon facér indexnek.)

Fo) =Y epnle) = 3 ( / sDZ(é)f(é)df) oule) = [ g (Ekj mmz&)) 1)

k k

Ez egy integraltranszformacio, mely alapjan a zaréjelben 16vo 6sszeg nem lehet més, mint az
el6z6 tétel f6szereplje: a Dirac-delta. Igy az f(x) fiiggvény:

@)= [ oe =71 a¢
Melléktermékként pedig kaptunk egy 1j kozelitési médot a Dirac-deltara:

> or(@)en(6) = d(w =€)

Eme tudéssal felvértezve irjuk ol a keresett u(z) fuggvényt! (Ismét lecseréljitk a skaldris
szorzasban z-et £-re.)

u(@) = 3 (gn, f>§ksok = ( / wZ(ﬁ)f(ﬁ)d€> Aikgoux) - / a¢ (Z Aiksok(x)soz&)) G

k

A zéardjelben 1évé kifejezés lathatéan egy kétvaltozds G(x, £) fiiggvény, igy:

ulx) = / G, ) (€) de

Ezt a G(z,€) fiiggvényt hivjuk Green-fliiggvénynek:
1 *
Glx.€) = 3 s-ou@)eil©)
k
A marslakék frasmoédjaban ez az egyenlet igen kellemes alakot 0lt:

Uy = Z Gngg
£

A tétel elején emlitett vektorszamitasos eset eredménye az volt végsosoron, hogy invertaltuk az
A matrixot. Most is valami hasonlét csinaltunk: invertédltuk a differencialoperdtort, tehat:

L (d%) G(r,€) = 8(z — )

Az f(x) fiiggvényt kétféleképpen tudjuk folirni:
f@) = [ £©3a -9 & f0) =3 awanla)
%
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Lathatjuk, hogy a kovetkez6 mennyiségek hozhatdk egymassal analogiaba:

o — f(&)  wwlx) — oz —§)

k— &

A 1z fliggvények definiciéjaban is talalhatunk ehhez hasonlé6t:

L= — L) Gl = e - )

Igy az u(z) analdg pérja:
ulw) = Y utale) — u(o) = [ 1(€G(. )

Tehat minden feltevésiink helytallo.

A Green-fliggvényt sokszor csak a fentebb definidlt Gsszegzos alakban adjuk meg, mert
mar a végtelen sordsszegeknek is oriiliink. Ehhez pedig csak a ,sajatfiiggvény-probléméat” kell
megoldani. Ezzel majd késébb foglalkozunk.

Mendei Barna
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22. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus linearis par-
cialis differencialegyenletek

22. 6ra vége felé van ilyenekrdl szo.
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23. Linearis differencidloperatorok sajatfiiggvényei.
Altalanositott Fourier-analizis
Legyen egy n dimenzids tertink és annak egy véges tartoméanya. Ez lehet példaul egy szakasz,

egy feliilet, test, 20 dimenziés gomb (ha a dimenzi6 legalabb annyi), az a lényeg, hogy véges
legyen a tartomany.

Jelolje x; a k. koordindtat. Legyen tovabba egy differencidl operatorunk, ami a koordinatak
szerinti parcialis derivalasoknak, vagyis 8%k—nak a polinomja. Meg akarjuk oldani ennek a
sajatérték problémajat, vagyis:

0

L(—..
(8xk

Egy fizikai probléma megoldasanal tipikusan van néhany térbeli valtozo és egy ido, az id6
irdnyaban nyitott a probléma. Levalasztjuk az id6t, igy megjelenik egy szeparaciés allandé, és
egy egyenletet kapunk ami nem tartalmazza az id6t, itt pontosan ez van, tehat a sajatérték egy
szeparaciés konstans.

A hatarfeltétel az, hogy a fiiggvény a tartomany hatdran nulla:
O(xedT)=0

Az eddig felirt két egyenlet definial egy korrekt matematikai problémat.

Bizonyitas nélkiili allitasok:

1. Létezik olyan ortogondlis gorbevonali koordinata rendszer, amely esetén a tartomény
hatara egy vagy tobb koordinata feliillet. Ennek az a feltétele, hogy a feliilet legyen
tisztességes. Ekkor attériink 1j koordinatakra, a derivéaltak is az 1j koordindtak szerint
lesznek:

T = U g = g, L(ge) = L(ze-)
2. A feladat szeparalhato a valtozékban.
O(x...) = P(u...) = Dy (uy)Po(uz)... P, (uy,)

Ha ilyen alakban keressiik a megoldast, akkor ezekre kiilon-kiilon kapunk egy egyvaltozos
diffegyenletet. Ezeket szeparacids konstansok kapcsoljak Ossze.

3. A diffegyenleteket a hatarfeltételek megkvantaljdk: mq,mo,...,m, € Z kvantumszamok.

4. A sajérték ezeknek a kvantumszamoknak a fiiggvénye:
A= f(m17m27 "'7mn) = )\mlmz...mn

5. Létezik egy Jacobi determinans, ami az 1j koordinatakra vald attérést teszi lehetové.

/d"r:> /dul/du2.../dunJ(u1,...,un)
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Ezzel bevezettiink egy skalaris szorzast, a 2. pontban kapott fiiggvények erre nézve or-
tonormaltak:

Ezeknek az allitdsoknak az egydimenzids megfelelgje a Sturm-Liouville-probléma, ez an-
nak az altaldnositasa. Az ortonormaltsaghoz nem ragaszkodunk, az ortogonalitas a lényeg.

. Ezek a szorzat alaku fliggvények bazist alkotnak a tartomanyon értelmezett és a hatarfeltételt
kielégito fiiggvények terében.

. Ha a kvantumszamok a végtelenbe tartanak, akkor a probléma univerzalissa valik.

Az allapotsiriiség, vagyis a sajatértékek eloszlasa egy adott fliggvényhez tart, ami csak
attol figg, hogy hany dimenzids az adott tartomany. A sajatértékek valdsak, mert az
operatorok itt hermitikusak. A harmonikus analizis alkalmas mechanikai rezgések, le-
vegbben terjedd rezgések, elektromagneses rezgések vizsgalatara. Az ilyen klasszikus fi-
zikai alkalmazéas soran nem tudjuk figyelembe venni azt, hogy a hullamok lecsengenek,
az energia disszipalodik, mert ekkor az operdatorok mar nem lesznek hermitikusak, nem
lesznek igazak ezek az allitasok.

A kvantummechanikdaban viszont nagyon jél alkalmazhato, mivel a kvantummechanikai
hullamok nem csillapodnak.

Gyorgy Zoltan
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24. A Green-fiiggvény eloallitasa az operator sajatfuggvényei
segitségével

Ez konkréten ugyanaz, mint a 21-es...
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25. A hur rezgései

Ismerjiik a hulamegyenletet:
0%u
o2

Egy hur esetében a tér egydimenzids, tehat ez a kovetkezoképpen néz ki:

= Au

’u 0%

o~ ox?

Emellett vannak hatar-, és kezdofeltételeink:

u(t=0,z) = a(x) és 22; (t=0,2) = 5(x)
ahol a (a hir hossza), a(zx), és () ismertek.
Tegyiik fel, hogy az ismeretlen u(t, x) fiiggvény folirhaté a kovetked fiiggvények szorzataként:
u(t,z) =T ()X (x)
Ekkor a derivaltak:

2R
fgy az egyeneltet atrendezve kapjuk, hogy:
T(t)X(z) = T (H)X"(x)
(

I(t) _ ,X"(@)
T~ ¢ X(o)

= —w? = 4ll.

Az utolsé 1épésben lathatjuk, hogy a két fliggvényekbdl allo tortnek meg kell egyeznie. Ez akkor
valésulhat meg (az a legvaldsziniibb), ha ezek allané értéket vesznek fel.
Tehat a megoldand¢ differencidlegyenletek:

T(t) = —w?T(t) (54)

X"(2) = -5 X (2) (55)

2
El6szor vizsgaljuk az alsé (X-es) egyenletet!
2
Legyen _w_2 = —k?. Ekkor:
c

X"(z) = —k*X (x)

Ez a harmonikus oszcillator mozgasat leir6 differencialegyenlet, tehdt a kovetkezo alakt a meg-
oldas:

X(z) = Acos(kx) + Bsin(kz)
Illesszuk a hatarfeltételekhez:

X(x=0)=0
AcosO)+ Bsin0 =0
A=0
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fgy a kovetkez6 alaku mar a fliggvény:

X (x) = Bsin(kx)
A mésik hatérfeltétel:

X(z=a)=0
Bsin(ka) =0
ka = nm (ahol n € Z)
k, = nz
a

A bevezetett n egész szammal meghataroztunk egy kvantumszamot, mellyel jellemezhetjiik
a rezgést. Ez adja meg, hogy hany hepe és hupa van a hiron, azaz a moédusok szaméat. Latjuk

hogy ettol fligg k értéke is, igy az is csak adott értékeket vehet fol
Tehat a helyfiiggd fiiggvény:

X, (x) = sin(k,z) = sin (nﬁ : x)

a

A B egyiitthatét vegyiik 1-nek. Ez csak a szinuszhullaim amplitidéjat befolyasolja
Ak, segitségével vissza tudjuk szamolni w értékét is

Wy, = ck, = nE
a

Az idofiiggo differencidlegyenlet:
T(t) —w?T(t)

Ez ismét a harmonikus oszcillator egyenlete, tehdt a megoldas ugyanolyan alaku
T, (t) = C,, cos(wnt) + Dy, cos(wnt)
A két eredményt Osszeszorozva kapjuk a keresett u(t, z) fliggvényt
up(t, z) = T,(t) Xn(x) = (Cy, cos(wnt) + Dy sin(wy,t)) sin(k,x)
Egyszertt megfontolasbol n értékein valtoztassunk egy kicsit: n € N

Az eredeti differencialegyenlet homogén volt, igy ezek Gsszege adja az altalanos megoldést

Z (Cy, cos(wpt) + Dy, sin(wyt)) sin(k,x)
n=1
Ennek idoszerinti derivaltja:
%(t x) = i (—wnCh sin(wpt) + wy, D, cos(wyt)) sin(k,x)
at Y - n-n n n n n n

n=1

A kezdeti feltételeket folhaszndlva:

u(t

Z Cy sin(kyx) = afz)
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és

ou
E(t = 0,1‘) = 5($)

Z wn Dy, sin(k,z) = f(x)

Az ismert a(z) és [(x) fliggvényeknek persze eleget kell tenniiik a hatarfeltételeknek.
Az igy kapott két egyenlet egyiitthatoit Fourier-sorok segitségével kaphatjuk meg:

Z[( / &) sin(k n§>dé> cos(wnt) ( / B(€) sin n@dg) “fu ﬂsm@m

Ezzel leirtuk a hur rezgéseit.
Néhéany példa n értelmezését segitve:

I
n
=
1
w

n=1 n

Mendei Barna
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26. Téglalap alaki membran rezgései

Papiron kidolgoztam, képekhez felteszem, remélem olvashaté. Bene Rébert
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27. (*) Kor alakii membran rezgései. Bessel-fiiggvények

Vizsgéljuk meg egy a sugari membrén rezgéseit! Erdemes attérni a sikbeli polér-koordindtarendszerbe.
Ismét a hullamegyenletbdl indulunk ki:

0%u 9
W = C AU
Hatarfeltételtink:
u(t,r =a,p) =0
Kezdofeltételek:
, ou
u<t =0,r, 90) = a(T? 90) €5 a(t =0,r, 90) = 5(T> @)

Polérkkordinatak esetében az u(t,r, ¢) fliggvény Laplace-a:

Pu  10u 1 9%

Ay—=— 220, 227
“ 8r2+r87’+r284p2

A megoldast ismételten u(r, ) = T'(t)U(r, p) alakban keressiik. Ekkor a hulldmegyenlet:
TU =T AU = —u?

Innen a megoldandoé egyenletrendszer:

T = —w?T
W2

AU = ——2U = kU
c

Keressiik az U(r, @) fiiggvényt is szorzat alakban:

U(r,¢) = R(r)®(¢)

fgy az erre vonatkozo differencidlegyenlet (kifejezve a Laplace-t):

1 1

R'® 4+ -R'® + —RP" = —k*RP
T

RN 1 R/ " 1 (I)//

oy T 2
R + rR + r2 ¢
R// R/ @//
AR R

"

)
Vegyiik észre, hogy csak az egyik tag fiigg (p-t0l (5) A t6bbi ¢ tekintetében konstans,

igy folirhatjuk a kévetkezot:
" = K

A megjelen6 K konstans bizonyithatéan negativ. (Pozitiv esetben nem teljesiil a p-re vald
periodicitds. Ez is egy hatarfeltétel. ®(¢ + 27) = ®(p))
Ekkor legyen K = —m?. Igy egy ismerds differencidlegyenletet kell megoldanunk:

" = —m?P
P(p) = Ae™? 4 Be "¢
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Erre teljestilnie kell a periodicitasnak:

ezm(gp+27r) — imy

ezm27r =1

Ebbél kovetkezik, hogy m csak egy egész szam lehet (m € Z). Ezzel megkvantaltuk a rendszert,
kvantumszamot rendeltiink az egyes allapotokhoz.
Eredménytinket helyettesitsiik be az egyenletiinkbe:

/! /
Pt =k
/! 1 / m2 2
R'+ R - “oR=-kR
T
1 2
R”+—R’+<k2—m—)R:o
T

r2

Az igy kapott egyenletet hivjuk Bessel-egyenletnek.

Bessel-egyenletek:
A Bessel-egyenlet standard alakja (v € [0; 00]):
1 2
B'(v) + ~B'(v) + (1 - m—) B(v) =0

V2

Mivel m € Z, ezért ilyenbdl végteleniil sokat tudunk felallitani.

A Bessel-egyenleteknek két megoldésa ismeretes. Ezek a Bessel- (J,,(v)), és Neumann-fiiggvények
(Nm(v)). A ketté kozti legszembetiindbb kiilonbség, hogy J,,(v = 0) véges, mig N,,(v = 0)
divergens. Ez azért van, mivel v = 0 esetben

1

m| _ _
plml+1

I =V és Ny =

Tovabbi érdekes tulajdonsigok:

1
e A fiiggvények kozos burkologorbével rendelkeznek, mely —=-vel ardnyos.

o

e A kiilonb6z6 m kvantumszamokkal jellemzett fiiggvényeknek nincsenek kozos zérus-, il-
letve szélséértékeik. Az m-edik fiiggvény n-edik zérushelyét igy jeloljiik: A

e A Bessel-fiiggvényekre v — oo esetén jo kozelités a kovetkezo:

. ™
SI |\ v —Mm—

e A Neumann-fliiggvényekre v — oo esetén jé kozelités a kovetkezo:

™
COS |\ U —Mm—

2
o

N,, ~
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Az els6 néhany Bessel- (J,(z)), és Neumann-fiiggvény (Y, (x)) grafikonja:

Jn(x) Lo Neumann function of order n.

1
L 0.5 1

075 |-
0 4 6 8 1

05 - 2 Jo(%)
: N\ > Js(x) E —0.5 1

ot :\‘ = \ AN S 400 S, 5
L1 2 \3 sX 6 /7 / Na, 10 2
025 |- Y 154 i
[ 5

L -2.0 T
2 0

05 L

A Bessel-egyenletek altalanos megoldasa értelemszeriien ezek linedrkombinacidja:
B(v) = aJy(v) + BNp(v)

Térjiink vissza az eredeti egyenletiinkhoz, hiszen ez még nincs standardizalva.
Legyen v = kr és R(r) = B(v). Ekkor a derivaltak:

dR(v(r))

S kB'(v) é  ——2 =k*B"(v)

fgy az egyenlet standardizalva:

1 2
KB" + -kB' + <k2 - m—) -
T T

1 2
B +-B+(1-") =
v v2

Mivel a kerek membran (dob) kézepén nincs szingularitds, igy a Neumann-fiiggvények nem
johetnek szdéba, azaz [ = 0.
Most a konstans « szorzot is hagyjuk el, mivel ez csak egy amplitidot jelent. Tehat:

B(v) = Jm(v)

A Bessel-fiiggvénynek végteleniil sok zérushelye van. Az, hogy hanyadik érvényesiil a membran
végén megad egy n kvantum szdmot a rezgésre:
I (ka) = Jp, (™) =0

n

fgy 1j k mennyiségeket tudunk bevezetni:
Km = 1 Am)
a n
ahol m € {0;1;2;...} ésn € {1;2;...}. Ezzel w-t is kvantéltuk:

Wmn = Ckmn = E)\gm)
a
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Ezt felhasznalva az idofiiggo fliggvény egyenletében:

T = —w2 T
T = Cyun c08(Wimnt) + Dy sin(wpnnt)

Minden eddigi eredményiinket 0sszegyurva pedig megkapjuk a hén ahitott fiiggvényt:

u(t,r,p) = Z Z (Crn €0S(Winnt) + Do sin(wppnt)) €™ ()\n a)

m=—oo n=1

Ennek segitségével sok érdekes rezgésképet eredményeztiink:

m=0 m=2
n-1 n=2 n=2

N
— N4
N 9

Az abrabdl remélem latszik a lényeg, hogy melyik kvantumszam mit jelez.

Ha m és n j6 nagyok, akkor egyre kisebb részekre osztodik fel a membran, melyek mar
téglalapoknak is tekinthetok. Ezt logikusnak is mondhatjuk, ha tugy vessziik, hogy az r — ¢
sikon vettiink egy téglalapalakii membrant.

Mendei Barna
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28. (*) Gombfiiggvények

Felraktam a képek kozé a kidolgozast papiron, konnyen lehet hogy van benne nem kell6en
atgondolt /jol struktiralt rész, de tigy érzem minden ami fontos benne van. Az elektronpalydkkal
meg abrazolasokkal nem foglalkoztam sokat, én gy vettem hogy az inkabb csak érdekesség és
igy is nagyon hosszu lett, viszont minden levezetést beleirtam annyira részletesen amennyire
DGY elmondta.
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