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1. Torténeti attekintés

A 19. szézad végén voltak még megoldatlan problémék a fizika néhany teriiletén. Fzekbsl
a problémakbol n6tte ki magat Einstein specialis relativitdselmélete, illetve a kvantum-
mechanika. Mik is voltak ezek a problémak?

1.1. Hémérsékleti sugarzas

Valamilyen 7" hémérsékleti testtel egyensilyban 1évé sugirzasnak vizsgaltak az energia-
stirtiségét, ez volt a problémas dolog. Tekintsiink egy L oldalhosszisaga kockat (dobozt),
amit felmelegitettiink 7" hémérséklettire. A kérdés a kovetkezs: milyen energiastiriiség
alakul ki a dobozon beliil?

Keressiik tehat a p(v,T') fiiggvényt. Amely a v frekvencia koriili dv frekvenciainter-
vallumba es6 kisugéarzott energiadramot adja. Erre vonatkozoan voltak kisérletek, melyek
a szamolassal nem egyeztek. Hogyan szamoltak?

Legyen tehat egy L? doboz, benne az elektromégneses sugarzassal. Meg kell oldani
a Maxwell-egyenleteket periodikus hatéarfeltételek mellett. A pontos szdmolast nem vé-
gezziik el, ezt mar el6z6 elektrodinamika kurzusokon megtették, csupan a mondanivald
szempontjabol fontos 1épéseket elevenitjiik fel. Az E elektromos tér és a B magneses
indukciovektor oszcillalni fog, azaz:

E,B ~ e/ ¢t (1.1.1)

A periodikus hatarfeltételek miatt q kvantalt lesz:

2m
= — 1.1.2
q=—n (1.1.2)
ahol n = (ny, ny, n3) egész szamok.
Ezzel méar a frekvenciat is fel tudjuk irni:
\ 27 c cq cn (1.1.3)
_ — V= = — — — 1.
o] A 21 L
Most meg kell mondani a moédusok szamat egy adott v és v + dv kozétt. Ehhez le
kell szamolni, hogy hany ilyen sikhullamot tudok felirni, legyen ez N(v)dv. Ez pont egy
dv gombhéj, ennek a térfogata: 4mn?dn: ennyi racspont van n és dn kozott. Ehhez még
érkezik egy kettes faktor a lehetséges polarizaciok miatt:

N(v)dv =2 -4 - an*dn. (1.1.4)
Most méar csak egy v — n Osszefiiggés kell:

L? L
n? = — v dn=—dv (1.1.5)
c c
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1. 4bra. A Rayleigh—Jeans-torvény és a tapasztalat

N(v)dv = 87 (%)3 vidv (1.1.6)

Ennyi modus van. Megnézziik, hogy egy ilyen moédusra mennyi energia jut, majd azt
ezzel felszorozzuk. Ehhez hasznéljuk az ekviparticio tételét:

E(T) = kgT (1.1.7)
A teljes energiastirtiség v és v + dv kozott:

8rkpTr2d kT
p(v, T)dv = T BCSV Y —8n CB3 vy (1.1.8)

Ezt nevezziik Rayleigh—Jeans torvénynek. A kisérletekkel Osszevetve azt latjuk, hogy
ez kis v frekvenciak esetén igaz lesz. De ha v-vel egyre messzebb megyiink, akkor az eltérés
igen nagy lesz. S6t a modell lehetetlent josol: ha az energiasiiriiséget felosszegezziik az
Osszes modusra, akkor az divergalni fog. Ezt nevezik ultraibolya katasztrofanak. Ez
nyilvan nem azt jelenti, hogy valéban ez a helyzet, hanem csak jelzi szamunkra, hogy az
elmélet valahol hibas.

Megoldéasként probaltak olyan fiiggvényt talalni, amely a kisérletekkel jo egyezést
mutat(l. abra). Planck mindenféle elméleti megfontolasok nélkiil egyszertien illesztett
egy fiiggvényt a kisérleti eredményekre, beépitett egy exponencialis levagast, az illesztés-
hez egyetlen paramétert kellett bel6nie, ezt h-val jelolte, ez a Planck-dllandd, melynek
értéke h = 6.63 - 10734 Js. Az altala kapott gorbe egyenlete:

sth vid
p(v, T)dv = =2 (1.1.9)
€ eFsT —1

Ha k};”T < 1, akkor sorfejtéssel visszakapjuk a klasszikus elektrodinamika Rayleigh—Jeans-
torvényét.

Nem sokkal kés6bb sziiletett meg a hipotézis, amelybdl ezt az eredményt szarmaztatni
tudta. A kovetkezdt tételezte fel: a sugarzasi tér olyan oszcillatorokkal van egyensulyban,
melyeknek az energiaja kvantalt: F,, = nhv. Planck tehat nem a sugarzas kvantaltsagat

tételezte fel, az Einstein volt.




Ebb6l Lorentz vezette le a Planck-torvényt a kovetkez6 képpen: feltette azt a kérdést,
hogy hol rontjuk el a szamolast? A valasz az, hogy az ekviparticional: E # kgT. Hol
lehet ezt 1atni? Annak a valdszintisége, hogy egy tartalyban lévé T hémérsékletd gaz

energidja F és B + dE kozott van ~ e PF ahol B = kBLT Ezt persze még normélni kell:
0o s
o0 4 F ) of Ee dE i
p(F)dE=—— — El)=-"—F——===FkT (1.1.10)
[ePEAE [ePEAE
0 0

Itt feltételeztiik, hogy az energia folytonos. Ha ezzel szemben kvantalt energiat téte-
leziink fel:

~BE; > Epe b

e Pl _ —

ME) =T o BT = (11.11)
Z e—BEn E e—BEn
n=0 n=0

Most felhasznaljuk Planck hipotézisét, miszerint E, = nhv. Igy egy geometriai sort
kapunk, amit fel tudunk &sszegezni:

—Bhvn __ . —Bhvn __
nE:U e =1’ ng_o hvne = —(1 g (1.1.12)

Az energia varhato értéke ennek a kettének a hanyadosa:

_ hv

1.2. Atomok szinképe

Rutherford kisérlete bizonyitotta, hogy létezik atommag, amely az atom kozponti egy-
sége. Ez tartalmazza tomegének nagy részét. A mag koriil helyezkednek el a konnyebb,
negativ toltést elektronok. Rutherford azt feltételezte, hogy az elektronok korpalyakon
keringenek mag Coulomb-terében.

A mérések szerint azonban gazok spektruma éles vonalakbol all, vagyis a megvalosulod
korpalyak sugara nem tetszéleges, csak bizonyos, diszkrét értékeket vehet fel.

A Rutherford-modell nagy hatranya, hogy az igy elképzelt atom nem lehetne stabil.
A korpalyan mozg6 elektronok gyorsulé toltések, vagyis sugaroznak. Az elektrodinami-
ka torvényei szerint az elektronoknak bele kellene zuhanniuk a magba, ezt pedig nem
tapasztaljuk.

Ezt az ellentmondéast Bohr oldotta fel. Ugy gondolta, hogy az elektronok nem kering-
hetnek akidrmilyen palyan, nem lehet akarmekkora az energidjuk, hanem kvantaltak és
csak akkor sugaroznak, ha egyik palyarol a masikra "ugranak", mikézben megfelel nagy-
sdgu energiaju fotont nyelnek el vagy sugaroznak ki. Ezzel mar meg lehet magyarazni a
hidrogénszeri atomok szinképét. De mi volt a leiras alapja?

Bohr 6tlete nyomén: a h Planck-alland6 impulzusmomentum dimenzi6ja, akkor ké-
zenfekvd, hogy legyen az kvantélt:

mur = nh, (1.2.1)

3



ahol n pozitiv egész és h = 2”—7r Az e toltési elektront a Ze magtoltési atommag Coulomb-
tere tartja r sugard korpalyan:

mv?  Zek
_— = 1.2.2
> -2, (122
ahol 2 = 45;0. Az elektron energiijara igy az
mv?  Ze? mZ2el eV Z?
E, = - 20— 0 ~ 136 — = 1.2.3
2 r 2n2h? cz n? ( )
kifejezés adodik.
Egy ny — ng (E,, > E,,) atomi atmenethez tartozo foton frekvenciaja:
AE  mZ%; (1 1
_ AL _ 2 1.2.4
YT h 2h? (n% n%) (1.2.4)

Sommerfeld ezt barmely zart rendszerre altalanositotta. Ha egy N szabadsagi fok,
idében periodikus mozgas leirhaté H(q,, p,) Hamilton-fiiggvénnyel, akkor a kvantalasi
feltételek:

%padqa:nah, a=1...N, (1.2.5)
ahol a mozgés egy periodusara kell integralni.
Példaul korpalya esetén, ahol p = L és ¢ = ¢:
s
/Ldgb =nh =2wL =nh, vagyis L = nh. (1.2.6)

0

2. HullAmmechanika

2.1. A Schrodinger-egyenlet ,levezetése”

A fénynek kettés természete van: a Maxwell-egyenletek hullammegoldasaként jon ki, de
Einstein kvantum hipotézisében részecske, amit szamos kisérlet nagy pontossaggal igazolt.

De Broglie-nak tdmadt egy otlete: ha a hullamnak vélt fény részecskeként is tud
viselkedni, akkor vizsgaljuk meg a fényt mint hullamot, és ezt alkalmazzuk részecskékre.
A fotonra teljesiil az F = hw 0Osszefiiggés. Ezen kiviil:

E =hw — p=hk (2.1.1)

Ha ezt elfogadjuk, akkor a Bohr-feltétel azt jelenti, hogy ,amig az elektron kérbekering
a mag koriil, kézben éppen egész szamnyit hullamzik”:
2m 2rh  nh

2mr =nA=n—=n——=

: 2.1.2
k D mu ( )

Visszakaptuk az mvr = nh Bohr-feltételt. Ez persze egy nagyon naiv elképzelés.



Mindenesetre, ha W(x, t) sikhullim, azaz W(x,t) ~ e!®*=Y akkor ki kell elégitenie a
kovetkezs differencidlegyenleteket:

LoV
ihor = BV (2.1.3)
—ihVU = pW (2.1.4)

Az iddfiiggés trividlisan levalaszthato: W(x,t) = ih(x) e ™! = (x) e %', Az ener-

gia és az impulzus kozott van egy relacio: E = 5’—2 Ez felirhato differencidlegyenlet
formajaban:
ov n?
h— = —— AV 2.1.
"ot 2m (2.1.5)
Ha levalasztottuk az idéfiiggést:
h2
— AN =F 2.1.6
o A= By (210
Ezt persze lehet altalanositani. Ha adott egy V(x) potencial:
h2
~9 Ap(z) + V(x)(z) = Ey(x) Idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet (2.1.7)
m
oV (x,t h?
ih% =5~ AV (x,t) + V(x)¥(x,1) Id6tiiggs Schrodinger-egyenlet (2.1.8)
m

Az el6z6 gondolatmenetet konnytd altaldnositani tobb részecskére. De mi az a W?
Eredetileg gy gondoltak, hogy W(x,t) egy kiterjedt részecskét ir le, ezért azt vartak,
hogy |\If(x,t)|2 mint egy intenzitds megmutatja, hogy hol tartozkodik a részecske. Bohr
erre racafolt: kiszdmolgatott mindenféle szoréasi problémét és az jott ki neki, hogy a szoras
utan a részecske gy mindenfelé van. Kisérletileg azonban nem ez jott ki.

Aztan jott Born, aki szerint a |W¥(x,t)|> nem a részecske ,mennyisége”, hanem meg-
talalasanak valoszintisége. Pontosabban megfogalmazva dP = |¥(x,t)|*d*z annak a
valoszintisége, hogy a részecskét az x koriili d3z dobozban talaljuk.

Kétféle elképzelés volt:

a) Az egyik szerint ez egyszertien nem a teljes kép. Ez csak egy statisztikus leiras,
de ha megtalaljuk az alapvet&bb elméletet, akkor nem valdszintiségeket fogunk kapni.
Egyszertien azért vannak valészintiségek, mert nem vettiink figyelembe mindent. Ez a
rejtett paraméterek esete.

b) A masik felfogas szerint a vilag nem determinisztikus, csak valoszintiségeket kap-
hatunk.

Sok id§ eltelt az els6 vita Ota és ugy néz, hogy a b) lesz az igaz. A valosziniiség
nem gy értendd, hogy egymas utan sokszor elvégezve a mérést kapok egy gyakorisagot,
hanem azonosan preparalt részecskék viselkedése egyszertien nem determinisztikus.

De van-e egyaltalan értelme a valdsziniiségi értelmezésnek? Ehhez sziikséges egyfajta
normalas. Elvarjuk a részecskétdl, hogy ha mindenhol keressiik, akkor talaljuk is meg:

/]\If(x, PPz =1 (2.1.9)

A Schrodinger egyenlet linearis, vagyis ha W(x,t) megoldas, akkor A\V(x,t) is megol-
dés. Vagyis, ha sikeriil talalni olyan U-t, amely megoldja az egyenletet és [ |¥(x, ) ]2 A3z =

7



N < oo, akkor LN\I/(X, t) is megoldas, és ennek mar az integralja 1 lesz
idében is. Megmarad-e a valdszintség?

L0 53 o ov .\ .5
zha/hﬂ(x,t)\dx-zh/(at\ll—f—g\lf)dx—

Kihasznaljuk a Schrédinger-egyenletet:

. De U valtozhat

_/ds h_szq,* T — h_2V2\p U __h_2/d3 {V(I*'VV¥ —UVY)}

Parcialis integralunk, kihasznaljuk, hogy ¥ a végtelenben lecseng:

FLZ
— [ &z (VY — VI =0 2.1.10
o [ ) (2.1.10)
Osszehasonlitas utan latszik, hogy:
9 2 | o
a|\11(x,t)| + Vj(x,t) =0 (2.1.11)
ahol j = — 2% (U*VW — UVU*). Ez egy kontinuitdsi egyenlet.
2.2. Varhato értékek
A hely varhato értéke:
(x) = /X W(x,1)]* d*x. (2.2.1)
Az impulzus varhaté értéke:
(p) = —ih/‘II*V\If d*z. (2.2.2)
Klasszikusan p = mv = m‘ji—’;.
d d ov* ov
m&@() =mo [ x |U(x,t)]> d®z = m/x ( g v+ E‘P*) d*z (2.2.3)
10
- % XV (VT — UV d (2.2.4)

Parcidlis integralunk

d ih

2

xkal (\I/*(?l\I/ — \Ifé?l\Il*) = 81 (%k\y*aqu — \If@l\Il*) — 5kl (\If*al\lf — \1181\11*) (226)

_ih
2



Tehat:
d

m (%) = (p) (2.28)

Ezek alapjan mar mindenféle fizikai mennyiséget fel tudunk épiteni.
Altaldnos mennyiség legyen az A(x, p), mely szorzasokat és gradienseket tartalmazo
operator. Ennek az operatornak a varhato értéke:

(4) / T AT d (2.2.9)

Mivel a Schrédinger egyenlet linearis, igy ha talalok W, U5 megoldast, akkor ezeknek
a linedris kombinéci6ja is megoldas lesz.

A lehetséges W-k tere a négyzetes integralhato fiiggvények Hilbert-tere az L? fiigg-
vénytér, ami eleget tesz a kévetkezs tulajdonsagoknak:

o (V) +Wy)(z)=Vy(x)+ VYs(x)
o \U(x)=(A\V)(x)
(U1 Ws) = [ W(2)Us(x)d?z

Ezeken a fiiggvényeken lehet operatorokat értelmezni a kévetkezd méddon:
AU — AV linearis leképzelés akkor, ha

(MA; + X Ao) U = A\ (A10) + Ay (A D)

Operatorokat lehet Gsszeszorozni is, ez annyit jelent, hogy sorrendben hattatjuk ket
egymés utan. Altaldban ez nem lesz kommutativ, vagyis A; A, #+ AyA;. Ennek a jellem-
zésére hasznaljuk a kommutatort:

[Al, AQ] — A Ay — AyA, (2.2.10)
Minden operatorhoz rendelhetd egy AT, ami definici6 szerint:
Ezt nevezziik az adott operator adjungaltjanak. Ha egy operator megegyezik az adjun-

galtjaval, akkor azt 6nadjungaltnak, més szoval hermitikusnak nevezziik.
Lassuk be, hogy a p = —ihAV impulzus operator énadjungalt!

= /mv\mfg d*z = —/m\y;‘vqu, d*z = /w;(-mvmﬂ% = (U |p¥y) (2.2.13)

Hasonl6 képpen be lehet latni azt is, hogy a koordinata komponenssel vett szorzés
operatora Onadjungalt.



Klasszikus ﬁzZikéban értelmeztiik a Hamilton-fiiggvényt, mely potencialban mozg6 ré-
szecskére H = I~ + V(x). Az el6z6ekhez hasonloan értelmezziik a Hamilton-operatort:
N
H=—+V 2.2.14
L V) (22.14)
Eddig t le volt fixdlva, most nézziik meg hogyan valtozik ¥, ha az idé is valtozik. A
Schrodinger-egyenlet formélisan felirva:

L o0U(x,t)

Ha nem tudunk semmit mondani WU-rél, akkor is konnyedén levalaszthatjuk az id6fii-
gést. Legyen V(x,t) = 1(x) f(t).

ihp(x) (1) = F(t) () (2:2.16)
T O x) = konst(=
th(t) & _w(x)hw() konst(= FE) (2.2.17)
zhﬁ%ﬁw — E — f(t) = konst - e 7™ (2.2.18)

A flw = E1) egy sajatérték egyenlet, a rendszer lehetséges energiaértékei a sajatértékek.

3. A Schrodinger-egyenlet

3.1. Egydimenzids eset

A (2.2.15) egyenletet egy dimenzidban vizsgaljuk:

L0W(x,t) R O?
ih g ——%@\If(x,t)—i—‘/(:c)\lf(az,t). (3.1.1)

Természetesen mindig figyelembe kell venni a normélasi feltételt: [ d®z|¥(x,t)]> = 1.

Idéfiiggetlen esetben: )
h* d
————(x) + V(2)Y(x) = Ev(x). (3.1.2)

2m dz?

3.1.1. Szabad részecske

Tekintsiink egy m tomegi szabad részecskét! Ekkor V' (z) = 0, azaz

h?

_z_wll(x) _ E?ﬁ(l’) N iﬂ(l’) — Aeikx _i_Befikx, (313)
m
ahol k = /22E vagyis £ = %
Id6tiiggs esetben
U(z,t) = Ae'"= 78 4 Bemilket it (3.1.4)
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Ez egy sikhullam, v sebességgel halad. Mi ezzel a baj? De Broglie szerint % =L =

2m

5. Mi nem ezt kaptuk. S6t a sikhullam nem is normélhat6. Ennek az az iizenete, hogy
részecske jol meghatarozott energiaval és impulzussal nem létezhet.

+ikx

Annyira azért nem rossz a helyzet, az e fiiggvények kivaloan alkalmazhatoak ba-

zisnak W-k terén.

Hogy kellene ezt interpretdlni? Az Ae*™** egy |A|? intenzitast részecskenyaldb. A
normalasi probléma kikiiszobolhets. Tudjuk, hogy ez a sikhullim megoldas. Mivel a
Schrodinger egyenlet linedris, igy ezek linearis kombinacioja is megoldas. Azt meg viszont
mar tudjuk normalni:

U(r,t) = \/LQ_W / dk o(k) ¢ (o= 5t). (3.1.5)

t = 0 esetén:

U(x,0) = \/%/dkgé(k) ek, (3.1.6)

Ez egy Fourier-transzformalt, ennek inverze megadja ¢(k)-t:
o) = —= [ dwuao)e (3:17)
= — z W (z,0)e ™. 1.
2T
Ez mar tetszéleges V(x,t)-re normalhato. ¢(k)-kbol elsallithato a megoldas:

U(z,t) = \/% / dk ¢(k) e'tke=wb), (3.1.8)

Vezessiik be a vy = £ fazissebességet és a ves = (Cil—‘,‘c’ csoportsebességet. Jelen esetben
2 7’ . ’ ’ 2z 2 7 3
w = 2%7 ahonnan v; = % €S VUes = fn—k Minden moédus sebessége més és mas, ezért a

hullAimcsomag ,szétfolyik”.

3.1.2. Hatarozatlansagi relacié

0l =< Ar’>=<(r—<z>)P>=<2’> 2<r><r>+<r>=<1> - <1 >?

(3.1.9)

ol =<p’>—<p>" (3.1.10)

Sikhullamra agy kell gondolni, hogy meghatéarozott p impulzussal rendelkezik, de o, = 0.
Ekkor o, egy rosszul definidlt dolog.

3.1.3. Mozgas potencialban

Most V(x) # 0 megoldasokat keresiink 1 dimenzidéban. Milyen esetek lehetségesek?

Elsfordulhat olyan eset, hogy az energia kisebb, mint a potencial értéke (1. 77). Az
abran lathato allapotot nevezziik kétott allapotban. Ellenkez6 esetben szorasallapotnak
nevezziik.
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Allitas: Tegyiik fel, hogy V(z — +o00) = 0. Ekkor, ha E > 0 az a szérasallapot, ha
E < 0 az a kétott allapot.

Példaként vizsgaljunk kotott allapotokat 1 dimenzios dobozba zart részecske esetére.

Ezt a ??7. abran lathato potencial definialja:

V(m):{o haO0<z <L

00 egyébként
Ha V folytonos, akkor W és U’ folytonos a hataron. Ha V-nek ugrasa van, akkor W”
is ugrani fog. Abban az esetben, ha V' végtelen, akkor W’ ugrik és W lesz folytonos. Jelen
esetben ezek szerint a hatérfeltétel: W(0) = ¥(L) = 0.
&Y — 2m(y — E)W. Ennek az egyenletnek a megoldasa: W(z) = Ae** + Be=**  ahol

k= —VZ;L”E Illesztjiik a hatarfeltételekhez:

V0)=0—-A+B=0—Y(z)=Csinkx
U(L)=0— CsinklL =0— kL =nr

aholn =1, 2, 3...
2mE h2mn?
L=nr—>FE,=—-
h nr 2mL?
Ez lesz a kvantalasi feltétel. Az n = 0 esetet azért zartuk ki, mert abban az esetben a
hullamfiiggvény nem lett volna normalhatd. Mar csak C' értékét kell bel6ni, ehhez kell a

normalasi feltétel:

(3.1.11)

L
L
/0 |C|? sin ("%x) = o3 (3.1.12)
2 .
C= a-ew (3.1.13)

Az egyiitthatoban megjelenik egy tetszéleges egységnyi fazis, ezt egynek valasztjuk.

A végeredményiink tehat:
2 2m
U(g) =/ Zsin [ 22 3.1.14
(x) \/; sin ( 7 :r) ( )

3.1.4. Harmonikus oszcillator

A harmonikus oszcillatort a potencialjaval definialjuk:

1
V(z) = Emwzzﬁ (3.1.15)
Analitikusan fogjuk megoldani a problémat. Tekintsiik a Schrodinger egyenletet:
2o 1, .,
—— 4= U =FV¥ 1.1
5 O + 5w e (3.1.16)

Gyakori eljarassal fogunk élni: vezessiink be egy dimenziotlan valtozot, hogy ne kelljen

a faktorokat magunkkal hurcolni. Legyen tehat { = (/% *z. Ezzel frjuk fel a Schrodinger
egyenletet:

d?v 9

— = — k) 3.1.17

Rl (31.17)
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ahol k = 2E,
hw .
Vizsgaljunk egy limeszt, amikor is £ nagy: ¢ — oo. Ugy is gondolhatunk ré, hogy
€2 >> k. Ekkor a Schrodinger egyenlet a kivetkezd képen alakul:

0*W 9

— 3.1.18
¢ (31.18)
3.1.18 egy Oszcillator egyenlet, ennek ismerjiik a megoldasait:

2 2
U(¢ = 00) = Ae™ T + BeT (3.1.19)

Fizikai megfontoldsokbdl B = 0, kiilonben a val6szintség-siiriségfiiggvény nem lenne
normalhato.
Azt triikkot fogjuk alkalmazni, hogy levalasztjuk az aszimptotikus megoldést az egyen-

letrdl: W(E) = h(E)e % .

dv  dh _¢ £2 2 (dh
= — hée™ 7 = — —h 3.1.20
e~ e e = (G- ne) (3:1:20)
d2v d?h dh £2
— =5 —-h—-2—(+h)e® 3.1.21
i = (a8~ 2ge ) 1.2
Visszairjuk ezt a 3.1.17 egyenletbe:
d?h dh
— —2— k—1)h=0 3.1.22
T et =D (3122
A megoldast keressiik hatvanysor alakjaban!
h(f) =ag+ (]Jlf + CL2£2 + ... = Z ajfj (3123)
j=0
Ekkor:
dh & :
— = ja; g™ (3.1.24)
d¢ s
Ph N =
@ ;](] —1)a,& (3.1.25)

Kelleni fog még a % = z;?io ja;&, illetve vegyiik észre, hogy 3.1.25 atindexelhetd,
mivel 7 =0 és j = 1 esetén is 0 lesz.

d?h . ‘ ,
@ > G20 + Dajé (3.1.26)
j=0
Ha mindezt visszairjuk 3.1.22 egyenletbe és kiemeliink &7:
D GG +2)( + Dajea — 2ja; + (k = 1)ag] = 0 (3.1.27)

=0
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Ennek igaznak kell lennie minden &-re, ami csak akkor lehet, hogyha a zaréjelben szerepls
egyiitthatok nullak. Igy kapunk egy rekurziv osszefiiggést:
2ja; — (k —1)a, 2] —(k—1)

Y= TGINGEY) GG (81.28)

Bontsuk ezt a hatvanysor alakot paros, illetve paratlan részekre!

hps = ag + agé? + as* + ... (3.1.29)
hptl =a; + CL3§3 + a5§5 + ... (3130)

Most vizsgaljuk meg, hogy is viselkedik a rekurzi6é nagy j-kre!

2 c

Ajt2 = Eaj — a; ~ (%)' (3131)
hps &Y mg ~ Zcﬂ ~ ce (3.1.32)

j=2k \2 k
Y %gi ~ cet (3.1.33)

j=2k+1 (5)

Ami nagy baj, mert ha ezt visszairjuk:

h(€) = hps + By = ce& (3.1.34)
W(E) = h(e)e T ~e (3.1.35)

ami pedig nem normélhaté. Egyetlen kitt van: a £ hatvanysora nem véges. Létezik olyan
J, melyre a; =0, a;y1 =0... Azaz

27+1—-k
U+10+2)
Ebbél kovetkezik, hogy k& = 2n + 1.

k=2E 1
k=2n+1 }E”:h“("+§>

Es ez a kvantalasi feltételiink. Az %—tc’il eltekintve Planck ugyanezt tételezte fel. Még a
hullamfiiggvény nincs meg! Nézziink meg néhany esetet:

=0 valamely j = n esetén (3.1.36)

-~ n =0, ag # 0 az Gsszes tobbi tag nulla!

2
T2

hw
\I/[)(f) = Qp€ s E() == 7 (3137)
- n=1, ay # 0, a; # 0 az Osszes tObbi tag nulla!
2 hw
Uy (€) = arée™ 7, Ep= 37 (3.1.38)
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-n=2a=—a
2 Shw
R (3.1.39)

Latszik, hogy a péaros és paratlan fiiggvények ortogonalisak. Az Z—(l) tetszélegesre nor-
malhato, mi 2"¢"-re norméalunk. Az igy normalt hullamfiiggvényiink a kovetkez6 alaku:

afrw 1 o
0ol = {2

ahol H,, az ugynevezett Hermite-polinomok.

2
2

(3.1.40)

3.1.5. Oszcillatoralgebra

Jelen fejezett6l kezdve az operatorokat akkor jeloljiik a szokasos - jellel, ha ez nem egyér-
telm!
Irjuk fel az egy dimenziés harmonikus oszcillator Schrodinger egyenletét:

L[y s

A zarojelben két mennyisége négyzetosszege szerepel, j6 lenne ezt faktorizalni a szokésos
u? +v? = (u—iv)(u+iv) médon. Azonban u és v most nem szamok, hanem operétorok,
igy ez nem miikodik, mivel uv # vu. Ennek ellenére vezessiink be két uj operatort: a™-t
és a”-t a kovetkezSképpen:

U(x) = EV(x) (3.1.41)

( L (hai‘ ) L (pti r) (3.1.42)
ay = — | —=— tinwr | = — imwi 1.
S V2m \i V2m P
. 1 (hO . ho |
ay-a_f(x) = 5 (;% - zmwx) (;% + zmwx) flz) = (3.1.43)
Rro* 1 ,, h
= —%@-Fimw T +§w (3.1.44)

Hasonlé modon:
a_ -0y = ———=— + —mwr’ — —w (3.1.45)

Vagyis:
a_-ay —ay-a_ =[a_,a,] = hw (3.1.46)

Ha ezzel a két operatorral irjuk fel a Schrodinger egyenletet:
hw
<&+ ca_ + 7) U(x) = EV(z) (3.1.47)

Vegyiik észre, hogyha ¥ megoldas E energiaval, akkor ezekkel az operatorokkal tudunk
1j megoldasokat csinalni, példaul a, ¥ is megoldas, F + hw energiaval, ugyanis:

(&+ ca_ + %) aV(r) =ara_a ¥V + %apll = (3.1.48)
Fuw Fuw
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Hasonloképen belathato, hogy ha ¥ megoldas E energiaval, akkor a_W¥ is megoldés,
E — hw energiaval.

Tegyiik fel, hogy létezik 1 darab megoldas. Ebbé6l azonban probléma lesz, mert lat-
sz0lag a_-szal 1éptetve, el6bb utébb az energia negativ lesz. De, ha W normélhat6, akkor
a; WV is. Az a_ VU nem biztos, hogy normalhato, de az integral attol még lehet véges (0).
Tehét kell lennie egy olyan, ¥, alapallapoti hullamfiiggvénynek, melyre a_ Wy = 0!

1 h o
d mw
—VUy=——2V 3.1.51
de " TR (3.15)
T (z) = —”;—:xz +InC (3.1.52)
2
Uo(z) = Ce 5% — el6z6 jeldléssel Wo(z) = Ce % (3.1.53)

Ez tehat az alapallapoti fliggvény, nézziik meg, hogy mekkora energia tartozik hozza!
Mivel az eredményt abbol a feltételbdl kaptuk, hogy tovabb mar nem tudjuk csokkenteni
az energiat:

Van egy alapallapoti hullamfiiggvény és a,-szal tudjuk "feljebb léptetni". De kiadnak-
e ezek minden megoldast? Ha lenne kézben mas energiaérték is, akkor onnan mar megint
le tudnank jutni nullaba. Igy tehat megtalaltuk az 6sszes megoldast:
U, (z) = Ap-aq - ... - ag Yo(x) = Ayaly Wo(w) (3.1.55)
———

n db

Megmutathato6, hogy a’f éppen a Hermite-polinomokat adja.

3.2. 3 dimenziés Schrodinger egyenlet

A Schrodinger-egyenlet harom dimenzios, idéfiiggetlen alakja:

2

—;—mA\D(X) +V()¥(x) = E¥(x) (3.2.1)

Az egyenlet megoldasa szerencsés esetben torténhet a valtozok szétvalasztasdnak mod-
szerével, példaul dobozba zart részecske esetén: V(z,y,z) = X (2)Y (y)Z(2).

3.2.1. Centralis potencial

Ez azt jelenti, hogy V(x) csak x nagysagtol fligg:V (x) = V(r).

A Schrodinger-egyenlet egy sajatértékegyenlet, a H sajatértékegyenlete. Ha egy ope-
rator és a Hamilton-operator kommutal, akkor meg lehet gy vélasztani W-ket, hogy
mindkét operatornak kozos sajatfiiggvény-rendszere legyen. Ez altalaban egy miikddé

stratégia. Erdemes tehat olyan operatort keresni, ami kommutal a Hamilton-operatorral.
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Impulzusmomentum klasszikus értelmezése: L = x x p, L; = Zi,l EilmT1Pm. Ezek
alapjan, szokisos modon bevezetjiik az impulzusmomentum-operatort:

L=%xp=xx(—ihV) (3.2.2)
9,
Li=—ihy o 2.
’ ih 2 x@xk (3.2.3)

Allitas: az impulzusmomentum-operator minden komponense kommutéal a Hamilton-
operatorral:

A 0
Li, pj| = eije—1ih 3.2.5
L] = iy (3.2.5)

Minden koordinatakbol és impulzusokbol kikevert operator kommutaciés relécidja is
ugyanilyen.

[Li, 0;] = ei501ih (3.2.6)
Ez specialisan magéra az impulzusmomentum-operatorra is igaz:
[Li, L] = eijuLyih (3.2.7)
Vektor négyzetére:
[ﬁi, 17]2] = [LZ, 0;0;] = Lyvjv; — vjv;L; = Livjv; — v;Liv; + v;Liv; — vju;L; (3.2.8)
[f}i, 0]0; + 04 [zi, 0] = iheyjvgpv; + iheijpvvp =0 (3.2.9)

Ebbsl mér kovetkezik, hogy [L;, V?] = 0, [L;,z?] = 0. Tehat talaltunk egy olyan
operatort, ami kommutal a Hamilton-operatorral. Ez gyakorlatilag a gémbszimmetria

kovetkezménye.
Osszefoglalva:
[L-,L?_ ~0 (3.2.10)
[LH =0 (3.2.11)
[ﬁ,ﬁ: =0 (3.2.12)

Jeloljiink ki egy tengelyt, legyen az a z és ilyenkor az L,,L? és H kommutal egymassal.
Most az a kovetkezd cél, hogy megtaldljuk azokat a W-ket, amelyek mind a haromnak
sajatfiiggvényei.

Mivel gobmbszimmetrikus a probléma, érdemes attérni gombi polar-koordin&tarendszerre:

xy =rsinfsing 60 ¢€[0: 7 (3.2.13)
xg =rsinfcos¢ ¢ € [0:27] (3.2.14)
x3 = rcosf re[0:o0f (3.2.15)
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Ezekkel felirva:

L, =ih (sin gb% + ctgf cos gb%) (3.2.16)
5 : 9, .0
Ly =ih | —cos (,b% + ctgf sin ¢a—¢ (3.2.17)
Ls= —z‘ha% (3.2.18)
- o[ 1 0 (. 0 1 02
_ 9 Lo D 21
L7==h Lin@ 56 \""0%0 ) T a2 g a0 (3:2.19)

Erdemes észrevenni, hogy az impulzusmomentum-operator és négyzete nem tartal-
mazza a sugarat.

L; és L? hermitikus operatorok.

Idézziik fel a A operator alakjat gémbi polar-koordinatarendszerben:

10 0 1 1 0 0 1 0?
A = —— (r= — — [ sinf— —_— 3.2.20
H00 T2 gy (r 87’) T [sin@@@ (sm 89) * sin298¢2] ( )
10 0 L?
ANps=—=—— =) - == 3.2.21
n8 T 2 gy (r 87‘) h2r? ( )
Ezt irjuk vissza a Schrédinger-egyenletbe:

10 (,0 L?
- el = EV 2.22
2m r? Or (T 87“) v 2mr2q}+v(r>qj E (3 )

Ha sikeriilne W-t megvalasztani gy, hogy L? sajatvektora legyen, akkor LT csak egy
konstans lesz, » marad valtozo.

Keressiik meg L? sajatfiiggvényeit. Tegyiik fel, hogy V(r) nem nagyon szinguléris
r = 0-ban (ezt késbb tisztazzuk).

U(r) ~ Z Cijntwhah (3.2.23)
ijk
Tegyiik fel, hogy a legalacsonyabb rend ebben a sorban [. Tehéat i + 7 + k > .
Példaul

=0 WY(r)=const (3.2.24)
l=1 VY(zr)=ax; + bry+ cxs (3.2.25)
stb. (3.2.26)

Ugyanez sugarral felirva: W(r) ~ r'Y (6¢). Trjuk vissza tippet a Schrédinger-egyenletbe!

or or

Hogy viselkedik ez r — 0 esetén?

L2V = 522 (ﬁa—\p) +2mr? [E - V(r)| ¥ (3.2.27)
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A masodik tag 2mr? [E — V(r)] — 0, ha V(r) nem annyira szinguldris.

o (,0 B,
2 2 2 ! — 2 27,..0+1 — 2 l — 2
LAU(r — 0) = * = (7‘ _ar> Y = Bt Y = R DY = BRI+ 1) (3.2.28)

Kicsi r kornyékén ezt adja, de akkor minden esetben ezt adja. Ebbdl kdvetkezik, hogy
L? sajatértéke csak A%l(1 + 1) lehet.

Legyen a W a H-nak és L%nek is sajatfiiggvénye, ekkor a sajatérték csak h2l(Il + 1)
lehet. De milyen [-lek fogjak ezt biztositani?

LPU = K1+ 1) (3.2.29)

Mivel L2 csak a szogekre hat, igy teljesen mindegy, hogy mi az r fiiggés. Vezessiink be
egy altaldnos r-tél fiigegd fiiggvényt és irjuk fel a hullamfiiggvényt a kovetkezs alakban:

U(r,0,6) = R(r)Y (0, 9) (3.2.30)

L?Y(0,6) = hA(1+1) (3.2.31)

Y legyen Ls-nak is sajatfiiggvénye, valamilyen m sajatértékkel!

LsY = hmY (3.2.32)
jlg hatasat konkrétan is kifrva:
h 0 Y = hmY (3.2.33)
—th—Y = hm 2.
¢

Mivel Y fiigg 0-t6l1 és ¢-t6l is, de a 3.2.33-ban szerepld derivalas csak ¢-re hat, valasszuk
le a ¢ fiiggést és legyen: .
Y =™’ P(6) (3.2.34)

Mivel Y [-ben periodikus, m musz4ij, hogy egész legyen.
Irjuk be a Schrodinger-egyenletbe: Y egy az egyben kiesik, ugyanis:

LPU = R(MI(I + 1)R*Y (3.2.35)
fer n* d dR RAI(1+ 1)
2
+ +V = 2.
2mdr (T dr ) 2mr? h (k= ER (3:2:36)

Hajtsunk végre egy valtozocserét, legyen U(r) = rR(r). Ezzel az egyenlet:

+V(r)|U=EU (3.2.37)

C2m dr? 2mr?

n? d2U rfl(l +1)
Ez olyan, mint egy egy dimenzi6s egyenlet, néhany apro eltéréstél eltekintve:
1) V= Vegy = V(r) + 1550

2) re€[0,00]

3) Van egy plusz hatarfeltétel » — 0 esetén: U(r) ~ ritl
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Normalas is ad nekiink plusz feltételeket:
/|\I/|2d3x =1 (3.2.38)
Ugyanez polarkoordinatdkban kifejezve:

/rzdrdQ\R(r)Y(H,cé)P:/Ooorzdr|R(r)]2~/dQ|Y(9,<;§)]2 (3.2.39)

7

Vv
Ez véges lesz

Innen a normalhatosag feltétele: [° r2dr|R(r)|? legyen véges, vagyis [;° dr|U(r)|?
legyen véges.

De mik ezek a Y-ok? Tudjuk, hogy két szamtol fiiggenek, I-t61 és m-t6l.

Foglaljuk 6ssze mit tudunk roluk:

L*Yim(0,0) = H(I+ D)lYi (0, 9)
A(r'Ym) =0

Mésrészrdl r'Ys,, [-ed foka polinom x;-ben, ami annyi tesz, hogy:
'Y, = D ernes L1 TS wg’ - A gy, hogy ¢ +ca + ez =1
Térjiink at 0j valtozokra, legyen: x4 = x1 & izy. 'Y}, tovabbra is l-ed fokt polinom
x4 és x3 fliggvényében:
MY = Y 2 altag (3.2.41)
V4,V ,C3

Az egész mindjart érthetGbb, ha polarkoordinatdkban irjuk fel:

r4 = rsin fe* (3.2.42)
x3 =1 Ccosf (3.2.43)

Bzért: R
L3$+ == hx+ (3244)
Lyx_ = —ha_ (3.2.45)

Innen: R R
Ls(r'Yy™) — Ly (272 03) = h(vy —v) (272 o) (3.2.46)
~——

m=vy—v_ (3.2.47)

Ez megszoritja, hogy m csak —[ és [ kozott lehet. Ha ezek utdan megmondom [-et és m-
et az rogziteni fogja Y fiiggvényeket? Vagy esetleg van még egy csomé masik paraméter,
amitdl fiigghet?

Ennek vizsgalatahoz fixaljuk le [-et!

vy [+ 1 féle lehet 1
v_ |l —uv, +1 féle lehet 3 Gsszesen §<l + 1)(1 4 2) lehetség (3.2.48)
cs  mar egyértelmi
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A 2-vel csokkenti a polinom fokét! Azaz mar csak (I — 1)I lehetGség van, de ezt mar
lerdgziti A. A fiiggetlen elemek szama 1 (1 +1)(1+2) — {(I — 1). Teh4t a fiiggetlen Y-ok
szama: 2]+ 1. Pont ennyiféleképpen lehet m-et megvalasztani. Kénnyen sejthets, hogyha
m-et is lerdgzitem, akkor mar megadtam egyértelmten az Y-t.

Konstruéaljuk meg a fliggvényeket!

Y0, 6) = P (6)et™ (3.2.49)

P (cosf) - asszocidlt Legendre-polinomok. Ezeket a kovetkezd differencialegyenlet
megoldéasaként definialjuk:

1 d dpP m?
— — | sinf— P = IP 2.
sin 6 d6 (sm@ do ) * sin? 0 (t+1) (3.2.30)

Konstrualjunk meg az els6 néhany Y gombfiiggvényt:

[=0 vp,=v_=c3=0 m=0
Yy = const = -
Var
1 m=—1.01 (3.2.51)
Yip=y/pcosf Yy =4/&sind Vi =,/Zsinfe

— Y, fiiggvények ortonormalt béazist alkoznak a csak szogektdl fiiggs fiiggvények te-
rén. f dQ}G;(Q, ¢>}/l’m’(07 ¢) = 5ll’5mm’

— Ha z;-t lecseréljiik —a-re, akkor Yj,,, — (—1)'Y},,. [-t6l fiigg a paritasuk.

3.2.2. A hidrogénatom

A hidrogén atom probléméat szokdsosan a potencial definialja. Egy darab - mozdulatlan
- +7 - e toltésti mag Coulumb-potenciadljaban mozog egy elektron.

7 2
Vir)= -5 (3.2.52)
r
Ezzel egyiitt a Schrodinger-egyenlet:
h* d*U(r) Ze*  RA(l+1)
—% dr2 + (— ” + o2 ) U(T) = EU(’/’) (3253)
Johet a szokésos k? = —22E.
d*U(r) 2mZe* 1l +1) 5
12 + (— o + 3 ) U(r) =—k“U(r) (3.2.54)
Valtozocsere: p =k - r.
d2U(r) a I(l+1) 2mZe?
T4 + (—; + = ) U(r)=-U(r) = (3.2.55)

Hatarfeltételeink kozé tartozik, hogy U(r)-nek ugy kell viselkednie, hogy U(r — 0) ~

,,,l—i-l.
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Vizsgaljuk meg a 3.2.55 egyenletetr — oo hatéresetben:

_dU(p
dp?

= —U(p) U =-U (3.2.56)

Ezt viszonylag egyszeriien megoldhatjuk:
U= Ae "+ Bef (3.2.57)

B-nek nullanak kell lennie, kiilénben a hullamfiiggvényiink nem lesz normalhato, szo-
val U ~ e ”. Erdemes ezt a két, aszimptotikus megoldast levalasztani. A maradék legyen

egy F(p) fiiggvény!

Ulp) = F(p)p'tte (3.2.58)
U'(p) = F'(p)p™ e + (I +1)F(p)p'e™ — pF(p)p™ e p (3.2.59)

U”(p) — pl+1€fp {(1 + 2(1: 1) 4 l(l;; 1)) F(p) + (_2 + 2(12‘ 1)> F/(p) + F”(p)}
(3.2.60)

1+1

Ezt visszairva a Schrodinger-egyenletbe p!™1) e? ™ és [(I + 1) kiesik (ezért csinéltuk).

d2F ( z+1) dF  a—20—2
— —2(1l-— ) —4+ ——"F=0 3.2.61
dp? p ) dp p ( )
Keressiik a megoldast sor alakban:
F(p) =) _ap' (3.2.62)
=0
= : 1+1 : —20 -2 .
> a [j(j —1)p =2 (1 - i) P+ a—p]] =0 (3.2.63)
s p p
- . - g i a=2—2 .
> a3 = D 200+ 1) - 240 +ij =0 (3.2.64)
j=0

Ez nem nagyon ad rekurziv formulat a;-re, de mivel az elsé két tag amutgy is nulla,
ezért inditsuk onnan: j — 5 + 1:

Z =P aj (G+ 17 +20+1)(G + 1)) +a;(a—20—25)] =0 (3.2.65)

J

Ennek igaznak kell lennie minden p-ra, igy:
ajir (G+1D7+2(0+D)(G+1) =a;(2L +2j — ) (3.2.66)
Innen megvan a rekurziéonk:

I 20+j+1) -«
NG+ 20+ 2)

(3.2.67)
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Ezt még vizsgélni kell nagy j-kre:
2

Tegyiik fel, hogy a; # 0 minden j-re — a;41 ~ —a; (3.2.68)
J
Azaz: ,
9J
Aji1 ~ a0 const (3.2.69)
— 2 — (2p)
F(p)zc-zﬁpfzcz i =C.e¥ (3.2.70)
j j

Megint az a probléma, hogyha ezt az eredményt visszairjuk U(p) = F(p)e ?p*!, ami
viszont ~ ef. Ezt pedig mar kinullaztuk, mert nem normélhat6 téle a hullamfiiggvény.
Mivel lehet ezt az ellentmondast feloldani? Egyszertien nem lehet j akdrmekkora, valahol
végeszakad. Legyen ennek a szakadésnak a helye n.

2(l+j+1)—a=0  valamely j-re (3.2.71)
—
Ebbdl az kovetkezik, hogy a = 2n, ahol n = 1,2, 3.... Ezt nevezziik f6 kvantumszam-
nak.

2mZe? mZe* 1 1 h? .
Uy — e Sk, = = — a=— Bohr-sugar (3.2.72)
h? mZ%e* 1
E = _—— 2 _ _ _ 2.
" ka T o 12 (3:2.73)

n=I0l4+7+1,n>1+1. Fix n-rel értékei 0-t6l n — 1-ig mehetnek. Adott [-hez ez
m = —I,...,+1, azaz 2] + 1 lehet6ség. Adott n-hez pedig ezt kell kidsszegezni, vagyis n?
lehetGség.

Azaz E, csak n-t6l fiigg és n’-szeresen degeneralt.

Példék a jelolésekre:

-n=1
=0, m=0, 1s (3.2.74)
-n=2
[=0, m=0, 2s
=1, m=-1,0,—-1, 2p (3.2.75)
-n=3
=0, m=0, 3s
=1, m=-1,0,-1, 3p (3.2.76)
=2, m=-2,-1,0,1,2, 3d

Minden allapot 3 db kvantumszammal jellemezhetd:
— f6kvantumszam (n)

— mellékkvantumszam (/)
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— magneses kvantumszam (m)

F(p) egy véges polinom, neve Leguere-polinomok.
Most mar mindent tudunk, a hidrogén atom hullamfiiggvénye:

U(r,0,0) = Fp)e " p™ Y™ (0,9) (3.2.77)

A hidrogén atom a valésadgban természetesen nem ilyen. T6bb hibat is elkévettiink
a szamolas soran, ezek koziil az egyik az, hogy a kézponti magot allonak, rogzitettnek
tekintettiik.

Ez sem volt egy rossz kozelités, a kovetkez6 1épés az, hogy a magot is belevessziik a
mozgasba.

3.2.3. Két test probléma

Egy darab proton és egy darab elektron, melyek kozott V (re, r,) ~ m potenciél hat.
e~ TIp
A Hamilton-operator:

. P2 P2
H === L4 V(r, — 3.2.78
o+ g+ Ve =) (3.2.78)

U(r,, 1y, t). Az interpretaci6 ugyanaz: |U|?d®z = dP ez annak a valoszintsége, hogy
az elektron az r. és r. + dr, kozott van és a proton az r, és r, + dr, kozott van.

0

De = —1hVy e = —ih 3.2.79
o= =iV = il (3.2.79)
. . .0
Pp = —ihV,, Pp; = _m@a:pi (3.2.80)
(3.2.81)
A Schrédinger-egyenlet:
h2
- V24 VE| vV - ) - B (3.2.82)
m P

Klasszikus fizikai meggondolasokat kovetiink. Vezessiik be a redukalt tomeget, illetve
a tomegkozéppont helyét, mint 0j koordinatat.

= —— (3.2.83)

r=r,—r, (3.2.84)

R = [ele = Mol (3.2.85)
Me + My,

p= (&—&) (3.2.86)
me My

P = p. — pr (3.2.87)

p=—ihV, (3.2.88)

P = —ihVyg (3.2.89)

(3.2.90)



Ezzel felirva a Hamilton-operatort:

ﬁ——h2v2— i VE 4 V(r) (3.2.91)
en 2(me +my) " o

Keressiik a megoldast a kovetkezG alakban:

U(r,R) = U(r);U(R), (3.2.92)
v,y AT, VO, = BU,, (3.2.93)
24 2(me +my)
_gA\il _ 2(m:i ™ A\I]‘I;Q LV =E (3.2.94)
_gA\D_‘fl LV _E— 2<mehj o A;f (3.2.95)

Mindkét oldalnak kiilon-kiilon konstansnak kell lennie: —Erxp!

hZ

1) - @A\Pl + V¥, = (E — Ergp)¥; =¥, (3.2.96)
h2

2) — ——AVy = ErgpV¥ 3.2.97

) e ) 2 TrPV2 ( )

2) egyenlet egy sima szabad részecske mozgasa. Ennek a megoldasa sikhullam:

2

Uy(R) =t Brgp = m (3.2.98)
1) egyenlet egy centralis potencidlos Schrodinger-egyenlet:
1
En ™ o h (3.2.99)
Tehat a rendszer teljes energaja:
B Bpgptem—2o0nL p’ (3.2.100)

_l’_ e
2R n?  2(me+my)

4. Axiomatikus kvantummechanika

Eddig egy hullamfiiggvényt kerestiink, aminek az abszoliutérték-négyzete birt fizikai tar-
talommal: az adta a térbeli eloszlast. Most valami altalanosabb leirds utan nyomozunk.
A kovetkez§ targyalas nagy része Diractol és Neumanntol szarmazik.
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4.1. 1. axiéma

A fizikai allapotokat egy H Hilbert-tér elemei irjak le. Minden fizikai rendszerhez rendel-
hets egy komplex Hilbert-tér és minden fizikai allapot egy vektor ebben a térben.
‘H egy vektor tér, azaz:

- U, Uy e H = b +Oc €H
- vV4+0=Y

— Ertelmes benne egy skalaris szorzas:
\Ifl ®\DQ — (\Ph\pg) e C

Amely masodik tagjaban lineéris:
(‘Pl, C(\IIQ + ﬁ‘I’g) = Oé(\Ill, \1[2) -+ ﬁ(‘l’l, \113) (411)
(a\If1 -+ 6\112, \Ijg) = Oz*(\lll, \113) + ﬁ*(qu, \113) (412)

W, W, akkor fiiggetlen egyméstol, ha minden linedrkombinaciojuk, amely nem trivialis
az nem nulla. Specidlisan, ha W;-k ortogonalisak, vagyis (¥;, ¥;) = 0, ha i # j, akkor
ezek fiiggetlenek. Ez visszefele nem feltétleniil igaz, de lehet ortogonalizalni.

Egy Wy, Uy, U3, ..., U, rendszer teljes, ha U € H felirhat6 ezek linedrkombinécidjaként.

Ha egy ilyen W, rendszer ortogonalis és teljes, akkor az egy bazis a H-en. A bazisban
lévé vektorok szama adja meg, hogy a Hilbert-tér hany dimenziés. Ha dimenzié szam
véges, akkor a bazis egyértelmd.

Ha végtelen dimenzios a Hilbert-tér, akkor a teljességet gy értelmezziik, hogy létezik
®; bazis Ggy, hogy minden ¥ € H kifejthetd:

N—o0 4

N
lim ) o ®; = T (4.1.3)
=1

Vialasszunk egy ilyen ®; bazist. Mik lesznek az egyiitthatok?

U=>"a; (4.1.4)
=1
N
(@, W) = D i (s, ®)) = ;(®, D) (4.1.5)
— T
(q)jv ‘II)
o — (4.1.6)
T(2,0))
Ha ¥ = Zz OéZ'(I),‘ és U/ = Zz ()éi(I)i7 akkor
. O;, U)*(d;, ¥
(\Pa \D/) = (ai\I’ia ajqjj) = Zai aj<\11jv \Ill) = Z ( ((I)) ((I)) ) <417>
ij i iy Xq

Ez segit a skalarszorzatnak interpretaciot adni:
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®; teljes ortogonalis bazis azt azonositjuk egy mérés utani lehetséges kimenetellel. Egy
U allapotban 16v6 rendszer esetén annak a valoszintisége, hogy a mérés utan ®; allapotba
keriil a rendszer:

P(U - @;) = % >0 (4.1.8)
ZP\I’%CI) \11\1/ Z'i’i' = (4.1.9)

Vegyiik észre, hogy a valdszintiség nem fiigg attol, ha a kifejezéseket atnormalom. WU és
aWV ugyanazt a fizikai allapotokat irjak le. Ezért célszerd minden vektort egyre normalni.

PV — @) = |(®;, V) (4.1.10)

De egy egységnyi abszolutértékd komplex szammal még szorozhato.

Ezt a halmazt, hogy {¥/|V’' = €W, (U, ¥) = 1} sugarnak nevezziik a Hilbert-téren.

Ezzel az elsé axioméat atfogalmazhatjuk. Minden fizikai rendszerhez rendelhetd egy
Hilbert-tér és minden fizikai allapot egy sugar, ezen a Hilbert-téren.

4.1.1. Dirac jel6lés

Allapotok: |¥), skalarszorzat: (U1, Uy) = (0| W,).

Sok esetben W-t jellemzi egyértelmiien egy-egy szam. llyenkor az allapotokat a sza-
mokkal jeloljiik, példaul |U) = |I,m,n).

Vannak olyan esetek, mikor egy mérés kimenetele folytonos lehet, példaul a koordi-
nata. Ilyenkor: ®; — ®,. Ekkor a normalas: (®,, P, ) = é(a — o). Kifejtés:

U = /daﬁacba Bo = (V,¥) = /daﬁéﬁa/ (4.1.11)
Valoszintiség:
dP(U — @,) = |(®n, ¥)[*da (4.1.12)
Példaul a helymérés lehetséges kimenetele: ®, € H:

U(z) = (&, 1) (4.1.13)

ez a szokasos hullamfiiggvény.

4.2. TI. Axi6ma

Hogyan tudjuk magat a fizikai mennyiséget abrazolni? Minden fizikai mennyiség hermi-
tikus operatorral reprezentalhaté.

Az operatorokba méar beleértjiik, hogy linearisak. Az operatorok olyan leképezések:
hogy A:H —H

— Szorzas:

ABU = A(BVD) (4.2.1)

27



— Skalarral valé szorzas:

(aA)U = a(AV) (4.2.2)
— Osszeadas: o ) X
(A+ B)¥ = AV + BY (4.2.3)
— Adjungaltja: R A
(\Ijl, A\Ijg) - <A+\IJ1, \112) (424)
(AH)*t = A (4.2.5)
(AB)" = A*B* (4.2.6)

Egy operator énadjungalt, ha At = A
— Matrixelemek: Legyen ®; egy ortonormalt bazis

Innen mar lathatd, hogy a maétrixszorzas szokésos szabélyai érvényesek. Persze a
matrixelemek fliggnek a bazis megvalasztasatol.

Egy ¥ allapot akkor hordozza a mennyiségnek egy hatarozott a allapotat, ha AT =
aV, vagyis U sajatfiiggvény a a sajatérték.

Mivel A hermitikus, sajatértékei valosak, sajatfiiggvényei ortogonalisak. De legaldbbis
ortogonalizdlhatd degeneracio esetén. Matrix nyelven:

J J
[letve:
A sajatvektorai AW, = q;¥; — (U;, V) = d; (4.2.11)
Illetve folytonos esetben:
A\Ifg = agqu — (\Ilg, \Ifgl) = (5(6 — 5/) (4212)

Legyen U € H tetszlleges allapot és A egy fizikai mennyiség, a; sajatértékekkel.
Annak a valdészintisége, hogy egy mérés utan a rendszer ®; allapotha keriil:

P — @) = |(®;, V) (4.2.13)

Vagyis a; mérés valoszintsége: |(®;, )|
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4.3. Varhato értékek
<A>y=> a;P(V = &) =) ai|(®;,V)]* =D a;(®;, U)* (05, V) = (¥, AD)

% %

(4.3.1)
Dirac-féle jelolésben:
< A>y= <quA|qf> (4.3.2)
4.3.1. Fiiggvények
AD =a® —  A"D =a"d (4.3.3)
Analitikus f fliggvényekre: A
f(AD = f(a)P (4.3.4)
Altalanos W-re: X
V=> c¢®, Ad, =a,®, (4.3.5)
Definici6 szerint: A
AT =>"c,0, (4.3.6)
Altalaban: ) )
< f(A) ># f(< A>) (4.3.7)
melyre a legtipikusabb példa: < A2 >4< A>?

4.3.2. Hatarozatlansagi relaci6

Egy H Hiblert-téren igaz a Cauchy-Schwartz-egyenlGtlenség, mely szerint minden W, ¥’ €
‘H vektorra igaz, hogy:
(T, ) ]* < (T, U) (T, T) (4.3.8)

Ha nekem van egy A mérhet6 mennyiségem, akkor értelmes annak a szérasa:

AgA = \/< (A— < A>y) >y (4.3.9)

Ez akkor igaz, ha |U|?> = 1.
Kett6 tetszéleges operatorra alkalmazzuk (4.3.8) egyenlGtlenséget!

AyAAy B > % (v 4. Bv), (4.3.10)

Ha a két operéator egymaéssal kommutéal, akkor van kozos sajatvektor-rendszeriik, tehét
tud a két szoras egyszerre nulla lenni. Egyébként a két mennyiség nem mérhet egyszerre.
Nagyon hires példa: legyen A=j3és B= p:

1
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4.4. Operatorok sptrja
Legyen ®; egy ortonormalt bazis. Ekkor:

SpA =" (@A) =" <c1>iy,21|<1>i>

i

Ennek az értéke bézisfiiggetlen.
Tulajdonsagai:

— Sp(aA + B) = aSpA + 5SpB
~ SpA* = (SpA)*

Sp(A1A,)A;.. A,) ez permutaciofiiggetlen
— Ha a sajatértéke a; — SpA = >oia;

Nem minden operatornak van spiurja, példaul:
d

SpIzled

)

Ennek végtelen dimenzidés Hilbert-tereken nincs értelme.
Azonban, ha d véges, akkor:

Sp[Z, p| = Sp2p — Sppz = 0

4.5. Diad

Allapotokbél is tudunk operatorokat felépiteni:

Dirac jeltlésével
—_—>

(W] W) (@]

Ennek a hatasat a kovetkezé képen kell értelmezni:
(WO F]x = W(2, )

Két didd szorzata is diad lesz:

szm

—N—

[W1) (Wa| - [W5) (Wy| = (Waf [W3) - [W1) (V4]
Leggyakrabban a két vektor egyenld egymassal. Ilyenkor:
@) (2| = [22]  |(®, )] =1

(|2) (@) = |@) (|

(4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.5.1)

(4.5.2)

(4.5.3)

(4.5.4)
(4.5.5)

ez egy projektor, ami annyit tesz, hogy minden tetszGleges allapotot ®-re vetit. Tehat

akarmilyen WU allapotra a hatéasa:

@) (@[ (W] = (2] |T) (2]
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Ha ®;-k teljes ortonormélt rendszert alkotnak, akkor:
D) (@] T) =D e (B = T (4.5.7)

Amibdl kovetkezik, hogy |®;) (®;| = 1.
Hasonloan, ha ®;A sajatvektor-rendszere:

= aici (O3] =Y A (@] =AY ¢ (@] = AV (4.5.9)
Ebbél kiszedhetjiik egy operator projektorfelbontasat:
A= "a;|®;) (@ (4.5.10)

Ezzel felirhato egy tetszGleges fiiggvény hatasa az operatorra:

i) = Z Flaq) | ;) () (4.5.11)

4.6. Strtiség operator

A kvantummechanika csak statisztikus eredményt tud szolgaltatni bizonyos esetekben,
példaul, ha nem ismerjiik a rendszer allapotat (sokrészecske rendszerekben tipikusan ez
a helyzet). Csak annyit tudunk, hogy mik a lehetséges allapotai, |¥,,) allapotban van p,
valoszintiséggel.

Az ilyen allapotokat nevezziik kevert allapotoknak. Ekkor lehet definialni egy opera-

tort (Neumann):
P=> pulWn) (U] > pa=1 (4.6.1)

p minden mérésekkel kimérhetd informéciot tartalmaz a rendszerrél. Annak a valo-
szintisége, hogy a mérés utan ®; allapota keriil a rendszer:

P(p— ) an (il Wy, |—an|‘1) (Wn| [Wn) (Bi] = (@[p|®) (4.6.2)

Ha ®; éppen valamilyen A fizikai mennyiségnek sajatrendszere a; sajatértékekkel:

<A>,= Zazpn (@] |¥,,)|? —Zalpn (U, D) (®;|T,,) an (®,]W,,) <\pn,g@i>:
(4.6.3)

= <‘I’i| > pal¥n) <‘Ifnlfll<1>z-> = SppA (4.6.4)

| n (4.6.5)
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p sokféleképpen elgallithato, igy visszafelé ezt nem tudom megesinalni. p egy hermi-
tikus operator, azaz van neki ortogonalis rendszere. Legyen ®; az a rendszer. Azaz:

po; = pi®; — p =Y pn|®;) (&4 (4.6.6)

P(p— ®;) = (@;]p|®;) > 0 (4.6.7)

Ha ilyet tud egy operator, akkor az egy pozitiv szemidefinit operator, azaz az Gsszes
sajatértéke pozitiv.
> P(p— @) =1=5pp (4.6.8)

Hogy néz ki p, ha ismerem a rendszer pontos allapotait?

Tiszta allapotok: U: p = |¥) (V| ennek van egy valdszintisége, az Osszes tobbi nul-
la. Mik a sajatértékek? Diagonalizalhaté! Ha olyan bazist valasztok, ahol, ahol ¥ a
bazisvektor, akkor a stiriiségoperator elsé eleme egy a tobbi mind nulla!

4.6.1. Neumann-entrépia

A tiszta allapotoktol valo "tavolsagot" meéri:

Slp] = —kpSp(plnp) = —kp Zpilnpi (4.6.9)
Tiszta allapotokra ez valéban zérus.

4.7. Szimmetridk

A kvantummechanika méasodik posztuldtuma azt mondja ki, hogy mérhet6 fizikai mennyi-
ségek csak hermitikus operatorok lehetnek. Honnan szerezziink ilyen operatorokat? Két-
féleképpen lehet eljarni.

Az egyik 1t, ha vessziik a klasszikus mechanika rendszereit és megkeressiik azok kvan-
tumos megfelelgjét. Erezhetd, hogy nem ez a természetesen eljaras. Azt varjuk, hogy
a kvantummechanika kozelitéseként kapjuk meg a klasszikus mechanikat és ne forditva.
Ett6l eltekintve ez gyakran hasznélt mod és nagyon hatékony.

Egy maésik lehetGség, ha szimmetria elveket hasznélunk és ez a fejezet err6l a mod-
szerrdl fog szolni.

A szimmetridk alapja a szimmetria elv: a fizika torvényei nem fiiggnek a megfigyels-
t6l. A legtipikusabb példa: a berendezés eltolasa, elforgatiasa nem befolyasolja a mérés
eredményét.

Ilyen szimmetriatranszformaciok:

— térbeli/idébeli eltolas
— térbeli elforgatas

— térbeli/idébeli tiikrozés
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A transzformacié utdn a mérés eredménye azonos lesz. Ez nem azt leneti, hogy a
rendszert leir6 W allapot ne valtozna meg, hiszem W-t nem lehet mérni, csak a varhato
értékeket, a matrixelemeket.

Tehéat megengedhetjiik, hogy ¥ — U’ és &, — P, legyen. Csak azt varjuk el, hogy

(@ 0) | = (@4 1)|" = P(¥ — &) (4.7.1)

Ez legegyszeriibben tigy teljesiilhet, ha a skalarszorzat nem véltozik meg.
Legyen tehat a transzformacionk az U operator. O azt tudja, hogy

U =00
' =Ud
azzal a feltétellel, hogy:
(UCD, U@) — (9,0 (4.7.4)
(@,Ut\p) — (3, 7) 475

A feltétel persze csak abban az esetben teljesiilhet, ha U unitér operator, azaz U+ =
Ut

Fontos tulajdonsaga még a szimmetridknak, hogy invertdlhatoak és van egy olyan
transzformacio, ami egész egyszeriien nem csinal semmit. Ez az egységoperator.

Ezek alapjan a szimmetridkhoz tartozo operatorok csoportot alkotnak.

Ez vajon a legaltalanosabb dolog, amit csindlhatunk? A fizikai allapotok nem vekto-
rok, hanem sugarak. Tehat a skalérszorzat-megmaradas nem igazan értelmes. A skalar-
szorzat nagysiagénak kell megmaradnia!

4.7.1. Wigner-tétel

Csak két lehetGség van a szimmetridk dbrazolasara:
— U unitér
— U antiunitér
Ha U antiunitér, az azt jelenti, hogy:
U (¥ + BY') = o UV + UT (4.7.7)
(U@, U\If) = (D, 1) (4.7.8)
Az adjungaltsag is mast jelent:
(e, v) = (o, Uﬂp)* (4.7.9)
Tipikusan abrazolasoknéal az els6 valosul meg, méasodikra legjobb példa az idGtiikrézés.
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4.7.2. Folytonos szimmetridk

Ezen beliil is azokkal foglalkozunk, amelyek az egységgel folytonos Gsszekottetettséghen
vannak. Ilyenek a forgatasok és az eltolasok. Ha folytonos, akkor kozel van az egyhez,
linearizalhato 1 kérnyékén. Azaz:

U. =1 +icT + O(?) (4.7.10)

A kicsiség itt gy jelenik meg, hogy ¢ << 1.
Az unicitas feltétele:

1= 050, = (i - iéT) (f + iéT) — [ tie (T - T+) +O(e?) (4.7.11)

Ez persze csak tigy lehetséges, ha T—1+= 0, azaz T hermitikus, ami tipikusan fizikai
mennyiség.

Ebbdl azt a kovetkeztetést vonjuk le, hogy minden folytonos szimmetridhoz létezik
egy fizikai mennyiség. Innen mar megtudjuk csinalni a transzforméciot nagy paraméter-
értékekre is. Legyen 6 a transzformacio paramétere, mondjuk példaul egy szogparaméter.
Ekkor ¢ = 0/N, azaz N-szer egymas utan hattatva U.-t az U(6)-t adja:

A~ A~ A~ A~

- . 0T -
u@)=0.-U.-U.-..-U — lim (I + Z—) = T (lasd 4.3.1 szakasz)
~ ~~ 4 N—oo N
N-szer egymas utan

(4.7.12)
T a szimmetria generatora.
A transzforméacioé utan a fizikai mennyiségek varhato értéke megvaltozhat. Legyen a
fizikai mennyiségiink A

(@,A\p) - (U@,AU\P) - (w,U*AUw) - (@,U*%U@) (4.7.13)

Vagyis a transzformacié olyan, mintha nem csinaltam volna semmit, csak egyszertien
U=tAU-t mérném W¥-n. Az ilyen tipusi transzformaciok nem valtoztatjak meg az adott
operator algebrai tulajdonséagait.

(U*lAU) : (U*U%U) —UABU es U'AU+U'BU =0 (A + E’) U (4.7.14)

U-LAU sajatértékei ugyanazok, csak a sajatvektorok valtoznak:

AU = a¥ /balrél szorzunk U~ (4.7.15)
(U*%U) 01 = a0 (4.7.16)
Mi lesz U*IAU, ha U kicsi?
U-1AU = (f - ¢5T> A (f + i5T> — A e [T A} +O(?) (4.7.17)
A A—ic [T A} (4.7.18)

Ha T és A kommutal, akkor A nem valtozik meg a transzforméci6é sordn. Ennek az
egyik specialis esete, ha A is egy generator.
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4.7.3. Térbeli eltolas

A részecskék rendszerét tudom jellemezni valamilyen x,, helyvektorokkal. Ezeket a hely-
vektorokat eltoljuk valamilyen a vektorral. x, — x, + a. Ehhez az eldzGek alapjan fog
tartozni egy U(a). Mivel a helyvektor fizikai mennyiség, a kovetkez6képpen kell valtoznia:

U Ya)xU(a) =x+a-I (4.7.19)
Legyen a kicsi: .
U~i— %af) +O(a?) (4.7.20)
p-t nevezziik impulzusnak! A dimenzionélis okokbol lett belekeverve.
(f + %aﬁ) %, (f — %af)) =%, +al (4.7.21)
e
X, +ia [ﬁ,xn} =x+a (4.7.22)

p minden koordinataval ugyanigy kommutal, legyen P az dsszimpulzus:

P=)p (4.7.24)

[Xni, Pmj] =0 n#m (4.7.25)
Xnis Prmj] = i1hdnm0ij (4.7.26)
Az eltolasok kommutéalnak egymassal:
[U(a), U(b)] —0 (4.7.27)
Ebbdl kovetkezik:
[Pi,lf’j] ~0 (4.7.28)

azaz letezik kozos sajatvektorrendszer. U(a) = e~Pa/h,

Legyen @, az x-hez tartoz6 koordinata sajatallapota.

Ekkor: R
0(x)® = ®y (4.7.29)
illetve: R
U(Ax)Dy = Brs nx (4.7.30)
(1 . %pAX) Dy = Bry ax (4.7.31)
—LPAX = Byyax — Dy (4.7.32)

h
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pi = ih%éx (4.7.33)

Mintha hidnyozna egy el6jel, de persze ez nem a hullamfiiggvény. A hullamfiiggvény:

U(z) = (D, 1) (4.7.34)
0 0 0
piV(z) = (mﬁ_xi@x’ \If> = —ihawi (P, V) = —ih xl\IJ(xl) (4.7.35)
Az eltolasi szimmetria Abrazolasa tehat:

Ua) = e P/t (4.7.36)
Oy = U(a)dy = e P/, (4.7.37)

Legyenek az impulzus sajatallapotok U,!
(U, D) = (xpp,e—if’a/ﬁcbo) - (e—ipa/ﬁ\l/p,cbo) (4.7.38)

Ha W,-ket megfelel6en norméljuk, a faktor eltiinik!

1
(Vp, ®g) = ) (4.7.39)
- 1
_ _—iPa/h
(\ij, Cbx) =€ / W (4740)
Miért jo ez a normaléas?
ot+iPa/h
Up(z) = (2 (4.7.41)
Ez egy sikhullam, mivel az impulzus a sajatértéke. Igy:
3 e_i(f’_ﬁ,)a/h (3) R ~
(Vpr, Up) = /d IW =0 (p—p') (4.7.42)

4.7.4. Idobeli eltolas

Eddig nem volt sz6 az axiomatikus kvantummechanika targyalasaban az idéfejlédésrol.
Ha van egy W € H allapotom, az fiigghet az id6t6l. Az idGeltolas ennek a szimmetridja
lesz!

Az el6z6ek alapjan, ez azt jelenti, hogy létezik egy U (1) transzformacio, ami azt tudja,

hogy:

Ur)U(t) = W(t + 1) (4.7.43)
Megint felhasznaljuk azt a kozelitést, hogy ha 7 kicsi, akkor:

A 1

U(t) =~ I — —H + O(?) (4.7.44)

I~

36



Altalanossagban pedig eltolas valamilyen 7-ra:

U(r) = e #78 (4.7.45)

H az idGeltolas generatora: ¢ a Hamilton-operétor.
Legyen kezdetben t = 0, ekkor 7 id6 elteltével az allapot:

U(t) = e w™HW(0) = U(£)¥(0) (4.7.46)
U unitér, azaz skalarszorzat-tarto!
(U(t), D(t)) = (¥(0),P(0)) (4.7.47)

Ebbdl kovetkezik, hogy a normélas is megmarad, tehat a valosziniiségi értelmezés
értelmes.
Kicsit nézegetve az (4.7.46) egyenletet:

ih— = HU (4.7.48)

Ez pedig nem més mint az id6fiiggetlen Schrédinger-egyenlet dltalanos alakja. Koor-
dinatareprezentacioban ez egy hullamfiiggvényt fog adni.

Eddig feltételeztiik, hogy csak az allapotoknak van idéfejlédése, az operatoroknak
nem. Ez volt a Schrédinger-kép.

Lehet ezt azonban masképpen is csinalni. Abbol kiindulva, hogy maguk a hullam-
fliiggvények nem mérhetéek, csak a matrixelemek:

(\1;, Acb) U, ® idsfejlodése "attehets" A-ra (4.7.49)
(\I/,A@) t = (\Iz(t),Acp(t)) - (U@,AU@) - (4.7.50)
- (@(0), U+ AU® 0)) — (W, UYAU ®) = (q/,AH(t)¢>> (4.7.51)

Ez a Heisenberg-kép: az allapotok idétiiggetlen, az operatorok véltoznak.

HaA=H — H(t) = U 'UH = H, mivel H énmagaval kommutal. Tehat a Hamilton
operator mind a két képben ugyanaz!

Mi torténik, ha egy picit megvaltoztatjuk az id6t?

Ap(t+ At) = U H AT (AU ) U(AL) = (f + %ﬁm) A(t) (f - ifmt) =

h
| (4.7.52)
= Ay (t) + %At [H A] + O(AY) (4.7.53)
dA(i ®) _ % [ﬁ,A] (4.7.54)

Ez a Schrodinger-egyenlet Heisenberg-képben.
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Ha A kommutal a Hamilton-operatorral, akkor Ay = 0, azaz Ay megmarado mennyi-
ség.

Az ilyen megmaradd mennyiségek altalaban szimmetridkbdl szarmaznak, valamilyen
szimmetria generatorai. Ha U egy szimmetria abrazolasa, akkor ha az idGeltolassal fel-
cserélhets, U-nek és UWU-nek ugyanaz az idofejldése.

A

UU(t) = e 7 0(0) (4.7.55)

Mivel ez igaz minden W-re:
Uit = cmitHy (4.7.56)

U akarmilyen szimmetria lehet, ha unitér és linearis kommutal a Hamilton-operéatorral.
Olyan U-t, amely anti-unitér moédon abrazolna egy szimmetridt nem fogunk talalni,
ugyanis:

A~

U-le”

i

h

S|

o X X - 1 . 2 o
U =1+ —tU'HU + o (%t) UH?U? + ... (4.7.57)

U'HU = -H (4.7.58)

Ez azt jelentené, hogy minden F energidhoz tartozna egy —FE energidju allapot.
Egyetlen kidt van, ha t-nek is megforditjuk az elGjelét.

Nem minden szimmetria ad megmaradé mennyiséget, csak amelyik a Hamilton-operatorral
felcserél.

4.7.5. Forgatasi szimmetria, a Spin

Centralis potencial esetén jol kijon az atomok spektruma, azonban a multiplicitds mar
nem, tipikusan kétszer annyi van, mint amit szdmolunk a Schrodinger-egyenletb6l. Nat-
rium esetén egy elektron csiicsiil a kiilsé héjon. Ot jol lehet irni a maradék elektronok
altal "lefojtott" protonok centralis potencidljaban. Mivel az energia a magneses kvantum-
szamtol nem fligg, 21 4+ 1 kellene, hogy legyen a degeneracié mértéke. Spektroszkopiaban
altalaban minden energia helyett kett6 volt, alig elkiiléniilve.

Pauliban meriilt fel elGszor az a gondolat, hogy talan van még egy kvantumszam.
Elssként ezt ugy képzelték mint egyfajta belsé impulzusmomentumot (.5).

Ha S tényleg impulzusmomentum, akkor az olyan, mint a palya-impulzusmomentum,
vagyis adott S-hez tartozik 2s + 1 degeneracio, azaz s = %, mikdzben L eddig csak egész
lehetett.

Van mas probléma is ezzel a forg6 gomb képpel. Ugyanis a gomb feliileti sebessége
muszaj, hogy kisebb legyen a fénysebességnél, ebbdl azonban az koévetkezik, hogy r >
2-10~! c¢m lehet.

Masrészrél viszont a kép jol magyarazta a felhasadast. Ezzel mar a klasszikus me-
chanika nem tudott mit kezdeni. Ennek a vizsgalatdhoz mar hozzé kell nyilni a forga-
tasszimmetridkhoz. Ezek olyan transzforméciok, amelyek megtartjak a skalarszorzatot és
I-vel folytonos kapcsolatban vannak.

T; — Rz, =1 4.7.59
Z 7] 7

J
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X y=xy— Z (Z Rijx; ZRikyk) = Z% " Yi (4.7.60)
i j k i

Azaz:
> RyRy =6y — R'R=1 (4.7.61)
Azaz R ortogonélis. Vagyis:
det*(R"R) =1 (4.7.62)
det(RTR) = +1 (4.7.63)

+1 az a véalasztas, amelyben nincs tiikrozés, igy ez tud folytonosan atmenni 1-be.
Mivel R szimmetria, igy unitér moédon kell, hogy dbrazolddjon.

U — U(R)W (4.7.64)
Most Ry, Ry 2 forgatas. A két forgatas egymasutanja:
(R1R,);; Z Ry, Ry, — U(RiRy) = U(R,)U(Ry) (4.7.65)
De most [U(Ry),U(R2)] # 0.

U(R;;) forgatasokat abrazol, igazi forgatasként viselkedik. Fix mennyiségekre a ko-
vetkezd képen kell hatnia: legyen a a vektorunk v (példaul x vagy p):

U (R)&:U(R) = Ry, (4.7.66)
Mi lesz a generator? Vizsgaljunk kis forgatast!

Rij = 52‘3' + Wij + (’)(wz) (4767)

Ne felejtsiik (4.7.61) egyenlGséget:

(14+w") (1+w)+ Ow?) (4.7.68)
Azaz:
wl = —w (4.7.69)
w antiszimmetrikus:
Ul +w) =1+ Z wijJ; w?) (4.7.70)

jl-j 3 darab generator. Irjuk vissza ezt a vektor transzformacioba!
7 ~ | l 5 .
[1 — 2—h Z wijjk] V; + 2_h Z wijjk] = Z Rijvj (4771)
Jk Jk J
o Z Wik [2}“ ]k} Z WiV, (4.7.72)
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E Wik L |:1A)Z, j]ki| — (Sjk@j =0 (4773)
: 2h

Jk
Ez csak akkor lehet a zarojeles kifejezés antiszimmetrikus része nulla!

A N 1 N .
ﬁ |:Ui7 Jj ] = 5 (5ik‘vj — 5ijvk) (4774)

Ennél a szamolasnal semmi mést nem tételeztiink fel, mint hogy R forgatéas.

A

J;; transzformacios szabalya is megadhato! Nézziik egy R’ forgatast.
Ul4+w) U (RU(AQ+w)UR)=U(R'(1+w)R)=U1+R'wR) (4.7.75)

A két oldal:

A 1 - PO . 1 A A 1 N
I+ %U_l(R/)wijjsz(R/) =71+ % (R_sz/)jk ij =1+ ﬁR;jngwilel (4776)
UM (R)JuU(R) = Ry R, Jim (4.7.77)
R’ és w kicsi!
1
= igs Ju) = =0udjn + dinJju + dinJar — i (4.7.78)

h

Harom dimenzidba bevezethetlink egy egyszeriibb jelolést, mivel w-nak és J-nek ha-
rom fiiggetlen komponense van:

N 1 N
JZ' = Z Qgijkt]jk (4779)
jk
1
W; = 5 EijkWjk (4780)
ik
Ezzel a jeloléssel: .
U1 +w) =1+ %wj + O(w?) (4.7.81)
Kommutétorok v vektorral:
|:ji, j]i| = th gijkjk (4783)
k

J a forgatasok abrazolasanak generdtora, a teljes impulzusmomentum, de J # L.
Viszont ugyanaz a kommutacios relacié érvényes mind a kettére:

[ii,ij] = el (4.7.84)
|:ji, jj] = ihéijkjk (4785)
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Mivel L vektor: o )
[J,—,Lj] = ihl, (4.7.86)

A két impulzusmomentumnak nem feltétleniil kell megegyeznie, vezessiik be a kettd
kiilonbségét:

S=J-L (4.7.87)

Ekkor (4.7.84)-(4.7.86) miatt:
[S ij} —0 (4.7.88)
[SSJ — ihS, (4.7.89)

Ez is valamiféle impulzusmomentumszerti mennyiség, de latszolag L-t61 fiiggetlen.
Gondolhatunk erre gy, mint egyfajta sajat, bels§ impulzusmomentumra. Ez nevezziik
spinnek.

A spin operator nem az I és p vektorokbol épiil fel!

[giaﬁj} = [S’i’f’j} =0 (4.7.90)
Ha t6bb részecském van:

J=>Y"L.+> 8. (4.7.91)

4.7.6. J? és J; spektruma

Vizsgaljuk meg J? és J5 sajatertekeit!

[32,33} —0 (4.7.92)

Legyen Jt = j1 + z'jg. Ekkor:
[jg,Jﬂ _ [jg,ijl ijz} _ [jg,jl} +i [jg,jz} _ (4.7.93)
= il (jg ¥ ij1> =k (U} + J]) _ <j1 + z‘j2> = thJ* (4.7.94)

J* léptets operatorok. Legyen |[Im) a J; és J2 kizds tiiggvényrendszere. Ekkor:

Jyd* \jmy = (J*Js 4 [, *| ) ljm) = (J+Js + BI*) [jm) = J* (h(m + 1)) [jm) = h(m+1).0* |jm)
(4.7.95)
Vagyis J* |jm) is sajatvektor ath(m + 1) sajatértékkel és hasonléan .J~ |jm) is sa-
jatvektor a~h(m — 1) sajatértékkel, ahol a* valamilyen konstans.
Legyen j fix. A harmas komponenst névelgethetjiik Js-ral, ez nem néhet akarmek-
koréra, kiilonben egy bizonyos id6 utdn a vektor harmadik komponense nagyobb lenne,
mint az egész vektor. Pontosabban tetszéleges |jm)-re:

K25 (j + 1) — h2m? <jm|j2 - j32|jm> - <jm|j12 + j§|jm> >0 (4.7.96)
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Azaz:
GG+ 1) >m? (4.7.97)

Tehat van egy my,qe €8 €gy M. Ezekre:

T Mimaz) = 0 illetve  J ™ |jmnim) =0 (4.7.98)

A

(4.7.99)
Hasonlban: o R R )
JtJ™ = J* — J + hJs (4.7.100)
(4.7.98) miatt:
T~ I | Mmas) = (ﬁ . hj3> | mas) = (4.7.101)

= h2(](] + 1) - mfnax — Minaz) |]mmax> =J( +1) = Mmaz(Mimae + 1) =0 (4'7'102)
Ez csak akkor lehet, ha

Hasonléan: o
JTJ |7Mmaz) = 0 (4.7.103)

3G+ 1) = Munin (Mipin — 1) =0 (4.7.104)
—J
Mipin = .
{ (+1)
Latszolag ez négy megoldas, de mivel a minimum az a kisebb, mint a maximum, igy:

Mpaz = ] (47106)

Ezen kiviil 1attuk, hogy J* egésszel léptet, 12y Mpaz — Mmin = 27 = n egész esetén
J = 5. Ugyanaz, mint kordbban L esetén, csak most félegész is lehet!

Normalas:
<]m\j’m'> = 5jj’6mm’ (47107)
J*im) = ot [jm+ 1) (4.7.108)
J™im) = a” |jm — 1) (4.7.109)
Mik lesznek ezek a konstansok? Eszre kell venni, hogy JE egymas andjungaltjai:
A 2 A o Al a
J* ]jm>’ = (g W) = (s T W) = (4.7.110)
— <jm|j2 - hj3|jm> — B2 + 1) — m(m + 1)) {m|jm) (4.7.111)
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—at =h/j(j+1) —m(m+ 1) - fazis (4.7.112)
1

—a =h/j(j+1) —m(m—1) (4.7.113)
Osszefoglalva tehat:

JE=nm/j(G+1) —m(m=£1)|jm+1) (4.7.114)

Mivel [JAZ,JAZ] = 0, igy [jQ,U(R)} = 0. Azaz a J? sajatallapotok egymas kozott

transzformalodnak. A teljes Hilbert-tér szétesik ortogonalis alterekre, melyeken més a J?
sajatértéke, ezek kozott U-k nem visznek at.

Az ilyen abrazolasok reducibilisek. Irreducibilis lenne akkor, ha minden U block-
diagonalis lenne.

4.7.7. Véges dimenzids irreducibilis a4brazolasok

Legyen a Hilbert-tér véges dimenzi6s és j fix. Példaul csak a spin tulajdonsagai érdekel-
nek. Ilyenkor m-nek 2j + 1 értéke lehet. Mivel (jm|jm) = 610y, igy tulajdonképpen
van 2j + 1 db fliggetlen bazisvektorom. Ha H éppen 2j + 1 dimenzids, maris van egy
béazisom, amin megkonstrualhatom.

Vegylink tehat egy 27 + 1 dimenzioés Hilbert teret és adjuk meg jl, jg, Js-at.

e j=0 d=1
U(R) = I trivialis abrazolas, .J; = 0

e j =13 d=2. Valasszunk olyan bézist, melyen J; diagonalis!

Js = gL <(1) _01> (4.7.115)
ljm) = '%> = (é) (4.7.116)
jm) = B - %> - (‘1)) (4.7.117)

Ahhoz, hogy megkapjuk Jo-t vizsgaljuk meg, hogyan hat JE.

11> (4.7.118)

% ~ %> =h/j(j+1) —m(m=£1) '%%> =h (é) (4.7.119)

- 01 5 00
v . -
JT="h (O O> hasonléan J~ =h (1 O) (4.7.120)
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1/, N hf01
J1—§(J +J>—§(1 0) (4.7.121)

~ 1 A ~ h 0 1
— +_ 7)) = =
Iy = (J J ) 0 (_1 0) (4.7.122)

Ezek éppen a Pauli-matrixok. Ez a spinor abrézolas, egy feles spint részecskét ir
le.

e 7 =1 d= 3 Megint valasszunk olyan bézist, ahol Js diagonélis

10 0 1 0 0
Js=10 0 0 i =10| ([poy=(1] p-1=1[(0] (47.123)
00 —1 0 0 1
0 V2 0
JH11) =0 JY[10) =v2Rr|11) JT1-1)=v2r|10) > J =h|0 0 V2
0 0 0
(4.7.124)
Hasonlban:
) s (00 0
J=—1|v2 0 0 (4.7.125)
V2 \ V2 0
Ebbdl:
) 010 o [0 10
L =h|1 0 1 Jy=— 11 0 -1 (4.7.126)
010 V2o 1 o

Mivel [f(, S] = [f), S} = 0, igy S sajatallapotait az impulzus és a koordinata nem
rontja el, és forditva, H szétesik 25 4+ 1 darab altérre.

Uy
Uy
|T) = |0,) = | Ys (4.7.127)
\Ilgj
Az impulzus és a koordinata komponensenként hatnak. Ilyenkor a spin operatora egy
véges dimenziés egységmétrix. Mondjuk ha s = £ (elektron), akkor
~ h
S = 501 (4.7.128)

Hogyan modositja ez a Hamilton-operatort? Ha nincs semmi, ami kdélcsénhatna a
spinnel:

A~

H=1x (i + V(fc)) (4.7.129)

2m
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Ha van valami, ami kolesonhat vele, példaul magneses tér, akkor egyrészt megvaltozik
a Hamilton:

A LB
SH = —°¢ (4.7.130)
2m
De koélesonhat a spinnel is!
. LBe SB
SH = —2¢ g (4.7.131)

2m 2m

Ahol ¢ valamilyen egyiitthato. Ilyen alakot varunk. Perturbacioszamitassal lehet
meghatarozni, hogyan valtozik emiatt a hidrogén atom spektruma.

4.7.8. Impulzusmomentumok 6sszeadasa

Lattuk, hogy J =L +8S. A kérdés az, ha ismerjiik L és S sajatallapotait, mik lesznek J
sajatallapotai? Vagy altalanosabban megfogalmazva: adjuk &ssze J’ és J” impulzusmo-
mentumokat gy, hogy:

[j',f"] —0 (4.7.132)

Azaz egy nagy kozos vektorrendszert lehet valasztani. Illetve mindenki, mindenkivel

kommutal: . .
[J" ,J//g] —0= [J’ ,Jfg} —0 (4.7.133)

Léteznek |j'm’) |7”"m”) kozos vektorrendszerek. Ha j’ és j” fix, akkor m’ 25" + 1-ig,
m” 25" 4+ 1-ig mehet.

TP \ml) "y = B+ 1) | | (4.7.134)
j//2 |j/m/> ’j//m//> — hzj//(j// + 1) |j/m/> |j//m//> (47135)
J's |5m/) [7"m"y = k! |§'m’) | 5" m") (4.7.136)
J"s |7'm'y |7 m"y = b |'m) |5"m") (4.7.137)
A teljes impulzusmomentum: o
J=F 4+ (4.7.138)
Mik lesznek J2 és J; sajatallapotai? (4.7.132) miatt:
~ ~ ~ 0\ 2 ~ ~ ~
2 = (J’ + J//) S TN, AN 13 (4.7.139)
[JAQ,J’Q} = {3’2,3’} + [jgf”z] +2 [J’J”,J’Q} =0 (4.7.140)
[ﬁ, jﬂ —0 (4.7.141)
De sajnos:
[ﬂ,j@,} _ [T{J},} n [ . j3} 19 [J'j",jg] 20 (4.7.142)

Tehét nem lehet mindenki sajatéallapota |jm)-en, valasztani kell egy halmazt. Legyen

e A A D A
ez olyan, hogy J2,J", J"", Js-nek kozos sajatallapotai.
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Allitas:
gm) =Y Cyyr (jmgm'm”) |j'm’) |5"m") (4.7.143)

m/'m/’

ahol Cjj» az tgynevezett Clebsch-Gordon egyiitthatok. Ezek akkor nem nullédk, ha
o = <i<
e m=m +m"

A masodik onnnan latszik, hogy Js-nak sajatvektorai |[j/m’) [7"m”).
Egyrészt: <j/3 + j//3) 'm!) [ m") = B(m! + m") |i'm) |7 m).
Masrészt: Jy [jm) = fim [jm).

Az els6hoz latni kell az egyiitthatokat.
|im) J? sajatvektora, frjuk fel J-et:

2 — e + j/,2 i QT Jr = Jr? + j/,2 i 2j/3j//3 +92 (j/ljul + j/2j1/2> (4'7'144)

g = % (Ji+) (4.7.145)
I = % (j_ - j+) (4.7.146)

Ezt behelyettesitjiik. Amire sziikségiink lesz:
A A A A 1 /4 A A A 1 /4 ~ A ~
Jndn 4 Iy = (Jo+00) () - 7 (= J0) (Jr=dro =) (a747)

1/~ =« A
=2 (J/_J/f+ + J’+J”_> (4.7.148)

Tehat: R Ly L, o o o
JE=J7 4 J7 420" + J I+ T T (4.7.149)

Azt tudjuk, hogy J? hogyan hat |jm)-re, fel kell irni az erre vonatkozé egyenleteket
és megoldani. De van més megoldasi lehetGség is! Emlékeztets: m = m/ + m”. Mivel
m/| < j"és Im"| < j7, igy |m| = [m/ +m"[ < |m/| +|m"| <j'+j". Ha j = mmax, akkor:

<5 +5" (4.7.150)

A teljes impulzusmomentum nem lehet kisebb, mint a 2 6sszege. A kifejezésben lehet
egyenlGség is: m' = 5/, m” = j” és m = j. Ekkor:

’jm — j> — ]j’m’ _ ]I> ‘j//m// _ j//> (47151)

Ha erre a kifejezésre hattatjuk J2-et, az tényleg sajatallapot lesz:

T2 15757 = B2 G4+ 1) + 57+ 1) + 25757+ 0+ 0] |75 575 = (4.7.152)
R+ 1) 153" 17"3") (4.7.153)

Vagyis:
Cj/j” (] _ j/ + j”, m — j/ + j”, m/m//) — 5m’j/5ﬂ1”j” (4,7,154)
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Ugyanehhez a j-hez megkapjuk a kisebb m-eket, ha erre hattatjuk a teljes J_-t

(J'_+J").

135) —J-35) = a—(4,5) |jj — 1)
J_J_|jj) = a_(j.j — Da_

J_ify =a-(j. i) 47— 1) = h/5(G + 1) — 3G — 1) 55 — 1)

:(J

hv/2j13j = 1)
h/2jlij = 1) = b (V27 177

J'_ alkalmazva:
V2iViG+1) = (G -1 —2)]jj—2) =

3 tag van, ha j” >

26s 5 > 2.

n — 1 lépés utan n darab tag lesz. Legyen j < j”.

az egyiitthatokat:
m
j/+j//
j/ +j// _ 1
j// _ j/
j” _ j/ _ 1

j/_.]'//
j/_j//_l
_jl_j/l+1

-/ 1

—J —J

Példa: Adjunk Ossze két feles spint részecskét. Vagyis j
1 —12)=). Mivel (2§’ +

(4.7.155)

(J,3) 135 —2) (4.7.156)

(4.7.157)

=hy\/2j|jj —1) (4.7.158)

I 1 (4.7.159)

// // + \/W‘Jl]/ |]// g >> (4.7.160)
C1!j’j’— H]” //>+02U/j/ H]H ”—1>—|—C3|j

(4.7.161)

A maximalis j-hez legyarthatom

tagok szama
1
2
27" +1
27"+ 1

27" +1
25
2
1

= 4" :%

j =0,1 Jelolés j'j"-re: ‘ > = 1) +1)(25" +1) =4, igy 4
allapot van:

M m D > M 1) (4.7.162)

Kiindulunk a maximalisbol: |jj) = ‘%%> ’%%> =

Erre hattatjuk a J_-t kétféleképpen:
hi(G+1) — +1)|11) = V2 |10) (4.7.163)
N A 11\ |11

20|10) = (J'_ " )l==)l==) = 4.7.164
V2 [10) (J +J )‘22>‘22> (4.7.164)

D DB
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Tehat:
1

V2

Ha erre hattatjuk a teljes J2%-t vagy Js-at, akkor valoban |10) kapunk.
Hattassuk megint a J_-t!

10) = —= (1) + |41)) (4.7.166)

BVEIL= 1) = A (L) + 1) (4.7.167)

Kaptunk 3 darab allapotot j = 1 esetén. m = 0-ban 2 darab fiiggetlen vektor van.
Ezeknek egyik linedrkombinacidjat mar megkpatuk. Az volt az allitas, hogy létezik erre
merdleges linedris kombinacio. Az lesz a |00) allapot.

1
V2

Osszefoglalva a kovetkezd allapotokat kaptuk:

00) = —= (1) — [41)) (4.7.168)

[11) = [T1) [11)

10) = 5 (M) +[41) 7 =1 triplet

1-1) =5 (L) + 1) (4.7.169)
100) = L (It4) — 141)) szinglet

Egy masik példa: legyen J/ = L ¢s J7 = S, tgy, hogy S = % Ez egy elektron hidrogén
atomban. Tetszéleges egész és félegész impulzusmomentumot adunk Ossze. A teljes j-re:

Lolm J—ojim (4.7.170)
l 1<'<lqL1 (4.7.171)
2\j\ 5 .

2 kiilonb6z6 eset:
— [ = 0 azaz nincs palya-impulzusmomentum. Ilyenkor a j csak %

— 1 > 0ilyenkor j =1+ % [lyenkor két lehetGség van. Ha van a Hamiltonban L-S
akkor lesz felhasadas.
Ezek alapjan ujra lehet gondolni a hidrogénatom spektrumat. Az allapotok n, I, j-
vel indexeljiik (s ugye mindig ).

1s

[\
»
w
V)

3 3 3

2py 3p1
2ps 3ps (4.7.172)

3ds

2

3d%
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Erdekesség: % spin esetén J; = g&i—k voltak a generatorok. Altalanos transzformacio:

Uw) =1+ %ajwj (4.7.173)

Ez kifrva:

ojw; = (w1 :‘f’wz wl_wzwz) (4.7.174)
Ez a legéaltalanosabb 2 x 2-es spurtalan hermitikus méatrix — U a legéltalanosabb
2 x 2-es unitér métrix. Azaz az 3-es spint részecskékre az U-k SU(2) csoportot alkotnak.
SO(3)bdl indultunk, akkor ez most hogy lehetséges?
SU(2) és SO(3) kis transzformaciokra Lie-algebra U-kra, de nagy transzforméciokra
mar nem reprezentdl igazi forgatast. Ezt mar kordbban lattuk.

Wigner-Eckart tétel:

Els6ként definialni kell, hogy mit értiink adott spind operatoron. 2j + 1 darab O}
operatort j spintinek mondunk, hogy ha tugy viselkedik, mint maga a spin sajatallapot.
Mivel O operator, igy nem tudjuk ra hattatni az impulzusmomentum operatort, ezt a
kommutatorral fejezziik ki:

|Js, 07| = mmOy (4.7.175)

[J;, Oﬂ = 130 + 1) — m(m + O (4.7.176)

Nézziink is rogton két példat!

O}, ez skalar, azaz minden impulzusmomentum-operator komponens kommutél vele.

A masik egyszeri példa az a vektoroperéator, mint a koordinata, impulzus stb. Jeloljik
Vi-vel. Mar lattuk korabban, hogy

[Ji, f/j] = ihe Vi (4.7.177)

Ez persze nem olyan, mint ami (4.7.175)-ban van, de lehet definialni 3 komponenst:

~ 1 ~ N
1 _ .

W= (V1 + zvg) (4.7.178)

~ 1 ~ ~
W= (\/1 zv2> (4.7.179)
Vi=V, (4.7.180)

Ezek mar tudjak:

[j?,,\?lm} = V" (4.7.181)

Altalanos operatorra is tudunk példat mondani, meg lehet mutatni, hogy ha a koor-
dinata operatort tessziik a gombfiiggvények hasaba, akkor az is egy ilyen tipust operator
lesz.

Py (7) = O (4.7.182)
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A kovetkez6k mondja a tétel: Ha veszem egy matrixelemét egy ilyen operatornak,
akkor az pontosan ugy viselkedik, mint az impulzusmomentum 6sszeadas.

~

< jm‘();n,,” O

j/m/> — Cj/jli (]m7 m/m//) <]

j> (4.7.183)

Pont a Clebsch-Gordon egyiitthatok jelennek meg és <]‘ O

Ji >—t nevezziik redukalt mat-
rixelemnek.

Nézziink erre is példat: a legtrividlisabb példa a skalaroperator 0% = S. Most nem
valtozik meg, igy ugyanannak kell lennie mind a két oldalon:

<jm‘§ j’m’> = 6, <j S

j> (4.7.184)

A masik példa: vegyiink két vektoroperatort, legyenck V; és W, Az az allitas, hogy
ezeknek a métrixelemei impulzusmomentum sajatallapotok kozott parhuzamosak, ez a
tétel kovetkezménye.

(im| G "y = Con (G, i) GV (4.7.185)
(im| 7 | = Coa(m, mim) GIIW117) (1.7.186)
Ez a két matrixelem mar skalar. Ha elosztjuk egymaéssal a kér egyenletet, akkor:
o | GIVIIY /o |varm] o
am|V; jm'> = +<3m‘w jm> 4.7.187
Sl Gy VT (78D

Ezek a VEO csak linearis kombin4cioi az eredeti komponenseknek, tehat ha ez igaz
m” =1, —1,0-ra, akkor a linearis kombinaciokra is igaz. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a
hédnyados az konstans, tehat a két vektor parhuzamos, mert komponenseik kozott csak
egy konstans szorzo van.

4.8. Azonos részecskék

Ez megint egy olyan tulajdonsiga a kvantummechanikdnak, amelyet a klasszikus kép-
pel nehéz elképzelni, de ez a tapasztalat, el kell fogadni. Az az allitds, hogy minden
elektron azonos, egyforma. Ez azt jelenti, hogy csak a helyiik, impulzusuk illetve a spin
komponenseik kiilonboztetik meg Gket egymastol. Semmilyen mas olyan tulajdonsaguk
nincs, amivel meg lehetne ket kiilonboztetni, hiszen ha tudnank ilyen "cimkéket" ra-
juk ragasztani, az egy extra tulajdonsaguk lenne és azt mérni is tudnank. De ilyet nem
mériink.

Ebbél az kovetkezik, hogy egy olyan rendszerben, amelyben két elektron van az nem
érzékeny arra, hogy ha két elektront felcserélem egymassal. Ez persze nem csak az elekt-
ronra van igy, ha minden részecskére, s6t még az Osszetett részecskékre is, ha minden
belsé tulajdonsagaikat ismerjiik.

Kicsit precizebben megfogalmazva, ha vesziink egy tobbrészecske rendszert, akkor az
allapotot az egyes részecskék helye, impulzusa és spinje jellemzi.

Wi xama, .. (4.8.1)
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Az, hogy megkiilonboztethetetlenek, az latszik abban is, hogy az indexek sorrendje
nem hordoz semmiféle fizikai informaciot.
Gondoljunk elGszor csak két részecskére:

qjxlmhxzmz = qIXsz,xlml (482)

A kettd ugyanaz a fizikai allapot kell, hogy legyen. FEz persze nem jelenti azt, hogy
ugyanaz a két vektor a Hilbert térben, maximum egy konstans szorzoban térhetnek el
egymastol.

_ 2
\Ijxlm17x2m2 - O'/\IJXQW%lel = \Ijxlmhxzmz (483)

a nem fiigghet, csak a részecske tipusatol.
=1 (4.8.4)

Némi algebraval o értéke csak két komplex szdm lehet: +1 vagy —1.
Ettdl fiiggben kiillonboztetiink meg kétféle részecskét.

— +1 tipusi részecske a bozon

— —1 tipust részecske a fermion

Fermion az valami fura dolog, ez az ami klasszikusan nehezen elképzelhetd, ha felcse-
rélek két részecskeét, akkor a hullamfiiggvény muszaj, hogy elGjelet valtson.

Specialis relativitaselméletbdl kihozhatd az igynevezett spinstatisztika-tétel, ami azt
mondja, hogy ez a tulajdonsag szoros kapcsolatban all a spinnel.

A feles spind részecskék mindig fermionok, az egész spini részecskék pedig mindig
bozonok.

Osszetett részecskék esetén a cserénél minden tagot meg kell cserélni, a végeredmény
a fermionok paritasatol fog fiiggni: a paratlan sok fermion feles, a péaros pedig egész,
azaz bozon lesz az Osszetett részecske. Igy példaul a proton és a neutron fermion, mig a
mezonok bozonok.

4.8.1. Kicserélédési kolesonhatas

Vizsgaljuk az azonos részecskéket a hullamfiiggvények nyelvén!

U(x1,X2, ..y X)) = @W(Xg, X1, .0y Xp) (4.8.5)

Fermionokra az a « értéke —1, azaz barmely valtozo cseréjére teljesen antiszimmetri-
kus. Bozonokra éppen forditva.

Példa okaért legyen két darab részecske, melyek nem hatnak egymaéssal kolcson és
vizsgélodjunk 1 dimenzidban. Egymastol fiiggetleniil ugyanazt a potencilt érzik.

Legyen az egyik W, (z) sajatallapotban, a masik pedig W¥p(x) sajatallapotban. Ezek
persze ortogonalisak egymasra.

Mennyi a tavolsag varhato értéke abban az esetben, ha a részecskék megkiilénboztet-
hetGek (klasszikus kép) és ha bozon, vagy fermion?
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e megkiilénboztethets részecskék:

U(z129) = Ua(2)Vp(x) (4.8.6)
e fermionok vagy bozonok: szimmetridkat figyelembe kell venni:

\11(1‘1172) = % [‘I’A(fﬁl)\pB(Ilfg) + \IJB(ZEQ)\DA($1)] (487)

Amit ki akarunk szamolni, az a varhaté érték:

< (11— 22)? >=< 2 >+ <25 > -2 < 3479 > (4.8.8)
— megkiilonboztethets eset:

<2 >:/dx1dx2x§|\p(:@1x2>|?:/dx1x§|qu(x1)y2/dx2|x113(x2)y2 (4.8.9)

J/

~
1, mivel normalt

<zi>=<a?>, 4.8.10
1

Hasonl6an:
<a)>=<a2’>p (4.8.11)

< T1T2 >:/dl’l/dl’g[ElJ]Ql\IfA(lL’l)|2|\PB([L’2)|2:/dZEQJZQ‘\I/B(ZL‘Q)F/d$1l‘1|\I/A(CL’1)|2

(4.8.12)
< XT1xy >=< T >4+ < Ty >p (4.8.13)

< (—9)? >=< 2 >a+ <P >p—2<x >4 < Ty >p= (<22 >4+ <2’ >p)°
(4.8.14)

— bozon, vagy fermion esetére:

< i >= /dxldxgxﬂ\lf(xlxg)P = (4.8.15)

{ / dzydws [23 (U (21) Vg (22) £ U (22) U (21) (Wa(21) U p(22) £ Up(ao)Va(z1)] p =
(4.8.16)
= %/dxld@ {220 A (1) 2|0 () + 22| W () 2| W a () £0 £ 0} (4.8.17)

N —

1 1
<a? >:§<x2 >aty <2?>p (4.8.18)
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Hasonloképen:

1 1
< 5 >=3 <z?>y +5 < x?>p (4.8.19)
< X9 >= /dxl/dx2$1x2|\ll(:z:1x2)|2 = (4.8.20)

_ % / dr / Awom1ma {(U (21) g (w2) £ U (20) U (1) (Va (1) Up(22) £ Up(a2)Ta(z1)} =
(4.8.21)

1 2 2 2 2
zi/dxl/dmg [1a W) P10 5 ()2 + o1l U () P (0) P} (4.8.22)

{F2122] V4 (21) [V (22) P + 285 (21) U p(22) W (22) P a(21) £ 21200 (21) W p(22) U (02) Wa(21) )

(4.8.23)
1 1
—< x>, -<T>p i§|<x>AB \2i§|<x>AB K (4.8.24)
Ahol:
<X >ap= /dx\DZ(x)\IfB(x) (4.8.25)
Igy:

<(r1—m)?>=<2’ >4+ <2’ >p—2<11 >4 <Ty>pF2| <z >ap |
(1.8.26)

A kiilonbség az egy pozitiv szam, tehat hatarozottan tudjuk mondani, hogy mikor
kapunk nagyobb, illetve kisebb értéket, mint a megkiilonb6ztethetd esetben. Fermionok
esetén ez nagyobb, a bozonok esetén pedig kisebb.

Eszerint ez olyan, mintha a fermionok taszitanak egymaést, nem szeretnek ugyanazon
a helyen lenni, bozonok esetén meg kisebb lesz ez a tavolsag, 6k szeretnek egy helyen
lenni.

Ennek egyik érdekes alkalmazasa a kovalens kotés megmagyarazasa. Amikor szim-
metrizalunk, akkor a bozonok esetén az atlagos tavolsag csokken, a részecskék bemennek
kozépre, mintha vonzandk egymaéast. Ha pedig fermionok vannak, akkor eltdvolodnak.
Amikor kézépre mennek olyankor jon létre kotés.

De akkor valami nem stimmel, hiszen az elektronok fermionok, valamit nem vettiink
figyelembe. Az elektronoknak van spinjiik is, mégpedig feles. Ha kettd ilyet Osszeadunk,
akkor két lehetéségiink van, a szinglet, illetve a triplet.

A triplet esetén szimmetrikus volt a hullamfiiggvény, szinglet esetén pedig antiszim-
metrikus. A teljes allapotvektornak kell antiszimmetrikusnak lennie, ami azt jelenti,
hogyha a két elektron triplet allapotban van, akkor a spin rész szimmetrikus, tehat a
térbeli résznek antiszimmetrikusnak kell lennie. Forditott esetben a spin rész lesz anti-
szimmetrikus, tehat a térbeli résznek szimmetrikusnak kell lennie. Ha viszont a térbeli
rész szimmetrikus, akkor pont meg tud valosulni a kotés.

Nézziik meg ezt egy kicsit altalanosabban, tehat mikor tobb részecskénk van és nem
egy dimenzidsak. Ilyenkor is sokszor jo kozelités, hogy a Hamilton-operator kiildén-kiilon
hat az egyes részecskékre, tehat felirhato, mint operatorok Osszege.

H=H,+Hy+ Hy+ ... (4.8.27)
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Ezt gy kell érteni, hogy az operator hatésa felirhato gy, hogy
(HU)(x1, X2, ..., Xp) = /d?’x'l]:liz,l\lf(x'l, Toy . Zy) + ... (4.8.28)

Ilyen esetben a W felirhato szorzatalakban:
U(x1, Xg, o0y Xpp) = Up(X1) - ooe - Uy (Xn) (4.8.29)

Ha erre hattatom a ﬁ—t, akkor minden eleme csak egy helyre hat, ez n darab sajatér-
tékegyenlethez fog vezetni és a teljes energia

E=Y E (4.8.30)

Atomfizikdban ezt nevezik Haitree kozelitésnek.
Ha azonosak a részecskék, akkor a felirdsunk nem lesz jo, mert nem tudja a megfeleld
szimmetriat, igy ezt ki kell még egésziteni:

U(x1,Xa, oo Xn) = Y 601 (p1) - .- U (p) (4.8.31)

p sz 0sszes permutacio és

bozon  +1
oy = formion +1 paros p (4.8.32)
—1 paratlan p

Konkrétan fermionok esetén ezt lehet reprezentalni, ez egy determinans:

\Ill(Xl) \I/1<X2) R \Ifl(Xn)
W(X1, X, ooy Xp) = \112(le) Ta(x) (4.8.33)
U, (x1) W (%)

Ez egy Slater determinans. Ezen a nyelven jol latszik az, hogy mivel egy ilyen deter-
mindns egy csomd esetben nulla, senki nem szerepelhet kétszer egy oszlopban, vagy egy
sorban. Azaz semelyik két részecske nem lehet ugyanabban az allapotban. Ez a Pauli-elv.
Ha mégis igy lenne, akkor azok cseréjére a hullamfiiggvény szimmetrikus lenne, de mivel
egyben antiszimmetrikusnak is kell lennie a teljes allapotfiiggvénynek, igy ez csak a nulla
lehet.

Bozonoknél ilyen nincsen, lehet t&bb részecske ugyanabban az allapotban. Sér, annyi-
ra igy van, hogy akar makroszkopikusan sok részecske is lehet. Ezt a jelenséget nevezik
Bose-Einstein kondenzatumnak. Ezt mara méar kisérletileg is megfigyelték.

Ennek egyik kévetkezménye példéul a periodusos rendszer felépitése. Lényegében egy
hidrogénszerd spektrumbél és a Pauli-elvbél kovetkezik.

Van egy atommagunk, aminek van valami toltése, odarakunk mellé¢ ugyanannyi elekt-
ront és a kérdés az, hogy milyen allapotban lesz a rendszer, hol lesznek ezek az elektronok.
Vilagos, ha egy darab elektront teszek be, az a hidrogén atom, aminek a legalacsonyabb
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energias allapota az alapéallapot. Ha beteszek még egy elektront és els6 kozelitésben ezek
egymassal nem hatnak koleson, akkor mind a kett§ lehet még az alapallapotban, csak
eltérg spinnel

Egy harmadik elektront mar mashova kell tenni, n = 1 esetén mar nem férnek el
tobben, a kovetkez6 szintre kell tenni az 4j elektront.

Altalaban azt kellene csinalni, hogy megoldjuk a kvantummechanikat ezekre a sokré-
szecske rendszerekre. De most csak kozelitiink. Egy elektront figyeliink és tigy gondolunk
ra, hogy 6t kivessziik és az a mag plusz a tobbi elektron terét érzi. Ez jo kozelitéssel
centralis potencial lesz, de nem Coulomb. Centralis potencidlban tudjuk hogy megy az
energia, vannak a kvantumszamok, de az energia mar nem csak az n-t6l fog fiiggni, hanem
az [-t6l is, tipikusan [-lel néni fog az energia. Még az is el6fordulhat, hogy valamilyen
n, I-nél mar nagyobb az energia, mint a kévetkezd n-nél. Az persze tovabbra is igaz, hogy
egy adott n-hez 2n? allapot van (ketts a spinbdél jon).

Ebbdl kiszamolhatd, hogy hogyan fognak bedltédni az allapotok. ElsGként az els6
f6kvantumszam, majd a méasodik f6kvantumszam és a harmadik fékvantumszamnal fog
el6szor el6fordulni, hogy mér nagyobb a mellékkvantumszambol jové energia és igy to-
vabb.

4.8.2. Tiikrozések

Nagyon &ltaldnosan keveset tudunk mondani. Haromféle tiikr6zésrél szoktunk beszélni:
— paritas (P), tértiikrozes: x — —x; t — t.
— idétiikrozés (T): x — x; t — —t.
— toltés konjugalas (C): részecske — antirészecske

T: Idének az irdnyat forditja meg, antiunitér moédon kell dbrézolni.

P: Ha szimmetria, akkor 1étezik hozza P unitér operator, ami az allapotokon hat és
az a Hamilton-operatorral kommutélni fog. Ilyenkor létezik kozos sajatvektorrendszer,
vagyis van p sajatallapot. Ennek érdekes kovetkezménye, hogy minden energiasajatal-
lapotot megtudunk tgy valasztani, hogy egyben paritassajatallapot is legyen. Ha nem
degeneraltak az energiasajatallapotok, akkor a lehetbdl kotelez6 lesz. Ezt kénnyen meg
is lehet mutatni, mert minden W;-re, amelyre fI\IJ, = E,V,, arra f[]s\I!l = Pﬁllfz = E;V,,
ez csak akkor lehet, ha PU; = a0, Vilagos, hogy az a csak %1 lehet.

Harmonikus oszcillator spektruma egy dimenziéban nem degeneralt, ebbdl kévetkezik,
hogy minden W; paros, vagy paratlan.

Felmeriilhet az a kérdés, hogy amikor a hidrogénatom &llapotait jellemezziik, akkor az
energia tipikusan nem fiiggott [-t6l, akkor a két kiilonboz6 [-hez tartozod allapotok miért
lesznek hatarozottak? Miért nem keveredik?

A hidrogénatomnak a Hamilton-operatora kommutal a paritassal, akkor is, hogy ha
minden létez6 effektust figyelembe vesziink. Ha minden effektust figyelembe vesziink,
akkor viszont méar nem lesznek degenerdltak az energiaszintek, azaz mindenki P-nek is
sajatallapota. Viszont a U-k meg tigy mennek, hogy:

U ~ R(r)Y;™ (4.8.34)
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Mivel Y paritésa olyan, hogy (—1)-nel megy, ezért nem tudnak keveredni, hiszen
paritassajatallapotnak is lennie kell egyszerre.

1956-ban kideriilt, hogy P nem szimmetridja a természetnek. Konkrétan a gyenge
kolcsonhatasnak nem szimmetriaja. Ezek a jelenségek, mint a kaon-bomlés, béta-bomlas
maximalisan sértik a paritast.

Azonban ha nem csak tértiikrozok, de hozzaveszem ehhez a C-t, tehat egyszerre tiik-
rozom a teret és mindenkihez hozzarendelem az antirészecskéjét az gy tiint megmenti a
helyzetet, az mar szimmetria. Sajnos ez is sériil, sokkal precizebb analizisbdl kideriil.

Az viszont mint a mai napig tgy tiinik, hogy ha mind a harom tiikrézést végrehajtom,
az mar tényleg szimmetridja a természetnek. Ebb&l azonban kévetkezik, hogy T az nem
szimmetria.

5. Kozelit6 modszerek

Sajnos nagyon kevés egzaktul megoldhaté probléma létezik a kvantummechanikaban.
Meg lehet oldani 1-2 dimenzids problémakat, a harmonikus oszcillatort, illetve a hidrogén
atomot, de ennél sokkal tobbet nem tudunk mondani.

Numerikusan sem olyan egyszert ezeket a dolgokat kiszamolni.

Eppen ezért kellenek a kozelité modszerek.

5.1. Idofiggetlen perturbaciészamitas

Az a lényege, hogy van valami rendszeriink, amit megtudunk oldani. Tehat legyen a HO
aminek ismerjiik a sajatallapotait és sajatenergiait, mint mondjuk a harmonikus oszcil-
lator, vagy a hidrogénatom.

Vesziink egy masik Hamilton-operatort, ami csak egy kicsit tér el ett6l. A kérdés az,
hogy mi torténik az energidkkal, a sajatallapotokkal, ha H° egy "kicsit" megvaltozik.
Ezt gy tudjuk kezelhet6vé tenni, hogy a masik operatorbol kiemeliink egy A-t, aminek
a kicsiségével irjuk le azt, hogy kicsit valtoztatunk.

H=H"+ \H (5.1.1)

Tegyiik fel, hogy E, = B+ AEY + X2EQ + .., illetve U, = U0 4 W 42202 4.
Nemes egyszertiséggel irjuk ezt vissza!

(A0 + AA) [90) 4+ A [wi0) + 22 (W) + ] = (5.12)
= (BD + AEL + N2ED + ) [|[TO) 4 X [TD) 4 X2 @) 4 ]
Ezt az egyenletet kell rendezgetni, egy adott rendig. A vezets rend a \ lesz.
HO[OO) + A1 [ WD) + AH [ 0O) = B9 [0O) + AES [0 + A} |00)  (5.1.3)

Szorozzunk balrol <\IJ$LO) -nel!

<qf;°>‘ﬁ0(\pg>> + <\IJ£§’>)1§/

o) = B2 (00w + Bl (00|w?) (5.1.4)
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<\Il7(10) O

Ebbdl megkapjuk az els6 eredményiinket:

\I/S)> _ <\I,7(10)7]f[oqj7(11)> _ (FIO\I/ 0) \If(l)) — B (v g M) (5.1.5)

3
3

By = (v

\p;°>> (5.1.6)

Ez persze csak akkor érvényes, ha nem degeneréltak az energia sajatallapotok. Ahhoz,
hogy ezt lassuk vegyiik a sajatallapotokat! Tehét ‘\I/,(IO)>—ra hajtunk, ehhez nézziik a
(5.1.3) egyenletet!

(ﬁ[o - Eg) w0y = - (FI/ - E;) [BO) (5.1.7)

’\I/S))> egy béazis, fejtsiik ki rajta ’\Ifﬁ?l)>-et!

[TD) =" e [T) (5.1.8)
3 (ﬁo - Eg) Com [T = — (H - E,g) [w©) (5.1.9)

Ha n = m, akkor (ﬁo — Eg)

\II%O)> =0,azaz ), =), .

Most szorozzuk az egészet balrol <\I!l(1)‘—lel!

S (o) 5 ()] - (o7

0
o)+ B (v "\Ir;0>>

(5.1.10)
ent (E? — E9) = — <\If§°> i \p59>> + B, (5.1.11)
2 eset lehetséges:
e /=n R
Bl = <\Ifl(0)‘H’ @§2>> (5.1.12)
e [#£n
Cn (B) — EO) = — <x1/§0)‘ﬁf \1/5?>> (5.1.13)

Ha degenerélt a spektrum, tehat létezik olyan [ # n, hogy EP = E°, akkor a bal oldal
nulla, a mésodik esetben, azonban a jobb oldal mar nem feltétleniil nulla. Ekkor ¢ ezt
nem tudja helyrehozni.

Most tegyiik fel, hogy nincs degeneracio:

(w®| i |w?)
Cotl = (5.1.14)
EY — EP
1 <\Dl(0) H \IJS))> (0)
v =3" =V (5.1.15)
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Vizsgéaljuk a masodrendi korrekciot A\? tagokig.

HO W) + 1 W) = B [U) + By [UY) + B [ W) (5.1.16)

Ismét szorozzunk balrol “117(10)>—na1!

<qu0> \ﬁo]q;§>> + <q;go>\ﬁ/

\1:,9)> = ES (OO [0®) 4 EL(WO|w0)Y 4 B2 (3O w0

(5.1.17)
Mivel most a nem degeneralt eseteket nézziik, igy:
. 2
N i )
E2=Y)" ET B (5.1.18)

l#n

Ezt azért nem annyira egyszerd kiszamolni. Ismerni kell az Osszes allapotot és a
szummakat is el kell tudni végezni. Két esetben konnyi ezt meghatarozni

e Ha E° — E ~ konstans minden [-re, amelyre <\Ill(0)‘]:]’
kiemelhetd.

\II£LO)> # 0. Ekkor a nevezd

e Ha kevés olyan [ van, amelyre a matrixelem nem nulla.

Tekintsiik példaként a végtelen mély potencialgddrot. Ismerjiik az alapallapotot és az

energiakat:
2 h2 2
vO) — \ﬁsm (”_%) B = 2T 2 (5.1.19)
a a 2ma?

A legegyszeriibb elképzelhets perturbacit: emeljiik meg a godor fenekét egy Vo kons-
tans potenciallal: H' = Vj-.

By = (v

xpg’)> - / TOVTOdy = vo/ (TOP 4z = V4 (5.1.20)
0 0

Tehat elsé rendben E = EY + V), éppen ezt vartuk (ez mar az egzakt megoldas).
Most legyen a potencial olyan, hogy:

: { Vo haz<a/2 (5.1.21)

! — —
A =V(z) = 0 haxz>a/2

Ekkor a keresett energia:

B, = (0|

a a/2
\11,30>> = / VOV (2) 0 0dy = vo/ (WO dz = % (5.1.22)
0 0
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5.1.1. Degeneralt eset

Nem degenerélt eset altaldban csak 1 dimenzids problémaknél van, igy tobb dimenziéban
targyaljuk. A problémés 1épés az volt, hogy

e (BS — BO) = (w”| i

\If;°>> n#l (5.1.23)

Csak ugy lesz konzisztens, ha a jobb oldal is nulla. Lehetséges ez? Vegyiik észre, hogy
ha EY = E?, mikdzben n # [, akkor megfelels ’\I/;O}>—k nem egyértelmiek, tetszéleges

linearis kombinaciojuk is sajatallapot. Valasszuk ezt meg tgy, hogy a <\Ifl(0)‘lff’ \I/,(lo)>
matrixelem diagonalis legyen.
Legyen tehat |®;) (i =1, ..., k) az Gsszes olyan éllapot, melyre
H°|®;) = F|,) (5.1.24)

E-nek most nincs indexe, kivalasztottunk egy darab energiat, ami k& szorosan degeneralt.
|®;) igy k darab egymasra meréleges allapot.
Definidlunk egy métrixot:

W, — <q>m‘H'

@, ) (5.1.25)

Mivel H’ hermitikus, igy Wom is az. n és m 1-t6l k-ig megy. Ugy szeretnénk a ®-ket
megvalasztani, hogy ez a matrix legyen diagonalis. Diagonalizalni kell ezt a hermitikus
matrixot, szerencsére ez mindig megtehetd, rdadasul egyértelmien.

Létezik neki k£ darab sajatértéke és sajatvektora, amelyek teljesitik a kovetkezGt:

k
> Womel, = Ael, (5.1.26)
n=1

Ezek az e'-k ortonormalt rendszert alkotnak, hiszen W,,, egy hermitikus matrix, azaz
teljesiil az, hogy

> eirel = dij (5.1.27)

Innen mar megtudjuk konstrualni a bazist. Legyen |y,) = S2¢_, ¢! |®,). Tovdbbra is
teljesiil, hogy (xi|x;) = 0ij. Ezt most helyettesitsiik be!

< | B ek ek

k k
Xj> - <Z€;@n ) efnq’m> =) enel, <<I>n ¢m> = (5.1.28)
n=1 m=1 nm
- Z e enWam = Z en Z Womed, = ZG?A%% = Aj5¢j (5.1.29)

n
—_———

i od
AJey,

Az 4j bazisban ez diagonalis. Tehat ha attériink a y-kre, akkor azt szoktak mondani,
hogy ez a "jo" sajatvektorrendszer. Tehat a probléméas egyenlet ezekkel mér nem lesz
probléméas. Ha nulla van a bal oldalon, akkor nulla van a jobb oldalon is.
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Lesz k darab "jo" sajatallapot tehat, ezekre teljesiil, hogy

~

Hl

B} = <Xi

Xi> — A (5.1.30)

Amikor a nulladik korrekcioban, perturbéacié nélkiil degeneraltak voltak az energia-
sajatartékek, akkor, mar elsé korrekcioban el6fordulhat, hogy nem lesz degenerélt. Erre
szoktak azt mondani, hogy a perturbacio feloldja a degeneraciot. Kezdetben degeneralt
energiaszintek perturbacié hatésara kénnyen lehet, hogy nem lesznek degeneraltak.

Osszegezve:

e Meg kell talalni a "jo" bazist, vagyis azokat a |y;) allapotokat, amelyekre W,,,
diagonalis.

e Az energiakorrekciok éppen W sajatértékei.

Van egy tétel, ami egyszertibbé teszi az életet. Nem mindig kell megkeresni W-
t. Ha talalunk egy olyan A hermitikus operatort, ugy, hogy [/l,flo] = [A,I—:f’} =0

és A, = a;|®;), H°|®;) = E|®,;), akkor a; # a;. Ilyen operator példaul centralis
potencialban J3. Ilyenkor nem kell diagonalizalni, A éppen a jo bazis.

o)~ (o irin) (o
<1>j> —q <c1>i i q>j> = (a; — a;) <c1>i

A <1>j> — 0.

0= <q>i AH'

A

Er'fi‘cbj> — (5.1.31)

= a; <CI)Z ]:I/ ﬁ/

c1>j> (5.1.32)

Es mivel a; # a;, igy <<I>Z-

5.2. Hidrogén atom finomfelhasadasa

Két darab hatast szokés figyelembe venni, az egyik a relativisztikus korrekcid, a masik az
L - S kolesonhatas. Bzekb6l az deriil ki, hogy még el6tte a hidrogén atom energiaszintjei
[, j-ben degeneraltak voltak, finomfelhasadas utan méar fiiggni fognak ezektdl is.

Egy masik effektus, ha nem a hidrogénatomot nézziik, hanem valami nagyobb rend-
szami atomot, akkor a legkiilsé elektron egy centralis, de nem Coulumb potencialt fog
érezni, tehat mér [-t6l is fiiggni fognak az energiak.

Ezen hatisok utan sem fog fliggni m-t6l, az szerint mindig van degeneracio.

5.2.1. Zeeman-effektus

Energiaszintek médusulasa kiils6, homogén magneses tér esetén. A szamolhatosag ked-
véért meg kell kiilonboztetni két esetet B nagysagatol fiiggsen.

o Al << AFEtinom Gyenge a magneses tér, csak m kvantumszam szerint lesz
degeneracio.
o AEg >> AEfinom Erés magneses tér, mar m és j szerint lesz degeneracio.
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A két esetben mas a degeneracio.
Altalanosan: A A A )
HY = H° + AH inom + AHgp (5.2.1)

A két esetben szamolasunk soran vagy csak az egyik hatas dominal, vagy a masik, a
magneses tér erGsségétdl fiiggden.
Els6 esetben mi lesz a perturbaci6? Ha van egy kiilsé magneses tér, akkor a kolcsonha-

tds az a magneses tér és a magneses momentum szorzata: AH = —uB, ahol u = u; + ps.
e A
= — L 5.2.2
=g (5.2.2)
=48 (5.2.3)
,us — 2meg L.

ahol g az elektron giromégneses faktora.

Aﬁ(; f_° gS)B (5.2.4)

Me 2me,
A méaximalis bazis, amit valaszthattunk:

HO|njlm) = E|njlm) (5.2.5)

Degeneracié csak m szerint van. Ez azt jelenti, hogy ha lefixadlom n, j,[-t, akkor az
energia egyértelmi.

| —— <njlm"AH‘njlm> = <njlm’

(L +g8) Bfnjim) (5.2.6)
2m,

Hasznéaljuk ki Wigner-Eckart tétel kovetkezményét vektorokra. Ha van két vektorunk,
akkor ezeknek a métrixelemei két impulzusmomentum-sajatallapot kozott parhuzamosak
és az aranyossagi tényez6 pont a Clebsh-Gordon egyiitthatok. Azt fogjuk kihasznalni,
hogy ha kiszamoljuk a spin és palyaimpulzusmomentum métrixelemeit, majd a teljes
impulzusmomentum matrixelemeit, akkor ezek csak egy konstans szorzotol fognak eltérni
egyméstol, és az nem fiigghet m-t6l és az m/-t6l.

<njlm’

(I: + gS) )njlm> = Gnji <njlm"j‘njlm> (5.2.7)

Ezeket a gp; szdmokat Landé-faktoroknak nevezziik. Beszorzunk J-vel. Ezt megte-
hetjiik, mivel

Azaz, J; |njlm) tovabbra is sajatallapot, méghozza olyan, ahol n, j, [ ugyanaz a kvan-
tumszam, csak m valtozik, tehat ezeknek tetszbleges linearis kombinécidja is allapot.
Tehat a megoldand6 probléma:

<njlm" (ﬁ + g§> j‘njlm> = Gnjl <njlm"j2‘njlm> (5.2.9)
Jobb oldalt kapasbdl ki tudjuk szamolni:
it <njlm’ jQ‘njlm> = guith%j (5 + 1)Spm (5.2.10)
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A bal oldal sem sokkal bonyolultabb, csak tudni kéne hozzé a skalarszorzatokat. Van
Osszefiiggésiink a harom impulzusmomentum-operator kozott, ezeket kell atrendezni:

S=J-1L S?=7+1*-2J]L 313=§<j2+i2—§2>
(5.2.11)
L=J-8 = ;+52-2]8 I8=1()+5-1?)
Ezeknek mind ismerjiik a sajatértékeit:
J2=ii+1)  LP=ll+1)  S*—=s(s+1) (5.2.12)

Ezekkel az informaciokkal felvértezve irjuk fel a bal oldalt, figyelembe véve, hogy
elektronrol van szo, tehat s = 1/2!

Rl i 3 i 3 iy
U064 = (04D =045 ) ] o = PG+ D
(5.2.13)
Ebbdl meg is vannak a g,;; egyiitthatok:

GG+ —1(1+1)+3
2j(j + 1)

Ha g egy lenne, akkor g,; egzaktul 1 lenne. Régen ezt igy is csindlték, ez volt a
normalis Zeeman effektus. Ha g neql akkor az az anomadlis Zeeman effektus. Lathato,
hogy a Landé-egyiitthatok nem fiiggnek n-tél.

A matrixelem, amire sziikségem van:

(5.2.14)

Gnji =14+ (g —1)

B <njlm' (ﬁ + gg> ‘njlm> =g;B <njlm"j‘njlm> (5.2.15)

A jobb oldalt fogjuk kiszamolni, az egyszeriibb lesz, B-t be lehet vinni a szendvicsbe:
g <njlm”Bj‘njlm> (5.2.16)

Ez nem feltétleniil diagonalis matrix, diagonalizilni kellene. FErre két lehetdségiink
adodik: ha A éppen J-nek B iranyt komponense, akkor az azt jelenti, hogy A sajatélla-
potai lesznek a "jo" bazis.

A masik lehetGség, hogy iigyesen megvalasztjuk a bazist: B || e., mert akkor BJ =
BlJs.

Ekkor W automatikusan diagonélis:

Bh

e

. . e
Wonm: = 2megjl <njlm"BJ3‘njlm> = o MY;10mm (5.2.17)
Es ez maris diagonalis.
Bhg;
ABg = 209 = 1 (5.2.18)
2me
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Azaz minden energiaszint 27 + 1 energiara hasad fel.

Nézziik most meg mi torténik abban az esetben, amikor erds a magneses tér! Ekkor
az energia csak n-tél és [-t6] fiigg. Erdemes attérni masik bazisra. A szokasos bazis az,
mikor egyszerre sajatallapota H%-nak, L2-nek, Ls-nak és Ss-nak. Ehelyett 4t lehet térni
arra a bazisra, amikor az allapotokat tudjuk jellemezni [-lel, n-nel, my-lel illetve m,-sel.

Ekkor a matrixunk, amit ki kell szdmolnunk:

Wontmimm, = 26 B <nlm;mfg <I: + gg) ‘nlmlms> (5.2.19)
me
B | e.
B . A heB
em <nlm§m; <L3 + gS;;) ’nlmlms> = 2; (my + gmy) Oty Ormt s (5.2.20)

Ezt szokas nevezni Paschen-Back effektusnak is.

AEg = 5 (my + gms) (5.2.21)

e

5.2.2. Stark-effektus

Homogén elektromos teret kapcsolunk be, ettdl az energiaszintek felhasadnak.
Ha —e toltése van a részecskének, akkor:

AH = —ed(r) (5.2.22)

Mivel E = —V® homogén, legyen ® = —Er. Az elektromos tér legyen parhuzamos a
z tengellyel: )
AH = eFE3 (5.2.23)

Ez kommutal a Js-mal. Kiilonbéz6 m-mek kézott nem lesz métrixelem. Milyen ele-
meket kell majd kiszdmitani?

eE (nj'l'm/|Z3|njlm) (5.2.24)

Van egy érdekes tulajdonsaga 3 operdtornak, paritasa negativ. Vagyis a paritas
operator hatasa Zs-ra az éppen az ellentettje. A paritds hatdsa azon az allapoton, hogy
Z3|njlm), az éppen a minusz egyszerese annak, mintha az eredetire hattatnam a paritést.
Injlm) paritdsa (—1)'-nel megy.

pEspp|njlm) = pzsp(—p[njlm)) = pzs|njlm) (5.2.25)

Ebbél az kivetkezik, hogy ha [ = I, akkor a kettd szorzata nulla lesz, tehat a kovetkezd
matrixelem nulla lesz:
I/Vj’l’m’jlm = <n]/l/m/|j3|njlm> = 0 (5226)

Ez neheziti az életet, mert ez azt jelenti, hogy ha az energia fiigg az [-t6l, akkor
nincs els6rendi korrekcio, legalabb mésodrendig kell menni. Azt meg nem akarjuk, mert
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az bonyolult. Keressiink olyan esetet, mikor az energia nem fiigg az [-t6l. Van ilyen,
szerencsére, ez pedig pont a hidrogén atom.

Itt is két szélsGséges esetet fogunk megvizsgalni, ha gyenge a tér a finomfelhasadashoz
képest és amikor erds. Kezdjiik a vizsgalodast gyenge teret feltételezve, ilyenkor az energia
7-t6l is fiige. Ez azt jelenti, hogy j-k terén nem lesz sziikség diagonalizaciora.

eE (njl'm!|z3njlm) (5.2.27)

Ez csak akkor lesz nem nulla, ha [ # I és mivel az els6 tag paritasa(—1)", a masodik
tag paritasa (—1)! és 23 mindezt kozépen megforditja ezért muszdj, hogy I’ — [ paratlan
legyen, kiilénben mas lenne a paritas a két oldalon.

1 , o 1 . . , ., , L .

Ha s = 3, ezért [ = j & 5. Ez azt jelenti, hogy egyértelmt, hogy csak két matrixelem

jOhet szoba:

1 1
eF <njj + Em' I3njj — §m> (5.2.28)
Hletve: . |

Ez a két matrixelem egymésnak pont komplex konjugaltjai.

e n = 1, akkor [ = 0 lehet csak, ilyenkor nincs elsérendi korrekcio, mivel nem lehet

147

e n = 2, akkor két lehetGség van. Lehet a j = % ez el§ tud ugy allni, hogy az [ = 0,
vagy [ = 1, illetve lehet j = %, de ekkor [ csak egyféle lehet, tehat megint nincs
effektus.

Ezért csak a masodik f6kvantumszammal foglalkozunk és azt a konkrét matrixelemet

kell kiszamolnunk, hogy:
21()i1 2111L1 (5.2.30)
2 2 2 2 o

Ennek meghatarozasahoz ismerni kell, hogy mik ezek az allapotok. Az 3 operator
csak a koordinata térben hat. Ez a hullamfiiggvény olyan, amikor a j az, ami fix, ez
spinosszeadas.

T3

J=S+L (5.2.31)

J? és Jy kozos sajatallapotai:

[jlm) = s (jmmym,)

mpms

1
jmlims> (5.2.32)

Igazabol csak 1-1 tag van a két oldalon. Konkrétan is felirhatjuk ezt mind a két esetre:

°*1=0,j=3

e XN e (Lator DYool ot (5.2.33)
9 9/ T 2792779 272 "

Co% muszaj, hogy 1 legyen.
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cl=1j=}

m; =0 ms==+s m==
mi= 41 m.=F1 m=+ (5.2.34)

DO D0 [
N0 |

Két tagunk lesz:

LN e (P toe DY ota NN e (Lalars ) ialsl
YA A TR N Y R 3\ 2T+ 3 573
(5.2.35)

01% = :F\/Lg- Mivel az 3 operéator Ls-mal kommutal, az m; értéke nem valtozhat
meg. Mivel az mindig nulla volt, ezért a masodik tag nem fog jarulékot adni.

Elotox Hagloti o 1Y 2 B Lok 4 3ol 4 L (5.2.36)
AT T2/ T B\ 2 T2 e T g -
Mivel &3 az Ss-mal is feleserélhets, ezért ez egyenld
1
— (00|z5|10 5.2.37
F \/§< |5/10) ( )
Ezek pedig éppen a gombfiiggvények:
el
— (200]23|210 5.2.38
F \/§< |5/210) ( )
E két allapot kozott kell kiszamolni az operator matrixelemeit.
Ui (1,0, 0) = Ry (r)Y;™ (6, ) (5.2.39)
x3 =1 cosf (5.2.40)
el * * *
Wi—oi=1 = q:ﬁ/d%Rm(T)YOO (0, @)z Rs, (1)Y(6, 0) (5.2.41)
Erre az integralra hajtunk, nevezziik el I-nek. Ezzel a jel6léssel:
el
m’:o,l:l = :Fﬁ[ (5242)
Ez negy 4 x 4-es matrix.
0 -1 00
-1 0 0 0]ekl
W = 0 0 0 1 W (5.2.43)
0 0 10

Egyszeri szerkezetd matrix, de nem diagonalis. Mik lesznek a sajatértékek? Ter-

mészetesen % és a sajatvektorai:

1 1 0 0
1 1 ~1 0 0
Alol Lol |1] |1 (5.2.44)
0 0 1 —1



A jo allapotok:

EI
U, = % (1200) + [210)) (5.2.45)
el ]
Uy = —— (|200) — |210)) (5.2.46)
V3
Az energia eltolodésa:
El
AE = i% (5.2.47)
Hatarozzuk meg I-t! Ehhez kelleni fog néhany gémbfiiggvény:
YO:Const:L YOZHECOSG (5.2.48)
0 VAam ! 4m o
R(r) = R(p) ~ p'e”"Fu(p) (5.2.49)
r
Helyes normalassal:
1 r v
U9 = —(2a) 22— ~)e 2 5.2.51
20 \/E( ) ( Cl) ( )
cosf ro_
Y, = 2a) 32— 2 5.2.52
21 . (2a) ot 2 ( )

eET
AE =+— = FV3¢Ea 5.2.54
NE (5:2.54)

A masik eset, amikor az elektromos tér erds. Ekkor az energia csak a f6kvantumszam-
t0l fligg, ez sokkal egyszeriibb. Hasznalhatjuk a mésik bazist:

(nl'mym/|&3|nlm;m) (5.2.55)

Mivel #5 felcserélhets Li-mal és a spin harmadik komponensével is, ezért m; = m; és
ms = m’.
Most is csak az n = 2 eset érdekes, mégpedig, amikor az [ = 0 vagy [ = 1 lehet.

n=20=0m; =0|z3ln=2l=1m;=0)=1 (5.2.56)
Ezt az I-t pedig mar kiszamoltuk. Most nincsenek Clebsh-Gordon egyiitthatok.
AFE = +3aeF (5.2.57)

A jo allapotok most is ugyanazok:
eET

Uy = W (|200) + |210)) (5.2.58)
ekl
Up = % (|1200) — |210)) (5.2.59)
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5.3. Variaciés modszer

Koncepcionalisan az alapallapoti energia megbecslésére, meghatarozasara alkalmas. Alap-

ja egy allitas, miszerint:

—_— 5.3.1
N4E ( )

Vagy, ami ezzel ekvivalens, ha W egyre normalt, akkor

E; <

B < <\I/’H‘\If> (5.3.2)

~ Ahol Fj a legalacsonyabb energiasajatérték ¢s W € H. Ennek a bizonyitasahoz legyen
H|®,) = E,|®,), gy, hogy (®,|P,,) = nm. Vagyis tetszéleges U kifejthets |P,,)-ek

terén.
W) = Z Cn |Pn) (5.3.3)

n

Ha U egyre normalt:

1= (V) = <Z cn® Zcm¢m> = Zcﬁncn (D, P,) = Zcfncn(Smn = i lcn]?
m n,m n,m n=1 (534)
(U|H|W) = <Z | H Zcmq>m> 3 e <c1>m‘ﬁ1‘<1>n> Zc Cn B = Z lea|2En
m n,m n=1
(5.3.5)

Definici6 szerint E; a legkisebb ezek koziil, tehat ha az 0sszes E,-e kicserélem FE;-re,
akkor lecsokkentettem:

<\II‘H‘\I/> >3 e’ By = B (5.3.6)
n=1

1

Ami pedig pont az allitas.

Hogyan lesz ebbdl kozelité modszer? Ha ez mellé még mellétessziik, hogy E; =
<<1>1(H P,
nem azt csinaljuk, hogy a teljes Hilbert téren végigmegyiink, hanem csak "elég sok"
fiiggvényen. Vesziink tehat egy paraméterezett V-t oy, s, s, ..., o, paraméterekkel és a
paramétereket szerint minimalizalunk.

Elvileg, ha mar tudjuk |®;)-t, akkor Es-re is hasznalhato.

>, akkor E; = mingey <\I"lﬁ[‘\lf> Ezt pont nem tudjuk megcsinalni, ezért

B, < <\I/’H‘\If> (5.3.7)
Mikézben |U|2 =1 és (U|®) =0

5.3.1. Harmonikus Oszcillator

Tudjuk jol, hogy ¥(z) alapallapotban valami lokalizalt, szimmetrikus hullamfiiggvény.
Probalkozzunk egy Gauss-sal, legyen a probafiiggvényiink W(x) = Ae b
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Els6 1épés: normalni kell:

00 ) 1/4
T2 = AP — ARy [ 2 =15 A= (o) 3.
WP = [ dalaPe™ = |ap =15 4= (5 (538)

o0

Ez utan jon a matrixelem kiszamitasa. A Hamilton operatort szét lehet szedni két
részre, vagy egy kinetikus rész és van egy potencidl.

- h? 0?
K=—— 5.3.9
2m Ox? ( )
S ST
V= Smw e (5.3.10)
2 hQ 2 —bx? 82 —bx? h2 2 —bx? —bx? 2 2 —bx?
<\I/‘K)\I/> =——|A]" [ dee™™ —e =——/|A]" [ dxe (—Qbe + 4b“x%e >
2m ox? 2m
(5.3.11)
Hasznéaljuk ki, hogy:
°° 1
2 —2bx?
de = —— 5.3.12
/Oox e T TEE ( )
/00 e~ dy = L (5.3.13)
o |AJ?
Ezzel: 12 ; ; .
N 2
\If’K‘\If>:——A2 SR 5.3.14
< 2m| | |AJ2 * |AJ2 2m ( )
A potenciélos tag elég egyszer:
? Looe [T o —op2 mw?
<\II‘V‘\I/> = —mw*|A] ze dzr = (5.3.15)
2 e 8b
A kettSt Osszevetve: -2 ,
~ mw
\D‘H‘\IJ> =2y 5.3.16
< 2m + 8b ( )
Ezt kell minimalizalni a paraméterek szerint, hat most éppen egy van, a b.
0 N R mw? m2w?
< @‘H’@:-— —0 =2 5.3.17
b < 2m  8b? 4h? ( )
Innen: ]
E, = éhw (5.3.18)

Ez pont a helyes alapéllapoti energia, ami persze nem véletlen, hiszen éppen a jo
hullamfiiggvény-csaladban keresgéltiink.
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5.3.2. Hélium atom alapallapota

Van 2 darab protonunk, 2 darab neutronunk és van 2 darab elektronunk. Elhanyagol-
juk, hogy az atommag mozog, a finomfelhasadast, igy a spinek nem jatszanak semmilyen
szerepet. Mivel kétféle S; komponens lehet, ezért nem kell az elektronokat azonos ré-
szecskeként kezelni.

Van tehat egy darab vonzdécentrumunk 2e toltéssel és van két részecskénk, melyek
egymaéssal is kolcsonhatnak.

. h? 2 2 1
H=—— (A1 +Ay) — ¢ (— + = —) (5.3.19)

2m ™ T2 B ‘I‘l —I'2|

Milyen W-t hasznaljunk? Ha nem lenne kolcsonhatas a két elektron kozott, akkor ez
a probléma egzaktul megoldhaté lenne:

\Ijo(rl, I‘2> = ‘11(1)0(1'1)\1/(1)0(1'2) (5320)
ahol
[ .3 2.2 2.2
0 . V4 _zr z e~z z e~z . (H)
\IJIO(I.) = %6 a En = 2n3a El = 2—a = 4E1 (5321)
23 r1tra 8 r1tro
\IJ — z a _— —2 a . 22
0(1’171'2) 7]'(1,36 — 71'@36 (5 3 )

Induljunk ki ebb6l a hullamfiiggvénybdl, mint probafiiggvény:

H |Wo) = 8Ey |W) + Vee |Wo) (5.3.23)
<@0‘FI)\I/0> _8E, + <\Ir0 V. \Ifo> (5.3.24)
R 8 2 674r1/a
<\I/0 Vree \I’0> = 62 o /d37’1d37’2— (5325)
Ta? lr] — 1o
Az integralasokat egymas utan végezziik el:
] 2 —4ra/a
— o2 (_3) /d37“1€4h/a d3ry © = (5.3.26)
Ta /12 + 12— 2rirg cos 6
3 \2
_ .3 3
I /OO 24 /Wd /7r o c (5.3.28)
= rodr sin = 5.3.28
? 0o ? 0 72 0 2\/T%+T§—2r1rzcosé’
21 /OO rie~4n/adr, {L\/r% + 173 — 27179 COS 9] ' = (5.3.29)
0 ) 0
) 1 o0 2 o < T
) 2 74r1/ad - . . —9 / 2 74r1/ad 1 2 1
7T/0 rae Ty . (r1+re—|r1 —ra|) T i rye o % Py > 1
(5.3.30)
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A maradék integralt szét lehet bontani két részre:

" 1 ° o1 3 2
Iy = 47?/ rie 4/ —dry + 47r/ rie 4/t —dr, = = (1 — {1 + ﬂ} 6‘4”/“>
0 ™ a

1 TQ rl
(5.3.31)
- S\ [ 5
2
<‘I/0 Vee ‘I’0> =e (@) /d rily = —§E1 (5.3.32)
- 11
<\1;0‘H‘x110> - (8 - g) Bi= By (5.3.33)

Tudunk-e esetleg ennél is alacsonyabbra menni? Az 6tlet a kovetkezd: figyeljiik az
egész mozgast az egyik elektron szemszogébdl, 6§ egy Coulomb potencidlt észlel, csak
a toltés most nem a mag toltésével, hanem valamilyen mas toltéssel. Legyen most a
varidcios paraméteriink a toltés!

3
z _ZT‘1+T‘2
a

\Ill(rl,rg) = (5334)

—e
mad

Ez éppen sajatfiiggvénye annak, mintha z toltéssel irnank fel az atommagot.

. 2 -9 -2 1
H= 2h (A1 4+ Ay) — e? (i + i) + 2 (Z + : + > (5.3.35)

m

(A1 T2 A1 T2 |1"1—I‘2|
HU, = 22*E, 0, (5.3.36)
. 11 .
<\111‘H‘\I/1> —222F, + (> — 2) <\Ifl — 4= \1/1> + <\111 V. qf1> (5.3.37)
™ T2
Lattuk gyakorlaton, hogy
1 1
<\111 — 4+ — \1/1> = —4zF, (5.3.38)
1 T2

~ 5z 5z
<\1/1 V. \1/1> == 2B (5.3.39)
. 5
<x111 H‘\I/1> = 2:Ey — 4e*(z = 2):B1 — 12By (5.3.40)

Ezt kell minimalizalni z-ben! A derivalas utan azt kapjuk, hogy

27
=—=1,69 5.3.41
s= T, (53.41)

A kisérleti tapasztalat ezzel 2%-o0s hiba mellett jo egyezést mutat.
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5.3.3. Hidrogénmolekula ion

Két darab protonunk van és 1 darab elektronunk. A 6 kérdés az, hogy van-e kotés vagy
nincs. Tehdt az alapallapoti energia az kevesebb-e, mintha az egyik protont elviszem
nagyon messze.

Mivel a variacios modszer fels6 korlatot ad az alapallapoti energiara, ezért ha tala-
lunk egy olyan hullaimfiiggvényt, amelyre az energia kisebb lesz, mint kiilon-kiilén, akkor
mondhatjuk, hogy van kotés.

Forditva ez persze nem igaz, ha csak nem prébaljuk végig az Gsszes lehetséges hul-
lamfiiggvényre, nem mondhatjuk, hogy nincs kotés csak azért, mert néhany fiiggvényre
nincs.

Kozelitéseket kell feltenniink, legyen R a két proton tévolsiga, ez legyen fix. Az
elektron tavolsaga az els6 és méasodik protontol ry és rs.

2
L <i + l) (5.3.42)

(] )

Mivel, ha elvinnénk az egyik protont, akkor a sima hidrogénatom hullamfiiggvényét
kapnank, ezért legyen a probafiiggvény szimmetrikus.

U= A(T,(r) + T, (ry)) (5.3.43)

ahol W, = W9 (r,0,¢) = \/;?6_5.
A probafiiggvénynek természetesen normaltnak kell lennie:

| =[O = | A2 /d3r1|\lfg(r1)|2+/d3r2|\1fg(7“2)\2+2/d3r\lfg(r1)\llg(r2) (5.3.44)

[

1 1 T
1
1=A%(2+2I AP = —— 5.3.45
AP +20) = AP = 35 (5.3.45)
1 _ritro
] = % d37”€ a (5346)

Valasszunk egy triikkos koordinata-rendszert! Az egyik proton keriiljon az origdba,a
masik proton pedig legyen a z tengely mentén, igy:

ry = Vr2 + R2 — 2rRcosf (r=mr) (5.3.47)
Ezzel: ) -
r \V T‘2 27 T It COS
I=— dgp/drrzea /d@ sinfe (5.3.48)
mad Jo )

I/

Legyen y = v/r2 + R2 — 2r Rcos 0, ekkor d(y?) = 2ydy = 2r Rsin 6df

—2rRcos 1

I'= /sin@d@e_ S = @/ydye‘z (5.3.49)
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A hatarokat eddig elhanyagoltam, most azokat is kitaldljuk: ha 6 = 0, akkor y =
|r — R|. Ha 6 = 7, akkory = r + R. Tehat:

1 r+R

T‘R |r—R|

ydye s = —% [e‘riR (r+R+a)— 6_@(‘7“ — R| + a)] (5.3.50)

_[/ —_=

Ezt kell vissza irni I-be és ha elvégezziik az integralést, akkor azt kapjuk, hogy

R 1<R>2
I+ —+2 (=
a 3\a

Ez volt a nehezebbik lépés, a normélas. Most ki kell szamolni a méatrixelemet:

_R
[=¢a

(5.3.51)

<@’H‘x11> (5.3.52)
Szamitsuk ki el&szor a Hamilton-operator hatasat a hullamfiiggvényre:
HU = A hQA 21 _ 21 (W, (r1) + W, (ra)) (5.3.53)
=A|l-——A—e"— —e"— r r 3.
2m Ty Ty A g1

Ebben szerepelni fog két E7, mivel hidrogén sajatallapotokat hasznalunk, a maradékot
le kell olvasni:

1 1
AEl\Dg(T1> + AEl\Ifg(T'Q) — A€2 (r—\Ilg(rg) + r_Ellpg(rl)) (5354)
1 2

Az els6 két tag éppen az AE1V. Ezt kell még baloldalrél megszorozni W-vel.

(u]fv) = B, - jape [<\Ifg<m £y (r)

lwg(r2)+%xpg<rl)>} — (5.3.55)

1

e? 1 1 1
—— A v —VU 1\ —v 5.3.56
st | (am| e )+ (e D )| G350
D;:kt xcl?;lge
A két elnevezéssel felirhatjuk, hogy:
. D+ X
\IJ‘H‘\I/> —B(1+2 5.3.57
< ' ( TR > (5:3.57)
Ha elvégezziik ezt a két integralast, akkor azt kapjuk, hogy
a a R
D=2 (14 5)e 5.3.58
7 t5)e ( )
R
X = (1 + —) ¢ (5.3.59)
a
Ezzel kapunk egy fels6 becslést az elektron energidjara:
D+ X
FEelektron < F1 [ 142 5.3.60
lekt 1 ( + 141 ) ( )
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De van még nekiink proton-proton kolcsonhatasunk is:

e €2 2a 2a
V=75 = —Ei

_ e 3.61
R 2aR (5.3.61)

Most legyen =z = ;—% és mi AE-t szeretnénk kifejezni, ami nem mast, mint a molekula

energiaja, minusz a hidrogénatom alapallapoti energidja:

D+ X 2a

Most mindenkit visszahelyettesitiink az 0j valtozonk segitségével:
2(1—22%) e+ (1+ax)e
AE < —E; 2(1=57) S ) (5.3.63)
o 1+ (1+z+z22)e ™

Ha felrajzoltatjuk ezt a fiiggvényt egy programmal, akkor latni fogjuk, hogy X = 2.4
esetén az energia negativ lesz, van tehat kotés. A protonok atlagos tavolsagara pedig azt
kapjuk, hogy nagyjabdl 1,2 angstrém.

Ez persze nem a teljes leirds az igazihoz harom-test problémékat kell megoldani, ahol
mar a protonokat is kvantumosnak tételezziik fel.

5.4. Wentzel-Kramers-Brillouin kozelités

Ezt, a réviden WKB kozelitésnek nevezett modszert egy dimenzids problémék kezelésére
fejlesztették ki. Az oOtlet az, hogy tudjuk, ha a potencial konstans és az energia nagyobb
a potencialnal, akkor a Schrédinger-egyenlet megoldasa egyszerii:

U ~ Aetike (5.4.1)
ahol ugye k = w és a hullimhossza a részecskének %—val megy. Ha V nem
konstans, de lassan valtozik a hullimhosszhoz képest, akkor marad a sikhulldm megoldas
csak a hullamszam és az amplitado lassan valtozik, tehat Ae*™** — A(g)e*? S F@)dz,

Mi torténik, ha az energia kisebb, mint a potencial? Akkor forméalisan ugyanaz a
képlet, csak k-t ki kell cserélni k-ra.
A modszer lényege, hogy megoldjuk a feladatot £ > V-re, aztan F < V-re, majd

Osszeillesztjiik a fordulopontokban linearizalt potenciallal.
Mit mondhatunk azokon a helyeken, ahol jo a kozelités?

d2v 2

P —%‘Il p(x) = /2m(E — V(x)) Klasszikus impulzus (5.4.2)
x

Ha E >V, akkor p(z) valos.

Keressiik a megoldast nagysag és fazis szerinti felbontasban.

U(z) = A(z)e®™@,  A(z),®(z) €R (5.4.3)
v . .
v _ Ale™ +iAD ™ (5.4.4)
ST
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2
ix\g = [(A" + 20A'D") + i AD"

— AD"?] (5.4.5)
Ezt beirva: )
A"+ 2AY +iAD" — AD? = —%A (5.4.6)
Komplex egyenlet, de A, ® valos, igy két egyenletiink van:
. "_ 2 _ p?
valos A=A <(I> = / (5.4.7)
képzetes 24’9 + AD” =0 — (A2P') =0

A képzetes részt egyszertien meg tudjuk oldani:

/

75 (5.4.8)

Az els6 egyenlet altalanosan nem megoldhat6. Most jon be a kozelités: lassan valtozik
a potencial, igy A is, tehat A” mar elhanyagolhato.

A%2®" = const — A =

— 9')? 4.
o+ << (%) (5.4.9)
p
P = = (5.4.10)
Ezt meg tudjuk oldani:
1
O(x) = j:/ﬁp(a:)dx (5.4.11)
A(z) ¢ < ¢ mar tartalmazza h-t! (5.4.12)
= = 77 ~L. .
Vo /p()
A megoldas tehat ebben a kozelitésben:

U(r) = ——eti S Pl (5.4.13)

p(x)
Az integréalasi hataroknél nem szamit, hogy honnan integralunk, met konstansba vi-
hetd.

Egy érdekesség:

~ (5.4.14)
plx) v
Tehat a megtalalasi valosziniisége a részecskének a sebesség gyokével megy, tehat ahol
kicsi a sebessége a részecskének, ott gyakran tartozkodik, ahol gyors a részecske, ott pedig
ritkan.

Altalanosan kiirva:

U(x) 1( ; <c+e+%fxp<x’>dx’ +c,e*%f“'p<f”’>dx’) = (5.4.15)
pla
1
= (c18in @(z) + o cos P(x)) (5.4.16)
V(@)

74



Nézziink egy olyan példat, ahol a potencidl egy végtelen mély godor, de a godor alja
"gbrongyos':
V(x) ha0<z<a
00 egyébként

V'(x) = {

Hatérfeltétel: W(0) = ¥(a) = 0. Ugy vélasztjuk meg a konstanst, hogy ®(z = 0),
azaz cy = 0.

V(a) = c1sin®(a) =0 — sin®(a) =0 5.4.17
(a) N (@) =0— (a) ( )
o P(a)=nr n>0 (5.4.18)

%/Oap(x)dx =nm = %/Oa V2m(E —V(x)) = nx (5.4.19)

5.4.1. Alagnt effektus

Most vizsgaljuk meg az alagut effektust, azaz azt a tartomanyt, ahol mar az energia az
kisebb, mint a potencial!

Mit kell ilyenkor csinalni? Formalisan ugyanigy megy minden, csak p(z) képzetes. A
szamolas menete ettdl eltekintve megegyezik a valos esettel, a végeredmény:

U(2) ~ et I Ipla)de| (5.4.20)
p(z)|
Megoldjuk az egyenletet a harom kiilénb6z6 tartomanyon, A a bejové hullam amp-

litidoja, B a visszaver6dott és F az athaladt hullim amplitidéja. Amit keresiink az
|F|?/|AJ? egyiitthato.

[.  U(z)= Ae*®  Be~ihe

I V()= —F>— (Cﬁf P’ pemi S ‘”W')dw’) (5.4.21)
v/ p(@)
. W(x) = Feke

Ha a hatarfeltételeket illesztjiik, akkor azt lehet megmutatni, hogy, ha L nagy és a
potencial az magas, tehat sokkal nagyobb, mint a részecske energidja, akkor C' << D,
exponencialisan lecsengé megoldést kapunk.

Ebbdl az kovetkezik, hogy

E] _ =1 g2 ey
— = e nJo ) (5.4.22)
A

Legyen t = % = e 2, ahol v = [ |p(z’)da|.

5.4.2. Alfa-bomlas

Ennek egyik alkalmazasa az alfa bomlas egy nagyon egyszert modellje, amely Gamovtol
szarmazik.

Ez azt jelenti, hogy van egy atommagunk, amelynek van z+2 toltése és ez szétesik egy
z toltési és egy 2 toltésid alfa részecskére. Amikor a részecske még bent van a magban,

75



akkor a magerdk, amelyek Osszetartjdk a magot domindlnak, azonban, ha tavol van a
részecske, akkor mar a Coulomb dominal. Tehéat a potencidlt lehet gy jellemezni a
tavolsag fliggvényében, hogy kozel az origbhoz van egy erGsen mély potencidlgédor, egy
bizonyos tavolsaggal késébb pedig a Coulomb lecsengés.

2ze? 2 V2mE
/ V2 = m |:T'2 arccos | L — Vri(re — rl)} (5.4.23)
T2

Tipikus esetekben az energia sokkal kisebb, mint a potencial csiicsa, tehat sorba lehet
fejteni, mivel ro >> ry. Tehat arccos , /T; ~I— /’;—;. Ezzel:

2
V2mFE
v ;in |:T2% — 2\/7‘17“2] = /{1% — Koy/2T1 (5.4.24)

Tehat v az energia négyzetgyokének reciprokanak linearis fiiggvénye.

5.4.3. Illesztés a fordulasi pontoknal

Mar itt is latszik, hogy el volt sumdakolva az a rész, ahol a potenciadl nem valtozott
olyan gyorsan. Hogy kell Gsszeilleszteni az eredményeinket a fordulasi pontokban? Az
eddigi eredmények a klasszikus eset, mikor a potencial kisebb, mint az energia, a nem til
klasszikus, mikor az energia kisebb, mint a potencidl. Mi toérténik a kett6 kozott?

Azt a trikkot fogjuk alkalmazni, hogy az eredeti megoldasunkba még egy fazist be-
csempésziink:

(hfp )da' + % >+Ccos< [P p(a)da’ + = ) ha z <0
DeEn Jo Ipte)de'| ha z >0

() = m

\p(m)\

A normaltsdg miatt tiint a +-os tag az exponenciélisbol.

Hogyan kell 6sszekotni? Megoldjuk a Schrédinger-egyenletet tgy, hogy a potencialt
linearizaljuk: V(z) = E+ V'(0)x. Az egész kozelités pontossaga azon miiik, hogy azon a
tartomanyon, ahol nem érvényes a WBK kozelités mennyire lineédris a potencidl.

h? d®0
———— +[E+V U =FEV 5.4.25
o qpz BV (@)l ( )
4>y 2mV’
i const - x - ¥ const = o’ = 777;—2 (5.4.26)
Legyen 2z := a - z! Ezzel dd—z 2%. Ezzel az egyenletiink a kovetkezd alakot 6ltott:
A2y

Ez egy ismert differencidlegyenlet: Airy-egyenlet, melynek megoldasai az Airy-fiiggvények
linearkombinécidja.
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Explicit alakjuk integral reprezentacidéban:

1 [* 53 I e I I
Ai(z) = = cos | o + sz ) ds Bi(z) = = e 3 7% 4 sin 3 + sz )| ds
0 0

(5.4.28)
Szamunkra az aszimptotikus viselkedésiik a lényeges:
1 _2,3/2
1 2
Bi(z) = Wegzs/ Z — 00 (5.4.30)
Ay(z) = ! in (2(—2)p2 4 " 5.4.31
Z(Z) = WSIH g(—Z) + Z Z —r —00 ( A )
1 2 32 | T

Tehat, ha feltessziik, hogy a fordulépont el6tt mar érvényes a WKB de még linearis a
potencial, akkor:

p(x) = 2m(E -V (z)) = V/2m(E — E + X'(x)) = V2mV'/—x  képzetes (5.4.33)
p(2)| = V2mV'Va = ha*\/x (5.4.34)

Ezen a tartomanyon még érvényes a WKB:

.D 1 rz / /
Yo = 7oy (5.4.35)
1 [ v 2
_/ Ip(z")da’| = / &3Pa ' da’ = h= (ax)?? (5.4.36)
D _2 3/2 D _2 3/2
— (az)™/= _ (2)
\IJWKB = \/ﬁa3/4$1/46 3 = \/ﬁa1/221/46 3 (5437)

A kétféleképpen megkapott hullamfiiggvénynek meg kell egeznie, tehat:
U(z) = adi(z) +bBi(z) = Vwkp = b= 10 (5.4.38)
Az egyilitthatokat Gsszehasonlitva:

D
¢ (5.4.39)

2\/7_1'21/4 \/ﬁz3/2

|
=2,/—D 5.4.40
¢ ho ( )

Ugyanezt kell végigjatszani a masik tartomanyon a mésik illesztési pontnal, figyelve
arra, hogy p valos. Ebbdl a szamolasbol azt kapjuk, hogy

[
=4,/—B 441
¢ ha (5 )

7
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Ebbél azonnal latszik, hogy a két egyiitthatd egymasnak kétszerese.
Tehat az eredményiink, ha a fordulépont xs-ben van:

sin 3 [ p(2)da’ + §] ha z < 29
U(z) = \/_

Ny 5.4.42
—‘D( e ~ Ja, IP@)da' 4G ha 7o >z ( )
p(x

Ugyanigy Osszerakhato az is, ha bal oldalon van a klasszikus esetet:

IDE )‘e_%fzﬁ Ip(a)da’|+3 ha z < x;
U(z) = - 5.4.43
(=) j}%sin [% wlp( o')da’ + 5 ha z > x; ( )

5.5. Idéfiiggd perturbacidészamitis

Eddig az volt, hogy a potenciél és ezaltal a teljes Hamilton-operator idéfiiggetlen volt.
Ilyen esetekkel mar sokat foglalkoztunk, az id6fiiggetlen Schrodinger-egyenletet alakitgat-
tuk.

Most az id6fiiggs egyenletet kell nézegetni:

d .
h—|V) = H |V 5.5.1
ih s W) = H19) (55.1)

Ha H idsfiiggetlen, akkor az idéfiiggés levalaszthato: W(t) = W,e #P' Egzzel az

altalanos megoldas: _
U(t) =Y e, Ve bt (5.5.2)

Ha energia sajatallapotban van (azaz egy ¢ azonosan 1, az sszes tobbi nulla), akkor
abban az allapotban is marad. Zart rendszerre ez mindig igaz. De akkor hogy van
az, hogy a hidrogén atom mégis sugaroz, miutan egy gerjesztett allapotbol leugrik az
alapallapotba? Természetesen zart rendszer, mint olyan, nem létezik, a kornyezetével
mindig kolesonhat.

Altalaban teljesiil, hogy a kdlcsonhatés fiigg az id6t6l, de kicsi:

H=Hy+ H'(t) (5.5.3)

~ Mit lehet egzaktul csinalni? Egyenlére nem tesziink fel semmit, errél a H'-r6l. Most
Hy-nak sajatallapotai a V,,-ek. Az id6fejlgdés kifejthets ¥, szerint.

U(t) =Y calt)W,e i (5.5.4)

n

Szeretnénk a ¢, egyiitthatokat meghatarozni. Ehhez kezdeti feltételek kellenek. Fejt-
siikk ki H’ hatasait W,-re is ugyanezen a bazison:

HY, =Y dnVy  dy = <\Ifm’]f[’(t)‘\11n> (5.5.5)
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Ez egy matrixelem, egyszertiség kedvéért ezt most masképpen fogjuk jelolni d,, =
H] (1), ezzel:

=> H,,T, (5.5.6)
Ezt az egészet most betessziik az egyenletbe:
ov de, i ) i )
iha_\ll = > [d—ct\IlneﬁE”t — %Entcn(t)\lfneﬁE"t} ih (5.5.7)

A masik oldal:

HY = HoW + H(OU = cu(t) B Woe 550+ ¢, (t)e 150 HY, W, (5.5.8)

A maésodik tagban ki kell cserélni az indexeket, hogy a két egyenletet egybeejthessiik!

mz dﬁqf e~ hEnt = (Z mCm€ B Emﬁ) W, bt (5.5.9)

Ez pont egy differencidlegyenlet c-re:

dep,
mi Z e H (BBt (5.5.10)

Vezessiink be megint egy 1j jelolést: legyen E,, — E,, = hwyn,, ezzel:
d de,
c Z ghmmt (5.5.11)

Eddig minden egzakt volt, csak egy kifejtést tettiink be W-k helyére. Az egyenletet
semmivel sem egyszertibb megoldani, mint a Schrédinger-egyenletet. Iterativ modszerrel
probalkozunk, mivel a megoldas H' szerese az eredetinek. Tehat a nulladik kozelités az,
hogy az Gsszes ¢ konstans.

Az els6 kozelités az, hogy ezt a konstanst beteszem a jobb oldalra és akkor megoldjuk
egy integralassal c-t els6 kozelitésben. Ez a H'-vel aranyos lesz.

A masodik kozelités, hogy ezt az eredményt megint beirjuk jobbra és tjra kiintegrél-
juk. Ez mar annyira nem trivialis, nekiink béven elég lesz az els6 rend.

Az els6 rendben ¢ konstans, mégpedig legyen ez a ¢, (t = 0). Egy sima integralt kell
elvégezni:

t
en(t) === cm(0) / dt' Hy,,, (¢)e"™"™ + ¢, (t = 0) (5.5.12)
- 0
5.5.1. Monokrém hatas

Gyorsan nézziink erre egy konkrét példat! Legyen a H =Ue ™t Ezi igy nem hermitikus!
Ehhez még hozza kell adni az adjungaltjat H = UUe ™t + U*Ue“‘”f Ezt tegyiik be!

t t
/ At'H! (t')e™t = / dt’ [Unme iwnm=w)t' L+ eilwnmtw)t’) (5.5.13)
0 0
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" . (ei(“’"m_“)t/ - 1) -ty (e“w"mwﬁ’ - 1) (5.5.14)
w

Wnm — Wnm + W
1 ei(wnmfw)t -1 . ei(wnerw)t -1

Legyen kezdetben csak n = 1 allapot, tehat c;(0) = 1, minden més nulla. Es keressiik
cn(t), ahol n méar nem egy.
1 ei(wmfw)t 1 ei(wnler)t —1
cn(t) = —ﬁﬁ(o) {Unl— +U;, }

- (5.5.16)
Wnp1 — W Wn1 +w

Ha ¢ kicsi, akkor sorba lehet fejteni és mind a két tag egy it jarulékot fog adni. Ha
t nagy akkor mér nem jogos a sorfejtés, oszcillalni fog, de nem megy el a végtelenbe, az
amplitido nagysaga wnll ——-val megy.

De mit is jelent az, hogy t kicsi? Igazsag szerint nem t szerint kell sorba fejteni, hanem
az exponens szerint. Ebbd6l kévetkezik, hogy ha w,,,, = w kicsi, akkor ¢ akar nagy is lehet.
Azonban, ha w,,, ~ w, akkor a kiilonbség kicsi, az Osszeg nem feltétleniil, tehat az elsé
tag it jarulékot hoz, a masik tag pedig oszcillal.

Ebbél azt a kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy ha a kiils§ gerjesztés frekvenciaja
hasonlé a rendszeréhez, akkor lesz elnyelés. Tehat ebben a kozelitésben elegendé az elsd
tagot figyelembe venni:

1 ei(wm—w)t -1

Annak a valoszintisége, hogy ¢ id6 utan az n-dik allapotban van a rendszer:

1 sin? “ni=wy
P(1—=n)=lc)? = = |Un 4—2— 5.5.18
(1) = feul = g5 U 47— (5.5.18)
Allitas: 2w
2 sin 71’5 t—300
2 L S(W 5.5.19
S (W) (55.19)
Ha W # 0, akkor
sin? (wt)
2 t—00
— 2 7 "5 5.5.20
W2t ( )
Legyen u = %t, du = %t. letve:
o 2 sin? (Wt 1 sin?
/_OO dW%SmVV%) = /;SH;Qudu =1 minden t-re (5.5.21)
Ez elgallitja a o-t.
|(]nl|2 2 sin® wn127wt t—so0 2T 2
P(1—>n)= ——=— "5 — U0 (wp1 — 5.5.22
(1 m) = St~ ot 2 S o ) (55.22)

Ez lathatoan aranyos az idével, ha ebbdl kifejezziik az "idGegységre jutd valoszintsé-
get" (jele 7):
2
(1= n) = %]Un1]25(En — By~ hw) (5.5.23)

Ez a Fermi-féle aranyszabaly: ha sokaig varunk, akkor csak akkor lesz gerjesztés, ha
a frekvencia éppen az energiak kiilonbsége.

80



5.5.2. Hidrogén atom fényben

Legyen most a konvencionk szerint a fénysebesség értéke 1.

Egy elektromagneses hullamunk lesz, ilyenkor |E| = |B|. A részecskére hato Lorentz-
er6: Q(E + v x B), ha a részecske sebessége sokkal kisebb, mint a fénysebesség akkor a
méagneses térrel valo kolcsonhatas elhanyagolhatd. Tehat csak az elektromos térrel kell
foglalkozni.

Szerencsére lesz még egy egyszer(isités: Az elektromos hullam, ha egy sikhullamrol

van sz6, akkor: . o
E(x,t) ~ et — [refivt (5.5.24)

Lattuk, hogy akkor lesz kibocséjtas, vagy elnyelés, ha w ~ w,,,,. Ebb&l megbecsiilhetd,
ha beirunk konkrét szdémokat, hogy a hullamhossz az kozel 1000 angstrom. Ez azt jelenti
hogy a hullamhossz 3 nagysagrenddel nagyobb, mint az atom mérete, tehat feltessziik,
hogy az atomon beliil az elektromos tér konstans (térben).

Vagyis: ‘ .
E = Ec ™' + Ee*" = 2E coswt (5.5.25)
Korabban mar csindltunk ilyet, ha homogén az elektromos tér, akkor E = —V®, azaz
o = —%XE, ezzel:
g 1 1 —iwt iwt

H = —ed = §eE(t)x = §€EX (e7™" 4+ ¢e“") = Ecoswt (5.5.26)

A 1 .
U= §€EX (5.5.27)

Az egyszertiség kedvéért legyen E || e, ezzel

A 1

Amit ki akarunk szamitani az:
271

V(1= n) =2k |(1|25|n) > 6(E,, — By — hw) (5.5.29)

Vagy egy kicsit precizebben a kovetkez6 matrixelemekre lesz sziikségiink:
(njlm|zs|n’j'l'm’) (5.5.30)

Ezeket mar korabban meghataroztuk, a lényeges kérdés, hogy mely elemek lesznek
nem nulldk? Akkor van dtmenet csak, ha a matrixelem nem nulla. Ehhez azonban mar
nem szerencsés a z tengelyt lefixalni, mert semmi garancia nincsen ra, hogy az elektromos
tér polarizacidja olyan iranyt, mint az impulzusmomentum z komponensének irdnya. Azt
kell kiszdmolni, hogy

(1 —n) = e% N Es(njlmla 0§ Um)[* §(E, — Er — hw) (5.5.31)

Itt most olyan erGs elektromos tér van, ami egy teljes szinttel képes eltolni az elektron
energidjat, tehat a finom felhasadast azt nyugodtan el lehet hanyagolni. Ami azt jelenti,
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hogy minden szerint degenerdlt lesz az energia, kivéve az n szerint. Ez alapjan viszont
hasznalhatjuk n, [, m;, s, m, bazist. Azért j6 ezt hasznalni, mert az z; kommutél a spin-
nel, tehat s és mg nem valtozhat. Tovabbiakban az m; legyen csak m és arra vagyunk
kivancsiak, hogy
(nlm|;|n'lI'm’) (5.5.32)
matrixelemek mikor lesznek nem nulldk.
Elssként vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor i = 3. Azt tudjuk, hogy [ﬁg, ._'2'3:| =0,

azaz m-et nem tudja megvaltoztatni:

<nlm‘ |:f/3, f3i| ‘n’l'm'> = <nlm’ﬁ3£3 — i’gﬁg‘n'l'm’> = h(m — m") (nlm|z3|n'l'm’)
(5.5.33)
Mivel nullat irtunk be, igy ez nyilvan nulla, ha m # m/, akkor a méatrixelem nulla,
tehat m meg kell egyeznie m’-vel.
A tovabbiakhoz irjuk fel a kovetkezé kommutatorokat:

[ig, 5@1} — ihds (5.5.34)

[ﬁg,:zzg] — il (5.5.35)
Ezzel:
ih (nlm|Zo|n'l'm') = <nlm‘f)3i1 — i’lﬁg‘n/l/m/> = h(m —m')ih (nlm|z1|n'l'm') (5.5.36)
hasonléan:
—ih (nlm|z1|n'I'm'y = h(m — m") (nlm|zz|n'I'm’) (5.5.37)

A kettGt Osszerajzolva:
(nlm|21 0" I'm’y = i(m — m') (nlm|@z|n'I'm’) = (m — m)? (ndm|21 |0 T'm’)  (5.5.38)

Tehat (m —m')? = 1! Azaz m = m' £ 1. Ezzel 6sszességében: Am = 0, —1,+1, mas
nem.
Mi lesz a Al? Korabban méar lattuk azt, hogy a paritas miatt [ # ', s6t a kiilonbsé-
giiknek paratlannak kell lennie.
Allitas:
[P, [P, x“ —op? (@zﬁ? + ﬁ%) (5.5.39)

Ezt felhasznédlva, ha mind a kettét megszendvicseljiik, akkor a kettének meg kell
egyeznie, amibdl leolvashatunk majd egy relaciot [ és I’ kozott. Jobb oldallal kezdjiik,
mert az egyszert:

oK? <nlm’ (@Zﬁ? + ﬁ%i)

n'z'm'> — o 11 4+ 1) + I'(I' + 1] {nlml|a:|n'U'm’)  (5.5.40)
Bal oldal:

<nlm

ZA-JQ |:ZA—J2,ZL'Z‘:| - [f},xl} 7f/2

n/l’m'> — B2+ 1) = I'(I' +1)] <nlm’ [iZ’ f"}

n/l/m/> —
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— 2+ 1) = I (I +1)] <nlm #L%— 12, n’l’m’> = KU+ 1) = V(1 + D) (nlml a0 Un)
(5.5.41)
A kettGt Osszenézve és szorzatta alakitva a faktorokat azt kapjuk, hogy
[+ +1) 1] [(1-1U)?-1] = (5.5.42)

[ # 1" a paritar miatt, ezért az els6 tag nem lehet nulla. A maéasodik tag mar lehet
nulla, ha Al =

Két kivalasztasi szabaly van: csak olyan szintek kozott lehet atmenet, vezetd rendben,
ahol Al =+1és Am =0,—1,+1!

5.5.3. Véletlenszerti perturbacio

Feltessziik, hogy a perturbalé Hamilton-operator véletlenszer( fiiggvénye t-nek, de a sta-
tisztikdja mar nem. Azaz, ha kiszamitjuk H’-nek valamilyen matrixelemét, akkor az csak
ty — t1-t6l fiigghet.

H' (8 H” (to) = fam(ta — 1) (5.5.43)
Egy specidlis esetet vizsgalunk: n = 1-b&l indulunk és t id6 elteltével milyen va-
16szintiséggel mériink ¢, (t)-t? A kezdetben legyiink egy jol meghatarozott allapotban,

cn(0) = 6.
en(t) = —2 / At H! (#)e " (5.5.44)

P(1—=n)=|c|* = /dtl/ Aty H' oy (1) H' | (th)eim (hi=t2) (5.5.45)

Most csinaljuk meg az atlagolast és hasznaljuk ki (5.5.44)-t!

1 t t ) .
|enl? = 5 / dt / dta fare™om (1) (5.5.46)
h 0 0

Ez a legaltalanosabb alakja a problémanak, kezelhet&ség kedvéért érdemes ezt Fourier-
sorban felirni. Vizsgaljuk altalanosan, f,,,,-mel:

from(t1 — t2) = / dwF,p, (w)eemti=t2) (5.5.47)

o0

1
PAS ) =[P = ﬁ/ P (w / dtl/ dty frreiti-em—) (55 48)

Az idGintegralokat vissza tudjuk alakitani:

/ dt, / dtge’(h ) @n—w) — / dt e~ (@n—wih / dtyetn =) (5.5.49)
0

Ezt visszairva:
t 1 [ sin? [—“’”rwt}
T / dw P (w)———+
/0v 16 h2 - W 1(C<.J) (Wnl_w)2
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P(1 —-n)= ﬁ/ dwF,; (w)

(5.5.50)



Ha nagyon sokdig varunk, akkor a szinuszos tag ad egy 5td(w,1 — w) tagot. Ezzel a
Dirac-deltéaval el lehet végezni az integralast:
- 2 T
P(1 —»n)= ﬁtF(wnl) —3(1—=n)= T
Egyszeriien az torténik, hogy ha elég sokaig varunk, akkor a fluktuacio spektrumabol
kivalasztodik az a frekvencia, amely éppen gerjeszteni tudja a rendszert.
Példaként tekintsiink egy hidrogén atomot, ahol a sugérzas a hémérséklet kis valto-
zasaibol jon.

= (wnl) (5.5.51)

= eZE (n|z;|m) (5.5.52)
Az elektromos tér statisztikdja 1d0fuggetlen (a rendszer egyensiilyban van):
El(t>E]<t> = 5@']’ P((U)eiiw(tliw)dw (5553)

A ¢ onnan jon, hogy nincs kitiintetett irany. E;(¢)E;(t) diagonalizalhato lesz, kapunk
harom sajatvektort és mivel izotropia van a sajatértékek egyenlGek és azokat méar bele is
definialjuk a P(w)-bal

(5.5.53)-ban a bal oldal valos és a t;,ty cseréjére szimmetrikus, ebbdl az kovetkezik,
hogy P(w) = P(—w) és P(w) = P*(w).

H (6 H': (t5) = €2 |(n|&|m)|? / e~wti=ta)qy, (5.5.54)
Tehat:
Fom(w) = €2 [(n|xm)|* P(w) (5.5.55)
Innen:
271—62 N 2
v(1 —=n)= = |(n|&|m)|” P(wn1)dw (5.5.56)
P(wy,1) a mezd energiastirtségével kapcsolatos, ugyanis a mezdé energiastiriisége:
€0 (2 2
=—(F*+B 5.5.57
p=5 (B + B (5.5.57)

Ha elektromagneses hullamrol van szo, akkor p = ggE?. Kvantummechanikédban az

egyse e = Ligyp=14
3
1 — 1 3 [ 3 [
p 47 47 — 47T / (w)dw 2T (w)dw ( )

Tehat P azt adja meg, hogy w és dw + w kozott mekkora az energiastirtisége a rend-

szernek. Ezzel: -

e .
2z (IR p(wnr) (5.5.59)

Tegyiik fel, hogy FE, > E; az abszorpci6é ratadja. Ha az indukalt emissziora vagyunk
kivancsiak, akkor

(1 —=n)=

472 e? )
y(n—1)= ETh ](1\X]n)]2p(wn1) (5.5.60)
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5.5.4. Spontan emisszid

Sok hidrogén atom van egyensilyban sugarzassal. Minden atom vagy els6 vagy n-dik
sajatallapotban van. Kérdés: melyikb6l mennyi van? Tegyiik fel, hogy kezdetben N;
darab vagy az egyes allapotban és N, van az d-dik allapotban.

Mivel egyensuly van 2 dolognak kell teljesiilnie. Nem valtozik ezeknek a szdma: % =

% = 0 és a szamuk Boltzmann eloszlast kovet, tehat meg tudjuk mondani az aranyukat:
8B _, N1 _ _pBa—E) _ B
N;~e o =e = el (5.5.61)
n

Mivel az el6bb azt lattuk, hogy az indukalt emisszionak és az abszorpcionak ugyanaz
a rataja, ezért ellentmondéasnak tiinik, hiszen ebbdl az kévetkezne, hogy Ny = N,,. Ez
csak ugy lehet, ha van még egy folyamat, nevezziik spontdn emisszidénak.

Egyensulyban:

dN,

el —AN,, — By N,up(wn1) + BinNip(wni) (5.5.62)

0=

A és B; az Einstein egyiitthatok, ezeket keressiik. A B;-ket mar meghataroztuk:

4mre?

Bln = Bnl =B 372

| (1]%[n) |? (5.5.63)

Ahhoz, hogy A-t is meg tudjuk hatarozni, ahhoz be kell irnunk a hémérsékleti sugarzas
torvényét p(w) helyére:

8th v3dv h  widw

Hasznéaljuk fel azokat, amiket tudunk:

N, = N,e™m — 0= —AN,, — ByiNup(wn1) + BinNip(wn1) (5.5.65)
ho.
_ Bhw _ 3
A= Bp(wn) (" 1) = B 5w (5.5.66)
4e*w? A\ 12

Ez a spontan emisszié rataja, idGegységre jutd valoszintisége.

6. Kanonikus formalizmus és palyaintegral

Eddig minden szamunkra fontos fizikai mennyiséget szimmetriaelvekbél szarmaztattunk.
Mit kell tenni abban az esetben, ha van egy klasszikus fizikai rendszerem és keresem a
kvantumos megfelel6jét?

Erre kétféle eljarast fogunk nézni, a kanonikus kvantalas és a Feynman-féle palyain-
tegral.
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6.1. Kanonikus kvantalas

Els6ként egy gyors klasszikus elméleti mechanikai emlékeztetd.

Klasszikus fizikdban a hatas az a Lagrange fliggvénynek az id&integralja, amely fiigg
az altalanos koordinataktol és azok idéderivaltjatol. A mozgasegyenleteket a hatas mini-
muméabol kapjuk, ezeket nevezziik Euler-Lagrange mozgasegyenleteknek:

d [OL oL
— = 1.1

oL

Ahol be lehet vezetni az altalanositott impulzust: p; = 5ar és az altalanositott erdt:

Q = 2L amellyel kicsit tomorebb alakban lehet irni az egyenleteket:

dq;
pi=Q (6.1.2)

Mit kell csinalni abban az esetben, ha van valamiféle szimmetriank? Klasszikus mecha-
nikdban ha ¢; — ¢} = ¢; + €Fi(q;) szimmetridja a Lagrange-fiiggvénynek, vagyis 0L = 0,
akkor

oL = 62 85./—"(6]1) = (Z [pz]: + i z]) sz i (613)

K3 .
K3

ezt nevezziikk Noether-tételnek.
Specialis eset: F;(q;) konstans. Ekkor > p; = P a teljes impulzus megmarad.
Ha L nem invarians, csak a hatas, akkor §L # 0, hanem valami teljes derivalt, azaz

% (Zp]—" — G> =0 (6.1.4)

A kbvetkezG lépés, hogy bevezetjiik a Hamilton-filggvenyt:
H= Z%Pi — L (6:1.5)

Ez a mennyiség azért jo, mert ha kiszamolom az id&derivaltjat, akkor az pont a
Lagrange-fiiggvény idGderivaltja lesz, tehit ha a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicite
az 1d6t6l, akkor H megmarad (energia).

A Hamilton-fiiggvénnyel is fel lehet irni a mozgasegyenleteket:

oH oM
9¢; = Op;

Ez kétszer n darab elsérendii egyenlet.

Kvantummechanikaban legyenek ¢;-k az altalanositott koordinatak és csinaljunk raj-
tuk egy transzformaciot, ¢, — ¢; +eF;(¢;). Korabban lattuk, hogy minden szimmetridhoz
tartozott egy U unitér transzformacio, ami azt csindlja, hogy ¥ — Uw. Vagy, ami ezzel
ekvivalens, az operatorok valtoznak: A — U—LAU.

Mivel kvantummechanikdban vagyunk, legyen ¢; — ¢;, ami azt tudja, hogy U _1@-(7 =
Gi + eFi(¢;). Ttt F olyan értelemben operator, hogy a hasaban egy operator fekszik. Ha
¢ kicsi:

(6.1.6)

pi=—

A

U=1--cF (6.1.7)

>t |
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Itt F a szimmetria generatora. Ez lesz a hermitikus operator, amely egy megmarado
mennyiséggel kapcsolatos. Ha ezt az transzformécioba betessziik, és € rendig kifejtjiik,
akkor:

[ﬁ,qi] — ihF(§) (6.1.8)

Masrészt szeretnénk, hogy F' tovabbra is olyan kapcsolatban legyen az impulzusokkal,

mint klasszikus fizikiban, azaz
F=> pFid) (6.1.9)

Ez akkor fog teljesiilni, ha magéra a koordinatara és az impulzusra kiszabunk egy
kommutacios relaciot:

Akérmilyen altalanositott koordinatakat vezetiink be, akkor a szimmetriabol kovet-
kez6 mennyiségek akkor lesznek analogak a klasszikus fizikdval, ha ezek a kommutécios
relaciok érvényesek.

FEzek utan vegyiik ¢; és p; tetszéleges analitikus fiiggvényét. Allitas, ennek a fiigg-
vénynek operator értelemben:

o [f(Gi0i), di] = _Zhg;i

Ezt tgy lehet latni, hogy be kell irni az n darab p-t. Amikor egy kommutélast csiné-
lunk, akkor mindig bején egy ¢h és a végén eltiinik a p, mert mindig eggyel kevesebb p-t
viszek magammal. Es ez éppen az f fiiggvény derivaltja lesz sorfejtett alakban.

Vegyiink egy specidlis fuggvenyt f legyen maga a Hamilton-fiiggvény!

Tudjuk, hogy p; = —d— és ¢; = 8]0 ami persze operatorokra is igaz. Ezeket felhasz-
nalva: q .
) ~
—bi =~ |H, ] 6.1.11
=5 [ b ( )
és q .
) ~
Sa=11m ] 6.1.12
" h [ ¢ (6.1.12)

Ez azt mutatja, hogy H tényleg az idGeltolas generdtora. Ha p-re és ¢-ra igy van,
akkor minden f-re igaz, hogy

df i
=7 [H, f] (6.1.13)
Allitas: f(q,p) és g(G,p) kommutétora:
. af dg  0g Of
[f 9] = mg: {8@_ 55 B0 8@_} (6.1.14)

Vagyis két tetszéleges fiiggvény kommutéatora éppen th-szor a két fiiggvény Poisson-
zarbjele.
Ha csindlunk egy kanonikus transzforméciot, erre a Poisson-zaréjel invarians.
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6.2. Feynman-féle palyaintegral

Nem meglepé modon ez Feynman-t6l szarmazik. Analég a hullamoptikaval. Régen azt
hitték, hogy ez masik, Schrodingertdl teljesen fliggetlen felépitése a kvantummechanika-
nak. De nem.

Egyszertisitésekkel éliink: egy dimenziés nem relativisztikus részecskét tekintiink. Le-
gyen a részecske kezdetben a |y) helyen (allapotban). Hullamfiiggvény-nyelven ez egy
dirac-delta. Kérdés: ¢ id§ eltelte utan milyen valoszintiséggel talaljuk a részecskét az |x)
helyen (allapotban)?

Lényegében az id6eltolast kell alkalmazni: U = e=#flt ez hat a kezdeti allapotra, tehat
az allapotom t id§ elteltével:

U(t) = e nt|y) (6.2.1)

Legyen A = <x’lj’y>, ezzel a keresett valoszintiség P(y — x) = |AJ]?. Igazabol A-t
keressiik, mert ez tobb infét tartalmaz.

A klasszikus megoldas: van egy hatés és ott kell extremalizalni.

Nézziink egy szabad részecskét, akkor a Hamiltoni: %, ekkor:

A= (o

Sztrjunk be egy egyest: [dp = |p) (p|, ugyanis ezzel az impulzusoperator leteszi a
kalapjat, felveszi sajatartékét és maris ki lehet emelni, mert mar csak egy szam lesz.

,iﬁt
e h2m

y> (6.2.2)

. p2 i
A= [ ape i Galp) (oly) = |/ el (623)

Altalaban, ha van kélcsénhatas, az nem kommutal a Hamilton-operatorral. Beveze-
tiink ezért egy olyan U. mennyiséget, ami csak kis id6kozoket 1éptet. Az az allitas, hogy
ez mar kozelithets V.-nal €3 rendig:

i

U. =W, +0O(%) W, = e~ #V 5o w7V

o

(6.2.4)

Ennek a W_.-nak szdmoljuk ki a métrixelemét és ilyenekbdl épitjiik fel az egészet:

y> - (6.2.5)

(z|Wely) = <x‘e’%V%€*%Hosef%V§

= RV @VOS (glemhmely) = [T ch(empt )5 (6.2.6)
2mich
Meg lehet mutatni, hogy ha e = &, akkor
lim W, = e ## (6.2.7)
N—oo

Tehat felosztjuk t-t N részre és ezzel:

A <x’e’%H°t

y> = lim (z|[WX|y) (6.2.8)

N—oo
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Egy ilyen W_.-nak j6l ismerjiik a matrixelemeit, ha mindegyik utdn lenne egy hely
sajatallapot, akkor sokkal konnyebb dolgunk lenne. Ezért beszarunk N —1 db |z;) (x;|-t:

A= lim [ dzydzy...dey g (x|Welexy_1) (xn_1|Welzn_2) ... <x1’W€N’y> (6.2.9)

N—oo

A = lim ( m )N/zeésf (6.2.10)

n—oo \2mich

Se = 5= [(@ = aho) + (v — oyl 4+ (0= )] =5 (V(@) + 2V (y1) + o+ 2V (1) + V()
(6.2.11)

Se=2 g% (l’i+1€; D (V(a:) FV(eng 4 o+ Vi) + @) (6.2.12)

Vegyiik észre, hogy az 0sszeg masodik tagja elég er6sen emlékeztet a trapéz-szabalyra,
az elsd tag pedig éppen a kinetikus energia! Ezzel:

t 2
lim SE/ dt (@ - V) (6.2.13)
e—0 0 2

Ez meg ugye pont a klasszikus hatas. Ezzel azt kapjuk végiil, hogy:

A= / [Dz] ™/ (6.2.14)

ahol [Dx] = limy o (52)"" dayday...dzy 5.

Ennek egyik nagy haszna, hogy a klasszikus hatareset jol lathato. Ha kozelediink
a makroszkopikus vildghoz, akkor A tart nullahoz, forméalisan. Ekkor visszakapjuk a
klasszikus mechanikabdl ismert hatast.

Ha N elég nagy, akkor ez vadul oszcillalni fog, tipikusan kiejtik egymést a tagok,
tipikusan ott lesz ennek értéke, ahol S érzékeny a palya megvalasztasara: kivalasztodik
az a palya, amely aztan megvalosul, mint mozgés.

Van ezzel azonban néhany aprobb probléma. Van egy 7 az egyenletben, amibél az ko-
vetkezik, hogy ez forogni fog a komplex sikban, az exponens is oszcillal, ezt nehéz integral-
ni. Eppen ezért nem ezt alakot szoktak hasznalni, hanem alkalmaznak egy triikkot. A(t)-t
kiterjesztik a komplex sikra, tigy, hogy ¢t = —it, ahol 7 valos, euklideszi id6. Ezzel az
exponens még mindig korlatos lesz, hiszen a Hamilton operétor is az.

n—oo \2mich

Sp = —iS = /OT dr’ [% (g—f)Q + V(x(T))] (6.2.16)

Ezt hivjuk euklideszi hatasnak. Ez a palyaintegral mar sokkal jobban definialt. Az
eljaras az, hogy elsgként meghatarozzak A(7)-t és utdna ebbdl csindlnak egy elfolytatast
A(t)-re.

N/2
A(r) = lim ( ” ) /d$1d$2-~-dIN—1€_f1?SE (6.2.15)

ahol
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7. SzOrasszamitas

7.1. 1D-s szo6ras

Az donti el, hogy szoras, vagy kotott allapot jon-e létre, hogy hogyan viszonyul egymashoz
a részecske energiaja és a potencial. Ha a részecske energidja nagyobb, mint a potencial
az egész mozgas soran, akkor lesz szoras.

Ha a potencial a végtelenben a nulldhoz konvergal, akkor ott megtudjuk oldani az
egyenleteket, hiszen csak szabad részecskére kell gondolni, ott sikhullamok lesznek. Mint
mar kordbban emlitettiik a sikhullamra lehet tigy gondolni, mint egy bizonyos intenzitasu
részecskenyalabra.

Amikor megoldjuk az egyenletet, azt mindig tartomanyonként vizsgaljuk, majd a
hatarfeltételeknek megfelelGen Gsszeillesztjiik. Mivel a Schrodinger-egyenlet linearis, az
egyiitthatok kozott egy linearis Gsszefiiggést varunk.

Tehat lecsengs potencial esetén a végtelenben a kovetkezd megoldéast kapjuk:

U(r — —00) = Ae™™ + Be " (7.1.1)
U(r — +00) = Fe™ + Ge ™ (7.1.2)

Ahol A és B bejovs sikhullam amplitidoja, F' és G pedig a kimenGé. Ezek kozott keresiink
linearis kapcsolatot, nevezziik ezt szdrds mdtriznak.

S = (3“ 312) (7.1.3)
521 522

Ezzel feltudjuk irni a kapcsolatot az amplitidok kozott:

(B) = (o) (2) (L

Ha a Schrédinger-egyenletben H nem fligg az id6t6l, akkor a formalis megoldas:

HU(z) = ih%\lf (7.1.5)
U = e w1y (¢ = 0) (7.1.6)

Allitas: S unitér, megtartja a vektornormat. Ez azt jelenti, hogy |B|?> + |F|*> =
|G|? 4+ |A|%. Ha jobbroél nincs bejove részecskenyalab, akkor G = 0 és |B|> + |F|? = |A|%

B | |F?
|BI* : e
R= AF —  visszaverddési egyiitthato (7.1.8)
|2 , N
= [AF —  athatolasi egyiitthato (7.1.9)

Az el6z6ek alapjan R+ T = 1, amely megnyugtato valasz a valoszintiségi értelmezés
hiveinek.
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7.1.1. Szbras véges potencialgddérben

Balrol érkezé részecskenyalabot vizsgalunk a ??. abran lathato potencidlgodorben. Er-
telemszertien harom részre osztva vizsgaljuk a megoldasokat:

, , 2mE
I. U(z) = Ac*®  Be7** | = ;;L
‘ 2m(Vo — B
1. W(z) =ce"™ + De™™ | = m(h‘) )

Hatarfeltételek:

Ezeket kiirva egy linearis egyenletrendszert kapunk, a koriilményes, de trividlis sza-

molés utan: Coika
r= . (7.1.10)
cos (la) — z%(kﬁ +1)

Ha ismerem a teljes S matrixot, akkor abbol tudok kovetkeztetni a kétott allapotokra
is. Ugyanis vizsgaljuk meg mi torténik, ha csékken az energia! Ha lemegy nulla alé, akkor
ek — er* (hiszen ekkor a gydkjel alatt negativ all). Es lesz még egy extra feltételiink:
ha kotott allapotokat keresiink, akkor a hullamfiiggvény legyen norméalhaté! Azaz A, G
legyen nulla.

Ez a szorasi méatrix nyelvén kiirva:

-2y

Ez csak ugy lehet, ha S divergdl. Ez akkor torténik meg, ha a nevez6 nulla.

cos (2la) — iwd? — k) =0 (7.1.12)
K
2 _ 2 V2m(—E NG, E
cta(2la) = ° > f k= % [ = m(?Jr ) (7.1.13)
K

Ez egy transzcendes egyenlet, csak bizonyos energidk esetén van értelme.

7.2. 3D-s szoras

Az els6 fontos fogalom a harom dimenziés szorasszamitashoz a hataskeresztmetszet. A
?7?7. abran lathato elnevezésekkel bevezethetjiik a differencialis hataskeresztmetszetet és
a teljes (totalis) hataskeresztmetszetet:

do

1 (7.2.1)
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do
— — 40 2.2
- /de (7.2.2)

Van més modja is a felirdsnak, ha van egy nyalabunk, akkor annak a luminozitasa
(Aramstirtisége) j, az idGegységenként egységnyi feliileten dtmend részecskék szama. Ha
megnézziik, hogy idGegységenként hany db részecske megy at a feliileten, akkor:

. .do do 1dN
dN—daj—dedQ%dQ—de (7.2.3)
Kvantummechanikaban feltesziink néhany dolgot: van egy V(r) géombszimmetrikus
potencidlunk, amely véges hatotavolsagu, vagyis V(r) ~ 0, ha r nagyobb egy karak-
terisztikus R tavolsagnal. Ez alatt azt kell érteni, hogy gyorsabban cseng le, mint az
1/r2.

A bejovs részecskéink jojjenek a z iranybol.

Mi lenne a korrekt eljaras? Van egy teljes Hamilton operdtorunk, a bejove részecskék
hullamcsomagjara fel kellene irni, mégpedig olyanra, hogy t tart —oo esetén messze van
a szorocentrumtol, ez lenne a kezddfeltétel.

Folytonos nyaldbot tételeziink fel, amely folyamatosan jon balrol (stacionarius alla-
pot). Ehhez mar elég az iddfiiggetlen Schrodinger-egyenlet, csak a hatarfeltételeket kell
jol atgondolni.

Sikhullamot tételeziink fel —z iranybol:

W, = Ae'i? (7.2.4)

Lesz egy szort hullam, ami gémbhullamként képzeliink el tavolodva a centrumtol.
Hogy kell megoldani a Schrodinger-egyenletet? Szét kell vélasztani a valtozokat:

U(r,0,¢) = f(0,¢) (7.2.5)

U(r)
r
Most ¥ nem feltétleniil L? sajatallapot, igy f nem feltétleniil a gombfiiggvények-
kel egyezik meg, de felirhato azok linedrkombinécidjaként. Ebbdl kovetkezett a radialis
Schrodinger-egyenlet:

2m dr? 2mir?

_h_QdQ_U <V(r) + M) U=EU (7.2.6)

Ha r tart a végtelenbe, akkor mar a sugarzasi zonaban vagyunk, mi térténik ekkor?
A potencial ugye gyorsan levig, tehat V(r) = 0 és minden 1/r%es tag a nullahoz tart.
Ez végiil egy szabad Schrodinger-egyenletet fog adni, aminek a megoldasa:

vV2Em B

U(r) = Ae'*™ + Be k" k= :

p
. (7.2.7)

Mivel semmit nem varunk befelé, ezért B = 0.
Meg tudjuk mondani, hogy mi a hullamfiiggvény alakja r tart végtelenre:

U(r —o00) = f(0,p) — emz (7.2.8)
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Mitol fiigghet f7 Fiigghet a szogektél, meg a bejovs impulzustol. De most a potenciél
centralis, ezért nyilvan a szort nyalab is gémbszimmetrikus, tehit nem fiigghet ¢-t6l.

Ezzel mar meg tudjuk mondani, hogy olyan alakban keressiik a megoldast, hogy van
egy bejovs sikhullam és van egy szort gombhullam.

14
1T

U=A (eiﬁz + f(e)er’ ) (7.2.9)

Ha megoldjuk ilyen alakban, akkor mi lesz a hataskeresztmetszet? (7.2.3)-as alakot
fogjuk hasznalni:

ih
j=—— (Y*'VV — V" 7.2.10
j= g (VY - V) (7.2.10)
A bejovs aramunk a sikhullambol jon:
Jin = —EIAF <e_igzi]—96i%z — 'R (—i£> e_i%Z> = £\A|2 (7.2.11)
2m h h m

Ez nagyon szemléletes, éppen a sebesség szorozva a bejové nyalab luminozitasaval. Ez

a d€) térszogben idGegységenként szort részecskék szama. Ha elmegyiink nagyon messzire,
akkor dA = r2d) és a részecskék szama AN = dAj, = r25,d0.

ih 0 0
= ——— v, -V, — P .2.12
j’r 2m ( Sz 8T sz sz ar sz) (7 )
ahol
ik
T, = Af(0)= (7.2.13)
0 1 pl| .
—Vv,=A —— ——| e 2.14
or % fp(e) [ 2 +Zh7":| e (7 )
0 * A% px 1 pl —ily
E\Ij” = A" f,(0) [ = Zhr] e ' (7.2.15)
Ezzel: .
. p 2 2
o= L2142 ,(6) (7.2.16)
av = L Liap g0 P a0 (7.2.17)
mr? P
dU 1 dN 2
R — 2.1

Persze akkor mar régton fel tudjuk irni a totalis hataskeresztmetszetet:

1

a:/|fp(9)|2d9:/0ﬁdgp/Oﬁsineyfp(e)ﬁdezzﬂ/oﬂsine\fp(e)fde:zw/_ d(cos ) |, (0)[ 40

1

Mostantol az a kérdés, hogy adott V (r) potencidlhoz mi lesz az f,(0)? Mivel a megol-
dasunk csak r tart végtelen esetén érvényes, ezért meg kell oldani a Schrodinger-egyenletet
kbzépen is.
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7.2.1. Parcialis hullAmanalizis

A teljes Schrodinger-egyenletet szétbontjuk gombfiiggvényekre és felirjuk gombi koordi-
natakban. Megnézziik, hogy r tart végtelen esetén hogy viselkedik és azt Osszevetjiik
(7.2.9) alakkal.

Mivel forgasi szimmetria van, minden gémbfiiggvénybél csak [ # 0 fog kelleni, ezek
pedig a P(cos ) polinomok:

U(r,0) = Z a UY) Py(cosb) (7.2.19)

=0

Tovabbra sem megyiink be a szoroécentrum kozepébe, azt a részt nézziik meg, mikor
mar kiviil vagyunk a szér6centrumon, de még nem a végtelenben, tehat ilyenkor:

h d?U hzl(l +1) p? h2 k>
__° U=FEU=+1-U= 7.2.20
2m dr? 2mr? 2m 2m ( )
Ezt atrendezve: LU hzl(l 0
+
- oY T g=9 7.2.21
dr? + { 72 } ( )

Ha ezt atirjuk R = % segitségével, akkor ez pont a Bessel-egyenlet lesz, ennek a
megoldéasai a szférikus Bessel-illetve Neumann-fiiggvények:

U(r) = Brj(kr) + CrNy(kr) (7.2.22)

Minket f6leg ezek aszimptotikus viselkedése érdekel. Ha kr sokkal kisebb, mint 1,
akkor

Jilkr) = o2 (krz;H 0 (7.2.23)
Ni(hr) ~ — & 3(.—.%})(1211_ D (7.2.24)
Ha pedig (kr) nagyon nagy:
= % sin (kr — %r) (7.2.25)
N, ~ ;—: cos (k:r — %r) (7.2.26)

Tehat ha nagy tévolsagokra vagyunk és az energia is nagy, akkor:

1. Im 1 Im A lm
U(r) = BE sin (k:r - E) - CE cos <k:r - E) = 4 sin (kr -3 + 5l) (7.2.27)

Miért jo ez az utolso alak azzal a triikkos fazissal? Meg kell nézni azt az esetet, amikor
nincsen szoras, ekkor minden r-re a Bessel-egyenletiink lesz. Ilyenkor fontos, hogy N; nem
normalhato, tehat C' muszaj nulla legyen.

Ur) = 2 sin (k:r - %T) (7.2.28)



0 tehat éppen azt mondja meg, hogy a szabad esethez képest mennyivel valtozott meg
a hullam fazisa. Fejezziik ki B és C' egyiitthatokat A-val:

U(r) = éSin (k:r— Z—W +5z> = écosélsin <k:r — l—ﬂ> + ésmé,cos (k;r— %r)

k 2 k 2 k
(7.2.29)
Az egyiitthatokat csak le kell olvasni:
B = Acos C' = —Asing, (7.2.30)
Ezzel felirhat6 a megoldés mindeniitt, ahol r > R:
U(r) = Brj(kr) + CrNy(kr) = Arcosd.ji(kr) — Arsin 6, N;(kr) (7.2.31)
U(r) = Z aA  [rcosdyg(kr) —rsind,Ny(kr)] Pi(cos ) (7.2.32)

! egybeolvasztjuk

s ks

sin (kr — = cos (kr — F
U(r — o0) Xl:al cos 51% + sin 6;% P(cos0) (7.2.33)

Most mar dsszehasonlithatjuk (7.2.9) alakkal. Azt is fel kell bontani a Legendre-
polinomok szerint.
Az els6 tag stkhullam:

> sin (k‘r —

ek = ZX(; i'(20 4 1) i (kr) Py(cos 0) ~ Z (2l + 1)T)Pl(cos 6) (7.2.34)
Kifejtjiik f,-ket is:
fo(0) = D21+ 1) fulp) Pi(cos ) (7.2:35)

1
Ekkor:

sin (/{:7’ — ”) etkr

+ 20+ ki)

U(r—o00)=A> |i'2+1) Py(cosf)  (7.2.36)

l

r

Mar alakul, mar csak a gémbhullAmot kéne atirni sin és cos szorzatokra:

. l l
bt — Gilkr=%) % _ i <cos (kr - g) +isin <k:r - g)) (7.2.37)

Irjuk vissza és valasszuk le az egyiitthatokat:

, sin (kr — ;) 1 cos (l{;r — )
U= ZA{ (2041 1+zkfl(p)]T+z(2+1)kfl(p)T Py(cosf)
(7.2.38)
A két alakot Osszevetve leolvashatjuk, hogy:
sin (k;r — ) . cos (kr — %r)
U= Z a (cosélT + sin 617 (7.2.39)
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1 +ikfi(p) 1
kfi(p) 20k
ahol t; az [-dik parcidlis hullam amplitudoja.
Sok kozelités volt a szamolas soran, de a vége egzakt:

cot 0; =

, 1. 1
= fi=o= (" —1) = Eewl sindy = -t (7.2.40)

d‘é = 1£,(0)F = (20 + 1)(2' + 1) fuf;: Pi(cos ) P (cos 0) = (7.2.41)

LU

— Z [(20 +1)(20' + 1) sin & sin o€’ (%:=01) Py(cos 0) Py (cos 0)] (7.2.42)

L

A totélis hataskeresztmetszet mar egyszertibb, mert

1
2
/_1 d(cos @) P, (cos ) Py(cos ) = ST 15”/ (7.2.43)

azZaZz:

! 1 . 4 .
o= 27?/1 d(cos )| £,(0)|* = 271'@ 2(20 + 1) sin® §; = 12 Z(Ql +1)sin® 9, (7.2.44)
- I l

Vagy impulzussal kifejezve:

Amh?
- ; S+ 1) sin? g, (7.2.45)
l

Ennek az egésznek csak akkor van persze értelme, amikor kevés tag ad csak jarulékot.
Mikor van ez igy? Amikor alacsony energids a szoéras véges hatotavolsagi potenciallal.

Abboél, hogy az energia sokkal kisebb, mint a potencial abszolat értéke, kovetkezik,
hogy a W fiiggetlen az energiatol. Tehat kr legyen kicsi, de persze annak is teljesiilnie
kell, hogy messze vagyunk a potencialtol. Ilyenkor lehet hasznalni a masik aszimptotikus
alakokat. azokat visszairva kapjuk, hogy

U~ Z a; [COS 6ljl(kr) — sin (SZNZ(]CT)} B = Z aj Cos 51 [jl(k?’f‘) — tan 51Nl] 1Dl (7246)
l l

Nagyon mas a k fiiggés, akkor tud ez k fiiggetlen lenni, ha tan d; ~ k**!.const. Ha k
kicsi, akkor tan d;-ek kicsik lesznek és csak az s hullam fog dominalni.

tan dp — agk (7.2.47)

ahol ag a szérasi hossz.
Els6 példank a merev gobmbon valo szoras s hullam kozelitésben, ekkor a potencial:

V()= { o e (7.2.48)
T=A ( *z 1 f k) (7.2.49)
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Tudjuk, hogy r = R esetén W = (. Kis energias szorast vizsgalunk, tehat kr << 1.
Ekkor a tagokat sorba lehet fejteni:

) kR 1
et 1 eR = (7.2.50)
1 L iso
U(R)=A(1+ fop ) =0= fo=—R=re sin §g — Rk ~ —§ (7.2.51)
d2
402 = |fo]* = R* = a3 (7.2.52)
a—l/ziﬁdQQ 4ral (7.2.53)

Altaldban is igaz, hogy ha a2 megvan, akkor o = 4ma2.

Elsfordulhat olyan eset, amikor ¢; fiigg a k-tol és a cosd; = 0 valamilyen energiara.
[lyenkor nem emelhetiink ki, hiszen akkor a tan §; divergal. Ez altaldban csak egy adott
l-re teljesiil, a t6bbi l-re tovabbra is igaz, hogy tan §; ~ k1.

Konkrét példa a ?7?7. abran lathatd potencial, ahol a Dirac-féle deltafiiggvény egyiitt-
hatoja legyen %a, dimenzionalis okokbol. Viladgos, hogy ez egy olyan potencial, ahol
negativ energidkra lehet kotott allapot, pozitiv energiara lehetetlen, mert ez egy véges
potencialgat.

S hullam kozelitésben vagyunk, azaz az energia sokkal kisebb, mint a potencil abszo-
lat értéke és kr << 1, ahol most k = v/2mFE /h. Bevezetiink még egy hasonldo mennyisé-
get, legyen k = \/2m(FE + Vp)/h. A k és k kozott van egy kapesolat: kappa® = k2 + k2,
ahol ko = v/2mV;/h.

Tehét van harom konstansom, amelyet hangolni kell. Két tartomanyt fogunk vizsgalni
az dbranak megfelel6en. Az erre vonatkozé Schrodinger-egyenlet:

h? d2U
o T VU=EU (7.2.54)

Hatarfeltételiink: r — 0 esetén U(r) ~ r'*1 = r, tehat csak a szinuszos tagot engedjiik

meg.

I. U(r)=sinkr (7.2.55)
Il U(r) = Ae™ + Be ™ = C - sin(kr + &) (7.2.56)
[llesztési feltétel: » = R-ben:
e U(r) folytonos
o AU'(r) =0U(R)
Helyettesitsiink be:
sin kr = Ae™ 4 Bem*H (7.2.57)

A masik a derivaltak kiilonbsége:

Aike™ —ikBe™*" — kcoskR = osinkR (7.2.58)
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Ebbdl az lesz, hogy:

Ae*t _ Bem R — —% (kcoskR + osinkR) (7.2.59)
Ebbdl a két egyenletbél megkapjuk az egyiitthatokat:
1 _. '
A= Ee_ZkR (sin KR — % (kcos kR + o sin HR)) (7.2.60)
1. '
B = §e’kR <sin KR+ % (kcos kR 4 o sin /<;R)> (7.2.61)

Most szeretnénk felirni ezek segitségével a faziseltolast:

Ae™*  Bem ™ = C' - sin(kr 4 6y) = C(cos &y sin kr + sin &y cos kr) (7.2.62)
Ebbél kénnyii meghatarozni a faziseltolas kotangensét:

i(A—B) krsinkRsinkR+ (kRcoskR+ oRsinkR)coskR
A+ B  kRsinkRcoskR — (kRcoskR + oRsin kR)sin kR

cot by = (7.2.63)

Be lehet 16ni gy a o-t és k-t, hogy a szamlalonak kicsi k-re is legyen zérushelye. Ha
kR << 1, akkor:

1
cot §g ~ E(a +b(kR)?) (7.2.64)

Ha pont tigy jonnek ki a konstansok, hogy (a + b(kR)?) = 0, akkor van rezonancia.
[lyenkor sorbafejtjiik a kotangenst 0 koriil:

h2k? h? a
E="" 45 = <——> 7.2.65
2m 2m \ bR? ( )
Ilyenkor cot dg(E) sorbafejthets E,. koriil:
2
cot 0p(E) = _f(E —E,) (7.2.66)
frjuk fel a hatéskeresztmetszetet, az ugye sin® 6y-nal megy:
1 — sin? &, 1 1 I?/4
t200(F) = ————— — sin®§y = = =
cot” 6ol E) sn?s, T Treot?s, 1+ m(E—E)? T4 (E-E)?
(7.2.67)
in® 4 h? I?
o= drh0 = T _ (7.2.68)
7P (BB

Ezt nevezik Breit-Wigner rezonancianak.
Meg lehet mutatni, hogy ha kezdetben olyan allapotot veszek, amely lokalizalt r < R-
re, akkor mivel ez nem energia-sajatallapot, idében elfejlgdik.

R
/dQ/ |U[?r2dR ~ e i’ (7.2.69)
0

Ezek alapjan azt mondjuk, hogy I'/h a bomlasi allando, ennek reciproka pedig az
élettartam.
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7.2.2. Born-kozelités

Elsfordul, hogy a parcialis hullamkifejtés nem mikodik, tipikusan akkor, amikor az ener-
gia nem elég kicsi, vagy a potencial nem véges.

A potenciallal még lehet valamit kezdeni példaul levagjuk egy exponencialis taggal.
Ezzel kiszamitjuk a hataskeresztmetszetet és a legvégén csindlunk egy limeszt az expo-
nencialisban.

A Schrédinger-egyenletet mar szdmos alkalommal atrendeztiik, most is tegyiink egy
probat:

h?
——— AV + VU = EFU (7.2.70)
2m
Rendezziik 4t az egyenletet a kovetkezSképpen:
2m
(A+ KV =Q = Vv (7.2.71)

Egy pillanatra felejtsiik el, hogy a @ fiigg a W-t6l és akkor amit latunk az egy
Helmholtz-egyenlet. Ezt a szokasos Green-fiiggvénnyel oldjuk meg:

(A +EHG(x) = 0¥ (x) (7.2.72)

Ezzel:
U(x) = /deOG(x — X0)Q(x0) (7.2.73)

Az altalanos megoldas a homogén egyenlet megoldasa plusz ez:
U(x) = Po(x) + /d3xoG(x — %0)Q(x0) (7.2.74)

ahol Uy (x) a homogén egyenlet altalanos megoldasa, ami meg pont a szabad Schrédinger-
egyenlet megoldésa. A Green-fiiggvény elektrodinamikaboél ismerds:

G(x) = — (7.2.75)
r
Ezt behelyettesitjiik:
m 5 eik\x—x0|
U(x) = Wo(x) — 512 T — V(x0)W(x0) (7.2.76)

Ez sajnos nem megoldas, mert a jobb oldalon is szerepel a ¥, de mégis nagyon hasznos,
mert eleve olyan alakban van, hogy automatikusan tudni fogja azt, hogy van egy bejové
részecskenyalabunk, ami sikhullam és van egy gombhullam alakt szért hullamunk.

Ha azt mondjuk, hogy a potencidl kicsi, akkor a masodik tagot alig valtoztatja, lehet
iterativan okoskodni (formalisan):

ahol g = —52-d? Oejilj;z?l, a propagator.
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Itt a szorzasokat matrixértelemben kell elvégezni.
Az n-dik esetben:

\Ifn:\I/0+/gV\IJO+...+///.../(gV)”\IJO (7.2.79)

Nem fogunk elmenni magasabb rendekig, az els6 Born-kozelités a (7.2.76) egyenlet.
Mi lesz a hatéskeresztmetszet?

Tegyiik fel, hogy a potenciél véges, azaz az integral csak xo << 1 fiiggvénye. Ekkor
el tudjuk végezni a szokasos sorfejtéseket:

|x — xo| & VX2 — 2xx¢ &~ |x| — o (7.2.80)

]

Ezzel az exponens:

ik|x—xo| ikr k
N T (7.2.81)
|x — x| r r
mint mar emlitettiik a Wy a szabad Schrodinger-egyenlet megoldasai:
Ami 1 ik a U bad Schrédinger-egyenl goldésai
Uy = Aeth* = Aek™ K = ke, (7.2.82)
ikz m_ e 3., i(k'—k)x
U(x)=A|e" — o2 1 d*zpe fiV(xo) (7.2.83)
0p
m W
f(@, <p) = _27T712 d3x0€z(k _k)XOV(XO) (7.2.84)

Egy kicsit egyszertibb alakra lehet ezt még hozni. Nézziik meg, hogy mi térténik, ha
a potencial gombszimmetrikus! Erre érdemes bevezetni egy 1j jelolést: x = k' — k, ezt le
is rajzolhatjuk (1. ??7. abra).

0
k| =|K|=k k=ksin 5 (7.2.85)
A —k az majdnem az impulzusatadas egy h erejéig.
m 3 1KX(Q
f(0) = —5 7 d®zee™V (1g) (7.2.86)

Az integral polarkoordinatdkban érdemes kiszamolni és gy érdemes megvalasztani z
tengely iranyat, hogy az k iranydba mutasson. Ekkor kx = krg cos 6.
Ezzel méar el lehet végezni az integralt:

2 00 1
f(0) = _2m2 dc,p/ drrg/ d(cos §)V (rg)e’rocosto (7.2.87)
mh* Jo 0 ~1
2 oo
f(o) = —H—;; droV (ro) sin krg (7.2.88)
0

Két fontos példat néziink meg:
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e Yukawa-potencial

—ur
vy = 2 (7.2.89)
r
2mp
)= ————— 7.2.90
f( ) hg(lug . /{2) ( )
e Coulomb-szoras: 8= qiqa és p — 0
2maq1qe 2mqiqo
0) = — = 7.2.91
1) h?k? Ah2k2? sin® g ( )
A hatéaskeresztmetszet:
do s Mg

— |£(6)| (7.2.92)

dQ  AR?kAsint g

8. Osszefonddott allapotok

8.1. Bell-egyenlé6tlenségek

Felmeriil az emberben a gyani, hogy lehetséges-e az, hogy a kvantummechanika nem
egy teljes leirdsa a val6sagnak, hanem van esetleg egy alapvet&bb elmélet, amely teljesen
pontosan megjosolna minden fizikat.

Einstein egyik leghiresebb képviselGje volt ennek a gondolatnak, amely 1935-ben egy
cikkben teljesedett ki, ez a hires Einstein-Podolsky-Rosen paradoxon. Itt nem az eredeti
cikk gondolatmenetét kozoljiik, hanem egy kicsit moédositott valtozatat, amely Borntol
szarmazik.

Arrél van sz6, hogy vegyiink egy nulla spinii részecskét, példaul egy 7° semleges piont,
amely kezdetben nyugalomban van (teljes impulzusmomentuma nulla) és elbomlik kettd
darab feles spinii részecskére, példaul egy elektron-pozitron parra. Ha j6 sokat varunk,
akkor ez a két részecske egymastol jo messzire elmegy. Tovabbra is teljesiil, hogy ha ezek
nem hatnak kolcson senkivel, akkor a teljes impulzusmomentumuk nulla.

Ha az elsének megmérem a spinjét, példaul z iranyban, akkor + vagy —h/2-t fogok
mérni. Nem tudom mi lesz az eredmény, de az biztos, hogy ezek utan, ha a méasikat meg-
mérem, akkor el6re tudom, hogy mi lesz az eredmény, hisz a teljes impulzusmomentum
az nulla.

De ugyanezt csinalhatnam az z-tengely mentén is.

Honnan tudnak ezek egyméasrol? Ha az egyiket megmérem honnan tudja a masik,
hogy én a tarsat megértem, vagy nem mértem meg? Ez volt a nagy kérdés. A kvantum-
mechanika nyelvén erre egyszeri a valasz.

Kezdetben van egy nulla spint részecském, egy s; meg egy s, spinem, ebbdl jon
Ossze a teljes impulzusmomentumuk, ami nulla. Fel tudjuk irni a hullamfiiggvényét a
rendszernek, két, feles spinii részecske Gsszege:

1

U= — (1) — |41)) (8.1.1)

Sl

2
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A kvantummechanika azt mondja, hogy ha csindlok egy mérést valamelyik részecskén,
akkor az a teljes allapotot meg fogja valtoztatni, innen fogja tudni a masik részecske, hogy
mit kell neki csinalni. Az ilyen allapotokat, amelyek nem irhatok fel szorzat alakban
nevezziik 6sszefonddott allapotoknak.

[gazabol, ami torténik, hogy korrelacio lesz a két oldalon 1év6 mérések kozott. De ez
nem jelenti azt, hogy barmiféle informécié ment volna 4t. Ennek egy fontos oka, hogy
magat a hullamfiiggvényt nem lehet megmérni. A hullamfliggvény egyes vetiileteit meg
tudjuk mérni, de magat a teljes fiiggvényt nem. Ha lenne ilyen mérés, akkor persze
tudnék informaciot kozolni, mert latndm rajta, hogy tortént-e mérés vagy sem.

Felmeriil az a gondolat, hogy itt igazdbol nem is tortént semmi furcsasag, mert mi
van, ha mar a bomléasnéal eldélt, hogy kinek mi lesz a spinje? Egyszeriien csak azt a rejtett
paramétert nem ismerjiik, ami ezt meghatarozta. Ez volt a cikk konklizi6ja.

Ha feltessziik, hogy van valamilyen rejtett paraméter, ami mindent pontosan megjosol,
akkor fel kellene allniuk bizonyos egyenlGtlenségeknek, amelyeket a kvantummechanika
nem tud.

Jeloljiik az Osszes lokalis rejtett paramétert A-val. Ha ezt az értéket ismernénk, akkor
minden mérhet6 fizikai mennyiség értéke jol meghatarozott lenne: A(A). De mivel nem
ismerjiik ezt az értéket, ezért azt valamilyen valoszintiségeloszlasbol "huzzuk". Ugy kell
erre gondolni, mint valamilyen statisztikus fizikai rendszerre.

Vil4dgos, hogy ennek a A-nak mar a bomlas el6tt ki kellett valasztodnia.

Legyen Fi/2S(a, \) a spin vetiilete az a iranyra. S(a, \) = +1, vagyis S(a,\)? = 1. Mi
a varhato értéke annak, hogy az egyik oldalon megmérem egy a irdnyba a spint, a masik
oldalon egy b iranyba és a kettGt Osszeszorzom. Ha van egy ilyen rejtett paraméteres
elméletem, akkor ez nem lesz méas, mint:

h2

(s12)(s2b)) = == [ dAp(N)S(b, A)S(a, A) (8.1.2)

azaz

((512)(s3b)) — ((s1a)(s2€)) = —%2 / dAp(\) [S(a, \)S(b, \) — S(a, \)S(c, \)] = (8.1.3)

= —%2 dAp(A)S(a,A)S(b,A) [1 — S(b, A)S(e, V)] (8.1.4)

Kihasznaljuk azt, az analizisbdl jol ismert tételt, mi szerint:

‘ / F(@)da

A bal oldalnak vessziik az abszolut értékét:

< [ 1#(a)ds] (8.1.5)
[((s)(s2b) — ((sa)(s20)) | < 5[ 0ol [1 = (b, )5, V) (8.1.6)

Innen a Bell-egyenl&tlenségek:

2

| ((s12)(s2b)) — ((s12)(52€)) | < hz+ ((s1b)(s1¢)) (8.1.7)

102



Kieset belSle a A fiiggés. Mit mond erre a kvantummechanika?
Ha a spinek mérése visszavezetheté A-ra, ennek barmilyen lokalis rejtett paraméteres

elméletre teljesiilni kell.
2

(s1a)(seb = —hz(a, b) (8.1.8)

Legyenek ezek az iranyok a kivetkezék: a merdleges a-re és c = —=(a+ b).

V2
A bal oldal értéke \%Z—Q, jobb oldal értéke pedig ‘/?/%1%2.
Ebben az esetben sériil az egyenlGtlenség.
Ma mar ott tart a technika, hogy kisérletileg tudjuk ellenérizni polarizalt fotonokkal
és tényleg sériil. A kvantummechanika kisérleti eredményei nem konzisztensek a lokalis

rejtett paraméterek elméletével.

8.2. Kvantum-szamitégépek

A klasszikus szamitogépek alapegysége az 1 bit, amely lehet 0 vagy 1. Ennek az analo-
gidjara bevezették a gbit-et, ami egy két allapotu rendszer, ami azt jelenti, hogy kettd
dimenziés Hilbert-tér irja le. Van benne egy olyan bézis, hogy ezt a két allapotot lehet
0-val és 1-gyel jellemezni. Az altalanos allapot: a/|0) + B]1), tgy, hogy o + 32 = 1.
Ezen kiviil az egészben még lehet egy tetszéleges fazis, aminek nincsen semmiféle fizikai
jelentése. Ha ezt a fazist eltavolitjuk, akkor arra jutunk, hogy 2 valos paraméteriink van.

Tehat 1 gbit-nak megfelel egy 2 dimenzios Hilbert-tér, n gbit-nek egy 2" dimenzios
Hilbert-tér felel meg. A béazisok tgy mennek, hogy mindenki nullatél mindenki egyig
mennek, ez pontosan 2" darab bézis.

Szeretnénk, hogy valtozzanak a qbit-ek, ehhez az id6fiiggé Schrodinger-egyenlet kell,
valamilyen H Hamilton-operatorral. Az id&fejlédést egy unitér operator hordozza: U=
eIt ezeket nevezziik kvantumkapuknak.

Példéaul egy darab gbit esetén ilyen kvantum kapu a

w2 G a0l e

Ezek egyszert unitér matrixok, de nincs minden klasszikus kapunak kvantumos meg-
felelgje. Nincsen példaul masolas, mivel ha ez lenne, akkor véges sok lépéshél ki lehetne
mérni a hullamfiiggvény alakjat.

A kvantumszamitogép definicidja a kovetkezs:

e 1 darab gbit-bdl all és be tudjuk Gket allitani a |0) allapotba
e meg tudjuk mérni a gbit-ek allapotat

e vannak kvantum kapuk, melyek unitér transzformaciok

e nincs semmilyen mas kélcsonhatas

Ez az egész kvantumszamitogép nem til sok problémara hasznilhato. Egy ilyen al-
goritmus egy fiiggvény periddusanak meghatéarozasa, ha tudjuk, hogy valahol N/2 és N
kozott van. Klasszikus megoldas az lenne, hogy végigmegyiink az egészen vV N lépéssel.
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Ehelyett vegyiik észre, hogy igazabol csak log N informécié ment be, ennyi kell N
megadasahoz. Ehhez képest exponencidlisan driga a klasszikus eljards. A kvantumsza-
mitogépekre irtak egy algoritmust, amely ezt log N 1épés alatt megcesinélja.

Legyen két n darab gbit-iink. n darab x regiszter és n darab y regiszter. Mindkett&jiik
egy n dimenzios Hilbert-térben él és n = 2log N. Az els6 1épés, hogy lenullazzuk az x és
y regisztert.

Kovetkez6 1épés, hogy hattassuk a H operaciot minden z-re. Ebb6l az lesz, hogy

H(|0)[0) ... |0)) = %((I@ +)0) + 1) + .- (8.2.2)

Az Osszes szam binaris alakja megjelenik nullatol 2™ — 1-ig. Ezt felirhatjuk ugy, hogy

\/_ Z |z) (8.2.3)

Csinaltam egy olyan szuperpoziciot, amiben minden egész szam benne nullatol 2™ — 1-
ig. Kicsit atjeldljiik:

H|0)|0) = —= Y |x)|0) (8.2.4)

ahol w = 2™.

Most keresiink egy unitér operaciot, ami azt tudja, hogy Us(z)|0) = |z) |f(z)). Ez
nem olyan, mint a mésolas, csak a bazisvektorokra kell teljesiilnie. Ezt egyszerii fiiggveé-
nyekre meg lehet valositani. Most ezzel hatunk az allapotunkra:

UrH|0) [0) = \/_Zu |f(x (8.2.5)

A harmadik 1épés utan ott tartunk, hogy nullatol w-ig kiértékeltiik egyszerre az Gsszes
szamot. Mivel a periédust akarjuk megkeresni, ezért csindlunk egy mérést a masodik
regisztereken. Vagyis megmérjiik f(z) értékét és ennek az eredménye valami u lesz. A
szummabol kivalasztodik az az allapot, hogy

\/LM 3 ldu+ jir) ) (8.2.6)

M nagyjabol w/r, ha r a periddus. Tegyiik fel, hogy pont egész szamu periodus fért
bele a szummaba. Ez nyilvan nem teljesiil altalaban, de az algoritmus fejleszthetd.

A kovetkezd 1épés, csindlunk egy Fourier transzforméciot az x regiszteren. Ez egy
unitér transzforméacio6 és technikailag fel is épithetd:

Upr |z) = Z ek |k (8.2.7)
Hattassuk ezt az allapotunkra:
UFTT |du + jr) |u) = const Z f(k) |k) (8.2.8)
B k
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Az egyiitthatok csak akkor nem nulldk (és akkor is egyek), ha k = * szorozva valami
egész szammal. Ez a frekvencidja ennek a jelnek.

Utolso 1épés egy mérés, megkeérjiik £ értékét. Csak egy olyan k-t kaphatunk, ahol f
nem nulla, tehat olyan k-t fogunk kapni, ami valami egész szam szorozva w/r-rel. Nekiink
ebbdl r-re van sziikségiink. Mivel mindenki egész szam kénny latni, hogy tipikusan ebbdl
megmondhato 7.

Ha nem tudjuk egyértelmiien megmondani r-t akkor az egészet meg kell ismételni.
Meg lehet mutatni, hogy logaritmikusan sokszor kell csak megismételni az eljarast, ez
utan egyhez tetszélegesen kozeli valoszintiséggel megmondhatjuk a fliggvény periodusat.

Ennek van egy nagyon fontos alkalmazasa, mégpedig a faktorizaci6. Legyen N egy
nagy szam és f(z) = a®modN. Meg lehet mutatni, hogy tipikusan f peri6dusa tipikus
a-ra paros és a’/? + 1-nek van kozos osztoja N-nel. Ez azért jo, mert kozos osztot keresni
sokkal gyorsabb, mint osztot keresni, ez mar megy polinomialis id§ alatt.
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