
3.18. 

az WI' frekvenciájú rezgés amplitúdója: a(wl ,) =,!A 
n ' 

. I 
nagyságrendtiek a.::lm = lev-wo I'" - tartományban 

t 
gések amplitúdói is, ehben a frekvenciatartományb'ln 
fogni az adó jeleit. 
Tudjuk, hogy az elhajlási kép első minimumhelye 

!, nj szög alatt van, amelyre .1.9 = "cj' A réshez az elek tron 

vízszin tes Po impulzussa l érkezett, a résen va ló athati. 
az elek tronok koordi nátáját d pontossággal ismerjük . 
haj lási kép azt suga llja, hogy az áthaladás után az . 
fliggő leges komponensének bizonytalansága Po.1.9. 

Po.19· d = Po}' = h. 

4. Schrödinger-egyenlet. 
Egyszerű kvantummechanikai rendszen~ 

Általános tételek ' 
4.1. 
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V(x) 

t mw2xl 

E 

a klasszikus mozgas 
megengedett tartománya 

x o klasszikus mozgOs 
megengedett tartománya 

E>O eseten o 
mozgas nem veges 

= 

V(r) 

E:>Q eseten a 
mozgas nem lIeges 

a klasszi kus mozgás 
lT1E'gengedelt tart0m6nya 

IE v----_ ~Mm 
;7 , 

r 

., 
8ner2ia-saiátérték egyenlet Ht/I = Erp, ahol il = L + V. PI. 2m 

hl dll/! l ' 
- -2 -d' + -2 mw 2x 1 tjJ = EtjI. Atalakítjuk az 

nl x ' 
2m 

'nielel: "'''(x) ~ --,(V- E)",. Ha E > V(x' akkor "'(x)< O 
l. 

tjJ"(x)SO, tehát a fUggvény az x tengely felé görbül ; ilye
pl. a sin x, cos x függvények. Ha E < V(x), akkor lj!(x) <:O 

t/J"(x}<.O, tehát a fUggvény az x tengelytöl görbül; ilye
pl. az exp (x), exp (-x) mggvények. 

2m ~ _ -,- [E- V(x)]"'(x), A hullámfUggvény görbülele 
l. 

s így [E - V(x)] és ",(x) szorzalával arányo~. Adotl ",(x) 
tehát a legkisebb energiájú állapot görbülete a legki

növekvö energia mellett a görbü let is nó, a hullámhossz 

izomszédos tartományokban a hullámfliggvény maximu
általában olt nagyobb, ahol E - V(x) kisebb. A megoldás 

l/l = A sin (kx +b) alakban írható, és igy 

, ("" ')'" = Ak cos (kx + <')). Ezekből A = t/12 + k2 ' ahol 
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k2 = 2m[E~ V(x)]. Mivel lj! és t/.t' folytonosan vá ltozik , n 
ha k csökken, akkor A nő, kivéve azt a ritka esetet, am ikot 
határpontban 1/1' = 0, ekkor ugyanis A vá ltozatlan. 

{

A s;n h , 

4.4. l/l -
• B s;n k'(b -x~ 

ha O<x<a, 

ha a <x<b, 

p _ 2mE 
-fT' 

k,2 = 2m(E 
n' 

A ha tá rfeltételek : A sin ka = B sin k'(b - a1 kA cos 
= - k'B cosk'(b - a1 azaz k ctg ka = - k' clgk'(b - a). 
k > k', ezért az utóbbi egyenlőség akkor állhat fenn. 

I k'(b - a) - (2i+ I )~ I> 1·(21 + I)~ _ka l . Ekko, s;n 

> sin k'(b -a1 és így B> A. Előfordulhat, hogy 
= cos k'(b - (j) = O, ekkor A = B. 

h
1

1! 1 ~ ."x 4.5. E. - --" I/I.(x) - - s;n-; ,,_ 1,2,3,. 
8ma a a 

2mva . 
4.6. /I = - - ~ 3 ·1026 ·,dEn :;:::: 3.10- 34 Joule. 

h 

A makroszkopikus á llapotok nagyon magas gerjesztésck ~ll 
megengedett energiaértékek közötti kü!önbsé!:, n::l.gyűn k 

47 A -ed 'k ... fi' . ". ' ) 1/2 . • "x . . Z II I energla-saJat uggveny: 't',,\x = f asm -;;-. 
. " ~ 

( x ) = - xsm2 - dx = - o. f2 .1WX 1 

a a 2 
o 

" 
«(Ll x)') - ( x' )-(x ) ' - - x' sm' - dx- - _ f2 . 1UIX a l 

. a a 4 
o 

0'( 6)' = 12 1- n2n2 . 

• 

,) - ~[I/I,(x)exp( - * E,')H,(X) exp( - *E,')J 
1 E - E 

') 1' - :2 11/I,(x)I'+ II/I,(x) I'+I/I ,(x)I/I ,(x) 2 cos 'n ' ,. 

a 16 El - EJ 
( x ) = -2 - -9 acos r. • n 

8 li El- E] 
( P. ) - -3 - s;n t. 

!1'(x.O!' 

t ""l h ,1._h_ 
4 El- EI 4 E2- E, 

a n . 
h 

t -O, El -EI 

o x 

!~(x ')1' l. _ h_ 
t - 2E2- E, 

a x a x 
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4.9. A = (30)'" 
(j5 • 

(E) = 5'" 
mal ' 

4.10. Mozdí lsuk cl gond olatban a völgy falát du-val adm ba!ik 
("összenyomjuk az elek tron I"). Az energia megvá Jt Oi'úsI 

dE 2E 
kor dE=- Fda. Innen F= --= 

da a 

potban. Ugyanezt az eredményt megkaphatjuk , ha az i' 

operá tor varha tó értékét kiszámít juk. Klasszikusan I = 

a latt 2mv impulzust ad á t a rés7..ecske a fa lnak, így F = 

2E 
= 

a 

4.11. A kötött á llapotok energiája a ka = mf-2arcsin 

2 2m !:' transzcendens egyen letből határozható meg: k = _ , ,,-
/I = J, 2,. Mivel ka monoton nő, ezért 

lik 
= 1l1t - 2 arc sin ,I mOl1oton csökken a O :$ k :$ 

r 2mVo - -

intervallumban. Az egyenjeinek van megoldása, ha 
Y2mv., . ,= 

= -- eselen ka -,~(k) > O azaz a r 2m "ó > 1rfi(lI -

" 11 = J -rI! biztosan igaz, teha tlegalább egy kötött á llapot 
a) A kötölI állapot hullámfiiggvénye nem tűnik ej a 

kí vűl sem; kis a érték nem jelenti azt, hogya tömegpow 
ka lizáltsága kicsi, Llx>a. 

b) Adott a és Vo mellett a kötött állapotok II száma 
a V2m 1'0 a V2m VO 

ahány II-re az lJ + l > II ~ I egyenlőtJc~ 
rt I rt , 

teljesUI. 

i.zzítsiik x= O-ban a 1/1(0)=0, !jJ'(Q) = l hat á rfeltételekcl, és 
le a kü l önböző E értékekhez tartozó mego ldásokat I 

. elősző r E<O, majd növeljűk fokozatosan E értékét! 
!megoldások eleinte x = CD-ben végtelenhez tartanak , majd 

egy olyan megoldást, amely x = oo -bcn zérushoz tart. 
ljI(x) az első kötött állapot huliámmggvénye, a hozzá lar
E = Eo az alapállapot energiája . E-l tovább növelve, a 

.oldás már a végesben metszi az x tengelyt és x = co-ben 
~ 00 l-hez tart. 

"'rex) 

E<O E-O 

·O< E<Eo 

E.., Eo 

o x 
E>Eo 

!ft I (x) és !/J2(X) ugyanazon E energia-sajátérték hez tar
sajátftiggvény : 

.'." 2"'( 'rI + h2 E- V)I/I , = O, .U' 2m ( ) 
.... 2+ h2 E - VIjJ2=O. 

egyenletek ből következik. hogy 

~';~, - ~,~ , = W,</I,),-(</I;</I,)' = O. 

~tegrálás után 

l/l', l/l 1 -I/I~I/I, = állandó. 

kötött állapotok hullámftiggvényei a vég telenben eltűnnek. 
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ezért az állandó zérus, és 

~'l ~; 
~ ~ ~,; azaz l,bl = Cr/1 2' 

1/11 és 1/12 tehát nem lineárisan ftiggetlen sajátmggvények, 
az energiaspektrum nem degeneráJt. 

4.14. Az egyszerűség kedvéért csak az egydimenziós 
val fog lalkozunk , iI(xl~ iI( - xl, ezért iI~(xl ~ E~(xl 
HI/J( - x) = EI/J( -x). A diszkrét energiaspek trum··nem 
rált, így l,b(x) = Cl,b( -x). A sajátftiggvények párosak vagy 
rat lanok. 

4.1 5. a) A potenciálfliggvény szimmetrikus a végtelen magas 
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tól a+ ~ távolsitgra levő pontra nézve, így a keresell 

lámftiggvények vagy parosak, vagy páratlanok erre a 
ra nézve. Ismerve, hogy milyen alapállapotol a lakit ki 
vonzócentrum önmagában, felrajzolhatunk egy szimrn 
kus és egy antiszimmetrikus hullámftiggvényt. 

b) E < O értékből indulva lerajzolhatjuk a sajátérték-ej.(Yco 
megoldásait, növekvő E mellet t. Eleinte a 

• k b, b 'ct gyorsan none az x > a+"2 tartomany an, maj 

egy olyan Et értékhez, amelynél kialakul a szimmetri. 
megoldás. Et < Eo, hiszen a második potenciálvöJgy 
végessé az E;j -hoz tartozó megoldást. E további 
vel eljutunk az antiszimmetrikus megoldáshoz, az 
tartozó Er; értékre Eo> Eo, mert ez a megoldás az x 

b 
V. 

a 

gelyt a végesben metszi. Most is a második potenciál völgy 
teszi végessé a megoldást, egyébként az a (- oo )-hez tarta
na. h -+ oc; esetén a két vonzóccntrum fUggctlen nc vá lik és 
Eri" -I' Eo, Eo -+ Eo; az Eo szint ekkor kétszeresen elfaj ult. 
A szimmetrikus állapot energiája Eo-nál kisebb, az anti
szimmetrikusé Eo·nál nagyobb, ezért előbbiben a részecske 
vonzó-, utóbbiban taszítóerőt közvetít a ~él von7.~entrum 
között. 
Általában minden, egyetlen vonzócentrum ban kialak uló 
energiaszint két, egymáshoz közeli szintre hasad fe l. Az 
adott közelítésben 

ahol 

E'c" E+ = E _4 _ ' _ e- ><ob 
"n axo ' 

ElO) 
E; = En+4 - '- e - ><ob, 

axo 

h2,,2 

E ~ E'c"( t- ~) ." , EO) = --, Xo 
n 8 111(12 

y2m( Vo - E'."l 

" axo 

A hullámfUggvények: 

interva llum 

O<x <u 

w - (.~) 

l 
,r. .sin h 
," 

k 
".!'. ( t - ·"'~ -·)+t-·"'· H -.)) a< x<a + h I kUl - ;,,~ - .. -c r ' - , (-1 v;; "o "" ' - " ) 
'. 

ll+h<x<2a+b 
l , 

- -~1n k(2t, +b- .,,~ 

VO 

"2mE mf ko __ o k,,=-. 
li a 

potencial szimmetrikus, ezért a diszk rét energia-sajátállapo-

I
._k hullámfUggvényei párosak vagy pá rat lanok. Ha a vonzó
noon lrl1mnl.:- elég távol vannak egymástól, akkor lényegében 

az egy vonzócentrumban kialakuló a lapállapot 
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hull ámmggvényét ismerjük, ilyenekbő ! kell szi mmetrikus 
antiszimmetrik us kombinációkat összeállítani. Az alábbi 
kombináció képezhető: 

szilTTl'l4:'trikus 

4.17. A O<X< (/ tartományban 
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!/t(x) = CI exp (iy,jx)+c1 exp (-ix1X1 

A - b<x<O tartományban 

tP(x) = ej exp (iY.2X)+C4 exp (-;X2X), 

y.
j 

= V2J11E 
h 

V2m(E -
X 2 = - -

li 

Bizonyít ható, hogya periodicitás miatt "'(x) = ép.p(x+ 
ezért az II < X < a+b tartományban 

"'(x) ~ exp ('q»[e , exp ('x,(x-a - b)) + 

+c4 cx p (- iy. 2(x-a-b))]. 

Az x = 0 és X= Q helyen érvényes határf'eltételek a CI ' C2, '" 

együtthatókra nézve homogén lineáris egyenletrendszcl"I 
kotnak, melynek akkor van nemtriviális megoldása, ha 

, 

. ~f+x~ . . 
coscp = cosx]acosx2h - 2 smx]a SII1y.2b. 

X 1Y. 2 

iLegyen E < Vo (kötött állapotok). Ekkor X2 = ix, y. valós és , , , 
cos IP = cos y.ja ch xb+ \ - XI sin :)(1(/ sh xb == f (E). 

x,x 

energiaértéket az I/(E)I ~ 1 feltétel megszorítja. Az adott 
áresetben 

",VU SIO "la 
COSqJ = cosx ja+ - ,- ab = 1(%1a). 

-h y.jo 

az 'f(x]a) mggvényt! Látható, hogy x]a = 

= mr-tól jobbra tiltotl sáv van, amelynek szélessé-

1(;(\0) 

x,a 

alapállapol hul lámfliggvénye: 

( 
múJ ) "'(x) = C ex p - 2/J x2 

" 

a klasszikusan megengedett határ: :0.::, = 

2E hA 6'.' --, ~ -. keresett val szmuseg: 
meo meo 
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2 J (cexP(-'~~X'))'dX ~ 
(. )' ;;;;:; 

w (mro ) w r exp - - x' dx l exp(-y')dy . ti 
~( '2-)j , - 0.16. 

_00 ( mo» 00 

lexp - - x' dx lexp(- y')dy 
o ft o 

4.19. a) A felcserélé:si törvények egyszerúcn igazolhalók ' 

[p, X2 ] = 2 ~ .x, [P 2, ;\: J = 2 ~ P összemggések feJhasZl , , . 
lásával. 

h) Közvetlen számítássa l az is látható, hogy a+ a = -

" 1 ., l ( I mw x ,. P 2 2 _+ . 
+ -- - - , tehat H = - + -mwx =/iw a ll + 

2/iW 2 2m 2 

e) Legyen r/lN cnergia-sajátfliggvény, azaz iit/Jn = E~!J/~. 
[H, 0]1/1 .. = - !i(ooljJ" egyen l őségbó ] következik, 

H(aljJ,,) = (E,, - nw)(áljl,,), tehát (ál/l,, ) szintén energia-saj;'lIltl 
pot. Ugyanígy megm utatható, hogy 
~ (E"Ho»W~")· 

4.20. Az cncrgia-sajátmggvények az x=O pon tban 
x>O tartományban megegyeznek a harmoni kus aszcil 
sajátfliggvényeivel. így a megoldások a harmonikus 
tor páratlan sajátfLiggvényei (11 = 2k + l), az energiaspckt~ 

E. ~ tlw( 2k+ l + D ~ t.w (2k + ~). k ~ 0. 1, 2, .... 

4.21 . Az energia-sajátértékegyenlet : 

tI' ( o' o' o') 1 
- 2m ox' + oy' + oz' lI>(x, y, z)+ :2 kx'~(x, y, o) ~ 

~ E~(x, y, z) 

derékszögű koordinátákban szeparálható: 
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~(x, y, z) ~ f(x){J(y)h(z). 

_ ti' .f"(x) ~ ~kx'f(x)+E.I(x), 
2m 2 

ti' 
- 2m g"(y) ~ E,g(y), 

ti' 
- -.:-',"(z) ~ E,h(z), E ~ E, + E, + E,. 
~" 

megoldásokat ismerjük (hdrmonikus oszcillátor, ill. végte
mély derékszögű potenciálvölgy): 

- ((mro)''') ( mw ) J~ ,(x) = H~ , Tr x exp - li;xz , 

( l) (k)'" E~ , = 11<0 II, + 2: II , = 0, l, 2, ... , ro =;;; . 

'gn,(v) = l fJ. sin ~ . V~ a ' E 
h 21/2 

"l=~ 8maz , 11 2 = 1, 2,3,. ". 

2 . IlJ1rZ 
hn,(z) = ~ Sin -b-' 

h 2 11 ~ 

EnJ = 8mh2 ' 
11 3 = 1,2,3 . . . . 

két részecske tömege nl, és m 2• A lömcgközéppon t mozgá

leíró hullámftiggvény: . 

q(x) ~ A exp G p,X ). x = m,xj + 1II2X 2 
"' ,+m2 

relatív mozgást leíró hu llámfUggvény: 

((mw)''' ) (mw ) l."(x) = Hn fl x exp - 2h x2 
, 

w = - • /11 = - -' - a reduk ált tömeg. (k)'" m 
m III ) 

1+ -
1112 

energiaszintek : En = IiW(II + ~} 

I 
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4.23. A sajátérték-egyenlet: _ fi l !/J"(z)+mgzt/t{z) = EtjJ(z); a 
2m 
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(
21)1'9)';' ( E) feltételek if1(O)=ftoc) =O. Az x = 1)2 z - mg 

tesítéssel a rp"(x)- x1jJ(x) = O egyenletrc jutunk, amelyn. 
. minden x-re véges megoldása 

< 

!{t(x) ~ A<P(x) ~ A~fcos (ux+ ~')dU, 
c 

ahol CP(x) az ún. Airy-fúggvény, A pedig normálási tényező . 
energiaspektrum a határfcltételbő! határozható meg: 

<P(z ~ O) ~ <P (x ~ -(--4-,)';' E) ~ O. 
my li 

Az Airy-fliggvény gyök helyei -a" (n = l, 2, . . . ), O<CL] 

(
mg2/i2) IIJ . , . , 

< . . . <CJ.., < ... , En = -2- IX". A stacIOnanus alla pOl4 

hullámmggvényei : o/.,(z) = An.p(~ rxn), ahol a = 

A klasszikus fordulópont Z~' = En = Q-CX". 
mg 

l) A klasszikusan elérhetetlen tartományban, a fordulópot 
tól elég nagy távolságban I Z-Z~II ~ a, azaz x~l 

<P(x) __ 1_ exp (_ ~ X3 /2 ) 
2X i /4 3 ' 

tehát 

A ( a)';' (2(Z-Z )';') !/In(z) -- i z_z!J exp -"3 ~ , 

a hutlámfliggvény exponenciálisan csökken. 
2) A klasszikus tartomáp.yban, nem túl közel a forduló l~ 

hoz: O <z<z~j és I Z-'Z~I I ~a, azaz -an<x<O és Ixl _ 
Ez csak an pl esetén teljesül, tehát magas gerjesztésck~ 
n 3t'1. Ilyenkor 

() 1 .. (2,;, n) 
IJ)x "" Ix 11/4Slll 31xl +4 ' 

tehát 

( 
a )' j' . [2( Iz- z;' 1 )';' nj· 

I/In(z) ~ An I Z-Z~I I Sin '3 a + 4 . 

2 n 
Az ~iryvruggvény gyökhelyeire fennáll , hogy 3" a~/2 + 4 = 

= (n+ l)n (Il. = t, 2, . .. ), innen 

[3 ( 3n)J';' a" = l 111r + 4 és 

l ,( 3)'/' En=l(9n2mg2/i2)1/3 11 + 4 . 

l .. 
A BS-kvantumfeltétel alapján az En = l{9n2mg2Jj2r/3112/3 

végeredményt kaptuk (1.11. feladat). Makroszkopikus tesv 

tekre jellemző 111= 1 g, E = 10- 2 joule adatokkal ll '" 103 2. 

A Lz 
H~219' így az energiavsajátértékv 

_ _ 1_ to' d'!{t ~ E!{t. 
2e d<p 2 

megoldása l/l = A exp ( ± i V2~ E <p) , A' normálási álv . 

MegköveteJjük, hogy l/l egyértelmű fUggvénye legyen 

V219E n' ez akkor teljesül, ha - ,- = n, azaz En = -2 n' n 19 
O, ± 1, .. . ). Minden En > 0 energiaértékhez két, lineárisan 

sajátftiggvény tartozik, az energiaszintek kétszeresen 
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4.25. A = 1~' A hullammggvényt energia-sajátftiggvények 
, Jn 

kifejtve: 

~('P, l) - .~ (I-cos 2'Pe - ""'H). 
, Jn 

" 

4.26. Az energia-sajá térlékegyenlet: ~e '" = E"', M ivel az 

zusmomentum négyzetének sajá lérlékei h2 /(1 + I). 
= 0, I, 2, ... , sajátfuggvényei pedig Y,1e, cp~ezért a térbel i 

tátor energiaspektruma EI = 1(1 + l ) ;~, Minden cncrgias~ 
(21 + 1 l-szeresen elfajult. 

4.27. A potenciál, V(r) = O, ha r<a, míg V(r) =oo, ha r>o. A 
lá mmggvény radiális részére érvényes Schröd inger-egyen 
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r<a esetén a következó: 

_.!.. ~(,., dR)+ 1(1+ I) R _ 2mE R 
r2 dr dr r2 h2 ' 

r~a' esetén R = O. Vezessük be a x(r)= y;: R(r) mggvényt! 
re a 

t' + ~ x'+~mE - (1+ ~)'] X _ O 
. r', fi 2 r2 

egyenlet érvényes, ame lynek megoldásai a x(r) = cJj+ 

Bessel-mggvények, és k2 = 211~E . A radiális hullámmggy~ 
lJ 

R(r) = ,~ J I+ 1/ 2 (kr). Az energiát az r=a esetben fennilJJó I ,r . 
tárfeltétel .szabja meg: 

J 1+ l/2{ka) = O. 
1= 0 esetén 

J l!l(kr) = V:n:!r sin kr, és 
fi2 /1 21[2 

E..o= 2m 7' 

, fi2n2 

r\,lapállapotban E = -2 2' A 4.10, reladat gondolatmenetéhez 
ma 

I I aEI IJ'n 
= 4a2ft oa = 4mas ' 

radiá lis hullá mmggvényre a következó egyenletek érvénye-, 

.!.. ~(,dR) 2m(E ") - O ' d r d + ,,2 + "o R - , r r r II 
ha r<a, 

-- r - +- E· R = O, , I d ( ,dR) 2m 
r2 , dr dr h2 

ha r > o. 

kötött állapotokat vizsgáljuk, E < O esetén. Az r=O-ban és 
oo-ben korlátos megoldás: 

{ A sina; , ha r <a, a-
2m(Vo-IEIl 

lJ' 
R(r) - . 

- p. 2m lE I e . p-B - -, ha r> (I , hl r 

és R' fo lytonos az r= a pontban, ebból következik , hogy 
2m Vo ' 

ctg aa = - p. Ezt az a2 .+ p2 = - ,- egyen iettel egyutt grafi-
lJ ' 

oldhat juk meg. Kötött á llapot akkor létezik , ha .' > - ,. 
4a 

V = '!'mw2r2 = .!."'W2(X2+ y2+Z2) potenciállal leirt oszcil-
2 . 2 

Schrödinger-egyenlele a vá lt ozók szétválasztásával há
lineáris oszcillátort leíró egyenleire vezethctó vissza, 
a lehetséges energiaértékek : 

E" = tlW(n! + ~ + 112 + ~ +113+ ~) = liw(n+~). 
109 



a sajátmggvények: 

(""w')''' ( r" )'" l/Inl~ml(X, y, z) = -,,3 3 I I I H~ I (Ct.x)H 
I 1t II] .n l .11 3' 

( "") x Hn,(cu)exp - - 2- , 

1(mW '. ... J 
ahol o: = y T . Ezek a saJatfuggvenyek az tmpu] zusmolllGIII 

(umnak nem sajátmggvényei. Mivel U és il felcserélhetö, 
zös sajátftiggvények is relírhatók . A potenciál gömbszimml 
ku s, ezért a közös sajátfUggvények R(r)lím(e, q» alakba n ' 
tók. A radiáli s hull ámfUggvényrc vonatkozó egyenlet 
dása során adódik, hogy II = 211,+1, II, az ún. radiális 
Iumszám (nemnegatív egész szám). Adott l mellett a 
ráJtság (21+ 1)-szeres, I és n párossága megegyezik, ezért 

" 
adott II-hez tartozó energiaszint L (2/ + 1 )-s7..eresen, 

O. , 

" L (2f+ I)-szeresen degenerált. Az eredmény mindkét 
I. J •... 

(n+ l}(n +2) 
ben 2 . 

4.31. A Hamilton-operátor : il = 
/;2 e2 

--A - -
2m r 
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- ~r 2 - "r . [n'( 2") e'] Hae = - 2m IX - 7 . - -;: ae . 

, 
Így IX = e ~' esetén a ftiggvény energia-sajátftiggvény, a n 

e4 m 
érték: E = - 2/;2' Ez az alapáJtapot. 

. [n'( 4P) e'] Hb xe - /" = - 2m fJ2 - 7 - r bxe- fj' , 

elm " e4m ~ . p = 21i
2

' es E = - 81i2 ' ez az elso gerJesztetl állapotok 

: 'k ' U . E e
4

m 'áh . ' I ",. egyI e. gyamgyaz = - 81i2 energi' oz tartozo Sajatlugg-

:vények bye- Pr és bze - flr is. Ezek tetszőleges lineáris kombiná

ciója is sajátfUggvény, 

Lpe-''' =O, L~xe- fj· =O, 
~ li L)xe- fjr = - bze- fj .. 

i ' 
• n • L.bxe- fj· = - --:bye- fj·, L.c(x+iy)e - fj, = ±c(x±iy)e- /lr. 

I 

ll, i = II _ 1 állapotot l$Ír6 hullámfLiggvény radiális része 
= Ar" - le- ·I ~a. A valószínüségsűrűség maximuma a 

~(" ",,(,)) ~ ~(A" '"e-" 'M) ~ 
dr dr 

= 2A2r2n- le - 2./IN> (" -!.-) ~ O 
na 

iegyenletbőlleolvashatóan az r = 11 2a helyen van. A Bohr-mo
IdelIben ez az II rőkvanlumszámú pálya sugara. 

"elektronfelhő" által keltetl qJ~ potenciál a (] = - e I 1/1 1
2 

éssürűséggel felírt Poisson-egyenlet gömbszil)1metrikus 
~oldásakén t határozható meg: 

l d' ( ) 4e - 2rla 
- -d 2 np~ = J e . 
r ,. a 

({J e = e(~ + ~)e- 2'la _ ~. 
a' , 

~
_ integrációs állandókat úgy választottuk, hog~ q>.,(oo )= O, 
ljesüljön, és ((Je(O) véges legyen. Ehhez a mag potenciálját 
ozzaadva azt kapjuk, hogy 

qJ = e(~ + t)e-2
•
la

. 
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4.34. 

Ha r~a, akkor r.p ::::- .: a mag potenciálja, ha r~a, . , 
e . 

<p "'" - e- 2rl" , a magot az elektron leárnyékolja. 
a 

a' 
( ,') ~ 2[5n'+ 1-31(1+ I)Jn' . 

a <,) ~ 2 [3n ' - I(I + I)J. 

<,. ') ~ _ 1- . 
an' 

( . ' ) 2 
r = a2n3(21+ 1)' 

V ') ~ [a'n'I(I+ D(I + If 

4.35. A mozgó töltés által keltett mágneses térerősség: 

e I e I . 
B ~ - - -(rxp) ~ - - - L, 

J1C r
J Ile r J 

II az elektron tömege. Egy Wnlrn állapotban 

e I o I <B) = - - W:I",ú/!n1rn3dv. pc , 

Látható. hogy <8,) ~ (8,) ~O. 

.. men (pe')' I 

( 8,) ~ - pc li' n'I(I+~D'(-I+--C-I) 

4.36. Ha a potenciális energia V-ről (V+.1V)-re változik (LI V ' 
dó), akkor a 

~.(x)exp( - i,E.t) 
112 

!hullámfUggvény a 

~.(x) exp( - f,(E. +JV)r) 

ftiggvényre módosul. 

~(r)~S(r)~(O) definicióból S(o) ~ I. r kilejezését.z ifj ~; ~ 
= HW Schrödinger-egyenletbe helyettesítve azt kapjuk, hogy 

dS o o · dS 
W(O) = HSW(O), s mivel W(O) tetszőleges, ezért jfi - = 

dr 
o 

AA dS* AA 

HS. Ennek komplex konjugált ja - ifiTt = S~H. Az előző 

egyenletet balról S*-gal, utóbbit jobbról S-sel szorozva és ösz
szcadva azt kapjuk, hogy 

S' dS dS' S ~ !!. (S' S) ~ 
dt + dt dt . O. 

S(O) = I feltétellel ez azt jelenti, hogy S*S= 1, azaz S unitér. 

exp(- ~fIt) operátort sorával értelmezve látható, hogy n . 
~ielég í ti az egyenletet, ha fI i4őfti.ggetlen. ' ) 

az impulzus várható értéke. ' 

x] = - ih!. Az impulzus várható értéke st~'cionárius ál-
m . 

p>fr) ~ (~. i ~ [H. ,J~) ~ i~ [i';'. Hi';'H';'. ,H';')J ~ 

m A r A A mi:. 
i il [(H';'. x~H';'. tH';')] ~ i il E [(~. ,;,) - (,;,. t~)] ~ o. 

. p, . , i [O 0J . [o o J . x = - , Igy X = - H, x es x, Px = Ih, 
m n 

[fI, x]] = h
2

. A várható érték a Wo állapotban: 
m 

tehát 
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( t/lo 12xf/x-x2H _Hx21 t/lo> = h
2

. 
'" 

Felhasználjuk, hogy t/ln teljes rendszer: 

<~o IxHxl ~o) ~ I < ~o lxi ~.)<~. lxi ~o)E. ~ 

és így 

• 

~ I Ix.,I'E.<"'" IHx'l ~o) ~ <"'o Ix'HI ~,,) 
• 

~ I < ~o l x l ~.)< "'. I.q~o)Eo ~ LI .~.,I'E", 
• • 

h' 
Dx.o l' (E. -Eo) ~ 2", 
• 

4.41. A dipólmomentum operátora rÍ,=exi, 

~ e '2 ~ e ' 2 ' 
(~ , d;~ ) ~ 2h' (~, [L , x;]~) ~ 2h' ((L ~,X;~) -

- (~, x,L'~)) ~ ~/(i+ I)((~, x;~) - (~, x;~)) ~ O. 

Általános göm bszimmetrikus potenciál esetén a diszkrét 
giaspektrum EnI> az azonos l-hez, de különböző m-hez 
állapotok az energia szerint elfajultak. Az állapotok 
határozott, (- ll, az e(fajult állapotok paritása azonos. 
dipólmomentum vá rható értéke zérus. Térbeli ' harmonikl 

oszci llá tor esetébetl adOlt energiaszinthez azonos páross~ 
impulzusmomentum·sajátfliggvények tartoznak, tehát 
pólmomentum várható értéke itt is zérus. Coulomb-potenc~ 
nál ún. véletlen degeneráció lép fel, az azonos II-he.z, de 
bözö I·hez tartozó állapotok energia szerint degeneraltak . 
lehet zérustól kü lönbözö d ipólmomentumú energia·; 
pot, pl. 1/12 I o ± l/l 20 0' 

p' 1 
4.42. a) E = 2m + 2111oo2x2. Ha ( p) =( x ) =O, akkor ( pl ) 

< x')~ (~x)', és 

114 

l 1 . 
Eo = 2m (Llp)2+ "2 moi(Ll x)l ~ 

1 . 
;;; ro y(~p)' (~ x)' ~ '2 hw. 

pl e2 
E = -::;-:- - - . A mag környezetében ro mértékben elmosó

~" , 
dott elektron impulzusának átlagos eltérése zérustól 

, h E() II' e' E( ) .. , l ' h II DP "'" -. ro = ~2 2 - - . ro minima IS, a ro = - " 
ro mro ro me 

me4 

ekkor E = - - , . 
211 , 

E = ~n' A részecske lokalizáltsága, Lix ~a, a potenciál-

, li li fi2 
völgy szélessege, így Llp ~ - ~ - , E ~ --,. 

2L1x 20 8mo 
lJ..egyen ifJ tetszőleges, normált hullámfliggvény, 

d ' ( "",, ) ( oA ) ( , o~) d, (~, A~) ~ at' A~ + ~' at ~ + "', A at . 

Schrödinger-egyenlet szerint o-::.t/I = _ ~ Íiljl, ezt behelyetle· 
ut li 

közvetlenül a bizonyítandó egyenlőség adódík. 

és p az időtől explicit módon nem fliggnek, ezért csak a 
való kommutátorokat kell kiszámitanunk. Ehhez fel · 

IUlsználjuk a 2.18. feladatban megismert összeftiggést: 
, . dA 
p] =lhdr ' 

[H, i] ~[ji' , i-] ~ -ili t ; 
2m ifi 

, , dV(,) 
[H, ji] ~ [Vr,), ji] ~ "'Tr' 

! "' 

d ' 
(j <r) ~ .!'. 

r m 

d ' 
d! <ji) ~ - dV(,) 

d, 
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b) (mozgás elektromágneses térben) 

[ e )' ] p- - A(r,t) . 
• e ine [H, iJ ~ . , 1 ~ --(p-- A(r,t)) , 

2m m c 

d I( e, ) - ( i ) ~ - p- - A(r, t) . 
dl III C 

, ail { e ( e , ) oÁ [H, pJ ~ ihar ~ ih - 2mc p- ~ A(r, t) or 

ti , e ( , e, ) oA ofp -(p) ~ - p- - A(r, t) - -e-o 
d/ 2mc c or ar 
Ezek éppen a klasszikus összeftiggések kvantummechfl~ 
kai megfe le lő i . 

4.45. Azok a megmaradó mennyiségek, ámelyeknek operátora i 
cscrélhetők a Hamilton-operátorral, és az időtő] ex pl icit 
don nem ftiggnek. 
a) E, p, L, L'; 
b) E, Px' Pp Lz; 
c) E, Lx, LJ~ L:. Ll ; 
d) E, P., Lz; 
e) Px' PY' Lz· 

4.46. A Ham ilton-operátor : 

11 6 

I )2 "2 "2 iI =-(p +~B~ +J2+~. 
2m x c 2Jn2m 

A felcseré lési törvények kiszámításához felhasználjuk az 

, oÁ(r) , OA(P) 
[A(r~ pJ ~ ihar' [A(p~ iJ ~ -it.ap-

eB 
összeftiggéseket. Legyen ro = - . 

me 

, , I , oil it. ail 
[H, x J ~ [H, xJ+ - [H, p] ~ ~ih- + - - ~ 

o mro JI oPs.. mco aj' 

, 

I ' Yo] = - - [H, p",] = O. xo,)'o tehát valóban mozgásál
mw 

I landó. [xo, .vo] = -~, tehát nem mérhetők egyszerre pon
mw 

I Legyen pl. Schr.?din~er-~~pbel! [A, .BJ .=. iC. Ekko! H.cisen
l berg-képben AH=U+ AU, Bt/ = U+ BU és [At/, 8 11J = 

. . . = iéll' mivel az (; operá tor unitér. 
A Harrtihon-operátor niggetlen az idötöl, ezért az idörej lesztö-

foperátor Ú(l: to) = exp ( ~ ~ H(l-to») , és to = 0 választással 

, (iH t) . (iHt) = exp T, x exp - T, . . 

A /i 2 o ip •• 
[H, xJ ~ - - - ~ - t. -, [H, [H, xJJ ~ O, 

m ox iti 

a 2.20. feladat eredményét felhaszná lva azt kapjuk, hogy 

A • P 
XII = x+ - t. 

m 
és p nem fligg az idötöl explicit módon, ezért 

d;:, ~ ~ [il H, RHJ ~ 1, Ú+(t) [il, xJÚ(t) és 

dpll i •• i A + [ ' 'J' dl ~ Ií [H H, PHJ ~ Ií U (t) H, p Urt ). 

,j I " I • P 2"2 PII 2"2' 
H = 2m + 2 mw X = 2m + 2 /11w X I/, Igy 

dXH = PH 
dr m 

d, " PtI ~ - mw XII. 
dt 

egyenletrendszer megoldása az x,ÁO)=x, PII(O)= P kezdeti 
feltételekkel : 

, t) ' P . xm..t = xcoswr+ - sm wr, 
mw 

pu{t) = p cos rot - mwx sin rot. 
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4.50. [P1I{t\),x,,(r2)] = - ihcos (w(\ -wt2h 
[,v,,(r\), PI~t2)] = - imwhsin (WI'I- WI 2)' 

[.xn(r 1h xll(t l )] = - ~Sin(wtl- wt2). 
IIIW 

4.s1. 'I'(x, O) ~ L a.~.(x), ahol u. ~ N:(x)~'(x, O)dx és ~.(x) " 
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• 
milton·opcrátor sajátfliggvényeit jelöl i. 

'I'(x, r) ~ La,~.(x)e -".,. ~ l G(é, x, r)'I'(é, O)tlé. 
• 

ahol 
G(é, x, I) ~ L ~:(é)o/.(x)e- ""'I'. 

• 
Szabad mozgásnál a sajátmggvények 

ezért 

,;.,( ) - I ,,<'1'" 
If' X - (21th) 112 ' 

G(é, x, r) ~ L~"expm P(X -é)-~>J}~[' ~ 
~ (-"!.,-)'I' exp(~ (x-W) , 

2mllt 2ht 

'f( m )'1' l Y'(x, t) ~ 2niht (2na 2)114 x 

{
é' im } xexp - - ' +-2 (X _ ~)l d~= 

4a ht 

l - -::-:-T-~-
(2na2)l /4(1 + !i2tl )1/4 x 

4m 2a4 

{ 
x' ( mr )} x exp ~ l ( h212) 1- 2ma2 . 

4a 1+--
4m 2a4 

Vö. a 3. 15. feladattal. 

Hamilton-operátor impulzusreprezentáci6ban: 

" pl mw2hl a2 
H - - - - - --2m 2 Vp2' 

Schrödinger-egyenlet: 

,n - I/>(p, r) ~ - - -- -- rP(p. I). , a (p2 ",w
l
li
2 al ) 

or 2m 2 Op2 

megoldásokat ct>(p, l) = (f'(p)e- IEt/h alakban keresve, (f'(p)-re a 

_+ _ _ E- - "' ~ O d' ", 2 ( p') 
dp2 mro2h2 2m 

l e~yenlete t kapjuk. 
koordinátareprezentációbeli megoldás mintájára az adódik , 

az En = WIi(n+~) sajátértékekhez hozzárendelt saját

fUggvények : 

(f'n(P) = (2~n!1tl /2PorI 12 Hn'(:Je- l l l (:oY' 11= 0, I, 2, ', 

ahol po= (mwh)1/2, és H" Hermite-polinom. 
A Hamilton-operátor önmagában teljes operátorrendszert al
kot, a bázisvektorokatjc:löJje ln) . Akoordinátaoperátor mát

rixelemei: 
( " lxi m) ~ l ( n lxi x')(x'I "' ) tlx' ~ 

~ l ~:(x ')x ' ~",(x' ) dx' ~ 
• 

~ xlN,N. f éH.(é)H. (é)e- ;' dé, 

- oo 

ahol Xo = - , N" = (2nnl y;r xut 1/2, H" Hermite-poli-
(

Ii )'1' 
mw 

nom. "" 
Az Hermite-polinomok alkotóHiggvénye 

• S' 
G(, ) ~ ~xp( -s'-2sz) ~ L r H.(,~ 

,, =0 '1 . 
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d" I c .amelyre rennáll, hogy - G(s) = Hn(z). Az integrál " 
dS' .,"0 

segitségével számítható ki: 

" , I e - ·'+. 2":e - r2+2r~~e - ~2 dr; = 

-. 
" •• S"tmf " 

~ "~o ~~o n!m! I; H"(I;) Hm( I;)e-" dl; ~ 
- . 

• C 00 2'( k+! k k k ~ ,n(S+ t)e'" ~Vn2: s t+st+') 
k - O k! . 

Ebből látható, hogy 

- { (n+ l)'" Xo -~ ha 
(nlil m> ~ 2' 

(")';' x 0 2"' ha 

lII = n+1, 

m = n - l , 

másképpen 

o ~ O O 

(x) ~ Xo ~ O ~ O 

O ~ O ~ 

4.54. Most az , 
00 

( . > f () d~m(x) n Ip l m = - ih rfr: x 7Xdx 
- 00 
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integrált kell kiszámítanunk. Az előző fe ladat megoldásához 
hasonlóan, számítással azt kapjuk, hogy ( n Ipl m) = 

= ilix;;2(n-m)(n lxi m), azaz 

O ~~ O O 

· ~ it. I ~ p ~ - -
x, 2 

O ~~ O 

O ~ O ~~ 

Az eredmény másképpen is megkapható: 

dXH PH , d ( ' > l ( . > -d = Igy -d' nlx/l 1 m = - 11 IplI l m . 
(Ji t II 

Figyelembe véve, hogy (nl,xHl m) = (n lx i m)exp(iwnmt), és 

(nIPHlm) = (n IHm) exp(iwlllnt), ahol Wnm = En - Em 

" = w(n - m), az eredmény közvetlenül adódik. 
energia ·sa já tmggvények : 

{ 
Vf 

nn h ' - cos - x, a n paros, 
. a 2a 
~"(x) ~ l v! sin ;: x, ha n párat,lan. (I x 1 < a) 

végeredmény· egyszerű integrálás útján adódik. X nm =0, ha n 

m párossága megegyezik, 

4a[ 1 . (n + m)rr 1 . (n - m)rr-I 
x ..... = rr2 (n+m)2 sm 2 4- (n m)2 SIn 2 J' 
n páros, m páratlan, 

4a[ l " (n+mJn l . (n ~ m)rrJ 
Xnm = 2 ( )2 sm 2 ~ ()2 SIO , tr n+m n - m 2 

ha n páratlan, m páros. 
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Az impuJzusmátrix az előző feladatban használt m6dszc~ 
gyorsan felírható: 

( 1I 1PIfI m) = II :t ( 11 1'\:/1 1 m) = II f (En - Em) ( II I xIII 

azaz 
i 

Pnm = J1 jj (E,. - Em)x"m< 

4.56. ( n lxl/lm) = ( n IX lm) exP(~(E,.-E",)t). tehát 

d
d (ulx,,1 tn ) = ~ (E,, - Em) ( u lxfl l ",) . 
r " 

Ezt felhasználva 

I(E.- E.) I(nlxl m>l' ~ I(E.-E.) I(nlx" lm>l' ~ . . . 

~ I(E.-E.)(nlx" lm>(mlx" ln> ~ 
• 

~ ~ ~~ [(mlx" l n > ~ (nlxH lm>-

-(Illx/J I nl) ~ ( m IxHln) J = 

1 li A ~ A I li A~ AA 

= '2 i(m IxllxlI-xHxHI m) = 2" i(m lxx-xx l m) = 

5. Impulzusmomentum 

5.1. a) Mivel a há rom operátor nem cserélhető fel egymússal 
. közös sajátfliggvény mindhárom zérus sajátértékéhez kell 

tozzék. Ilyen pl. egy tetszőleges f(r) gömbszimmetrikus 
vény. 
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" ) , L Y,"'(9, 'p ~ 1(1+ 1)1i Y,"'(9, 'P), 
-i,Y,"'(9, 'Pl ~ ",;,Y,"'(9, <pl, Igy az Y,"'( ,9, <pl + Y,·W, 'P ) fUgg
vény sajátfüggvénye L 2_nek, de nem sajá tfüggvénye 

L%-nek, ha m*m'. 

sin .9(eí4'+ e- í'P) "'" = az c1őzőek alapján U -nek sajá tfLigg-
r 

vénye, de t :-nek nem. Egyszerű difTerenciálással belátha
tó, hogy Lx-nek is sajátfUggvénye. 

'""- cos 9 = :. az L:-nek a zérus sajátérték hez ta rtozó saját
r 

fUggvénye, melyre 1= l. Így az ~ fliggvényre 1= l ·és Lx sajátér
r 

zérus. 
az operátorok derékszögű k~ordinátákka l kifejezett 
használni ; az eredmények egyszerű difTerenciá lással 

Polárkoordinátákra áttérve megmuta tható, hogy az 
r-tó l ftiggetlenek, ezért gömbszimmetrikus fLigg

való szorzás nem változtatja meg az összeftiggeseket. 
. l 

_ y2)f(x2 + l + Z2 ) = r2f(r 2) sin1 .9(ell'P+e-ll"'1 így Lz 2. 

(valószínűséggel veszi fel a ± 2 értékeket. 

~ (op, lAl ~ (op, [ip L,lopl ~ 
~ (op, i ,(Üll-( op i ,l, i,op l ' ~ O. 

!Legyenek a z' irányba mutató egységvektor iránycosinusai 

cos a, cos P, cos 9. 

( L,,) ~ ( L, > cos .+(L,> cos P+( L,> cos 9 ~ 

= m·cos9. 

Mivel az x és y irányok egyenranguak, azaz ( L;)=(L: >, 

( L'> ~ ( L'>-( L:> 1(1 + 1)- m' . 
x 2 = 2 h

2
. 
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h( o ") 5.8. Sx = '2 a+ O • S, ~ ~( O 
2 ia + 

-io) 
O ' 

S ~ ~( I .0) 
" 2 O - 1 ' 

I_I' ~ l. 

Felhasználtuk, hogy 5", SY' Sz hermitikus operá torok. 

~~ 1 -~~ 't~~ 1 

5.9. [J"J. ] ~ J. , [J"J -] ~ - J-, [J., J- ] ~ 213 , 

[J"'] [J" ' ] U"] O ,JJ = ,1+ = ,J- = . 

5.10. A felcserélesi relációból adódik, hogy 

lJ. lj, m> ~ (m+ I)l. lj, m>. 

j;jj_ U •. III) = (m -; l)j_ U, m). és 
n ~ t n ~ 
} =J+} - +h-h 

Feltéve, hogy az állapotok normáltak, azt kapjuk, hogy 

l . Jj, m> ~ Vj(j+ I) - m(m+ I) Jj, m+ I>, 

J- lj. m> ~ Vj(j+ I) - m(m - I) lj, m- 1 >. 

5.11. A fe lcserélési relációkból következik, hogy Al: és A)' 
különbözó mátrixelemei a következők: 
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<Im IA, llm-1 > ~ i<lm IA,l lm- I>, 

<lm l,4,llm+ l > ~ - i<lm IA,l lm+I >. 

Az [L+ ... C] = [L_t lL] = O felcseré lési szabályokat 
használva belátható, hogy 

<Im 1,4. llm- l > ~ <Im-IlLI Im> ~ a 

ahol az a tényező m-tő l fLiggetlen. Az [A +. 

= [L +. fL] = 2,.1% felcserélésébő! következik, hOg) " 
csak a diagonális mátrixelemei zérustól különbözőek 

1,.1. 1/111 ) = a-mo Tudjuk, hogy 

L+ 11m> ~ t. VI(l + I) - m(m + I) 11m + I>, 

Lllm> ~ t.YI(I+ I) - m(m - l )J.lm - I>, 

L: 11III ) = mhll"' )· 

fMindezekből következnek a relwat állításai. 

(

COS .9 
sin ge1 .. 

sin ge ~ i.)(X) ~ !. (x) 
-cos 9 y Y 

és 

aa iátérték~egyenletet kell megoldani . ..1.= ± I, a riormált saját-

( 9) 
cos -

!.,~ I , . 92 : 
SIO 2" e'" 

( 
.. 9) - sm -

!.,~ _ I , 92 . 
cos - e''' 

2 . 

(~:) spinhullámftiggvényt kifejtjük 

meghatározott bázisvektorok szerint: 

az e lőző feladatban 

( 9) . cos -
e'2 cos lJ 2 

( eIPSin ó)= C' .:) +C2 
Sin - el., 

2 

9 
- 5m -

2 
8 . 

cos-e'l(> 
2 , 

I 9 . 9 l' Ic d 2 = cos2coslJe- "'+sin 2sin Ó~·- /J) , 

Ic, l' ~ I _sin~cos.e- .+cos~sm .ei(· - " I' 

i II. 
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annak va lószínűsége , hogy a spin vetülete a 9, IP irán yba 

lató tenge lyr:~ , il!. -~. 

lel 1
2 

= cos2 ~ cos2 b +sin2 ~ sin2 ő + 

+1 sin {) sin 2ő cos (ep +'X- p), 

IC212 = Sin2~cos2o+Cos2~sin2ő _ 

- ~sin {)sin 2ő cos (IP+a-p), 

Ictl2+ 1c2 12 = 1. 

5.14. Azok a 9, qJ polárszögek jelölik ki a keresett tengely 
melyekre az előző feladat jelölései t használ va Ic l II 
IC21

2 = O. Ez teljesül, ha ,9=2b, IP = {J-a. 
5.15. Használjuk fe l az előző feladalok eredményeit! 

l 9 cos '2 . {) - sm 2 ( 9~ ( . 9) O = cos 2 {) . , -S10 2 :) 
() , , in Ze'· co'Ze'· 

A megfelelő valószínüségek: COS2~, ill. sin 2 ~. 
5.16. Először a l: operátor sajátfúggvényei t határozzuk meg. A 

játérték-egyen let mátrixalak ban (h= l egységekben) 
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(
- i a~ + ~ O) (",,) ~ m("") , 
O - i~ - ~ ", ", 

0'1' 2 

mert J .";' L:+S:, és Lz = -il-- . Ennek megoldása i: 
0'1' 

(~J ~ 
h~~-lG- D~ 
h~~-[iG+ D~ 

félegész. E megoldások közül kell kivá lasztanunk azokat, 
t 2_nek is sajátfliggvényei, tehát 

(
",) (R,(,)Y, .• _,,,(9, 'P )) 
", ~ . R,(,)Y, .•• ,,,(,9, 'P) , 

teljesül, ahol Y gömbfliggvényt jelent. Végül ki kell elégíte-

a j ' (~:) ~ jU+ I)(~:) egyenle,e!. 

) 2 = L2+s2+2tS ; 

L ) 
~ 2 3 ~ 
L + -- L 

4 ' 
(

' 3 ' 
~ L2 + 4" + L. 

J2 = 

L. 

ahol t t = Lx ±iLy. 
a gömbfLiggvényekre fennáll , hogy 

L. Y,. ~ V(I -In)(1 +m + I) Y" •• " 
Ly". ~ V(I+m)(/ - m+ l ) Y". -" 

RI-nek és R2-nek az 

[/(/+ IHU+l)+m+ ~]R , +V(/ + D' -m' R, ~ O, 

I)' [ . I'] f+ '2 _ m2 
RI + f(t + 1}-jU+ I) - m+ 4' R2 = O 

homogén egyenletrendszert kell kielégítenie. Ennek akkor van 

a triviálistól különböző megoldása., ha j = I± l' 
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5.17. A I J operátorból legfeljebb három választható úgy ki, 
páronként felcserélhetőek legyenek. 

Három l ehe tőség van; 
a) L2

, Lb Sk; 
b) )2, U, J ,; 
c) S2, ) 2, J ,_ 

5,18, i., ~ n ; 0 ,. 
5.19. A 

cos .9 

o 

i.,~-n; () l,~ O ; (~) 
o 1 

JIlsin ,ge - i
"" la 

- cos 9 i 
y'2 sin ge i IP h I ~ l ' h 

I ' . n I' . - sJn,:,e'" - sin ,ge-"p 
v'2 v'2 o c I \ ,, ' 

sajátértékegyenletet . kell megoldani. 
A normált sajátvektorok : 

A. I = l ; 

22 = 0; 

. ,8 cos _ e - i<fl' 
2 

1 v'2sin ,9 

. ,8 
Sin _ei" 

2 

l v'2sin ile - ' 

cos 9 
1 

Jl2 sin [ki'l' 

).) =- 1; 

. , ,9 , 
-SIO - e- 'I' 

2 

1 . v'2 sm ,9 

9 _ cos 2 _ e/q> 

2 

illlagneses tér legyen z irányú, és 9, qJ je!ö lje ki azt a tengelyt, 
belynek irányaba eső teljes impulzusmomentum-kompo

meghatározott érték. A spinhullámftiggvények az 5.19. 
megoldásában találhatók. Ateresett intenzitások: 

m=l : w(l} = COS4~ , 

i' : ' wtO) ~ ~ sin' ,9, 

\\-'(:- 1) = sin 4~; 

m= O: w(l) = ~ sin 2 9, 

w(O) = cos2 9, 

w(_I)=~Sin 2 .9; 

m=- I : \\~I) = sin4 ~, 

w{O) = ~ sin 2 9. 

w(- l) ~ COS4~. 
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(

e" cos ó sin ,,) 
5.21. a) A lcgálta lanosabb spinh ullámrliggvény eifJ si n b sin t. 

e'Y cos fo 

alakú. 

b) A~ ~) állapotban a spin z tengely i,~nyú . 
c) Tctszólegcs állapot spinje nem mutat meghatározolI • 

ba, a 9, fl' polárszögekre túlhatározolt egycnlctrendsZ4 
adód ik. 

5.22. IX és fi jelölje a ~ , ill. a - ~ értékekhez ta rtozó ej!;y résZC\:S~ 
S:-sajátftiggvényeket! 

s S, 05,5, saj:ttértékc 

"'Ll - ll(lp(2) I, " 11"/4 

1 
fil / 4 ., " - (2 [.( 11/1(2)+11(1»(21] , o 

. 2 

o/I1. _ , - /!( II{J(2) " -" fi ~/4 

1 3 , 
"'I' U = i72[Il( I)f$(2J- fl(I )IX(21] o O - " . 2 4 

5.23. A teljes spin és annak ;;; komponense közös sajátmggv6,. 
V-nek is sajatftiggvenyei. Ez következik pl. abbó l, hogy 

V ~ ~[(~ ' + ~z)Z _ 3((~ , +~') ")' J 
r l 2 2r2 ' 

A sajátrtiggvényeknek megfelelő kölcsönhatási energiúk l 

V11=V 2A . 1, - ' = _ _ o 

d' ' 
4A 

Vl. o=df· Vo .u = O. 

5.24. A szinglett á llapot energiaeltolódása - JA, a triplctté A, 

t30 

t= O-kor a hullámfUggvény 

I 
, (I)P(2) ~ y'2(I/!" o+ l/! o, o)· 

I [ ( i 4AI) -] 1/I(1)~y'2 I/ILoexP - jj dJ +1/10.0 . 

. hd3 rr . _ . 
Majd I = 4A Ido mulva 

I 
l/l ~ - y'2 [I/I"o - I/Io,o] ~ - P( t)a(2), 

tehát a spinek megforduhak. 
A mozgasegyenlet : 

it. "- (S, ) ~ .!!!... .ff._(S'), ot Sz 2m c - Sz 

a. z tengel y a mágneses (ér irányaba mutat. A megoldás : 

= ex p =F - I. 
(

S,(I») ( S,(O») (ie.Ji" ) 
S,(I ) S, (O) 2mc 

adott kezdeti feltételek mellett 

(S,) ~ cos e.ff I 
me ' 

(Sy) = sin e-K I 
me ' 

spin az xy-síkban fo rog. 
Pauli-egyenlet: 

( S,>~ O. 

in :I(~:) ~ Ho (~}I'ot{éJ $')(~:). 
Ilo a részecske mágneses momentu ma. A hullámfUgg-

(l/l, ) ~ q>(r, I)(S,(I») 
;fl, S,(I ) 

t3 t 



alakban írjuk, ekkor 

" a ", H' , 
II~ = oep, es 

v I 
a (S,) (S,) ifi al S2 = - J.lot~(f· .#') S2 . 

5.28. A mozgásegyenletek : 

M egoldásuk : 

oS l en 
ifjat = 2mc .Jt'(t)St> 

as, 
ifi - ~ 

ill 
et. 

- 2mc ,Ji"(I)S" 

, 

S, ~ c, exp [ - Z::c!>f"(t)dtj. 
o 

, 

S l = C2 exp [ :'c J.Jt'(t l

) dt' J 
" 

A kezdeti feltétclckböl 

CI = exp (- ilX) cos"-(j, C2 = exp(io:)sinő. 
, 

9 ~ 2J, '" ~ 2[.+ Z:c!Ji"(t')dt'J 
o 

1 
jelölik ki azt az irányt, amely mentén a spin 2' 

5,29, ;,, ~ (S,) ~ et. ( Ho 
Ol S2 2mc H~+iH; 

H~-;H;)(S,), 
- Ho S2 

A csa tolt differenciálegyenlet-rendszer megoldása: 

SI = Ae1p" + Be'1'11, 
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(- PI+ ~2e Ho pz+ 2
e 

Ho ) 
"' __ ,,'.::":.c _ . me · S, ~ e' _ _ Ae"" - Be"" 

_e_H' ~H' 
2mc 2111c 

A és B a kezdeti feltételekbó! meghatározható, 

OJ ai e ( e ) ' ( ' "~ l Pl 2= - - ± _ -OJ - H o + - Ho+ H . 
'2 4 2me 2mc 

A keresett valószínúség: 

q' s;n' 9 [, 'J P(l)= :zsinl _ wyt _ 2qCOS9+l/
2 

, 
1-2qcos9+q 2 

ahol 

~ 

e V H 2 +H' Z 
q = ' o 

mcw 

H' 
tg 9= ,.,0· 

6, Közelítő módszerek 

A perturbált Hamilton operátor (E; V). Ennek sajátértékei 
V El 

W _ E, +E, + ((E, - E, )' + 4 IVI')'" 
1.1- 2 - 2 

az energiaszintek tehát eltolódnak. Egy (:~) állapot időbeli 
válto:zása az 

m(C') ~ (E; V)(C,) 
Cl V El Cl , 

egyenletböl határozható meg. Ennek a kezdeti feltételt kielégí

tő megoldása: 
III 



(
C,(I)) 1 (W, -E,) ( i OH ) = exp - - "1'11 + 
C2(t) W2- W. - V* li 

E, - W, ( V ) ( i ) + exp - - W2t . 
(W2 W.)V W2 - E1 fi 

, 
A perturbaciószámítás e lső közelitésében az energiaszinick 
nem változnak, a (normálal lan) cnergiasajátallapotok a 

, 11 
l/l" = <P" + L E -E <Pm 

... - 1" m 

összefüggésből számíthatók ki, ahol ({JI = (~} ({Jz = (~). 
á ll apot időbe l i fej lődé~ét leíró egyenlet: . 

(
C,(I)) E,-E, (E,- E,) ( i E ) 
cil) = {Ez - El)2+1V12 -V* ex p -Ii If + 

- v· (V)( i) 
+(EI - El)2+1VJ2 El-El exp - fiEzl . 

6.2. A koordináta-rendszer z tengelyét a kölső elektromos tér jr(l~ 

nyába fektetve, a perturbáló potenciá l V = - eE, cos ,9, ahol 
E az elektromos térerősség nagysága. A hidrogénatom alap
á llapotában \v = J l/ItOOVl/Il OOlP, = O. A másod ik energia
szint elfajult, az átmeneti mátrixelemek közül csak az 
J 1/1110 Vl/IlOO dl , = - 3eEal/ különbözik nullától (ali a Bohr· 
sugár). Az energiakorrekciókra így a 

-w - 3eEall O O 
- 3eEall - w O O 

~ O 
O O -w O 
O O O ~w 

szekuláris egyenletet kapjuk. Ebből 

W I = 3eEa H , \vz = - 3eEall' \Vl = W4 =O. 

Igy az 11= 2 energiaszint kül ső elekt romos térben három szin t
re hasad fel , melyek közül a középső kétszeresen továbbra is 

degenerá lt. 

~~ (t/l 2 10 ± l/I20o)' Ez megKapható közvet len számítás útj~, és 

a degenerált energiaszintre vonatkozó penurbációszárnítás 

egyen leteiból is. 
A perturbációszámítas második közelítésében 

JE ~ _ ~aJ" ~ _ L 1( lsl VI"I,.,)I', 
2 11 > 1 En-El 

ahol V = - elfz. Föltéve, hogy a folytonos spektrum járuléka 

elhanyagolható, 
é IX ' é 

- -E L 1( lsl'I "I"')I' <2< E _ I 1(lsl ,I"I,.,)I'· 
l N> l 2 E I II> l 

Mivel az ~ nlm) állapotok (a folytonos spektrum elhanyagolá
sával) teljes rendszert a lkotnak, így 

L ( Isi z rll!m ><"fm l z Ils) = < Isi z211s) = af/o 
• , 

Felhasználva még, hogy E" = - 2 el 2' a kívánt egycnlötlen~ 
II ali 

séget kapjuk. 
A perturbáló potenciá l, V= - pH, p a részecske mágneses 
momentuma, H a mágneses tér. Spin nélküli részecskére 
p =,uo L, ahol L az impulzusmomentum. Mutasson a koordi~ 
náta-rendszer 2 tengelye a mágneses tér irányába, ekkor 
v= _ Ilo N L%. A perturbálatlan állapotok L z szerint degenerál
tak. A perturbált sajátrtiggvények nulladik közelítésének vá

lasszuk a 
~ ~ I cmR.,(r)Y,,,\9, 'P) " 

m 

kombinációI. A Vm•m, mátrix diagonális lesz, a diagonális ele
mek egyben a szekuláris egyenlet megoldásai. Az en·ergiafelha

sadás 
W= - JloH lllh, m = O, ± t, . .. ,± /, 
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a perturbáll sajátfliggvények nulladik köze lítésben az 

R.Ar)Y,,\.9, <p ) 
fiiggvények. 

6.6. A síkbeli rotátor energiaspektruma és normált hullá mfliggv~1 
nyel: 

h2",2 

E. ~ 2e • _I_~",<p, ~.(<p) ~ yz;; 111=0, i t , i2,. 

Mi nden gerjeszteU á llapot kétszeresen el faj ult. A perturb:tl6'11 
potenciál V = - dr! cos <p. Mivel a (!/Jm, V!/J - m) mátrixelem 
szóleges more zérus, ezért alkalmazhatjuk a nem elfajult spekt - I 
rumra vonatkozó perturbációszámítást. 

2.. 2 .. 

f Cdf II ' !/J: HJ! m' d<p = - 2n e m - m)II' cos <p df{J = 
, o 

{

O, 
~ _ Cd 

2 ' 

ha m'* m±l. 

ha m' = m± I. 

így a perturbációszámítás első közelítésében: LI~' )= O, a 111[' 
sod ik közelítésben: 

. .de2) = I<~.rvl~,- "Lf + I<~. I VI~ ... >t' ~ 
Em E", _ I E",- E",+, 

8 tf2d2 

Ji2(4m2 _ I)· 

6.7. Perturbálatlan hullámfliggvényekként választ ha t juk az l 2, .~ 2, ( . Sz operatorok közös sajátfliggvényeit, vagy az l 2, j 2, J : 
operátorok hoz tartozókat (lásd az 5.1 6. feladatot). Előző eset
ben a degenerált spektrumra vonatkozó perlurbációszámítást 
kell alka lmazni, u.1Óbbi esetben egy adott energiaszint perlur
bációjához csak azok az á llapotok adhatnak járulék O!, ame
lyekben l, j és mj értéke azonos. 

A perturbációszámítás első közelítésében : 
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JE.,! ~ <~.'ll H' I~ •• ;> ~ 
éh' (1) ~ --n (j(j+I)-i(i+I)- S(s+l)) ., , 

4/11 c r 
A 4.34. feladatban láttuk, hogy 

(I) l (me' )' r3 = 1 fi2" 
,,' (i + ll i+ 2)r 

l 
1 l , 

Mive s = 2,j = 1± "2' Igy 

me' (e' )' l ( 1 1 ) J E"u= h2 fic ~ 1--, - 1 ' 
i+ - J+ -2 2 

A Hamilton-függvény a relativisztikus mechanikában 
p' ' 

H = Vm 2c4 + p2c2 _ IIIC2 + V(r) ~ - + V(r) + H', 2m 
, 

ahol H' = - 8 P3 2 ' H'-t tekintjük perturbációnak. Apertur· 
m e 

bálatlan hullámfUggvények kielégítik a r pl + v(r)] l/l = Eoo/ L2m 
Schrödinger-egyenletet. A perturbációszámítás első közelité· 
seben 

JE.," ~ <~ ..• I H' I~ ••• > ~ 

= - sm13c2 J tb!/mP4
t/1nl",dV = 

~ _ ,l ,J ~:,.(E- V(r)N ••• dV ~ 
,,-,Ile 

3E' (me' ) l 
= lmc2 - fi2 ,,3 I11 C2(21 + 1) = 

me' (e')'r 3 1 'J = fi2 fic LSn4 - (2/ + I)n3
• 
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Az e lőző feladat eredmenyével kombinálva azt kapjuk, hogy 
relativisztikus energiakorrekció: 

me' (e' )' I [3 I J 
JE = t;2 ne ~ 811 - 2j+ I . 

Ez a spektrum ún. finomszerkezete. Az azonos flj. de külön t~ 
ző l érték.ekhez tartozó állapotok degeneráltak. 

6.9. A Ham ilton-operátor 

13S 

, .. et. e , 
H ~ Ho+ -2 - ( +25)ff+ -S , ( ff x r) , 

me me 

ahol .K a mágneses tér erőssége, Ho tarta lmazza a spin
lya kölcsönhatást Jeiró tagot is. Gyenge mágneses ler 
tén a .lt2 tényezőt tartalmazó tag elhanyagolható. A iI' 

~ _e_ (l + 28).K operátort választ juk pertúrbációnak; ha il 
2mq 

tengelyt a mágneses tér irányába fektetjük, irhatjuk, hogy 
A eJf.". A 

H ' = :;-:- (Jz+ S:1 J = L+ S az elektron teljes impulzusmo. 
.:.IIIC . 

mentuma. A perturbála tlan Hamilton-operátor sajátállapota it 
az I, j , mj kvantumszámokkal jellem~zhe0ük, . az egyes en~rgia. 

szintek (2j+ l l-szeresen elfajultak. '!z+S: felcserélhető lz-Vci. 
ezért a perturbációszámítás e lső közelítésében 

~E"im, ~ \~·,;., ' I ;:'::U,+s,) I ~"jm,) 
Az 5.11. feladat szerint 

( tPnljmjl J . SI I/Inljm) 
<~"im,IS, 1 ""'im,) ~ m] JU+ I)" ~ 

: m,hY(j+ 1)- /(/+ 1)+5(5+ I) 
, 2 ) (j+ I) , 

így a fe lhasadás JEnljm =lJslnp;jf, ahol , 
eh, )U+ 1)-/(/+ I} +s(s+ I} 

~' ~ ".' es g ~ l + 2'UI) "-,,IC . . 'J + 

giromágneses vagy Landé-faktor. Az eredetileg 
:eresen elfajult szintek 2j + 1 egyenközű szintre ha-

fel. . 2 
. A e."f, e H = Ho+-(L+~)J't'+~8 2(·W" x r)2 Hamilton-ope-

2mc me 
utolsó tagja most is elhanyagolható. ugyanígy il o-ban a 

_ pálya kölcsönhatás is. A perturbálatlan Hamilton-ope
, .. . v' sajátállapotait az I. S, III" m~ kvantumszámokkal jelle
mezhetjük. L

z
+2S, felcserélhető az U , S2, L~ S. operátorok

így az energiakorrekci6: 

i1E~b"''''' = .p"l_m -2 (L: +2S:) ( le""' " 
• ,. /IIC 

I ~" ~!".) ~ 
= fI~(m,+2ms) · 

I Megjegyezzük, hogya spin- pálya felhasadás erre "rakódik 

rá", LlEspin _pIIlya ,..... 111,1116• . 

A e2 ll " eJf" A A A H' = -;;:-T2 3" ·S+ -;:;:--- (Lz +2S:) operátort kell pertur-
.:.til C r ,,-,tiC I bációnak tekintenünk, a Jf2 -et tartalmazó tag most is elhagy

ható. Célszerű L2, i 2, i . közös sajátfliggvényeil választani a 
perturbálatlan Hamilton-operátor sajátmggvényeinek. A ir 
operátor L 2_tel és j z-vel felcserélhető, ezért a perturbált hul
lámHiggvényt a különböző j értékekhez tartozÓ sajátmggvé

nyek sZ\lperpozíciójaként keressük: 
.1. _ .1,(0) + . I,{O) -
'i' -C , 'i'nU " ' +1 / 2. "'j C2'i'nlj . ' - 1/2 . ... J-

R~1' (R Y" m,-"J =c1 - + 
Y21 + 1 VI-m i + ~ YI.",j+ I /2 

R(OI 
. 1 

+C2
V2/+ t 

(~1Y, ·,- ",\ 
~VI+mj+:2 Y"., ." ,! 

. ' 
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·, Z ' , 
6 H · . p e e 1 ' h " .13. A amil ton-opera to rt - - - - - a akban If aljuk , cs 

2111 r r , 
il' = - '~ operátori tekinthetjük perturbaciónak. 

r 

( I 
e' I ) mZe' LJE~ = - I/Inlm r rn1m = - ft1n1' ' 

Az egzakt érték: 

me' ( I) ~E. - E.(Z+ lj - E.(Zj - - tI'n' Z +:1 . 

A közelítés a Z ~I esetben használható. 
6.14. A potenciál 

142 

{
_ e'(3 I r') 

V(rj _ R:1 - :1 R" ha 

e' 
- -r • ha 

r ~ R, 

rf; R, 

ahol R a mag sugara. A perlurb<'tció így 

H' = - - - - + - - ha r 5. R • e' (R 3 I r') 
R r 2 2 R l ' - , 

különben zér,us. Az alapállapot energiakorrekciója: 

JE = f t/JtoOfrl/l lOO d 3r = 

e' [ (4+4X +X')e-'-(4 -X'jJ' 
= - l - 3 3 ' 

ali , x 

2R fi 2 
ahol x = -, ali = -'o 

011 me 

Kis x~re (álomnál x=O.022)"LlE = e
2 
~x2 . 

aH IQ 

Az l állapotból a 2-be való átmenet valószinűsége 
, 

W(l _ 2j - )" If ('P, I VI 'P,) exp( - ~(~, o E,j'}" \' -
o . 

4 j VI1 
lEI - E 2 

(E\_E2)2
sm 2,., I 

a perturbációsL:'l.mítás elsö közelítésében. Ebben a közelítés· 
ben W(I-+l)=O, mert (<i> I I V I <i>\ )= O. Második közelí

lésben 

" 
C,(lj -I+G)'f f ('P' WI 'P,)('P,WI'P,)x 

o o 

x exp {~[(E, - E,j' +(E , - E, j,,]} d,' d, -

i WI' I VI' _ 1+ 1+ (elII!(E, - Ez~_ I) és 
- t~E,-E,j (E ,-E,j' ' 

4 IVI' E - E 
W(I-i)-Ic,(ljl'- t - (E j, Sin" ' L 

I - E 2 2h 

A perturbá~iószámítás első közelítésében 

1 
W(O-Ij - --; x 

ti 

x 

, 00 f ( 'Pol- e8(ljxj l'P , ) exp ( - ~(Eo-E,)r )dl 

-00 

Lineá ris harrrK>nikus oszcillátorra 

En = hW(II + ~). ( ",.lxl'P •• ,) _ V'0+l
jtl 

2mw· 
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így 

• 
W(O_ I ) ~~! f g(t)eXP(-iwt)dt!' ~ 

2mhw 
- oo 

= e2
A

2 exp(~ ml,Z). 
2mtIW 2. 

Érdemes megjegyezni, hogy az oszcillátor az elektromos tértöl 
• 

p = J e.f(t) dt = eA teljes impulzust vesz ál. 
- oo 

6.17. Az elózó fe ladat megoldása szerint a perturbációszámitits elsö 
közelítésében : 

, 

W(O-I) ~~!fg exP(-i<"" )dt'! ' ~ 
2mt1W 

o 

2e2d 2 wt . , 
~ -- sm ~ 

mnwJ 2. 

6. 18. A perturbációszámítás e lső közelítésében 
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, 

W(O - k) ~ ,:, !f \"'!( - eefoex
p( -~)x)! " o)x 

o 

xeXP(~(E.t- Eo)t')dt'12 = 

e' ef'lx l' ( (t) (t) ) = 27 °2 .to l )~ l +exp - 2 ~ -exp - ~ 2 cos w.o' . 
li 0).0-2 

. t 

Itt Ixl<O I = <l/l .. lxi 1/10). WtO = E.t~ Eo , I/Il a hidrogénatom sa

játmggvényeit jelöli, és k* O. 

~' A normáltsági feltételból N == - . A Hamilton-operátor 
. n 

A h2 
H = _ - '- V,e - r!D 2m Ll o . 

f . It' )} (ZAlI)' 
E(A) = <p!H<{J ~ dV = 2m - Vo 2Aa + I . 

dE ° .. 'é ' I - l = mlnlffiUrnlclt telbo : 
d . A 

(2MÍ+ 1)4 _ 12ma2 VO 
2la - ft2 o· 

Az x = 2l a változóra 

( 
lz,ua' Vo) 

x4 + 4x 3 + 6x2 + 4 - fl2 x+ l = O. 

A megadott nuinerikus értékekkel (/II = 0,8 ·10- 24 g, a pro
ton- neutron redukalt tömeg): x = 1,34, E= - 2,1 8 MeV, ami 
valamivel nagyobb, a - 2,23 MeV egzakt megoldásnál. 

A hullámftiggvény 

,,(x) ~ {O, ha x <0, 
xe- ax, ha x> O, 

Az energia várható értéke: 

• (tI' d' ) J xe- ax -:;;:- d 2 +cx xe - ax tlx 3 " , 

( E) = o Lln x !::: .....: ~ 
<o) 2a+ 2m· 
J x 2e- 1ax dx 
o 

(
1
cm

) '" ( E) minimális, ha a = ·21i2 . Ekk or 

9 ( 21i
2
C
2
) '" (E)~- - . 

4 3m 
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6,21. 

A pontos eredmény: 

E = ~ (8 1 n:2h2C2 )' /' 
-'o 2. 16m . 

A normáltsági felt é tel ból N =: . A Hami lton-opcr~lIoC (
2 )' /' 

vá rható értéke az adott hullámfUggvénnyel je llemzett 
pot ban 

• 
( E) ~ _ e- Ol- _ _ _ + _ múi x 2 e- rx' dx "" f (2e)'" . ( h' d' 1 ) 

'ft 2m (/X 2 2. -. 
meu2 cli2 

~ -- + -, 
Sc 2m 

( E ) " 'l ' I mU) 1 I ll ' fi ' mlnlma IS, la (' = -, ezze a III am uggveny 
21. 

, I, ("'''') ''' ( ' '''''' , ) • ~ - exp - - X, 
7tll fl 

és ( E) ~ Eo ~ hw 2 ' 

Az eredmények pontosak, mivel a próbafiiggvényt helycsen 
választottuk. 

6.22. A keresett hullámfüggvényI megpróbáljuk a legegyszerühb 
módon felírni a következő feltételek mellett: tartalmaz egy pa~ 
ramétert, véges az egész x tengel y mentén, x '"--> ± co esetén " 
ru shoz tarI és ortogonáli s .lz alapállapol 

(m",)'" (m", ,) - exp - - x 
7th li 

hullámmggvényére. Ilyen a I/I l '( )= Nxe- cx
> fUggvény. A 

máltsági feltet el ból N = 4 -;- . Az energia várhat ó ( 2 ' ) '" 

téke : 
00 

f ( Ii'd' 1 ) ( E) = I/Ij(x) - - -/ 2 + ~ mú)2x2 I/Il(x)dx = 
2m ( X 2 

-w 
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3111W2 3/i l e 
~ -- + -- , 

Sc 2m 

( E) minimális, ha c = mw , ezzel a hul1ámfúggvény 
21. 

( 
2 )' " ("'''')''' ( m", ,) , t/Jl = yn h xexp - 2/;x , es 

3 
( E) ~ E, ~ '21."', 

A 
'1" fl ' 1001 A 2 (8C

3)1/4 . . h ' norma tsagl e tele = ---;- . Az energia var ato 

értéke 

• 
( E) = A2e- cr 1 _ - /). - - e- r r \ 2 dr = f [ t.' éj 

2m . /' 
, o 

= 3en
2 

_ 2e2 1f2c . 
2m V-; 

8 e4m2 

(E) minimális, ha c = -9 - ,- , ekkor nt. 

3 me1 

b -= 2 7 ' 

8 e4 m 
( E) = - -3 -2 ' ;; - O,848Eo' n ;, 

3 me4 

( E) ~ - 4 21." 

Az energia várható értéket a 

\
H" -S,,w H "-S,,W \~ O 
Hll-Sll W H1 2 - Sn W 

szekuláris egyenletból kell meghatározni. 
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, 

f [ n' d'J' 4n' H I I = ( l _x2) - -2 -/2 (1 -x2)dx= -3 ' 
m tx nl - , 

, 

f [ n' d'J IM' H 22 = (/ _ x4
) --2 -d 2 (I -x4 )dx = _ _ , 

111 x 7m -, 
, 

f [ n' d'J 81i' H 12 = H2 .= (I -x"') - 2mdx 1 (1- x1)dx=Sm' 
- , , 

f 16 
SL I = ( I - X2ftJx = 15' 

- , 
, 

. ' 
522 = fO -X4)2 dX = ~ 

45' - , 

f ( , 4) 128 S12= 521 = l -x )(l -x dx = IOS " 
- , 

Az egyenlet gyök ei: 

n' 
11'. = 1,23 - , 

m 

A pontos energiaértékek : 

IVJ = l2,77
h 2 

m 

h2 hl 
El = 1,23 - , EJ = 11 ,10 -

m III 

Csak a páros sajátmggvényekkel fogla lkoztunk, mi vel (I _ Xl) 
és (1 - x 4

) is páros ftlggvény. . 
6.26. Legyen ES V(x1 ha x:SXo . A kváziklasszikus kőzclités a for

dulópom közelében nem érvényes, az Xo pontot közrefog6 
a <xo < b tartományban a Schrödinger-egyen let pontos meg
oldásá t kelLismemi. A kvázik lasszikus hulJámfuggvény 

148 

,o 

~exp(- F IP(x')ldX-) ha X~(l, 

II' I n ' 
~(x) = -{ 

, 
x 

~ sin (f ~ p(x') <lx' +a)-
xo 

ha x ~b, 

ahol p = y2l11(E - V(x)~ és feltételcztűk , hogy a klasszikusan 
elérhetetlen tartományban a hullámrtiggvény exponenciálisan 

csökken. 
Az a <x <b tartományban a potenciális energia az Xo pont 

környezetében sorbafej thctó: 

V(x) ~ E- V'(xo )(x - xo )· 

A Schrödinger-egyenlet 

[
n' d' J -2 -/, + V'(xo)(x - x, ) ~(x) ~ O. 
m (x 

A 4.23. feladat szerint ennek megoldása az ún. Airy-rtiggvény-

(
2m V'(x ))'" 

nyel irható fel , ~(x)~ 4>(( ), ahol ( ~ n' o (x - x,). 

A kvázi~lasszikus közelítés alkalmazhatóságának feltételéból 
következik, hogy az a, b pontokban l ~ l ~ t. Az Airy-rtiggvény 

aszimptotikus a lakja : 

~ C l I4exp( _ ~~312). ha ( ~I , 

4>«() ~ -{ 
ler I 14 sin(~ leI3;2 + i). ha (4 - I. 

, 

Mivel x>xo esetén ~le13/2 == ~f p{x' )dx' , x<xo esetén 

' o 
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' 0 

~C" ~ H IP(x')ldX', így 

• .. 
20Pr"P( -H IP(X')ldX} ha 

"'(x) ~ • 
• 

• ~ sín (f~ p(x') dx' + ~) 
VP " 4 ' 

ha 

' 0 

Az iUesztés eredménye, hogy 2A = C= 8, IX =~. 

Az E<: V(x~ ha x <:xo esetben a fentihez haso nló 
menet azt adja, hogya kváziklasszik us hullámfUgg 

'" 
A , (f' n) .t:: son - p(x') dx' + - h 
vP fi 4 ' a 

x~a, 

"'(x) ~ • 
A • 

2 ViP!exp ( -J~IP(x') l dX} ha x~ b, 

X = II, 

x = b. 

6.27. A klasszikus fordlilópoOlOk legyenek a és b úgy, hogy 
E S V(x ), ha x :Sa és E S V(x ), ha x < b. A fordulópontok körli
li pontos megoldással megfelelóen illesztett kváziklasszik us 
hullámfLiggvény az a<x<h tartományban az előző fe lada t 
s7..crint 

• 
"'(x) ~ ~ ;ín (H p(x') (/X ' + ~) ~ 

• 
• 

~ .~sin(f~p(x')dx'+ ~) 
VP li 4 . 

• 
'50 

• 
A ' (f' n) vp sm li p(x') tlx' + "4 = 

• 
b o 

A ' (J" ,n n J'I ) = _ tr SlIl - fl(X') dx + - - - + -: p(X') rlx ' , 
vP fl 4 2 fl 

• • 
• 

B = (-l t +1A, es íi p(x)dx- 2: = I17t, 11 = 0, 1, 2, . .. ' f' n 
b 

A fázisintl'grál • 
fpdX ~ 2 Jr(/x = 2n. (,,+ D 

o 

Felhasználj uk, hogya linearisan fUggellen kvázi klasszikus 

megoldások a k övetkező alakúak : 

• • 
, ::'exP( - J~I P(x')ld:(')+ ,~exp(JI I P(:(')lllx,). ha xSb 
~ Ir i 'l vlpl fl 

• • '>- l. a7.úbrút l . 

• 
2A (JI ') B (JI ,) ,r: sin ~ p(x')dx'+ - + -cos ~ j!(x' )dx'+ - , 
rp" 4 vp Ir 4 

• • 

ha x~1:> 

V(,) 

./ E 
71 

a 
, 
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. . 
2e , (f' ") D (f' ") , ' r:,SlIl -/1(x')lIx'+ - + ,r:cos -p(x') lIx'+ - . 
I I' , fi 4 r" fi 4 

ha x ;ii!u 

, . 
• • 

~-- exp( - f.!.IP(x') 'dX') + D exp(f.!.'P(X'l'dX')' ViPi II Vlpl li 
ha X ~II 

. 

E 

V(,) 

b , 
x ~ b csetén a fe ladat megoldása kifutó síkhu llám, 
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, 

~Ill = ~expG f P('~ ')dX) = ~(I +;) sin (Hp(x') d,~' + i)+ 
• 

• 

+ ~(I - i)~os(HP(x')JX'+ i} 

Az (/~x ~ h tartományban 

• 
• 11 ~ ""- (' +') (f' ) . 2V2TPT I exp - ii!P(·"(')!Jx' + ~(' - ')"·(f:'*')ldX') 2!p! fl 

• • . . 
-./ ".( - L +f: I P(")l JX)-21 .~".(L- f:I*') I JX·) , rJp! li r !P! II 

aho! 

. . 
p~ ~,, (! + i), 2,2 

Az x~a tartományban 

• 
p _ (f' . . ') 2P ' (f' ") 0/1 = fp' C LCOS ii P(x )dX +'4 _ 2I yp e'- sm Fip(x'ldx' + '4 = 

• • 

.. ~((-eL+ ~e~L)cxpG J P(.'I:')d.'l:') + . . 
++,)". (-Hp("W)] 

• 

Az áthatolasi együttható: 

" , (I )" = e- 2 1, 1- '4 e- ll. ::::: e- ll" 
G~ 

2PG~"- e') 

7, Szórásszámítás 

f A~>("pG(·' - ~:, ,))+ 
!{I(x,r)- (' ( ,,' ))'J + R(p)C~P li -p:"- 2m I dp, ha x-+-OO, 

f A(P)D(p) exp (~ (px- ~ f))dP, ha x_ ooo 
" 2m 

Ez megoldása a Schrödinger-egyenletnek. Tegyük fel, hogy 
A(p) csak olyan kis tartományban nem zérus, amelyen R(P) ::::;; 
~R(po), D(p):=::::D(pó)' Nagy negatív tértéknéJ 

~(x-- oo, 1_ -00) '" f A(P)expG(px- ~»}iP, 
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7.2. 
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mivel az integrandus második tagja nagyon gyorsan OSI..~ 
s így járuléka elhagyható. q.,(X-HJJ, t_ - cb ) ;;;::: O, merI az 
legrandus itt is gyorsan oszcillál. Nagy negatív r érték nél 
a balról érkező hullámcsomag van jelen. Nagy pozitív I 
nél az elözőekhez hasonló meggondolással 

"'(X- -OO, 1- 00) ", R(p") A(p)exp - - pX - - 1 J (; ( p' 
li 2m 

am i vissza verődött hullámcsomagOl ír le, 

"'(X- OO,I-OO) '" 0(1'0) J A(P) ex p (;,(PX- ~;" )}II'. 
ami a potenciálgá lon átha ladt hullámcsomag. Az á tha lad' 
ill. a visszaverődés va lószínűsége: ID(poW, ill . fR(poW. 

"'(x, 1) _ 

J A(p{exp(;,(px- ~;")) + 

+ R(p)exp (;,( -pX- ;,»)}p,ha 
j'A(P)O(p)exp(;,(p'X- i:' I)) dp, ha 

A bejövő hul lámcsomag áramsürüsége: 

j~ ~ KJ A(P)CXP ( - f.(PX - ~;"))d+ 
x JpA(P)exp(~(px - ~' I)) dp '" p", 

fl .!.In iti 

ha j A(P)dp ~ I. 
A visszavert hu llámcsomag áramsúrűsége 

j , ~ ~(f A(p)R '(p)exP(;,(px +~,,))d+ ' . 

f(-P)A(P)R(P)e<P(- ~ (px+ 21" I))dp '" - Po IR(po) I' . ti III III 

Az áthalad t hullámcsomag áramsűrüsége: 

j " ~ ~(fA(P)O'(P)e<p( - ~ (p'x- P" '))dp) x 
/IZ fi 2m 

x p'A(p)D(p)exp - p'x-~ ' dp'" 10(1'0)1'· 
t, ~m /II f (; ( p" )) VPi - 2m Vo 

Az áthaladás, ill. a vissL..:weródés valószínűsége \ ~: \, ill. \jj . 
A hullámftiggvény aszimptot ik us alakja altalános esetben 

o/! - • { 

AexpGpX)+Ue>p( - T,px). ha x_- oo, 
cexP(~px)+Dexp( - ~PX). ha x_OOo 

Legyen C = exA + pB, ahol ex és fJ a potenciálgát alakjától 
fUggő (komplex) állandók. 1/1 komplex konju gá lt ja is megol

dása a Schrödinger-egyenletnek, 

{
A' exp ( - T. px )+8' expG pX). 

"" - C* exp ( ~ ~px ) + D* exp(~px). 

ha x_ -OO, 

ha x_ ::O, 

és D* = exB*+fJA* vagy D = fJ*A +ex*B. Mivel az áramsűrű
ség (a két lineárisan mggetlen megold~lsbót (1/1 és !/t*) képzett 
Wronski-determináns) x-tól mggetlcn, ezért lA 12 -I BI2 = 
= ICl2- IDI2, amiből következik , hogy lex1 2 -1 fJ1 2 

= I. A ne
gatív x-tengely irányából bejövő részecskére D = O, az áthato
lás, ill. a visszaverődés valószínűsége 

_ = _ , ill. - = (I.+p - = - . 

\B\" \P' \' . ICI' \ B\' \ 1 \' A ~ A A (1.* 
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! 
III 

A pozitív x tengely irányából bejövő részecskére A = 0. az 
ha tolás, ill. a visszaverődés valószínűsége 

I ~ I ~ 1:'1' ~ I ~:r ill 1 ~ 1 2 ~ 1;.1' 
7.4. A kötött á llapotok hullámfLiggvényére a 
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h2 c/21/1 fi l .. 
- - - - - - P;;(x)<P(x) ~ N(x) 

2m d X2 III 

Schrödinger-egyenlet érvényes. Ennek megoldása 

~(x) ~ {Va e-.", ha x>O, 
y;;-ttX

, ha x<O, 

2mE . 
ahol Cl 2 = - - ,- , lntegráIJuk az egyenletet ...... 8 es c 

h 
majd e-nal tartsunk zérushoz. Az eredmény: 

n2 fi2 
- -2 [~'(x + O) -~'(x-O)l - - P~(O) ~ O. 

nl III 

Behelyettesítve ide a fent i megoldást azt kapjuk, 

E nl{32 A 'I" II k 
~ - -2- ' szoraSl a apolO at 

m 

. ~(x) ~ l 
expGpX)+Rexp( -J,PX} ha X<O, 

Dexp(~px). ha x> O 

alakban keressük. A határfeltételek azt adják, hogy 

amiből 

i 
I + R ~ D, - p(D-l+R)~PD, 

h 

R ~ - . P 
l +lfifJ 

D ~ .Ph 
t - I 

p 

R-nek és D-nek, a swrási amplitúdónak pólusa van a p == ill p, 
t;2p2 

azaz az E == _ -- helyen, tehát éppen a kötölt állapot ener-
2m 

giájánál. Az ortogonalitás integrálással egyszerűen megmutat-

ható. 
A Schrödinger-egyenlet megoldása: 

l 
expGpx)+Rexp( - J,px} 

~(x) ~ 

oexp(~ px). 

ha x < O, 

ha x > O. 

Ahatárfeltételek: l/J folytonos az x=O pontban, derivált jának 
~ 

ugrása pedig f 2>~ V(x)<P(x) dx ~ P~(O). Igy l + R ~ D, 
h 

- ~ 

ip (O- I + R) = fJO. A v isszaverődési együttható I R 1
2 

= 
h 

fj 2fJ2 ,... 2 4p2 
= 2 2 2 ' az á thatolasI egyutthatól D I = 42 n2,, 2 ' 

4p + fJ fj p + /J II 
E > Vo esetén az áthaladás va lószínűsége 

4E(E- Vo) 
T = " 

, . , qa E( . ) Vo sm - + 4 E - Vo 
h 

a visszaverödés va lószlnűsége 

V02 sin 2 qu 

R = fi , 

Vl sin 2 qa + 4E(E - Vo) 
h 

ahul q ~ V2m(E - Vo), 

h 
R = O, ha a = "2q ' /I = 1, 2, 3, . ' 

O< E < Vo esetén 
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/ 

. 4E(v,, - E) 
T = , 

Vo2sh2~ 
R ~ 2d 

l 2 a ( ) Vosh 2d+4EVu - E 
a 

v,,'sh 2d +4E( V,, - E) 

ahol 

" d ~--

YBm(V,,- E) 
5 eV energiájú elektroIlra T::::::O,2!L 5 eV energiájú protonra 
T:::: 10- 42• 

7.7. Az átha lolási va l6szín üség, 

4 YE(E+ Vo) 
T - :J',,==~--:i''c; 

- (YE+ V"+ yE),, 

a v isszaverődés i va lószín űség, 

R = V;jl 

(JlE+ Vo +yE)' , 
ha E>O. 

Ha - Vü<E<O, akkor T= O és R=l , a hu llámfUggvény 

az x>O tartományban. !/J ~ ex p ( - ~:) alakú , ah ol 

d ~ IiJl8m lEl. 
7.8. Az áthatolási va l ószínűség kváziklasszikus közelítésben 
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" 
T - exp [ - U V'-Z,-,,(OCIE"'I-- -=S'X)dXj. 

" 
a hol x=O és x = Xo = I~I a klasszikus rordu lópontok . 

Az integrá l ~ iszll.mítása utim azt kapjuk, hogy 

T ,... exp [ - i v;: I EIJ / I J A kváziklasszikus közelítés ak 

kor a lka lmazható, ha a fo rdu lóponl tól való távolság 

I ( li' )1/' I x- Xo I '$> - - . A T-re fe lírt kifejezés akkor érvenyes, ha 
2 mR 

lE l 1("')'" 
(l potenciálgát szélessége, Xo = - ~ - • azaz of 2 mt' 

2 ~ I E13 / 2 }> 1, tehát a; áthatolási együttható kiesi. 
ho 

Kváziklasszikus közelitésben 

x 

T -exp [ - H V~2m'(~V(",)-- "'Ej d,} a hol e1el = E. 
R 

Ro 

Az intcgrálást elvégezvc azt kapjuk , hogy 

T - exp [ - Y8,,~,e'(iVR -JIRo)J (~or 
nagyságrendú közelítésben. 
A radiá lis hullámftiggvény aszimpto tikus alakjában szereplő 
lJ, fázisok k-ftiggését kell vizsgálni a k-O határesctben, 

k = V2mE
. ,,' 

Nagy távolságok esetén a radi~liis hullámfüggvényre érvényes 
egyenletben a potenciál el hanyagolható: 

Ri'+~ R;+[k2_1(1~ I )JRI = O, 

ami a szabad mozgást \eiró egyenlet. Ennek megoldása 

( )1(21+ l) !! ,( II ) ' sin h 
R,=cl - I k 21+ 1 r - , - + . r (r r 

kr}> 1 esetén 

,; (d )'COSh 
+ci - I)' (21 - I )!! relr - r-o 

I ( n' ) R,,,,,,-;:-sin kr -"2+fJ, , 
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h 1 ~.I': Cl k21+ I k k' , .< 
a o tg u, ,.., Ul = (1 - )11(21 l)' r ' . leSI, eo;;rt 

Cl 2. I. . + .. 
mennyi fázis kicsi. A parciális szórá~amplitúdók 

' _ _ 1_ (e lM/_ I) ~ ~ 
JI 2ik . k ' 

ezért kis k esetén h_k 21
, így valamennyi f*O parciális ampl i 

túdó kicsi az 1= 0 amplitudó mellett. Ezért a teljes szórás..'l mp
lilúdó 

~ ~ , , 
f~.h- - - - --~ *-aQ 

k CI 

~ 

a=41t1X2, 

7.11. A'" = L A,P,(cos 9)R'(r) parciális SOf t hasznalva r<a csctén 
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,-o 
2mE 2m V. 

;(+(k2 +X2)X = 0, ahol x=rRo• k2 = - ,-, X 2 =~. AI 
li fi 

r = O pontban eltű nő megoldás 

X = A sin Kr, K 2 = k2
+X

2
, 

r>a eselén 

x"+k2X = O, X = Bsin(kr +óu). 

A határfeltételek szerint x' folytonos az r = Q 
X 

helyen, 

, 
k ctg (ka+oo) - K ctg (Ka) _ D- " 

Ha ka~ l, akkor 
k(D-a) , - . Igoo ....... t +PVa 

ha k2Da<t I, akkor 
tgoo '" k(D-a~ 

kD-tgka 
tg óu = J+'kDtgka 

4. , ( tg K a) ' 
q = -k2 5m 2 Óo = 4n:(D - a)2 = 41ta2 1- - - , 

- . Ka 

, 

k<tx, akkor 

cr ::::: 4rra 2 (1 - tg r.a)' , 
xa 

Ha Ka a ~ páratlan számú többszöröse, akkor a hatás-

keresztmetszet nagy, ekkor D na'gy és 
l q::::::; 

tgbo ~ tgka ' 

~ 411:, ,(I _ k2a2), Ha .ca -+ ~(2/J+ 11 akkor a polenci:i lvölgy-
k 2 

ben E ~O kötött állapot létezik, és ún . rezonanciaszórás jön 

, 

létre, . 
Az előző feladat eredményében Vo elője ié t kell megváltoztatni, 
és ennek megfelelően y- helyett az ix szorzatot írni. 

(J = 4na2 (1 _ th X(I)', 
xa 

A xa $> 1 határeset ben, ami az a sugarú átlátszat lan gömbön 
való szórásnak felel meg, r = 41tq2 , a klasszikus erlék négysze

rese. 
A Schrödinger-egyenJct 

,etjJ fi 2 
. 

',- - -2 JH(V. - 'V,)~, 
tit III 

ill. 

8tjJ* fi2 
,-i - - - - J~· + (V. +i V,)~·, 

iil 2m 

Szorozzuk az elsőt tjJ*-gal, a másodikat t{I-vel, és vonj uk ki az 

elsőből a másodikat. Így a 

~ W~)+ grad j - - ~ Vi/t'~ 
or fi 

konlinuitási egyenletre ju tunk, 

j _ -"- (~. grad ~ - ~ grad ~'), 
2/111 

161 



Az egyenlet fizikai jelentése az, hogyegységnyi térfogatba n 
2V, 

időegység alatl - ' tjJ*1jJ részecske abszorbeálódik. Az abszorb-

" ciós hatáskeresztmetszet definíciója szerin t ez 

N (T .bVIjJ*IjJ, így 
2V; 

(Tab = fjNv' 

7.14. A hullámftiggvény aszimptotikus kifejezése: 
. ~ 

'" - -' L (2/ + I)Ptcosa)[(-I)'+' e- "'-S,e'U]. 
2kr /=0 

A feladat feltételei szerint 1<10 esetén S/= O, igy J, komplex. és 
képzetes része nagyon nagy, 1?;/o cselén S,= I, J,= O. A 
mas szórás amplitúdója 

1 " f(9) - - -. L (2/ + I)Ptcos a). 
2/k I _ O 

A hatáskeresztmetszet nagy 10 mellett 

n 10 n/2 

(Je = k2 I (2/+ 1) ~ k~ = na2
. ,-o 

• 

Az optikai tétel megadja a teljes 

Im f (O) = k(T" innen (T1=2na 2• 
4. 

A reakció hataskeresztmetszct (T ,=na 2
, az atommag 

metriai kereszt metszete. 
2mV(r) 

7.1 5. A (a+k')"'(,) - U(,)"'(r), Ur,) - --, - Schröd;nger-cgycn! 
. " let által leirt szórásprobléma a 

"'''r) _ ",.(r)- 4~rxp ,(~k I :,~ r' I) U(,'ltfr:(r') dr', 

cpk(r)= eikr 

integrálegyenlet formájában írható fel. A w:(r)=<Pl(r) 
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közelítés akkor alkalmazható, ha a potenciál ro hatótávolsa
gán belül fenná ll, hogy 

I",.(r) 1 }> I :Jx
P I(;k~ :'~ r' I) U(c'l<P.(r') dr' I 

Mivel a legtöbb, gyakorlatilag fontos potenciál r=O-ban éri cl 
maximális értékét, ezért azt írhat juk, hogy 

1 I Ju(r) I 4. - r-exp(ikr+ ikr)dr <t l. 

Gömbszimmetrikus potenciáira a szögekre való integrahis 
utan adódik, hogy 

~ 

1 I J I t,' - , V(r)(exp(2ikr) - I)dr 4 -2 , . 
2kro mro 

o 

a részecskék kinetikus energiája nagy, kro}> l, akkor az ex
!ponenciális tag járuléka elhagyhat6, és így 

~ 

1 I J I ' Ii ' 
2k ' V(r) dr 4 -2 , . 

'o //Iro 
o 

kinetikus energiánál az exponenciális tag sorbafejthe tő, és 
adódik, hogy 

• 
1: V(r)rdr <t ~, 1 I J I t' 
ro 2111ro 

o 

az előbbinél jóval erósebb megszorítás. 
A V(r} = Voe-'Iru potenciáJra azt kapjuk, hogy kro<t 1 esetén 
rÖVo~li, kroPI esetén mroVo<tlikl. 
,szórásamplitúdó Born-közelítésben 

fra) - - - , V(r) exp (- ,qr) dr, mJ . 
2rr.1i 
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~ 

, 

a hol q = k' - k, k' = ku' a részecske szórás utáni hull ámvek Iti 
ra. A polártengclyt a q irányba fektetve, a szögek szerinti 
tegrúlás elvégezhető. Eredményül azt kapjuk, hogy 

" 
f(,9) - - - , V(,) --, d" 2m f sin qr 

h q 
o 

• A V(r) = - e- ' /D potenciáira , 

q = 2k sin ~ 2 . 

(~ma)2 dO 
(Iq = 4,,2 7 (q l u2 + 1)2 ' 

(
ama)' 1 

cr = 16na
2 T 4ea2 + l" 

7,17. a) 
(

III JI, (
2

) ' du = 21l'a 2 --~- exp( - q2a2)dQ, n-

2n' (m V. (
2

) ' 
lj = J:l -----#- (1 - exp ( _ 4k2a2

)). 

_ , (mVoa2)2(SinQa-Qacosqa)2 fl 
b) dr; - 4(1 --, - --~( ),--<1 , 

tI qa 

= 2n (/Il Vo(
2
)' [ __ 1_ sin :lka _ sin! 2ka] 

a k' n' 1 (2ka)' + (2ka)' (2ka)" 

7.18. Az atom löltéssürúségel jelölje (!(r) . A Poisson-egyenlet ,j f!, 

= - 411:12(r). Ebből következik, hogy 

f <p exp(-iqr) dr = :~feexP(- iqr)(lr. 
fl = -el1(r) +e~(r), lI(r) az elektronsürűség. Ezl beifva kapjukJ 
hogy 

f 4ne' 
V exp(-iq,)d, -qr (l-F(q)), 
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F(q) = J l1(r) exp (- iqr) dr, az atom alakfaktora. A hidro

Igénatom alapálLapotában 

1 (21') n(r) = - ) cxp - - , 
na a 

a az első Bohr-sugár. 

ro 1 

F(q) - ~ I ,,(,J sin q,' d, - (1 + q';'Y 
A d ifferenciális hatáskeresztmetszct: 

4a1(8 +q2a2
)2 ( 9) 

da= ( " ) dQ (/ =2ksin - , 
4+ q a 2 

a teljes hatáskeresztmetszet: 

1I:a2 7ea 4 + 18k2a2 + 12 
a - - 3- (k2a2 + 1)3 

7n 
Ha kapi, akkor (J = 3k2 · 

8. Többtestprobléma 

A Schrödinger-egyenlet 

[
" (~' ) 1 N J L --2' 6. + {J.(,.) + -2 L V.,(,.- ,,) y,- EY, . 

k= I m. h/_ I 

Új koordinátákat vezetőnk be: 
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