az o, frekvenciaju rezgés amplittdoja: a(w,) = -,

T' V() v ir)

E>0 esetén a

, E>0 esetén a
mozgds nem veges

. . 1
nagysagrendiek a Aw = [w—aw,| ~ - tartomanyban le mozgds nem véges
T oL

gések amplitidoi is, ebben a frekvenciatartomanyban
fogni az ado jeleit. :
3.18. Tudjuk, hogy az elhajlasi keép els6 minimumbhelye oly

a klasszikus mozg(':l.sl. i
a .
Kk as megengedett tartomadny:
Bszikus mozg

1edett tartomdanya

.. A
szog alatt van, amelyre 49 = 7 A réshez az elektront

> |

vizszintes p, impulzussal ¢érkezett, a résen vald athaladag
az elektronok koordinatajat d pontossaggal ismerjiik.
hajlasi kép azt sugallja, hogy az athaladas utan az imp
figgbleges komponensének bizonytalansaga p,49.

po£‘3-d=[’oizh. | ) FI— ﬁz o
energia-sajatérték egyenlet Hy=Ey, ahol H = oo+ VPL

') esetben — E’ ﬂi + %mmzlel, = Ey. Atalakitjuk az
T r ; 2m dx -

”4. Schrodlnger-egyer!let. ) . 2, b Ha > V(s) akkor )20
Egyszeri kvantummechanikai rendszerd nletet: §'(x) = 75

. _ k. Ry felé gorbiil; ilye-
: Atalel - én " (x) <0, tehat a fiiggvény az x tengely

Altalanos tételek .pl_'!; (Sijfx, cos x fiiggvények. Ha E< V(x), akkor y(x)=0

b ¥"(x)=0, tehat a fiiggvény az x tengelytdl gorbiil; ilye-

pl. az exp (x), exp (—x) fiiggvények.
= — Z:ZI [E—V(x)]¥(x). A hullamfiiggveny gorbiilete
i

4.1.

V(x) V)

mei mgz, 4 el, s igy [E— V(x)] és ¥(x) szorzataval arz’ifl:lyqfs,. Adott Ul()f)

: - o3 llett tehat a legkisebb energiaju allapot g(’?rbulete'a legki-

= | b. novekvé energia mellett a gorbiilet is n6, a hul]gmhossz
Skken. , .

; : ¢ lamfiiggvény maximu-

Szomszédos tartoméanyokban a hul _ b

| 4ltalaban ott nagyobb, ahol E— V(x) kisebb. A megolc}ds

yanis = Asin (kx:l-ﬁ) alakban irha;;g, 1mcs igy
B ik cos (kx+0). Ezekbdl A= (l,b2—|— —;22—) , ahol

a klasszikus mozgas X a klasszikus mozgas
megengedett tartoménya . megengedett tartomdnya
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2m[E V(x)]
ﬁz

ha k csokken, akkor 4 né, kivéve azt a ritka esetet, amika

hatarpontban '=0, ekkor ugyanis 4 valtozatlan.

A sin kx, ha O<x<a, k2 :3;;5,
i
2n(E—,
A hatarfeltételek: A sinka = Bsink'(b—a), kA cos ka
= —k'Beosk'(b—a), azaz kctgka = —k' ctgk'(b—a). Mi
k>k', ezért az utobbi egyenl8ség akkor allhat fenn,
K(b—a)-(+1)3 I > ' (@1+1)5 ~ka| . Ekkor sin k

> sink'(b—a), & igy B> A. Elofordulhat hogy cos ka
= cos k'(b—a) = 0, ekkor A=B.

h2n? >
45. B, = - wﬂ(x):%sin%; n=1,23 ..
a a

k? = . Mivel yr és o’ folytonosan valtozik, ¢;

a4.9y=< |
/ Bsink'(b—x), ha a<x<b, k?=

8ma

2mua

4.6. n = ~3-10%°. AE, ~ 3-1073* joule.

A makroszkopikus 4llapotok nagyon magas gerjesztésck,
megengedett enérgiaértékek kozotti kiilonbsés nagyon ki

. . 2.,
4.7. Az n-edik energia-sajatfliggvény: yu(x) = 2 Sin E;’_x_
<x> x sin? 7 gy = 1a
pe X = 2 .

]

X a

<Ax 2y ={x*y— <l>2 J‘ x Sll’lz-&—— X— o=

0

(6 )
12 n’n? )

)ﬂb (x )exp(_ I,

= SR+ + (W) 2005 2

ﬁﬁx,_ ) = IT[ x]exp(

=

= |



pzitsiik x=0-ban a ¥(0)=0, ¥'(0)=1 hatarfeltételeket, és
oljuk le a kiilsnboz6 E értékekhez tartozod megoldasokat!
pyen eloszor E <0, majd noveljiik fokozatosan E értékét!
'egoldésok eleinte x=oc-ben végtelenhez tartanak, majd
ink egy olyan megoldast, amely x= co-ben zérushoz tart.
4 g!/( ) az elsé kotott allapot hullamfiiggvénye, a hozza tar-
E=FE, az alapallapot energiaja. E-t tovabb névelve, a
oldés mar a vegesben metszi az x tengelyt és x=oc-ben
o0)-hez tart.

01"2
49. 4 = (3) ; <a>_5ﬁ
a

4.10. Mozditsuk el gondolatban a voélgy falat da-val adiabatik
(,0sszenyomjuk az elektront”). Az energia megvaltozis

dE 2E .
kor dE=—Fda. Innen F = — =2 energia-sajil
ad 4]

potban. Ugyanezt az eredményt megkaphatjuk, ha az /-

g | L
operator varhaté értékét kiszamitjuk. Klasszikusan ¢ — 1 Y(x)
' P ! E{O E=0
alatt 2mv impulzust ad 4t a részecske a falnak, igy F =
- 2E O<E<E,
=—
4.11. A kotott allapotok energidja a ka = nm—2 arc sinl/ '
. ' 2mE E=E
transzcendens egyenletbdl hatarozhaté meg: k2 = 2 - a g
1
n=1, 2, ... Mivel ka monoton néd, ezért Ol %

ik .
= nm— 2 arc sin——==== monoton csékken a 0 k= ]/

Vmo

) intervallumban. Az egyenletnek van megoldasa, ha

yen ¥1(x) és ¥,(x) ugyanazon E energia-sajatértékhez tar-
70 sajatfuggveny

2ml, Sl
. = —r—(’ esetén ka—{,(k) > 0 azaz a]/2ml/{] > nfi(n— )
&, 1

n=1-re biztosan igaz, tehat legalabb egy k6ttt allapot It

a) A kotott allapot hullamfliggvénye nem tiinik el a volg
kiviil sem; kis a érték nem jelenti azt, hogy a témegpon

. kallzaltsagd kicsi, 4x>a.

" b) Adott a és ¥, mellett a kotstt allapotok n szama an

af2 v, J2mV,
'ahény n-re az n;:-—“ +1>nz 4 m:I egyenlotle

Wi+ (E Vi, =0, T+ ?;2 (E= V)W, =0.

_'egyenletekb()'l kovetkezik, hogy
| Y=y = (W) = () =0

Itegralas utan

Wihs =W, = Allands.

! kotott allapotok hullamfiiggvényei a végtelenben eltdinnek,
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4.14.

4.15.

© gelyt a végesben metszi. Most is a masodik potencialvolgy
| teszi végessé a megoldast, egyébként az a (— oo)-hez tarta-
‘na. b — oo esetén a két vonzocentrum fliggetlenné valik és
. Ej —» E\ E; — E,;az E, szint ekkor kétszeresen elfajult.
©) A szimmetrikus allapot energiaja E,-nal kisebb, az anti-
| szimmetrikusé E,-nal nagyobb, ezért el8bbiben a részecske
yonzo-, utdobbiban taszitoerdt kdzvetit a két vonzocentrum
- kozott.

d) Altalaban minden, egyetlen vonzécentrumban kialakuld
. energiaszint két, egymashoz kozeli szintre hasad fel. Az
~ adott kozelitésben

ezért az allando zérus, és

v _v:

_ 77
Wy €s 1, tehat nem linearisan fiiggetlen sajatfiiggvények, cz4
az energiaspektrum nem degeneralt.
Az egyszerliség kedveert csak az egydimenzids problér
val foglalkozunk. H(x)=H(~x), ezért Hy(x)=Ey(x)
HY(—x) = Ey(—x). A diszkrét energiaspektrum nem degen
ralt, igy (x) = Cy(—x). A sajatfiiggvények parosak vagy
ratlanok.

azaz Y, =Cy,.

a) A potencialfiiggvény szimmetrikus a végtel fal o+ L - L A
i ggveny sz gtelen magas lali Ef =E,—4-——¢™ E  =E+4——e ™%,
i , ) . ) axg axy
tol a+ > tavolsagra levé pontra nézve, igy a keresett h |
aho
lamfiiggvények vagy parosak, vagy paratlanok erre a pof ' PR Ey—T T
. ) . . L : 2 h?n? VZm(V --E(m)
ra nezve. Ismerve, hogy milyen alapallapotot alakit ki @ E,=E9(1—-"), EO = 5 =1"720 "~
vonzoécentrum onmagaban, felrajzolhatunk egy szimmel axy 8ma’ h
kus ¢és egy antiszimmetrikus hullamfiiggvényt. A hullamfiiggvények :
b) E<O0 értékbdl indulva lerajzolhatjuk a sajatérték-egye
megoldasait, novekvé E n;cllett. Eleinte a megoldas intervallum - (%)
gyorsan nének az x > a+ - tartomanyban, majd eléril !
2 <x<a Y sin kx
egy olyan E; értékhez, amelynél kialakul a szimmetri b
s -+ L . x . r s ¥ .
m’egol(r]d& E‘l <E,, hlSZEI:l a masoshk potenc{:lah.;olgy ¢ -____k_o(e_k“lx-a,ﬂ-h,[“b_ﬂ) d<x<ath (— 1y n _ffg(é,-;u[x_,n_c o)
végessé az E -hoz tartozd megoldast. E tovabbi novelé fa %o Va %o
vel eljutunk az antiszimmetrikus megoldashoz, az eh} i _ 1
tartozd Eg értékre Eg > E,, mert ez a megoldas az x { a-+-b — x) a+b<x<2a+b — i‘;“i“ KQ2a+b=x)
1 5
ol k:_.__?’f‘E‘ ; ,r(nzf_
R h a

._ potencial szimmetrikus, ezért a diszkrét energia-sajatallapo-
tok hullamfiiggvényei parosak vagy paratlanok. Ha a vonzo-
ntrumok elég tavol vannak egymastol, akkor lényegeben
_'ggetlenek, az egy vonzdcentrumban kialakulé alapéllapot
i

Vo
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hullamfiiggvényét ismerjiik, ilyenekbdl kell szimmetrikus
antiszimmetrikus kombinaciokat 6sszeallitani. Az alabbi négil
kombinacié képezhetd:

COS (0 = COS ¥,a COS %,b— sin »,a sin %,b.

1 egyen E <V, (kotott allapotok). Ekkor x,=ix, x valos és
szimmetrikus N

LI L

n% —3?

COS ¢ = cos xya chxb+ sin %,a shxb = f(E).

L] L]

Az energiaértéket az | f(E)| <1 feltétel megszoritja. Az adott

szimmetrikus e
hataresetben

A
L Sl

antiszimmetrikus

~1[— ] [—

mV,  sinx,a .
COS @ = COS X d+ —ab = f(x,a).
@ 1 P % .

::* brazoljuk az f(x,a) fiiggvényt! Lathato, hogy xya =
U —mE = nm-16l jobbra tiltott sav van, amelynek szélessé-
1
ge csokken, ha n né.

W

antiszimmetrikus

. ! /.-—-\
TRy eyl
4.17. A 0<x<a tartomanyban )
Y(x) = cyexp (ix;x)+cy exp (—ix;x), %, = _2_?‘6-
’ : -
A —b<x<0 tartominyban "A S 1 Aij\ /]F '
: — i / [\ x 2z |\ 3r
Y(x) = 3 exp (ix,x)+cyexp (—ix,x), %, = Vam(E=V) NV \UJ J / na

’ ah 2 i TR — g B

Bizonyithato, hogy a periodicitas miatt y(x) = e y(x+ a4

ezért az a < x < a+b tartomanyban f'_ alapallapot hullamfuggvényc:
W) = exp (ig) [cs exp (ix(x— a— b))+ |

+c4 exp (—iny(x—a—b))].

Lrlen]

W(x) = chp(& 2—hx2).

_ap;éllapotban a klasszikusan megengedett hatar: xj;, =
2E h e

5 = —. A keresett valosziniiség:
ma mam

Az x=0 és x=a helyen érvényes hatarfeltételek a c,, c,, ¢,
egyiitthatokra nézve homogén linearis egyenletrendszert
kotnak, melynek akkor van nemtrivialis megoldésa, ha
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A Wy, 2) = fR0E).
Jlmlpye R e
[ h )% g g - %f"(x); jkxzf(x-)+ Elf(x)>_ :
(o 1 2
o o fi‘ o
j exp(— ?;ﬂ )dx J; gxp(—yz) dy B : T ﬂg (v) = Ezg(v),
=/ d _— —_— s ~ ) £ 2
("'”) meo oo O,H — JL?—h”(Z) = E3»II(Z), E= E1+E2+E3.
je p( ﬁ' )d‘( chp[—yz]d}; 2m

megoldasokat ismerjiik (ha‘rmonikus oszcillator, ill. végte-

4.19. a) A felcserelem torvények egyszerlien igazolhatok B mély derékszogii potencidlvélgy):

h h '
p, %] =2=%, [p* X] = 2~ p Osszefiiggések felhas: 112
[p, %] o [p2 % ; b osszeflge elhas ; )= H, ((mcg) x) exp(m %? 2)
lasaval. : hi
. L o R 1 k\'?

b) Kozvetlen szamitassal az is lathatd, hogy 47a = — . E, =l (Hz + 5 n=012.. = o R

mwzxz | . ﬁz 1 5 2 it b

o2 tehat H = m + §mm X< = ﬁw(a a+ 5 ! Igm(y) 5 Iﬁqin ﬂz_l’
c) Legyen ¥, energia-sajatfiiggvény, azaz Hy,=E., { k a
[H alp, = —hody, egyenléséghdl  kovetkezik,  he .:- L 2 mgmz _
H(a,) = (E,— hw)(ay,), tehat (@) szintén energia-sajatd wl?) = PRa N B
ot. U i - tathat¢ h A R .. P . = s 4
I_)__ ( E 4+ mf)y é}i{ ) megmutathato, OBY @y ket részecske tomege m,; ¢s m,. A tomegkozeéppont mozga-
4.20. Az energia-sajatfiiggvények az x=0 pontban elt{innek, at leiré hullamfiggvény:
x>0 tartomanyban megegyeznek a harmonikus oszcilll 4 i X A
sajatfiiggvényeivel. [gy a megoldasok a harmonikus oszcl b n(x) = Aexp (— pxX), X =122
tor paratlan sajatfiiggvényei (n = 2k + 1), az energiaspekt 3 ﬁ_ my oty
E, = ho (2k+1+ %) — i (2k+ %) k=012, ... rglativ mozgast leird hullamfiiggvény:
. I . . S N1/2
4.21. Az energia-sajatértékegyenlet: ' . 1alx) = H, ((?) x) exp ( - % xz),
: i i
W (& 'az a2\ 1 E: '
_— — _k 2 LW T b E
om (ax2 T T a2 )"’(x V2t gl 3. 2) R - (- ™ 4 redukilt tomeg.
= Ey(x, y, z) .

derékszdghi koordinatikban szeparélhato: b2 cnergiaszintek: E, — ho (n+ %)
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4.23. A sajatérték-egyenlet: — 2’; Y'(2)+mgzp(z) = EY(z); a hatl

. 2 2 1/3
feltételek (0)=1(oc)=0. Az x = (—’ﬂzﬂ (z— E) hely
h my :

tesitéssel a "(x)—xy(x) = 0 egyenletre jutunk, amelyn
- minden x-re véges megoldasa

1 L2 32, ¥
P(x) ~ |5C|1f,4sm(3|x| +4),

tehat

a Ve 12/ |z=2 ¥ n
!!Jn(z) A, (m) sim 3 S + Zm

o ' 2
. Az Airy-fiiggvény gySkhelyeire fennall, hogy 5-9:;1”2+ ; =

xw0

1 A
Y(x) = AD(x) = A I—/_ cos (ux—i— %) du,
nﬂ
ahol @(x) az Gn. Airy-fliggvény, A pedig normalasi tényezé,
energiaspektrum a hatarfeltételb8l hatarozhaté meg:

Oz = 0) = ';I)(x - —(#)”3 E) =o.

Az Airy-figgvény gydkhelyei —o, (n=1,2,...), O<a, <oy

23:251/3
_ mg“h S
<..<a,<.., E, = 7 ) o, A stacionarius allapo

= (n+1)m (n.=1,2,...), innen

3 3n\ P
-DE,, - Iii(ﬂﬂ—i— I)J éS
1 (3R
— 02 252113 2
E,= 2(9?! mg~h*) (n—l— 4) .

1 p 2/
A BS-kvantumfeltétel alapjan az E, = E(‘)nzrfﬂgz;'”rz)1’3.‘1“*3

- végeredményt kaptuk (1.11. feladat). Makroszkopikus tes-

TRy ' z 1i?
hullamfiiggvenyei: ,(z) = 4,9 (E 02,,), ahol a = (—" . ) tekre jellemzé m=1g, E = 1072 joule adatokkal n~ 1032,

. . E : .
A klasszikus fordulopont z¥ = " =g-a,, _ » L

n =z

. g Hamilton-operator H= , igy az energia-sajatérték-
1) A klasszikusan elérhetetlen tartomanyban, a fordulope @ 20
tol elég nagy tavolsagban |z—z¥| > a, azaz x3>1 ese yenlet:
. . ; .
. L 2 ap) = i K2 _‘,{_l,f. = FE
@(J\,)Nzx—lmexp(—gx ! - 2@ 1 d(pz . llb‘

tehat

' l/z E ' .
Bhinek megoldasa y = A cxp(ii g (p), A normalasi al-

1d6. Megkoveteljiik, hogy ¥ egyértelmil fiiggvénye legyen
' 20E e h?
an,azazﬂ,,—%n
0, +1, ...). Minden E, >0 energiaértékhez két, linearisan
igetlen sajatfiiggvény tartozik, az energiaszintek ketszeresen
lajultak. '

A a \4 22—z, \3"?
Waz) ~ ?(z——z,’f) exp(— 5( P )

a hullamfliggvény exponencialisan csokken.

2) A klasszikus tartomanyban, nem tul kozel a fordulope
hoz: O0<z<z¥ és |z—z¥| >a, azaz —a,<x<0 & x|
Ez csak z,3>1 esetén teljesiil, tehat magas gerjesztésckl
‘nz1. Illyenkor

ek ; ez akkor teljesiil, ha 2
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E R . |
Alapallapotban E = ; r 5. A 4.10. feladat gondolatmenetéhez
3 ma :

2 R |

425 A = —3;' A hullamfiiggvényt energia-sajatfiiggvények sze
kifejtve: - \

hasonloan

[
—— (1 —cos2¢pe”

L) = 2ith{® A
W(ep, 1) Vi ). 1 || e
i . " 4a’n|da|  Amd®
4.26. Az energia-sajatérté = : . 3 .
gia-sajatértékegyenlet: 20 ¥ = Ey. Mivel az im| A radialis hullamfiiggvényre a kovetkezé egyenletek érvénye-

zusmomentum négyzetének sajatértekei  A2II+1), |

3Ty Sy ] » > . 2 i !,‘ —
I 2 R — (r f_)_.l_ __( + %)R = 0., h'd }"<a,

tator energiaspektruma E, = [(/+ 1);(5 Minden energias r2dr\ dr) ®
(214 1)-szeresen elfajult. ' L df ,dR\ 2m
y - = 4P ER=0, h
4.27. A potencial, V(r)=0, ha r<a, mig V(r)=00, ha r>a. A I r? dr dr + i E a.T>a

lamfiiggvény radialis részére érvényes Schrédinger-egvc |

r<a esetén a kovetkezd: A kotott allapotokat vizsgaljuk, E<O esetén. Az r=0-ban ¢s

¥=co-ben korlatos megoldas:

1 d{,dR\ I+ ) 2mE
Sl Bl I SN A > S If2 Vo—I|E
2 d}_(?‘ dr)+ 2 = e R, .. Asin — ha r<a, — —m(;Z t U,
r=a esetén R=0. Vezessiik b =Vr isovénvt! . R() = —
e a y(r)=)r R(r) fliggvényt! e P 2m | E|
re a - B, ha r>a f=|~— _
12 | r i
e +.; x’ n 2:32}5 _ r22 4 =0 és R’ folytonos az r=a pontban, ebbdl kdvetkezik, hogy

b 2mV,
yotgoa = —f. Eztazo®+ f? = ---f;;—o egyenlettel egyiitt grafi-

egyenlet érvényes, amelynek megoldasai a y(r) = cJ,, |l [ :
x(r) 1+ 12 kusan oldhatjuk meg. Kotdtt allapot akkor létezik, ha

._‘I Vo TC2

) > 5.

h da

1 2.2 1 22 4 24 2 i ‘ :
AV = M = S mo (x?+ y*+ z?) potenciallal leirt oszcil-
dtor Schrodinger-egyenlete a valtozok szétvalasztasaval ha-
.o linearis oszcillatort leiro egyenletre vezethetd vissza.
zért a lehetséges energiaértékek:

' 1 1 1 3
E, =.ﬁm(n,+ 3 +n,+ 5 +ns+ Q) = iﬁw(n—i- 5),

N y 2mE
Bessel-fiiggvények, és k? = 57 A radialis hullamfiiggy

R(r) = JH 172 (kr). Az energiat az r=a esctben fennallo |

tarfeltetel szabja meg:

Jis 1;2(ka) =
[=0 esetén

5 2 2.2
Jypalkr) = - sinkr, ¢és E, = ;— %
_ _ m a
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4.31.

110

2 4 m

f iRRleek: B 5" g2 ez az els6 gerjesztett allapotok
_gyﬁ‘__z_}"izaeSE Srg:l Z g ]

m3w3\1/4 9-n 12
l/fnmzm(xs W Z) = (_ 3_3 ——— HHI(GCJC)HN (3!' |
. 3 -
2

< oc)exp( £

o

3 ; energiahoz tartozo sajatfiigg-

v ények bye P &s bze™ ™ is. Ezek tetsz6leges linearis kombina-
cidja is sajatfiggveny,

. -: gyike. Ugyanigyaz E = —

A

-~ i‘j "
1) el r —pr__ = br = — —br
ahol o = I/ n;{ Ezek a sajatfuggvények az impulzusmomé Lae™=0, Lbxe”"=0, Lbxe i bze™ ™,

tumnak nem sajatfiiggvényei. Mivel 1.2 és H felcserélheto, K
z0s sajatfiiggvények is felirhatok. A potencial gémbszimme
kus, ezért a koz0s sajatfiiggvények R(r)Y,,(0, @) alakban ir
tok. A radialis hullamfliggvényre vonatkozé egyenlet mege
dasa soran adodik, hogy n = 2n,+1, n, az un. radialis kv
tumszam (nemnegativ egész szam) Adott [ mellett a dege
raltsag (2[4 1)-szeres, I és n paros‘;dga megegyezik, ezért ¢

L. bxe Fr= — ?bye‘”’, Le(x+iy)e ™ = +c(xtiy)e™".

A Z n, I = n-1 allapotot legir6 hullamfliggvény radialjs része
(r) “leTrima A valdszinliségsilirliség maximuma a

d - v
di( ) = (4 =
— 2A2r2n—le~2r,{na (n___ L) =0

gyenletb(’il leolvashatc')dn azr= n a helyen van. A Bohr-mo-

adott n-hez tartozé energiaszint Z (2! + 1)-szeresen, v

0,2,
n

Y. (2I+1)-szeresen degeneralt. Az credmeny mlndkcl
1,3,...
(n+1)( n+2)

ben ,elektronfelhd” a]tdl keltett ¢, potenc1al aog=—ely?
: 2 2 oltésstirtiséggel felirt Poisson-egyenlet gombszimmetrikus
A Hamilton-operator: H = — ;—A— = megoldasaként hatarozhatd meg:
mn
h‘z 2 r 2 1 dz (*‘(P ) _ 4e ewlr!a
/ o\ e S (rp) = -
Hae ™™ =| — — |22 )_"_ —ar _ v dr
ae [ o (rx p ) rJae -
1y _
@, = €(— -+ _) 2ria
¢ e? . et g g , a r
la= W2 ssetén a figgvény energia-sajatfigevény, a saf Az integracios allandokat gy valasztottuk, hogy ¢ (c0)= » 0,
erté ¢'m eljesiilion, és ¢,(0) véges legyen. Ehhez a mag potencnd jat
'ertEk T 20 Hz 2 dapdliapot hozzaadva azt kapjuk, hogy

A 2 2 . 1 1 e
Hbxe Fr = |: (ﬁz 45) e_J bxe_ﬂ’, 0= e(_ + _) o~ 2rla
: r F ) a ¥
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e
Ha r<a, akkor ¢ X a mag potencialja, ha r3a, akk

£.

@~ Zr,a
a

a magot az elektron learnyékolja.

o
434, ()= %[5n2+1—3l(1+1)]n2

(ry = S[3r =11+ 1)],

.
_I = e
<r an®’
2
_2 -
%= QI+ 1)’

{r-3> - [a w(w 2)({% 1)Jh1.

4.35. A mozg6 t6ltés altal keltett magneses térerdsség:

e 1 e 1
B=—-— Ss(@rxp=—-—
ﬂcr"‘( p) uc r

u az elektron témege. Egy 1, allapotban
e A 1
B = — — * —
< > #c'[\'lanmemm ?’3 dV

Lathaté, hogy (Bx> ={B,»=0,

R I

(B) = _i",_e’i(h )3 %( 1

do), akkor a

) exp ( = gm)

112

I+ )(£+1)

'4.36. Ha a potencialis energia V-rél (V4 AV)-re valtozik (4V llg

_. wllamfiiggvény a

Y,(x) exp (— % (E,+4 V)r)

_tiggvényre modosul.

{ A - . a
(t)—S(t) (0} definiciobol S(0)=1. t kifejezését az il‘a—lf =
H t,b Schrodinger- cgyenletbe helyettemtve azt kapjuk, hogy
| —l,b(O) HS],_D( ), s mivel Y(0) tetszdleges, ezért ifi ‘g =

':' R . dg* A A
- HS. Ennek komplex konjugéltja — ihd— = S§*H. Az el6z6

gyenletet balrél § *-gal, utobbit jobbrol S-sel szorozva és 6sz-
zeadva azt kapjuk, hogy '

. dS dS*. d
#2204 § = ($*S) =
S dt + dt dt $=0.

3(0):1 feltétellel ez azt jelenti, hogy $*§=1, azaz $ unitér.
exp - ;I:It operatort soraval értelmezve lathat6, hogy

,'4 elégiti az egyenletet, ha H idéfiiggetlen.
9o az impulzus varhato értéke.

X] = — i % Az impulzus varhat6 értéke sta'§iona'rius al-
!-:otban :

) - (15 309 ) = 5 L )= 100 =
t—[(fw ) 0 $80)] = T E (0. 8) 0, )] =0,
ivel & = f’; igy %= —[ﬁ, %] és [%p.]=in tehat
E [1-'{ x]] — A varhaté érték a , allapotban:
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4.41.

442,

114

ATTA A2 1 i a 'ﬁz 1 .2' 1 2 IZ -
(fo |128HX—22H—HR? | o) = - E, = %(Ap) + 5 Mo (4x)* =z

Felhasznaljuk, hogy W, teljes rendszer: > o V{@pP (@x)? = %ﬁm.
(o |XHE | Yo) = 3 (o [X[ W) W |X] Yo E, =
n ! 2 2
fr a2 a2 ) g AN ko etében r, mértékben elmosd-
= Y %0 PE o HR [ Y0) = (Po 152 H o) - =, A magkomye 0
; ' s . dott elektron impulzusanak atlagos eltérése zerusrtoi
. A A — | " 2
= g(‘po ||, <‘//n |—’~|‘f’o>Eo %Pfu(ﬂ E,, e EE(;‘ ) . h_ » e—-E(?o minimaks, ha o = _?__2_’
fe ! A o T oz me
ey { me* '
2 . ekkor E = — —.
Z|xn0|2(En_-EO):§_m i s Zﬁz .
’ A ¢) E = P~ A részecske lokalizaltsaga, Ax=a, a potencial-
A dipélmomentum operatora d;= eX,. J 2m , . 2 :
. 1 1
b V5 Slessége, igy Apz —— 2=~ E 2 .
(W, do) = 2f2 W, [L2 % ]lp (w fa)— | VOlgy szélesscge, lgy Ap = 570 =9, 8ma’

Legyen Y tetszleges, normalt hullamfiiggvény.

Lo im0 20052

o

- .0 ioa-
A Schrodinger-egyenlet szerint a—l'tb =-3 Hy, ezt behelyette-

Sitve, kozvetleniil a bizonyitandé egyenldség adodik.

—( JL7Y) = l(!+1)((¢,i,.ap)—(:/;, X)) =

Altalanos gombszimmetrikus potencial esetén a diszkrét en
giaspektrum E,,, az azonos I-hez, de kiilénb6zd m-hez tartol
allapotok az energia szerint elfajultak. Az allapotok pariti
hatarozott, (— 1), az elfajult allapotok paritasa azonos. ig
dipélmomentum varhatd értéke zérus. Térbeli: harmoni
oszcillator esetében adott energiaszinthez azonos parossf
impulzusmomentum-sajatfiggvények tartoznak, tehat a §
polmomentum varhato értéke itt is zérus. Coulomb-potenci
nal an. véletlen degeneracié 1ép fel, az azonos n-hez, de kiild
b6z [-hez tartozd allapotok energia szerint degeneraltak.
lehet zérustdl kiilonboz6 dlpolmomentumu energia-sajatall
pot, pl. 1/’210“"/"200

. és p az id6tol explu:lt moédon nem i"uggnek ezert csak a
Fl-val valdo kommutatorokat kell kiszamitanunk. Ehhez fel-
jasznaljuk a 2.18. feladatban megismert Osszefiiggést:

A-A ﬁz '_ “?_. f{ . zj?_
) [H,t] = [%, fJ = —ih 0 (P o

pP L ., 2 - A ~
8) E =7+ smo’x’. Ha (p)=(x)=0, akkor {p*)=(4p R . . avw  d,. 4V
am 2 Y I oy = V0
(st | =[O0 -0 @ =T
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b) (mozgas elektromagneses térben)

E 1 1 A . :
[H, Pol = — — [H, p.] = 0. xo, yo tehat valoban mozgasal-

3 B ih , , "
ando. [ X, Jol = — P tehat nem mérhetdk egyszerre pon-

‘tosan.

‘Legyen pl. Schrodinger-képben [A B] = iC. Ekkor Heisen-
,erg»kepben Ag= U+t AU, BH UTBU & [Ag By] =
b= U"[A, B]U = i€y, mivel az U operator unitér.

‘A Hamjlton- -operator fiiggetlen az id6td), ezért az id6fejleszto-

4 Iy I y
operator U(t, t,) = exp| — —H(t—to) , és 1,=0 valasztassal

d e e . 0A 8 -

70 = (0 A0 0) B - 2. P

d Zme\" é or &y = exp (—II;I) % exp (* %:E)

Ez?k éplt?elnla klasszikus Osszefiiggések kvantummechat 1 2

a1 megfelel6i. s d e
4.45. Azok a megmaradd mennyiségek, amelyeknek operatorai - HE] = - mox _h_ LA, [H, x)] =0

cser¢lheték a Hamilton- opcratorral és az ldOtOl explicit 1 ! zért a 2.20. feladat eredményét felhasznd]va azt kapjuk, hogy
don nem fiiggnek. 1 p
a) E,p L, L% 5‘“2“61‘

b) E, p, py, L;;
¢ EL,L,L,L?
d E p,L;
e) px'! p » Lz‘ ’

4.46. A Hamilton-operator:

Ay 1[13!3, %] = ; O+ [A, £100) &

y_ L e by, b2
i A=Y 4 _mes? = pH + —mw?X%,  igy
A felcserélési torvények kiszamitasahoz felhasznaljuk az 2m 2 2m "2
dx p dpy
0A oE_TH O TH ek
L 91 = "3, gy 1 = —n 220 O T
B Az egyenletrendszer megoidasa az X H(O) %, py(0)=p kezdeti
b’sszeﬁ.iggéseket. Legyen o = —. feltételekkel: , .
- me "
" Xy(t) = X cos wt+ nfco sin wt,
0H  in oM 8
[A, Xo] = A, A+ — [H b1 = _‘ﬁa_m t oo oy 1 R prlt) = p cos wt —maw3 sin ot.
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4.50. [pylt,). Xulty)] = —ificos (wt, —wt,), A Hamilton-operator i'mpulzusreprezenta’lciéban:

[put), ulta)] = — imafi sin (oot —ot), g P mon &
2m 2 &Y
¢ ih .
[Xalty), Xnlts)] = — %sm (0t —wty). '8 Schrodinger-egyenlet:

Mm,uszi2 f‘z

451. P(x,0) = i E(p — _p_.z_ — ®

Za,,t,l/,,(x ahol a, = [ y¥(x)P(x, 0)dx és ,(x) a Hi

milton- operator sajatfiiggvényeit jeloli.
P(x, t) = Zal,b(x)e it = [ G(E, x, )P,

ahol

G(E x, 1) = Y YHEWx)e "=,

Szabad mozgasnal a sajatfiiggvények

: 1
— . plifpx
lllp(x) (27:}?)1,'2 € »

ezért

o [yl -0 2=

(mm) (25; (=9 )
szrr) 2na 2y

5 im ol s
chp{ 4a? Zkt( ‘f)}d‘?=

. e\
Z?Iaz 1/4 1 AP R
( ) ( + 4mza4)
wexp | X _(1_ it
. 2.2 2
a1 it 2ma
4m2a*

V6. a 3.15. feladattal.
118

0)d¢

A megoldasokat @(p, 1) = ¢(p)e~ ™/ alakban keresve, @(p)-re a

do 2 P

—_— 4+ E— — =0

_ dp? mwzﬁz( m ) ?

( gyenletet kapjuk.

A koordinatareprezentaciobeli megoldas mintéjara az adodik,

1
ogy az E, = ol (n+ E) sajatértékekhez hozzarendelt sajat-
fii ggvények:

b 2
0,(p) = (2n1mpo) H( ) (f’) n— 012"
’ Po Po

‘ahol p, = (mwh)''?, & H, Hermite-polinom.

' A Hamilton-operator 6nmagéaban teljes operatorrendszert al-
kot, a bazisvektorokat jelolje |n). A koordinataoperator mat-
rixelemei:

(n|X|my = I<ﬂ|fc!x’><x'|m>dx’ =
“jllb:k x(!,fﬂ( )

= xgN,N,, j EH(OH ,(E)e™ 5 dE,
I ﬁ 2 — oo

..a'h‘:’] Xg = (%) , N, = (2!} x,)

. nom.

Az Hermite-polinomok alkotofiiggvenye

G(s) = exp (—s?—2sz) =

3 e

~ 12 -H, Hermite-poli-

119



.amelyre fennall, hogy d— - G(s) =H
s=0
segltsegevel szamlthato k1

—_g2 E 2 i "
fe ST 2o g =
a0 .

=0 m= Unlm'

= f éHu(i _gzd‘: =

[=4] kf Jot+ 1.k k+1
—Vrls+ge = a3, 2O AT

k=0 -"'CT

) m=n+1,

Ebbdl lathatd, hogy

~ 2
(n|%|m) = .
x(,(i-) ha m=n-1,
masképpen
. -
0 /=
3 0 0
e i p
(%) = x, 3 0 3 0
2 3
0 /= b
2 9 2
4.54. Most az
y d
(nlplmy = —in f Yulx) —-I’D"'—x)d

120

2). Az integral ennch§

o
g
e

_i_ntegr-élt kell kiszamitanunk. Az el6z6 feladat megoldasahoz
“hasonléan, szamitassal azt kapjuk, hogy {(n|p|m) =
= ihxg (n—m){n|X|m), azaz

I
—|/= 0 0
0 2
ifi 1 2
p = - 0o —|/= 0
P Xg I/Z 2
' 2 3
= 0 =|/=
0 2 2

dty _pu |
Cu_la g

d A l -
dt Iy E'E<n|xu|m>:;<”|!7ﬂ|m>-

Figyelembé véve, hogy {(n|Xy|m) = (n|%|m) exp (iw,,t), €s

] . E,—E
(n|palm) = (n|p|m)exp (iw,,t), ahol w,, =—" = "=
= w(n—m), az eredmény kozvetleniil adodik.
Az energia-sajatfiiggvények:
I/f nm )
—cos—Xx, hanparos,
_ a 2a
qli'l(x) = )
iy B h aratlan.  (|x| < a)
2S5, %, a n paratlan. )

3, végeredmény egyszerti integralas Gtjan adodik. x,,, =0, ha n
€s m parossiga megegyezik,

_4a 1 sin (n+mm 1 “in (n—m)n
m = 02 (n+m)* 2 (n—m)? 2 7
n paros, m paratlan,
4a 1 (n+m)m 1 (n—mm
Xom = F[(Hm)z T O A |

“ha n paratlan, m paros. i



Az impulzusmatrix az el6z6 feladatban hasznalt modszef

gyorsan felirhaté: LAY, @) = W+ Y3, 0), -

19, ¢) = mhYNS, @), igy az YO, )+ ¥"(9, ¢) fige-
vény sajatfiiggvenye I%nek, de nem sajatfiiggvénye
L,nek, ha m#+=m'.

A d n I
(n|pglm)y = NEO& [Xglm) = ,uE(E,,—Em)(n | Rl m)y
: , . X e LA e oo
sin .9(3“°~‘r_e""’) e az el6zéek alapjan L2-nek sajatfigg-

i

azaz Pum = K }; (En_Em)x;em-
vénye, de )Lz-nek nem. Egyszer( differencialassal belatha-
A . ; t6, hogy L,-nek is sajatfliggvénye.
456. {n|%uy|my = (n|%|m) exp (i (E,,—Em)r), tehat ) o z s At
h Y ~ cos 3 = - az [-nek a zérus sajatértekhez tartozo sajat-

i

d . .
dt (n|%glm) = 7 (E,— E,){n|Xp|m). fiiggvénye, melyre [=1. Igy az X figgvényre [=1 és L, sajatér-
r

éke zérus.
Célszerii az operatorok derékszogil koordinatakkal kifejezett

alakjait hasznalni; az eredmények egyszerl differencialassal
adodnak. Polarkoordinatakra attérve megmutathato, hogy az
operatorok r-t6l fiiggetlenek, ezert gombszimmetrikus fligg-
yénnyel valo szorzas nem valtoztatja meg az osszefiiggéseket.

' : L 1
3 (xz_y2)1~(xz+yz+22) — n"zf(."z) Sinz 3(812«1’—‘_’_6-1219)’ igy Lz 5

Ezt felhasznalva

2 (E,—E)[(n || m)|* = ¥ (E,—E,) [<n | R my [ =

= ‘?(En"EmK” |Xglmy{m|ky|n) =

_1n \ d
valoszinfiséggel veszi fel a +2 értekeket.
Lx> = (d’# ﬁ’x!l{/) ~ (11[’3 [f"y? ‘E‘z]w) =

~<’n|a‘cﬂrm>%<mpt-ﬂ1n>] _
= (0, L)~ (L) L) = 0.

1 k A A 1 ,t-
—_ Lo - 1 Al A 2
5 i(’" |XpXy—Xpgxg|m) = 3 —(m|XxXx—xX|m) = h.
! 2 Legyenek a z' irAnyba mutatd egységvektor iranycosinusai

cos o, cos f3, cos I
(L) = (L.ycosa+{L,ycosf+ (L,ycos § =

= m-cos %

5. Impulzusmomentum
o MG . Mivel az x és y iranyok egyenrangiiak, azaz (L2 =<L3,
5.1 d}" Pf/.hveI. a l}arom operator nem cserélheté fel egymassal ezert . ' }..
kozqs sajatfiiggvény mindharom zérus sajatértékéhez kell : |
tqzzek. Ilyen pl. egy tetszdleges f(r) gombszimmetrikus fil
veny. :

<L§> = Q#Q _ I(_f"%__mz B2
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N YR :
S = — - 2—-
z 2(0 _1): ]02’ _1

Felhasznaltuk, hogy §x, §,,, S, hermitikus operatorok.

5.9. D35f+] =j+, [ja:j ] = —j_, [j+7j—] = 2,?3:
% 51=10~70=[~i-1=0
5.10. A felcserélési relaciobol adédik,‘hogy
Jal+ Ly my = (m+1)]. |j, m),

Jal- lj,m)y = (m—l —ljm), és
J’ =J+J—+Ja_}3-

- Feltéve, hogy az allapotok normaltak, azt kapjuk, hogy

m(m-l-l)]j, m+1),

,?+U, my = Vi(j+1)—
J-ljmy = VJ(J+1

5.11. A felcserélési relaciokbol kovetkez1k hogy A, és A zérusid

kulonbozo matrixelemei a kovetkez8k

(m|A | Im—1) = i(ImIAyi Im—1),
(m)A | lm+1> = —ilim| A, | Im+1).

Az [Ly, A =[L_, A*_] = 0 felcserélési szabélyokat fel

hasznalva belathaté, hogy

(Im|Ay[Im=1) = {m—1|A_|Im) = aYII+1)—m(m— ),
L IE
=[L,, A 1= 24, felcserélésébdl kovetkezik, hogy A,-nek
csak a dlagonahs matrixelemei zérustol kulonboznuk'

ahol az q tényezd m-t6l fiiggetlen. Az [A.,

124

m|A,| Im)» = a-m. Tudjuk, hogy

Lo lm) = KYII+ ) —mm+ 1) |lm+1),

Lo 1im) = AYII+1)—mm—1) [Im—1), &
L.|Im) = mh|lm).

indezekbdl kovetkeznek a feladat allitasai.

cos§ sinde "\ x i
g -sin9€“‘° —cos9 \y) "\

sajatérték-egyenletet kell megoldani. 2= + 1, a normalt sajat-

cosg
2
Ay =1, ,
sin — e**
sing
Aa=—1 2
i cos—'%ef‘"‘
2%

A ("’1) spinhullamfiiggvényt kifejtjiik az el6z0 feladatban
2 .

‘meghatarozott bazisvektorok szerint:

9 sin >
[€” cos b %7 + 21
S = ] c
~\efsind S W ’ S i
_ smze cos 5"3

2
o=m1 Al

i"v'1|2

9
cos g cos de” *4sin - > sin 5e

2

9 , 9 . .
Iy = ~ —Smicosée‘”+cos§'sm Seite—8
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| annak valésziniisége, hogy a spin vetiilete a 9, @ iranyba

tatd tengelyr : il !
ng yf:z, . =35

v,)

" \soesfi(mr2)e]|

félcgész. E megoldasok koziil kell kivalasztanunk azokat,
nelyek [2-nek is sajatfiiggvényei, tehat

v\ Ry (1Y, 1,29, CP))
\bz B g RZ(}') Yi‘ m+ k,’Z(‘ga q))
i eljesiil, ahol Y gombfiiggvényt jelent. Végiil ki kell elégite-

_': a J2 (:z:) = j(j+ 1)(:’;;) egyenletet.

(m) S, S)exe [" (’”‘ 3) "’]

3 R
‘ ley|> = C052§c0526+51n2551n25+

+

"3

sin 9 sin 25 cos (¢ +x— f),

f

L. 3,
lcy | = sin? 50052 54—(:05"‘55.”12 5—

1
- §sin 9 sin 26 cos (¢ +o— ), :
4 J? = 124824+ 218;

le P+ ep? = 1. patrixalakban:

A 3 & 2
S.14. Azok a 9, ¢ polarszogek jelolik ki a keresett tengely iran . L2+ 2" L, L
melyekre az el6z6 feladat jeloléseit hasznalva le, | J? = 3, ’
le2|* = 0. Ez teljesiil, ha $=26, ¢ = f—a. i, j 3 —L,
5.15. Hasznaljuk fel az el6z6 feladatok eredményeit !
cos 0 —sin i . ahol I:i = L. til,
(1) — cos® 2 _sin? 2 Mivel a gombfiiggvényekre fennall, hogy
0 i, singe““ 4 cosge"'?’ . LYy, =YI-m+m+1) Y, pir,

LY, = VU+m)(I—m+1) Y, oy,
A megfelel6 valbszintiségek: cos? 2. ll. sin® > ' . -
8 SeBeK: 27T T pzért R -nek és R,-nek az
5.16. Eldszor a fz operator sajatfiiggvényeit hatarozzuk meg. A ;
Jatérték-egyenlet matrixalakban (/=1 egységekben)

I y 1 2
.[I{I+1)—j(j+1)+m+ HR&'K(H 5)_ —-m?*R, =0,
Jd 1 s _
—_ - . - 1
FrE (wl): m(a{n) | V(H l)z__mz R1+[I(I+1)—j(j+1)—m+ ZJRz —0
. ¢ ' 0 i 1 W, v, ) i 2

- O 2 Tldinogéh egyenletrendszert kell kielégitenie. Ennek akkor van

. 1
mert J, = L.+, és L, = —iqa—. Ennek megoldasai-: ' a trivialistol kiilonbozé megoldasa, ha j = I+ 5
) it 127




517. A 11 opefétorbc’)l legfe]jeb.b harom vélaszthaté_ ugy ki, he

—sin?-e”
paronkeént felcserélhetGek legyenek. i
Harom lehet6ség van: in |
a') LZ: Lis Ska : )LS ==t | V_E . ’
b) J 25 LE,' J i -;
C) Sz: ‘}35 J:" —COS2 —e'?
1 0 0
' , BRTI TR engelyt,
SI. =k {0}, h=—m( 1), a=0: (0 dgneses tér logyen  irinyt &, ¢ jeldle ki azt o tsngely,
' 0 0 pelynek iranyaba esd teljes jmpulz’usn:l.ome,nturlg az 5.19.
: sns meghatarozott értek. A Spinhuliamfllg_g"‘zng:itasok_'
A cos 8 0 1 sin ge—s N ladat megoldasaban talalhatok. A Reresett inte |
—_sin ! y | :
VE &
. i . =1: w(l) = 0054*3
0 —cos8 — - gngeiw =2 b " 2
B s
- . w(0) = = sin” 9,
L sin 96 L in 9e—i 0 ¢ 2
V2 V2

. a4
sajatértekegyenletet kell megoldani, w(—1) = sin 2°
A normalt sajatvektorok ’
coszge“"" m=0: w(l) = jSinz 5,
1 sin 3 w(0) = 005,
2 *
V2 w(—1) = %sinzn‘);
sin? e e'r
2 .9
m= —1 I-V(-].) = SIn .E-;
g5 sin Je =i .
V2 w(0) = 3 sin? 9,
cos 9 1, X E
—!—sin 9e? W(~1) =.cos 2

/2
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5.21.

P . f . .
. o és f§ jeldlje a 5?, il. a — 51 értékekhez tartozo egyrészecs

' S:-Séljétfﬁggvényeket!

e cos §sine s {—0-kor a hullamfiiggvény
a) A legaltalanosabb spinhullamfiiggvény | e sin 6 sin ¢

- 1
e’ cose S

L A1)BR) = 7
: 1 i 4At E
() = ﬁ[*”l, 0 GXP(_ 7 ?)'Jf"/fo, UJ-

) 3
Majd ¢ = f’ff .idé milva

(1, 0+Y0,0)-

alakn.

1 : .

b) Az (0) allapotban a spin z tengely iranyu.
0

¢) Tetszbleges allapot spinje nem mutat meghatarozott iran

ba, a 9, ¢ polarszogekre tulhatarozott egyenletrendsz

adodik. 1

Y= — ]/_i ['101,0_'#0,0] = —ﬁ(])a(Z),

‘tehat a spinek megfordultak.
. A mozgasegyenlet:
s 8, $,8, sajatértéke i

5.23.

5.24.
130

a Sl eh X Sl
T g P :
i ot (Sz) 2me” (S)

Yo, o= o(l)x(2) h fi Hid §
| a z tengely a magneses tér irdnyaba mutat. A megoldas:
o = —=[a(1)p(2)+ p(1)x(2 fi 0 24 : : o
¥, ﬁ_[ﬂf( )B(2)+ p(1)e(2)] 1 b 5.0 400 e
= exp| + Z—TI .

Wy o= B)BR) ho = 14 S5() S,(0) me

! 3 adott kezdeti feltételek mellett
'4[’[}, 0= /2 [T—‘f(l)f”(z)—ﬁ(l)a{Z}] 0 0 - y h?

} _

e . e
— OIS ——— = —_— t, Sz :0.
(8, =cos— -1, (§,p =sin— (8.

'- spin az xy-sikban forog.
A Pauli-egyenlet:

)
()= ol

A teljes spin és annak z komponense kozos sajatfiiggvén
V-nek is sajatfiggvényei. Ez kovetkezik pl. abbdl, hogy
V= i (o, +¢2)2 _ 3((o, +¢'2)'r)2
2 2r? )

.“3
A sajatfiiggvényeknek megfelel6 kolcsonhatasi energiak ;

24 44
'd‘-g”Q I/l,0='d‘j;

A szinglett él[apdl energiaeltolodasa —34, a triplette A.

V1,1= V1,—1= - V(J,{J:“‘

131




alakban irjuk, ekkor

#%% _ , a(s
e : s
1 ar Ho‘if’., €8 lh_(S:) = -ﬂoﬁ(o‘.,;{_ﬂ)(s

| ot
5.28. A mozgasegyenletek:

M) efi
f ! E
u ot Ime K(t)slv
., 0S efi
2 = e
| "5t = ame OS>
- Megoldasuk:
[~ l . -
S; =c ex _ | e ar
156 PL 5o #H()dr |,
: .
— r _
S, =cye e | ey ar
2 = €3 €Xp | Zme %’(t)er,

0

A kezdeti feltételekbdl

¢, = exp(—ix)cosd, ¢, = exp (in)sin d.

3=25, = 2 _|... _i‘ . ’ r_'
- [a 2me #l )dt
0 .

jelslik ki azt az iranyt, amely mentén a spin .
. 2

5.29. m?_(sl):ﬂ"_ Hy  H.—iH}\($,
o\ S, 2mc\H, +iH, —H, s, )

A csatolt differencialegyenlet-rendszer megoldésa:
S, = Ae'P1'+ Be'P?,

A keresett valoszintiseg:

. A perturbalt Hamilton operator (V * E

az energiaszintek tehat eltolodnak. Egy (c

valtozasa az -

egyenletbdl hatar
t6 megoldasa:

2 i ¢ S
! Sﬂj——sinz\ziwyl—mcos%—qz}

)= 1—2gcos 8+4°

b ——Hu. E

q - ]
mca

6. Kozelito modszerek

14 iy
Eq ) Ennek sajatértékei
2 .

E,+E, (Bi—E,) +4 V)2
am g kT g

‘) allapot iddbeli

2

i ¢\ _ E, V(&
. )T \v* B, \e2)
ozhaté meg, Ennek a kezdeti feltételt kielégi
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6.2

- szint elfajult, az atmeneti matrixelemek koziil csak az

134

(Q(t))zﬁ_ 1 W,—E, i

¢,(t) W,— Wi\ —V* P~ };”flr +
+__§1—W1 |4 i
BT Ve )

A perturbacioszamitas elsd kozelitésében az energiaszimuk
nem valtoznak, a (normalatlan) energiasajatallapotok a

gy az n=2 energiaszint kiils6 elektromos térben harom szint-
‘re hasad fel, melyek koziil a kozépsd kétszeresen tovabbra is
‘degeneralt. '

] '
'a degeneralt energiaszintre vonatkozd perturbacioszamitas
‘egyenleteibdl is. '

A perturbacioszamitas masodik kozelitésében

S el |(1s| V nlm)? -
.AE——.zrxcﬁ =T E,,—E-i :

(210 + V200)- Ez megkaphaté kdzvetlen szamitas Gtjan, és

El

m=1 En_E o

ahol V= — e&z. Foltéve, hogy a folytonos spektrum jaruléka
 elhanyagolhato, .
g - T [(1s|z |nlmy | < 2 <~ e Y [(1s|z |nlm) 2.
'. 1n>1 2 EZ#EIH"?l

* Mivel az |nlm} allapotok (a folytonos spektrum elhanyagola-
saval) teljes rendszert alkotnak, igy

> (1| z [nlm}) {nim| z|1s)y = (1s] z2|1s) = ap.

Osszefliggésbdl szamithatok ki, ahol ¢, = (1), @, = (0) Az

allapot iddbeli fejlddését leird egyenlet:

(ft(f)):__;?¢ E,~E, j
(1)) (Ez—Er)Z—F-]V]i( —V* )exp(u EE1I)+

R L f
(Ex—E )’ +|V]\E,—E, exp(— EEZ!)‘
A lfoordinétawendszer z tengelyét a kiils6 elektromos tér iri-
nyaba fektetve, a perturbalo potencial V = —eEr cos 8, ahol
,’E az el?ktromos térerGsség nagysaga. A hidrogénatom alap-
allapotaban w = [ Yoo V200 d°r = 0. A masodik energia-

2

: Felhasznalva még, hogy E, = — 5%_2’ a kivant egyenldtlen-
g - 1 aiy

| séget kapjuk. _ .
' A perturbald potencial, V=—nH, p a részecske magneses
' momentuma, H a magneses tér. Spin nélkiili részecskére
'(u=,u(,L, ahol L az impulzusmomentum. Mutasson a koordi-
‘nata-rendszer z tengelye a magneses tér iranyaba, ekkor
| V=—poHL,. A perturbalatlan 4llapotok L, szerint degeneral-

jdfﬁijdlzm d*r = —3eEay kiilonbozik nullatol (ay a Bohr-
sugar). Az energiakorrekciokra igy a

—w —3eEay 0 0 k. A perturbalt sajatfiiggvények nulladik kozelitésének va-
—3eEay —w- 0 0 1 asszuk a _ -
0 0 —W 0 = O j d" = Z CmRnI(r)Y;".I(S& (P)
L 0 0 =w | kombinaciét. A V., matrix diagonalis lesz, a diagonalis ele-
szekularis egyenletet kapjuk. Ebb6l "mek egyben a szekularis egyenlet megoldasai. Az energiafelha-
\-Ul ,: 3eEaH, ) W2 Fgp— 3eEaH, “;_3 - “,4 — 0. '\'. SadaS .

w= —u,Hmh, m=0, +1,...,+L
' 135




AE ;= Qg H' Wy =
ent _ N—s 3_1;1)) l- .
= 2,2(J'U'+1) 'E(H- ) ( r

4m

a perturbalt sajatfiiggvények nulladik kézelitésben az
R,(r)Y(3, @)

fliggvények. E : i
6.6. A sikbeli rotator energiaspektruma és normalt hullamfii A 4.34. feladatban lattuk, hogy s
nyei - <1 > R —("jeT) .
’m? R T : )T ( 1)1 h
=— = —— " =0, +1, +2, ... I+ 1+ 5
" 2 @ L] l!’m((.p ) m € ] m 03 L4t L&y n ( ) 2

Minden gerjesztett allapot kétszeresen elfajult. A perturbald
potencial V = —d& cos ¢. Mivel a (W, Vi _,,) matrixelem tet-
szbleges m-re zérus, ezért alkalmazhatjuk a nem elfajult speki-
rumra vonatkozo6 perturbacioszamitast. '

i 1 . 1,
f Mivel.s =50= I+ 5 18y

me* (e*\? 1 o1
AE,.U'—'_HE“(%) P 1

F r : I+ E _}'+ E
(S?Jd ‘ ’ . - . - . r
f VWl dgp = — Zrhfem " cos pdo = 8. A Hamilton-fiiggvény a relativisztikus mechanlkgban
1} 2 | ]
0 (4] A ‘._2 2 ~ E_ + V ¥ +H’,
0 . ha wEm+1 H= |}mzc4+p2(, —mct+V(r) m (r)
b A 3] 4 . . - r 5 -
{~ (_9;, ha  m' = m+1, ahol H' = — 8::3‘:-5' H'-t tekintjiik perturbacionak. A pertur
A2

Jhb = Egw

igy a perturbacioszamitas els kozelitésében: AEM =0, a ma-
sodik kozelitésben:

[Vl 0P | [l VI P _

Em_'Em—l . Em—_Em+1
O&%d?

a1y

6.7. Perturbalatlan hullamfiiggvényekként valaszthatjuk az 1.2, §2,
L,, S, operatorok kozos sajatfiggvényeit, vagy az 12, J2, J,
operatorokhoz tartozokat (lasd az 5.16. feladatot). E16z6 eset-
ben a degeneralt spektrumra vonatkozd perturbacidszamitast
kell alkalmazni, utébbi esetben egy adott energiaszint pertur-
bacidjahoz csak azok az allapotok adhatnak Jjarulékot, ame-
lyekben I, j és m ; értéke azonos.

\ ' A perturbacidszamitas elsé kozelitésében:

.~ balatlan hullamfiiggvények kielégitik a [2m + V(r) = o
Schrodinger-egyenletet. A perturbacidszamitas elsé kozelite-
sében .

CAE® = . )
. AEmjm = <||bn1miH |])bulm> o

1 ) A 7 —
= — W?Jfow4wn:m dV =

= - —I_ZJ‘ w:{m(E - V(r))zlrl’nlm dv =
2me

3E2 me* . 1____ _
T mer \ K ) nmc?(21+1)

me* [e*\?| 3 1 J
-2 o~ mroe |
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6.9.
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s vagy Landé-faktor. Az eredetileg

) (n. giromagnese e -
g c s It szintek 2j+ 1 egyenkdzli szintre ha

j+ 1)-szeresen elfaju

Adnak fel o2

N ; e 3 S K —_— }f‘()x T 2 Ham]lton"ope-
R H = Ho+ ﬂ(L+ZS)"%+ 8mc‘( )

Az el6z6 feladat eredményével kombinalva azt kapjuk, hogy
relativisztikus energiakorrekci6:

4/ .2%\2
gp =P (e 113 1
f? \fic) n| 8n 2j+1

Ez a spektrum un. finomszerkezete. Az azonos nj, de kiilénbd
z0 [ értékekhez tartozd allapotok degeneraltak.
A Hamilton-operator

tor utolso tagja most is elhanyagolhato, ugyanigy {f o-ban a:
in—pélya kolcsonhatas is. A perturbalatlan Ham;{ 11(,0;1—_0}:;%
tor sajatallapotait az [, s, my, mg kvantumszamo a je

. " n 282 L,S, operatorok-

2 mezhetjiik. L,+25; felcserélhetd az L
‘ kal, igy az energiakorrekcio:

Iy A

e a ~
H=H,+ — A
o+ 2mc.(L+QS)#+ g

(A x1)%

I e_% A -3 —_—
b R Lz+2SZ \ d}n Smlms> -
AEnIsmImﬁ = <l'b"15’“fms \ 2mC( } I

= At (my - 2my)
a spin—palya felhasadas erre rakodik

mc?
ahol # a magneses tér erOssége, H o tartalmazza a spin- pi«
lya kolesonhatast leiré tagot is. Gyenge magneses tér ese
tén a #7 tényezdt tartalmazd tag elhanyagolhatd. A H' =
e & - 5
= — (L + 2S)# oper4 : ' urbacionak ; ha a z . 5
2mg( + 28).# operatort valasztjuk perturbacionak: ha a z Megjegyezziik, hogy
..:" a7, AE i puga ~ MMy
g . & ii;-S-F et (£Z+2§Z) operatort kell pertur-
A H = mrc v 2me
‘bacionak tekintenink, a #° ?

tengelyt a magneses tér iranyaba fektetjiik, irhatjuk, hogy

A e’%ﬁ A A
H %-m(.!zﬁ—Sz), J = L+8 az elektron teljes impulzusmo-

mentuma. A perturbalatlan Hamilton-operator séjétéllapotuil
az [, j, m; kvantumszamokkal jellemezhetjiik, az egyes energia-
szintek (2j+ 1)-szeresen elfajultak. J,+3, felcserélhets J -vel,

ezért a perturbacioszamitas elsd kozelitésében 5

: AEanmj = <'1bnijmj lpntjmj>'
Az 5.11. feladat szerint

l!’n ‘mJ-IJ'Shl/n jm
<¢n!jmj|sz|lj’nljmj> = mJ< B TAT Y J> =

b _et tartalmaz6 tag most is elhagy-
at6. Célszerti L2, J?, J, koz0s sajétfl:j:gg\';ényteit v_élasztim ﬁ;
:'pcrturbélatlan Hamilton-operator sajatﬁ:lggveny_emek: i
- [ 2_tel és J_-vel felcserélhetd, ezert a p?_rtu%‘})a.llt ul

-:lémﬁjggvényt a kiilénbozo j értékckhez tartozo sajatfiiggve-
| nyek szuperpozicidjakeént keressiik: . }

©) =
¥ = W) = i+, mi+ CaWnlj = 1= 112, ms

‘/;—:711, '
' +mi4 S Y w112
RO [V, 2 N

ef £ A
QE(JerSz)

+ 1) BT ES RV A

e JU )1 20+1 ]/f—mj+“};!,nlj;l‘1;’2
= MU D=1+ )+ s(s+1) 2

72 J+1) ’ nens Sb o
igy a felhasadas 4E,;, =uzmg#, ahol RY Pyt g Tz
. ! . +C2‘___' - 1 \
_eh D)=+ 1)+ s(s+ 1) Y2i+1 Ly o
= om0 TG A
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6.13. A Hamilton-operatort ~— — ~— — — alakban irhatjuk, és §
2m r r
s .
-~ e . e r L
H' = — — operatort tekinthetjiik perturbacionak.
¥
2 e
. e moe
AE, = — - = —
on <l)l/n£m ¥ Tl.bn!.m> ﬁznz

Az egzakt érték:

| ; 1
AE, = E(Z+1)—E(2) = — ¢ (z+ _)_

li*n?

A kozelités a Z 1 esetben hasznalhaté.
6.14. A potencial :
e?/3 1 52
— - - <
R (2 2 RZ)’ ha r=R

—r, ha - r2R,

ahol R a mag sugara. A perturbacio igy

. (R 3 12 |
!’ — T i <
H R(; P RZ)’ ha  r=R,

kiilonben zérus. Az alapéllapot energiakorrekcidja:

AE = J YhooH Y 100 4 =

= ﬁ[l—d (4_””"2"*’_"*(442)],

3

ag x
2R fi?
hol =— =,
a X a ag ”_‘ez
. : . ' e 1,
Kis x-re (6lomnal x=0,022) AE = — — x2.
ag 1

142

1 4llapotbdl a 2-be vald atmenet valosziniisége

t

iwu L 2)= —‘U«o Vigs) exp(— : (E —,Ez)r-’) d \ -

— 4ﬂ2._ i ZELEt
(B, —Ey) 21

' Acioszamita 5 kzelitésében. Ebben a kozelités-
. 3 perturbacioszamitas elso. kozelitese : _ -
-;.bei w(1 —»1) =0, mert (¢, |V|¢)=0. Masodik kozeli

' tésben

[

c =133 [ [covioncomions

00
X eXp {;‘; [(El - Ez)'f + (Ez — EI)T’]} d‘ﬂ’ d']: =

(Ve o VP ey 6
+ ME;—E;) (B2~ Ey) |
: LAY ;T 29

5, A perturbacioszamitas elsd kozelitésében

1

.. o . 2
b j (onl—est0ler o - g(so—mr) ar| .

Linearis harmonikus oszcillatorra

1 (n+1)n
E, = hm(n+ E)’ {@ulX| Pui1) =‘ S
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; E
I'." . : 'A_'::‘" ‘ : ’
igy L A normaltsagi feltételbdl N = = A Hamilton-operator
W(O 1) ez ( (@(I) €X ( i t) dt ’ ﬁ —_— gz_ A__ 'Vue—rf'r.!'
—_ —_ 5 i o . .
2miio ) €Xp ’w ) i - | |
. — . N ﬁZAZ V 2/10 .
£0) - [otio,av =22 v ()
242 w272
e exp(_ . ) R A i—‘i = 0 minimumfeltételbdl:

Erdemes megjegyezni, hogy az oszcillator az elektromos tértol a+1)* B ma? ,
" 2%a 7

P = [ ed(t)dt = eA teljes impulzust vesz at.

oo
6.17. Az eldzd feladat megoldasa szerint a perturbacioszamitas elso " Az x=2Ja valtozéra

kozelitéseben: 5
V
2 | 2 x4+4x3+6x2+(4— 2”; U)x+1:0‘
e
W0 —-1)= Sexp(—iwt)dt'| = - _
( ) 2mfico U P ) . A megadott numerikus értékekkel (m=08-107%* g, a pro-
0]

ton-neutron redukalt tdmeg): x=1,34, E= —2,15% M’eV, ami
. valamivel nagyobb, a —2,23 MeV egzakt megoldasnal.

228 Lot :
). A hullamfiiggvény

= sin? —.
miic? 2

0 ha x<0,

6.18. A perturbéciészémités elsé kozelitésében W(x) =
! xe ™, ha x>0.

(1)

t

[

W(0 — k) ='%

W0> X

2

w B d? -
| xe ax(a 3 0 +cx)xe dx‘ 3¢ hd?

i ' =Ty D
X exp (— (Ek—EO)r’) ar'| = (E) = 2 © 22 2m
. . ) j xle—-Zax dx
2 w2 2 0
= __fv’_fp_l_ff-r._-nﬂ_lm(l +exp (—2 ~E—)—exp ( - E) 2 cos mkot). aem\3
s (wfu = ;5) ' | : i (E) minimalis, ha a = (2—52) . Ekkor
. E —E : ) ) 9 2&2(:2 1/3
It x| = e lx o), o = %, Y, a hidrogénatom sa- (E)= Z( Am )
jatfiiggvényeit jeloli, és k=+0.
145
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6.21.

6.22.

146

2
A pontos eredmény: = 3_mcu_ 3; C.
8¢ m

5 1 8[11'21?252 1i3
20 16m '

| (E) minimalis, ha ¢ = n;—??, ezzel a hullamfliggvény

feip s tiE g 2c\!* , .
A normaltsagi feltételb6l N = — - A Hamilton-operalor 2 N2 [ \PH mo o
N e i — X7, s
varhato értéke az adott hullamfiiggvénnyel jellemzett allas V= (}/; h X exp 2h ' :
potban . 3
( 2\ _ modr 1 (E)=E = Ehw
(E) = — ] e == o5 + s mo?x? Je T dx
i 2m dx? 2 ] 3\ 14
e o . . .
* = arhato
4 3 A normaltsc1g1 feltételbdl A 2( - ) . Az energia v
_ mo ch
=8 "o értéke
(E) minimalis, ha ¢ = amfiiggvény R i .?.2 —er2,2
> N 2,-a?| _ T AT cr dr =
7 (E> J Ae mi T
me |14 Como hw ' o
=(—) exp[—-"-x*), & (E)=E,=—. —
v (R’ﬁ) p( hi ) (E) =E, 2 - 3ch 962 2
Az eredmények pontosak, mivel a probafiiggvényt helyesen 2m o
valasztottuk. 8 ¢

A keresett hullamfiiggvényt megprobaljuk a legegyszer(ibly . (E) minimélis, ha ¢ = 9 nﬁr’ ekkor

modon felirni a kovetkezo feltételek mellett: tartalmaz egy pas

rametert, véges az egész x tengely menten, x — - oo esetén zé« (Ey = — _8_ e*m ~ —0848EU :
rushoz tart és ortogonalis az alapallapot T 3w 2nP ’
3 me* | 3 me*

‘b—'i hzs <E>:_ZW‘

hullamfiiggvényére. Ilyen a yr,(x)=Nxe " fiiggvény. A nor-

3\ 1/4 . Az energia varhato értékét a
2c ‘ -

maltsagi feltételb6l N = 4( ) Az energia varhato cr-
T

H —SyW Hp;—SpW —0
Hy =Sy, W Hyy—S;,W

téke:
. _ P RN szekularis egyenletb6l kell meghatarozni.
(E) = f W’f(x)(— maE T 5”‘!‘&5’23&‘2) alx)dx =
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6.26.
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. ) S .
H,y, =-f(.l—x2) _h a4 ( 4n?
- I_xz dx:—m
-~ | 2m dx ) 3m’
1
Hy, = f(I_X4) - wod ( 164
——n 1_x4- dx T
~ 2m dxz_ ) Tm’
1
le._Hzl__J‘(l_ 4)[ K d2J 852
- ( _xg dx = 1
—1 2m dx? ) 5m
] 1
S — A Y . 16 )
11 Jv(l )&) dX—E, Szzzj (l_x“)ldx:g‘:‘

Siz =385 = j(f —x3) (1 —x*)dx = ﬁ

-1

Az egyenlet gyokei:

rz .
Wy =123 Wy = 12??5?.,

A pontos energiaértékek:

2
E; = II,IOﬁ—_

2
E, =123 ﬁ—,

m

Csak a paros sajatfii
atfiggvényekkel foglalk

{;:; L e paveay glalkoztunk, mivel (1 —x?)
: ,_T]%ye;] ;;E fV(x) ha x<: Xo- A kvaziklasszikus kozelités a for-
a<xp <nb \ ozelet()en nem érvényes, az x, pontot kdzrefogd
Dldasuét b l‘injtoman_yban a Schrodinger-egyenlet pontos meg-
ell ismerni. A kvaziklasszikus hullamfiiggvény -

. kbvetkezik, hogy az a, b
" aszimptotikus alakja:

x0

Vlﬁexp( j%lp(x*)idx’), ha x=a,

g sin( lp(x’) d.x’+oc), ha x=b,
L VP f . |

x0

“ahol p = ]/ﬁ(f—_lf(_x)) &s feltételeztiik, hogy a klasszikusan
elérhetetlen tartomanyban i
- csokken.

a hullémﬁiggvény exponencialisan

Az a<x<b tartomanyban a potenmahs energia az x, pont

kornyezetében sorbafejthetd:

V(x) = E V'(xo) (x— — Xo)-

~ A Schrédin ger-egyenlet

[_ﬁ_ ey (YU)(x-xo)"J W) =

2m dx?
. A 4.23. feladat szerint ennek megoldasa az un. Airy-fiiggveny-
4 1/3
~ nyel irhato fel, ¥(x)= &(&), ahol &= (—'—r (xo) (x—Xq).
1

ités alkalmazhatosaganak feltételebol

A kvaziklasszikus kozeli
pontokban || 3 1. Az Airy-figgveny

1
56‘”‘* exp(*%i“), ha &1,

(&) = _ |
lél-_”“sin( ]c|3“2 i) ha E<—1.

L 2 ' ,
Mivel x>x, esetén §|§l3-'2 = —};jp(x’) dx', x<x, eseten
; :

X0
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A ([ g TN
_._S]H(J i—jp(_\,)dx—" 4)

a

=

i

b !
: 1
1 ’ - Tf._"]_t - ,’ d-x’ H
= f-j:sin(J}Ip(x)dx+ 1 2+J ﬁf?(‘f) )

- Vp b

X

.' | 1 e =012, ...
B=(—1)yTiA4, e j'ﬁ plx) dx— 5 = N
b

. . . : T
Az illesztés eredménye, hogy 2A=C=B, ¢ = 7 A fazisintearl |

. _ |
#de = ijdx = 271:?’?(}1+ é)

a

Az E>V(x), ha x> X, esetben a fentihez hasonlé gondolats
menet azt adja, hogy a kvaziklasszikus hullamfiiggvény

xa

[ 4 | |
']fpf’in(fﬁp(xjdx”rg), ha x=a,

h(x) = < és a<x,<bh,

. A ( fl
——exp| — —|p(x’)|dx’), ha x=b,
| 2VIpl fi

. - e fa 1. L‘ ‘kl‘ls
8. Felhasznaljuk, hogy a linearisan fuggetlen kvaziklasszi
o i I ’ o L4 - . .
megoldasok a kovetkezd alakvak:

I
b . b
= — |- + —H : ¢ “Jhax=h
: ) ! plx’ |dx') --._fexp(‘- |p(,\)|{bc).1 X=
——geX ( '[h] { ) l/|pl ;}‘i ,

Viel

1. az abrat!-
- p B 1 Vx4 =), ha xzF
| 6.27. A klasszikus forduldpontok legyenck a és b ugy, hogy 3 E_A_Sm(Jl_ plx') dx’ + T—DJF —cos (J L) dx 4)’ hawe=y
E<V(x). hax<aés E<V(x),ha x>b. A forduldpontok kirii- TR e
|‘ li pontos megoldassal megfelelSen illesztett kvaziklasszikus
! hullamfiiggvény az a<x<b tartomanyban az elézé feladat
\ szerint
. ; S
A4, N :
! I l,/(x) = l/—;; sm (j?f p{X)d)L + Z) = .
\ : |
= —sin (f— p(x") dx'+ E) ' - a X
Vo \Jn 4 151
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a

Y = -‘/ﬁ—i_)e"‘cos(-[%p(x’)dx% g)—

E: Az x <a tartomanyban

[

2 |
2i ]/_Jg e sin (J‘J_i p(x") dx'+ g) =

S 1oaz abr s

( ( f | : . T

— o d ks - i
Vil [P X)+|,| exp(J lp(x)ldx) ha  xza .‘52_18_ et et exp( L | px) ax )+
a o / }/TU 4 h
+ [ e+ le‘L exp | — ! Jp(x') dx’)—l-
E R\ 4 f -

V(x) -TAz athatolasi egyiitthato:

b % 28 (Z &t "L)

X 2 b esetén a feladat megoldasa kifutd sikhullam,

Vi = ﬁﬂxp(r medx) = i/%“ +i) sm(f;l1 plx') dx’+ g)+

x

v fos)

h

Az a=x b tartomanyban

4 =_-Ix: i)exp| — .] ' |
H. ZVZFPf(1+)e D( fﬁlp(xﬂdx)-F-V:Tlm:cxp(J\ |p(t}|dx).

chI
I/].E?_rexp( L+J‘}i—[p(x’}rdx) 2:—__—_exp( jfp ]dx)

ahol

-

.' P(x, 1) — <

B = (1+i).

517
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7. SzOrasszamitas

ool 20
—px— g% I))-ldp, ha x——oo,
: J"‘{P}D(P)eXP(!‘?(PX— % ))dp. ha x—a0.

Ez megoldasa a Schrodinger-egyenletnek. Tegyiik fel, hogy
~ A(p) csak olyan kis tartomanyban nem zérus, amelyen R(p)=
~R(p,), D(p)~D(ps). Nagy negativ ¢ érteknél

oo, 1) > j A(p)exp (; (px— r r)) d,
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m,wel_'flz in,tegrandus masodik tagja nagyon gyorsan oszcil
s igy Jarulf.:ka elhagyhato. y(x—co, t—> —ob) = 0, mert az
tegrandus itt is gyorsan oszcillal. Nagy negativ ¢ értéknél IL-

a balrol érkezé hullamcsomag van jelen. Nagy pozitiv 1 éri

nél az el6zéekhez hasonlé meggondolassal

e ey <) [ 105 e 1)

h 2m

ami visszaverddott hullamcsomagot ir le,

W(x— o0, t—o0) = D(p,) jA(p) exp (; (px-— pﬁz r)) dp,

ami a potencialgaton athaladt hullamcsomag. Az athaladi

ill. a visszaver6dés valoszinlsége: | D(p,)|2, ill. | R(p,)|>.

7.2.
( J‘A(p)[exp G (p.x— 21:1 g)>+

(x, 1) > < +R(p)exp (E(—px— p—z ))-,dp,ha X—r -

fi 2m

. i ;
\ JA(P)D(p) exp (E (p’x— %ﬁ :)) dp, ha x—

A bejovo hullamcsomag aramsiirtisége:
5 1 i 2
Jpe = Alp)exp| — = -
=l Jres (i) )
xJpA(p)exp(i px— p—z.' dp ~ 70
i 2m P

ha | A(p)dp=1.
A visszavert hullamcsomag aramstiriisége

.= 2 [aorwren (s 2 ))an)<

154

Az athaladas, ill. a visszaverddés valoszinlisege

s [(-nrien( - (et 2o = = PeIROOF

| Az athaladt hullamcsomag aramstiiriisége:

; .. = i(V[A(p)D*(p) exp (— ;:I (p'x - z—;ﬂ— t)) dp) X

- ; 2 S AT
_I i I Fon i_ o~ pi_-_zrnﬂ 2
L X Jp A(p)D(p) exp ( -(p x5 f)) dp = - | D(po)|*.

h

Ta

, 1L

j be

J be

3. A hullamfiiggvény aszimptotikus alakja altalanos esetben

Aexp(%px)-kBexp(—%px), ha x——oC,

C exp lpx + D exp —ipx . ha x—o0.
fi h

Legyen C = aA+fB, ahol o és f a potencialgat alakjatol
fiiggd (komplex) allandok. y komplex konjugaltja is megol-
dasa a Schrodinger-egyenletnek,

A* exp(~ %px)+B* exp(% px), ha x——0o0,

c* exp(— %px)ﬂ!)* cxp(%px), ha x—0,

és D = oB* 4+ BA* vagy D = f*A+o*B. Mivel az aramsirti-
ség (a két linearisan fiiggetlen megoldasbol (i és §*) kepzett

V-

W* —

" Wronski-determinans) x-t6l fiiggetlen, ezért |A|>—|B|* =

— |C|2—|D|?, amibé] kovetkezik, hogy || —|B)* = 1. A ne-
gativ x-tengely iranyabol bejove részecskere D=0, az athato-
las, ill. a visszaverédes valoszinlsége

lB p* C

’E. o A

2 2

2 2

1

a*

B

e
—_— c( —
+ﬁA

= ilL =

3
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A pozitiv x tengely irAnyabol bejovd részecskére 4 =0, az il

hatolés, ill. a visszaverddés valoszinlisége

C‘= B

3,$

D

B

o

2 2

S ;ﬁa(x)w(x) = Ey(x)

Schrédinger-egyenlet érvényes. Ennek megoldasa

{]/oce_’x, ha x>0,

Ve, ha  x<O,
ahol o2 = — “nk
fi
majd e-nal tartsunk zérushoz. Az eredmény:
wo e
0= (0]~ - Bi(0) =
Behelyettesitve ide a fenti megoldast azt kapjuk, ho

, np? fp
= — . A szorasi allapotokat

2m
i . i
GKP(kPX)+Rexp(—pr), ha x<0,

(i
Dexp (E px), ha x>0

alakban keressiik.l A hatarfeltételek azt adjak, hogy

) =

i
1+R =D, Ep(D—1+R)=ﬁD, :

amib6l

N B _ 2Zm
5—. Integraljuk az egyenletet —& és ¢ kizotk -~ ugrisa pedig B

- R-nek és D-nek, a szorasi amplitidonak polusa van a p = ifif,

202

azazazE = — S helyen, tehat éppen a kotott allapot ener-
m .

| giajanal. Az ortogonalités integralassal egyszeriien megmutat-
.~ hato.
, A Schrodinger-egyenlet megoldasa

exp (% px) + R exp (— %}?X), ha x <_0:

Yx) = .
D exp (% px) s _ ha x=>0.

. A hatarfeltetelek: y folytonos az x =0 pontban, derivaltjanak

V(x)r(x) dgc = p(0). fgy 1+R =D,

— ol

1 ip —(D—14+R) = pD. A visszaver6dési egyiitthaté |R|* =

::.-1-

np? 4p?
— T az athatolasi egyiitthato |D|* = —5——5-5.
PR az gyl |D|: ap?+ Bo

_:' E> V0 esetén az athaladas valészinlisege

R L R
Vi sin’ ? +4E(E‘ )

. a visszaverddés valoszinlisége

Vi sin® — 49
fi

R=— , ahol g=}2mE- Vo)
1

0<E<V, esetén
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2 @

| it
4E(Vo—E) o 2

T = p , .R=
Vi sh? . +4E(V, ~E)

2., & . '
T/’t,sh2d—+-4f‘£(lfgJ E)
ahol
fr

= Vev—5)

T~10742,
7.7. Az athatolasi valdszintiség,
T = ﬂ/ﬁ(E_’_ %)
VE+Vo+VE)?
a visszaverddeési valoszintiség,

VZ
A - ha E>O0.

§ T (VE+ Vo +VE®

az x>0 tartomanyban i ~ exp(— i) alakt, ahol

) 2d
d="h)8m|E|. '

7.8. Az athatolasi valdszintiség kvaziklasszikus kozelitésben

x0
2 —
T ~ exp [ - FJVP 2.’?1(fE| — r?:x) de,
I )
0

ahol x=0 ¢és x = x, =I((—9| a klasszikus fordulopontok.
Az integral kiszamitisa utdn azt kapjuk, hogy
4 )2m my _
T ~ exp -3 --F|E|3’Z . A kvaziklasszikus kozelités ak-
16

kor alkalmazhaté, ha a forduléponttdl vald tavolsag

1 ﬁz 1/3 o :
|x—xo| > 3 (m;) . A T-re felirt kifejezés akkor érvényes, ha

158

5¢V energiajh elektronra T~028; 5 €V energiaju protonra

Ha —V,<E<O0, akkor 7=0 és R=1, a hullamfiiggvény

B ) ]E| 1/ K2 1/3 ‘
& potencialgat szélessége, Xo =¥ 5| ] . 377

& 2\ mé&

'I2—-—|2m1}5!3-’2 > 1, tehat az athatolasi egyiitthato kicsi.

hé&

- Kvaziklasszikus kozelitésben

. K . "
_ ees
1.~ exp[— ? JW(V(?)—JE) dr} ahol -_‘R_ = E.
1
RU

j Az integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

h

T~ exp[ﬂ@EGVﬁ_V}—z—o)J, (% )1,.-2

-: nagysagrendii kozelitésben. )
. A radialis hullamfiiggvény aszimptotikus alakjaban szerepl6
- 5, fazisok k-fiiggését kell vizsgalni a k—0 hataresetben,

o DmE
o

,I Nagy tavolsagok esetén a radialis hullamfiiggvényre érvényes

egyenletben a potencial elhanyagolhato:

2 I(1+1)
er+ _R;+[k2- (_J"Z _)JRE = 03
F

. ami a szabad mozgast leiré egyenlet. Ennek megoldasa

20+ 1) d \!'sin kr
RI = (’.1{—— ])—km- — F'i (}‘d_r - v - +

(Y coskr
tel=1) @=0)""\rdr) r

[
R, ~ lsin (:‘cr—— = +b;),
r 2

kr>>1 esetén
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-2
o e o, 2I-nnel+nHn
mennyi fazis kicsi. A parcialis szérasamplitadok

ahol tg o, ~ 9, k*'* 1, k kicsi, ezért valas a k<, akkor

tg xa #
o ~ dna* [—=—]).
M

1 .
ﬁ (e?.lﬁl_l)g%,

" Ha Ka a 5 paratlan szamu tobbszorose, akkor a hatas-

r = r o 2! r . . .
ezért kis k esetén f,~k?*, igy valamennyi /= 0 parcialis ampli-

tado kicsi az =0 amplitadd mellett. Ezért a teljes szorasamp- | Leresztmetszet nagy, ekkor D nagy €s 1g Jy = aka’ g
: _ 1g ka

litado
Sy € : p ~ i?—E-(] —k*a?). Ha #a — E(21}14—1) akkor a potencialvolgy-
f(ng) = fl) = —k— = :—- = —aq, do-:az dQ., J=4’}’E0(2. _.- ; kz ) 2" )
1 : . " ben Ex0 kotott allapot létezik, és Gn. rezonanciaszoras jon

- jetre. |
2. Azel670 feladat eredményében ¥, eldjelét kell megvaltoztatni,
- és ennek meglelelden » helyett az ix szorzatot irni.

N2
¢ = 4na* (1 - &ﬂ) ;
xa

A »a>! hataresetben, ami az @ sugart atlatszatlan gdmbon
valé szorasnak felel meg, _0241':(_;2, a klasszikus ér}ék négysze-

711 Ay = :;:; A,P/(cos 9)R (r) parcialis sort hasznalva r <a esetén

1+ (k*+x*)y = 0, ahol y=rR,, k* = Z;an, %2 = 2_m2_1/{, A7
ks o Az

r=0 pontban eltiin6 megoldas
y = Asin Kr, K?=k*+x%
r>a esetén |

rese.

" 2 _ A . "I
¥'+k*y =0, y=Bsin (kr+8o). 3. A Schrodinger-egyenlet

f

, , Ly & 1i? ' '
A hatarfeltételek szerint XE folytonos az r=a helyen, ezért _-i—-'k = — zi--mj/—k(lf,—iVi}d;, 11l
’ m

ot

<

. ’ ) Al 2
kctg(ka+d,) = Ketg(Ka) =D,  tgd, = kD—tgka --—i-rf-"b— = — E—Alff*+(1<.+fﬂ)t[1*. _
1+kDtgka’ 0t 2m S
Ha ka<l, akkpr Szorozzuk az els6t y*-gal, a méasodikat y-vel, és vonjuk ki az
te 6 k(D—a) elsébdl a masodikat. fgy a :
PPV il A

1+k*Da’ D 2

ha k2Da<1, akkor = () eradj = — 5 VY
A 1

tgd, = k(D— a)_
kontinuit_élsi egyenletre jutunk,

K h
T 2im

.

4u |
¢ = —sin?é, = 4n(D—a)? = 4na2(1" ‘g Ka)z‘
J

- 2 :
k Ka (y* grad y —y grad V).
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7.14.

7.15.

162

Az egyenlet fizikai jelentése az, hogy egységnyi térfogatban - kozelités akkor alkalmazhato, ha a potencial r, hatétavolsa-

' gan beliil fennall, hogy

;m|ﬂ—FE¥%—%Mmmw

2V
idGegység alatt — 5 VAV reszecske abszorbealodik. Az abszorb-

cios hataskeresztmetszet definicidja szerint ez

2V;
fiNv’

. Mivel a legtobb, gyakorlatilag fontos potencial r=0-ban éri el
. maximalis értekét, ezért azt irhatjuk, hogy

Lifuw) o
4l | exp (fkr+1kr) dr

No o™y,  igy o, =

A hullamfliggvény aszimptotikus kifejezése:

<.

a0

V=5 % (2l DPeos [(—1)* e M- S,e]

- ' - Gombszimmetrikus potencialra a szogekre vald integralas
A feladat feltételei szerint I </, esetén S,=0, igy J, komplex, ¢s utan adodik, hogy '
képzetes része nagyon nagy, [ =1, esetén S;,=1, 6,=0. A rugal- '

mas szOoras amplituddja

o0

ﬁZ

V(r)(exp (2ikr)—1) dr Sl

lo <

18 =-——Z 2I+1)P1c059)

2ik /=5

2krd

. Ha a részecskék kinetikus energiaja nagy, kr, 31, akkor az ex-
A hataskeresztmetszet nagy [, mellett ponencialis tag jaruléka elhagyhaté, és igy

In fl
g, = :2 Z 2!+1)n.—-~9—na2.

a0

| vorar|<

Kis kinetikus energianal az exponencialis tag sorbafejthetd, és
z adodik, hogy

3.2

P
2mrg

1
Lo » 2krg
Az optlkal tétel megadja a teljes hataskeresztmetszetel]

Im f(0) = -, innen ¢,=2na’.

A reakuo hataskeresztmetszet o, =na®, az atommag gec
metriai keresztmetszete. 2

-
2

iz IV(r)r dr | <€
. .

mi az el6bbinél joval erésebb megszoritas.

I

mrg

_2m V(r)

A (A+K*W(r) = Ulrp(r), U(r) Schrédinger-egye

let altal leirt szc')résprobléma a

exp (:k |" -r) , A V(r)=V,e™ "™ potencialra azt kapjuk, hogy kr,<1 esetén
Y () = oulr) - —"*j “““““““ U (r') dr s Vo€ h, kro>1 esetén mr, V<€ hk>.
. ‘szorasamplitiado Born-kédzelitésben
qok(r)=_€' ' m
integralegyenlet formajaban irhato fel. A Yy (r)=g\(r) Bori f(9) = - ) V(r) exp (—iqr) dr,
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\hol F(g) = | n(r) exp (—iqr) dr, az atom aldkl‘aktora A hidro-
§ geénatom alapallapotaban

1 2r
n(r) = —3 €XP ( - -E),

‘a az elsd Bohr-sugiu‘.

ahol ¢ = k' —k, k'=kn" a részecske szoras utani hullamvek ¢
ra. A polartengelyt a q iranyba fektetve, a szogek szerinti i
tegralas elvégezhet6. Eredményiil azt kapjuk, hogy

an

1 q
0

RN 2m sin gr g
J9) = ——JV(F) q-rdr, qzzksin;

4
= —n ) sin gr dr

l
q Yo
0 4
A differencialis hataskeresztmetszet:

4a® (8+q } .9
= - dQ = 2ksin— |,
M @ (1=2m3)

o . :
A V()= - e~ " potencialra

do = 42 {¥ma 2 dQ
) (@Pa*+ 1)

o = 16na> ama\? L
W) akta*+1’

mV 252
. 717 a) do = 21:{12.(—&3{-{-) exp (—qg*a’) dQ,

“a teljes hataskeresztmetszet:
Tcaz Tk*a* + 18k*a* + 12
7773 (K2a*>+1)°

_2m (mVa®\?
= (") e (-aea) : | n
‘Ha ka1, akkor ¢ = e

dQ,

b) do = 4o (mVOa ) (sin ga—qga cos ga)*

" (qa)°
o Z_R(mVoaz 2 . 1 Sln 4ka  sin? 2ka

R (2ka)? (2:’«1) (2ka)* J

7.18. Az atom toltésstirliségét jelolje o(r). A Poisson-egyenlet A =

= —A4mg(r). EbboI kdvetkezik, hogy

8. Tobbtestprobléma

A Schrédinger-egyenlet

47 -
@ exp(—igr)dr = — | g exp (—iqr) dr. : X h? A J LA
[t~ Ffeovtan TE (- Lot L £ finon]o-
0 = —en(r)+ed(r), n(r) az elektronsiiriiség. Ezt beirva kapjuk g L=ty T =
hogy _ _ g irva kapjuk, Uj koordinatakat vezetiink be:

4me?

jVexp (—iqr) dr = e (1 —F(g)),
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