
.- 3.15. Határozzuk meg a következő hullámcsomag alakját: 
' oo 

"'(x ,r) = J f(k-ko)exp[i(kx-w(k)t)]dk, 
-oo 

f(k - ko) = ~xp ( _ (k ;q~o)} w(k) = ~~ . 
3 .. 16. Mutassuk meg, hogya 

{ 

exp (ikox), 

"'(x) = 

0, 

ha 

ha 

I 
lxi < 2" ' 

. I 
lxi >:2" 

hullám nem monokromatikus ! Illusztráljuk a határozatlansá
gi relációt! 

3.17. Egy antennához csatolt, W o frekvenciájú rezgőkör r idő alatt 
adja le energiáját. Milyen frekvenciájú vevővel foghatjuk a 
jeleit ? 

3.18. Elektronnyaláb d szélességű résen halad keresztül. Szemléltes
sük a határozatlansági relációt az elhajlási képben! 

4. Schrödinger-egyenlet. 
Egyszerű kvantummechanikai rendszerek. 

Általános tételek 

4.1. Rajzoljuk fel a potenciálfúggvény menetét a következő klasz
szikus problémákban: 
a) egydimenziós harmonikus oszcillátor ; 
b) szilárd talajon rugalmasan pattogó labda; 

. x 
c) F(x ) = - (2 2)2 Fo erő hatására v'égbemenő mozgás; 

x +a 
il) bolygómozgás. 
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Mi a klasszikus mozgás megengedett tartománya adott ener
gia mellett ? 
írjuk fel az nt tömegű részecskére vonatkozó Schrödinger. 
egyenletet az előző feladatbeli potenciálfúggvényekkel! Raj
zoljuk be a megoldásokat különböző E energiaértékekre ! 
Hogyan fúgg a hullámfüggvény alakja az E - V(x) kinetikus 
energiától a klasszikusan elérhető tartományban ? 
Hogyan változik a hullámfúggvény maximumá az ábrán lát
ható potenciálvölgyben ? Legyen E > Vo! 

Vo 

Q b x 

m tömegű részecske a szélességű, végtelen mély, derékszögű 
potenciálvölgyben mozog: . 

V(x) = {O, 
00, 

ha O< x<a, 
ha ' x < O vagy x > a. 

Határozzuk meg az energia-sajátérték eket és -sajátfúggvénye
! 

Legyen az előző feladatban a = l cm, nt = l g, a részecske sebes
pedig v = I cm s - l Mekkora az ennek megfelelő n kvan

I tulns2~árr és a szomszédos nÍvók LlEn távolsága? 
f MutaLsSllk meg, hogya végtelen mély, derékszögű potenciál

t 
az n-edik energia-sajátállapotban ( x> = 2" a, és 

«(LIx)2> = ~ a2 (1 -_6_) ! 
12 • n2,,2 
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4.8. Végtelen mély, derékszögű potenciálvölgyben mozgó részecs
ke hullámfliggvénye a l=O pillanatban I/I(x; l=O) = 

I 
~ v'2[~.,(x)+~,(X)J. ~"(x) az n-edik energia-sajátfúggvenyt 

jelöli . Rajzoljuk fel az 'I/I(x, tW fliggvényt néhány későbbi idő
pillanatban! Hogyan változik x és Px várható értéke? 

4.9. Végtelen mély, derékszögű potenciálvölgyben mozgó részecs
ke hullámfliggvénye I/I(x) = Ax(a-x). Határozzuk meg az 
A normálási tényezőt ! Mi az energia várható értéke ebben a7. 
á llapotban? 

4.10. Végtelen mély, derékszögű potenciálvölgyben mozgó részecs
ke energia-sajátállapotban van. Határozzuk meg a részecske 
által a fa lra kifejtett erő várható értékét ! A kapott eredményt 
hasonlítsuk össze a megfelelő klasszikus eredménnyel! 

4.11. Bizonyítsuk be, hogy egydimenziós, véges, derékszögű poten
ciáJvöJgyben (V(x )=O, ha O<x<a, V(~)= Vo, ha X<O vagy 
x > a) mindig létezik legalább egy kötött á llapot! 
a) Hogyan egyeztethető ez össze a határozatlansági reláció

val? 
b) Hány kötött állapot van adott Q és Vo esetén? 

4.12. Rajzoljuk fel az ábrán látható potenciálvölgyben mozgó ré
sZecske alapállapotának hullámmggvényét! RajzoJjuk fel ti 

Schrödinger-egyenlet 1/1(0)=0 határfeltételt kie légí tő megoldá
sai! E < Eo és E> Eo esetén, ahol Eo az alapállapot energiája! 

V. 

• 
Q 

, 
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Mutassuk meg, hogy egydimenziós Schrödinger-egyenlet ese
tén a kötött állapotok energiaspektruma nem degenerált! 
Milyen lehet egy diszkrét energia-sajfnállapot hullámrtiggvé
nye, ha a potenciál páros mggvény? 
Két vonzócentrum az itbrán látható potenciá lvölgyet hozza 
Jétre. 

Vo b 

Q 

Rajzoljuk fel az első két energia-sajátállapot hullámniggvé
nyét ~ 

Mutassuk meg, hogy b_-oo eseten az egyik energiaérték 
alulról, a másik felülről tart a 4.12. fe ladatbeli Eo·hozl 
Milyen erőt közvetít a két centrum közölt a bennük mozgó 
részecske az egyes állapotokban? 
Határozzuk meg az energiaszillteket és a hullámfLiggvél1ye-

2mVo 2 A . . 
ket közelítőleg, E~Vo> - ,- b -..lS I eseten ! 

to 
vonzócentrum az ábrán látható potenciált hozza létre. 

lu .. "i"k meg, hogy ebben négy olyan energia·sajátállapot 
ki, amelyek energiája közel van az egyes vonzócentru-

alapállapot-energiájához! Rajzoljuk le a hullámmggvé:,.. 
! 

19 

, 



4.17. Mutassuk meg, hogy az ábrán látható periodikus potenciál
térben mozgó részecske energiaspektruma sávszerkezetú ! 

v, ')' k ~b E'" lzsga JU a li ~ l , a}>b, ~ ro hataresetet! 

- V. 
~ 

-b o a x 

I 
4.18. III tömegű részecske V(x) = "2mw 2x 2 alakú potenciálvölgybcn 

mozog (harmonikus oszcillátor). Mi 'il valószínűsége annak, 
hogy alapállapotban a klassZikusan megengedett ha tárokon , 
kívül tartózkodik ? . 

4.19. Harmonikus oszcillátor Hamilton-operátora : 

20 

4 /i 2 d2 1 22 
H = - - - + -n/WX. 

2m dX2 2 

Bevezetjü'k az a = ' (2mtlWt 1/2(ip+ m(01) operátort. Mutassuk 
meg, hogy 
a) [fl, a] = - hwa, és [H,a+] = 11(00+; 

b) iI =/iw (á +a+~} 
c) Hogyan hatnak az ti és a+ operatorok az energia-saját-

ftiggvényekre? ' 

, 

"o",n"·,,' meg az energianívókat a 

ha X<O, 
V(x) ~ 

ha x<O potenciálvölgyben ! 

tömegű részecske a - oo<x<oo, O<y<a, O<z<b tarto
,m,inllba-n mozoghat, F = (- kx, O, O) erő hat rá. Határozzuk 

a stacionárius állapotok energiaszint jeit és hullámmggvé-

részecskét F = k(x ! -X2) ruga lmas erő köt egymáshoz, 
.~:~~,~é,~~ szabadon mozoghatnak az x tengely mentén. Hatá
,fl meg a stacionárius á llapotok energiaszint jeit ! . 

tömegű részecske nehézségi erőtér ben vízszintes lapon telje
rugalmasan pattog. Vizsgáljuk az e,nergia-sajátértékegyen-

Határozzuk meg a rögzített tengely körü l forgó, e tehetetlen
nyomatékú merev test (síkrotátor) stacionárius állapotai
hullámftiggvényeit és energiaszin t jeit ! 

IEg;ysiknDtáta; hullámftiggvénye a (= 0 pillanatban I/I(cp, O) = 

A sin2 <.p. Határozzuk meg az A normá lási tén yezőt! Ho
változik a hullámfti!l:gvény időben ? 

, . meg a il = ~; Hamilton-operátorral leírt rend

(fi tehetetlenségi nyomaték ú tér.beli rotator) energia
.~'.';'"n," és az energia-sajátftiggvényeket ! Az eredményt 

~',~~~:~;~.~ össze a 4.24. feladat eredményével! 
i-I meg merev falú gömbbe zárt részecske energia-sa
játfU1:gv,énllei't ! Szorítkozzunk a O impulzusmomentumú alla

vizsgálatára! 
\lekk'Dra nyomást gyakorol a merev falú gömbbe zárt részecs

a gömb falára alapállapotban ? 
a 

ha r<a 

ha r>a 
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, 

, 

gömbszimmetrikus potenciáltérbe.n mozog. Határozzuk meg 
az energiaspektrumot, ha az impulzusmomentum O! Mi II kö
tött állapot létezésének fe ltétele? 

4.30. Hatá rozzuk meg a há romdimenziós ha rmoni kus oszci lla lor 
energia-sajátfLiggvényeit ! Vizsgáljuk az energiaspeklrum dc
generá ltsagát Ll és L. szerint ! 

4.31. A hidrogénatom energia-sajátruggvényeit keressük ae- u. 

bxe- fk• bye- pr, bze- P, alakban! Mekkora a hozzájuk tartozó 
energia ? Megoldás lesz-e a c(x±iy)e-PT hu llá mftiggvény is'! 
Hogyan hatna k az Lx, Lp Lz operá torok ezekre a fliggvé
nyekre? 

4.32. Mu tassuk meg, hogya hidrogénatom ls, 2p, 3d állapotában a 
szögek szerint átlagolt rlrjJ2(r) valószínuségsürüség maximu-

ma az r= a, r=4a, r=9a helyeken van ( a = 1i
2

2 )! Mil yen 
me 

kapcsolat ba n van ez a Bohr-modell eredményeivel? 
4.33. Hatúrozzuk meg az elektrosztatikus poteneialt a hidrogcn

ato m I s á ll apotában ! 
4.34. Számí tsuk ki r' várhat ó értékét a hidrogénatom Il/m kvantum

számokka l jellemzett állapotában! Legyen 

s = 2, l , -1, -2, - 3. 

4.35. Határozzuk meg az elektron pályamozgásából származó 
neses tér erősségét a hidrogénatom középpon tjában, 2p 
poIban! 

4.36. Hogyan változik a s tacionárius állapotaI leíró hu:llárnftigg-' 
vény, ha a potenciális energiához egy állandó t 

4.37. ·A Schrödinger-egyenlct megoldását írjuk ",(r) = 5(r)l/l(0) "lak-I 
ba, ahol S(t) va lam ilyen operátor! Mutassuk meg, hogy 

elégíti az ifj ~~ = iiS egyenletet, és azt, hogy OS unitér OPC""-I 

tor! (if a rendszer Hamilton-operátora.).Mutassuk· meg, _ . (-di,) 
ha H nem fligg az időtől, akkor S(l) = exp ----y;- ! 

22 

- i 
. a Po mennyiség fizikai jelentése a I/I(x ) = cp(x)exp ~ pox 

ti 
I' ahol cp(x) va lós ftiggvény? 

meg, hogy az impulzus várha tó értéke s tacio nárius 
zérus, ha az energia sajátértékek d iszkrétek ! 

tömegű részecske potenciáltérben mozog. l/l" az energia-sa
teljes rendszere, 1/10 valamelyik kötölt állapot, 

= ("'If' x"'o)· Bizonyítsuk be, hogy 

,,2m Ix.ol' (E -E) = l' 
~ ~ 2 " o . . " 

~lhaS2:nálva. az [L 2, x;] '= 2n2xj cserereláció t, mutassuk meg, 
impulzusmomen tum-sajátá llapotban a dipólmoI11entum 

. értéke zérus! Létezik-e olyan energia-sajátá llapot, 
belvb"n a dipól momentum vár ható értéke nem zérus 

Cou lomb-potenciá l ; 
térbeli harmonikus oszcillá to r potenci ál ; 
tetszőleges gömbszimmetrikus potenciál esetén? 

meg az alapállapot energiáját a határozatlansági 
alapján 

oszcillátor esetében, 

mély, derékszögű po tenciá lvölgyben mozgó ré
esetén ! 

meg valamilyen ti operáto rral leírt fi zikai meny
várható értékének időbeli vá llozásá t a Schrödinger

alapján ! Mutassuk meg, hogy 

d(A) _ ( OA) i ( [ - ÍJ) - - - - + ~ H A ' dt ot ft ' . 

időderiváltjá t az e lőző feladat alapján, ha a 

., 
p-

= 2m + V(r), 
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p- ~ Á(r, l))' 
b) il ~ c +e"(r 1) 1 2m y' , • 

Az eredményt hasoll lítsuk össze a megfelelő klasszikus össze-
. fliggésekkeJ ! 

4.45. Az E, p, L. L 2 mennyiségek közül melyek maradnak meg iJZ 

alábbi mozgások során: 
a) szabad mozgás, 
b) V(z)=az potenciál (egyenletesen töltött, végtelen kiterjedé-

sű sík tere); 
c) V(r) gömbszimmet rikus potenciál; 
d) V(Q) hengerszimmetrikus potenciál; 
e) V(z, l) = a(t)·z, időben változó, homogén tér ? 

4.46. Elektron egy homogén, z tengely irányú mágneses térben 010 -

ep 
zog (A = (- By, 0, O)). Mutassuk meg, hogy az Xo = x + --', 

eB 

)'0 = - CP Il mennyiségek (a klasszikus körmozgás középpon t
eB 

jának koordinátái) mozgásállandók ! Mérhetók-e egyszerre 
pontosan? 

4.47. Mutassuk meg, hogy ha a Schrödinger-kép, Heisenberg-kép és 
kölcsönhatási (Dirac-) kép valamelyikeben fenná ll az 
[ti, SJ = ié felcserelési összefUggés, akkor fenná ll a másik 
keltőben is! 

4.48. Fejezzük ki a Heisenberg-képbeli XII koordinátaoperá tort a 
Schrödinger-kép x és fi operátorával szabad tömegpont ese
tén ! 

4.49. Határozzuk meg a lineáris harmonikus oszcillá tor Heisen
berg-képbeli koordináta- és impulzusoperátorát ! 

4.50. Számitsuk ki a [P,,(I,~ .<,,(1, )], [p,,(I,~ PH(I,)] , [X,,(I,~ X,,(I, )] 
kommutátorokat a harmonikus oszci llátor esetében! 

4 . .51. Szabadon mozgó részecske hullámfUggvénye a t = O időpont-
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ban I/I(x, O) = (21r~2)1 /4 ex p ( - :a22 )' Hogyan változik időben 
ez II hullámcsomag? 

Vizsgi.lju.k a lineáris harmonikus oszcillátor energia-sajátér
egyenletét impulzusreprezentációban ! 

fel a lineáris harmonikus oszcillátor koordinátaopcrá to
energiareprezentációban ! 

fel a lineáris harmonikus oszcillá tor impu lzusopcrátorát 

a koordináta- és az impulzusmátrixot ener
végtelen mély derékszögű potenciál

mozgó részecskére ! 

. k " p' V"() H 'I ,. II tömegű reszecs e H = - + r ami lon-operatora-
21' 

spektruma az E" diszkrét szintekból épül fel. Mutassuk 
hogy fennáll a 

fl' L: (E. - E.) 1 x". I' ~ -2 
• p 

IT::~~~~;:~~~;~:i~e;;~;~~'~;i~~~ összegszabály, ahol x az r hely-b: egyik derékszögű komponense! (L. a 4.40. felada-

5. Impulzusmomentum 

I K,:r!,,;s ~.]1 olyan rtiggvényt, amely 
Lz közös sajátfUggvénye ; 
sajátmggvénye, de i .-nek nem; 

i 2_nek és Lo<-nek sajátfUggvénye, de i .-nek nem ! 
Határozzuk meg io< zérus sajá térték hez tartozó saj{!.lfUggvé

ha 1= 1! 
. ~~~ 222 

Hogyan hatnak az Lx, Ly, Lr operátorok az 1, x, y, z, x ,y , z , 
xy, yz, zx ftiggvényekre? Mutassuk meg, hogy gömbszimmet
rikus fúggvénnyel való szorzás nem változta t az eredménye
ken! Hogyan hat az L2 operátor az egyes ftiggvények re? 
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5.4. Részecskét leíró hull ámfUggvény 2(x2 - y2)f(x2 + y2 + z2 ) al a
kú. Milyen valószín űséggel vesz fel Lr megha tá rozott értéke
ket ? 

55. Mutassuk meg, hogy ha L.I/I= ml/l, akkor Lx és Ly várha tó er
téke zérus! 

5.6. Mu tassuk meg, hogy ha egy l/l állapotban Lrl/l= mlil/l, akkor 
az impulzusmomentum valamJ lyen z' tengelyre eső vetületé
nek várható értéke ln eos 9, ahol!} a z és z' tengelyek á lta l be· 
zán szög! 

5.7. Mi az L;. várható énéke abban a l/l állapotban, amelyre L.t/! = 
=mlit/!, L21/! = 1i2 {(I + 1}111? 

5.8. Keressük meg az (.t, Sy] = iliSr stb. felcserélési .relációk ösz
sze~ olyan. 2 x 2-es mátrixábrázolását, amelyben S. dia~onalis! 

5.9. A J x, J y' J. impulzusmomentum-operátorok helyett vezessük 
~ l - '> ~ l. .A ~ l . tl I ., 

beaJ-= Ii[J .. - IJy] , J-t-=Ii [Jx+,Jy],h=,/ r,J = 1i2J -

operátorok at ! Határozzuk meg a felcserélési relációkat! 
5.10. lj , lll ) jelentse azt az állapotot, amelyre ? lJ, lll ) = 

= j(j+ 1) lj, /II ), J3 lJ, m) = m lj, m) ! Hogyan hatnak erre az 
állapotra az e lőző feladatban definiált J -t- , J _ operátorok '! 

S.I ~..:... Bizonyítsuk be a következő egyenlőséget : 

, ( Im II LÁ II Im ) L 
( Im lAIIm') ~ 1(/+ I)/>' ( Imi 11m'). 

ahol Á tetszóleges vektoroperátor, amely kielégíti az 
[Lb Á.] = iel.,Á, felcserélési törvényt. Mutassuk meg, hogy az 
( fm II t · Á 11 /111 ) ún. redukált mátrixelem ftiggelien m-től ( Wi{J
lIer- Eckarl-télel)! 

5.12. Határozzuk meg a · e sajátértékeit és sajátvektorait! e a 9, tp 

' po lárszögekkel meghatározott egységvektor, a = (0" 1> 0"2 ' 0"3) 

a Pauli-mátrixok at jelöli: 

u, ~ (~ ~). u, ~ (~ ~} u, ~ G _~) 
3 l '. 5.1 . Az '2 spmu részecske legáltalánosabb spinhullámmggvényc 
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~ (e: C~S ~). Milyen eredményt kapunk , ha ebben az 
e' ~mu . 

lapotb,an mérjük a spin tetszöleges, 9, (() polárszögekkel jel 
tengelYIc vonatkozó vetületét ? 

1 
Mllta,;suk meg, hogy '2 spinü részecske tctszóleges spiná llapo-

Ilhoz m" gvála.szthatjuk ugya z tengely irányá t, hogy S: méré-

d ' , hl ' ere menye 2: egyen . 

Elek"'on spinjének z komponense ~. Mi a valószínüsége an-

h I 'I " I ő " I n 'II -n I ogy va ami yen z tenge yre es velu ete 2' I . ""2 e-

spinű részecske centrális erótérbcn mozog. Keressük meg 

a hullámftiggvényeket, amelyek közös sajá tfLiggvé
. az egymással felcserélhető U, j 2, j z operátorok nak 

~ ,L T S)! , , 
A J, L, S, J 2, L 2 (J = L + S) operá torok közül legfeljebb hány
nák lehet közös sajátfliggvényrendszere? Melyek lehetn ek 
ezek az operátorok? 
Az 1 spinü részecske spinoperátorai a következő a lakban 
irhatók: ' 

o 
- I 

O 
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Mutassuk meg, hogy ezek kick~gitik az impulzusmoment um 
cserereláci6kat ! Határozzuk meg Sz sajátértékeit és sajátvek
torait! 

5.19. Határozzuk meg se sajá tértékeit és sajátvektorait, ha e a 9, tp 

polárszögekkel meghatározott egységvektor, es S = (S,;. SY' S~ ) 
az előző feladatban felírt mátrixok 1 

5.20. A Stern- Gerlach-kisérlet során a j teljes impulzus mo ment u
mú atomnyaláb el hajlási szöge attól mgg, mekkora az impu1-
zusmomentum vetülete a mágneses tér rrányára. Ha a rés7..e<.:s
kenyaláb impulzusmomentumának valamely, a mágneses tér 
irányá tól különböző tengelyre való m vetülete jól meghatáro
zott, akkor az eredeti nyaláb 2j+ t résznyalábra bomlik fel. 
HatároZ?uk meg a rés~yalábok relatív intenzitását, ha j = I, 
és m= l, 0, - I! 

5.21. a) Hogyan írható fel az 1 spinú részecske legá ltalánosabb 
spinhullámftiggvén ye'? 
b) Vannak~e állapotok, amelyekben a spin meghatározott 

irányba mutat '! 
c) Tetszőleges állapotban meghatározott irányba mutat-c a 

spin? 
. . I 

5.22. SI és 52 két, 2" spinú részecske spínoperátora, S = 51 + 5 2 

teljes spin. Határozzuk meg az S2 és Sz operátorok közös . 
játfliggvényeit! Mutassuk meg, hogy ezek SISrnck is sajúI
fliggvényei! 

I 
5.23. Két, 2" spinű részecske ún. mágneses dipól - dipól kölcsön 'halio· 

sát a 

potenciál írja le. Határozzu k meg a kölcsönhatási energiát, 
a két részecske d távolsága rögzített! 

5.24. A hidrogénatomban az elektron és proton spinje közötti köl. 
csönhatást egy effekt ív Aa l • a 2 potenciállal vehetjük figyelem,· , 
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Hogyan hasítja fel ez a kölcsönhatás az ls á llapot energiá-

I . 
!6t.es.ymásI6 d távolságra levő, 2 spmú részecske kölcsönha-

mágnescs 'dipól-dipóljellegű. l=O-kor az egyik spin meg
a másik ellentétes irányú a részecskéket összekötő 

lY"nesseL Mennyi idő múlva fordulnak meg a spinek? 

fel az elektron spinhullámfliggvényére vonatkozó moz
I<i:yelllel.el időben állandó, homogén mágneses terben ! Le

t=O-kor 

G:~~O -~(~)+ ~(~) 
vá ltozik időben ( S.) . ( S,) . ( S,) ? 

iI""Sllk meg, hogy időben változó homogén mágneses tér-
I . 

mozgó, 2" spinú részecske hullámftiggvénye felírható mint 

. hullámftiggvény és a spinhul1ámftiggvény ·szorzata! 
változó, z irányú homogén mágneses térben mozgó 
spinhullámftiggvénye t = O-kor 

(e::S:Sbb). 
"ro"mk meg azt az irányt, amely· mentén a spin jól megha

érték a t időpillanatban! 

elektron z irányú állandó Ho és az xy síkban forgó H' 
térben van, H~ = H' cos OJt, H~ = H' sin OJt , H~=O. 

Ide:tb<,n az elektron spinje z irányú. Milyen valószínű séggel 
t idő múlva a spint - z irányban? 
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6. Közelítő módszerek 

6.1_ Kétallapotú kvanlUmmechanikai rendszer energiaértékei EI' 

E2 . Erre V = (O V) idófLiggetlen perturbáció hat. Hogyan v· O . 
fejlődik a rendszer időben, ha f=O-kor az I állapotban vo l!"! 
Hasonlitsuk össze az egzakt megoldás és az e lsőrendű pcrtu r
bációszámítás eredményét! 

6.2. SzámÍlsuk ki a hidrogénatom első két energiaszint jének 
turbációjat első közelítésben, külső homogén elektromos 
ben! 

6.3. Határozzuk meg a hidrogcnatom n=2 energiaszint jéhez 
tozó olyan állapotokat, amelyekben az elektromos di!,óhno· 
mentum nem zérus! 

I 
6.4. Legyen Ll E = - 2: rJ.!/2 a hidrogénatom alapállapotának 

giaeltolódása d külső homogén elektromos erőtér ben, a 
turbációszámitás másod ik közelítésében 1 Mutassuk 

16 . 
hogy 4a~ < rt. < 3 a~, ahol al{ a Bohr-sugar! 

6.5. Gömbszimmetrikus erőtérben mozgó, zérus spinű rész",.k. 
energiaszint jei E"I' Határozzuk meg az energiaszintek és a 
lamfuggvények perturbációját külső homogén mágneses 
ben! 

6.6. d elektromos dipólmomenturnú, EJ tehetetlenségi n~,o~:~~,~ 
síkbeli rotátor síkjában homogén ,ff elektromos teret 
lunk be. Határozzuk meg energiaszintek perturbációjátl 

e2 . l 
6.7. Határozzuk meg a H' = ..... 2 2 ""3 LS spin- pálya köles';n",,,. 

~.m c r 
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tás energiakorrckcióit a hidrogénatom spektrumához ! 
6.8. Határozzuk meg a hidrogénatom energiaspektrumához . 

korrekciókat, ha fig yelembe vesszük a tömeg ,el""ségfú!!gésé , 
(a v l rendű tagokig)! 

c 

meg a homogén, időben állandó mágneses térbe 
hidrogénalom energiaspektrumát, feltéve, hogy a 
térrel való kölcsönhatás energiája sokkal kisebb a 

kölcsönhatás energiájánál ! 
meg az előző feladatot abban az esetben, ha a mágne-

térrel való kölcsönhatás energiája sokkal nagyobb a 
pm'- ,'al\·a kölcsönhatás energiájánál, de sokkal kisebb, mint 

multiplettek energiaküJönbsége ! 
meg az előző feladatol abban az esetben, ha él mágne

kölcsönhatás energiája összemérhető a spin- pá lya köl. 
energiájával! 

I 
azonos, "2 spinü részecske IO - s cm oldalú kockába van 

Ha távolságuk kisebb, mint 10 - 10 cm, akkor 10- 3 eV 
IIy,ág,ú, taszító potenciá l hat közöttük. Határozzuk meg az 
~~~~~~:: energiáját és hullámmggvényét! 
JI meg a Z + l rendszámú mag terében mozgó elekt-

en:r?jaszi~tjejt mint a Z-hez tartozó energiaszint ek per
,bádlj"ilt! Mikor használható ez a közelítés? 

perturbációt okoz az atommag véges kiterjedése a hid
lórlat,om e~ergiaszintjejre? Az atommagot tekintsük homo-

töJtéseloszlású gömbnek ! 
feladatbeli rendszert milyen valószínűségge l ta lá ljuk / 
az 1 és 2 állapotokban? Hasonlítsuk össze az időtő l 
pe~turbációszámítás en;:dményét a korábbi eredmé-

e elektromos töltésű lineáris harmonikus oszcillátor 

.;; ,A ~ 1" cxp ( -(; y) gyenge elektromos térben mozog. 

- 00 időpontban 'az oszcillátor a lapá llapotban volt. Mi a 
. annak, hogya 1= 00 időpontban az első gcrjesz-
all~potban találjuk ? . 

e elektromos töltésű lineáris harmonikus oszcillátor moz-
. párhuzamosan, időben állandó 6 elektromos tc- • 
létesítünk. A tér bekapcso lásakor az oszcillátor a lapátla-
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potban volt. Milyen valószínűséggel találjuk meg egy későbbi 
időpontban az elsó gerjesztett á llapotban? 

6.18. Alapállapotú hidrogénatomot t=O időpontban egy konden
zátor lemezei közé helyezünk, ahol az elek tromos térerősség 

t: o exp ( - ~) szerint vá ltozik. Milyen valószínűségge l gerjesz

tődnek a magasabb energiájú állapotok ? 
6.19. nl tömegü részecske IJ()e - rlg potenciálvölgyben mozog. Hatá

rozzuk meg az alapállapot energiáját variációs módszerrel! 
Próbaftiggvény: (f' A = Ne- Ar. (Ez a potenciál jó közelítéssel Ic· 
írja a proton- neutron kölcsönhatást, a= 2, t8 ·10- I j cm. 
VU = 32,7 MeV a kísérleti értékekból.) 

6.20. Határozzuk meg a 

V(x) _ { "" 
ex, 

ha 

ha 

x <o 
x >o 

potenciál völgyben mozgó részecske alapállapotának energiá
ját variációs módszerrel! A próbaftiggvény legyen xe - gx

• 

6.21. Tételezzük fel, hogya lineáris harmonikus oszcillátor alap
állapotának hullámfuggvénye Ne -ex' , Variációs módszerrel 
határozzuk meg c értékét és az alapállapot energiájat! 

6.22. Keressük meg a lineáris harmonikus oszcillátor e l ső; ~;';1;~~; 
tett állapotának energiáját és hullámftiggvényét a Vi 

módszer segítségével ! Használjuk fel , hogy az alapállapot hul-
lámftiggvényét ismerjük! . 

6.23. Tételezzük fel, hogya hidrogénatom alapállapotának hullám
ftiggvénye Ae- er1

• Variációs módszerrel határozzuk meg c ér-
tékét és az alapállapot energiáját! .... 

6.24. Tételezzük fel , hogyahidrogénatom alapállapotának hullám
ftiggvénye Are- M

• Variációs módszerrel határozzuk meg b 
tékét és az alapáJlapdt energiájat ! 

6.25. Alkalmazzuk a variációs módszert az egydimenziós, végtelen 
mély potenciálvölgyben való mozgas problémájára ! Legyen 
V= O, ha lxi ;;; I, V=co egyébként ! Próbarliggvényként 
lasszuk a c}( I -x2)+C 2(t -X4) kombinációt ! 
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~:~~::sel a kváziklasszikus hullámfliggvények illesztését a 
fordulásj pontokban ! 

le a kváziklasszikus közelítésból a Bohr- Sommer
kvantum{eltételt ! 
. I be, hogy az E energiájú részecskének a V(x ) po-

,.""al,."", áthatolás i együ tthatója kváziklasszikus közelítés
G r:::: e- 11

" ~ol 
, 

L - ~fV"'2n-'(;-;V;;-(X') ----"'E) dX, V(a) - V(b) - E. " . • 

7. Szórásszámítás 

potenciálgátra élesen meghatározott p impulzus
áthaladását és v issz.:1.verődését a Schrödin-

ha x- -co, 

ha x- co 

ogoldása jellemzi. Egy, lokalizá lt, mégis nagyjából Po impul
I szabadon haladó részecskét a 

~o(x, , ) - f A(P) ex pG(px- ~») 
U~~,~'~~:~g~ir~kle, ha az A(p} fliggvény csak Po kis környeze~ 
bt . zérustól. Mutassuk meg, hogy a 

~(x, r) ~ f A(p)q>,(x)ex p(- ~ p' ')dP. li 2m 

lup'err'ozi'ció a bal ról érkező huJ[ ámcsomagnak a potenciítl
való áthaladásút írja le ! 
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7.2. Tetsző leges potenc iá llépcsőre élesen meghatározott p impu l
zussaI érkező síkhu llám át haladását és visszaverődését a 

x- -oa. 

x- oa 
, 

2 ' 2 

mego ldás jellemzi, ahol L = L + Vo, és Vo a potenciá llépcsó 
2m 2m 

ugrása . . Mutassuk meg: az előző feladat állítása ügy módosul, 
hogy az átha ladás, ill. a visszaverődés valószínűsége 

I R(P,,)I', ill. (p~-2mV-;») 1 1 2 ID(PoW . 
Po 

7.3. Az x tenge ly mentén f' impulzussal haladó részecske potenci 
álgathoz érkezik. Bizonyítsuk be, h'agy az áthal adás és a visl..
szaverődés va l ószínűsége független a bejövő részecske irányá
tól! 

7.4. Határozzuk meg a kötött és a szórási állapotoka t a V(x) = 
. li2 -

= - - pJ(x) potenciálban! Mi a kapcsola t a kötött á llapo
m 

tok energiája és a sz6rási amplitúdók között? Mutassuk meg, 
hogya szórási á llapotok ortogoná lisak a kötött á llapotokra ! 

75. Az x tengely mentén a pozití v irányba p impulzussal ha ladó 
részecske igen keskeny, igen magas potenciálfalba üt közik . 
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amelynek a lakját V(x) = 1i
2 

pő(x) írja le. Hata rozzuk meg a 
2m 

visszaverődés i és az a thatolási együttha tót ! 
7.6. m tömegű, E energiáj u részecske a szé lességű, Vo magasságú 

derékszögű potenciálgá tnak ütközik. Számítsuk- ki az áthato
lási és a v iss7..averődési együtthatót E > Vo és O < E < Vo eseten ! 
Melyek azok az energiaértékek, amelyeknél nincs visszaverő

dés? Mennyi egy 5 eV energiájú elektron, ill. proton athaJad ó-
si valószínűsége, ha VO = 10 eV, a = 1O~ 8 cm ? . 

A vezetési elektronokat egy belső potenciáJnak nevezett kö
zépérték-potenciál tartja a fémekbclsejében. Egydimenziós 
modellben 

ha x<O, 

ha x>O. 

Határozzuk meg az elek tronnak a fém ha tá rfelületéről va ló 
visszaverődés i , ill. a felületen va ló á tha tolási valószínuséget, 
ha E> O, ill. ha - Vo< E <O! Milyen valószínuséggel ta lá ljuk 
utóbbi esetben az elektronoka t a fémcn kí vi.il ? (Számpélda: 
Vo = 10 eV, E = 0,1 eV, ill. E = - 1 eV.) 
Számi tsuk ki az elektronoknak a fém feJüJetén való át hatolási 
va lószínűségét kváziklasszikus közelí tés ben, ha - Vo < E <O, 
és x>O esetén a potenciá l V(x ) = -tfx. (tf = külső elektro
mos tér.) 
Az alagúteffektussal magyarázha tó az a tény, hogy a néhány 
MeV energiajú et-részecskék elhagyhatják a radioak tív magok 
több 10 MeV mélységű potenciálvÖJgyeit. Legyen V(r) = - I{), 

) 
ele2 

ha r<Ro, és V(r = --, ha r > Rol Határozzuk meg az , 
E energiájú a -részecskék áthatolási együtth atóját ! 
Bizonyítsuk be, hogy lassú részecskék szórási ha táskereszt
metszete ftjggetlen az energiától, és hogya szórás izotrop! 
Határozzuk meg lassú részecskék VO mélységü, a sugaru po
tenciálgoorön való szórásának ha táskeresztmetszetét ! Mi a 
helyzet ha a potenciá lvölgyben E;:;O kötött állapot létezik? 
Határozzuk meg a lassú részecskék Vo magasságú, a suga rú 
potenciálhegyen való szóródásának hataskeresztmetszetét! 
Részecskenyaláb á llandó v sebességgel érkezik egy tartomány
ba, ahol egy része elnyelödik. Az abszorbció leírható úgy, 
hogy v,.- i V; á llandó komplex potenciált vezet ünk be a hul
lámegyenletbe. Mutassuk meg, hogy az egy atomra jutó ab-

"" h "k 2" h l N ("' szorpClos atas eresztmetszet, Gab = IiNv ' a o a erJogat-

egységben levő abszofbeáló atomok száma! · 
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7.14. Gyors neutronok nehéz atommagokon szóródnak, a neutro
nok hullámhossza kicsi a mag sugarához képest (ka~ I). Fel
tételezzük, hogy a mag elnyel minden l<ka=/fI impu lzusmo
mentumú neutront, az 1>1" impulzusmomentumúakkal pedig 
egyá ltalán nem hal kölcsön. Mit jelent ez a szórásamplitúdó
ban $zerep lő SI es (jI ftiggvényekre nézve? Határozzuk meg a 
rugalmas hataskeresztmetszetet, a reak ció hatáskeresztmct
szetet es a teljes hatáskeresztmetszetet ! 

7.15. Határozzu~ meg a Born-közelítés a lkalmazhatóságának felté
telét a V(r)= Voe - t'to potenciálra ! 

7.16. Határozzqk meg a differenciális és a teljes hatáskeresztmetszc
a 

tet Born-közelítésben a V(r) = _ e-t/fl potenciálon való szóró, 
dásnál! 

7.17. Határozzuk meg a differenciális és a teljes hatáskeresztmetsze
tet Born-közelítésben az 

b) 
ha 
ha 

potenciáion való szóródásná l ! 
7.18. Határozzuk meg gyors elektron alapállapotú hidrogénato

mon való ruga lmas szóródásának -hatáskeresztmetszetét, 
Born-közelítésben ! 
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8. Többtestprobléma 

8.1. Írjuk fel az N részecskéből álló rendszer S~hrödinger-egyenlc
tét! Mutassuk meg, hogy ha a rendszer zárt, akkor a tömegkö
zéppont mozgása levá lasztható a részecskék relatív mozgásá
ró]! 

N azonos részecskéből á lló rendszer hülJámftiggvényét egyré
szecske-hullámftiggvények szorza tából épitettük fel. Mutas
suk meg, hogy egy külső erő hatását leí ró operátor vá rható ér
téke egyrészecske-hullámftiggvényekkel számitott várható ér~ 
tékek összegeként <illítható e lő! 

Hozzuk egyszerűbb a lak ra az e lőző feladatban szerep lő rend-
. N . 1 ". szerben a párkölcsönhatásokat leíró Q = - L. Q(.x: I.x:~) ope-2

i
•

k
_

1 

rátor várható értékét ! 
Bizonyítsuk be, hogy ha egy kva ntummechanika i rendszert 
pusztán Coulomb-kölcsönhatás tart össze, akk or 

2Ekin + Epo( = O. ( Vidá/réte/.) 

Egy atom K héja két, ls állapotú elektront tartalmaz, a mag· 

~::l:::::~::::I::g:::::l;~~n:( f:)~~e~:p r~r~T,::: 
nyékolt" hullámmggvényt ! (Z' <Z, mert az egyik elektron a 
másik elektron számára részben leá rnyékolja a mag töltésé!.) 
Z'-t variációs paraméternek tekintve, számít suk ki az energia 
közelítő értékét! 
Becsüljük meg, hogyan fligg a nagy rendszámú elemek kötési 
energiája a rendszám tól ! (Az elektronok egymássa l való köl
csönhatásat hanyagoljuk el.) 
Két, alapállapotú hidrogénatom egymástól nagy távolságban 
helyezked ik el, az atommagokat nyugvóknak tekinthetjük. 
Mutassuk meg, hogy a két a tom közötti kölcsönh~tás a per
turbációszámítás első k9zelítésében eltúnik , a másodrendű 
közelítés pedig a van der Waals-erőre vezet! 
Számítsuk ki a lítiumatom kötési energiáját a lapállapotban ! 
Variációs paraméterként a Z' effektív magtöhést használjuk, á 
kicserélődési kölcsönhatást hanyagoljuk el. 
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