Kvantummechanika gyakorlat

1. zarthelyi megoldasai

1. feladat Egy m tOmeg( részecske csak az = > 0 félegyenesen tud mozogni. A potencidlis
energia
V(z) = —vyd(z — a) (vg > 0,a > 0).

% : x

-\, &(x—a)

Az x = 0-nal 1év6 falnak specidlis tulajdonsagt. Hany kotott allapota van a rendszer-
nek, ha
(a) arészecske ,szereti” a falat (azaz a hatarfeltétel a falnal: ¥/(0) = 0), ill. ha
(b) arészecske ,nem szereti” a falat (azaz a hatérfeltétel a falnal: ¥(0) = 0)?
(c) Ha mindkét esetben van legalabb egy kotott dllapot, akkor melyik esetben ala-
csonyabb az alapallapot energidja?
Megoldas:

Mivel a potencidl értéke a x = oco-ben 0, ezért a kotott dllapot enregidja £/ < 0 és a
hulldmfiiggvény alakja:

Yr(x) = A+ Be™ [ hax<a
Yi(r) = Ce™+De™ [ haa<cwx
ahol k = /2% (—E).

Normalasi feltételbdl kovetkezik, hogy C' = 0, valamint az x = a pontban felirhatjuk
a hullamfiiggvény folyotnossagat és derivalt ugrasat:

Yr(a) =Y (a) = Ae™ + Be " = De "™

Uiaa) —~ 0() = ~ 000 (a) = —kDe — k(A" — Be) = -

2muyg

hz De—:‘{a

A két egyenletet egymdsba helyettesitve:
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A kovetkezd 1épésben ki kell hasznédlnunk az x = 0-ban 1évé hatarfeltételeket.

—K (Ae’“” + Be‘““) — K (Ae’“” — Be‘““) = (Ae““ + Be‘““)

(@)
¥(0)=0=—=A=1B

amivel a x-ra vonatkozdé egyenletiink a kovetkezéként alakul:

—K (6Iia + 6—!6(1) — K (6m1 o e—/ia) _ _27;:2/00 (ena + e—/ia)
kis atalakitas utan:
K= % (14 e )

Akkor létezik kotott allapotunk, ha van megoldasa a fenti egyenletnek. Az
egyenletet két oldalat tudjuk dbrazolni grafikusan. Mivel a jobb oldali fligg-
vény r = 0-ban nagyobb, © = oco-ben kisebb, ami ko6zott folytonosan megy at,
ezért mindenképp metszi a bal oldal fiiggvény.

2m vy/hbar?

2 -2 Ka
m volhbarz m vg/hbar®(1+e )

(b)
U(0)=0= A=-B

amivel a x-ra vonatkozé egyenletiink a kovetkezéként alakul:

—K (elia . e—l-@a) — Kk (emz + 6—/@0,) _ _27;;21)0 (ena . e—lia)

kis atalakitas utan:

— muo (1 . e—2fm)



Akkor 1étezik kotott dllapotunk, ha van megolddsa a fenti egyenletnek. Ebben az
esetben nem olyan egyszeri meghatarozni, hogy metszi-e egymadst a két gorbe,
mert a jobb oldal is 0-bdl indul, ezért csak akkor van metszete a két gorbének,
ha a jobb oldal meredekebben indul a linedrisndl. Ezt szemlélteti a lenti gorbe.

m vBO/hbar2

m vBy/hbar?(1-e2 ¥

m vAulhbar2

m vAy/hbar?(1-e %)

0

0

Tehat a kotott allapot feltétele:

2mupa > 1
n -

(c) Az el6z6 megoldasokban lathatjuk, hogy az (a) esetben a két gorbe mindenképp
mug

Ke > Tz* esetben metszik egymdst, a (b) esetben pedig midenképp s, < 32,
vagyis k, < ko. Tudjuk, hogy F = —%/{2, amibol kovetkezik, hogy:




2. feladat Szdmoljuk ki az 1D-s harmonikus oszcilldtor energiasajatallapotaiban a AzAp szor-
zatot!

Megoldas:

Az =/(32) — (£)> Ap=+/(p?) — (p)*

Az energiasajatallapotokat a szokdsos médon |n) médon jeldljiik, ahol E,, = fiw (n + 1)
és a léptet6operatorok hatasa rajta:

alny = Vil 1)
a'lny = Vn+ljn+1)

ih

(a' — a) Osszefiiggéseket a vdrhatéértékek
20

Felhasznédlva & = o(al + a) és p =
konnyen kiszamithatok:

= (n]o(a" +a)|n) =0

)

(n[pln) = (n|5—(a" —a)|n) =0
)
)

(n|2%|n) = (n|o*(@ata’ +a'a+aa’ +aa)|n) =04+ o*n+o0*(n+1)+0=0?(2n+1)
) —R? . L . . B2 2 2
(n|p*|n) = F<n|(aTaT—aTa—aaT+aaHn>:0+En+@(n+l)+02@(2n+l)

Az eredméyneket O0sszerakva:

N | St

AxAp = g(2n+ 1) >




3. feladat Szdmoljuk ki a Dirac-¢ potencidl, valamint a véges mély potencidlgddor transzmisszids
egyltthatdjat (Vo < 0, £ > 0)! Az utébbit szamoljuk ki a Vj — —o0, a — 0,
Voa = const. hatdrdtmenetben is! Milyen kapcsolatot lehet észrevenni?
Megoldas:

A transzfermatrixok ismertek mindkét esetben, amibdl konny(i meghatarozni a transz-
misszids egyiitthatékat t = -

; 1
5= muvot
1 ="
; 1
sdor = - ,
P cos(ka) — it sin(k'a)
K =122 (E—-Vy), k= />2E. Ahataratmenetnél Vya = —K-t tartjuk fixen, ezért

K'a ~ +/Voa — 0 a hatdratmenetben. Ennek kovetkezménye, hogy cos(k'a) — 1.
A mésik tagndl 6vatosabban kell eljarnunk. A szdmldléban k"2 +k? = —22:1/, szerepel,

a nevezoben k' ~ +/Vj, amivel 0sszességében egy /1 sin (\/ Va) tagunk van, ami

egy 0 x oo tipust. Legkonyebben ugy tudunk elbdnni ezzel, ha bévitjuk a tortet

a-val, aminek kovetkeztében Si“k(,lza) tag jelenik meg, aminek hatdrértéke k'a — 0

hatdresetben 1. A maradék jarulék nézni:

K+ k2 —2mVya mK
~i— sin(k'a) — ~l - = g
igy a transzmisszids egyiitthaté hatarértéke:
tggég:érték = - 1'mK
— K
amit megvizsgalva lathatjuk, hogy egy K = —Vja erésségli Dirac-) transzmisszios

egylitthatdjanak felel meg.



4. feladat Hogy néz ki a hullamfiiggvénye egy linerdsi potencidlban 1év6 részecskének? (Elég
a koordindtatérbeli hulldmfiiggvény Fourier-el6llitdsat megadni, érdemes impulzus-
reprezentaciéban dolgozni!)

Megoldas:

Tekintsiik az ido6fliggetlen Schrodinger-egyenletet linerdris potencidl esetében:

A2

f10) = |5+ o] 1) = B
impulzusreprezentacioban a kovetkezé alakot veszi az egyenlet:

2m Oﬁ@p

amibdl egyszer(i atrendezéssel kapjuk:

a% (P):%<%—E)¢(p)

amit konnyen megoldhatunk:

[p2 hﬁ} ¥ (5) = B ()

Y (p) = Ac™ (é%_Ep)

ahol A normdlési konstanst a hatarfeltételekbdl lehet meghatdrozni. A hulldmfiigg-
vény helyreprezentdcids alakjat Fourire-transzformdaciéval kaphatjuk meg:

%

dp s r*(é’i—Ep>
¢ (J;) = A/ — e RPTM\ T
V2rh




5. feladat Szdmoljuk ki a harmonikus oszcillator (n |:(dT)3 , &] |m) matrixelemeit, majd &bra-
zoljuk a "végtelen matrixot"!

Megoldas:

[(aT) ,a} kommuztatort konnyen kiszamolhatjuk a kovetkez6 példa megolddsanak
ismeretében, vagy brute force is:

[(dT)?’,&} — dtatata — aatatal = atatata — afaatal — afat =
= afatata —atataa’ — 2atatal =
atatata —atatata — 3afat = —3atal

Ennek az operatornak kell kiszdmolnunk a matrixelemeit:

=3 (n|afa’ |m) = —=3vm + Ivm +2 (njm +2) = =3/ (m + 1) (m + 2)0pmr2

Vagyis a matrix:

0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
-3v2 0 0 0 0 0
0 -3v6 0 0 0 0
0 0 -3V12 0 0 0
0 0 0 —3v/20 0 0

Nem szabad elfelejteni, hogy n,m = 0,1, 2, ... értéket vehet fel.



+1. bénusz [(af)",a] =?

Megoldas:
A megoldashoz elég a 1éptet6operatorok kommutacids relacidjat felhasznalni:

a,a] =1
Szamoljuk ki a kommutatort n = 1, 2 értékekre. n = 1-re az eredmény trividlis:
[a',a] = -1

n = 2-re:

~ A A

[a'a',a] = a'a'a — aa'e’ = afa'a — a'aa’ — a' = a'a’a — a'a’a — 24" = —2af

A szédmoldsndl a kommutdtor mdsodik tagjdban eldl szerepel G, amit szépen végig-
kommutdlunk az utolsé helyre. Minden egyes kommutaldsndl egy —a' tagot szediink
fel, ezért innen sejthetjiik, hogy mi lesz az altalanos megoldas:

Ezt induktiven tudjuk beldtni. Tegyiik fel, hogy teljesiil [(d*)”_1 ,d] =—(n—1) (&T)"_2.

Ekkor:

(@) a] = al

Ezzel belattuk az 4llitast, hiszen n = 1-re teljesiil.



