Kvantummechanika gyakorlat 2015

1. Beadando feladatsor
Hataridd: 4. heti gyakorlatok eleje

1. Mutassuk meg, hogy A és B tetsz6leges operdtorokra igaz, hogy

eBAe™® = A+ (B, A + %[B,[B,A]] + ...

(Otlet: A gyakorlaton szerepelt feladat mintdjira definidljuk az
A(s) = ePAePe
operdtort és fejtsik sorba.)
(3 pont)

2. Egy gumilabda rugalmasan pattog a fold homogén gravitacios terében. Legyen a maximalis magassag, ameddig
felpattan, a. Kvantéljuk meg a Bohr-Sommerfeld kvantélési feltétellel. Milyen lehetséges a magassagokat
kapunk, illetve mekkora a legkisebb nem nulla a magassag, amivel tud pattogni?

(3 pont)
3. Bizonyitsuk be az alabbi Ehrenfest-tételt a Schrodinger egyenlet felhasznalasaval:
d . oV (x)
g0 = (%)
(2 pont)

4. Legyen a végtelen fali potencidlgodérben, aminek a potencialja

0 O<z<a
Viz) =
oo egyébként |

egy részecske a
U(z,0) = Ali(z) +1h2(z)]

allapotban, ahol v és 15 az el6adason szerepelt

onte) = [ s (72

fliggvények.

a) Hatéarozzuk meg az A normélési faktort (Megj.: Nehogy valaki nekidlljon integrdini.)

b) Irjuk fel ¥ idsfejlodését, vagyis W(x,t)-t, és szamoljuk ki |¥(z,t)|?-t (Ehhez haszndlhatjuk az Euler-
formuldt: ' = cosf +isinf.) Vezessiik be az w = 72h/2ma? jeldlést.

c) Szamoljuk ki (Z)-t. Vegyiik észre, hogy oszcillal. Mi az oszcillacio frekvenciaja és amplitudoja? (a/2-nél
nem johet ki tobb).

d) Szamoljuk ki (p)-t. (Az eldaddson tanultak alapjin van egy gyors mddszer rd.)

e) Szamoljuk ki az energiajanak varhato értékét: (H)-t. Fejezziik ki Ey-gyel és Ep-vel.

f) Egy klasszikus részecske csak oda-vissza pattogna a falak kozott. Ha ennek a klasszikus részecskének
ugyanannyi lenne az energidja mint az e)-részben a kvantumosnak, mi lenne a klasszikus mozgas frek-
vencidja? Hasonlitsuk Gssze a kvantumoséval, ami ¢)-ben szerepel.

(6 pont)



5. Fizikai operatorok szorasat egy adott allapotban igy definialjuk:
oa = \/(A2) — (4)% .
Tekintsiik az alabbi hulldmcsomagot:
U(z,t=0) = A7 /4a® gikor

a és kg konstansokkal és A normalasi faktorral.

a) Hatéarozzuk meg a normalasi faktort és mutassuk meg, hogy ez a hullimcsomag minimalizalja a Heisenberg-
féle hatarozatlansagi relaciot:

0z 0p Z 5 .
(Otlet: Haszndlhatjuk az eldaddson szerepelt mddszereket, mint pl. a Fourier-transzformdcidt.)
b) Irjuk fel az idsfejldését a hullimcsomagnak, ha tudjuk, hogy az energiaja

21.2
E:hw:hk

)

2m
ahol k£ a hullamszam, vagyis a Fourier-tér valtozoja.

(6 pont)

Ossz. pont: 20

J6 munkat!



QM 2015 beadand¢ feladatok 2.

beadasi hataridé: 6. heti gyakorlatok eleje

1. feladat. Egy m t&megt részecske a

\D(l’,t) _ Aefa[(mx2/h)+it]
allapotban van, ahol A és a pozitiv, valos konstansok. Hatarozza meg az A-
t, amivel a hullamfiiggvény norméaja 1! Milyen V(x) potencialra teljesiti W
az 1D Schrodinger-egyenletet? Szamitsa ki az (), (z?), (p) és a (p*) varhato
értékeket! Szamitsa ki a o, és o, mennyiségeket, és ellendrizze, hogy teljesiil-e
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio!

6p

2. feladat. Tegyiik fel, hogy a potencialis energidhoz hozzdadunk egy V),
x-t61 és t-t6l nem fiiggs konstanst. Klasszikus mechanikdban ez nem valtoztat
semmit a fizikan, de mi a helyzet kvantummechanikaban? Mutassa meg, hogy
a hullamfiiggvény felszed egy exp (—iVyt/h) fazisfaktort! Milyen hatéssal van
ez a dinamikai valtozok varhato értékeire?

2p

3. feladat. Hatarozza meg a
0, hax <0
V(z) =10, ha0<z<a
Vo >0, haz>a

alaki potencidlgodorben kotétt m tomegi részecske energidit és hullamfiigg-
vényeit!

4p
4. feladat. Hatarozza meg, hogy egy a
Vi) = Vo >0, han(a+b) <z<n(a+b)+a,
0, egyébként,

alakt (n tetszdleges egész szam), periodikus potencidlban mozgo részecske
energiaspektrumat! (Mivel a potencial eltolasra invarians, ezért a valoszint-
ségsiirtiség is periodikus.)

5p



5. feladat. Egy, a +-00-bdl érkez6 m tomegi részecske a

0 haz >0
Vi) = axr>
—Vo, haxz <0

alaki potencialon szorodik (E > 0, Vy > 0). Mekkora valoszintséggel halad
at a részecske a potenciallépcsén, és mekkora valosziniiséggel verddik rola
vissza? Hatarozza meg a T’ transzmissziot és az R reflexiot!

3p



QM 2015 beadand¢ feladatok 3.

beadasi hataridd: 6szi sziinet utani elsé gyakorlatok

1. feladat. Hatarozza meg az energianivokat a

h
V@):{oo, axr <0,

%mmeQ, haz >0

potencialvolgyben!

2p

2. feladat. Hatarozza meg az elektrosztatikus potenciélt a hidrogén atom
1s allapotaban!

4p

3. feladat. Hatarozza meg a Ay, = [x;, [L?, x;]] matrix sajatértékeit!

4p

4. feladat. Hatarozza meg a rogzitett tengely koriil forgd, © tehetetlenségi
2
nyomatéki merev test (sikrotator, H = QL—é) staciondrius allapotainak hullam-

fiiggvényeit és energianivéit! Mit tudunk mondani a nivok degeneraltsagarol?
Egy sikrotator hullamfiiggvénye a ¢ = 0 idGpillanatban

(.t =0) = A cos® ¢,

ahol A normalési tényez6. Hatarozza meg A értékét és a hullamfiiggvényt
tetszéleges 0 < t-re!

6p

5. feladat. A részecskét leird hullamfiiggvény 2(x? — y?) f(2? + y* + 22).
Milyen valoszintiséggel vesz fel L, meghatarozott értékeket?

4p



Kvantummechanika gyakorlat 2015

4. Beadando feladatsor
HataridG: 13. hét szerdaig

1. Koherens allapot (Harmonikus oszcillator)

Jelolje |«) az a léptets operator sajatallapotét: ala) = aja), ahol « tetszSleges komplex szam.
a) Mutassuk meg, hogy az |a) sajatallapot a kovetkezsképpen éllithato els:
) = ¢ |0)

b) Létezhet-e a™-nak jobboldali sajatallapota?
c) Hogyan moédositanank az e’ operatort egy U unitér operatorra, hogy szintén generalja az |«) koherens
allapotokat a |0) alapéllapotbol, vagyis |a) = U|0).
(Otlet: Haszndlhatjuk az elsé haziban beldtott eAtE = ... formuldt.)
(5 pont)

2. Moshinsky-atom

Tekintsiik a kovetkez6 két elektron allapotat leir6 Hamilton operatort:

p P 1 2.2 2 1 2 2
H = o + o + §mQ (x] +23) + Fmw (x1 — x2)

a) Vezessiik be az X = x1 + 22 és * = x1 — o koordinatakat, és mutassuk meg, hogy az 4j valtozokkal
szétesik a Hamilton operator két fiiggetlen harmonikus oszcillator Hamilton operdtoranak Gsszegére.

b) Figyelembe véve a részecskék feles spinjét (fermionok!), irjuk fel a rendszer hullamfiiggvényeit!
(5 pont)

3. Impulzus Gsszeadas

Egy s1 = % és egy so = 1 spind részecskét dobozba zarunk. A maéasodik részecskének milyen z irdnyd spin
értékeket, és ezeket milyen valoszintséggel mérhetek, ha a két részecske az s = %, m = —% teljes spin
kvantumszamokkal jellemzett egyiittes allapotban van.

(4 pont)

4. Perturbaciészamités alkalmazasa

Egy paraméagneses ion &llapotai kristalyrdcsban — a paraméagneses rezonancia elmélete szerint — az alabbi
Hamilton operator sajatallapotai:

1 1 1 1
Hg =aHS, + bHI, —|—§D(3cos29—1) (55—552) + 5 D sin2f [S+ (SZ+2> + S (sz—)] +
1 A
+ ZDsmw(sﬁ+si)+ASZJZ+§(S+1_ +5_14)

ahol S és I spinoperatorai az elektronnak és az atommagnak, a, b, D, A konstansok, a < b, és 0 pedig a
kristaly szimmetriatengelye és a H magneses tér kozott bezart szog.

Legyen a H(®) = aHS. + bHI, perturbalatlan Hamilton operator sajatallapota |S, Ms)|I, M;)-vel jelolve,

ahol Mg = —S,...,5 és My = —1I,...,I. Szamoljuk ki a teljes Hg Hamilton operétor elsé és masodrendii
energiakorrekci6it, amikor A és D méar nem nulla.

(6 pont)

Ossz. pont: 20

J6 munkat!



