QM gyakorl6 feladatok 1.

/

1. feladat. Bizonyitsa be, hogy hermitikus operator sajatértékei valosak, és
a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozé sajatfiiggvények ortogondlisak!

Y
2. feladat. Hatarozzuk meg egy merev fald, a, b, ¢ élhosszlsagi téglatest ala-
kit dobozba zart tomegpont lehetséges energiaértékeit a Bohr—Sommerfeld-
kvantumfeltétel alapjan!

Z @ feladat. Hatarozzuk a 3D harmonikus oszcillator lehetséges energlaerte-
keit a Bohr-Sommerfeld-kvantumfeltétel alapjan!

‘feladat Legyen p = —h—i'egy, a differencidlhat6 és az [a,b] értelmezési
tartomany végpontjaiban eltun()’ p(x) fiiggvények terén definidlt operator.
Bizonyitsa be, hogy p linearis és 6nadjungalt operator!

5. feladat. Szamitsa ki a kovetkezd kommutatorokat, ahol z = z, p az el6z6
feladatban szereplS operator, mig A( ) csakis az z-t6l fiiggs operator!

i) [p,8] =7
i) [p, Ax)] =7

6. feladat. Hatarozza meg a titkrozési operator ( Po(z) = p(—=z) ) sajatér-
tékeit és sajatfiiggvényeit!

7. feladat. Legyen A = + xés B = ——x egy-egy, differencialhato fiigg-
vényeken értelmezett operator Mi az A operator spektruma, és mik az 1-re
normélt sajatfiiggvényei? Hat4rozza meg A%, B?, AB és [A, B| operatorokat!

8. feladat. Fejezze ki a [ABC, DEF] kommutatort csak [X,Y] alakd kom-
mutatorok segitségével, ahol X és Y az A, B, C, D, E, F operéatorok vala-
melyike!

9. feladat. Legyen H(r) egy a 9(r) hullamfiiggvények terén haté operator
és O egy koordinata transzformacié operatora: r’ = Or. Az O felfoghaté
a hullamfliggvények terén haté operatorként is: Ov(r) = ¥(r’). Mutassa
meg, hogy ha H(r) invarians az O transzformacioval szemben, akkor a [H, O]
kommutator zérus!




10. feladat. Fejtse sorba A hatvényai szerint az (A — A\B)~! operatort, fel-
tételezve, hogy A inverze létezik! Hogy néz ki a sorfejtés, ha [A™1, B] =07

11. feladat. Igazolja, hogy ha az A és B operatorokra fennall, hogy [A, [A, B]] =
[B, [A, B]] = 0, akkor teljesiil, hogy

12. feladat. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges A és H operatorokra teljesiil a
Kubo-azonossag:

8
[A, e PH] = e=PH /e’\H[H, Ale M d).
0

13. feladat. Bizonyitsa be Ehrenfest tételét:
dp) _ [V
dt or [~

14. feladat. Egy m tomegi részecske a
(z, 1) = Ae-elima/mi

allapotban van, ahol A és a pozitiv, valos konstansok. Hatarozza meg az A-
t, amivel a hullamfliggvény normaja 1! Milyen V' (z) potencidlra teljesiti ¥
az 1D Schrodinger-egyenletet? Szamitsa ki az (), (x2), (p) és a (p?) varhato
értékeket! Szamitsa ki a o, és o, mennyiségeket, és ellendrizze, hogy teljesiil-e
a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio!

15. feladat. Tegyiik fel, hogy a potencialis energidhoz hozzidadunk egy V5,
2-t6] és t-t6] nem fiiggs konstanst. Klasszikus mechanikdban ez nem valtoztat
semmit, a fizikan, de mi a helyzet kvantummechanikdban? Mutassa meg, hogy
a hullamfiiggvény felszed egy exp (—iVot/h) fazisfaktort! Milyen hatassal van
ez a dinamikai valtozék varhato értékeire?




16. feladat. Végtelen mély potenciilvilgyben mozgé részecske esetén szé-
molja ki a ¢, és o, mennyiségeket tetszéleges n kvantumszammal jellemzett
stacionarius allapotban, és ellendrizze, hogy teljesiil-e a Heisenberg-féle hata-
rozatlansagi relacio! '

17. feladat. Végtelen mély potenciadlgdédorben a részecske a
U(z,0) = Az(a — z)

hullamfiiggvénnyel jellemzett dllapotban van. Norméalja W(z, 0)-t! Vazolja fel
a hullamfiiggvény alakjat! Melyik stacionéarius allapot hasonlit leginkabb eh-
hez? Hatarozzuk meg az (x), {p) és a (H) varhato értékeket t = O-ban!
Hogyan viszonyul (H) a ¥(z,0)-hoz leginkabb hasonlé, stacionarius allapot
energidjéihoz?

18. feladat. Szamitsa ki a V(z) = —ad(z) potencidl kétott allapotara a
0,0, mennyiséget, és hasonlitsa Ossze az eredményt a Heisenberg-féle hata-
rozatlansagi relacioval!

19. feladat. Hatarozza meg egy m tomegd részecske
V(z) = —afd(z+a) + 6(z — a)]

alakt potencidlban koétott allapotainak energiait és normalt hullamfliggvé-
nyeit! (Ugyeljen a péros és a paratlan megoldéasokral)

20. feladat. Hatarozza meg a

0, haz <0
V(z) =10, ha0<z<a
Vo>0, hax>a

alakt potencidlgédorben kotott m tomegi részecske energiait és hullamfiigg-
vényeit!

21. feladat. Mutassa meg, hogy egy a

Vo >0, han(a+b) <z <n(a+b)+a,
V(z) =
0, egyébként,

alakt (n tetsz6leges egész szdm), periodikus potencidlban mozgéd részecske
energiaspektruma savszerkezetii!




22. feladat. Egy, a —co-bdl érkezd m tomegi részecske a

0 haz <0
Vi) =< "
(z) {—VO, haz >0

alakii potencialon szérédik (E > 0, Vg > 0). Mekkora valoszintiséggel halad
at a részecske a potenciallépcsén, és mekkora valészintiséggel ver6dik réla
vissza? Hatarozza meg a 1" transzmissziét és az R reflexiot!

23. feladat. Szamitsa ki harmonikus oszcillator energiasajatallapotok bazi-
sdn a kovetkez§ matrixelemeket!

i) (k|z%n) =?
ii) (k|z%n) =7

iii) (z?) =7
24. feladat. Hatarozza meg az energianivokat a

0, ha x < 0,
V(z) = {1

smw?z?, haz >0

potencialvolgyben!

25. feladat. Becsiilje meg az alapallapot energidjat a hatarozatlansagi 6ssze-
fliggés alapjan

i) végtelen mély, derékszogl potencialvolgyben mozgb részecske,

ii) valamint harmonikus oszcillator esetében!

26. feladat. Hatarozza meg az impulzus valésziniiségeloszlasat harmonikus
oszcillator vy alapallapota esetében!

27. feladat. Szamitsa ki a [p?, L] kommutétort!




28. feladat. Igazolja, hogy az L péalyaimpulzusmomentumi V (7) potencial-
ban mozgo részecske esetén teljesiil a
d.

Dy = (W)

Gsszefiigges, ahol N = 7 x (=VV).

29. feladat. A részecskét leiré hullamfiiggvény 2(z? + 42) f(z? + 32 + 22).
Milyen valészintiséggel vesz fel L, meghatarozott értékeket?

30. feladat. Hatarozza meg az energianivokat és a normalt sajatfiiggvénye-
ket a
0o, har>a,
V(r) =
0, har<a

centralis potencidlban [ = 0 impulzusmomentumu allapotban!

31. feladat. Hatarozza meg az S; (i = 1,2,3), S?, Si operatorokat repre-
zentalé matrixokat 1 és 3/2 spini részecske esetén!

32. feladat. Végezze el a 3/2 és az 1/2 spinek sszeadasat! Hatarozza meg
a megfelel§ Clebsch—Gordan-egyiitthatokat!

33. feladat. Az 7 irdny koriili ¢ szoggel valo forgatés operatora exp (i Liig/h),
ahol L7i/h az 7 irany koriili forgatas generatora. Analég modon spin esetén
a forgatds” generatora S7/fi. Ennek értelmében 1/2 spin esetén a spinorok

x — X = exp (iG7¢/2) x
modon transzformalodnak, ahol & a Pauli-méatrixok.

i) Hatarozza meg az z-tengely koriili m szoggel valo elforgatas 2 x 2-es
matrixat, és mutassa meg, hogy ez alatt a x, a xy_ spinorba transzfor-
malodik!

ii) Hatarozza meg az y-tengely koriili w/2 szoggel valo elforgatas 2 x 2-es

matrixat, és keresse meg, hogy ez alatt a y, spinor hogyan transzforma-
lodik!

iii) Hatarozza meg a z-tengely koriili 27 szoggel valé elforgatas 2 x 2-es
méatrixat, és értelmezze az eredményt!




