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1 RACSREZGESEK

Bevezetés

A jegyzet a 2022 és 2017 &szi félévi Kondenzalt anyagok fizikdja (Groma Istvan, Tichy Géza) el6adasai alapjan
késziiltek. Az egyes alfejezetek kiilon tételek, az alpontok az egyes tétel struktirajat segitenek atlatni, mig a fejezetek
a tételeket helyezik el az anyagtudomany kutatasi terileteiben.

Kondenzalt anyagok alatt legegyszeriibben szilard és/vagy folyékony fazisban levd anyagokat értiink, azaz szoro-
sabb kolcsonhatasokat vizsgalunk, mint a termodinamika fluidumra vonatkozé megallapitasai. Minden elmélet megal-
lapitasakor alapelv lesz, hogy mikroszkopikus meggondolasok alapjan megmagyarazzunk makroszkopikusan is fellépo
jelenségeket.

1. Racsrezgések

Elséként tekintsiink néhany fejezetet a rezgéselméletbol. Ezek a meggondolasok nem minden kondenzalt anyagra
érvényesek (pl. livegre sem); alapvetden kristalyos anyagok rezgéseit vizsgaljuk.

1.1. Egyatomos linearis lanc rezgései

Atomi rezgések vizsgalatanak azért latunk neki, mert hidba tudjuk, hogy ¢ = %kBT energia jut egy termodi-
namikai rendszer minden szabadsagi fokara, nem tudjuk, mit tekintsiink szabadsagi foknak ahhoz, hogy kristalyok
racsrezgéseinek energiait, és ebbdl kovetkezoleg példaul anyagok fajhdjét szamithassuk.

El6szor tekintiink egy egyszer(i rendszert: atomokat modellezé pontszer(i egyforma tomegeket, melyek koziil a
szomszédosakat egyforma rugékkal kotjiik ossze.

Jeldlje u,, az n-edik tomeg elmozdulasanak fliggvényét annak egyensulyi helyétol; M az atom tomegét, D az atomi
rugballandot, és majd késébb a a racsallandét, ami két szomszédos atom tavolsdga. Felirjuk Newton Il. torvényét az
n-edik atomra. A rugd megnyulasa két dologhdl tevédhet 6ssze: pozitiv irdnyba nyijt (negativ iranyt erét eredményez)
az adott atom kitérése, mig negativ iranyd megnyulast (vagy osszenyomast) az atomok szomszédainak pozitiv iranyt
kitérései okoznak.
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

n—2 n-—1 n n+1 n+?2

1. abra. Egyatomos linearis lanc modellje.

Mi,, = D[(unﬂ — Up) — (U, — un_l)}, vagyis (1.1)
Mii, = —D( 2u, — Upyq — Up_1). (1.2)

1.1.1. Visszavezetés sajatérték-problémara

Feltessziik, hogy a megoldasnak lesz periodicitasa, hiszen az egész rendszerben van egy nagy periodicitas. gy a
prébafliggvény, amelyet behelyettesitiink:

Uy = Ay - e (1.3)
ahol j2 = —1 az imaginarius egységre.
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

Elvégezve a behelyettesitést az alabbi osszefliggést kapjuk:

—w2 : An = —wg( 2An - An+1 — An—l)y (14)

ahol w2 = D/M.

A prébafiiggvény elényds tulajdonsaga (azontil, hogy magat az egyenletet is megoldja), hogy a rendszer mozgés-
egyenletébdl eltiintettitk az idofliggést. llyen rezgd rendszerek esetén feladatunk most megtalalni a rezgés normal-
modusait.

Ap-eket (n =1,2,..., N) egy oszlopvektorba rendezve

A, 2 1 0 0 ... 2\ [A
A 1 2 -1 0 .. A

sl = ) N (1.5)
Ay ? —1 2) \ay

egy sajatérték-problémahoz jutottunk. Felmeriil azonban a kérdés: hogyan viselkedik a lanc vége? Mit irhatunk a
kérddjelek helyére, amikor az (1.4) egyenletben "tdlindexeliink"?

A valasz: Ggy, ahogy mi meghatarozzuk; a hatarfeltétel dont réla. Mi egy nagyon specialis hatarfeltételt tesziink
fel: a lanc eleje és vége is periodikus kapcsolatban van, azaz uni1 = uy.

E kiegészitéssel az (1.5) az alabbi alakot olti:

A 2 -1 0 0 ... -1\ /[4
A 1 2 -1 0 .. A

-2 el INOF-2 Iy _ ? (1.6)
An 1 1 2 ) \Ay
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

1.1. Megjegyzés. Egyéb hatarfeltételt az (1.5) egyenletbe illesztve az egzakt megoldas lényegesen bonyolultabb
lenne.

Ezzel a probléma altalanossagat lecsokkentettiik ugyan, de analitikusan megoldhatéva is tettiik. Az egyenletben
szereplé matrix fontos tulajdonsaga ugyanis, hogy sorai ciklikusan eltolhaték.

1.2. Megjegyzés. Sok részecskét tekintve, azaz ha N >>, a hatarfeltételek jelentésége csekély; olyat célszerii
valasztanunk, ami a problémanak megtfelels. Szilardtest-fizikaban gyakran alkalmaznak periodikus hatarfeltételeket,
most mi is igy tettiink.

1.1.2. Megoldas diszkrét médusokra
Oldjuk meg a tovabbiakban az (1.3) egyenletet, elhagyva a matrixos alakot. Keressiik A,,-eket a kovetkez6 alakban:

Ay = A, - eltan, (1.7)

ahol a a racsallandé. Ezzel egy térben hullam jellegli megoldast vezettiink be rajuk, ahol a szomszédos golydk ga
faziskilonbséggel rendelkeznek.

1.3. Megjegyzés. Latszolag sziikségtelen uj paramétert hoztunk be: n mellett megjelent q is. Ennek oka az a
praktikum, mely szerint egy racsallandé jellegii mennyiség szerepel az exponensben, melyet 2m-re egy hullamszam-
szerii mennyiség egészit ki. Emlékeztetdliil: egy kristalyban az elemi racs- és reciprok-racsvektorok ortogonalisak, és
2m-re normaltak voltak, hogy az exponensben j-vel valé szorzatuk 1-et adjon. A valtozok bevezetésével a szabadsagi
fokok vizsgalatara kdlon ki kell térniink.

Az (1.4) egyszeriisitések utan a kovetkezéképp alakul:

w? = wi(2 — 1 — g7, (1.8)

Ismerjiik fel a koszinuszfliggvény exponencialis alakjat az egyenlet jobb oldalan, és végezziink el egy trigonometrikus
atalakitast:
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

w® = 2w} (1 — cos ga) = 4w} sin’ %, (1.9)

ahonnan

w = 2wy -

sinq;‘. (1.10)

“ sz

nuum sok ¢ irhaté az (1.8) egyenletbe.
Nem hasznaltuk még ki azonban a periodikus hatarfeltételt, ami az els6 és az utolsé atom kozti kapcsolatot adta
meg. Ez az (1.8) egyenlet miatt:

— pjgaN — . 2i

l=e = Gn=m- (m € N). (1.11)
Ezzel meghataroztuk a megengedett ¢-kat, amelybdl még mindig megszamlalhatéan végtelen van, nem N darab.
Ezt dgy védjik ki, hogy (1.7) szerint g-nak magétdl is van szimmetridja: 27 /a egész szami tObbszorésének hoz-
zdadasaval (1.8) értéke nem valtozik az argumentum periodicitdsa miatt. Kivalaszthatunk tehat egy intervallumot
(példaul a [=7; 7]-t), amelyben ¢-t tekintjiik. Ezzel m-et maximalizaljuk tgy, hogy legfeljebb N-féle értéket vehet fel.
Voltaképpen ezzel azt fogalmaztuk meg, hogy az altalunk valasztott ¢-nak, ami egy hullimszam-jellegli mennyiség,

a Brillouin-zénan belil kell maradnia.

1.4. Megjegyzés. Emlékeztetdiil, kristalyban az elemi racsvektorok felezésikjait behiizva, egy atomot a Wigner—
Seitz-cella vesz kérbe, a reciprokracs W-S-cellaja pedig a Brillouin-zéna.
A diszperzids relaciét egy abran alabb kozoljik.
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

®(q)

K q T
a a

2. dbra. w(q) diszperzids relacié diszkrét értelmezésbdl.

1.1.3. A probléma kontinuum-mechanikai értelmezése

Az (1.3) egyenletet tekintjik Gjra, a*-tel szorozva és osztva:

Mii, = Da>—2—— &~ Da’>——u,, (1.12)
x

mely kozelitést megtehetiink, ha a differenciahdnyados kelléen megkozeliti a differencidlhanyadost, vagyis a elég
kicsi.

2022. december 21. 19:21:03 10



1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

Bevezethetiink a kontinuum-mechanikabél ismert, jelen probléma targyalasanal valodi jelentéssel nem biré mennyi-
ségeket.

Da
M = paA E=—
pa A
Ezekkel a fenti egyenlet:
2 92
p@u(x,t) =F- @u(x,t). (1.13)

Ez pedig a mar ismert egydimenziés hullamegyenletet adta vissza. Ennek megoldasat sikhullam alakjaban ke-
ressik:
u(x,t) = ug - @)

amely behelyettesitéssel a bevezetett w és q koézt az

[D
w= M@Iczl = woalq| (1.14)

Osszefiiggést adja. Ez a kontinuum-megkozelités diszperzids relacidja.

1.5. Megjegyzés. Fontos latnunk, hogy itt nincsenek mar diszkrét golyok, igy q-ra sem tesziink megkétést; elméletileg
barmekkora értéket felvehet. Ez a késébbiekben fontos szerepet jatszik, most pedig egyszersmind korlatot ad a
kontinuum-elmélet alkalmazhatdsagara.
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1.1 Egyatomos linedris lanc rezgései 1 RACSREZGESEK

Egymasra helyezve a diszkrét és folytonos megoldasokbdl kovetkezo diszperzids relacidkat, az alabbi abrat kapjuk:

L

. 1st Brillpuin Zone .-
P 5 - i i —_
- -\.\_\.I. . .-.--.. __,_o—'
e, o
\ -~
x:.& F_c-'
M| =
LY
mea 0 n'a

3. abra. A kétféle megkozelités diszperzids relacidja egy abran. A szaggatott vonal a Brillouin-zénan tetszo-
legesen tulmegy.

Ebbdl latszik, hogy kis g-ra, azaz nagy hullamhosszra a két modell ugyanazt adja. Amennyiben ugyanis a
racsallandéval nem 6sszemérhetd hulldmhosszi médust tekintiink, valéban mindegy, hogy diszkretizalt, vagy folytonos
esettel kozelitjik a rugalmas lanc problémajat.
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1.2 Kétatomos linedris lnc 1 RACSREZGESEK

1.2. Kétatomos linearis lanc
1.2.1. Egyenletek

A masodik érintett problémakoriink az el6z6 modell médositott valtozata: kétféle atom valtakozik a linearis
lancban.

® 4
"

4. abra. Kétatomos linearis lanc modellje.

Jeldlje az atomok tomegét rendre M, és Mo, kitéréseik flggvényét u, és v, (n = 1,2,...,N), a racsallan-
d6 (amely most két legkdzelebbi azonos atom tavolsdga) a, a tovabbra is azonos rugdk rugdallanddja pedig D.
Newton II. torvénye a kétféle atomra

M -, = —D [ Uy, — Uy — vnll, valamint M, - ¥, = —D[ 20, — Upy1 — un] (1.15)

A hatarfeltételeket ismét periodikusnak valasztjuk:

UNy1 = Ug, és U1 = V1. (1.16)
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1.2 Kétatomos linedris lnc 1 RACSREZGESEK

A prébafliggvények szintén az egyatomos esetnek megfelelGen

Uy = u(g) - /I, U = 0(g) - e, (1.17)

Ezekbdl az alabbi mozgasegyenletek szarmaznak:

—w'Mu(q) = =2Du(q) + D(1 +e7*)v(q),  —w*Myv(q) = —2Dv(q) + D(1 + €*)u(q). (1.18)

Ha bevezetjiik az (u, v) vektort, a fenti egyenletek egy homogén linedris egyenletrendszerre vezetnek. Ahhoz, hogy
ennek legyen a trivialistdl kiillonb6zé megoldasa, az alabbi determinansnak kell eltlinnie:

— w2 _ —jqa/2 qa
det< 2D — w=M, 2De cos 2) _ 0 (1.19)

—2De 19/% cos L 2D — w?M,

Ez egy w?-re masodfokii egyenlet. Ezzel maris konnyebb problémahoz jutottunk, mivel mar nem egy 2n x 2n-es
matrix determinans-egyenletét kell megoldanunk, hanem egy 2 x 2-esét, n helyen.
A megoldasok:

U.):Qt = ((Ml + Mg) + \/(Ml + M2)2 - 4M1M2 sin2 (q;)) . (120)

M, My
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1.2 Kétatomos linedris lnc 1 RACSREZGESEK

1.2.2. Ertelmezés

Bevezetiink kéttestproblémak vizsgalatakor szokdsos mennyiségeket:

11 M, M.
2_9op. | — 4 — 2y T2y
0 VAT B F Ay YATES

1.6. Megjegyzés. Egyenléség a témegek egyenlésége esetén all fenn.
Ezen konstansokkal a diszperziés relacié szemléletesebben el6all, ugyanis

1
wi = Ewg (1 + /1 — 42 sin? q;) (1.21)

Tekintsiik meg, hogyan viselkedik a megoldas a Brillouin-zéna hatarain! Ide behelyettesitve a ¢ = 0-t, kapjuk,
hogy w, az wy-t, w_ pedig a 0-t veszi fel. A ¢ = 7/a helyen a két g (w, és w_) két kiilonb6z6, pozitiv értéket

s

vesz fel. A bevezetett ¢-ban rejlé szabadsag természetesen ezittal is megengedi, hogy ¢ € {%’r, E} modon valasszunk,

az (1.11) egyenlettel analég médon.
A diszperzids relacié grafikonja a kovetkezo oldalon talalhato.

1.7. Megjegyzés. A felsé agat optikai agnak, az alsét akusztikus dgnak szokds nevezni. A nevezéktan motivacidja,
hogy a hang frekvencidja a fényénél alacsonyabb.
Lathatbéan a két g a zéna hatarain mas értéket vesz fel; keletkezett a diszperzids relaciéban egy "gap".
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1.2 Kétatomos linedris lnc 1 RACSREZGESEK

/m
acoustic
-n/a 0 n/a

5. abra. Kétatomos lineéris lanc diszperzids relacidja.

A megoldas értelmezésében segit, ha az egyatomos esetet a kétatomos probléma hatareseteként tekintjik:
M, = M. Ekkor, mivel w3 = (2M/D) - (1 + cos(qa/2)), szintén kétdgi megoldast kapunk:

cos(a)' és w_ =2 2

Y. (1.22)

sin (%)

Ez a fentebbi, kétagl abra szerint annak az esetnek felel meg, amikor a két ag a Brillouin-zéna hatarain Osszeér.
Mivel azonban igy a kitérésfiiggvények szamozasa N-ig kétszer is elért (u és v is N-ig volt indexelve), g kétszer annyi
értéket vehet fel, mint elébb. Ezért valasztunk egy olyan megoldast, amikor ¢ két Brillouin-zénaban vehet fel értékeket,
és az el6bbi kétagl fuggvényt egyszeriien "kihajtogatjuk". Ekkor pontosan ugyanazt az w(q) relaciét fogjuk latni az
abran, mint az egyatomos esetben. Valéban: az egyatomos esetet kétatomosnak tekintve nemcsak a szamozasban
van eltérés, hanem a racsallandét is kétszer olyan hossziinak vettiik.
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1.3 Récsrezgések altalanos elmélete 1 RACSREZGESEK

1.8. Megjegyzés. Ez a vizsgalat arra is ravilagitott, hogy egy periodikus rendszerben a periédus nagysaganak
megvalasztasa nem korlatoz minket a legkisebb periédus valasztasara.

Mindebbdl az is kovetkezik, hogy a kétatomos eset nem abban kiilonbozik az egyatomostdl, hogy két agat latunk,
hanem a "gap" megjelenésében. Valdban: az eltérés mértékét ~ hatarozta meg, ami a tomegek kilonboézésége folytan
bevezetett mennyiség volt.

1.3. Racsrezgések altalanos elmélete
Mindezeken talmenden az atomi rezgések altalanositasat harom dimenziés esetre nem spoérolhatjuk meg.
1.3.1. A mozgasegyenlet felirasa

Tekintsiink tehat egy N3 cellabdl 4llé rezgd rendszert. A kolcsonhatasok altalanos vizsgalata miatt engedjitk meg
minden tomeg kiilonbozoségét, illetve, hogy ne csupan a szomszédos atomok legyenek rugéval 6sszekotve.

Koordinatdzzunk a Bravais-racsvektorok mentén, azaz vezessiik be az R,,, vektorokat, melyek az adott Wigner—
Seitz-cella kozponti helyére mutatnak! Meg kell engedniink azonban azt is, hogy egy celldban tobb atom foglaljon
helyet. Ezaltal egy ji-vel indexelt atom helyét az aldbbi egyenlet adja meg:

=R, +7r,+u"(R,,1) (1.23)

Ebben az egyenletben:

— p megy 1-t6l p-ig, ahol 6sszesen p atom van egy Wigner—Seitz-cellaban. Ez tehat a cellan beliil indexel.
— 11 felsé indexe az atom pillanatnyi helyét, mig az alsé indexes r, az egyensilyi (atomon belili) helyet irja le.
— u a kitérésfliiggvény, ami koordinatazasfiiggo is, az idofliggése mellett.

— m a cellak szamozasa; 1-t6l N-ig megy.
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1.3 Récsrezgések altalanos elmélete 1 RACSREZGESEK

A kitérésfliggvényekbol meghatarozzuk a potencialfiiggvényt, melyet masodrendig fejtiink sorba. Elsérendl tag
sorfejtéskor nem jelentkezik, hiszen annak gradiensekor konstans erét kapnank, és u-kat agy allitjuk be, hogy zérus
kitérésre eromentes esetet kapjunk.

A masodrend( tagban minden atom minden mas atommal valé kolcsonhatasara osszegezni kell, igy

1, .
b =Py + Z §DZ:5(Rm, R,) ul(R,) - uz(R,) (1.24)
m,n; a,fB; w,v
1.9. Megjegyzés. Természetesen a valésagban ezek a kélcsénhatasok révid taviak. Néha elegendé valéban csupan
a szomszédos eseteket tekinteniink, de példaul a nyiras leirdésahoz mar nem.

Ebben az egyenletben az elébbiek jelolése mellett analog médon jelent meg v és n, tovabba «, 5 € {1,2,3} a
harom dimenzié miatt. Atirjuk az (1.24) egyenlet kvadratikus részét (gy, hogy a gradiens képzése kdnnyebb legyen.

P=0— Y iDg;g(Rm, R,) - [ul(Ry) — ul(Ry)| [ufy(Ry) — ufy(R,)] (1.25)

m,n; o,B; p,v

E formula egyes tényezéi ugyanis u felsé indexének megegyezése esetén nullat adnak, mig a kibontasbdl a
tényezOk els6 (vagy rendre masodik) tagjainak osszegzése épp ezt pétolja.

1.10. Megjegyzés. Kiilon figyeljiink a szumma cseréje miatti formalis eléjelvaltasra.
Ebbdl képziink gradienst:

— > Dijui(Ry) = Fi(Ryp) (1.26)
n,v,B

1.11. Megjegyzés. A negativ elbjel forrasa: az (1.25) elbjelcseréje, a két u kilénbsége miatt megjelend (=), illetve,
hogy a potencialis energiabdl negativ gradienst képziink.
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1.3 Récsrezgések altalanos elmélete 1 RACSREZGESEK

Egy fontos kikotést maris tehetiink a rugdallanddkra: a rendszer merev test-szer(i elmozdulasakor (vagyis, amikor
minden u megegyezik) nem praktikus, ha er6 ébred. Ezt egyenlet formajaban u kiemelésével fogalmazhatjuk meg:

> DhA(Rn, Ry,) = 0. (1.27)

m,v

EbbSl mar szarmaztathaté a mozgasegyenlet még egy fontos megkotéssel: a rugdallanddk a periodicitas miatt
nem fligghetnek az adott cellaktdl egyesével, hanem csak a cellak tavolsagatodl; hiszen az elsé és az n-edik celldkon
beliili atomok egyes kolcsonhatasai nem térhetnek el a masodik és az n + 1-edik atomok ugyanolyan kélcsonhatasatdl,
mert az a periodicitas sériilését eredményezné: mashol kezdett szdmozas nem ugyanazt az eredményt adja.

M, - i (Ry) = — 3 D*(R,, — R,) - u}(R,) (1.28)

n?”MB

1.12. Megjegyzés. A témeget ismét a periodicitas miatt indexeltiik csupan a Wigner-Seitz-cellan beliil: az egyes
cellak egymastdl nem térhetnek el.

1.3.2. A mozgasegyenlet alakitasa

Hatarfeltételiil a mar megszokott periodikus esetet valasztjuk: az elsé eset az N + 1-edikkel azonos eredményre
vezessen, lasd (1.16).
A prébafiiggvényt az (1.17) médjan alkotjuk meg:

1 . .
u'(R,,) = ——=eted Byt (q), (1.29)

/i,

ahol g-val egy fix fazistolast adunk minden kitérésnek, u pedig amplit(idé jellegli szerepet vesz fel. A konstrukcid
megint olyan, hogy q elegendd, ha a Brillouin-zénaban foglal helyet.
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Ezt helyettesitjik az (1.28) egyenletbe, ezzel:

o 1 o
W/ M, I ul(q) = 3 Dii(Rm — Ry) We]me“f{" - ug(q). (1.30)

n,u,8

Bevezetiink egy effektiv rugdallandot:

Dgg(q) : W > Dk ) - el 9B, (1.31)

amellyel R eltiintethetd:

wiut(q ZD (q). (1.32)

Amennyiben g-t rogzitjik, (1.32) egy kozonséges sajatérték-egyenlet. A fenti atalakitasok haszna abban illt,
hogy egy 3p - N x 3p - N-es matrix helyett "csupan" egy 3p x 3p-s matrix sajatértékegyenletét kell megoldanunk.

1.13. Megjegyzés. A sajatértékeken tul q Brillouin-zénaba valé "beszoruldsa" nem adja meg a megfelelé szami
egyenletet a megoldasokhoz. Mint alabb azonban latszik, ez a degeneracié nem fog fennakadast okozni.

1.3.3. A mozgasegyenlet megoldasa

A sajatértékegyenlet, amelyre jutottunk:

det (D(q) — w? - Gapdy ) = 0 (1.33)
A sajatértékeket w3 (q)-tel, a sajatvektorokat (%) (g) médon indexeljiik.
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1.14. Megjegyzés. Emlékezziink vissza a linearis lanc modelljére! A diszperziés relacioban megjelent egy kettévalas:
az addig ismert, 0-bdl indulé akusztikus 4g mellett egy optikai 4g is. Megmutathatd, hogy amennyiben p > 3, akkor
is mindig lesz a rendszernek 3 akusztikus aga 3 dimenziéban.

Roégton latjuk, hogy wi(q) = wi(—q), hiszen az ellenkezd irdnyban felvett rezgések frekvencidjat nem kiilonboz-
tethetjik meg (pongyolabban: a rugék szimmetrikusak a kitérésre nézve). Ezzel meg is oldottuk a degeneracidt,
hiszen ez tovabbi IV feltétel.

1.3.4. Elemi gerjesztések

Ezzel megkaptuk az an. normalmodusokat, amelyek tetszdleges linearis kombinaciéval rezeghet a rendszer. A
teljes megoldashoz visszairjuk a sajatvektorokat az (1.29) egyenletbe:

1 .
ul = e . eitRn 0 (g, 1), (1.34)

221
\ Mu QA

ahol a sajatrezgés amplitidéjat @-val jeloltik. Mindezt pedig az (1.28) egyenlebe helyettesitve, és az eddigi
egyenleteinket felhasznédlva (melyek szerint az eddig bevezetett fiiggvényalkotdk automatikusan megoldjak ezeket), a
feltétel az amplitiddkra:

Qx(g,t) = —wi(q) - Qx(q, 1), (1.35)

amely a jol ismert (kanonikus koordinatakkal leirt) harmonikus oszcillator egyenlete! Eddigi faradozasaink tehat
sikerrel jartak: csatolt rezgések normalmdédusai helyett a normalmoédusaink harmonikus rezgomozgast végeznek.

Mivel azonban kis méretben dolgozunk (kristalyok atomi szerkezetének modelljeként hasznaljuk ezeket), nem
hagyhatjuk figyelmen kiviil a kvantummechanikat, amely az energidkat diszkretizalja. A harmonikus oszcillator eseté-
ben ez valéban eldall, az altalunk kozolt energia Aw-nak csak egész szamu tobbszorose lehet. Ezen kvantummechanikai
rezgo rendszer is rendelkezik egy elemi gerjesztéssel: ezt fononnak nevezziik.
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1.3.5. Harmonikus rezgések statisztikus fizikai meggondolasai

Ezen a ponton feltehetjilk a kérdést: mi hasznunk van ebbdl a targyalasbol? Négy fejezet utdn kihamoztuk a
harmonikus oszcillator egyenletét egy altalanos rezgéselméleti feltevésbol, amelyet kristalyokra kivanunk alkalmazni,
de a rezgésbol szarmazd konkrét energidkrél még semmit nem tudunk!

Szerencsére a statisztikus fizika a segitségiinkre siet.

Tudjuk ugyanis, hogy tobbféle energidkkal rendelkezni tud6 rendszer energidjanak varhaté értéke a kovetkezd
modon adédik:

_ En En ) e_ﬂEn
o En efﬁEn ’

ahol 8 = 1/kgT, a hémérséklet és a Boltzmann-allandé szorzatanak reciproka; ezzel adott hdmérsékleten kisza-
mithatjuk 1 db oszcillator egyenletét.

Az (1.36) egyenletben szereplé Gn. allapotosszeget, melyet alabb kifejtiink, azonban nem egyszerii kiszamitani,
igy egy triikkhoz folyamodunk. Nevezziik tehat Z-nek az allapotosszeget, amely a fenti kifejezés nevezoje. Szamitsuk
ki a [ szerinti derivaltjat Z természetes alapu logaritmusanak! Ekkor kapjuk, hogy

<E> (1.36)

d
—@an(ﬂ) =< E>. (1.37)

1.15. Megjegyzés. Jelen kidolgozas keretein tuilmutat a derivalas pontrél pontra valé elvégzése. Vazlatosan: lo-
garitmusfiiggvény derivaltja a linedris tortfiiggvény, igy a nevezébe keriil az adllapotésszeg; a szamlaloba pedig az
allapotésszeg szummajaban minden tag szorzédik az exponens (-t nem tartalmazé részével, ami esetiinkben — E,,.
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A harmonikus oszcillatorrél kvantummechanikai ismereteinkbdl tudjuk, hogy

hw
E, :nhw+7, (1.38)
ahol a masodik taggal, a nullponti energiaval egyel6re sziikségtelen foglalkoznunk.

Beirva az allapotdsszegbe, egy mértani sort kapunk: a sor minden kovetkez4 tagja szorozva van a kvocienssel,
melynek értéke e~

bl _ "
Ezt beirva az (1.37) egyenletbe, mar adddik is a harmonikus oszcillator energidjanak varhaté értéke:
hw e—ﬁfuu
<E>=—+4 hhw——7p—. 1.40
y T T (1.40)

Ezt az eloszlast nevezik Bose—Einstein-eloszlasnak.

1.16. Megjegyzés. A nullponti energiardl néhany szét: hogyan jelenik ez meg fizikai valéjaban, és ki lehetne-e
nyerni? Ha megvaltoznak a rugék, amelyeket a modellbe irtunk, természetesen az itt kézélt energidk nagysaga is
megvaltozik; ilyen médszerrel a nullponti energia kinyerhetb. A rugdk megvaltozasa azonban egyenértékii az anyag
belsé szerkezetének megvaltoztatasaval, ami példaul egy masodrendii fazisatalakulassal mehet végbe.

1.17. Megjegyzés. Ha [3 kicsi, azaz nagy hémérsékleten tekintjiik a rendszert, a kapott megoldasunk a klasszikus
fizikaval egyezik. Az elsé rendig térténd sorfejtést az olvaséra bizzuk.
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1.3.6. Osszetett rezgd rendszer energiai

Az altalunk vizsgalt rendszerben (ami tovabbra is egy kristaly) alkalmazhatjuk a fentieket, bar hozzatessziik, hogy
nekiink 3p x N db harmonikus oszcillatorunk van. Ezek egyszerli 6sszegzését azonban az energidkban elvégezziik: g
szerint nem tuntetiink ki egyetlen rezgési médust sem.

Ha rezgd rendszer energidjat az (1.40) szerint vizsgéljuk, egy olyan egyenlethez jutunk az el6z6 fejezet tanul-
sagai szerint, amelyben az Osszegzést q szerint kell elvégezniink egy olyan fiiggvényre, amely g-tél csak annak egy
fuggvényén, nevezetesen az w(q) diszperzids relacion keresztiil fiigg. Ezt a fiiggését a tovabbiakban ki fogjuk
hasznalni.

Mivel sok rezgési mdédusunk van, a q szerinti Osszegzést integralra irjuk at. llyen attéréskor valdéjaban egy kis
térfogatelemet kozelitlink infinitezimalisra. Egy cella térfogatara igaz, hogy

ANPq = (2m)*)V, (1.41)

a reciprok-racsvektorok 2m-re valé normaltsaga miatt.
Valamely altalanos, egy paramétertol csak kozvetetten fliggd fliggvény Osszegzését tehat az alabbiak szerint irjuk
at integralra (itt még ezen kozvetett fliggést nem hasznaljuk):

1 N d3q
y 2l ~ X | Gl (1.42)

Ez az integral azonban nem flgghet attdl, hogyan integralunk q szerint; csak az w(q) relacidénak lehet szerepe
benne! llyen médon atalakitjuk a g szerinti "térfogati" integralt csupan w szerintivé.
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A ketto kozti fliggvénykapcsolat formalisan

AV, = g(w) dw, (1.43)

melynek jelentése: a g paramétertérben valé infinitezimalis térfogat eléall dw és egy hiperfeliilet szorzataként. Ez
utébbi szemléletesen azt mutatja, két kozel levé w kozti eltérés mekkora térfogatvaltozast eredményez q paraméter-
terében. A g-vel jelolt fliggvény neve: allapotsiiriiség.

Ennek segitségével felirjuk a folytonositott (1.42) egyenletet:

;%:fm(q» =3 [ onfenta)) den (1.44)

1.4. Kristaly fajhdje

Megjegyzésen kiviili megjegyzés: Nem egyértelmi, hogy az el6z6 és a jelen tétel kozott hol érdemes a tagolasi hatart meghtzni. Hogy
a tételek kozott ne legyen til nagy hossz- és nehézség-beli kiilonbség, ez egy logikus vagasnak tiint, mivel bizonyos specifikacidk innentdl
csak kristalyenergetikara vonatkozhatnak.

Feladatunk el6szor az allapotsiirliséget meghataroznunk, amely, mivel w és g kozti attérést jelentett, szemléletiink
szerint is kapcsolatban lesz a diszperzids relaciéval.

1.18. Megjegyzés. Klasszikusan a fajhére konstanst kaptunk, a termodinamika harmadik fététele alapjan azonban
valamilyen, a 0 hémérsékleten 0-ba tarté fliggvényt varunk.
1.4.1. Debye-kozelités

A diszperzids relacié kozelitésére a kontinuum-mechanikai értelmezésbdl adédé linearis kozelitést hasznaljuk,
egy fontos kiegészitéssel: a fliggvényt a Brillouin-zéna hatarainal "levagjuk", vagyis azon kiviil esé g-kra nem
értelmezziik. Ez Debye feltevése.
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1.19. Megjegyzés. Természetesen ez kissé durva kézelités, mivel ahogyan azt a 3 dbra is mutatja, a linedris kézelités
a hatarokra nem vizszintes érintével érkezik.

1.20. Megjegyzés. Korabban targyaltuk, hogy mindig vannak akusztikus médusai a kristalynak, legfeljebb megje-
lennek optikaiak is; igy a kozelitést megtehetjiik, hiszen q ~ O kériil jonak bizonyul.
A diszperzids relacié az (1.14) egyenletbdl kovetkezdleg:

wx(g) = cx-ql. (1.45)

Mivel pedig 3 dimenziéban a ¢ korili infinitezimalis "gombhéj" térfogata, vagyis az (1.42) egyenletben levd
integraciods térfogat:

4mq® dq
AV = i (1.46)
ebbol
1 1
Q(W,\) = o2 g Wi- (1-47)

Korabban targyaltuk az akusztikus agak létét egy tobbmodusl rendszernél, és megallapitottuk, hogy harmat
mindenképpen talalunk. Ezt célszer(i felirnunk két transzverzalis, és egy longitudinalis dsszetevovel, ezaltal:

w? (1 1 3 w?
— —_— 2 - — =, —— —F. 1.48
9() 272 (c% * c%) 2712 3, (148)
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Célunk tovabbra is az (1.44) kiszamitasa. Ehhez az integraciés hatérokat ki kell jelIniink, immaron w szerint. A
ketto kozt a Debye altal bevezetett cp teremt kapcsolatot a kévetkezd médon:
— Wp = ¢pqp
— cp-t a Debye-kozelitésekbdl kaptuk a harom akusztikus ag 0sszegzésével.
— wp-ig, a Debye-frekvenciaig kell (nullatdl) integralnunk; ez felelne meg a fenti egyenléség szerint ¢ hataranak.
— @-ra pedig azt mondjuk, hogy a qp sugari gomb térfogata egyezzen meg egy reciprok-racsvektor elemi

cellajanak térfogataval.

Mivel pedig V' az 6ssztérfogat, és 6sszesen N részecskénk van:

4 (2m)3

— ¢ = : 1.4

Ezzel mindent tudunk, hogy az integralt elvégezziik.

1.4.2. Fajho szamitasa

Az energia varhaté értékét (1.40) alapjan, (1.48) felhasznalasaval, az imént meghatérozott hatarig (1.44) szerint
vett integrallal kell kiszamitanunk.

fiw? 3

e 1 9micd, dw (1.50)

<E>:V-waD

Bevezetve az ©x = Jhw valtozét, egy integralra vezethetd vissza az energia.
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(k?BT)4 3 J‘E/JJD/kBT 23 dx

<E>=V
R 2w2cd Jo et —1

(1.51)

Altalanos targyalasban ennél tébbet nem tudunk mondani.
1.4.3. Kozelitések a homérsékletben

Kis homérsékletre < E >-re a homérséklet negyedik hatvanyaval mend fliggvényt kapunk; mivel pedig a fajho
(h&kapacitds) az energia hémérséklet szerinti parcialis derivéltja: ¢ ~ T°. Ez valdban egy 0-ba tarté fliggvény, amilyet
vartunk.

Nagy hémérsékletre az integrandust csak kis értékekkel tudjuk kiértékelni a hatar miatt. Az integralt x’-tel
kozelitjiik, vagyis:

3
< E>= kaT% = 3kpNT (1.52)
m

1.21. Megjegyzés. A kiértékelés vazlatosan: A hémérséklet negyedik hatvanyabdl harmat kiejt a kiintegralt masod-
fokd fiiggvény a fels6 hataron. Az integrandus h-okat éppugy kiejti, mint az abban szereplé wp a cp-ket; utébbik
allnak éssze qp térfogatta.

Pontosan a klasszikus fizika szerint kaphaté eredmény; a Dulong—Petit-szabalynak megfelel6 fajho ugyanis:

Cy = SI{JBN

1.22. Megjegyzés. Ezen modellbél az energetikan tiulmenden mas is szamithatd, példaul egy kristaly ellenéllasa. A
modell azonban nem teljesen altalanos: mint alabb latjuk, példaul hétagulas leirasara nem alkalmas.
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1.4.4. Hotagulas becslése

Ahogyan az el6z6 fejezetben emlitettiik, az energia harmonikus kozelitésében e modell szerint nem kapunk ered-
ményt a hotagulasra.
Menjiink tovabb a potencial sorfejtésében a kitérés szerint! Ekkor

D
O (u) :(I>0+5u2—7u3+... (1.53)

Ezt a sorfejtést beirjuk a kitérés varhatd értékére (amely, ha nem 0, hétagulast jelent).

{22 u- e BPCR(1 4 Byu?) du

<U>= % - 1.54
Jooo 7P (1 + fryud) du (1.54)
Az integralokba a paros fiiggvények adnak jarulékot, mivel a | — oo; oo[-n integralunk.
J“fo ut - efﬁDu2/26,y du
S T e (155
Az eredményiink eddig az anharmonicitast leiré y-val aranyos: ez kezdetnek jo jel.
Uj valtozd bevezetésével az integralok elvégezhetdk, és eredményiil kapjuk, hogy
<u>= L CkyT (1.56)
u >= D2 B, .

amelybdl a hétagulasra egy konstans érték adddik.
Ezzel attekintettiik a kristalyok rezgéselméletébdl lesziirheto legalapvetobb kévetkezményeket.
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2. Magnesség

A kovetkez6 jelenségkor, amivel foglalkozunk, a kiilonféle anyagi magneses jelenségek. Ezek elemi okait klasszikus
fizikai meggondolasokbdl nem tudjuk lesziirni, igy néhol ismét kvantummechanikai médszereket alkalmazunk.

2.1. Diamagnesség

A legprimitivebb magneses jelenségként a diamagnességet tartjuk szamon: valamely koéraram altal létrehozott
magneses momentum keltette barmely hatas (példaul magnesezettség) ellene kivan tenni a kivalté hatasnak; ez
Lenz torvénye.

2.1.1. Elektron energiaja magneses térben

Modelliink szerint az anyag atomjaiban levé "delokalizalt" elektronok magneses momentuma okoz effektust,
amennyiben az atomot magneses térbe helyezziik. Az altalunk vizsgalt rendszer épp ezért legyen egy magneses térbe
helyezett elektron! A magneses teret a vektorpotenciallal jellemezziik, amely e targyaldsban a Coulomb-mérték szerint
hatarozza meg egyértelmiien B-t.

1
L= §m6v2 + quiAi(r(t),t) — qo(r(t), t). (2.1)
Az elektron toltése ¢ = —e. Az energia el6all a Hamilton-fliggvény képzésével:

(p+eA)’ —eo (2.2)

. 1
H:pr—£—2

e

Legyen most az elektromos potencial 0! Homogén magneses térben azt mondhatjuk, hogy

1
A=-B :
sBxT
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Ekkor, kifejtve az elobbi egyenletet, az energiara

1 2
H= 24 _° p(B x 1)+ ‘

= B 2, 2.
2m6 2m€ me( XT) ( 3)

Tudjuk, hogy klasszikus fizikdban az impulzusmomentumot L = r x p mddon vezettiik be. A fenti egyenletben egy
ciklikus permutaciot végrehajtva a masodik tagban, szintén kapunk egy ilyen mennyiséget. Mivel azonban kvantum-
mechanikai meggondolasokat is tesziink a szdmolas soran, egy dimenziétlan impulzusmomentumot definidlunk:
L:=h-1L.

A (2.3) egyenlet masodik tagjanak konstansait egybegyiijtik:

__ he
uB = Qmea

és Bohr-magnetonnak nevezziik.

A (2.3) egyenlet harmadik tagjaban felismerjik, hogy a vektoridlis szorzat négyzete meréleges vetiletet jelent.
Emiatt az elektron energija:

e’ 2.9
B*r?. (2.4)

H = ! p> + uplB +
2m, 8me,

A modell teljességéhez még két mddositast tesziink. Egyfeldl, a kvantummechanika bevezetett a palyaimpulzus-
momentum mellett egy sajatimpulzusmomentumhoz hasonlé mennyiséget, a spint. gy mi is kiegészitjiik az impulzus-
momentumot: I helyébe I + g.s -t irunk, ahol g. az n. giroméagneses faktor; értéke 2. (B6évebben: Einstein—de Haas-
kisérlet.)

Masfelol a vizsgalt anyagban tobb elektron talalhaté. Ennek Osszenergiajat most tgy kozelitjik, hogy egyszeriien
osszeadjuk az egyes elektronok energiajat. Ezzel az elektronok kozti esetleges kolcsonhatast nem vessziik figyelembe.
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Az energia tehat:

62

1
p? +pup(l; + g - 8;))B + BQTL ) (2.5)

2me, 8me

Hey

2.1.2. Termodinamikai megkdozelités

Ezen a ponton ismét a statisztikus fizikat hivjuk segitségiil.
Egy rendszerben, ahol ismét tobbféle allapot lehetséges az energiaban (példaul a magneses tértdl fiiggben), a
magnesezettség varhaté értéke

P o
V Zz e_Ei/kBT

(2.6)

Bevezetiink egy mennyiséget, ami a termodinamikabdl ismert szabadenergia lesz:

F = —kgTIn (Z eEf/kBT) (2.7)

Latjuk, hogy ebben hasonlé kifejezések (negativ el8jel, logaritmus) jelentek meg, mint amit az allapotdsszegnél is

lattunk. Mivel m-nek épp az energia B szerinti derivaltjat nevezhetjik (lasd példaul a dipdlra: E = —mB):
dF
— =—-VM. 2.8
1B (2.8)

2022. december 21. 19:21:03 32



2.1 Diamagnesség 2 MAGNESSEG

Ezzel:

1 dF
__tdr 2.
M=-viB (2:9)

A szuszceptibilitds a tér hatasara kialakult anyagi magnesezettséget jellemzi, ezért:

,dM

X

’
B=0

Irjuk most be az energia helyébe a (2.5) egyenlet vonatkozé tagjat!

2 B2%,2.
F=—kTIn (ZG_Sme kTM) (2.11)

Kis B térre az exponencialis fliggvényt sorbafejtjiik, és feltételezziik, hogy elegend6 az alapallapotot tekinteniink;
ezzel az 0sszegzést a kiilonb6zo energiadllapotokra elhagyhatjuk:

62

F~ B*<r; >?. (2.12)

8me

Egyfajta Osszegzés mégis kerlil a rendszerbe: bar az elektronra most megmondtuk, hogy csak az alapallapotban
nézziik, tobb elektronunk is lehet. Ezekre egyszerlien gy 6sszegziink, hogy N-nel szorozzuk az eddigi szabadenergiat:

2

F~N B*<r; >%. (2.13)

. 8me

2022. december 21. 19:21:03 33



2.2 Paramignesség 2 MAGNESSEG

Elvégezziik a (2.9) és (2.10) egyenletek derivélasait, ahonnan

, €2N<TJ_>2
4m, 1% '

(2.14)

Az el@jelviszonyokat tekintve azt kaptuk, amit vartunk: a diamagnesség negativ szuszceptibilitast eredménye-
zett. A kidtlagolt 73 gémbszimmetrikus esetben a vetités nélkiili 72 kétharmada:

/ € 2
= — ) 2.15
X n m ) ( )

2.2. Paramagnesség

Mint korabban emlitettiik, a paramagnességhez kvantummechanikai modell sziikséges. Elsdként azonban tehetiink
egy "félklasszikus" kozelitést, pusztan a szemlélet kedvéért.

2.2.1. Klasszikus kozelités

A klasszikus hataresetben egy p magneses momentumot tekintsiink adott B kiilsé magneses térben. Ennek
kialakulasat nem kérdezziik, csupén elfogadjuk: "valami miatt" létrejohetett ez a momentum ebben a térben. Jelolje
¥ a két vektor kozti szoget!

Ekkor ismét felirhatjuk a kordbban Z-vel jelolt allapotosszeget, melyben az energidkra valé Osszegzés ezdttal
térszog szerinti integralként jelenik meg:

7 = fe% a0, (2.16)

mivel adott magneses momentum magneses energidja I/ = —uB.
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Az azimut szog szerinti integral konnyen elvégezhetd, a polarszog szerint pedig

Z =2r- joﬂ eHBeost/RT gin 9 doy, (2.17)

melyet atirunk x = sin ¥ szerinti integralra. Ekkor a trigonometrikus kifejezések x-be és dx-be beolvadnak.
lgy az allapotosszeg

1 e ET uB
Z—ZW-j_lekT do =47 - /LB‘Sh<kT> (2.18)

Ebbdl a szabadenergiat annak definiciéja szerint kapjuk, lasd (2.7) egyenletet:

Fi= —kpTInZ. (2.19)
Ebbdl a magnesezettség (2.9) szerint adddik:

N d 1
Kis magneses tér esetén az sh () fliggvény sorbafejtheté: shx ~ = + %3 + ..., ezzel

2

sh x T
In| — | =~ —. 2.21
H( " ) 5 (2.21)
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Emiatt a szabadenergia csupan egy taghbdl all:

2 92
wB
F=-N 2.22
innen pedig a szuszceptibilitds B szerinti kétszeres derivalassal:
2
X = fon L (2.23)

kT

Ez az eredmény a paramagnességet jol leirja. Egyrészt, Osszehasonlitva a diamagnességgel, x nagysagrendje
eggyel nagyobb, ami a kisérleti tapasztalattal egyezik. Masfeldl elojele pozitiv, és valéban, az adédé magneses térrel
megegyez6 iranyl magnesezettséget akartunk kapni.

2.1. Megjegyzés. A Hamilton-fliggvényben szereplé diamagneses tag mindig jelen van, ezt azonban lathatéan a
paramagnességet okozo tag "legybzi". Diamagnességet akkor tapasztalunk tehat, ha p 0-nak adédik.
2.2.2. Kitekint6: a Langevin-fiiggvény

Az el6z6 fejezetben felbukkané fliggvényt (lasd példaul (2.20) egyenlet) Langevin-fiiggvénynek hivjak. Definicidja,
majd kifejtése a kovetkezo:

dx T

L) = L < Sh“”) = —315 + cth (2). (2.24)
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Ezzel mar tetszblegesen nagy B-re kaphatjuk a magneses momentum varhaté értékét:

uB

<p>=p- L(k:T)’ (2.25)

ahol 1 egy "hipotetikus" magnesezettsége egy elektronnak; 6ssze-vissza allhatnak, de atlagosan ilyenek adott
homérsékleten.

A Langevin-figgvény tulajdonsaga, hogy nagy argumentum esetén adott értékhez konvergal, "telitésbe megy".
Valéban: kovetve a modellt, mely szerint az atomban magneses momentumok adjak a paramagnességet, ha minden
kis dipdl befordul B iranyaba, nem tud tovabb névekedni az ered6 momentum.

2.2.3. Kvantummechanikai modell

A paramégnességre (amely klasszikus fizikai szemléletiink szerint Lenz torvényével ellentétes) teljesebb képet a
kvantummechanika segitségével kaphatunk. A Hamilton-fliggvénybdl mar tudjuk, melyik tag okoz paramagnességet
az anyagban. Az ebbdl szarmazé egyenlet megoldasa azonban nem egyszer(i feladat.

A Hamilton-fiiggvény (2.5) egyenletébdl elnevezziik teljes impulzusmomentumnak, j-nek 1 + g.s-t. Ezen j-k
azonban nem lehetnek akarmekkorak a kvantummechanika szerint. Allitsuk B-t a z tengely iranyaba, ekkor a
skalaris szorzat vetiilete miatt elegend6 j.-vel foglalkoznunk, amelyrdl azt tudjuk, hogy adott J-re 2.J + 1-féle értéket
vehet fel. Ezeket J,-vel indexeljiik, az indexszel ardnyos mennyiség pedig legyen g;.

Ezzel az altalunk vizsgalni kivant energia-tag:

H :,LLBgJJZB, (226)

ahol J, = —J,..., J valamely rogzitett J-re.
A Wigner-tétel azt mondja ki, hogy a fenti indexelés elvégezhetd, azaz ismerve 1 és s kvantdltsagat, az ezek
linearis kombinacidjaként el6allé J, is ilyen értékekkel rendelkezik.
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lrjuk most fel az allapotosszeget!

J
7 = Z 6—5E06—/3QJMBJZB7 (2.27)
Jo=—J

ahol Ej a fenti, (2.5) egyenlet altalunk nem vizsgalt tagja miatt keriilt bevezetésre.
A fenti egyenlet egy mértani sorozat, amelynek Osszegzését elvégezziik:

B eP9nBB(2J+1) _ 1

7 = e PEoBysnp Iz (2.28)

eBgsnsB

Az allapotdsszegben szereplo tort szamlalojat, és nevezojét is osztjuk kettovel, és a benne szerepld exponens
felével, ezzel trigonometrikus atalakitast végziink a kovetkezoképp:

_8E, sh (59JMBB(J + %))

Z =e (2.29)
sh (Bgsus%)

Ebbol a magnesezettséget egy specialis fliggvény bevezetésével kapjuk meg:

M =ngupJBj(x = By usJB), (2.30)
ahol a Brillouin-fliggvény:

2J+1 2J+1 1 1
Bi(z) = th — —cth|—z|. 2.31
i(0) == ¢ ( 2] ”E> 27 ¢ <2Jx> (231)
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2.2. Megjegyzés. Belathato, hogy J — oo hatdresetben a Brillouin-fiiggvény a Langevin-fiiggvényhez tart. Ez a
modelliinket igazolja, hiszen a h 0-hoz, és J oo-hez valé tartasa (h.J szorzat allandésiga mellett) éppen a klasszikus
hatareset: van valamilyen magneses momentum, de ennél tobbet nem mondunk.

Végll B kis B-re hatarozzuk meg a szuszceptibilitast! A Brillouin-fliggvény kis argumentumra sorbafejtheto

By(z) ~ ——+ (2.32)

ahonnan a szuszceptibilitas:

B g7 nh J(J+1)
3 kT

X = 1o (2.33)

2.3. Ferromagnesség

A ferromagneses alapjelenség, hogy valamekkora B tér jelenlétében egy nagy magnesezettség jelenik meg az
anyagban; az eddigiekkel ellentétben a szuszceptibilitds 100-1000 nagysagrendi.

A magnesség eddigi targyalasaban ezt nem tudjuk mivel magyarazni. Ez nem is csoda, hiszen kiemeltiik, hogy az
elektron-elektron kolcsonhatast nem vessziik figyelembe, marpedig a ferromagnesség okozdja épp ez.

2.3. Megjegyzés. A masik magyarazat az elektronok kézti un. kicserél6dési kélcsénhatas; ezt csak réviden érintjiik
majd.
2.3.1. Alapjelenségek

Valamely tévol dllandé H térbe helyezett anyagban M magnesezettség (vagy mérheté B tér) alakul ki az alabbi
abra szerint:
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Telitodés

-

Els6 magnesezési
gorbe

H, H

6. abra. Hiszterézis-gorbe.

A nevezéktan: az abra jeloléseivel B, a remanens magnezettség (az anyagot felmagnesezve 6t ismét O térbe
helyezziik, és megmérjik, mekkora tere "maradt"), H, a koercitiv eré (amekkora kiils tér alkalmazasaval "vissza

tudjuk szoritani" a benne kialakult maradék magneses teret).
Szemléletes, hogy a hiszterézis gorbe teriilete aranyos azzal a munkaval, amit oda-vissza magnesezéssel végezniink

kell egy anyagnal.
— Ha a teriilet kicsi, az anyagot lagymagnesnek nevezziik. Alkalmazasa a villamosenergetika transzformatorha-
zaiban, allomasaiban van: a gyorsan valtozé B teret fel kell erositeni.
— Nagy teriilet esetén kemény magnesrol beszéliink. Allandénak szant magnesek, illetve digitalis informacio

tarolasara hasznalatos eszkozok a felhasznalasi helyei.

Az zy-modell segitségével bemutatott kisérlet alapjan sejtjik a felmagnesezddés forrasat: azonos iranyba allé
magneses momentum-teriiletek, in. domének alakulnak ki.
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2.3.2. Weiss-féle atlagtér-elmélet

A modell szerint az anyagban nem egymastdl fliggetlentl rendez6d6 momentumokban kell gondolkodnunk. Az
elektronok egymasra valé hatasat gy modellezziik, hogy egy elektron szempontjabdl a tobbi elektron magneses
momentuma egy "'atlagteret'" eredményez, és 6 csak ezt latja.

2.4. Megjegyzés. Az anyagfizikaban nagyon gyakori modellek az atlagtér-elméletek.
Ezt matematikailag a kovetkezbképpen fogalmazzuk meg: vegyiik a (2.30) egyenletet egy olyan helyen, ahol az
elektron egy effektiv magneses indukciovektort lat:

Beff = ,LL()H + )\M, (234)

ahol X valamilyen aranyossagi konstans; feltessziik tehat, hogy az effektiv térben van egy, magaval a magnese-
zettséggel aranyos tag.
Tekintsik a H = 0 esetet! Ekkor M-re rogton egy egyenletet kapunk:

J
M = ngupJB (A%M). (2.35)

2.5. Megjegyzés. Lathatéan a zérus magnesezettség trividlisan megoldja az egyenletet.

Az egyenlet jobb oldalan tehat egy Brillouin-fliggvény van: egy szigortian monoton névé (konkav) fuggvény, amely
nagyobb homérsékletre "laposabb”.

Kérdés: van-e egyaltalan a (2.35) egyenletnek nemtrividlis megoldasa? Segitségiil vazoljuk fel grafikusan!
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7. abra. A magnesezettség a Brillouin-fv. argumentuma fliggvényében — valtozéjanak a homérsékletet te-
kintjik.

Az egyenletnek tehat bizonyos esetekben (specifikusan: ha a hémérséklet bizonyos értéknél nagyobb), nincs meg-
oldasa. Van azonban egy kritikus homérséklet, amelynél az egyenes a Brillouin-fliggvény érintéjévé valik, majd pedig
metszi; ekkor lesz megoldas. Ezzel tehat a modell eredményes volt: valéban magyardzza a ferromagnesség kialaku-
lasat. Ezt is tapasztaljuk: bizonyos homérséklet folott nem mérhet6 a jelenség.

Kiszamithat6, milyen T, kritikus homérsékletnél valik érintévé a fenti fliggvény; egy adott anyagban pedig a
kritikus hdmérsékletet megmérve (2.30) egy egyenletet ad A\ paraméterre nézve. Sajnos azonban ez nem a helyes
aranyossagi tényezo B és M kozott: a modell tehat kvantitativ eredményeket nem szolgaltat.

2.6. Megjegyzés. Ezen kvantitativ hianyossagot a kvantummechanikaban ismert kicserél6dési kélcsénhatas okozza:
egy extra kicserél6dési tagot kell irni a Hamilton-fiiggvénybe.
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2.3.3. Ferromagnesség kritikus homérsékleten

A kvantitativ hidnyossagok ellenére vizsgaljuk tovabb, mi torténik az atlagtér-elmélet szerint a magnesezettséggel
a kritikus homérséklet kornyékén!

2.7. Megjegyzés. Természetesen ez azt is jelenti, hogy a tovabbiak csak kritikus hé6mérséklethez kézeli T-n lesznek
érvényesek.
A kritikus homérsékleten a Brillouin-fliggvényre igaz, hogy

dB,;|  J+1 2tz oy I L
B - — 2.36
do| s Y RV (2:36)
Fejtsiik sorba 0 koriil a Brillouin-fliggvényt a (2.32) egyenlet szerint, és ezt irjuk a (2.35) egyenletbe!
J J+1
M = ng2p2 2| ZZEE (o H + AM 2.37
ngjip LT (noH + ) 37 ( )

Felismerjiik az egyenlet elsé tagjaban T, kifejezett alakjat, amit (2.36) miatt tudunk. Igy a fenti egyenlet:

J+1 kT,
= 2 <. M. 2.
M = npogippJ* — 37 -H + T (2.38)
Ezt pedig rendezni tudjuk M ~ H-ra a Curie-torvényt:
J(J+1
M= nQJHB ( ) (2.39)

3(T—T,)
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Valéban: az M ~ H a paramagnesség. Az egyltthaté ki is fejezhetO, bar szamértékre nem egyezik a kisérlettel.
Végil nézziink meg egy kvalitativ kovetkezményt: mi torténik a kritikus homérséklet alatt a magnesezettséggel?
Az M-ben valé sorfejtésben tovabb megylink kobos rendig. Ezzel a (2.38) alakja:

T,
M:K-H+?C-M+A-M3. (2.40)

Hanyagoljuk most el a kiils6 teret! Ekkor M-re torténd rendezéssel kapjuk:

M~ T, —T. (2.41)

Tovabba T' = T, esetben az M-ben linearis tag 0, ezért

M ~ VH. (2.42)

2.3.4. Landau-elmélet

Kozelitsilk meg most a ferromagnesség térelméletét mas szempontbol!

Korabban, szintén magnesesség vizsgalatakor a szabadenergia-fliggvényt hasznéltuk. Mit tudunk elmondani a
szabadenergiarél a magnesezettség fliggvényében?

Altalanosan csak annyit, hogy nem tiintetiink ki semmilyen szimpatizans irdnyt (amennyiben a kiilsé tér H = 0),
igy M-nél és —M-nél felvett értéke meg kell egyezzen: tehat paros fliggvény kell legyen:

= fo+ A(T) - M?+ BT) (2.43)

r
Vv 2
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VARV,

8. abra. A szabadenergia lehetséges egyensiilya a magnesezettség fliggvényében.

Ez Landau javaslata: mondhatni pofonegyszerii. Lathaté, hogy a masodrendli tag eldjelétdl fliggden van, vagy
nincs a trivialistdl killonb6zé megoldasa F' minimalizalédasanak.
A és B itt hémérsékletfiiggd konstansok. Begyilink egy egyszerii esetet: A(T') := a(T — T.), tovabbd B legyen

egy pozitiv konstans.
Allandénak tartott nyomason egy rendszer szabadenergiaja minimalizalodni igyekszik, igy egyensulyban:

i\i =0 = 2A(T)M +2BM* = 0. (2.44)

Ebbdl az egyensilyi helyzet (minimum):

_ AT
M=%\~ = M~\T.-T. (2.45)
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2.8. Megjegyzés. Az eredmény atlagtér-elmélettel valo egyezése nem véletlen: sorfejtés soran kaptuk mindkettét.

2.9. Megjegyzés. Két alkalommal mar hasznaltuk a szabadenergia fliggvényét: akkor azonban nem hasznaltuk ki
azt a feltételt, mely szerint izobar rendszer szabadenergidja minimalizalodni igyekszik. Természetesen az ott kapott
Osszefliggés ezzel konzisztens.

Ha pedig H jelenléte kitlintet egy irdnyt a szabadenergiaban:

B(T)

5 M* — oM H. (2.46)

F
7 = fot A(T) - M2 +

Az egyenslly feltétele tovabbra is a szabadenergia minimalizalédasa:

2A(T) - M +2BM? — jioH = 0. (2.47)
A kritikus homérséklet folott
poH Ho
Mr~—107 =10 2.48
2a(T — T XY= ouT -1 (248)

amit az atlagtér-elméletbdl is kaptunk.
A kritikus homérséklet alatt pedig

2A(T) - M +2BM? = jioH. (2.49)
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Ezt H szerint derivalva a szuszceptibilitast kifejezhetjiik:

_ Ho
X = (T, —T) (2.50)

ami ismét megegyezik az eddigiekkel.
A kritikus hdmérsékleten sem A, sem B tagok nem szamitanak, vagyis M ~ v/ H ismét.
Ez az egyszerli kiindulasi alap tehat ugyanolyan eredményekre vezetett, mint az atlagtér-elmélet.

2.3.5. Skalatorvények

Ahogy korabban megallapitottuk, a ferromagnességre a modelljeink kvalitativ eredményeket adtak, de konkrét
szamitasokat nem tudtunk veliik végezni.

A legtobb megallapitasunk valamilyen hatvanyfiiggvény szerinti viselkedést mutatott. A hatvanyfiiggvények nem
tartalmaznak skéalaparamétert (példaul az exponenciilis fliggvény argumentumaban mindig van); nalunk dimenzi6tlan
szamok fejezik ki a viselkedést. Foglaljuk az eredményeket tablazatbal!

o) || T-T)*| a=0
x(T) | IT-T]" | v=1
M) | [T-T) | p=1/2
M(H) H/? 5—=23

1. tablazat. Skalaparaméterek Osszefoglaldsa. A jobb oszlop az altalunk kapott eredményt adja.

Ezekbdl feirhatunk két egyenletet:

a+20+vy=2 és y=p05(0—-1). (2.51)
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Erdekes és fontos tapasztalat, hogy a mérési eredményekkel meghatarozott skalaparaméterek mas értékekkel
ugyan, de kielégitik a fenti két egyenletet! Ez azt sugallja szdmunkra, hogy valéjaban nincs is 4 fliggetlen mennyi-
séglink, hanem csak 2.

Ezt termodinamikailag alad tudjuk tdmasztani. A szabadenergiardl ugyanis megmutathaté, hogy egy furcsa "line-
aritast" teljesit:

FO®™ £, X - H) = \- F(t, H), (2.52)

ahol

Azt tudjuk, hogy létezik két ilyen paraméter (a; és ay), melyekkel felirva ez teljesil, sét: nem tudunk mas
szabadenergia-fuggvényt felirni, csak olyat, amelyekre ezek léteznek.

Ez két kényszer lesz a rendszeriinkre nézve, amelyet a fenomenoldgian til megalapoz az a tapasztalat, hogy a
skalaparaméterek kozt két egyenlet mindig teljesiil.

2.4. Kitekintések a ferromagnességbol

2.4.1. Ginzburg—Landau-elmélet

Az eddigieken tilmeno korrekcid lehet, ha az egyiranyba all6 momentumok atlagterén kiviil szamitasba vessziik
a doméneket, és egy extra energiat adunk a rendszernek doménfal jelenlétében. Ezt matematikailag tgy tudjuk meg-
fogalmazni, hogy a magnesezettség valtozasa jelentse a doménfal jelenlétét, és annak is a négyzetét kell tekintenlink,
hogy iranyfliggetlen legyen:

F=F+ f [A(T)Mz + B(QT)M4 + Pa(VM)?| dV. (2.53)

Ez egy funkcional, ahol a funkcionélis derivalt, azaz §F/0 M eltlinése az egyensily feltétele.
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2.4.2. Tovabbi magneses jelenségek

Az eddig targyaltakon tul érdekes tulajdonsag, hogy egy anyag lehet antiferromagneses is. Ez azt jelenti, hogy benne
a szomszédos atomi magneses momentumok ellentétesen helyezkednek el, és egyenld nagysagiak. Ebbdl kovetkezdleg
ez egy nehezen megfigyelhetd tulajdonsag, hiszen az anyagnak ilyen médon eredé magneses momentuma nincs.
A "tetten érhetOség" a kritikus homérsékletnél tapasztalt masodrend(i fazisatalakulasban van: paramagneses lesz az
anyag.

Sajatos "kombinacidja" mindezeknek a ferrimagnesség, amelyben ellentétesen allbak a momentumok, de azok
eltéré nagysaga miatt mégis mérhetiink eredd momentumot.

Erdekes mérési eredményt kaphatunk, ha két dimenziéban ellentétes el8jellel, azonos nagysagban magneses mo-
mentumokat helyeziink el, és ezek kolcsonhatasat vizsgaljuk: ez az Gn. Ising-modell, mely konstrukciét meg is valdsitot-
tak. Ennek egyik jé tulajdonsaga, hogy megoldasa analitikusan is lehetséges: a Hamilton-fliggvényben a kdvetkezoképp
kell a szomszédos elektronok momentumainak kolcsonhatéasat figyelembe venni:

1,j i
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3. Atomi vezetéselmélet

Az anyagfizika fontos vizsgalati teriilete a fémek vezetése, mivel szdmos technoldgiai alkalmazasa teszi konnyebbé
mindennapjainkat. Ehhez azonban a szokasos "elektronok utaznak a fémben" modellnél tobbre lesz sziikségiink.

3.1. Elektron periodikus térben
Vizsgédljuk egy kristalyban, mint periodikus szerkezetben mozgé elektron kérdését!
3.1.1. Schrodinger-egyenlet

Az elektron allapotét legpontosabban a Schrodinger-egyenlet irja le:

h2

e

VE+V(r) | =E- v, (3.1)

ahol a kristaly periodicitasa miatt az 4ltala keltett, az elektronra haté potencial is periodikus: V(r+ R,,) = V (7),
ahol R-ek a racsvektorok.

A hullamfliggvényre célszeriinek tiinik bevezetniink ugyanazt a periodicitast, de ez sziikségtelen: minden mérhetd
mennyiség a hullamfiiggvény abszolutérték-négyzetével van Osszefliggésben, vagyis egy egységnyi abszolatértéki
komplex szdammal val6 szorz6das megengedhetd. Praktikus alakban ez:

U(r + R,) = *Bryp(r). (3.2)
3.1.2. Transzlacié szerepe

Vezessiik be a transzlacios operatort, amely egy hullamfiggvényt racsvektornyival tol el!

A

T(Ry)y(r) = ¢(r + Ry) (3.3)
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Kénnyen belathatd, hogy a transzléciés operator és a Hamilton-operatorok kommutalnak ilyen potencialnal. (Vé-
gezziik el mindkét irdnyban a hullamfiiggvényre valé hatasukat!) Vektoralgebrai tétel azonban, hogy ekkor a két
operatornak lesz kozos sajatfliggvényrendszere, azaz azon a téren, amelyen mindketten hatnak, ugyanazon fliggvé-
nyek lesznek a sajatvektoraik. Feladatunk tehat az eltolas-operator sajatértékeit megtalalni.

Az eltolas-operator sajatértékegyenlete:

T(R)¢(r) = C(R) - o(r). (3.4)

Az eltolasoperatorok azonban sajat magukkal is kommutalnak, illetve a felcserélhetoségen til a felbonthatésag
is igaz:

T(R.)T(Rz) = T(Ry + Ry). (3.5)

Mivel ezt a sajatértékeknek is tudniuk kell, a sajatérték fuggvényéil (R-t6l valé a fuggés) egy ilyen tulajdonsagi
fuggvényt kell taldlnunk. Vektoralgebrai ismereteink az exponencialis fliggvénycsaladot adjak:

C(R,) = B, (3.6)

3.1. Megjegyzés. A kitevst azért valasztottuk azonnal képzetesnek, hogy a hullamfiiggvény normaltsagan a sajat-
értékkel valé szorzédas ne valtoztasson.

A sajatérték periodicitasa szintén sziikséges: egy racsvektornyival val6 eltolds a hulldmfiggvényen csak (3.2)
szerint valtoztat; az eltolasoperator sajatfliggvényeinél azonban ennek nem szabad szamitania. Ezt gy fogalmazhatjuk
meg, hogy k-ra megkoveteljik, hogy reciprok-racsvektor lesz.

3.2. Megjegyzés. A szokasos szabadsagi fok kérdését érintve: természetesen k a Brillouin-zénaban van.
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Keressiik ezutan a sajatfiggvényt a kovetkezo alakban:

(1) = ™ u(r). (3.7)

Emellett j6 valasztasnak tilinik, hogy u periodikus legyen R szerint.
A Schrodinger-egyenlet felallitdsdhoz mar csak a differencialoperator hatasat kell felirnunk az igy vélasztott hul-
lamfliggvényre:

Ve u(r)| = e (ik + V)u(r), (3.8)

lgy a megoldandé egyenlet:

2m,

[ — s (ik + V)* + V(’l")} U (1) = En(k) - wien(r). (3.9)

Ez a Bloch-egyenlet.

3.3. Megjegyzés. Az u fliggvény racsvektorok szerinti periodicitisanak megkévetelése azért is megkénnyiti a meg-
olddasok megtalalasat, mert lehet6vé teszi szamunkra, hogy csupan egy cellan beliil kellien a megoldast vizsgalnunk.
Egyéb, nem periodikus esetben L*-b6l kellene valamilyen polinom x gauss-jellegii fiiggvényt keresniink, és minden
k-ra megoldanunk.
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3.1.3. Hatarfeltételek

Az egyenlet feldllitasa a hatarfeltételek megfogalmazasaval ér véget. A szokasos periodikus hatarfeltétel szerint az
elso és az utolsé utani helyen levo eset kozt nem tesziink kiilonbséget:

ahol a; az elemi racsvektor, NN; pedig az elemi celldk szdma az altalunk vizsgalt anyagban. (A 3 dimenzids eset
kiilonboz4 irdnyai miatt ez 3 feltétel: i € {1,2,3}.)
A szokott médon k-nak reciprok-racsvektornak kell lennie. Alkalmazva a k = k1by + koby + k3bs felirast:

k:; n;=1,2,....N,. (3.11)

Végil a késobbiekhez sziikségiink lesz egy k tér-beli térfogatra is:
(27)°

|AK| = N (3.12)

ahol v egy Brillouin-zéna térfogata, és N = N; N, Ns.
3.2. Savszerkezet

3.2.1. Kvaziszabad elektron

A Bloch-egyenlet megoldasai koziil el6szor tekintsiik a kvaziszabad elektront! Ez azt jelenti, hogy a potencialt
elsé kozelitésben elhanyagoljuk, jelenlétét csupan a hullamfiiggvény specialis valasztasaval érzékeltetjiik. Késébb
kis potencialra tekinthetiink a kvaziszabad eset perturbacidjaként.
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Ekkor u periodicitasat a Miller-index segitségével irjuk fel:

u(r) = ™. (3.13)

A Bloch-egyenlet sajatértékei:

2

Ei(k) = n (k+ G))*. (3.14)

"~ 2m,

Vazoljuk fel az E(k) relaciét! (Természetesen csak 1 dimenzidt tekintiink az abran.)

A E
_in _2n 2t 4u |
a a G':ZQE a a K

9. abra. A kvaziszabad elektron energia-hulldmszam osszefiiggése.

Korabban azonban kikétottik, hogy k a Brillouin-zénaban van! Ennélfogva minden ezen tilmend periddusnal
m™., T

vissza kell tolni a grafikont a {— = E} intervallumba.
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3.2.2. Perturbalt megoldas

Végiil pedig figyelembe vesszilk a perturbaciét (azaz a jelen levé gyenge potencialt), ami az energiaszintek
kettévalasat, felhasadasat okozza ugyanigy, mint amikor az egyatomos linearis lancbél kétatomos lett.

(a) é(k) (b) ek

\ / \/
\

A4 N[/

2n/a -m/a t/a 2na K -m/a w/a k

10. abra. Kvaziszabad elektron perturbalt esete.

Az abran savszerkezet megjelenését latjuk. Eszerint ha egy elektront kis periodikus térbe helyeziink, bizonyos
energiaval rendelkezve lesz megoldas, a vezetés létrejohet; de lesznek tiltott savok is, amely energidkkal az elektron
nem rendelkezhet a modell szerint.

3.4. Megjegyzés. A modell kis abszoliit hémérsékleten érvényes.
Ez kiindulasként szolgalhat szamunkra fémek vezetésének vizsgalatahoz is.
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3.2.3. Sokelektron-rendszer

A fentiekben 1 db elektron viselkedését vizsgaltuk: fémek vezetésekor azonban sokkal tobb elektront kell tekin-
teniink. Egyszer(i kozelités ilyenkor, hogy elfeledkezve az elektronok kozti kolcsonhatasrdl, eredd hullamfiiggvényil
egyszeriien az elemi hullamfiiggvények szorzatat vessziik:

Y(ri,re,...,TN) :H%(Tz) (3.15)

Ennek nézziik egy kicsit bonyolitott valtozatat. Az "egyesével' vald vétel jelentse azt, hogy az egyes r; he-
lyeken az elemi hulldamfliiggvényet egyesével minden lehetséges energiaval vessziik; ebbdl szintén N darab van, lasd
a (3.11) egyenletet. Hogy ne keriiljink ismétlésbe, beirjuk ezeket egy matrixba, és annak determinansat vessziik,
mivel determinans képzésekor az elemek ismétlés nélkiil adédnak Ossze és szorzédnak n-szer.

Yi(r)  Pi(r2) o i(rw)
Ya(r1)  Pa(ra) ... ta(ry)

(ry,re,...,rN) = det (3.16)

Un(ry) Yn(r2) ... ¥Un(ry)

Megmutathatd, hogy ez, az (n. Slater-determinans valéban megoldasa a Bloch-egyenletnek.

Van azonban ennek egy silyos kovetkezménye. Két hullamfliggvény megegyezésekor a determinans két sora meg-
egyezik; ez esetben viszont a determinans értéke 0, azaz a hulldmfliggvény is azonosan 0. Nem lehet tehat két
elektron ugyanazon allapotban: ez a Pauli-elv.

3.5. Megjegyzés. Mivel a spin-pélya kélcsénhatas altalaban kis effektus, a csupan ebben kiilonbézé elektronok
allapotait vehetjiik azonosnak, igy mégis megengedjiik, hogy energidnként két elektron (de nem tébb!) egyazon
allapotban legyen.
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3.3. Statisztikus elektronvezetés
3.6. Megjegyzés. A hosszii szamolasok csak ezutan jonnek. ..
3.3.1. Fermi—Dirac-eloszlas

Az eddigiekben szamba vettiik a kristaly terében levé elektronok energiait és azok el6fordulasat. Hogy teljes
képet kapjunk, ismét a statisztikus fizikahoz kell nydlnunk, ugyanis a fent meghatérozott energidk nem egyforma
valosziniiséggel fordulnak el6, hanem a Fermi—Dirac eloszlas szerint.

Jeldlje fo az atlagos szamsiiriiséget (adott térfogatban levé adott energiaji elektronok szdma), tovabba vezes-
stink be egy szorzéfaktor szerepl p1 mennyiséget, a kémiai potencialt! Ekkor a Fermi—Dirac eloszlas:

1
Jo(En(k)) = —rmgmm (3.17)
e kT 41
A fluggvény grafikonja kiillonbozé T' homérsékletekre:
| T, T
TO
T3
)
=
0 :
Ep E

11. abra. Fermi—Dirac-eloszlas grafikonja kiilonb6z6 homérsékletekre.
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Lathatéan minden homérsékleten ugyanazon Er Fermi-energian megy at a grafikon az % ordinatajd ponton.

Normalhatjuk a szamsitirliséget N-re: ekkor, mivel minden energiat kétszer vehetiink figyelembe, a feltétel:

2:32 folEa(k)) = N, (3.18)

amely feltételbdl p szamolhatd, ami épp EF!

3.7. Megjegyzés. Az egységes elnevezés kedvéért Fermi-energidanak azt a pu-t tekintjik, amelyet a T = 0 eset
normalasakor kapunk.

T = 0 esetben a flggvény a Fermi-energianal 1-bdl levag 0-ba; egyéb esetben egy kT "szélességii" energiasavban
zajlik az dtmenet. (Ez az exponencilis fliggvény sorfejtésével konnyen meggondolhatd.)

3.3.2. Kvaziszabad eset allapotsiiriisége

Az igy megfogalmazott allitdsokat alkalmazzuk a kvaziszabad elektron energia-hullamszam osszefliggésére!
Bevezetjiik az allapotsiiriiséget, melyre definicié szerint a k térben

AN = p(E)AE. (3.19)

Az allapotsiirliség meghatarozasahoz szitkség van a (3.18) egyenlet miiveleteinek elvégzésére. k szerint az dsszeg-
zést ismét integralra irjuk at a (3.12) megallapitasa szerint:

; — (2‘;)3 [ d'k. (3.20)
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Mivel a k szerinti integralt ismét az E(k) relacié hatarozza meg, alkalmazhatjuk a korabbiakat, példaul az (1.44)
egyenletet:

S g(Ealk) = X (o5 [ 9B () =V [ g(E)p(E)E, (3.21)

ahol végiil azt hasznéltuk ki, hogy a k térben dN részecskét a d*k/(27)? térfogatban talalunk.

A kvaziszabad esetre a (3.19) egyenletet alkalmazzuk, mivel ismerjik az E(k) relaciét, tovabba tudjuk, hogy a k
térben az infinitezimalis térfogathoz tartozé részecskeszamot egy gombhéj mentén irhatjuk fel: AN = 47k3dk.

Az E(k) relaciét az alsé energiaszinten parabolaivvel kozelitjik:

R,
E = ke 3.22
S (3.22)
Felirjuk tehat p(FE)-t kozvetett differenciallal:
AN dk dr o 2m, 1 [2me 11 [(2m )\
:77:2776 = © = c : E 323
PO =aE =2 ap e e VB 2 < h2 ) (3:23)

3.8. Megjegyzés. A kettes szorzé a (3.18) egyenletb8l szarmazik.
Hires eredményt kaptunk: az allapotsiiriiség az energia négyzetgyokével aranyos. Ezt az egyenlGséget még
sokszor fogjuk hasznalni a tovabbiakban.
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Kiszamithatjuk még, hany elektron rendelkezik a Fermi-energiaval. Ehhez a (3.21) egyenlet integraljat kell elvé-
gezniink. Szerencsénkre T' = 0 hémérsékleten a g(E) fuggvény Iépcséfiiggvény: a Fermi-energidig 1, folotte pedig 0,
gy

N = fEf (E)dE (3.24)
= . p X .
A térfogattal leosztva pedig:
N 21 (2m . \"*
=_——" “Ef| . 2
Vo 322 (ﬁ? f) (325)

3.9. Megjegyzés. Bar a fenti szamolads csupan a kvaziszabad elektronra igaz, valamilyen effektiv témeg behelyet-
tesitésével néha mas statuszi elektronra is tehetiink ilyen kozelitést. Ennek magyarazata abban rejlik, hogy minden
E(k) relacio egy parabolaval kézelithets a legegyszeriibben.

3.10. Megjegyzés. Véges homérséklet esetén f nem kézelithets lépcséfiiggvénnyel, igy az integralt 0-tdl oo-ig
el kell végezniink, beirva az eloszlas fliggvényét az integrandusba. Ennek kénnyebb kezelésére szokas bevezetni az
Fy )y fiiggvényt, amelynek sorfejtésébdl numerikus eredményt kaphatunk. Alabb ezt a sorfejtést fogjuk mashogyan
megkozeliteni.
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3.3.3. Sommerfeld-sorfejtés

Végezziink egy formalis atalakitast a g fliggvényben! Legyen G' = g oly mddon, hogy az integracids szabadsagot
a G(0) = 0 feltétel teljesitésére hasznaljuk ki.
Ekkor parcialis integralt végziink:

f:’ 9(B) fo(B)AE = f:’ G(E) ( - jjg)dﬁj, (3.26)

mivel a hatarokon az integral kinullazodik.

3.11. Megjegyzés. Egyelére nem hasznaljuk ki, mi lehet a g fiiggvény. Korabban valamilyen kézvetett fliggvényt
jeloltink vele, példaul a (3.21) egyenletben. Most ahhoz az egyenlethez megtéveszts lehet visszanydlnunk, mivel a
kozvetett fliggésébdl p-t kihoztuk, itt pedig majd éppen p lesz ez az dltalanos g. Bonyolult nevezéktan, nem szabad
egyes fejezetek jeldléseit Gsszevetniink.

Az f(FE) fuggvényrdl tudjuk, hogy a kezdetben 1 értékérdl O-ra egy kT szélességli savban valt. J6 kozelités
tehat f derivaltjat egy Gauss-gorbével kozeliteni. G-ben masodrendig fejtiink Taylor-sorba a valtasi érték (azaz p)
kornyékén:

G(E) % Glu) + (B — )G () + 5(E — p}'G" () + .. (3.27)

Hogyan fog kinézni ekkor (3.26)?

— Az elsé tag egyszeriien egy Dirac-deltaval konvolvalodik, vagyis G(u) lesz.
— A masodik tag p kornyékén paratlan, mig a Gauss paros, igy a kettd szorzatanak integralja 0.

— A harmadik tag kiszdmithat6: a szdmolas részleteit nem kozoljik.
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Ezen g fuggvény igy sllyozott varhatd értéke tehat

<g>=G(p)+ i(kT)QG”(M). (3.28)

G definiciéjabdl pedig kovetkezik, hogy

d
<g>= fg )dE + G(k:T) dg (3.29)
Ha g fliggvénynek az allapotsiiriiséget tekintjiik energiara szamitva:
<E> (n d 1 (2m\*? 1(m.\*?
= | E,(E)E kT —=E,(E)| = — |55 5/2 °) (kT2 :
L2 [ Em) +6<>dE<>L () g () o (3:30)

Rovid fenomenologikus attekintéssel ebbdl azt kapjuk, hogy a hdkapacitas T-nek linearis fliggvénye az elekt-
ronvezetés jelenségébdl. Korabbi eredményiink, a racsrezgésekbdl kovetkezdleg (lasd (1.51) és az utdna kovetkezd
sorfejtés) egy T3-bel ardnyos tag. Kis hdmérsékleten ez 0-hoz tart: ennek mindenesetre oriilhetiink.

co(T)
T

a tendencia a kisérleti eredményekkel remekiil egyezik.

3.12. Megjegyzés. Ez azt jelentené, hogy -t dbrazolva T? fiiggvényében egy linearis fiiggvényt kapnank. Ez

3.13. Megjegyzés. Sajnos azonban a tendencianal tébbet itt sem mondhatunk el: a fenti szamolasbdl adédé egyiitt-
hatdk a kisérleti egyiitthatokkal nem egyeznek.
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3.3.4. Pauli-féle szuszceptibilitas

Végll egy rovid szamitast végziink még a szabad elektronrél magneses térben.
Pauli a Zeeman-effektust felhasznalva korrigalta az elektron energidjat. A spin-fliggést eddig nem vettiik figye-
lembe, most ezt hozzavessziik. Az eddig parabolaval kézelitett E(p) fuggvény felhasad.

b=

.("{é/ S

-I--'_ .-I‘.""li”
LB e

i

\

(e mie) g lE)

12. abra. Energia-felhasadas magneses tér hatasara.

A korrigalt allapotsiiriiségek fel, illetve le allapotokban:

1 1
=5 p<E + QQeNBB>- (3.31)
Ha B kicsi, sorfejtést végezhetiink E koril. Ebbol kiszamolhatjuk, hany elektron varhaté fel, illetve le allapotban,
és mekkora ezek energidja. Mivel az energiaban valé felhasadas abszoliatértéke megegyezik, a Fermi-energiaban
nem lesz valtozas.
Amikor azonban a magnesezettséget szamoljuk, a kétféle allapot szamanak kiilonbségét kell venniink. Ebbdl adédik
egy B-vel ardnyos magnesezettség, vagyis egy extra paramagnesség. A szuszceptibilitast levezetés nélkiil kozoljik.

92nep
Ey

3
X = SHo (3.32)
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4. Anyagi vezetéselmélet

4.1. Fémek vezetése

A periodikus térben mozgé elektron energia-eloszlasardl tudjuk, hogy vannak olyan energiak, amelyekhez semmi-
lyen k nem tartozik: ez alapjan allitottuk fel a sdvmodellt, amelyben vezetési és tiltott energiasdvokban lehettek az
elektronok. Alabb ennek makroszkopikus, anyagi kovetkezményeit vizsgaljuk.

4.1.1. Drude-modell

Foglaljuk 6ssze, milyen ismereteink voltak eddig a fémen beliili elektromos vezetésrol!
Az elektromos aramot toltéshordozok aramlasabél szarmaztattuk, melyet a j aramsiiriiséggel jellemeztink. Ez
toltésiiktél (nagysaguk és szamuk egyarant szamit), és az dramlas sebességétél is fligg:

j=en<uv>. (4.1)

A modell szerint a toltéshordozok egyenes vonald, egyenletesen gyorsuld mozgast végeznek, amig akadalyba nem
utkoznek; itt megallnak, és folytatjak utjukat. Ez alapjan feltehetd, hogy a toltések aramlasat el6idézo térerosséggel
egyenesen aranyos atlagsebességet kapunk: < v > ~ E.

Az ellenallast pedig a szerkezet hibaibdl, azaz az litkozést el6idézo akadalyokbdl szarmaztattuk. A vezetoképességet
(vagyis az ellenéllast) az el6idézd tér, és a végil étrejovd toltésaram kozotti egyenes aranyossag jellemzi:

j=oE. (4.2)

Erdemes még egy (n. relaxaciés idéparamétert megvizsgalnunk a modellbdl. Az egyenletesen gyorsulé, majd
teljesen megallé toltéshordozdk atlagsebességére ugyanis:

1
<v>=_—ar = 0= _—nr. (4.3)
2 Me
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4.1. Megjegyzés. Latszélag a Drude-modell, és az eddigi savszerkezeti ismereteink nem talalkoznak.

4.1.2. Boltzmann-egyenlet

Vizsgaljuk az 1 vegyértékelektronnal rendelkezé atomok vezetését! Ez azt jelenti, hogy a sdvmodell legalsé savjat
kell tekinteniink.

Elméleti mechanikabdl ismert, hogy tetszbleges fazistérre megmaradé fazistérfogatot kapunk: ez Liouville tétele.
(Lasd még Gyorgyi Géza: Elméleti mechanika jegyzet 15.10). Ez a valdsziniiségre is igaz: a valésziniiség idében
megmarad.

Vezessiik be az f(t,r, p) fliggvényt, amely annak valdsziniiségét mutatja, hogy adott idében az (7, p) fazishelyen
van a részecske. Megmaradasara felirhatjuk:

ft+dt,r,p) = f(t,r —vdt,p — Fdt). (4.4)

Ismét bevezetiink egy effektiv impulzust: p := hk. Erre igaz, hogy :

1 dFE
e 4.5
YThdk (4:5)
A fazistér egyenletére tehat:
or [ of § 9 o, _y (4.6)

ot Tok C T ar

tovabb alakitva

of of F of 1dE
atoe n o nae Y (4.7)

2022. december 21. 19:21:03 65




4.1 Fémek vezetése 4 ANYAGI VEZETESELMELET

Az er6 szarmazzon az elektromos és a magneses térbdl, valamint e 7 karakterisztikus idével rendelkezo fluktua-
ciébdl:

F=—-¢cE—ecvx B+ JF. (4.8)
Ebbdl kapjuk:
af e af 1dEOf of
9 _ S E B 229 (9] 4.
ot R ETV Bt hdk o <8t " (49)

ahol a jobb oldalon all6 kifejezés a hdmozgason tuli racsszer(i hatds, azaz § F jaruléka. Ennél tobbet nem mondunk
réla.

Azt mondjuk, hogy valamely erémentes rendszerre (nincs jelen E, B tér) valamilyen meglokést adunk. Ekkor a
rendszer beallasat varjuk egy egyensilyi allapotra valamilyen karakterisztikus id6 alatt. Matematikailag:

ofy _fo—f
<at>coll - ‘ (410)

T

4.2. Megjegyzés. ha a tér homogén, a "coll" (itkézési index elhagyhatd: a sima parcialis idéderivalt egyszerii
differenciahanyadosba megy at.
Ennek megoldasa:

ft)=fo+A-e (4.11)
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4.3. Megjegyzés. Mérndki tervezésekkor 5T utan mondhatjuk, hogy az egyensiily beallt.

fo-rél viszont tudjuk, hogy a Fermi—Dirac-eloszlast koveti, ahogyan kordbban levezettiik.

Vigylik tovabb ezt a relaxacids kozelitést! Kapcsoljunk az eddig homogén térbe FE teret is. Ha ismerjiik a relaxacios
paramétert:

gof _fo—Ff
4.12
h ok T ( )
Liouville tétele nyoman azonban:
TeE
Ebbdl egy egyszerii valtozocserével
TeE
11w = 1o 1+ 7). (4.14)
Végezziink sorfejtést 7 szerint!
eE dfo
k)~ fo(k) +17——— 4.1

Mivel az f eloszlas csupan az energiatél fugg (egyéb paraméterektdl csak az energian keresztiil):

dfo
f(k) = fo(k )+T€vkdEE (4.16)
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felhasznalva a (4.5) egyenlet eredményét. Az egyenletbe "becsempésziink" két negativ elGjelet: az egyiket —eE
kapja: ebbdl egy erovel aranyos tag szarmazik. A masikat pedig a derivalt, amely ha ilyen médon negativ, egy
lecsengést eredményez f-re.

Ezen felbuzdulva tovabbmehetiink: legyen jelen a rendszerben B tér is! Az egyenlet ekkor:

(E+v><B)+7liiig£T:fo—f. (4.17)

-
h

A bal oldalon f-re differencialoperatorok linearis kombinaciéja hat: nevezziik az f-re haté részt D operatornak!
Ezzel

TDf = fo— f. (4.18)
Az altalanos megoldashoz hasznalt probafiiggvény
f= Z(—TD)nfo. (4.19)
n=0

4.4. Megjegyzés. Altaldban az elsé rendnél tovabb nem szoktunk tovabbmenni: a masodrendii kézelités elvégzésére
késbbb, a Hall-effektus miatt lesz sziikség.

Egyelre f, nem tartalmaz helyfiiggést. Altalanosan nem is tudunk ilyen figgvényt mondani; egy szemléletes
kozelitést alkalmazunk. Azt mondjuk, hogy az id6- és helyfliggését csak a termodinamikai mennyiségek hely- és
idofuggésén keresztiil valdsul meg:

1
fO(kv T) = TEM _w(T@) . (4-20)
e kT (r) + 1
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Térjiink at az elso rend(i sorfejtésre, és legyen a magneses tér nulla!

_ L0 dudfe Te0f
Jkr) = fo=Tv o ™ ar o~ hl ok

Vezessiik be az exponenst, mint kiilon valtozét!

__ B(k)— u(r)
kT (7)
Ezzel
0fo _0fodr 10fo _ Ofo _ Of (E—p
oE or dE ~ kT Ox oT oF T

Mivel pedig fy parcidlis derivaltja £ és i szerint csak egy negativ elojelben tér el:

Ofy _ 0hOE _, 0fo
ok OE Ok  OF

V-val jelolve a k térben torténd gradiens-képzést:

Fk) = folk) — raf%[— e<E + V“) + E;( VT)]

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Az eredmény szerint az idegen térerdsség jelenléte és a kémiai potencial valtozasa (a részecske impulzusa miatt)

kéz a kézben jarnak.
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4.1.3. Aramlasok rendezései

Mérési eredményeink altaldban az aramot tudjak mérni, igy alkalmazzuk eddigi eredményeinket az aramokral!
Részecskék aramlasa sokféleképp lehetséges (eltérd valdsziniiségekkel a lendiletben), igy

o= Y v(k)f (k). (4.26)

Ahogy korabban, a k szerinti 0sszegzést ismét integralra jatsszuk at:

1
=13 [ w(k)f(R)d’k. (4.27)
A részecskedrambdl trividlis az elektromos aram, hiszen elektronok aramlasat kell csak tekintentink: J = —eJ,,.

Energiadram felirdsdhoz az integralban F(k)-val szoroznunk kell az integrandust.
Hoéaram felirdsahoz egy termodinamikai trikkhoz folyamodunk. Tetszéleges A extenziv mennyiségre igaz, hogy

dA = d(A

A A
v) V4 AV = daV + V. (4.28)

v
Ennélfogva a termodinamikaban mar ismert allapotjelzdink valtozasat aramlasokra is alkalmazhatjuk.
Ahogyan példaul U =T'S + uN — pV, most Jg = Jg — puJ,.

Vagyis a héaram:

j v(k)(E(k) - 1) f(k)dk. (4.29)
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Mar csak be kell helyettesiteniink f-et a (4.25) egyenletbdl:

Jn = Ko (E + v@“) - K (VTT> (4.30)
Jo =~ (E + v;) + K2<VTT>. (4.31)

Erdekes eredményre jutottunk: a héaramba beleszél a részecskearamot okozé hatas, és forditva; raadasul ugyan-
olyan mértékben (a konstansok megegyeznek)! Ez a kereszteffektus.

4.1.4. Termodinamikai megfontolasok

Ennek a termodinamika fényében is igy kell lennie az Onsager-relaciok miatt. Ugyanis a térfogatra es6 entrépia
infinitezimalis mennyisége

1
ds = Tdu - %dn, (4.32)
ahonnan az un. entropia-produktum:
. .. p.
S = j leu - Tn} v, (4.33)

amely integrandus a termodinamika masodik fététele folytdn nem csokkenhet.
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Folytonossagi egyenletet irhatunk fel a részecske- és toltésaramokra:

n+ divg, =0 ésu+ divjy = Ej, (4.34)
ahol az utolsé tag a Joule-ho.
Ezzel az entrépia-produktum:

$= i+ 2Ej+ Ly |av (4.35)

A parcialis integral segitségével teljes divergenciava alakitjuk az egyenletet, amely a hatarokon 0, igy "atharitjuk”
a nablat a masik tagokra:

. I, 1. .
= - V= —F —9.1dV. :
S H Vet o g+ngn] 1% (4.36)
Végiil alkalmaznunk kell a termodinamikai aramosszefliggéseket: jo = jp + pugn és j = —ejn:
. \Y vT
In=1Ln (E + “) + L12< - > (4.37)
e T
. \Y vT
Jo=La (E + 6“) + Lzz( - ) (4.38)

Az entrépia-produktumot bilinearis formulara jatszhatjuk at, amelybdl az L matrix szimmetrikus, pozitiv szemi-
definit volta kovetkezik. Ezen L;; mennyiségekre pedig a korabban felirt K-k stimmelnek.
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4.1.5. Aramok tovabbi tulajdonsagai

Vegylik szemiigyre a vezetési jelenségeket kiilon-kiilon is!
Ha nincs elektromos aram:

Vi vT Vu Ky VT
0=Ky|E+—|-K||— | == —=——. 4.39
0( + e ) 1<T> e Ky T ( )

A héaramot igy egyszeriibb alakra hozhatjuk:

. K2\ VT
Jo = <K2 — 1) —. (4.40)

Vagyis a h6aram egyenesen aranyos a homérsékletgradienssel. Egyfajta hovezetoképességet definialhatunk igy,
az elektromos vezetOképesség analogonjat:

2kinT
k=B (4.41)
am*
Ez a Drude-modellt igazolja szamunkra: a karakterisztikus idovel aranyos vezetoképességet kaptunk.
Csupan a teljesség kedvéért, ekkor

27.2
k  mkp

L=
To 3e2 '

(4.42)

amely egy pozitiv, univerzalis konstans! Ez a \Wiedemann—Franz-torvény, amely kisérletileg is igazolt.
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4.5. Megjegyzés. L. nem minden anyagra ugyanennyi pontosan, mivel kihasznaltuk a szamolas soran, hogy kvazi-
szabad elektronnal kézelitiink.

Fontos kovetkezmény, hogy a hévezetés és az elektromos vezetés egymastél nem fiiggetlen. Anyagvizsgalatilag
tehat nagyon nehéz j6 hdvezetd, de rossz elektromos vezet6 (azaz szigeteld) tulajdonsagd anyagot talalni.

Ami a termofesziltséget illeti: valasszuk a toltésaramot 0-nak. Az ardnyossag:

1 K,y

1
SV =SVT -t 4.4
Vi =SVT = S=-— 7, (4.43)

ahol S a Seebeck-egyiitthato.
4.1.6. Hall-effektus

Tekintsiik ismét a Boltzmann-egyenletet! A (4.19) megoldasfiggvény sorfejtésében menjiink tovabb masod-
rendig!

f~—1Dfy+ m2D?f, (4.44)

Homogén rendszerben az operator:

e 0
D=——(FE B)—. 4.4
h( +v X )8k: (4.45)
D elsd hatvanya nem ad jarulékot, és D?-bél is csak egy tag:
e2r 0 dfo
“TwxB) 2 (r Y0k 4.4
pv )8k<T OB " (4.46)
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Ebbdl kaphatd, hogy 3 E-vel és B-vel linearis tenzorkapcsolatban van:

j=0E+ A(EoB). (4.47)

Ez méréstechnikailag a kovetkezét jelenti: rakényszeritiink egy 3, = o E( aramot a mintara; ekkor egy Hall-aram
lép fel, mi pedig nem az eredeti E -t mérjiik, hanem egy médositottat, £, + Ey-t:

1 .
Ey= gé(]o o B), (4.48)

amit izotrép esetre konnyen kiszamithatunk:

Ey = Ry, x B, (4.49)
ahol R = sgn (m*)/en. R akkor nagy, ha a mozgdképes tdltések szama kisebb.
4.6. Megjegyzés. Példaul félvezetbké kisebb, mint a kézénséges témeké, igy a Hall-szondakat félvezet6kbdl készitik.

4.7. Megjegyzés. Az effektiv témeg elbjelének a késGbbiekben lesz szerepe.
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4.2. Félvezetok

Anyagtudomany targybdl az alapokat mar attekintettiik — kilonleges vezetési tulajdonsagokkal rendelkez6 anya-
gok. Most az eddigi vezetéselméleti megallapitdsainkat alkalmazzuk rajuk, hogy tovabbi kvantitativ eredményekre
jussunk.

4.2.1. Jelenségi attekinto

Félvezetok szerkezetében Un. kovalens kotéseket taldlunk az elektronjai kozott, amelyek kellden szorosak ahhoz,
hogy ne legyenek benne delokalizalt elektronok. Elsé kozelitésben tehat a félvezetok szigetelok.

A savmodell szerint félvezetoknek azon anyagokat tekintjiik, ahol az optikai, majd a kovetkez6 akusztikus ag kozti
(tiltott) energia-sav nagysaga 1,5 eV. (A legtobb szigetelének ennél haromszor nagyobb.)

4.8. Megjegyzés. A spin-kvantumszam elhanyagolasa miatt ez azt jelenti, hogy 4 vegyértékelektronnal rendelkezé
anyagokrél van szo.

Ekkor ugyanis véges valdszinlisége lesz annak a kvantummechanika szerint, hogy valamely elektron energija elérje
ezt az energiakiilonbozetet, és kelld energiaval rendelkezzen ahhoz, hogy a kovetkezd, vezetési savba soroljuk.

lgy azonban keletkezik egy szabad elektron és egy kotéshiany is! Mindkettd toltéshordozé, igy a szigetelsbdl
vezeto lett.

4.9. Megjegyzés. A legnagyobb probléma, hogy a vezetés soran az anyagon, mint ellenallason hé fejlédik, ami
néveli az anyag hémérsékletét, energidjat, és (mint késébb latjuk), a téltéshordozdk keletkezésének valdsziniiségét is;
ez pedig az ellenallas csékkenése. Igy kello hiités hijan a félvezeté kénnyen elfiiti magat.

4.10. Megjegyzés. A gyémant lenne ilyen szempontbdl a legidedlisabb, azonban azt nehéz "szennyezni”, illetve az
atugrasi energiaja is 2,5 eV.
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4.2.2. Toltéshordozék szadma

Végezziink szamitast a félvezetokben jelen levo toltéshordozék szamarél!

Szennyezetlen félvezetOben toltéshordozdé csupan kotés felszakadasaval, azaz a sajatvezetés jelenségébol szar-
("gyanis") elektronok energiajahoz jé kozelités lesz. A kotéshiany ugyaniugy toltéshordozonak tekinthetd.

Nevezéktan tekintetében c indexet a vezetési savba tartozé toltéshordozdk, v-t pedig a kotottek kapnak. Az
energidk szélséértékét (a parabolaivek tengelypontjait) jeldlje E. és F,! Ezekkel:

1 (2m,\**
3/2
1 (2m
po(E) = W( h;’) E,—E. (4.51)

4.11. Megjegyzés. A képletekben szereplé témegek effektiv témegek: az adott kézelité parabolaiiv meredeksége
allithaté veliik. Az alsé parabolahoz negativ effektiv tomeg sziikséges: magyarazatot talaltunk tehat a korabban

felvetett kérdésre.
A toltéshordozék szamat Fermi—Dirac-eloszlassal hatarozzuk meg:

oo 1

n(T) = Pc(E)W dr, (4.52)
Ee ewxr + 1
E’U 1
p(T) = PU(E) 1 - “EB-n dE, (4-53)
— erx +1

mivel szennyezetlen félvezetében épp annyi elektron "szakad ki", mint amennyi toltéshiany keletkezik.
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4.12. Megjegyzés. A kémiai potencial meghatarozasaval késébb foglalkozunk.
Tesziink egy kozelitést a (4.53) egyenletben:

B, 1
°° er +1

p(T) = f

Ezutan, hogy ugyanolyan alakot kapott az n, illetve p tipusi toltéshordozd szamsiirliség-egyenlete, klasszikus
kozelitést végziink velliik, mivel az energiadtmenetek a k7" karakterisztikus energianal sokkal kisebbek:

n(T) = j: pe(E)e= 7 dE = N.(T) - e~ 7", (4.55)
ahol egy konstans kiemelésével az (j integral (£ szerint):
00 E—E.
N.(T) = . pe(E)e” *T dE. (4.56)

Természetesen analég médon p(T')-vel hasonléan jarhatunk el.
Ez az integral elvégezhets, mivel tudjuk, hogy az allapotsiiriiség (p) az energia négyzetgyokével aranyos,

lasd a (3.23) egyenletet:
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Ezzel a két mennyiségiink:

mkT\*?* m, kT \ >

Térjiink vissza  targyalasara! Eddigi alkalmazasokkor a kémiai potencialt a Fermi—Dirac-eloszlas szerint jelen lévo
elektronok szama hatérozta meg, példaul a (3.18) egyenlet szerint. Itt azonban a mozgdképes toltéshordozdinkrdl
nem tudunk ilyet mondani.

Egyfajta "normalasi" feltétel azért mégis van: u-t Ggy kell megvalasztanunk, hogy a negativ és pozitiv toltéshor-
dozdk szama megegyezzen: n(7T) = p(T'). A p-re vonatkozd feltétel tehat, egyszeriisitések utan:

2u—(Ec+Evy)

P,
= M (4.58)

ahol az egyenléség jobb oldalat ismerjiik a (4.57) egyenletbdl. Az aranyra lathatéan minden kiesik, csak a tomegek
aranyanak hatvanya marad.
J6 kozelitéssel m, ~ m,,, ahonnan

E; = ;(E +E,). (4.59)

A toltéshordozdék szama tehat:

T (4.60)
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4.2.3. Doépolt félvezetd

A szennyezett, azaz dopolt félvezetoknél a toltéshordozék szamanak egyenlosége nem irhaté fel, igy a kémiai
potencial meghatarozasa joval nehezebb.

Gyors attekintést adva: a toltéshordozék szamanak megvaltozasa a szennyezetlen esethez képest megvaltoztatja
az energiaallapotokat. Ezt Ggy foghatjuk fel, mintha virtualis energiaallapotok jonnének létre. Jé kozelitéssel azt
mondhatjuk, hogy 4 kotott elektront és egy 1/r-es potencialt kell nézniink.

4.3. Szupravezetok

4.3.1. Alapjelenségek; Meissner-effektus
Hagyomanyos (fém)vezetéskor tapasztaljuk, hogy az anyag ellenalldsa altaldban monoton névé kapcsolatban van
a hémérsékletével. Kozel nulla abszoldt homérsékleten altaldban nem tart 0-ba az ellendllas, hanem van egy maradék

ellenalldsa, nem a hdmozgas miatt.
Van azonban egy specialis tipusa a vezetoknek, a szupravezetok, ahol kilonleges az ellenallas-homérséklet fiigg-

vénykapcsolat.

superconductor

normal metal

Tc T

13. abra. Szupravezet6 és normal vezetd (fajlagos) ellenallasanak hémérsékletfiggése.
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Lathatdan az ellenallas normal médon csokken a hdmérséklet csokkenésével egy kritikus hémérsékletig; ott azonban
0-ba vag, és 0 is marad!

4.13. Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy az ellenallas 0, vagy csak "elhanyagolhatéan” kicsi. A vélasz: alapvetéen
teljesen 0.

A jelenség felfedezdje, tanulmanyozéja Heike Kommerligh Oness volt a Leideni egyetemrdl.

A kritikus hémérséklet alatt a szupravezeték idealis diamagnesként viselkednek (y = —1). Ez egyben azt
is jelenti, hogy a magneses indukcidévonalak "kiszorulnak" bel6le: ha Iétrehozunk valamennyi kiilsé teret, a sajat
magnesezettsége fogja belil kiejteni annak hatasat.

Ennek ékes példaja a Meissner-effektus, melyben egy lehiitott szupravezetd anyagba magnest helyezve a magnes
lebeg: annak H tere ugyanis M teret eredményez a szupravezetében.

Az effektus mentén taldlkozhatunk a szupravezetok két fajtajaval. Fazisdiagramon szemléltetve ugyanis az adott
homérsékleten elérhetd B tereket, kétféle grafikont lathatunk:

(a) (b)

Type-1 superconductor Type-II superconductor

Magnetic Magnetic
field field

m normal
state

superconductivity

W normal
state

Temperature Meissner state Temperature

0. [

14. abra. Szupravezet6 anyagok kétféle fazisdiagramja.

Ne ijedjink meg: a masodik tipus ellenallasa is 0 a kritikus homérséklet alatt, csak méar "behatolhat" a magneses
indukcié a szupravezetébe.
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4.3.2. Szupravezeto vortexek

Tegyiik fel a kérdést: hogyan valésulhat meg ez a masodfajl szupravezetés?
Mikroszképpal kozelitve egy ilyen anyagra, azt latjuk, hogy "pottyds". Ez arra enged kovetkeztetni, hogy ezen
pottyokon kivil elséfaji szupravezetdvel van dolgunk, mig ezekbe behatol a magneses indukcid.

4.14. Megjegyzés. A kvantaltsag itt is megjelenik: az adédo fluxus csak ¢ = h/2e lehet csak. Ez az dn. fluxus-
kvantum, melyet kés6bb fejtiink ki.

Ennek azonban stlyos kévetkezménye, hogy ezek a magneses momentumok, vortexek mozognak a korilottik
folyé aram-aram kolcsonhatas miatt. Ezek pedig racsrezgéseket keltenek, ami ellenallast eredményez. Sziikséges tehat
a szupravezetéshez szennyezés, amely akadalyok a vortexek elmozdulasat megakadalyozzak.

4.3.3. Egyenletek

Vezetés vizsgalatakor mindig rendelkezésiinkre allnak a Maxwell-egyenletek, amelyek azonban csak 2 fliggetlen
egyenletet jelentenek, mig nekiink E, B, j: 3 mennyiséget kell meghataroznunk. Normal vezetésre a differencialis
Ohm-torvényt fogalmaztuk meg ilyenkor, amelyet most azonban nem irhatunk fel, hiszen végtelen vezetéképességet
kapnank.

Allitsunk fel egyfajta mozgasegyenletet a toltésekre! A mozgas megvaltozasa a térerésség hatasara johet létre
szupravezetéskor is:

mv = —ekE, (4.61)
mig az aramslirliség 3 = —enw. EbbOl az dramsliriiséget és a térerOsséget 0sszekotd egyenlet:
2
- ne
j=—EFE. (4.62)
m
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Mivel pedig az indukcids torvény szerint

V x E=-B,
emiatt
d/ m . d

Az id6 szerinti differenciadloperatorral akar lehetne is "egyszeriisiteni", azonban a lényeg épp az integracios kons-
tansban van. A kezdofeltétel kérdésében kell ugyanis eldonteniink: megengedjiik-e a B tér befagyasat? A kisérleti
tapasztalat, hogy B = 0 fenn kell, hogy alljon kezdetben és végig, azaz nem engedjik meg.

Ezzel tehat:

n€2

rotj = ——B. (4.64)
m

Bar a vektorpotencial bevezetésekor két mennyiség rotacioja valik egyenlové, ez még nem jelentené a két mennyiség
egyenlGségét is. Coulomb-mértékben dolgozva, ahol div A = 0:

2

j=-"A (4.65)
m
Vezessink be egy A = —— mennyiséget. Ezzel:
neso
B = —jg)\rot j. (4.66)
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Mivel pedig az Ampére-féle gerjesztési torvény értelménben rot B = pi3:

1 1
rot rot B = _EB — AB = ﬁB' (4.67)

Ez a London-egyenlet. Ennek megoldasa az exponencialis fliggvénycsaladbdl vehetd.

— x < 0-ra valamilyen B, konstans értéket vesz fel: ez van a szupravezeton kiviil.

— x> 0-ra pedig exponenciélis lecsengést kapunk: B = By - e~%/*.

Ez azt jelenti, hogy néhany \ hosszig a szupravezetébol mégsem szorul ki a magneses tér; ezen a feliileten folyik
az aram.

4.3.4. Vortexek

Térjink még vissza a vortexek targyalasara!
Irjuk fel a London-egyenletet egy ilyen vortexre! Feltételezziik, hogy a probléma hengerszimmetrikus (z iranyban

van a vortex "pottye", mint csd).

fi@iyyw:&m, (4.68)

és mellékfeltétel a vortexre:

[ Bdr = ¢,. (4.69)

Ha a London-egyenleten integralunk egyet, beirhatjuk a mellékfeltételbe:
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= ¢o.

r=0

—27\? (ri) B.(r)

Ennek megoldasa a Ky nulladrend(i médositott Bessel-fliggvénnyel felirva:

_ bo r
Bar) = 5ox 'K°<A>'

(4.70)

(4.71)

4.15. Megjegyzés. Kis argumentumra a médositott nulladrend(i Bessel-fiiggvény az In(2x) fiiggvénnyel kézelithetd.

4.3.5. Fluxuskvantum

Elemezziik roviden, miképpen érthetjiik a vortex tereként a fluxuskvantumot! Ehhez a klasszikus mechanikaban
adiabatikus invariansként, a Sommerfeld-Wilson-féle ("régi") kvantummechanikaban kvantalasi feltételként ismert

egyenletet irjuk fel:

ggpds =nh neZ (4.72)
A kanonikus impulzus most p = mv — eA, igy
mggfvds — eggAds =nh (4.73)
Alkalmazzuk a Stokes-tételt, és legyen beliil az dram 0. Ekkor
—ef rot AdF = —e¢q = nh, (4.74)
ami épp a kvantalasi feltétel!
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4.16. Megjegyzés. Az eltéré kettes faktort egy Cooper nevii doktorandusz fedezte fel. Két elektront ugyanis el-
lenkez6 impulzussal véve egy vonzé kolcsonhatas alakulhat ki: ez a Cooper-par. Ez az altaluk keltett racsrezgések
Osszecsatolédasat okozza, melynek folytan a vortex terére célszerii kételektronos kétott allapotként gondolnunk.

4.3.6. Ginzburg—Landau-elmélet ujra

Korabban targyaltuk a doménfalak energiakorrekcidjat a ferromagneses anyag szabadenergiajaban. Most is tekint-
stink valami hasonlé korrekciot: egy an. kinetikus tagot adjunk hozza a rendszerhez!

2
P Fot [ oDl + GI0P + gl (in¥ = 2e AP + 3] av (4.75)

ahol az eddig ismert tagok a szokasosak.
A funkcionalis derivalt eltiinését mind ), mind B szerint elGirjuk. Az elsébol az aramslirliség értéke szamithato,

a masikbol pedig egy egyenlet, amelynek megoldasai v)-re spontan orvénylések, amelyek épp a kinetikus tag jovoltabdl
jelentek meg.
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Ut6szo6 helyett

Ezzel a végére értiink. Pontosabban mégsem: a Tight-binding mddszerrol van még egy tétel, de azt nem ismertem
annyira, hogy abbdl is 6sszefoglalot készitsek. Erre vonatkozdlag épitd jegyzetet vagy orafelvételt szivesen fogadok.

Sajnos fenntartom a jogot, hogy barmelyik képlehet elirhattam, mivel szakmai (és helyesirasi) lektor nem nézte
at. Szivesen veszem, és Oriilok neki, ha egy észrevett gépelési vagy elvi hiba eljut hozzam: legcélszer(ibben talan a
hamarffy@student.elte.hu cimre.

2022. december 21. Hamar D
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