Szilardtestfizika gyakorlat

Bécsi Adam, Kanasz-Nagy Marton, Kézsmarki Istvan

Tartalomjegyzék

1. Kristalyszerkezet

1.1. Racs, elemi racsvektorok . . . . . . . . ..
1.2. Reciprok rdcs . . . . . . . .
1.3. Nevezetes racsok . . . . . . . . . L
1.3.1. Egyszerti kobGs rdcs . . . . . . . ...
1.3.2. Tetragondlis TAcs . . . . . . . . . . ..o e
1.3.3. Tércentralt kobos racs (bee) . . . o o oL Lo
1.3.4. Perovszkit szerkezet . . . . . . . . ..o
1.3.5. Gyémént és GaAs . . . . . . ...
1.3.6. Spinell szerkezet . . . . . . . ..
1.4. Kristalysikok . . . . . . . . e
1.5. Hazi feladatok . . . . . . . . . o

. Kristalyok forgatasi és tiikr6zési szimmetriai

2.1. Kétdimenziés szimmetriamtveletek . . . . . .. ... o000

2.2. Neumann-elv . . . . . . . . L e e

2.3. Példa feladatok Neumann-elv alkalmazéasara . . . . . . . . . .. ... ... ... .....
2.3.1. Haromfogasu forgatés két dimenzidban . . . . . . . . .. . ...
2.3.2. Tikrozés két dimenzidban . . . . . . . . ..o
2.3.3. Négyfogasu forgatasi szimmetria harom dimenziéban . . . . . . . . .. .. .. ..
2.3.4. Négyindexes tenzorok szimmetriai (Hooke-tenzor) . . . .. ... ... ... ...
2.3.5. Ferroelektromossag és ferroméagnesség megjelenésének szimmetria feltételei . . . .
2.3.6. Ferroelektromossag és ferromagnesség kristalyokban . . . . . ... . ... ...
2.3.7. Kobos racs deformécidja . . . . . . ..o oL

2.4. Hazifeladatok . . . . . . . . .. e

. Rugalmas szoras kisérletek

3.1 RACSOSSZEZ . . . . . . e

3.2, Atomi szOrési tenyezs . . . . ... L e
3.2.1. Atomi szorasi tényezd 1s palyak esetén . . . . . . ... oL oL

3.3. Szerkezeti tényezG . . . . . ... e
3.3.1. Szerkezeti tényez6 grafénracsban . . . . ... oL oo oo

3.4. Porminta szérasi képe . . . . ..o
3.4.1. Kobos racs szorasi képe . . . .o L Lo
3.4.2. Lapcentralt kdbos racs szorasi képe . . . . . .. oL Lo
3.4.3. Keétdimenzioés hAromszOgracs . . . . . . . . . .. Lo e

3.5. Példa feladatok rugalmas szoraskisérletekre . . . . . . . . ... ...
3.5.1. Réz-oxid stk szorasi képe . . . . . . . ...
3.5.2. Gyéméant és GaAs szerkezeti tényezGje . . . . . . . . ... L.
3.5.3. Kétdimenziés haromszogracs szoérési képe . . . . . . ..o oL
3.5.4. Racstorzulas jele szoraskisérletekben . . . . . . . ..o oL
3.5.5. Szerkezeti tényez6 kobos kristalyban . . . ..o 0oL o oo
3.5.6. Osszetett bazist kristaly szerkezeti tényezéje . . . . . . . .. ... .. ... ...

—
_H O O © OO0 o ot

—_

13
14
14
14
15
15
16
17
18
19
20



3.5.7. Perovszkit kristalyszerkezet . . . . . . ... oL
3.5.8. Tércentralt kobos racs szordasi képe . . . . . . ..o Lo
3.6. Hazi feladatok . . . . . . . . . ..

. Debye-Waller-faktor, véletlen 6tvozetek szorasi képe

4.1. Debye-Waller-faktor . . . . . . . . .. .

4.2. Véletlen (hig) 6tvozetek . . . . . . ..
4.2.1. Véletlen 6tvozet hatszogracson . . . . . . . . . . ... oo o

. Racsrezgések

5.1. Harmonikus kozelités . . . . . . . . . . . Lo

5.2. Racsrezgések rugdés modellje . . . . . oL oL Lo

5.3. Példa feladatok a rugos modell alkalmazasara . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
5.3.1. Feszitetlen négyzetracs sikbeli rezgései elsGszomszéd kolcsonhatasokkal . . . . . .
5.3.2. Feszitett négyzetracs sikbeli rezgései els6szomszéd kolcsonhatasokkal . . . . . . .
5.3.3. Feszitetlen négyzetracs sikbeli rezgései méasodszomszéd kolesénhatasokkal
5.3.4. Kétatomos elemi cellaji egydimenziés lanc . . . . . . . . ..o L.
5.3.5. Kiilonb6z6 tomegi atomokbol allo egydimenzios lanc . . . . . . . .. ..o
5.3.6. SzennyezGk hatasa a racsrezgésekre . . . . . .. ... Lo oL
5.3.7. Racsrezgések jele a szorasi képben . . . . . ..o oL
5.3.8. HatszOgracs racsrezgésel . . . . . . . . . L L e
5.3.9. Spinell szerkezetd kristaly . . . . . . . . .. ...

5.4. Hazi feladatok . . . . . . . . . .

. Fononok allapotstirtisége

6.1. Debye-modell . . . . . . . ..

6.2. Allapotsiiriiség feszitett négyzetracs esetén . . . . . . . . . .. ...

6.3. Példa feladatok allapotstirtiség szamitasara . . . . . . . . . .. ... ... ..
6.3.1. Debye-modell jégben . . . . . . . ... L
6.3.2. Debye-modell hiperk6bos racsban . . . . . . . ..o
6.3.3. Optikai fononok allapotstirtisége . . . . . . . . . . . . .. .. ...

6.4. Racs megolvadésa . . . . . . . . . .. e

6.5. Hazi feladatok . . . . . . . . . . . e

. Elektronok Dirac-delta potencialsorban

7.1. Elektronok racsperiodikus potencidlban . . . . . . . .. ..o L

7.2. Dirac-delta potencidlsor egy dimenziéban . . . . . . ... .. ... 0oL
7.2.1. Tiltott sdv nagysaganak kiszdmitasa gyenge potencial esetén . . . . . . . . . ..

. Kozel szabad elektronok diszperzios relacidja (egy dimenzid)

8.1. Kozel szabad elektron kozelités . . . . . . . . . .. L Lo o

8.2. Kozel szabad elektron kozelités - degeneraciés pontok egy dimenzidban . . . . . . . . ..

8.3. Példa feladatok kozel szabad elektron kozelitésre egy dimenzidoban . . . . ... ... ..
8.3.1. Tiltott sav szamolasa . . . . . . . . . ...
8.3.2. Tiltott savok . . . . . . . .
8.3.3. Négyszog potencidl . . . . . . . . . . L

8.4. Hazi feladatok . . . . . . . . . .

37
37
38
38

41
41
42
43
43
43
45
46
48
49
50
92
54
55

56
o7
o7
o8
o8
99
59
60
62

63
63
63
65
66
66



9. Kozel szabad elektronok diszperzios relacioja (két dimenzio)

9.1. Degeneraciés pontok helye a hullamszémtérben . . . . . . . .. ... ... 0.
9.2. Kozel szabad elektron kozelités kétdimenzids négyzetracson . . . . . . . .. ... .. ..
9.2.1. Szimmetria megfontolasok . . . . . . . ... ...
9.2.2. Szabad elektronok diszperzids relacidja . . . . . . . ... oL
9.2.3. Degeneraci6 felhasadasa . . . . . . . . ...
9.2.4. Példa feladat kozel szabad elektron kozelitésre harom dimenziéban . . . . . . . .
9.3. Hazifeladatok . . . . . . . . . ..

10.Elektronok energiaspektruma szoros kotési kozelitésben

10.1. Szoros kotést kozelités egyetlen atomi palya figyelembe vételével . . . . . . . ... . ..
10.1.1. Spektrum s palyak esetén egy dimenziéban . . . . . . .. .. .. ... ... ...
10.1.2. Spektrum p palyak esetén egy dimenzidban . . . . . . ... .. ... ... ....
10.1.3. Kétdimenzios derékszogi (tetragondlis) racs . . . . . . . . . ...

10.2. Szoros kotést kozelités tobb atom esetén . . . . . . .. Lo
10.2.1. Grafén . . . . . . L e e e
10.2.2. Bér-nitrid . . . . oL
10.2.3. Szén nanocsGvek . . . ... oL L

10.3. Példa feladatok szoros kotési kozelitésre . . . . . . . . . . ...
10.3.1. Effektiv tomeg és Fermi-feliilet négyzetracsban . . . . . . .. .. ... ... ...
10.3.2. VezetSképesség négyzetracsban . . . . . . . ... oL oL oo
10.3.3. Tetragondlis TAcs . . . . . . . . . . Lo

10.4. Hazi feladatok . . . . . . . . . o o

11.Elektronok allapotstirtisége

11.1. Hullamszamtérbeli allapotstirtiség . . . . . . . . . . . . . . . e
11.2. Allapotszam és energiafiiggd Allaptstrség . . . . . . . . . oo
11.2.1. Szabad elektrongdz . . . . . . . . ...
11.2.2. Kétdimenzids négyzetracs . . . . . . . . . . .. o e
11.3. Fermi-tenger alapallapot . . . . . . . . . .. .. L
11.4. Bethe-Sommerfeld-sorfejtés . . . . . . . . . .. L
11.5. Példa feladatok elektronok allapotsiirtiségének szamolasara . . . . . . .. . . .. .. ..
11.5.1. Kétdimenziés hdromszog rdcs . . . . . . . . . . oL
11.5.2. Tércentralt KObOS radcs . . . . . . . . . . . .
11.5.3. Grafén fajhSje . . . . . . . oL
11.5.4. Félvezetsk allapotstirtisége . . . . . . . . . . . . oo e
11.5.5. VezetSképesség fémekben . . . . . . ..o oL
11.5.6. Egy részecskére juto energia szabad elektron gazban . . . . . . . ... ... ...
11.6. Hazi feladatok . . . . . . . . . . . . .

74
74
74
74
75
76
78
79

80
80
81
82
82
83
85
85
86
88
88
89
91
93



A jegyzet a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem fizika alapszakan koételezd Szilard-
testfizika gyakorlat hallgatoi szamara késziilt. A gyakorlat egész féléves anyaga mellett szamos példa
feladat is kidolgozasra keriilt. Ajanlott irodalom Solyom Jens: A modern szilardtest-fizika alapjai 1. és
IL. kotete (a jegyzetben talalhato hivatkozasok a masodik, bovitett kiadas fejezetszamaira vonatkoznak).
A témakorok elején talalhato elméleti bevezetdk is nagyban erre a forrasra tamaszkodnak.

A jegyzet tematikailag csak iranyado, nem poétolja a gyakorlaton vald részvételt. Megjegyzéseket,
észrevételeket a bacsi@Qdept.phy.bme.hu cimre varunk.



1. Kristalyszerkezet

1.1. RaAcs, elemi racsvektorok

Kristalyos anyagnak nevezziik azokat a szildrd anyagokat, melyek térben periodikusak, vagyis amelyek
diszkrét eltolasi szimmetriaval birnak. Egy kristalyos anyag 6sszes eltolési szimmetriaja csoportot alkot.
Az eltolasi szimmetridkon kiviil més szimmetridk is el6fordulhatnak a rendszerben (forgatasok, tiikro-
zések, inverzio), ezekkel késGbb foglalkozunk. Az eltolasi csoport elemeit reprezentalhatjuk az eltolasok
valos térbeli vektoraival (ekkor a csoportszorzas a vektorok osszeadéasa lesz), az R, racsvektorokkal.
Elemi racsvektorok azok az {aj, as, as} vektorok, melyekbdl ha képezziik az Gsszes lehetséges

R, =nja; + noaz + nzaz

linearis kombinaciot, ahol ny, ny és ng tetszéleges egész szamok, akkor minden racsvektort pontosan
egyszeresen kapunk meg (csoportelméleti megkozelitésben: {aj,as, as} generatora az eltolasok alkotta
csoportnak). A kristaly periodikus szerkezetén azt értjiik, hogy az invarians az R, racsvektorokkal
torténg eltolasra. Ha példaul a kristaly egyik atomja az r helyen van, akkor az r + R helyen ugyanolyan
atom talalhato. Hasonloképpen, a kristaly p(r) elektronstirtisége invarians a racseltolasokra: p(r+R) =
p(r). A racsvektorok végpontjai egy ponthalmazt alkotnak (lasd 1l.a abra), melyet kristalyracsnak,
pontracsnak, Bravais-racsnak vagy roviden csak réacsnak neveziink. A racsvektorokon kiviil nincs olyan
vektor, amellyel torténd eltolasra a kristaly invarians. Nem mindig egyszertd egy adott kristaly elemi
racsvektorainak megtalalasa. Tekintsiik példaul azt a csoportot, melyet a 2a; és ap vektorok generalnak
(1.b abra). Ezen csoport tetszSleges elemével torténd eltolasra a kristaly invarians, de nem tartalmazza
a kristalyracs Osszes eltolasi szimmetridjat. A racs elemi racsvektorait ugy kell meghatarozni, hogy az
{n1, na,n3} szamharmasokkal elgallitott linearis kombinaciok pontosan egyszeresen adjak meg az Gsszes
eltolas vektorat.

@ o ® @ @ o ® @
@ ® @ @ ® @
ay az
@ @ @ @ . 4
ay a
a) @ o ® @ b) @ o ® @

1. abra. a) Jol megvalasztott elemi racsvektorok. b) Rosszul megvalasztott vektorok. Az egész szamparokkal
képzett linearis kombinaciok nem adjak vissza az Gsszes eltolast, amelyre a racs invarians.

A kristaly elemi celldja az a tartomény (test), melyet valamennyi racsvektorral eltolva a teljes kris-
talyt pontosan egyszeresen fedjiik le. Az elemi cella szokdsos (de nem egyetlen lehetséges) valasztasa
az elemi racsvektorok altal kifeszitett parallelepipedon. Ugyanazt a réacsot leirhatjuk mas elemi récs-
vektorokkal is, pl. aj, as helyett hasznalhatjuk az a; + as, as bazisvektorokat, melyek egy masik,
egyez6 térfogatu elemi cellat feszitenek ki. Az elemi cella megvélasztasanak masik gyakori modja az an.
Wigner-Seitz-cella, amely azon pontok halmaza, melyek kdzelebb vannak egy kivalasztott racsponthoz,
mint barmelyik més racsponthoz. Szerkesztését a 2. abra szemlélteti. Az elemi cella tartalma (atomok,
elektronok) a kristaly ismétlsdd szerkezeti eleme, amelyet bazisnak neveziink. Ha a bézis egyetlen ato-
mot tartalmaz, akkor a racspontok megadjak az atomi koordinatakat. Ez természetesen nem igaz abban
az esetben, ha a bazis tébb atomot tartalmasz.



primitiv elemi cella

2. dbra. Egy ferdeszogi racs primitiv elemi cellaja és Wigner-Seitz cellaja.

1.2. Reciprok racs

A kristalyt jellemz6 fizikai mennyiségek sok esetben racsperiodikusak, vagyis f(r) = f(r + R,,) minden
R, racsvektorra. A fizikai mennyiség Fourier-transzformaltja

F(k) = / dBre ® f(r) = / dBre ™ f(r 4+ R,) = R F(k).

Fk)(1—-e™R) =0

Az F(k) Fourier-komponens csak akkor nem titinik el, ha e¢®*®» = 1 minden R,, racsvektorra. Ezek
szerint minden racsvektorra kR, = 27 M kell teljesiiljon valamilyen egész M szammal. Az ilyen k
hullamszamokat a racs reciprokracs-vektorainak nevezziik. A tovabbiakban a reciprokréacs-vektorokat
altalaban G-vel jeloljiik. Fontos megjegyezni, hogy a reciprokracs-vektorok hullamszam vektorok, vagyis
dimenzi6juk m~1.

Tekintsiik a by, by és bs vektorokat gy, hogy b;a; = 2md;; teljesiiljon az a; elemi racsvektorokkal.
Ekkor a b; vektorokat elemi reciprokrics-vektoroknak nevezziik. Kiszamitasukhoz tekintsiik az elemi

racsvektorokbol képzett

A= a] | Az | as
matrixot, melynek invertalasaval kiszamithatjuk azt a B matrixot, melyre AB = 27I. Az elemi
reciprokracs-vektorokat
by
B= bs
b3

alapjan hatarozhatjuk meg. Az elemi reciprokracs-vektorok segitségével minden reciprokracs-vektor
felirhato
G = hby + kbs + [bg

alakban, ahol h,k,l € Z. Megjegyezziik, hogy az elemi reciprokracs-vektorok fiiggnek az elemi récs-
vektorok vélasztasatol. Azonban ha képezziik az Osszes h, k,l egész szamharmas segitségével a Gy
reciprokracs-vektorokat, akkor mindig ugyanarra a reciprok racsra jutunk. A valédi racshoz a reciprok
racs egyértelmien létezik. (Ez a kapcsolat hasonlit egy vektortér és duélisa kozottire.)

A reciprok racs Wigner-Seitz cellajat Brillouin-zonanak nevezziik. A késgbbiekben a Brillouin-zéna
fontos szerepet fog jatszani a kristalyos anyagok leirasaban.

1.3. Nevezetes racsok

Bevezetésként megvizsgalunk néhany olyan nevezetes racsot, mely a természetben talalhato kristalyok
esetén gyakran el6fordul. Megkeressiik ezen racsok elemi réacsvektorait és meghatarozzuk a reciprokrécs-
vektorokat is. A racsok szisztematikus osztalyozasat a kovetkezs fehezetben targyaljuk.



A tovabbiakban nevezetes racsok elemi racsvektorait és reciprokrécs-vektorait fogjuk bemutatni.

1.3.1. Egyszert kobos racs

A poldénium tdgynevezett egyszeri kobos racsot alkot, melyben a szomszédos racspontok egy kocka
cstcsain helyezkednek el a 3. d4bran bemutatott médon. Elemi récsvektoroknak az

1 0 0
ai=al|l O as =a 1 az=al| O
0 0 1

vektorokat vélasztjuk. Ezek alapjan képezhetjik az

1 0 0
A=a|l O 1 O és B=—
0 0 1

OO =
o = O
= o O

matrixokat, vagyis az elemi reciprokracs-vektorok

2w
b1=?(1 0 0)

by=22(0 1 0)

a
27
bs=—(0 0 1
3 a ( ) )
amely vektorok egy egyszerd kobos racsot generalnak a hullamszamtérben. (Irodalom: Solyom Jens: A
modern szilardtest-fizika alapjai I. 7.2. fejezet)

e 7

a

a;

3. abra. A haromdimenzits, egyszerd kobos racs elemi racsvektorai, elemi cellaja és elemi reciprokracs-vektorai.

1.3.2. Tetragonalis racs

Az egyszert kobos racsot a fent valasztott elemi racsvektorok koziil az egyik iranyaba megnyujtva jutunk
az egyszerd tetragonalis racshoz, mely példaul a kovetkezd anyagokra jellemzs: CdIngSey, CuCraOy.
Elemi racsvektoroknak az

1 0 0
ap=al| O aa=al| 1 az=b| O
0 0 1
vektorokat valasztjuk. Ezek alapjan képezhetjiik az

a 0 0 Zm o0 0
A=|0 a 0 és B=| 0 22 0
0 0 b 0o o0 2

matrixokat, vagyis az elemi reciprokracs-vektorok

27

bj=—(1 0 0
=2 )
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by==—(0 1 0)
by=2"(0 0 1).

A tetragonalis racsot és a reciprok racsot a 4. abran abrazoltuk.

a, . b, bzi

ay b,

4. abra. A haromdimenzids, egyszerd tetragonéalis racs elemi racsvektorai, elemi cellaja és elemi reciprokracs-
vektorai.

1.3.3. Tércentralt kébos racs (bec)

Tércentralt kobos raccsal, melyben a szomszédos racspontok egy kocka cstucsaiban és a kocka kozép-
pontjaban taladlhatok az 5. abranak megfelelGen, rendelkeznek példaul a kovetkez6 anyagok: Li, Na, K,
Cr. Ha az elemi racsvektorokat a 5. abran lathaté médon valasztjuk meg, akkor

10% or (1 0 —1
A:a()l? és B=—1[ 01 -1
00 1 “®\o0o o0 2

A B matrix sorvektorai az elemi reciprokréacs-vektorok, melyek egy lapcentralt k6bos racsot generalnak.

}' RN

A

a) ay b)

5. abra. a) A tércentralt kobos racs elemi racsvektorai, és Bravais cellaja. b) A tércentralt kobos racs reciprok
racsa lapcentralt kobos lesz. Az elemi reciprokracs-vektorok b1, ba és bs.

Ha az elemi racsvektorokat a 6. abra szerint vessziik fel, akkor az

2 1
1 -1 1 és B=— 1
0

-1 1 1 a

a
A=<
2

— o
— = O

matrixokra jutunk, vagyis a reciprok racs ekkor is ugyanaz a lapcentralt kobos lesz.
(Irodalom: Solyom Jend: A modern szilardtestfizika alapjai 1. 7.2. fejezet)



)

a) b) b

6. abra. a) A tércentralt kobos racs elemi racsvektorai, és Bravais celldja. b) A tércentralt kobos racs reciprok
racsa lapcentralt kobos lesz. Az elemi reciprokréacs-vektorok bi, bz és bs.

1.3.4. Perovszkit szerkezet

A k6bos perovszkit szerkezet Bravais-celldja a 7. abran lathatoé. A kristaly elemi celldja 5 atomot tartal-
maz. A perovszkitok osszegképlete tipikusan ABQOj3 alakban irhato, ahol A és B valamilyen anionok (pl.:
CaTiO3). A racsszerkezet egyszert kobos, ezért a reciprok racsa is megegyezik az egyszerii kobosével.

7. dbra. a) Perovszkit szerkezet. b) Gyémantracs.

1.3.5. Gyémant és GaAs

A gyéméant és a GaAs kristalyracsa is lapcentralt kobos. Mindkét kristaly elemi cellaja két atomot
tartalmaz gy, hogy ha az egyik atom a kocka alaki Bravais-cella egyik cstcsaban helyzkedik el, akkor a
maésik atom az ezen cstucshoz tartozo testatld negyedel6pontjaba esik. A cella egyik atomjabol a masikba
mutaté vektor a lapcentralt racs szokasos elemi racsvektoraival az alabbi médon irhato fel.

E: V1 + as + asg
- 4
A gyémant és a GaAs kozott egyedill az a kiillonbség, hogy mig a gyémant esetén az elemi cella

mindkét atomja szén atom, addig GaAs esetén az egyik Ga, a masik pedig As. Ennek a kiilonbségnek
a szoérasi kisérletekben lesz fontos szerepe.

1.3.6. Spinell szerkezet

A spinell szerkezetti kristalyok racsa lapcentralt kobos racs. A béazis 7 atomot tartalmaz. A spinellek
Osszegképlete tipikusan AByO4. Eredetileg a MgAl,O,4 asvanyt nevezték spinellnek, késébb errdl nevez-
ték el az anyagok ezen csoportjat. Egy masik példa a spinell szerkezet anyagokra a magnetit Fe3Oy,

amely magneses tulajdonsagai miatt érdekes.



8. abra. Spinell szerkezet. Az abran az atlathatosag kedvéért csak az A (sarga) és B (kék) tipusia fém atomokat
tlintettik fel.

1.4. Kristalysikok

Egy racsban kristalysikot jelol ki barmely harom, nem egy egyenesre es6 racspont. Az eltolasi szimmetria
miatt mindegyik kristalysikon végtelen sok racspont van. Tetszéleges kristalysik esetén a racs Osszes
racspontja rajta van valamely, az ezzel parhuzamos kristalysikok valamelyikén.

2)

9. abra. a) Példa kristalysikokra kétdimenzios ferdeszogd racsban. b) Kristalysikok jellemzése a p, q és r
indexekkel.

b)

A kristalysikokat az elemi racsvektorok rogzitése mellett a kovetkez6képpen jellemezhetjiik a p, ¢, r €
N szamharmasokkal. A kristalytani tengelyeket racspontokban metsz6 sikok koziil kivalasztjuk az ori-
gbhoz legkozelebb esét és leolvassuk a metszéspontok helyét: pa;, gas és ras.

Ha a teljes haromdimenzios térben az elemi racsvektorokat tekintjiik bazisvektoroknak, azaz a folyto-
nos helyvektort r = x1a; + x2as + xr3az alakban irjuk, ahol x1,z2, x3 € R, akkor a p, ¢, r szimhérmassal
jellemzett sik egyenlete

I T2 I3 n

D q r L
ahol n € 7Z a kristalysikokat szamlalja és L a p, q,r szamok legkisebb kézos tobbszorose. Az origdban
levé racsponton keresztiil haladé stkot az n = 0-dik, mig az origéhoz legkozelebb esé sikok az n =
+1 sorszamuak. Adott p,q,r-hez végtelen sok kristalysik tartozik, melyeket n sorszdmozza. Ezeket
Osszefoglaloan kristéalysikseregnek nevezziik.
Egy kristalysiksereget a p, q,r helyett jellemezhetjiik azzal a legkisebb h, k,l € N egész szamokbol
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4ll6 szamharmassal, melyre

h:k:l= 1
r

"=
SN

teljesiil. Ezt a siksereg Miller-indexeinek nevezziik.

Egy h,k,l Miller-indexi sik normaélisa a Gpi; = hby + kbs + [bs reciprokracs-vektor, vagyis egy
adott iranyitottsagu siksereget jellemezhetiink egy reciprokracs-vektorral. (Megjegyzés: kiilonbozs
reciprokracs-vektorok akkor jellemeznek kiilonb6z8 siksereget, ha azok nem egymaés skalarszorosai). En-
nek bizonyitasdhoz tekintsiik a 10. abran lathato sikot, mely a kristalytani tengelyeket a pa;, gas és rag
pontokban metszik. A kétdimenzios sik két bazisvektoranak valaszthatjuk a vi = pa;—qaz = 7ra;— T az
és vo = pa; — rag = J'ap — Tag vektorokat. A sik barmely vektora ezen két vektor valamilyen linearis

kombinéciojaként all els. Azt szeretnénk belatni, hogy a Gpy; vektor ennek a siknak a normalisa, vagyis
Grivi=0  Gppve =0

m m m m
(hby + kb + Ibs) <%a1 - zaz) =0 (hby + kby + Iby) (Eaz - Ta?,) —0,

ezek a bsa; = 27d;; definiciobol adédodan teljesiilnek, vagyis Gy valdban a h, k, I Miller-indext sikok
normalisa.

10. &bra

Két szomszédos, azonos iranyitasu kristalysik (m és m + 1 sorszamu) az a; altal kijelolt kristalytani
tengelyt az J'a; és az mT'Hal pontokban metszi. A kiilonbség normalis irdnyt vetiilete épp a két sik

kozti tavolsdgot adja meg
1 thl o 2T

dpt = —ag 2P 2T
T RG] (Gl

Ennek az eredménynek a rugalmas szoraskisérletek szorasi képének leirdsaban lesz szerepe.
A gyakorlaton bemutatéasra keriil, hogy hogyan jellemezhetjiik Miller-indexekkel a réacssikokat kobos
racsban.

1.5. Hazi feladatok

1. hazi feladat
Szabéalyos haromszogracs esetén add meg az elemi racsvektorokat, az altaluk meghatarozott elemi cellat
és a Wigner-Seitz cellat! Add meg a reciprok réacs elemi racsvektorait és mondd meg, milyen racsot
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hataroznak meg! Szamold ki a direkt racs és a reciprok racs Wigner-Seitz cellajanak teriiletét! Megol-
déasodat grafikusan is szemléltesd!
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2. Kristalyok forgatasi és tiikrozési szimmetriai

Egy kristaly a diszkrét eltolasokon kiviil mas egybevagosagi transzformaciokra is invarians lehet. Ilyen
a forgatéas, tlikrozés, illetve ezek kombinacioja, a forgatva tiikrozés. Ezeknek a transzforméacioknak van
fixpontjuk, ezért pontmiveletnek nevezziik 6ket. A kristaly legaltalanosabb szimmetridja egy pontm-
velet és egy eltolas kombinacioja. A kristaly Gsszes szimmetridjat tartalmazo csoport a tércsoport. A
tércsoport elemeiben megjelent pontmiiveletek alkotjak a pontcsoportot.

2.1. Kétdimenzids szimmetriamiiveletek

Egy kétdimenzids rendszerben a jelenlevd eltolési szimmetria miatt nem lehetnek tetszéleges szogi
forgatasok a racs szimmetriai.

Tekintsiik az R forgatast (¢ sz0gd) és a hatasat az a racsvektoron.
Ha R szimmetridja a racsnak, akkor Ra is radcsvektor és R~ 'a is az.
Az Ra + R 'a vektor is racsvektor és parhuzamos a-val, vagyis

Ra+ R 'a=na neN — 2cosp=n

_ 2rmo
R AEE
azaz csak 27/l szogt forgatasok lehetnek, ahol I = 2, 3,4, 6 lehet. Eze-
ket két-, harom-, négy- és hatfogasu forgatasoknak nevezziik. Ezek
definialjak a 4 kétdimenzios kristalyrendszert: ferdeszogt, derékszogi
(rombos), négyzetes (tetragonalis), hatszoges. Kétdimenzioban egye-
diil a derékszogii racs lehet centralt, igy a kristalyrendszereknél eggyel
tobb, 5 db kristalyosztalyt kapunk.

Két dimenzioban 10 kiilonb6z6 pontcsoport létezik. Az alabbiakban olyan sikidomokat dbrazoltunk,
melyek szimmetriacsoportja éppen az ezen pontcsoportok valamelyike.

n=-2,-1,012 ¢ 0,

11. dbra. Az a racsvektor forga-
tasa.

2mm 3m

12. abra. Kétdimenzios pontcsoportok illusztracioja.

A pontcsoportok koziil nem mind lehet egy Bravais-racs pontcsoportja. A Bravais-racs olyan kristély,
amelyben a bazis nem csokkenti a racs szimmetridjat. A racsnak mindig szimmetridja az inverzio (ha
R racsvektor, akkor —R is az), igy 1, 3, 1lm és 3m nem lehetnek egy Bravais-racs pontcsoportja. Ezen
kiviil egy racsban teljesiilnie kell annak is, hogy ha van benne n > 2 fogasu forgatasi szimmetria, akkor
létezik n killonbozé tiikorsik is. Emiatt 4 és 6 sem lehetnek egy racs pontcsoportja. Igy a kétdimenzios
Bravais-racsok lehetséges pontcsoportjai a kévetkezdk:

2 2mm 4mm 6mm
A t6bbi hat pontcsoport akkor lehet egy kristaly pontcsoportja, ha a bazis csokkenti a racsnak a

szimmetriajat.
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Egy haromdimenzios kristalyban 32 kiilonb6z6 pontcsoport lehetséges, de ezek koziil csak 7 lehet egy
haromdimenzios Bravais-racs szimmetridja. A haromdimenzios kristalyok részletes osztélyozasa megta-
lalhaté Solyom Jend: A modern szilardtest-fizika alapjai I. 5.4.5. fejezetében.

(Irodalom: So6lyom Jend: A modern szilardtest-fizika alapjai I. 5.4. fejezet)

2.2. Neumann-elv

Egy kristaly szimmetriajanak nevezziik azt a térbeli transzforméciot, amely a kristalyt 6nmagaba transz-
forméalja. Az ilyen térbeli transzformaciok csoportot alkotnak, melyet a kristaly szimmetriacsoportjanak
neveziink (és altalaban G-vel jeldliink).

Egy kristaly szimmetriai megkotéseket adhatnak a kristaly makroszkopikus fizikai tulajdonsagait le-
ir6 tenzorok elemeire. Példaul ha a kristalynak a z koordinatatengely négyfogasu forgastengelye, akkor
a kristaly ,ugyanolyan” az x illetve y iranybol nézve, igy az x illetve y iranyt elektromos vezetSképessége
megegyezik. A végtelennek modellezett kristaly transzlaciés szimmetriai nem adnak kapcsolatot a kii-
16nb6z6 irdnyokban mért mennyiségek kozott, tehat ilyen szempontbél a pontmiveleteket (forgatasok,
tiikrozések) tartalmazo pontcsoportbol kell kiindulni. A fenti példan szemléltetett elv szabatos meg-
fogalmazasat Neumann-elvnek nevezziik. E szerint egy kristaly valamilyen egyensilyi makroszkopikus
fizikai tulajdonsagat leiré tenzor invarians a kristaly pontcsoportjanak valamennyi transzforméaciojara.

A Neumann-elv szerint tehat ha egy kristalynak szimmetriacsoportja G, akkor a kristéilyt jellemzd,
mérhet$ vektor- vagy tenzormennyiségek (példaul magnesezettség, elektromos polarizacio, vezetSképes-
ség tenzor, dielektromos tenzor, stb.) is birni fognak a racs szimmetriajaval. Ez egy v vektormennyiség
esetén az Rv = v, mig egy kétindexes, vektormennyiségeket Osszekdté & tenzormennyiség esetén a
R6 R~ = 6 6sszefiiggést jelenti minden R € G-re.

Ha térben homogén mennyiségeket vizsgalunk, akkor az eltolasokra vonatkozo feltétel trivialisan
teljesiil. Ebben az esetben mar csak azt kell megvizsgalni, hogy a pontcsoport elemeire vonatkozo
Neumann-elv milyen feltételt ad a tenzormennyiségre. Vizsgéljuk példaul a j = 6E egyenlettel definialt &
vezetGképesség-tenzort, ahol j az dramstriiség és E az elektromos tér. Egy R ortogonalis transzformécio
hatasara a j és E vektorok helyvektorként transzformalodnak:

i’ =Rj E' = RE
j=Rj=R6E=R6R 'RE=R6R 'E = 6 =R6R™.
A Neumann-elv azt a megkotést adja, hogy ha R szimmetridja a kristalynak, akkor
=6 =RGR"

A fizikdban vektormennyiségeken, vagy polaris vektorokon (pl.: helyvektor, sebesség, térerGsség, po-
larizacio) kiviil axialis vektorokkal is talalkozhatunk (pl.: méagneses tér, impulzusmomentum, magneses
dipolus), melyek méasképpen transzformélodnak térbeli transzformaciok hatasara. Példaul inverzio ha-
tasara az az axiélis vektorok a polaris vektorokkal szemben nem —1-gyel, hanem +1-gyel szorzédnak.
Azok a tenzormennyiségek is mésképpen transzforméldédnak, melyek nem csak vektormennyiségeket kot-
nek Ossze (pl.: vezetGképesség), hanem példaul egy axialis és egy polaris vektort. A példa feladatokban
az axialis vektorokkal részletesebben is foglalkozunk.

2.3. Példa feladatok Neumann-elv alkalmazasara
2.3.1. Haromfogasu forgatas két dimenziéban

Ha egy kétdimenzioés kristalynak szimmetridja a

Cn — cos%’r —sin%ﬂ _1 -1 =3 0_1_1 -1 V3
3= sin%7r cos%’r T2\ V3 -1 372\ =3 -1

haromfogasu forgatas, akkor a vezetSképesség tenzorra 6 = C36C5 ! teljesil.
Oz owy _ 1 -1 _\/g Ozx U:ry -1 \/g
Oyr Oyy )] 4\ V3 -1 Oyz  Oyy /3 -1
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Oyz  Oyy 4\ ~VB(0pr — Oyy) — 300y + 0yz 304+ 0yy — V3(Tuy + Tya)

( Ozz  Ouxy ) _ 1 < oz + 30y +V3(0uy +0y)  —V3(00z — 0yy) + 0uy — 304s ) (1)

Az (1) egyenlet négy Gsszefliggést jelent a matrixelemek kozott, melyek alapjan
Ogz = Oyy Ozy = — Oy,

vagyis a fiiggetlen elemek szama a vezetSképesség tenzorban 2-re csokken egy haromfogési szimmetriaval
rendelkez6 rendszerben. Megjegyezziik, hogy az (1) képlet négy egyenlete nem fiiggetlen, ezért nem
hatarozzak meg egyértelmten a matrixelemeket.

o Ozx Ozy
g =
_Umy Ozx

Matrixszorzéas helyett tiikkrozéseknél, két-, és négy fogasi forgatasoknal kihasznalhatjuk, hogy a ten-
zorelemek ugy transzformalodnak, mint helyvektorok megfelel6 koordinatainak szorzata. Példaul egy
kétdimenzios rendszerben az y-tengelyre val6 tiikrozés a helyvektorok koordinatait

(v) - ()

szerint transzformalja. Ekkor a vezetSképesség tenzor

( Oxx Ogxy ) N ( Oz —Ogy )
Oyz  Oyy “Oyz  Oyy

szerint transzformalodik. Ha rendszernek szimmetridja ez a tiikrozés, akkor a Neumann-elv alapjan ez
a két matrix egyenls egymassal, vagyis oy, = 05y = 0 és

<0'3:9c O'ary)_(o'mc O)
Oyz  Oyy 0 oy

diagonalis lesz a vezetGképesség. A modszer nem alkalmazhaté harom- vagy hatfogasi forgatasi szim-
metria esetén.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy ha a kristalynak van valamilyen szimmetriaja, akkor az meg-
szoritast adhat egy tenzormennyiség elemei kozott. Megjegyezziik, hogy az inverzids szimmetria egy
kétindexes tenzormennyiség elemei kozott semmilyen Gsszefiiggést nem ad, mert az inverzidt a —I mat-
rix reprezentalja a valds térben (f az egységmatrix), amely barmelyik matrixszal felcserélhets. Ez
barmilyen paros indexszami tenzormennyiség esetén teljesiil, azonban paratlan indexszamu tenzoroknal
méar nem feltétleniil igaz és az inverzio is adhat megszoritast a tenzor elemei kozott.

2.3.2. Tikrozés két dimenzioban

2.3.3. Négyfogasu forgatasi szimmetria harom dimenziéban

Tekintstink egy haromdimenzités kristalyt, melynek szimmetridja a z-tengely koriili 90 fokos forgatas
(C%). Ezen forgatés alatt a helyvektor

z Y
Yy — —x
z z

szerint transzformalodik, a vezetGképesség tenzor pedig

Ogx Ogzy Ogzxz Oyy —Oyzx Oyz Ozx Ozxzy Ogxz
Oye Oyy Oy — —Ozy  Opxx —Ozz | = | Oyz Oyy Oy
Ozx Ozy Ozz Ozy —Ozx Ozz Ozx Ozy Ozz
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szerint. Ezzel a tenzor
Opw Ozy O
—Ogzy Ogzz 0O

0 0 o0,

alakban irhato, vagyis fliggetlen elemeinek szama 3.
Ha a rendszert jellemez egy xz sikra valo tiikrozés is, mely alatt a helyvektorok

x x
Y - -y
z z

szerint transzformélédnak, akkor a Neumann-elv alapjan o, = 0. Ha egy ilyen rendszerre magneses
teret kapcsolunk, akkor ez a tiikrézési szimmetria elveszik és megjelennek a vezetGképességben a nem
diagonalis elemek (Hall-vezetGképesség).

Ha a rendszert még egy y tengely koriili derékszogi forgatés is jellemez, akkor & = ol diagonalis,
s6t az egységmatrix skalarszorosa, vagyis egyetlen fiiggetlen eleme van a tenzornak.

2.3.4. Négyindexes tenzorok szimmetriai (Hooke-tenzor)
Egy anyagban a fesziiltségtenzor (0,3) és a deforméaci6 tenzor (e+5) kozti Gsszefiiggést a Hooke-tenzor
segitségével adhatjuk meg.

0ap = Hapyseys

A kozeg rugalmas energiaja
1
U= isaﬁHaﬁfyég'yé

szerint irhat6. A Hooke-tenzor elemei nem fliggetlenek a Young-tétel és megmaradasi torvények miatt.
Hopys = Hpoys = Hapsy = Hysap (2)

Ez alapjan 21 fiiggetlen eleme lehet a tenzornak. Ha a rendszer izotrop, akkor a fliggetlen matrixelemek
szama 2-re csokken. A tovabbiakban azt szeretnénk meghatérozni, hogy hany fliggetlen eleme van a
Hooke-tenzornak kobos szimmetria esetén. A két- és négyfogasu forgatasok alatt a helyvektorok

x y x —z
Ci Y — —x Cy: Yy — Yy
2z z 2z x
x x x x
Cy Y — z cs y — —y
2z —y 2z —z

szerint transzformalodnak. igy a tenzor elemeire az alabbi Gsszefiiggéseket kapjuk (a szamolasoknal
jelzi, ha hasznaltuk a (2) egyenleteket).
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—
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Hyyyy Hzzz
Hioay —Hypay — Hawas = Haaso = Hapoo = Hooma =0 £ 8
Haayy 21; Hyyoo
Haayy 2: H 2y H _
Howy 5 Hppee o =) @7
Haye Z—> ~Hyg.
Hay C—> “Hayeo Hopyy = Hoog = Hopoy =0 a4 B4~v4a
Hayyer — —Hayzay
cz

Hyyoy —  Hyp
Ty v o Haﬁa[f:Hﬁaﬁa:Haﬁﬁa: aF o

A szimmetria megfontolasok soran lathattuk, hogy a Hooke-tenzornak egy kobos szimmetridju rend-
szerben 3 fiiggetlen eleme lesz: Hq1, Hqio és Hyy. A rugalmas energia ezekkel kifejezve

1
U= 5Hn (2, + &0, +€2,) + Hiz (€antyy + Eaataz + Eyyesz) + 2Hay (€2, + €5, +€5) -
Megjegyezziik, hogy a tiikrozések nem csokkentik tovabb a fliggetlen elemek szamét. Arra is érdemes
felfigyelni, hogy mig a kétindexes tenzoroknak kobos szimmetria esetén is és izotrop rendszerben is csak
egy fiiggetlen eleme van, addig egy négyindexes tenzor esetén mar a két szimmetriacsoport megkiilon-
boztethetd.

2.3.5. Ferroelektromossag és ferromagnesség megjelenésének szimmetria feltételei
Egy haromdimenziés kristaly pontcsoportja

a) az inverzios csoport (csak inverzios szimmetriat tartalmaz),

b) a C, csoport (n-fogasa forgasi szimmetria),

)
)
¢) a Cp, csoport (n-fogasa szimmetria és a forgastengelyt tartalmazo tiikrozések),
d) a C,, csoport (n-fogast szimmetria és a forgastengelyre merdleges tiikrozés),

)

e) a kobos csoport (a szabélyos kocka szimmetriacsoportja).

Mely esetben lehet a kristaly ferroelektromos vagy ferroméagneses (azaz ilyen szimmetriaval rendelkezé
kristalynak lehet-e p elektromos polarizacioja illetve m mégnesezettsége)?

Emlékeztets: Polaris és axialis vektorok.

Fizikdban szamos mennyiség (példaul ers, gyorsulas, sebesség, elektromos térerGsség stb.) térbeli
forgatasokra és tiikrozésekre is Ggy transzformalodik, mint egy vektor. Ezek a vektorialis mennyiségek,
avagy polaris vektorok. Mas mennyiségek (példaul magneses tér, magnesezettség, impulzusmomentum)
viszont, bar forgatasokra ugyanigy transzforméldédnak, mint a polaris vektorok, tiikrézésekre és inver-
ziora éppen ellentétesen viselkednek. Ha tértiikrozést hajtunk végre példdul a B magneses tér iranyara
merGlegesen, akkor az nem véltoztatja meg B iranyat. Mig ha a B-t tartalmazé sikra tiikroziink, B
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13. abra. A p elektromos polarizacié vektor és az m magneses momentum transzformacioja a.) a vektort
tartalmazo sikra, b.) a vektorra merdleges sikra valo tiikrozés hatasara.

m

(x,2), (y.2)

N

(x.y)

)

megfordul. Axialis vektor még példaul egy sik irdnyitas szerinti normalvektora és egy vektormezd ro-
tacioja is. Példaul az A vektorpotencial rotacioja, a V x A = B maéagneses indukcié vektor is axialis
vektor.

A p elektromos polarizacio vektor polaris vektor, mig az m magnesezettség axialis vektor. Ennek
okat segit megérteni, ha p-re tigy gondolunk, hogy azt térben rogzitett elektromos toltések hozzéak 1étre,
mig m-re paranyi gytriikben foly6 koraramok &ltal keltett magneses momentumok Gsszegeként gondo-
lunk (13. abra). Mutasson p és m a z-tengely irdnyaba. Hogyha egy a z-tengelyt tartalmazo sikra
tiikroziink (13a. abra), akkor az &6t létrehozd dipolus, és ezért p is véltozatlan marad. Az m-et kelt§
gytiriiben viszont az aram iranya megfordul, igy m is (—1)-szeresére valtozik. Ha viszont a z-tengelyre
merdlegesen tiikroziink, akkor a dipol, és vele egyiitt p fordul meg, a gytriiben foly6 aram pedig valto-
zatlan marad, igy az m magnesezettség sem valtozik.

Megoldas:
A Neumann-elv szerint egy kristaly makroszkopikus, mérheté mennyiségeinek invariansaknak kell len-
niiik a kristaly szimmetriatranszformécioéira. Ezért példaul ha egy kristdlynak adott forgastengely koriili
forgasi szimmetridja van, p és m parhuzamos kell legyen a forgastengellyel. Hasonloan, mivel p polaris
vektor, m pedig axiélis vektor, ha egy sikra val6 tiikrozés a kristaly pontcsoport-szimmetridja, p-nek
benne kell lennie a sikban, m pedig meréleges kell hogy legyen ré.

Ezek alapjan konnyen vélaszolhatunk a feladat kérdéseire.

a) p = 0. Az inverzios szimmetria viszont nem ad megszoritast a magnesezettségre, ugyanis egy in-

verzid elGallithatd hdrom merdleges tiikorsikra valo tiikkrozés egymaésutéanjaként, ezek pedig Gsszes-
ségében invaridnsan hagyjak az axialis vektorokat.

b) p és m a forgastengely iranyaba mutathat.

d

)

¢) p a forgastengely irdnyaba mutathat, m = 0.
) m a forgastengely iranydba mutathat, p = 0.
)

e) Mivel a k6ébos csoportban tébb kiilonbozd tengely koriili forgasi szimmetria is van, p = m = 0

kell legyen, hiszen p-nek és m-nek egyszerre t6bb kiilénb6zd tengellyel is parhuzamosnak kellene
lennie.

2.3.6. Ferroelektromossag és ferromagnesség kristalyokban

A 14. abran lathato kristalyracsok koziil melyik lehet ferroelektromos illetve ferromégneses?
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a) A rutil (TiO2) kristalyracsa. Ti: fekete atomok, O: z6ld atomok.

b) Gyémantracs: két egymashoz képest 1/4 testatloval eltolt lapcentralt kobos racsbol all. A kiilon-
b6z6 szinek a két alracs szénatomjait jelolik.

Milyen irdnyba mutathat a p elektromos polarizécio és az m magnesezettség?

a.) b.)

14. abra. Kristalyracsok.

Megoldas:

Bar a rutil és a gyémant kristalyracsa bonyolult, a feladatot egyszer megoldani a racsok magas szim-
metridja miatt. A rutil hArom merdleges sikra vett tiikrozési szimmetridval, a gyémant pedig a testatloi
koriili haromfogést szimmetriaval rendelkezik. Ezek a szimmetridk pedig kizarjak mind a ferroelektro-

mossagot, mind a ferroméagnesességet (1d. az el6z8 feldata megoldésat).

2.3.7. KObos racs deformacioja

Tekintsiink egy egyszert kobos kristalyt, amelyet osszenyomunk az [111] Miller indexekkel jellemzett
irdny, vagyis a kocka egyik testatloja mentén. Milyen szimmetriamtveletek alkotjak az igy deformalt
kristaly pontcsoportjat? Héany fliggetlen eleme lesz ekkor a kristalyt jellemzd kétindexes, homogén
(q = 0) tenzormennyiségeknek?

Megoldas:
Az dsszenyomas soran megmarado szimmetridknak invariansan kell hagynia az [111] iranyt, igy a koc-
karacs legtobb szimmetriaja elvész. A kristaly [111] tengelyre merdleges sikban, és az azzal parhuzamos
egyenes mentén megdrzi a szimmetriait. Igy a megmaradt szimmetridk az inverzio, [111] tengely koriili
haromfogasu forgatasi szimmetria (Csy) és harom, az [111] tengelyt tartalmazo sikra vett tiikrozeés.
Korabban belattuk, hogy egy tengely koriili haromfogasu forgatasi és tovabbi tiikrozési szimmetriak
esetén a kétindexes homogén tenzorok a tengelyt tartalmazé koordinatabazisban diagonéalisak lesznek,
Osszesen két fliggetlen elemmel. Ezért ha egy O ortogonalis transzformécioval attériink egy az [111]
iranyt tartalmazoé bazisra, akkor egy tetszéleges S két indexes homogén tenzor a kovetkezd alaki lesz

Sprer 0 0
S =0"so=| 0 Sy, 0
0 0 Syy

O-t megvalaszthatjuk a kovetkezéféleképpen

1 1 1
V3 V2 V6
o= |L L L
A G
n V%



Visszatérve az eredeti koordindtarendszerre, és bevezetve az S; =
valtozokat, megkapjuk a kétindexes tenzorokra vonatkozé képletet,

SI/Z/—FZS It SZ/I/—S 10
3 Yy és SQ — vy

S1 Sy S
S=080"T=|5, S S
Sy Sy Sy

2.4. HAazi feladatok

2. hazi feladat
Tekintsiink egy tetragondlis racsot, ahol a; Las lag és |a;| = |ag| # |as|. A racs bazisa legyen egyato-
mos. A Neumann-elv segitségével és a kristaly szimmetridinak ismeretében hatarozzuk meg, hogy hany
fliggetlen eleme van a vezetGképesség tenzornak!
3. hazi feladat

Az abran egy egyatomos bazisu kristaly Laue szorasi képét latjuk. Ezen kivil tudjuk, hogy van még
két mergleges irany, melybdl felvéve a szorasi kép ezzel megegyezik. Ezen szimmetridk alapjan add meg
milyen racsrol van szo! Sorold fol a kristaly Osszes térbeli szimmetriajat! A Neumann-elv segitségével
mutasd meg, hogy a dielektromos tenzor az egységtenzor skalarszorosa!

15. 4bra. Laue szoérasi kép

4. hazi feladat
Soroljuk be a 10 kétdimenzios pontcsoportot az 5 kristalyosztélybal
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3. Rugalmas szoéras kisérletek

Kristalyos anyagok szerkezetének vizsgalatara gyakran szoraskisérleteket hasznalunk, ahol az anyagra
érkez6 hullam vagy részecskenyalab eltériilése miatt felléps térbeli mintazatot, az tn. szoréasi képet
elemezziik. Rugalmas szoraskisérletek szorasi amplitidojat, azaz a bejovéhoz képest Ak hullamszammal
eltériilt hullam amplitadojat

A(Ak) = Z (/ av pa(r)emk”> oiAKTq iAKR,

szerint irhatjuk fel, ahol R, a réacshelyeket jeloli, 7, pedig az egy elemi cellaban megtalalhaté ato-
mok cellan beliili helyzetét meghatarozé helyvektor. Attol fliggéen, hogy milyen részecskék szoérodasat
tekintjiik, mast kell irni p, helyébe. Rontgenszoras esetén példaul p, az a atomon az elektronok toltés-
stirtisége. Az atomi szorasi tényezst

falAK) = / AV po (r)eidkr
szerint definidljuk. Ez az egyediilallé a tipusi atomok szoraséat jellemzi. Hasonléan az

= fa(Ak)e' KT

szerkezeti tényez6 (struktura faktor) egy egész elemi cella szorasat jellemzi. A racsdsszeget

o(Ak) = Z e'AkRn

szerint definidljuk, igy a szérasi amplitado
A(Ak) = o(Ak)S(Ak)

alakban frhato. A Ak-val szér6do részecskenyalab intenzitasa I(Ak) = |A(Ak)|%.

3.1. RAcsoOsszeg

Egy véges méret mintaban az R,, = nia; + noas +nzagz racsvektorokra ny € {—Ny, =Ny +1,..., Ny},
ny € {—No,—Ny +1,...,Nao} és n3g € {—N3,—N3 + 1,...,N3}. Az Osszes racshelyek szama N =
(2N7 + 1)(2N2 + 1)(2N3 + 1). A Ak = Ak1by + Aksby + Aksbs hullamszamvektornal a racsosszeg
értéke N N

1 2

1 1 1 1 3
Ak 27712] 1 Akjng
NN = R TN, TN T, ZNZN

N; 3 —2mink; N; 2Ni

] e?ﬂiAkjnj — e e?‘n’zAk n
S S )] +1 N, +1 2

n;=—N; j=1

lesz, ahol az Gsszegzésben val6jaban egy mértani sordsszeg szerepel, vagyis

i (Ak) = ﬁ e—2miAk;N; | _ o2milk; (2N;+1) ﬁ sin (mAk;j(2N; + 1))
N’ = ANEAVES B R (2N; 1) sm(wAk)

Termodinamikai hataresetben, azaz N; — oo esetben

sin (mAk;(2N; + 1)) 1 ha Ak; €Z
4)
(2N + 1) sin (mAk;) 0 egyébként
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Az, hogy Ak; egész szam, éppen azt jelenti, hogy Ak egy reciprokracs-vektor, vagyis
o(Ak) = N> dara
G

a racsosszeg alakja termodinamikai hataresetben. Lathato, hogy a récstsszeg ebben a formaban nagyon
erss megszoritast ad azokra a Ak hullamszamokra, mellyel a szorodo részecske eltériilhet. A szorasi
képben ez alapjan csak az tn. Bragg-csticsok jelenhetnek meg a reciprokracs-vektoroknak megfeleld
pontokban. Més irdnyokban nem lehet szért intenzitas, mert a kiilonb6z6 racshelyeken szordédéd hullamok
destruktivan interferalnak.

3.2. Atomi szérasi tényezd

Tekintsiink egy gémbszimmetrikus eloszlast p(r) = p(r) toltésstriiséget. Az atomi szorasi tényezs ekkor

[e%s} T 27
f(Ak) = / dV p(r)ettkr = / drr? / dd sin¥ / dop p(r)eiAhreos? —
0 0 0

[eS) 1 oo
= 27r/ d7"7"2p(7")/ dz e'Ahre — 4—7T/ drrp(r)sin (Akr)
0 Ak Jo

-1

alakban irhat6. Ahhoz, hogy tovabb tudjunk szdmolni, tudnunk kellene p(r) pontos alakjat.

3.2.1. Atomi szoérasi tényezs 1s palyak esetén

Az 1s palya hullamfiiggvénye

alapjan a toltésstirtiség

ahol ¢ az elektron toltése és ag a Bohr-sugar. Az atomi szorési tényezs

F(Ak) = . t/‘ drre” s sin(Akr) = o /ﬁ dyyeyshl(Aéfo).
0 0

© Akad Akag
Ismert az
/00 dzx e " sin(bx) = 2
0 (1+06)?
Osszefiiggés, gy
flak) = ——2L

Akap 2
[1+ (25e)%]
adodik, melyet a 16. abran abrazoltunk.
Az atomi szorasi tényezs csak a |Ak| < 2ag' hullamszamokra enged meg konstruktiv interferenciat a
szorasi képben. A nagyobb abszolit értéki szoérasvektorokhoz tartozé Bragg-cstucsok intenzitésat az
atomi szorési tényezé elnyomja.
3.3. Szerkezeti tényezd

Ha egy kristaly elemi cellaja tobb atomot tartalmaz, akkor a teljes elemi cellat az

S(AK) = ¥ fu(AK)eiiTe
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— — akag
-3 -2 -1 1 2

16. abra. Az atomi szorési tényezd a hullamszam fiiggvényében.

struktira faktor jellemzi, ahol f, az « tipusi atom atomi szorasi tényezGje. Vegylik észre, hogy a
szerkezeti tényez6 fenti alakja, miszerint az az atomi szorési tényezsk fazishelyes Osszege, csupan ko-
zelités. A kristalyban ugyanis az egyes atomok kotéseket létesitenek, igy a kristalyban a toltésstirtiség
térbeli mintazata nem pusztan a fliggetlen atomok toltésstirtiségének Gsszege. A korabbiakban lattuk,
hogy a racsosszeg miatt csak a reciprokracs-vektoroknal lehet erésités az interferencia képben, vagyis ha
Ak = G, ahol G reciprokracs-vektor. Kideriil azonban, hogy tébbatomos elemi cella esetén a struktura
faktor modulalja a szoérasi képet, s6t, az is el6fordulhat, hogy valamely reciprokracs-vektornal kioltéast
eredményez.

3.3.1. Szerkezeti tényezd grafénracsban

A grafént kétdimenzios hatszograccsal modellezhetjitk (méhsejtracs). Ennek a racsnak az elemi
celldja két atomot tartalmaz, melyek helyzetét a cellaban a
a; +as

3

vektorok jellemzik. A két atom atomi szorasi tényezGje atomnak azonos, mert mindketté ugyanolyan
szén atom. Igy a szerkezeti tényezé

TA=0 T =

$(Gue) = f (1+e57)

szerint modulalja a szorasi képet. Kioltast, vagyis ahol S(Gpy) zérus lenne, semmilyen h, k szampérra
nem talédlhatunk.

A bor-nitrid kristalyszerkezete a grafénével azonos azzal a kiilonbséggel, hogy az A tipusu atomok
helyén bor, a B tipusiiak helyén nitrogén atomok helyezkednek el. A kiilonb6z6 atomok szorasi tényezGje

is eltérs. A szerkezeti tényezd
h+k

S(Gur) = fa+ fee’™ 5 . (3)

Igy az egyes cstcsok intenzitasai
1S(Gi)? {(fA+fB)2, ha h + k oszthato 3-mal,
nk)|” =

A+ f} — fafp egyébként.

Kioltés tehat akkor lehetséges, ha f4 = —fp teljesiil az atomi szorasi tényez6kre. Ebben az esetben
azoknal a reciprokracs-vektoroknal talalnank kioltést, melyekre h + k oszthatd 3-mal.

(4)
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3.4. Porminta szdrasi képe
Egy racsban a kristalysikok tavolséga
27
|G|
szerint irhatd, ahol h, k,l a siksereg Miller-indexei és G = hb; + kbs + [bs a sikok normaliséaval parhu-

zamos legrovidebb reciprokracs-vektor. Szorasi kisérletben a Bragg-feltétel alapjan akkor van er@sités,
ha

dni =

A2 A2
= ——|Gp)?
4d%kl 1672

teljesiil a szorodo részecskék utjanak 219 szoggel torténd torésével. Megjegyezziik, hogy a kovetkezs
szamolasok csak pormintan végzett kisérletek esetén adnak hasznos eredményt. Ekkor ugyanis az elren-
dezés a bees6 nyalab koriil folytonos forgasszimmetriaval bir és a szorasi kép koncentrikus kérokbdél all
(Bragg cstcsok helyett). Ezen koroket egyértelmiien jellemzi a 9 szog.

A kovetkezd néhany példa alapjan azt vizsgaljuk meg, hogy adott kristalyszerkezet esetén milyen
szekvencia szerint kévethetik egymast ezek a korok.

sin? 9 =

3.4.1. Ko6bos racs szorasi képe

Egy a racsallandoju kébos racsban

2
|Gt = /12 + K2+ 12
a
a reciprokracs-vektorok hossza, vagyis erdsités a szorasi kisérletben csak olyan szdgeknél van, melyre
A2 A2
c 2 g 2 7.2 472\ _

teljesiil. Ha h, k,[ egész szamokon fut végig, akkor N csak a kévetkezd értékek valamelyikét veheti fel.

N=0 12 3 4 5 6 e 8 9 10 11 12 13 14 e 16

3.4.2. Lapcentralt kébos racs szorasi képe
Egy lapcentralt kobos racsban az elemi reciprokracs-vektorok

_27T

= 1 1 -1
b; a( )
27
b,=—(1 -1 1
2 a( )
2
o111
b a( )

szerint irhatok, melyekkel egy tetszsleges reciprokracs-vektor

2
Gt = hby +kby +1bg = —(h+k—1, h—k+1, —h+k+1)
a

4 2
(Grial* = = [3 (k2 + k2 + 12) = 2 (bl + ki + IB)
lesz. A szorasi képben erdGsitések lesznek, ha

)\2 )\2
.2 2 2, 72
teljesiil. TetszGleges szamhérmasok esetén az alabbi IV értékek addédnak.

N=0 e e 3 4 e o e &8 e e 11 12

24



17. abra. Kétdimenzios haromszogracs elemi racsvektorai. A racsallandoé a.

3.4.3. Kétdimenzioés haromszoégracs

Egy kétdimenzios haromszogracsban (17. abra) az elemi racsvektorok alapjan

a 1 -1 2w V3 o1
A=— = B=—
2 ( NERRVE] ) V3a ( -3 1 )
és egy tetszdleges reciprokracs-vektor hossza

47
Ghr| = —=—Vh2 + k2 — hi.
|G| V3a

A szorasi képben olyan ¢ szogeknél lesz erdsités, melyekre

.9 Ao e A2
Sin 19:3?(]1 +k —hk):?)?N,

ahol N lehetséges értékei

N=0 1 e 3 4 e e 7 e 9 e e 12

3.5. Példa feladatok rugalmas szoéraskisérletekre
3.5.1. Réz-oxid sik szoérasi képe

Tekintstk az alabbi abran lathatéo CuOs sikot!

18. abra. Réz-oxid sik.

a) Az atomokat rg sugart, o1 > 0 illetve oo < 0 feliileti toltésti gombhéjjal modellezziik. Adjuk meg
a kétféle atom atomi szorési tényezGjét.

b) Hatéarozzuk meg az elemi cellat és a reciprok racsot!

¢) Szamoljuk ki az elemi cellat jellemzd szerkezeti tényezst!
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d) Milyen Ak szérasvektorokra kapunk intenzitas-maximumokat és minimumokat?

e) Mekkora az atomi szérasi tényezd, ha az atomokat rq sugart p(r) = r/(7rd) toltésstrtiségt gom-
boknek tekintjik?

Megoldas:
a) Az atomi szorasi tényez6 definicidja alapjan

£(8K) = [ dvekp),

ahol p(r) = 016(r —rg). Ezzel
47T01T0

Ak
a o feliileti toltésstirtségii atomok atomi szorasi tényezGje. Az oo esetben csak annyi a kiilonbség, hogy
a formulaban o1-t kicseréljiik oo-re. Jol lathato, hogy az atomi szorasi tényezd nagy hullaimszamokra
elttinik.

b) Az elemi cella harom atomot tartalmaz és az elemi racsvektorok

wea(3) wma(?)

ahol a két szomszédos Cu atom téavolsagat jeloli. Az elemi reciprokracs-vektorok igy

21 1 27 0
blw(o) ‘“Q—a(l)'

¢) A szerkezeti tényezd az elemi cellat jellemzi. Egy cellan beliil az atomok helyzetét a

f(Ak) = sin Akrg

aj a

T1=0 T = Toy = &

2

vektorok hatarozzadk meg.

S(Ak) = Z eART £ (Ak) = % sin(Akro) [01 + 09 (emkal/Q + emk‘”/Qﬂ

A réacsosszeg miatt csak a Bragg-csicsok jelennek meg, vagyis csak ott jelentkezik szoras, ahol Ak egy
reciprokracs-vektor.
Ak = hby + kb,

2 2 ) .
S(h.k) = 22 sin (\/hz TR ”) [0 + 0a(e™™ + %)) o 0 + 0a((=1) + (—1)F)

h? +k
d) Az intenzitas aranyos a szerkezeti tényezs abszolutérték négyzetével.
I(h, k) < |S(h, k)|? x 62 4+ 20109(—1)" (1 4+ (=1)"F) + 202(1 + (—1)"*F)
Ha h + k paros, akkor
I(h,k) o< 02 4 o0 (—1)" + 402,

Ha h + k paratlan, akkor
I(h, k) x o2.

Intenzitas maximumot akkor kapunk, ha A is és k is paros. Intenzitas minimumot pedig akkor kapunk,
ha h is és k is paratlan, amennyiben |o2| < o7. Ellenkezs esetben a (paros; paratlan) Bragg-csicsok
lesznek a leghalvanyabbak.

e) Ha az ro sugara atom sirtiség eloszlasa

p(r) = Tﬁ)*
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alakban irhato, akkor az atomi szorasi tényez6 szamolésakor érdemes attérni gémbi koordinatakra.

0 ™ To
_ 3 iAkr _ iAkrcosd T2 _ 4 2 o _
f(Ak) = /d rp(r)e = 27T/0 /0 e wrf‘jr sin fdrdé Akzré/o drr® sin(Akr)

-4 —872 /TO dr sin(Akr)
C Akrg \ OAR? 0

Az integralast és a kétszeres derivalast elvégezve kapjuk az alabbi eredményt.

) = g |

cos(Akrg) n 2sin(Akro) n 2(cos(Akrg) — 1)
Ak’l‘o (AkTQ)Q (A]{ﬂ“o)3

3.5.2. Gyémant és GaAs szerkezeti tényezéje

Tekintsiik a gyémant szerkezetét. A gyéméant kristalyracsa fec (lapcentralt kobos). Az elemi cella két
atomot tartalmaz, melyek koziil az egyik az origbban, a masik az a racsalland6ji kobos cella testatlojat

negyedel§ pontban van. (Lasd 19. abra)
a) Rajzold le vazlatosan a gyémant szerkezetet, add meg az elemi cellat és a bazist!

b) Szamitsd ki az fcc szerkezet reciprok racsanak bazisvektorait!

c) Hatarozd meg a gyémant szerkezeti tényezojét! Abrazold a reciprok racson a megfeleld intenzitas

értékeket!

d) A GaAs a gyéméanttal azonos racsot alkot, de az elemi cella két atomja koziil az egyik Ga, a masik
As, melyek poziciéi megegyeznek a gyémant elemi cellajaban talalhato két szénatom poziciojaval,
de a Ga és As atomi szorési tényezdGje kiilonbozs. Hogyan modosul a réntgen szorasi kép GaAs-et

vizsgalva a gyémanthoz képest?

Megoldas:
a)-b)

19. abra. Gyémantracs.

Az elemi cella két atomot tartalmaz. Ezek elhelyezkedését a

a; +az + as

T1 = O To = 4
vektorok hatarozzédk meg,
ahol az elemi racsvektorok az aldbbiak szerint irhatok fel.
a 1 a 1 a 0
a; = 5 1 as = 5 O asg — 5 1
0 1 1
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Az elemi reciprokracs-vektorok pedig

2

blZ;(l 1 —1)
2T
2T

bgiz(—l 1 1).

¢) Az atomi szorasi tényez6 hullamszam fiiggésével most nem foglalkozunk. A szerkezeti tényezo
S(Ak) = f (14 /2= )

A racsosszeg miatt csak Ak = G = hb; + kbs + [bg esetben torténhet szorodas. Itt by, by és bs az

elemi reciprokracs-vektorok. ,
S(hyk,1) = f(1 4 e F0HEHD)

Tehat a szerkezeti tényez6 miatt kioltast talalunk azoknél a reciprokracs-vektoroknal, melyekre h 4k +1
paros, de (h + k +1)/2 paratlan.

d) GaAs esetén az atomi szorasi tényez6k nem egyeznek meg, ezért nem lesz kioltas a szerkezeti tényezs
miatt.

3.5.3. Kétdimenziés haromszogracs szorasi képe

Tekintslink egy kristalyt egyatomos bézissal, melyben az atomok az egyik kristalytani tengelyre merd-
leges sikokban a racsalland6ja haromszog racsot alkotnak a 20. abran lathaté moédon és ezek a sikok a
tengely iranyaban eltoltan v/3 /2 - a tavolsadgonként ismétlGdnek.

Ebbdl a kristalybol pormintat készitiink és monokromatikus réntgennyalabbal rugalmas szoréasi kisérletet
végziink.

a) A racs elemi racsvektorainak ismeretében add meg, milyen 0 szorasi szogeknél kapunk véges szort
intenzitast a Bragg feltétel alapjan?

b) Abban az esetben, ha a kristaly (ezen beliil az &t alkoté haromszog racsok) bazisa tobb ato-
mossa valik az alabbi dbranak megfelel§6 médon, add meg a rontgen szoras szerkezeti tényezéjének
reciprokracs-vektoroknal felvett értékét! Az fa és fp atomi szorasi tényez6k mely aranya esetén
és mely reciprokracs-vektoroknal lesz a szerkezeti tényezo miatt kioltas?

20. abra. Haromszogrécs egy- és tobbatomos bazissal.

c) Mely 0 szorasi szogeknél tiinik el a szort intenzitas a szerkezeti tényezd miatt?
Megoldas:
a) A Bragg-feltétel alapjan olyan szogeknél van intenzitds maximum, melyekre
2

Tz Gl

sin? 6 =
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Az elemi racsvektorok az alabbi modon irhatok fel.

1 1
2 —3 0
a;=a @ ay=a @ az=a 0
0 0 ¥3
A reciprokrécs-vektorokra
thl = hbl + kbg + lbg
N LY L
1= 73 2= /3 3= b
0 0 /3
Igy a Bragg-feltétel:
/\2
.2 2 2, 12
sin“ 0 = — (h” — hk + k* + 1
sin 302 ( + k7 + )
Itt h, k és | tetsz6leges egész szamok.
b) Az elemi cellaban az atomok helyét a
-0 _ & _ A _ar—ap
T = 7',41—2 ’7',42—2 TA3 = B

vektorok hatarozzak meg.

@ a

21. dbra. Elemi cella atomjai.

A szerkezeti tényez6 egy reciprokracs-vektornal az alabbi médon irhato fel.

G 3fa+ fp hahisés k is paros
S(hok,1) =D fre'ST = fa [(=1)" + (=1)* + (=1)"*] + f5 = { fat fa egyébként

Lathato, hogy fa = fp esetén csak azoknal a reciprokracs-vektoroknal nincs kioltas, ahol h is és k is
paros. Ha fp = —3f4, akkor pedig éppen ezeknél a reciprokréacs-vektoroknal van csak kioltas. Ha f4 és
fB kozott ezektdl kiilonbozo relacio all fenn, akkor mindegyik reciprokracs-vektornak megfelel szognél
talalunk szoérodast.

¢) A Bragg-feltétel alapjan a sin? 0 = % (h? — hk 4+ k* 4+ 1%) = %N szogeknél van szoras.

N=0 12 3 4 5 e 7 8 9 10 11 12 13 14 e 16

Ha fa = fB, akkor csak azoknal a reciprokracs-vektoroknal lehet szorddés, melyre h is és k is pa-
ros. Ebben az esetben mér csak az alabbi N-k altal meghatarozott szog alatt taldlunk konstruktiv
interferenciat.

N=0 1 o e 4 5 e e 8 9 e e 12 13 e e 16
Az fp = —3f4 esetben csak akkor van szort intenzitéas, ha h vagy k paratlan.

N=e 1 2 3 4 5 e 7 8 9 10 11 12 13 14 e 16
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22. dbra. Kristalyracs, az elemi cella és az elemi racsvektorok az altalanos esetben.

3.5.4. Racstorzulas jele szoraskisérletekben

A 22. abran lathato kétdimenzios kristalyracs kétféle atombol épiil fel és v egy tetszGleges, 0 és 1 kozé
es6 valos paraméter.

a) Hatarozd meg a kristaly bazisat! Hany atomot tartalmaz az elemi cella? Ird fel a racs elemi
racsvektorait!

b) Hatéarozd meg a reciprokracsot!

c) A kékkel jelolt atomok szorasi tényezgjét jeloljiik fi-gyel, a pirosakét fo-vell Szamold ki a szerkezeti
tényezot!

d) Mi torténik, ha v = 1/27 Hol lesznek a megengedett és a tiltott reflexiok a reciprok térben?

Megoldas:
a) Tetszbleges v # 1/2 esetén az elemi cella a 22. abran vilagoskékkel jelolt teriilet, amelyhez két kék és
két piros atom tartozik. Az elemi réacsvektorok:

a 0
w ) =)
27 (1 2w (0
"l—a(o>’ "z—b@'

S(Ak) =) fa(AK)e™T = fy (emk%l + e*iyﬁkaz) + fo (1 + emk(%%2)) 7

b) Az elemi reciprokracs vektorok:
c) A szerkezeti tényezd:

ahol 7, a szomszédos atomokon fut végig. A racsosszeg miatt csak akkor kapunk szorasi csicsot, ha
Ak reciprokracsvektor, azaz Ak = nb; + mbsy. Ekkor

S(Ak) — fl (einﬂ' + efiml/27r) + f2 (1 + ei(n72um)7r> )

d) Vegylik most a v = 1/2 esetet. Ekkor megvaltozik az elemi cella, és a racs lapcentralt négyzetes
raccsa valik - tehat voltaképpen egy, az eredetinél kisebb elemi cellaji ferdeszogi raccsa. A magasabb
szimmetria miatt bizonyos reflexiok tiltotta valnak,

Syey (AK) = (fre™™ 4 ) (14 eltmm)
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vagyis ha n + m péaratlan, akkor a Bragg-csics teljesen elttinik. Ez annak a kdvetkezménye, hogy a
v =1/2 esetben a racs szimmetridja magasabb.

3.5.5. Szerkezeti tényezd kébos kristalyban

Tekintsiik a 23. abran lathaté haromdimenzios tércentralt kobos racs racspontjain talalhato atomokat,
amelyeket homogén toltést, ro sugard géombokkel modelleziink oly moédon, hogy a kockak csiicsain
elhelyezked6 atomok —2¢q, a kockik kozéppontjaban elhelyezkedSk pedig —q toltéssel rendelkeznek.

a) Szamitsd ki a kétféle atom atomi szorasi tényezGjét!

b) Hatéarozd meg az elemi cellat és a reciprok racsot!
¢) Szamold ki az elemi cellat jellemzs szerkezeti tényezét!
)

Milyen Ak szérasvektorra kapunk intenzitds-maximumokat, illetve -minimumokat? Milyen feliile-
teket hataroznak meg ezek a pontok a szoérasvektorok terében?

23. abra

Megoldas:
a) Az atomi szorési tényez6 a —q toltési atomokra

. T 27 0 )
A1) = [ ey —po [0 [ do [ drs?sing s -
0 0 0

To 2 . ] T 2 70
:po/o dr ﬁr {em’”c%(ﬁ}o = po ﬁ%/o drr sin(Akr),

ahol

"
o(r) = PO = Ty ha |r| < ro,
0, ha |r| > rg

az atomok toltéssirisége. Attérve az x = Akr valtozora

Ak‘To
f1(Ak) :47T(Ap]:)3 /0 dzz sin(z) = 4n (Ap2)3 (sin(Akrg) — cos(Akrg) Akrg) =

cos(Akrg) Akrg — sin(Akrg)
(Akrg)3 ’

A —2¢ to6ltést atomok atomi szorési tényezdje pedig fo(Ak) = 2f1(Ak).
b) Az elemi cella egy kék és egy piros atomot tartalmaz, és a kristalyracs kobos racs. Az elemi racsvek-
torok

a 0 0
ai=1(0], az=1al], as=1{0],
0 0 a



a reciprokracs elemi racsvektorai pedig

1 0 0

2 2 2
blzi 0], bQ:I 1], bgii 0
“\o “\o “\1

c) A szerkezeti tényezd

S(Ak) _ Z fQ(Ak)eikTQ _ fl + fzeiAk(al-|-a2+ag)/27

Ta

ahol 7, a szomszédos racspontok helyvektorain fut végig. Legyen Ak = n1by + nobs + n3bs, igy
S(AK) = fi (1 +2eimmrarna))

tehat ha ny + no + ng paros, erésitést, ha paratlan, akkor gyengitést kapunk.

d) A 24. abran a reciprok racs lathato. A pirossal jelolt racspontoknak megfelels Ak-kra kapunk erdsi-
tést, a sziirkével jeloltekre gyengitést. Lathato, hogy az erdsitések pontjai kristalysikokba rendezddnek.
Ezek a sikok az (a; + as + a3) valos térbeli vektorra merdlegesek. Minden mésodik ilyen reciprokracs
sikban kapunk erdsitést, a tobbiben gyengitést.

Lamd
famza
1

24. abra. Az erdsitések és kioltadsok reciprokracs térben.

3.5.6. Osszetett bazisu kristaly szerkezeti tényezdje

Tekintsiink egy haromdimenzids egyszert kobos racsot a racsallandéval. A kristaly a 25. dbran lathato,
egymaéshoz csucsaikkal érintkez6 oktaéderekbdl épiil fel. Az oktaéder cstucsaiban 1évs atomok szorasi té-
nyezGje — f, mig a kdzéppontban 1évéké —3f. Az oktaéder szemkozti csticsainak tavolsiga a racsallando,
a.

a) Hatarozd meg az elemi racsot, és add meg az elemi racsvektorokat!

b

Szamold ki az elemi cellat jellemzd szerkezeti tényezét!
¢) Rajzold fel a szerkezeti tényez6 hullamszam fliggését a k-térbeli (1,1,1) irdnyban!

)
)
)
d)

Milyen Ak reciprokracs-vektorokra eredményez a szerkezeti tényezé kioltast az intenzitasban?

Megoldas:
a) Az elemi cella legyen a 25. abran lathato kocka, az origd pedig a kocka (és az oktaéder) kozéppontja.

Az elemi racsvektorok
0

0
) az = al, ag = 0
0 a

a; =

o o
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25. 4bra. K6bos racs oktaéder alakban elhelyezkedd atomokkal.

Az elemi cellahoz 4 atom tartozik. Ezek helyvektorai 0, &, &2, és &, amennyiben az origot az oktaéder

kozepén elhelyezked6 atomhoz rogzitjiik. A reciprok racs kobos, elemi racsvektorai:

1 0 0

2 2 2
by=—10], bo="[1], by="10
“\o @ \o “\1

b) A szerkezeti tényezst az elemi celldhoz tartozo 4 atom szorasi tényezgjébdsl kapjuk.
S(AKk) = —3f — f (ez’Akal/2 4 giAkaz/2 eiAka3/2> .

Hogyha Ak = niby + nabs + n3bg, akkor

cos(nym) + cos(nam) + cos(nsm)

S(Ak) = —3f (1+ 5 )

c) Ha Ak || (1,1,1), akkor Ak = n (by + by + bs)-ként irhato, és a szerkezeti tényezd
S(Ak) = 3f (1 + cos(nm))

alakban irhato. Tehat, ahogy az a 26. abran lathato, paratlan n-ekre kioltast (iires korok), parosokra

S(Ak)T
6f (0] @ Q@ @
0-p—F—p—F—P—F—P— B>
(|) 1 2 3 4 5 6 7T 8 n
26. abra

pedig erésitést kapunk (teli korok).
d) Ahhoz, hogy S(Ak)-ban kioltast talaljunk, cos(nim)+cos(nam)+cos(nsm) = —3 kell, tehat mindegyik
cos-nak a minimalis értéket kell felvennie. Ez csak akkor lehetséges, hogyha n1, ng és ng is paratlan.

3.5.7. Perovszkit kristalyszerkezet

Vizsgaljuk meg a perovszkit szerkezett kristaly (ABOg, 7. abra) szorési tulajdonsagait!
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a) Hatarozd meg az elemi racsot, és add meg az elemi racsvektorokat!
b) Szamold ki az elemi cellat jellemz6 szerkezeti tényezst!
¢) Okoz-e a szerkezeti tényezd kioltast az intenzitasban valamelyik csicsnal, ha fa = fg?

Megoldas:
A perovszkit szerkezet kristalyracsa egy kobos racs. Az elemi cella 5 atomot tartalmaz, melyek helyzetét
az elemi celldn beliil az alabbi vektorok adjak meg.

a; +az +as a; + az a; + as as + as

TA=0 TB= 5 To1= " To2= "5 Tos =~

Ezek alapjan a szerkezeti tényezé
S(thl) _ fA + fB(*l)h+k+l + fO ((71)h+k + (71)k+l + (71)h+l)'

Ha fa = fp, akkor a szerkezeti tényezd els6 két tagja kiejti egymést, amennyiben h + k 4 [ paratlan.
Az utolso tag, amely az oxigén atomokon torténd szorodast irja le, azonban nem tinik el, akidrmilyen
értéket vesznek is fel h, k és (.

3.5.8. Tércentralt kobos racs szérasi képe

A kéalium (K) tércentralt kobos racsban kristalyosodik. A kobos cella oldaléle a = 0, 52 nm.

a) A K atom elektroneloszlasat modellezziik egy homogén toltéseloszlasi, rg = 0.46 nm sugard, ¢
toltésti gbmbbel. Szamitsd ki az atom rontgenszorasi alaktényezgjét!

b) A kristalyon szoraskisérletet végziink A = 0, 1 nm hullamhossza rontgensugarakkal. Hatérozd meg
a kobos cella [111], [200] és [211] reflexioihoz tartozd sinf értékét, ahol 20 a bejové és a szort
rontgensugarak altal bezart szog! Az elemi racsvektorokat a 27. dbranak megfelelgen vedd fel.

¢) Mekkora az [111] és [200] iranyokhoz tartozo szorasi intenzitasok aranya?

27. abra. Tércentralt kobos racs elemi racsvektorai.

Megoldas:
a) Az atomi szorasi tényez6t ugyanugy kell kiszamolni, mint a 3.5.5 feladatnal.

sin(Akrg) — cos(Akrg) Akrg

f(Ak) =3q Bkro)?

b) A 28. abra szerint

Ak Ak 2
- = |—2| = |kin|sind = Tﬂ-sine,
azaz
. VAV 7
sinf = ——.
47

34



k(nll \‘(
2

28. abra

Igy csak Ak-t kell meghataroznunk a harom kivant esetben. Az elemi racsvektorok a 27. abra szerint

a 0 a 1
ai=1[(0], aa=|a ,a3:§ 1],
0 0

amelyekbdl kiszamolhatjuk a reciprokracs elemi racsvektorait:

1 0 0

2 2

bi=—"(0], bo="2( 1], bs="210
@ \-1 @ \-1 @ \2

Szamoljuk ki a harom kivant esetben sin 6 értékét!

1
2 2
[111]: Ak=|b; +by+bs|=[[1]|="vV2 — sinf~0,136,
a a
0

1
4 4
200]: Ak=2]bi|=—|[ 0 ||="V2 — sing~0,27,
a 1 a
2w 2 2w
[211]: Ak =[2b; +by+bs|="—|| 1 ||==V6 — sinf ~0,23.
a a
~1
Most szamoljuk ki, h kk ket szords | LAEEIUD* 1 ate intenvitésal Behelyettesit
¢) Most szamoljuk ki, hogy mekkora a két szoras F(ak=[z00)| relativ intenzitasal Behelyettesitve az

f(Ak)-ra az a) részben kapott értékeket kapjuk, hogy

F(Ak = [111))
'f(Ak = [200)

2
=7,6-107%,

vagyis az [111] esetben kapott intenzitas elhanyagolhatéan halvany a szorasi képen a [200]-hoz tartozo
cstcs mellett.

3.6. Hazi feladatok

5. hazi feladat
Tekintsiik azt a lapcentralt kobos racsot, melynek minden racspontjaban egy Cgo (fullerén) molekula
helyezkedik el.

a) Szamitsd ki a Cgp molekula atomi szorasi tényezojét (f(Ak)), feltételezve, hogy a fullerén teljesen
gbmb alaku és az elektronok a fullerén labda feliiletén egyenletes toltéssiiriiséggel helyezkednek el.
(Minden szénatomnak 6 elektronja van, a fullerén labda sugara 0,35 nm.)

b) Hatarozd meg a reciprok racsot! Becsiild meg, hogy hany Bragg-cstcsot lathatunk a szorasi képen,
ha figyelembe vessziik az atomi szorési tényez6t is és a racsallandé 1,4 nm?
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6. hazi feladat
Tekintsd az dbran lathato kagome-réacsot. Mi a Bravais racs és hany atombol all a bazis? Szdmold ki a
rugalmas rontgenszoras szerkezeti tényezojét, ha az atomi szorasi tényezo f. Okoz-e a szerkezeti tényezo
kioltast, azaz tiltott reflexiot valamely reciprokréacs-vektor esetén!

29. abra. Kagome-racs

7. hazi feladat
Az A tipusi atomokbol allo négyzetracs esetén a négyzetek kézéppontjaba helyezziink B tipust atomo-
kat. (Ekkor az A és B atomok kiilon-kiilon egymashoz képest eltolt négyzetracsot alkotnak. A = B
esetén centralt négyzetracshoz jutunk.) Hany atombol all a béazis? Szamold ki a rugalmas rontgenszoras
szerkezeti tényezojét, ha az atomi szorasi tényezo a kétféle atomra f4 és fp. Hatarozd meg, hogy milyen
fa/fp ardnynal okoz a szerkezeti tényezo kioltast, azaz tiltott reflexiot valamely reciprokracs-vektor ese-
tén! Mi ennek a magyarazata?

8. hazi feladat
A CuOs sik olyan szerkezet, ahol a Cu atomok egyszerii négyzetracsot alkotnak és az O atomok a
szomszédos Cu atomokat Osszekoto szakaszok felezopontjaban talalhatok. Héany atombol all a bazis?
Szamold ki a rugalmas rontgenszoras szerkezeti tényezojét, ha az atomi szorasi tényezo a kétféle atomra
fou és fo. Hatarozd meg, hogy milyen fc,/fo ardanynal okoz a szerkezeti tényezo kioltast, azaz tiltott
reflexiot valamely reciprokracs-vektor esetén!
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4. Debye-Waller-faktor, véletlen 6tvozetek szérasi képe

Az el6z6ekben feltételeztiik, hogy a kristalyt alkoté atomok rogzitettek. Tudjuk azonban, hogy egy nem
zérus hémérséklet anyaghan az atomok egyensilyi helyzetiik koriil rezgé mozgast végeznek. Ebben a
fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a termikus mozgas hogyan moédositja a szorasi képet.

4.1. Debye-Waller-faktor

Véges homeérsékleti kristalyban (az egyszertség kedvéért tegyiik fel, hogy egyatomos az elemi cella) az
atomok helyzete fligg az id6t6l: R, +u,(t). Tegyiik fel, hogy az u, elmozdulasvektor w,; komponensei
fliggetlen, normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok.

2
1 Unj

P(ung) = %e 202 (Unj) =0 (Unjtnsjr) = 571”’63'1"02

A hémérséklettosl valo fliggést a valoszintségi valtozok o szorasa hordozhatja. Magasabb hémérsékleten
a szorés is nagyobb, de a pontos hémérsékletfiiggést itt nem specifikaljuk. A szorasi kisérletben a szorasi
amplitido és az intenzités

A(AK) = f(AK) Y BBt [(Ak) = [A(AK)[2 = [f(AK)P Y efdk(Retun—Ro )

szerint irhatok. A szorasi kép meghatarozasahoz az intenzitést atlagolnunk kell a termikus mozgasbol
adodo véletlenszertségre.

(I(AK)) = [F(AK)P 3 k(=R ik(un —un) )
Ha n # m, akkor a valdszintiségi valtozok fiiggetlensége miatt
<eiAk(u”7um)> _ H [<eiAkjunj><efiAkjumj>]
J
teljesiil. A normélis eloszlas strtségfiiggvényét felhasznalva
iAkjunj — * ) . iAkjunj — 7ﬂ
<6 > = dunj d’(unj)e =€ 2

és igy

<eiAk(un,—um)> e—Ak202_

Ha n = m, akkor
<6iAk(un7um)> -1

Osszefoglalva
(M) = 8y 4 (1= G )e™ 7 = G (1 — 78K 7) 784

szerint frhatjuk fel a varhato értéket. Az intenzitas (5) kifejezésébe ezt behelyettesitve

(I(Ak)) = | f(AK)[?

N(1 - efAk%z) FIPEVNGES Z eAk(R,,LR,,,L)] _

nm

=|f(Ak)]?

N(1- e*A’“Q‘#) + N2e—Ak*0? Z‘sAk,G‘|
G
adodik, ahol
2 _2
(I(AK))incon = |f(AK)|?N(1 — N )

~—
Debye-Waller-faktor
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CAR2.2
IAK)n = [FARPN? 37 S b
Debye-Waller-faktor G
az intenzitas inkoherens és koherens jaruléka. Megjegyezziik, hogy az inkoherens tag minden hullam-
szdm esetén ad jarulékot, mig a koherens tag csak a reciprokracs-vektoroknél nem zérus (ebbdl ered az
elnevezése is).

Iak)
(NFY -
koherens jarulék
. [%rugg-iwllrwk
Nf2 __________________ r\ ________
0 1 2 3 4 5

30. abra. Récs termikus mozgasabol ad6do koherens és inkoherens jarulékok a szérasi képben.

4.2. Véletlen (hig) 6tvozetek

Itt egy olyan Bravais-racs szorasi képét mutatjuk be, melyben a racshelyeken il atomok véletlenszertien
lehetnek A vagy B tipusiak. Ekkor az R,, racspontokban {il§ atomok atomi szorasi tényezsi egymés-
tol fiiggetlen, diszkrét valoszintiségi valtozok. A tényezd pa valoszintséggel lesz faq és pg = 1 — pa
valoszintiséggel lesz fg.

(fn) = fapa + fepe = (f)
_ (f2) ha n=m
Unfm) = { ) () B ntm
(f2y = fapa + fopB = (f*)

<fnfm> = 5nm<f2> + (1 - 5nm)<f>2 = Onm (<f2> - <f>2) + <f>2 = 5nmAf2 + <f>2

A szorasi képen az intenzitas adott Ak hullamszamnal

I(AK) =) fo frme @K Bn=Rom),

és a varhato értéke
(I(Ak)) = Z<fnfm>eiAk(Rn—Rm) — NAf2 + N2<f>2 Z SAK.G -
nm G

A varhato értékben az els6 tag az inkoherens jarulék, mely egy konstans hatteret jelent a Bragg-csiacsok
mogott. A mésodik tag, a koherens jarulék, a Bragg-csicsokat modulalja.

4.2.1. Véletlen 6tvozet hatszogracson

Egy grafénracsban teljesen véletlenszertien helyezkednek el a A és B tipusu atomok 50-50% valoszi-
ntiséggel, fliggetlen eloszlas szerint. Az atomi szorasi tényezSik fa és fp, amelyekrdl feltessziik, hogy
hullamszam-fiiggetlenek. Mekkora lesz az inkoherens szort intenzitas aranya a teljes intenzitashoz ké-
pest?
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I(ak)

Bragg—¢siicsok

inkohereng jarulék

— L aak
0 1 2 3 4 5

NAF

32. abra. Grafénracs véletlenszertien elosztott atomokkal.

Megoldas:

Hasonlbéan a 4.2-es szdmolashoz, az intenzitast atlagolva a szennyezdk eloszlasara kapjuk az intenzi-
tas inkoherens és koherens jarulékat:

([(Ak) = (| Y2RS5, (AK)P) = N AS*(Ak) + N2 Y [(S(AK))*akc - (6)

ahol (S(Ak)) és AS(AKk) a struktira faktor varhato értéke és szorasnégyzete és N a racshelyek szama.
A struktira faktor S(Ak) = f1 + fo €'™2K szerint fiigg a hullamszamtol, ahol 7 = (a; + a3)/3 az elemi
cellan beliil az egyik atombdl a mésikba mutaté vektor, mig fi és fo az elemi cellan beliili atomok
szorastényezGje. Mind fi, mind fo diszkrét valoszintiségi valtozok, melyek 1/2 valoszintséggel vesznek
fel fa és 1/2 valoszintiséggel fp értéket. A megfelels varhato értékek
(S(AK) = (f) (1+e72K), (7)
AS*(Ak) = (ISP) = [(S)P = (Ifs + fo eT2%) = [(S)P =2 ((f*) = (/)?) =2Af%  (8)
ahol szamolas kozben kihasznaltuk, hogy (f7) = (f2) = (f?), és (f1 f2) = (f)2. Igy

(I(AK)) = 2N Af? + N* (f)> > [1+ " 0ara =
G

_ 2NAf2 + N2 <f>2 Z |1 + 6i2ﬂ(h+k)/3|25Ak’th.
Ghk

Az A és B atomok 50-50%-o0s eloszlasabol kénnyen kiszdmolhato, hogy Af? = (fa — f5)?/4, és (f)? =
(fa+ fp)?/4.
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Ha ki akarjuk szamolni a teljes szort inkoherens jarulékot, akkor fel kell 6sszegezniink az Osszes Ak
hullamszamra. A hullamszéamteret felbonthatjuk az elsé Brillouin-zoéna eltoltjai szerint, és az Osszegzést
elvégezhetjiik kiilon-kiilon ezekre a cellakra. (Mivel az inkoherens jarulék fiiggetlen Ak-tol, minden
cellaban ugyanakkora jarulékot fogunk kapni.) Az els§ Brillouin-zonaban pontosan N darab Ak hul-
lamszameérték van, mert ennyi a racshelyek szdma is. Ezért az els6 Brillouin-zonara vett Osszegzés
EBZ Iinkoh(Ak) = 2N2(fA — fB)2/4 értéket ad.

A szort koherens jarulékhoz az els§ Brillouin-zonabol csak a h = k = 0 reciprokréacs-vektor jarul
hozza. Azonban a tobbi reciprokracs-vektor jaruléka h és k értékétsl fiiggSen valtozik: |1 + €™ = |2
értéke az esetek 1/3 részében 4, a tobbi esetben pedig 1. Igy atlagosan 4 x 1/3 + 1 x 2/3 = 2 jarulékot
kapunk, és a koherens intenzitas reciprokracs-vektorokra vett atlaga Iy., = 2N?(fa + fp)?/4 lesz.
Tehat az inkoherens Gsszintenzitas teljes szort intenzitashoz képesti aranya

Tinkon (fa—fB)? fafs

Teon + Tokon (fa—[fB)?2+ (fa+ fB)? A+

(9)

1
)
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5. Racsrezgések

5.1. Harmonikus kozelités

Az atomok termikus mozgasira egy pontosabb leirdst adhatunk racsrezgések figyelembe vételével. A
kristalyt felépité atomok teljes energiaja

E = Exin +U
szerint irhatd. A kifejezésben
2
Pra
Exin =
no 2Mna

az atomok kinetikus energidja, ahol n az R,, racsvektor altal kijelolt elemi cellat, o pedig egy elemi
cellan beliil az atomokat (7, adja meg az elemi cellan beliili elhelyezkedését ennek a tipusa atomnak)
indexeli. M,,, az R, cellaban levs, « tipusi atom tomege. A kolcsonhatéast

U= % Z Qoo (r’fwé(t) o rn/a/(t))

nn’aa’

alakban irhatjuk fel a @, (r) parpotencial és az atomok pillanatnyi elhelyezkedését leiro r,, (t) fiiggvény
segitségével.
Ina(t) = Ry + 7o + ua(n,t)

Harmonikus kozelitésben feltessziik, hogy az atomok helyzetének egyenstulyitol vald eltérése u,(n,t)
kicsi. A kitérésekben elsérend jarulék zérus az egyensuly miatt. A kolcsonhatéasi energiat masodrendig
fejtjiik sorba (ez magéval vonja azt is, hogy az egyensilybol kimozditott atomokra hato erck ereddje
linedrisan fiigg az u,(n) mennyiségektsl). A sorfejtés eredményeképpen jutunk a teljes energia

2
E ({pjna}  {ujam)}) = 3 528 4 Vo5 D a0, ) D)0 (R = RurJujras (0,1

Jjno ji'nn'aa’

kifejezésére. Itt bevezettiik a D’(AR) matrixot, mely a parpotencial masodik derivaltjait tartalmazza.
Ha az elemi cella I kiilonb6z6 atomot tartalmaz egy d dimenzios kristalyban, akkor ez a méatrix (Id) x
(Id)-s méretti minden AR racsvektorra. A kanonikus egyenletek

Ujo(n) = i}"a
no

pjna = Z D;j’ao/(Rﬂ - Rn/)uj/a/ (Tl/),

j/n/a/
melyek alapjan a mozgéasegyenletek
Mol (?’l) == Z D/ao/ (Rn - Rn’)ua' (nl)
n’a’

alakban frhaték. Megjegyezziik, hogy ez az NId db egyenlet bonyolult médon csatolédik egymashoz
(N az elemi cellak szama). Egy gyakorlati példa megoldasat altalaban azzal kell kezdeni, hogy ezeket
a mozgasegyenleteket felirjuk. Linearis differencial egyenletrendszerrdl 1évén szo6 feltehetjiik, hogy a
mozgasegyenletek megoldasa felirhato

u,(n,t) = ug (q)ei(an—W(q)t)

sikhullam alakban a Brillouin-zona q hullaimszamaival. Ezzel a linearis differencial egyenletrendszer
helyett linearis egyenletrendszerre jutunk. Ha a rendszer eltolasi invarians, vagyis M,, = M,, akkor
a mozgasegyenletek a q hullamszamok szerint szétcsatolodnak. Azért elegendd az elsé Brillouin-zona
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hullamszamaival jellemezni a racsrezgéseket, mert egy G reciprokracs-vektorral a q + G hullamszamu
hullam az atomok helyén ugyanazt az értéket adja, mint a q hullaimszamu hullam.

~Mow®(@uja(@) = = Dfjraar (@ujar(a)
o

Legyen vjo(q) = VMauja(q) és definidljuk a Djjraa(q) = D;j,aa,(q)/\/MaMa/ dinamikus métrixot!
Utobbirol belathatod, hogy énadjungalt és pozitiv definit. A hullamszdmtérbeli mozgasegyenletek ekkor

WQ (q)vja (q) = Z Djj’aa’ (q)vj’oz’ (Q) (1())

j/a/

szerint irhatok, vagyis minden q hullamszamra egy megfelels sajatérték egyenletet megoldva megkap-
hatjuk az w(q) diszperzios relaciot. A dinamikus matrix pozitiv szemidefinit, ezért az w(q) rezgési frek-
venciak valosak. A sajatvektorok megadjak a réacsrezgések polarizaciojat, vagyis azt, hogy az atomok
hogyan mozdulnak el egymashoz képest egy elemi cellan beliil. Megjegyezziik, hogy a D(q) méatrix Id
dimenzios, ezért Id kiilonbozs sajatértéket (diszperzios agat) kaphatunk, melyek koziil d db akusztikus
ag és (I — 1)d db optikai ag.

A (10) egyenleteknek osszesen N Id megoldésa lesz, hiszen a Brillouin-zéna N darab q hullamszamot
tartalmaz. A szabadsagi fokok szdma (NT atom esetén, d dimenzioban ez éppen NId) nem véltozott a
Fourier-transzformacié soran.

5.2. Racsrezgések rugds modellje

Az eléz6ekben emlitettiik, hogy harmonikus kozelitésben az atomokra hato eredd erck az egyensilyi
helyiikbél vald kis kitérésektdl linearisan fliggnek, vagyis az atomok kozti kolesonhatast modellezhet-
jik dgy, mintha rugokkal lennének Gsszekotve. A fenti, altalanos leirdsban minden atomot mindegyik
masikkal Osszekototte egy rugo. A modellt tovabb fogjuk egyszertisiteni azzal, hogy csak a legerésebb
rugokat vessziik figyelembe (els6-, vagy masodszomszéd kolesonhatésokat).

33. dbra. Egy kristaly két tetsz6leges atomja kozti rugéerd.

El6szor egy altalanos formuléat vezetiink le, mely két tetszGlegesen elhelyezkeds atom kozti rugoerdt
adja meg az elmozdulasok linearis rendjében. A 33. abran lathato elrendezésben az 1. atomra haté
rugoers

ri2+uz—u
Fio 2 2 ! F0+k(|r12+u2_u1|_|r12|)}’

B Ir12 +ug — u|
| ——

irdny nagysag

ahol az els@ tort az erd iranyat, a méasodik tényezs pedig annak nagysagat hatarozza meg. A képletben Fj
a rugd el6feszitettségét (egy rugo eldfeszitett, ha akkor is meg van feszitve, amikor az atomok egyenstlyi
helyzetiikben vannak) jeloli, k& pedig a rugé alland6. Legyen Au = uy — u; az elmozdulasok kiilonbsége!
Harmonikus kézelitésben Au kicsi. Az er6t ebben els6 rendig sorba fejthetjiik. Az erd iranyabol szarmazo

jarulék
(I‘lgAu)I‘lg )

r12]?

ris + Au 1
ri2 +Au|  [rg]

(I‘lg + Au —
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és az er§ nagysagabol szarmazo jarulék

ri2Au
Fo+k(jr1a + Au| — [r1a]) = Fy + k—
[r12|
lesz. A teljes rugber6 Au-ban elsd rendig
F F
F12%For12+(0+<k— 0 ) iz rlQ)Au (11)
[r12] [r12] 12| /) [ria|  |ragf

alakban frhato, ahol o a diadikus szorzast jeloli. Megjegyezziik, hogy a nulladrendi tag kiesik, ha az 1.
atom tobb szomszédjat is figyelembe vessziik, hiszen kitérés nélkiil az atom egyensilyban van.

Az altalanos (11) formula alapjan néhany speciélis esetben is megadhatjuk az er¢ kifejezését. Ha a
rugd nincs el6feszitve, vagyis Fy = 0, akkor

r r k(rioAu)r
F12 _ k’ 12 o 12 Au _ ( 12 2) 12
Iria|  [riof |r12]

Ha Fy # 0, de az elmozdulasok merdGlegesek ris-re, vagyis Aulris, akkor az els6rendt jarulék

5.3. Példa feladatok a rugds modell alkalmazasara
5.3.1. Feszitetlen négyzetracs sikbeli rezgései elsdszomszéd kodlcsonhatasokkal

Tekintsiik egy négyzetracs rugos modelljét elsGszomszéd kolesonhatasokkal (1d. 34. abra). A racsban az
elemi cella egy atomot tartalmaz.

(+130)

34. dbra. Kétdimenzids négyzetracs.
Egy tetszéleges R = ja; + las cellaban elhelyezked6 atom mozgésegyenletei

miy (5,1) = k (uy (3,1 + 1) = uy(5,1)) + k (uy (4,1 = 1) —uy (5,1))
vagyis a négyzetracs szétcsatolodik merdlegesen futd egydimenzios lancokra. Ebben a modellben tehat
nem kapnénk nyirasoknak ellenéllé kétdimenzios kristalyt.

5.3.2. Feszitett négyzetracs sikbeli rezgései els6szomszéd kolcsénhatasokkal

Feszitett esetben a mozgasegyenletek

muz(]vl) =k (uw(] + 1,1) + u:z:(j - 171) - 2“:1:(]7”) + % (um(jvl + 1) + um(jvl - 1) - 2“'90(.771))
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miiy (3, 1) = K (uy (3,1 + 1) + uy (4,1 = 1) = 2uy (4, 1)) + % (uy( + 1,1) +uy (G = 1,1) = 2uy (5,1)) .

A megoldast

( um(]7l7t) > _ ( ux(q) >ei(q(ja1+la2)w(q)t) _ ( um(q) )ei(quaJrlqyaw(q)t)

uy(q)

alakban keresve a mozgasegyenletek

_mw2(q) ( U/x(qg )ei(jqwaJrlqyaw(q)t) _

B uw(q) (k: (eiqma 4 e tawa _ 2) + Fo (ez‘qya 4 oe~taya _ 2)) JiliasaHaya—w(@)?)
" gta) (b feme et —2) 4 (eime 1 mine ) |

Tovabb alakitva

(i ) = (7 Vs e ) (0 )

m

Innen kiszamithatjuk a racsrezgések diszperzios relacioit (a frekvencia és a hullamszam kozti Gsszefiiggés)
és a polarizacié vektorokat.

o) = (57) e (%) et =i
o) =B () + it (57) = (1)

A képletekben u;(q) és uz(q) a rezgések amplitadoja. A diszperzios relaciokat a Brillouin-zona nevezetes
vonalain (melyek magas szimmetriaja pontokat kotnek Gssze) szokas dbréazolni.

[ ] kyl [ ]

35. abra. Kétdimenzios négyzetracs reciprokracsa és els¢ Brillouin-zénaja.

r(o)  x(Go) m(Go)

A nevezetes pontok

AT — X vonalon ¢, = 0 miatt

[4k | . qe.a
w1(¢e, gy =0) = E‘ﬁn?

4F a
w2 (qe, gy = 0) =14/ m—s ’sin % transzverzalis modus (a kitérés merdleges a hullamterjedésre).

longitudinalis médus (a kitérés parhuzamos a hullamterjedéssel)
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Az X — M vonalon ¢, = 7/a miatt

4k  4F, . a

nlan = /o) =+ Tbint (457)
B Ak qya> 4Fy
wa(ge =7/a,qy) = \/m sin ( 5 + o

Az M —T vonalon ¢, = ¢, miatt

4k  4Fy | . qza
wl(Qa:aQy:qgc):\/E'i'%‘Sln%
4k  4Fy | . qza
W2, @y = Q) = \/ ™ + e ‘sm%

degeneraltak. A spektrumot a 36. abran abrazoltuk.

w

j j v q

36. abra. Kétdimenzids négyzetracs racsrezgéseinek diszperzids relacidja a Brillouin-zéna nevezetes vonalai
mentén.

5.3.3. Feszitetlen négyzetracs sikbeli rezgései masodszomszéd kolcsonhatasokkal

(+1:)

37. abra. Kétdimenziés négyzetracs rugos modellje masodszomszéd kolcsonhatasokkal.

A mozgasegyenletek
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k
2 (G4 10+ D) Fup G+ 10— D) +ue(G— 114+ 1) +ua(f — 1,1 — 1) — dug(5,1)) +

2
ko ‘ . . .
+5(uy(]+1al+1)+uy(3*171*1)*Uy(]+17l*1)*uy(]*1yl+1))
miky =k (uy (5,0 +1) +uy (4,1 = 1) — 2uy (5,1)) +
k
F 2y (G4 L) g G 1= 1)y (= 1+ 1) + (= 10— 1) = duy (3,0) +

+% (ue(G+ LI+ +u(j—1,0=1) —ug(j + 1,1 = 1) —ug(j — 1,1+ 1)).
A megfelels probafiiggvény segitségével az
2 uz(q) \ _ ( As(q) + B(a) C(a) uz(q)
o e )= (G awsa ) (i)

sajatérték egyenletre jutunk, ahol

4k " 4k .
Ax(q) = # sin? %22 Ay = Wl sin? %

2% . — o (G
Bq) = 22 (Sinz (g qu)a+81nz (q +2qy)a>

C(q) = % [cos(%C + qy)a — cos(qy — qy)a} .

Ezek alapjan a diszperzids relacio két akusztikus dga

o) = pla) + DA (Al @) oo

5.3.4. Kétatomos elemi celliju egydimenzids lanc

Tekintsiink egy egydimenzios végtelen lancot, melyet kétféle, felvaltva elhelyezkeds atom épit fel (A-
B-A-B-A-B) és atomok tavolsiga a. A lancban az els§ szomszédokat ki, a méasodszomszédokat ko
rugdallandoja rugd koti 6ssze. Az atomok tOmege m 4 és mpg.

a) Szamoljuk ki a lanccal parhuzamos racsrezgések w(q) diszperzios relaciojat!

b) Adjuk meg |q| — 0 esetén az w(q) aszimptotikus viselkedését! Mondjuk meg az Gsszes fononag esetén,
hogy akusztikus vagy optikai rezgést ir-e le!

Megoldas:

2)

2000 00 000000
A B

38. abra. Egydimenziés lanc kétatomos bézissal.

A j. cellaban taldlhat6 atomok kitérését u4,p(j)-vel jeloljiik. Az atomok mozgéasara az

madiua(j) = ki (up(j) +up(j — 1) — 2ua(j)) + ka(ua(j + 1) +ua(j — 1) — 2ua(j))
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mpdiup(j) = k1 (ua(j) + ua(j +1) = 2up(j)) + k2 (up(j + 1) + up(j — 1) — 2up(j))

mozgasegyenleteket irhatjuk fel. Fontos, hogy a méasodszomszéd kolcsonhatd atomok szomszédos elemi

cellaba esnek! A megoldasokat

UA/B (]a t) = uA/B(q)eina_iw(q)t

alakban keressiik. Ekkor a mozgasegyenletek az alabbi alakban frhatok.
—w(g)*maua(q) = k1 (up(q) +up(g)e™ """ = 2ua(q)) + kaua(q)(2cos ga — 2)
~w(q)*mpup(q) = k1 (ua(q) +ua(@)e'™ —2up(q)) + kaup(q)(2 cosga — 2)
Legyen va,5(q) = \/Ma puasp(q)! Ezekre a mozgasegyenleteket

—w(q)?va(q) = ﬁ (147 vp(q) — <:fj‘ ifj (1 —cos qa)) va(q)
—w(q)*vp(q) = ﬁ (14 €% va(q) — (jf; 72:; (1 —cos qa)) vp(q)

szerint frhatjuk at, amely egyenletek egy sajatérték problémat hatédroznak meg.

—w(q)2( va(q) > _ _( o * ma(l—cosqa)  — ol (1+e747) > ( va(q) >

m (1+ e %) ff; + if; (1 — cosgqa) vp(q)

D(q)
Jol lathato, hogy a D(gq) dinamikus matrix 6nadjungalt. Vezessiik be az alabbi jeloléseket!

ky
mamp

2k 2k
L+ 22 (1-cosqa)
ma/B  MAa/B

_( Bale) —alq)
D) = ( —a(q)” Bslq) )
A sajatérték probléma megoldasai

w@f@ﬁf%i¢cﬂ2@ﬁ +la(g)?

meghatarozzak a diszperzids relacidkat. A tovabbiakban jel6ljik w4-val a megfelel6 fonon agakat.

b) Kis hullamszédm értékekre
k, 2
alq) =~ _ (2 +iga — (g2) >
mampg 2

a(q) — (1 + e—iqa)

Basplq) =

2k k
Lo, ke

(qa)?
ma/B  Ma/B

Basp(q) ~

A spektrumot szintén méasodrendig fejtjiik sorba a hullamszam szerint.

2
1 1 3k1
1 1 (2m + 2m ) +~] (Qm T 2m ) + dkamamp k
2 - . A B A B amamp K2 2
A~ (o )0+ i % (qa)

mamp

Lathato, hogy j = 1 esetén w4 (¢ = 0) # 0, igy ez egy optikai fonon modust ir le. Ha j = —1, akkor
w_(q =0) =0, tehat ez egy akusztikus fonon modus. Az akusztikus 4g diszperzios relacioja

4ko + 3k

w-(q) =qa SGma 1 mp)
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kis hullamszamok esetén, amelyrdl leolvashaté a hangsebesség is.

4ko + 3k
8(ma +mp)

5.3.5. Kiilonb6zd tomegili atomokbdl all6 egydimenzids lanc

Egy egydimenzios lanc kétféle atombol all, melyek témege m,, és m,. Az atomok kozotti potencialt K
rugballandoja feszitetlen rugéval modellezziik.

a) Szamold ki a lanciranyi rezgések spektrumaét.
b) Hogyan mozognak az atomok a Brillouin-zona kozepén és szélén 1év6 gerjesztések esetén?

c¢) Legyen a kétféle atom Na és Cl, a racsalland6 a NaCl kristalyban mérhet6 a = 5, 626 A, és legyen
a legmagasabb enerigdju optikai fonon energidja 30 meV. Mekkora ekkor K? Add meg eV/ A2
atomi egységekben.

d) Tegyiik fel, hogy a lanc teljes fononspektrumat ki szeretnénk mérni inelasztikus neutronszoras
segitségével. A bejovs és a szort neutronok is haladjanak a lanccal parhuzamosan. A méréshez 0-
t0l Epax-ig terjedd energiaju neutronokat hasznalunk. Legalabb mekkora legyen Eyax (meV-ben),
hogy a teljes fononspektrumot ki tudjuk mérni a neutronok segitségével?

Megoldas:

a) A lanciranyu rezgéseket leird egyenletek

(i) = (o Zemy %) (D) a2

ahol a kétféle atom elmozdulésait jeloljiik u(q)-val és v(g)-val. Az ebbdl adodo energiaspektrum

2 .
11 11 1+ efaa|?
w? K +i\/<—) M il (13)

My My My My

4m,my,
(my + mv)2

Il
=
N
2~
+
g~
SN—
—
H_
%
|

sin2(qa/2)> , (14)

amelynek akusztikus és optikai 4ga a 39. abran lathato.

b) A Brillouin-zona kozepén (¢ = 0) az akusztikus fononag 0 enerigaval rendelkezik, és a hozza
tartoz6 modus koordinatai u = v = 1. Ez a moédus az Osszes racsatom egyiittes eltolasanak felel meg,
amelyhez nyilvanvaléan 0 energia tartozik. Az optikai agban w(q = 0) = /K (2/m, +2/m,), és a
rezgési modus u = my,, v = —my,,, vagyis a cellak kétféle atomja egymassal ellentétes iranyban rezeg ugy,
hogy a cella tomegkozéppontja mozdulatlan marad.

A Brillouin-zéna széleinél (¢ = £7/a) 1év6 két modus energidja w = /2K /my, és w = /2K/m,,. (Ez
konnyen leolvashato a (12) egyenletrsl, mert ebben az esetben a dinamikus méatrix diagonalissa valik.)
A két modusban csak az egyik vagy a maésik tipust atomok végeznek mozgast, a szomszédos celldkban
ellentétes iranyban.

¢) A Na és Cl tomegei m,, = 23 [Amu], és m, = 35[Amu], ahol 1[Amu] = 1¢g /6 x 10%%, az atomi t6-
megegység. A legmagasabb energidji fonon az optikai agban talélhato, w(g = 0) = /K (2/m, + 2/m,).
Ebb6l megkapjuk a rugodllandé értéket, K ~ 1.49eV/A”.
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A ﬁw

30 meV

A |

2aT
=

QAT
i

39. abra. Az egydimenzios lanc spektruma Na és Cl atomokkal.

d) A kristaly diszkrét eltolasi szimmetriajabol kvaziimpulzus-megmaradés kévetkezik: a rendszerben
lezajlo tetszGleges folyamatban az impulzusoknak reciprokracs-vektor erejéig meg kell maradnia. Két
feltételt kapunk, amelyek meghatarozzak, hogy milyen energidju neutron kelthet hw energiaja fonont

27
ki —ky = q+n;, aholn € Z (15)
27.2
Rk kG
2m 2m

= hw(q), (16)

ahol k; illetve ky a bejové és a kimend neutron hullamszama, m a tomege és ¢ a keltett fonon impulzusa.
Ez az egyenletrendszer csak numerikusan oldhaté meg. Vizsgaljuk meg a legnagyobb frekvenciaju optikai
fonont (¢ =0). A két egyenletbdl k; meghatarozhatod

ki:n——i———. (17)

A legmagasabb frekvenciaju fonont gerjeszteni képes neutronok koziil az n = 3-as értékhez tartozonak
van a legkisebb energiija,
h%k?2

5 ~ 30,5meV. (18)

n=3

5.3.6. Szennyezdk hatasa a racsrezgésekre

Egy egydimenizos kristaly egyforma m tomegd atomokbol all, egyetlen szennyez6t kivéve, amelynek
tomege M. (Ez lehet ugyanannak az elemnek egy izotopja is.) Az atomok kozotti kélecsonhatast K
rugoallandoja rugokkal modellezziik. m/M bizonyos aranyanal egy lokalizalt fononmodus is megjelenhet
a szennyezd atom koriil.

a) M mekkora értékénél létezhet a lokalizalt modus?

b) Milyen a térbeli viselkedése és az energiaja? Mi torténik a modussal, mikor M-et olyan tarto-
méanyba vissziik, amelyben a lokalizalt m6dus mar nem létezik?

Megoldas:

A lanciranyt rezgéseket leir6 egyenletek

mun = K(Un+1 +Up—1 — 2un)7 n 7£ O—I'a, és (19)
Mig = K(U1 +u_q1— QUO). (20)
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A lokalizalt modus leirasahoz feltételezniink kell, hogy a hullamszamvektornak képzetes komponense is
van, ‘ ‘
un (1) = u(q)e' ™%t ahol ¢ = ia 4 . (21)

Ahhoz, hogy ne kapjunk végtelenben felrobbané megoldéast, a > 0-t kell venniink. Behelyettesitve a
(21) feltevést az n # 0 egyenletekbe megkapjuk a fononfrekvencia ¢-fliggésének egyenletét

2—5 _ plga _ ,—iqa _5 _ _—aaifa _ ,aa,—ifa
wfm(Q e e )7m(2 e *e e“e ") . (22)

Mivel w? valés és pozitiv kell legyen, az ¢/#? fazisok csak —1 értéket vehetnek fel,

w? = % (14 cosh(aa)) . (23)

A (21) megoldasnak azonban még ki kell elégitenie a szennyez6 helyén felirt egyenletet,
- 2K
w?=— (2 -2¢") = SYA (1+e ). (24)

amely egyetlen « értékre fog csak teljesiilni, igy csak egyetlen lokalizalt allapot lesz. A (23) és (24)
egyenletek egyenlGségébdl kapjuk, a tomegek aranyai és az o paraméter kozotti kivetkezs Osszefiiggést
M 2

i . 25
m exa + 1 ( )

A jobb oldalon &ll6 kifejezés minden « esetén kisebb 1-nél. Ez azt jelenti, hogy a kotott allapot 1é-
tezésének feltétele M < m, vagyis a szennyezének kisebb témegiinek kell lennie, mint a lancot alkoté
tobbi atomnak. Felhasznélva az el6bbi Osszefiiggést, kapjuk az allapot energiajat és térkonfiguraciojat
megadd egyenleteket

B m/M
Inl
un(t) = (—1)l (27’;‘{1\4) et (27)

Az M — m hatéresetben a kotott modus az uniform lanc ¢ = 7/a hullamszamhoz tartoz6 racsrez-
gésébe megy at, energidja w — 24/ K/M-hez tart.

5.3.7. Racsrezgések jele a szorasi képben

Tekintslink egy egydimenziés linearis lancot a racsallandoval. Tételezziik fel, hogy egy transzverzilis
fononmodus propagal benne uy amplitudéval és ¢ = 7/a hullamszammal. Hatarozzuk meg a Rontgen
szorasi intenzitast a hullamszamvaltozas fliggvényében! (A lanc racshelyenként egy atomot tartalmaz f
atomi szorastényezével.)

a) Feledkezziink meg a rezgés id6fiiggésérol, azaz rogzitsiik az atomokat az u, (n) = uge’?® kitéréshez
tartozo pozicioban. Rajzoljuk fel a megadott hullaimszamhoz tartozd atomi kitéréseket! Szamol-
juk ki a szoras intenzitasat a hullamszamvaltozas fiiggvényében. Abrazoljuk az intenzitast Ak,
fiiggvényében! Miben valtozott a fonon hatasara (sztatikus kitérés)? Szamoljuk ki az intenzitast
kis racsrezgési amplitudé hataresetben Akyuy < 1!

b) Hogyan valtozik az intenzitas az atomok rezgésének idéfliggését figyelembe véve? Az el6z6 rész-
feladatban wug helyére irjunk be ug cosw(q)t-t, és atlagold ki az intenzitast! Hatarozd meg a kis és
nagy racsrezgési amplitudo hataresetekben az intenzitést! Mi az oka annak, hogy lényegesen mas
eredményt latunk, mint a Debye-Waller faktor szamolésanal?

20



Segitség:
2m

dz cos(acos x) = 27 Jy(a) Bessel-fliggvény
0

a? 2 s
JO(a<<1):1_I Jo(a>>1):\/%sm(oz—z>

Megoldas:
a)

40. abra. Atomok kitérése sztatikus ¢ = w/a modus esetén.

Sztatikus kitérés esetén az elemi cella kétatomossa valik. Emiatt az amplitidéban

A(Ak) _ /p(x,y)ei(Akwa:JrAkyy)dxdy _ ZeiAkw%za/ p(x,y)ei(Akm$+Akyy)dxdy
- elemi cella

az Osszegzés az 1) racsvektorokon fut végig R, = 2na és az integralés is az 4j, nagyobb elemi cellara
vonatkozik. Az elemi cella két atomjanak atomi szorasi tényezGje f, emiatt

A(Ak) _ Z eiAkIZnaf (eiAkyuo + e*iAkyuoeiAkza) )

A racsosszegben
» mm
D ekt = NN a6 G=— meL
G

n

N az 14j elemi celldk szama.

A(Ak) =N Z 5AkI’Gf (eiAkyuO + e_iAkyuOGiAkma)
G

I(AK) = [A(AK)[> = 2N? 23 " 6ak, ¢ (1 + cos(2Akyug — Ak,a))
G
I(Ak) = 2N?f? Z Sak,.c (14 cos(2Akyug) cos(Ak,a)),
G

ahol cos(Akza) valojaban a +1 értékeket veheti fel a dax, @ feltétel miatt.

Az intenzit4sban korabban, a fonon modus nélkiil csak 2ma /a-nél voltak Bragg-csticsok. Itt azonban
megjelentek paratlan (2m + 1) /a helyen is Bragg-cstcsok.
b) Idsfiigges figyelembe vételével

I(Ak,t) = 2N?f? Z dak,,c (14 cos(2Ak,ug cos(wt))(—1)™),
G
ahol m = Ga/w és egy teljes periodusra atlagolva

T T
I(Ak) = % /0 dtI(Ak,t) = 2N? f? Z(SA’%G%/O dt (1 4 cos(2Ak,ug cos(wt))(—1)™)
G

w

Az integralas elvégezhets és megjelenik a 0. els6faju Bessel-fiiggvény.

I(Ak) = 2N?f? Z 0ak,.c (1 + Jo(2Akyuo)(—1)™)
G
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Nagy rezgési amplitidoé hataresetben

_ [ 1 . m
I(Ak) = ON2f2 E OAk,.G (1 + NN ” sin (QAkyuo — %) (-1) >
G Y

Kis rezgési amplitiid6 hataresetben
I(AK) = 2N? 2 " Sak,.¢ (14 (1 = (Akyuo)®)(—1)™)
G
A Debye-Waller szémoléssal ellentétben itt x irdnyban nem vettiink figyelembe rendezetlenséget, ezért

a szorési képben csak koherens jarulék jelenik meg.

5.3.8. Hatszogracs racsrezgései

a
41. abra. Kristalyracs m és M toémegl atomokkal.

Vizsgald meg a 41. abran lathato racs racssikra meréleges rezgéseit olyan megfeszitett rugés modell-
ben, melyben minden elsGszomszéd atomot azonos rugéallandéja rugd kot Gssze.

a) Hatarozd meg a bazist. Hany atomot tartalmaz az elemi cella?

b) Szamold ki a g = 0 médusok frekvenciait, és az elmozdulasokat abban a moédusban, melyben az
M tomegi atomok elmozdulasa nulla.

¢) Mi torténik az m = M hatéaresetben?

Megoldas:
a) Az elemi cella harom atomot tartalmaz, ezek sikra meréleges elmozdulasait u, v és w jeloli (42. abra).

Az elemi racsvektorok:
3 3
sa 2a
al = \?g s 32 = %/g y
Sha —%5a

ahol a az m tomegt atomok tavolsaga.
b) A racsatomok kozott hatd erdt jeloljikk Fp-lal, és legyen k = Fjy/a. A mozgasegyenletek az R =
jaq + lag racsvektorhoz tartozé elemi cellaban:

d2
d2

map V() =k () +ulf+ 1,0 +u@G i+ 1) +w(G+ LI+ 1) +w(j+ 1,0+ w(i i +1) = 6v(j,1)
d2

m@w(j,l) =k, +uli-1L0)+u(Gl-1)+v([i-11-1)4+v(G—1,0) +v(j,l — 1) — 6w(j,1))

Attérve Fourier-komponensekre
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42. abra. Az elemi racsvektorok és az u, v és w elmozduléasok.

(4, 1) u(g)\
v(G1) | = [ v(q) | eVnttamw @D ahol q =

w(j,1) w(q)

A mozgasegyenletek ekkor szétcsatolhatoak a kiilonb6z6 impulzus-komponenesek szerint

)

q1b1 + g2bo
2 '

Mu(q) —6 14+ et 4 gta2 1+ el 4 gla2 u(q)
—w(q) | mu(q) | =k [ 1+ €D 4 el —6 el 4 etaz 4 eilataz) | | y(q)
mw(q) 14 e i@ 4 g=i2  o—ia1 4 g—ig2 | o—i(q1+42) -6 w(q)

A q — 0 hatéreset vizsgalatahoz vezessiik be az v/ = vVMu, v = y/mv, v’ = /mw és o« = \/m/M
valtozokat. Az egyenletek ekkor a kovetkezd sajatérték-egyenletre vezetnek

u'(0) 3% 20 —a -« u’(0)
2O) [ v0) | == -a 2 -1 v’ (0) |,
w'(0) M \—a -1 2 w'(0)
amelynek megoldasai
A =3,
Ao =207 +1,
A3 =0

Az els6 sajatértékhez tartozo sajatvektor, e; = (0,1, —1)T, a matrix specidlis szimmetri4ja miatt leolvas-
hato annak diagonalizalésa nélkiil. Ebben a rezgési médusban az M tomegi atomok helyben maradnak,
és csak az m tomegtiek végeznek rezgémozgast. A 0 sajatérték megjelenése természetes, hiszen pontosan
egy akusztikus fononagnak kell lennie a rendszerben a sikra meréleges kitérések alterén.

c¢) Az M — m hataresetben Ay — A1, tehat latszolag két optikai és egy akusztikus fononunk van.
Viszont ebben a hataresetben a racs szimmetridja magasabb, igy az elemi cella kisebb, és csak egyetlen
atom tartozik hozza. Ezek alapjan Osszesen egy akusztikus fononagat varunk. A latszolagos ellent-
mondas feloldasa az, hogy a magasabb szimmetridju racs nagyobb Brillouin-zénajaban a A\ = 3 és
A2 = 3-hoz tartozo rezgések ¢ hullamszéma mar nem 0. Mivel a magasabb szimmetriaji racsban az wu,
v és w atomok kiilonbo6zé elemi cellahoz tartoznak, csak ez lesz akusztikus moédus.
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5.3.9. Spinell szerkezetid kristaly

Hany akusztikus és hany optikai fonon agat varhatunk egy kobos spinell szerkezeti kristaly esetén?
Megoldas:

A kobos spinell szerkezetii kristaly Gsszegképlete AB>Q,4 alakban irhato, vagyis a bazisa 7 atomot tartal-
maz. A racs haromdimenzios, ezért osszesen 3 akusztikus modust és 3-(7—1) = 18 optikai fononmddust
varunk.
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5.4. Hazi feladatok

9. hazi feladat
Vizsgaljuk a hatszoges grafitsik sikra meroleges kitéréseihez tartozo fononmoédusait a megfeszitett rugos
modellben.

a) Hatarozd meg a bazist és az elemi racsvektorokat! Hany atombol all az elemi cella? Szamitsd ki a
reciprokracs elemi racsvektorait! Hany darab és milyen fononmoédus(ok) van(nak) a rendszerben?

b) Ird fel a bazisatomok mozgasegyenletét Fourier-térben altalanos q hullamszamvektorra!

¢) Hatarozd meg a fononmodusok frekvenciiit és a hozzajuk tartozd atomi elmozdulas vektorokat
q = 0O-ra!

d) Mutasd meg, hogy létezik olyan fononmo6dus, ahol csak az atomok fele végez rezgést! Mekkora az
ehhez tartozo fononfrekvencia és mekkorak az egyes atomok elmozdulasvektorai?

43. abra. Grafit sik és Kagome racs.
10. hazi feladat
Adott egy szabalyos haromszog cstcsain harom egyforma m témegi atom, melyeket k rugédallandoja,
Fy elofeszitettségl rugok kotnek ossze. Szamold ki a sikra merdleges rezgések sajatfrekvenciajat! Ezek
utan tekintsd a fenti abran lathaté Kagome racsot, sikra meroleges kitérések esetén szamitsd ki a fonon
spektrumot q—0 esetben! Milyen hasonlosédgot veszel észre a haromszog és a Kagome racs rezgései
kozott?

11. hazi feladat
Egy egydimenzios lanc felvaltva elhelyezkedd A és B tipusi atomokbdl all, melyeket k; rugdallandoja,
Fy elofeszitéstt rugd kot ossze. Ezenkivil minden legkozelebbi B tipust atom par méasodszomszéd ko
rugoallandoja rugdval van Gsszecsatolva.

a) Ird fel a mozgasegyenleteket, a lanciranyba, illetve az arra merdleges iranyban.

b) Hatarozd meg a diszperzios relaciot ko = k1 /2 esetén. Hogyan értelmezhetd egyszeriien a lancra
merdleges esetben kapott eredmény?

12. hazi feladat
Hatarozzuk meg, hogy az alabbi integralok kéziil melyek divergensek a d = 1, 2, 3 esetekben. A képletben

B> 0.
wp wp wd—2
/ wh2dw / ———dw.
0 o -1
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6. Fononok allapotstirtisége

Egy egydimenzios rendszerben egyetlen fononmoédus helyfiiggése

igna

u(n) = u(q)e
szerint irhaté. Egy L = Na hosszusagi mintaban a periodikus hatarfeltétel szerint
u(0) = u(N)
kell teljesiiljon minden moédusra, vagyis ¢Na = qL = 2mm valamilyen m € Z szdmmal. Ezek szerint ¢
nem folytonos valtozé, hanem csak diszkrét

27
= — €z
¢=— m m
értékeket vehet fel. Igy a hullimszamtérbeli allapotsiirtiség (vagy mésképpen kifejezve az egységnyi
nagysagi hullamszam tartoméanyban megtalalhato allapotok szama)

L
N(q) = —.
(@) =5
Egy d dimenzios rendszerben a fononok hullamszamtérbeli allapotstirtisége
Va
N =

ahol V; a minta térfogata.
A frekvencia fiiggs allapotszamot

Qw) = 3 0w - wi(a)

szerint definialhatjuk, ahol ws(q) az s-sel indexelt diszperzios ag diszperzios relacioja és © a Heaviside-
fiiggvény. Az Q(w) allapotszam a rendszer azon rezgési modusainak a szama, melyeknek a frekvenciaja
kisebb, mint w. Az allapotstirtiség

Gl = S = b () = kg 3 [ @bl —wnfa)

alakban irhato. Egy G(w) allapotstriiségii rendszerben az w és w + dw frekvenciak kozé es6 modusok
szdma éppen G(w)dw.

Ha az egyik diszperzios ag izotrop, akkor alkalmazhato a kévetkezd egyszertibb modszer a hozza
tartozo allapotstriiség meghatarozasara.

v, 2 d=1
G(w)dw = N(q)d%q = @n) -Kaq'dg Kg={ 27 d=2
47 d=3
vy dwl|™!
_ d—1 | 2%

Igy egy dimenzioban (izotrop diszperzié esetén, vagyis amikor w(q) = w(—q), egy L hosszii mintaban)

Lldw|™!
Gw) = d7q

- )
™

két dimenzioban (izotrép diszperzio esetén egy A teriiletd mintaban)

A -1

W) = qlw) |5

dg
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és harom dimenzioban (izotrop diszperzio esetén egy V' térfogatt mintaban)

1% dw|™*

Gw) = 30" |

A frekvencia fiiggs allapotstirtiség a termodinamikai mennyiségek meghatarozasaban jatszik fontos
szerepet.
6.1. Debye-modell
A Debye-modell szerint a racsrezgések diszperzios relacioja
w(q) = d[q|

alakban irhato valamilyen konstans ¢ hangsebességgel egy wp Debye-frekvencidig. Ez egyébként az
akusztikus agak jo kozelitése kis hullamszamok esetén. Az allapotsiirtiség ebben a modellben egy di-
menzidban

L
Glw)=—
(w)=—
konstans, a frekvenciatol fliggetlen, két dimenzidban
Agw) A
G = -_— =
() 2T ¢ 2mc?

linearisan fiigg a frekvenciatol és harom dimenzidéban

V ¢*(w) V w?

Gw)=-— =553

() 2m2 ¢ 272 3
négyzetesen fligg a frekvenciatol.

Az wp Debye-frekvenciat tgy szoktuk meghatéarozni, hogy az 6sszes modus szama megegyezzen az
elemi cellak szdméaval.

6.2. Allapotsiirtiség feszitett négyzetracs esetén

Korabban kiszamoltuk a diszperzios relaciokat:

4k e 4F, . a
r(a) = /2 e (32) 1 20 e ()

4k . a 4F, . )
n) = B i (1) 4 BB g2 (220

diszperzios relaciobodl szarmazo allapotszam az ellipszis teriilete alapjan (az ellipszis féltengelyeinek
hossza w/e és w/f)
A ww Aw?

Nl = 15" F T dner
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w/f

44. abra. Konstans frekvenciaju feliilet a hullaimszam térben anizotrép.

lesz, az allapotstrtség pedig

d(w) A w
- dw  2mef’
A kapott allapotstiriiség olyan, mintha az izotrop rendszer esetén kapott allapotsiirtiség képletében a
hangsebesség helyébe e és f mértani kozepét helyettesitenénk. A masodik 4gbol szarmazoé allapotstiriiség
megegyezik az els6bdl szarmazoval, mert az els6 diszperzios agat elforgatva kapjuk a masodikat (ez a
racs Cy szimmetriajabol is kovetkezik).

Gl(w)

_Aw
- omef

A m2
Gw) = = / e w.

6.3. Példa feladatok allapotstirtiség szamitasara

Gg(w)

A teljes rendszer allapotstiriisége

6.3.1. Debye-modell jégben

Jégben a hangsebesség 4000 m/s (longitudinalis médus). A racsallandé a =~ 3 - 1071% m. Mekkora az
ehhez tartozé Debye-hémérséklet? (kg = 1.38-1072J/K, h = 6.626-1073* Js)

Megoldas:

A jég haromdimenzios kristaly, ezért 3 akusztikus fonon modus van a rendszerben. Ezek koziil a longi-
tudinalis modus diszperzios relacidja a Debye-modellben

w(k) = enk,
ahol ¢, a hangsebesség. Harom dimenzioban az allapotstiriiség erre az akusztikus agra

_ 4 2
=5323% -
2mecy

G(w)
Az wp Debye-frekvenciat az alabbi Osszefiiggés definialja.
wp
N = / dwG(w),
0

ahol N = V/a?® az elemi cellak szama. Az integralast elvégezve

wp = (671'2)1/3 c—h,
a
melynek segitségével a ©p Debye-hémérséklet
hwp on1/3 hen
b kB ( T ) kBa ’
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6.3.2. Debye-modell hiperkébos racsban

Tekintslink egy d-dimenzids hiperkobos kristalyt, n db atommal az elemi cellaban.
a) Hany akusztikus és hany optikai fononag van a rendszerben?

b) Hatéarozd meg a fonon allapotstrtiséget a Debye-modellben!

Megoldas:

a) Ha n atom van az elemi celldban, akkor egy d-dimenzios kristalyban d db akusztikus és d(n — 1)
db optikai fononag van. A q = 0 hullaimszamu racsrezgéseknél minden cellaban egyforman rezegnek
az atomok. Az akusztikus agak esetén, amelyekben w(q = 0) = 0, a g = 0 hullamszamu réacsrezgések
olyan rezgési modusoknak felelnek meg, amelyekben a cella minden atomja egyiitt mozog. Optikai
racsrezgések esetén, amelyekben (w(q = 0) # 0), a cella atomjai egymashoz képest rezegnek ugy, hogy
q = 0-ra a cella tomegkozéppontja mozdulatlan.

b) A Debye-modell csak az akusztikus fononokat veszi figyelembe. Egy hiperkobos kristalyban a d db
akusztikus fononég mindegyikéhez ugyanolyan hangsebesség tartozik:

w(q) = clq| = cq, ha cqg < wp.

Ha a d-dimenzios egységgdmb felszinét K j-vel, a rendszer térfogatat pedig Vy-vel jeldljiik, az akusztikus
fononok g(w) allapotstirtiségére teljesiil a kovetkezs egyenlet:

/ 3 a
dwG(w) =d :dVd/ :dvd/ dgK, L
q: cq<wp w(q)<wp (QW)d w(q)<wp (2’/T)d
amelybdl
K K d—1
G(w) _ dVd d qd_l @ _ dVd d w -
(2m)d dw  (2m)d
Specialisan
L
G(W)|gey = s
Aw
G(w)|d:2 = @’
3 Vw?
Clims =52

6.3.3. Optikai fononok allapotsiiriisége

Egy egydimenzids a récsallanddju kristalyban az egyik optikai fononag diszperzids relacioja kozelitSleg
w = 4/c2k? + w2, ahol ¢ konstans, wy pedig a fononfrekvencia a sav aljan.

a) Rajzoljuk fel a diszperzios relaciot! Irjuk fel ezen optikai fononok g(w) allapotstiriiségét!

b) Mekkora a fononok dw/0k csoportsebessége? Nézziik meg a kis és nagy k-ra vonatkozo hatéaresetet!
Mi c fizikai jelentése, és mekkora az effektiv tomeg a sav aljan?

Megoldas:
A 45. 4bra a) részén a diszperzios relacio lathato, a b) részén pedig az allapotstriiség, amelyet az

/dwg(w)ig/;ﬁ

Osszefliggésbol kaphato, ahol L az egydimenzios rendszer hossza. Itt g(w) = G(w)/V a térfogategységre
normalt allapotstirtiség. Ebbdl tehét

-1
ool (WY Lk ) 1w
g\ = 2T dk _7T ¢ (ck)2 +w(2) _7TC WQ—W(Q).
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a.) b.}
45. abra. Az optikai fononok diszperzits relacidja és allapotstrtisége.

b.) Az impulzustérben izotrép csoportsebesség

’&v ok
(ck)? +wi

2k

k — 0-ra 4 e — -, és a diszperzi6 kozelitsleg w(k) ~ wo + ﬁ A fononok effektiv tomege a sav

aljan igy meg = wo / c. Ezzel szemben a k — oo hataresetben i—“,;’ — c¢. Eszerint a ¢ konstans a fononok
csoportsebessége nagy hullamszamoknél.

Megjegyezziik, hogy az optikai fonon mdédusok a legtobb kristély esetén csak az optikai gerjesztések
leirasaban jatszanak fontos szerepet - nagy energidjuk miatt termodinamikai egyensilyban nincsenek
betoltve. Azonban egy a kristaly torzulasaval jaro fazisatalakulas kozelében az optikai fononok energiaja
csOkken és igy egyensulyban is figyelembe kell venni ezeknek a rezgési modusoknak a jelenlétét.

6.4. Racs megolvadasa

Egy kristdlyban a racsrezgések amplituddja fligg a hémérséklettsl. Ha az atomok kitérése egyenstulyi
helyzetiikbdl a racsillandd nagysagrendjébe esik, akkor a kristalyos allapot instabilla valhat és megol-
vadhat. Ebben a fejezetben az olvadéashoz sziikséges hémérsékletet, azaz az olvadaspontot becsiiljiik
meg.

Egy atom kitérésének szorasa

2\ _ (a—q )R
() = ) = S ) = 535 33 = St
R qq’
a transzlacié invariancia miatt. Kvantummechanikai leiras alapjan (melyet itt most nem részleteziink)

@) =3 s (st + )

mws(q)

irhato, ahol
1 1

g1 P~ kT

a Bose-Einstein eloszlas (46. abra) ¢és s a kiilonboz6 diszperzios agakat (polarizaciokat) indexeli. A
képletben kg = 1,38 - 1072% J/K a Boltzmann-éllando.

(luf) = 5 Z — (q) ( w(a)) + ;) = %/ de(w)% <n(w) + ;) .

= N/ de(w)%n(w)—i—%/ de(w)%%

termikus jarulék zérusponti rezgések

n(w) =
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46. abra. Bose-Einstein eloszlés

A kifejezésben megjelend zérusponti jarulék nem fiigg a hémérséklettsl, vagyis abszolut zérus hémérsék-
leten is jelen van.
Debye-modellben méar korabban kiszamoltuk az allapotstriséget.

G(w) ocwi™t

egy d dimenzios rendszerben. A zérus ponti rezgések jaruléka

wp
()70 o / dw w2,
0

“D duw
()70 o / d

w

mely egy dimenziéban

divergens az als6é hataron, vagyis egy dimenziéban méar a zérusponti rezgések ,szétrézzak” a racsot.
Masképp fogalmazva, egy dimenzioban nem lehet hosszu tava rend az atomok elhelyezkedésében zé-
rus hémérsékleten sem, azaz nem létezik egydimenzios kristaly. Magasabb dimenzidkban a zérusponti
jarulék véges, két dimenzioban (|u|?) o< wp, harom dimenzioban pedig (|u|?) o< wd. A termikus jarulé-
kot egzaktul nem tudjuk meghatarozni. Alacsony hémérsékleten azonban elég csak a kis frekvencidja
tartomanyra koncentralnunk, ahol n(w) ~ (Bhw) ™! teljesiil vezets rendben. Két dimenzioban

“D du
(Ju)r o / do

w

divergal a termikus jarulék. A véges hémérsékleti rezgések szétrazzak a kétdimenziés racsot. Harom
dimenziéban a termikus jarulék

(lul*)r = W /wD dw —— _ e kT 2/®D/T dar ——
"7 om23mN J, efho — 1 2m2me3 \ h 0 er —1

szerint frhato, ahol Op = hwp/k a Debye-hémérséklet és V. az elemi cella térfogata. Magas hémérsék-
leten T > ©p az integral kis x értékéken fut végig, ekkor az integrandus sorba fejthets és

e (KT\"€p
h T

ro=1 = {u)rsep o T (28)

e*—1 2z 2m2me3

adodik. Alacsony hémérsékleten Op > T, vagyis Op/T — oo tekinthets. Ekkor a termikus jarulékot
megado6 integral mar nem fiigg a hémeérséklettsl, azaz
(|lul)r<op < T?.
Kihasznéalva, hogy a Debye-frekvenciat az 6sszes allapotok szama hatarozza meg, a magashémeérsék-
leti viselkedés tovabbirhato az alabbi médon.
(672)1/3 , kT

2 _
([ulF)rseop = ?a 2
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47. abra

Itt a = Vcl/ % a racsallandé. A récs olvadasarsl akkor beszéliink, ha az atlagos kitérés a racséallando
nagysagrendjébe esik, vagyis ha +/(Ju|?) = aa, ahol a a racsallando és o < 1. Ez alapjan a racs
olvadaspontja megbecsiilhetd.

22 o2 mec?
(672)1/3 L

(Irodalom: Solyom Jend: A modern szilardtest-fizika alapjai I. 12.3.2. fejezet)

Ebben a fejezetben lattuk, hogy egy egydimenzids kristdlyt mér a zérusponti, egy kétdimenzios kris-
talyt pedig a termikus rezgések razzak szét. Ennek latszolag ellentmond az a tény, hogy kisérletileg
sikeriilt elgallitani kétdimenzios anyagot (pl.: grafén). Az ellentmondéast az oldhatja fel, hogy ezek az
anyagok nem tokéletesen kétdimenzids objektumok, hanem hullamosak. Ezek a hullamok (,rancok”)
képesek stabilizalni a racsot.

ﬂn:

6.5. Hazi feladatok

13. hazi feladat
Mutasd meg, hogy egy 2-dimenziés izotr6p rendszerben az alacsony homérsékletii fonon fajho T2 szerint
valtozik!
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7. Elektronok Dirac-delta potencialsorban

7.1. Elektronok racsperiodikus potencialban

Egy récsban, rogzitett atomok esetén, az elektronok diszkrét transzlacios szimmetridval biré potenciél-
ban mozognak. A racsvektorokat ebben a fejezetben R-rel jeloljiikk. Az egyrészecske Hamilton-operétor
h2
H:—Q—A—l—U(r) Ur)=U(r+R) VR
m
sajatérték egyenletének
H\I’nk = [—:n(k)\lfnk (29)

megoldésai a W, (r) Bloch-fiiggvények, melyekre teljesiil ¥, (r + R) = e’*BW¥, , (r) minden R esetén
(Bloch-tétel).

Ebben a jegyzetben csak nem kolcsonhato elektronrendszereket vizsgélunk, vagyis elhanyagoljuk az
elektronok kozti Coulomb-kolesonhatast.

Csoportelméleti megfogalmazasban ¥,y az eltolasi csoport k-val indexelt irreducibilis Abrazolasahoz
tartozé hullamfiiggvény és mivel a Hamilton-operator felcserélheté az eltolasokkal, az egyrészecske-
sajatallapotok is ilyenek lesznek. Az eltoléasi csoport irreducibilis abrazolésait az elsé Brillouin-zona k
hullamszamai indexelik, a tovabbi hullamszémok nem adnak 0j abrazolast. Egy irreducibilis abrazoléas-
hoz t6bb invarians sajataltér is tartozhat, ezeket jeldli az n savindex.

A Bloch-fiiggvények mindig felirhatok W, (r) = e*Tu,(r) alakban, ahol u,k(r + R) = wunk(r)
minden R eltolasra.

A (29) egyenlet sajatfliggvényeit és az e, (k) diszperzios relaciot altalanos potencial esetén nem lehet
egzaktul meghatérozni. Kivételt jelent példaul a Dirac-delta potencidlok alkotta racs.

7.2. Dirac-delta potencialsor egy dimenziéban

—aVpd(x—na)

48. adbra

Az egyrészecske Schrodinger-egyenlet

h? d?w

o7 T Voa Z §(x — na)¥(x) = EV(z)

n=—oo

alakban irhato, ahol a a racsallando és Vj a Dirac-delta potencidlok erdssége. A potencial rendelkezik
diszkrét eltolasi szimmetridval, ezért a Schrodinger-egyenlet megoldasai Bloch-fiiggvények a Bloch-tétel
értelmében. Ezt kés6bb még ki fogjuk hasznélni.

A Schrodinger-egyenletet a kivetkez stratégia szerint oldjuk meg. A teljes teret felbontjuk a hosszu-
sagi szakaszokra (az n-edik szakasz: (n — 1)a < < na). Egy L hossztisdgt minta esetén N = L/A a
szakaszok (celldk) szama. A Dirac-delta csticsok kozott a potencial zérus, ezért a szakaszok belsejében
a Schrodinger-egyenlet konnyen meg lehet oldani. Ezek a W) (z) megoldasok tartalmaznak szabad
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paramétereket, melyeket a szakaszhatarokon torténd illesztéssel lehet meghatarozni. Fontos szem el&tt
tartani a szamoléas soran, hogy a cél a lehetséges egyrészecske-energidk meghatéarozasa. Az n-edik sza-
kaszon tehat a Schrédinger-egyenlet

h?2 42y
" om  dxz?

= BV ()

dQ\I/(n) 2 n 2
altalanos megoldasa _ '
\I,(n) (I) _ A(n)ezKa: + B(n) efzK:L’

valamilyen A(™ és B(™ egyiitthatokkal. Az egyiitthatok kiilonbozé szakaszokon més és mas értéket
vehetnek fel. Ezt a 2N db egyiitthatot az N db racspontban torténd illesztéssel hatarozhatjuk meg.
A teljes megoldasra a racsperiodikus potencial miatt W(z) = e?**uy () is kell, hogy teljesiiljon, melyre
ug(z+na) = up(x) minden n € Z esetén. A tovabbiakban -t is indexeljiik k-val. Az egyes szakaszokon

u,(cn) (z) = A,(c")ei(K_k)I + B,(cn)e_i(K'*k)”” (n—1a<z<na

irhat6. A racsperiodicitds miatt
u;n)(x) = ugl_l)(z —a)

Gi(K—k)z A,(C") _Aén—l)efi(ka)a} 1 oKtk B,(C") _ Blin—l)ei(l(+k)a:| —0.

Az e KRz g5 o= i(K+R) fijgovenyek fiiggetlenek, ezért

Al(cn) _ Al(cnfl)e—i(K—k)a _ A}(Co)e—i(K—k)na
B}(Cn) _ B}gn—l)ei(K+k)a _ B}(co)ei(K+k)na

osszefliggest kapjuk az egyiitthatokra. Igy mar csak két fiiggetlen egyiitthatoé van a 2N helyett; Afco)

és B,(fo). Valamely racspontban torténd illesztésnél két Osszefiiggést irhatunk fel erre a két egyiittha-
tora. Latni fogjuk azonban, hogy mindkét egyenlet csak a két egyiitthaté hanyadosara ad megszoritast.
A két egyenlet tehat talhatarozott, csak a benniik 16v6 paraméterek (energia, hullamszam) bizonyos
értékei mellett oldhatdak meg. Ezt figyelembe véve fogjuk tudni kiszamolni a lehetséges egyrészecske-
energidkat. Az Aéo) és B,(CO) egylitthatok pontos értékét a hullamfiiggvény norméltsagat kihasznalva
tudnédnk meghatarozni, de ezt itt mar nem vezetjiik le.

Valamely racspontban tehat fel kell irni az illesztésbol adodo Osszefiiggéseket. Az n = 0 helyen levd
racspontban a két oldalon a hullamfiiggvénynek meg kell egyeznie.

lim Ug(0+4d) = lim ¥(0—4¢
50+ a ) 50+ a )
lim ©M(5) = lim 0V(=5
s Tk (6) st Tk (=9)

Alio)efi(ka)a +B]i0)ei(K+k)a _ A,(go) +B,(€0) (30)
A Dirac-delta potencial miatt a hullamfiiggvény derivaltja ugrik a hataron.

2mVpa

Jim [0 +) — (0~ 0)] = 0%, (o)
) X 2
A](vo)efz(ka)a _ B]io)ez(K+k)a _ AggO) 4 Bl(e()) =3 ;;‘I/?a |:A§cO) + Bl(cO):| (31)

A (30) és (31) egyenletek akkor teljesiilnek, ha

mVpa? sin Ka
h? Ka

coska = cos Ka —
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Ekkor

2
B = sin (550)

a keresett egytitthatokra. A pontos értékiiket a hullamfiiggvény normaéaltsagat kihasznalva hatarozhatjuk
meg ([ |¥(r)|?dV = 1 Bloch-fiiggvényekre is teljesiil).

A (32) egyenlet nagyon fontos eredményiink, mert ez adja meg az elektron energiaja (E = h2K?/(2m))
és a hullamszama (k) kozti Osszefliggést, vagyis a diszperzios relaciot. Kotott allapotok esetén (E < 0)
K tisztan képzetes, vagyis K = iI" alakban irhat6. Ez a haladé sikhullam megoldas helyett egy expo-
nencialisan lecsengd, lokalizalt megoldast jelent. Ekkor a (32) egyenlet

Al(cO) sin (Ma) pifa

mVpa? shla

h2  Ta
szerint modosul. Lathato, hogy ennek csak akkor van megoldasa, ha V) > 0, vagyis vonzé Dirac-delta
potencialokbol all a récs.

coska = chl'a —

ka

i

—Ir

49. abra. A (32) egyenlet megoldasanak grafikus szemléltetése. Az abrazolasnal mVpa®/h? = 0,9 volt.

7.2.1. Tiltott sav nagysaganak kiszamitasa gyenge potencial esetén

Ha mVpa?/h? < 1, akkor feltessziik, hogy az elsé tiltott sav (Id. 49-50. abra) nagysaga is kicsi. A tiltott
sav a Brillouin-zona szélénél van, ahol k = 7/a miatt coska = —1. A tiltott sav nagysdga A = Ey — Ey,
ahol Ey és F; a tiltott sav fels§ és also élének energiaszintje, valamint teljesiil, hogy Eo = h2KZ2/(2m),
ahol Ky = 7/a. Ha a gap kicsi, akkor feltessziik, hogy a (32) jobb oldala K-ban Ky koriil masodrendig
sorfejthets. Azt, hogy ezt tényleg megtehetjiik-e, kés¢bb igazolnunk kell.

A sorfejtés:

Vi 2
K=Ky+ 6K 0Ka << Kpa = A:mhga <1
in K A 1 A
cosKa— A2 o 14 ZasK + < - 2) (a6 K)?
a 7r 2 9w
A tiltott sav széleit a k = w/a, vagyis a cos ka = —1 feltétel hatarozza meg.
A 1 A
—1=-14 —adK + ( - 2) (a6 K)?
s 2w
adK =0 trivialis megoldas
A 2A
Q(SK = 1 A\ ~ ——
(3 - ) g

65



2 a* mE(k)

\

AV

L ka
T

50. abra. Savszerkezet Dirac-delta potencial esetén. Az &bran jol lathatd, hogy tiltott savok alakulnak ki.

A nem trivialis megoldasra teljesiil, hogy |adK| = 2A/7m < 1, vagyis jogos volt a feltevésiink, amely
alapjan a sorfejtést elvégeztiik.

24
Ki:Kb+M¥:W(1—2>
a T
R2m? 24\ h2m? 4A
E = 11— — ~—1 - =
' 2ma? < 772> 2ma? ( 7T2>
2h% A
A=B-Bi=—5 =2V

7.2.2. Legalacsonyabb energiaja allapot gyenge potencial esetén

Ha Vy > 0, akkor a legalsé sav alja negativ energiaju (kotott) allapot. Gyenge potencial esetén a sév
also szélénél (k = 0)

1:1+@?y A{F way

melynek megoldésa kis A esetén

Foa =V 2A
és a legalacsonyabb energia értéke

Emin = _VO-
7.2.3. Savszélesség erlds racspotencial esetén

Azt szeretnénk meghatérozni, hogy mekkora a kialakult savszerkezet legalséd savjanak savszélessége. Azt
varjuk, hogy nagyon erds potencial esetén a savszélesség kicsi lesz a tiltott savok nagysagahoz képest.
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Feltessziik, hogy ha elég erés a racspotencial, akkor a teljes sav a negativ energidju tartoményba esik

(E < 0). Kotott allapotokra a diszperzios relacio

shl'a mVpa? h2I?
A="T000 p

Ta h2 2m

coska =chl'a — A

alakban frhato. A sav alja k = 0-nal van (T'), mig a sav teteje k = 7/a-nal (). A sévszélesség

W = E2 — E1 lesz.
nr
k=0 = 1:chrlaﬂ4s‘F 14

1a

LD
k=" = —1=chlha—A"22"
a r

2

Ha A nagy, akkor feltessziik, hogy I'1a is és I'sa is nagy. Ezt késébb ellendrizni kell, hogy valéban
teljesiil-e. Ekkor chl'ja ~ e'1%/2 ¢és shT'ja ~ €'1%/2 miatt

el A
1= (1 — > = Tia=A+2Tae "%~ A+ 24e 4

A
<1 _ ) = Tsa=A- 2F2a671ﬂ2“ ~A—24e 4
F2a

irhato. Ezzel lathatjuk, hogy nagy A esetén I'ya és I'sa is nagy, vagyis jogos volt a feltevésiink, amely
alapjan a sorfejtést elvégeztiik. A savszélesség
h? h?

4ma®V3E _ma’v
2 2 2 —A 0
VV—EQ—E1—2m(F1—F2)—2m 28Ae = 3 e Rz

Megjegyezziik, hogy A — 0o esetben a savszélesség zérushoz tart, vagyis diszperzio nélkiili savot, diszkrét
energia szintet kapunk. Az A — oo limesz fizikailag interpretalhato dgy is, hogy az atomokat végtelen
tavol vissziik egymastol (A tartalmazza a-t). Vagyis az imént fliggetlen atomok diszkrét nivojat kaptuk
meg. Megjegyezziik, hogy a vonzo Dirac-delta potenciallal jellemzett atomnak csak egyetlen kotott
(negativ energiaju) allapota van, igy az ilyen atomokbol 4116 racs spektruméban csak egyetlen (a legalso)
savban lesznek kotott allapotok. (Irodalom: Kronig, R. de L.; Penney, W. G. Proc. Roy. Soc. London,
A130, 499, 1931)
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8. Kozel szabad elektronok diszperzids relacioja (egy dimenzid)

Ebben a fejezetben a szilardtestbeli elektronok energiaspektruméat kozel szabad elektron kozelitésben
szamitjuk ki. Ez a modszer jo fémek savszerkezetének leirdsara alkalmas, melynek soréan a racsatomok
elektronokra gyakorolt hatasat perturbacioként vessziik figyelembe. A perturbalatlan rendszer tehat a
szabad elektron géz, melynek diszperzios relacidja e(k) = h?k?/(2m) a sajatfiiggvények pedig Wi (r) =

e’ /\/V. A gyenge perturbacié a redukalt zonaképben megjelend degeneraciok felhasadasahoz vezet,

ezért ezen pontok kérnyékén fog lényeges véltozast okozni az elektron diszperzios relacidjaban.

Elsszor atismételjiik a racsperiodikus potencialok esetén felirhato, Bloch-allapotokra vonatkozd Schrédinger-

egyenlettel kapcsolatos levezetést, majd attériink a potencial perturbativ kezelésére. Récsperiodikus
potencial esetén a Schrédinger-egyenlet

h2
[—QmA + V(r)} U,k (r) = ep (k) U,k (r) Vir+R)=V(r)
megoldasai a Bloch-tétel alapjan a

Uk (r) = e (r) Unk (T + R) = upk(r)

alakban felirhato Bloch-fliggvények (itt k az els6 Brillouin-zona hullamszam vektora). Ezzel behelyet-
tesitve

Bm (—iV+k)" + V(r)} Unie(r) = €5 (K)tnie(r)

adodik. A racsperiodikus fliggvények Fourier-soraban csak a reciprokracs-vektoroknak megfelelg kom-
ponensek szerepelnek.

V(r) = Zeigrf/(G) Unk(r) = Z ¢S (G)
G G

Ezzel a Schrodinger-egyenletbe behelyettesitve és kihasznalva az e'G* fiiggvények fiiggetlenségét kapjuk
a

h? ~

5~ (G + X%k (G) + D V(G = Gek(G) = en(K)enk(G) VG (33)

G/

egyenletet. Altalanosan ez az egyenlet sem megoldhato, valamilyen kozelitést kell alkalmazni.

8.1. Kozel szabad elektron kozelités

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy a racsperiodikus potencial annyira gyenge, hogy hatasat perturbacio
szamitassal figyelembe lehet venni. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg a perturbalatlan rendszert, vagyis a
szabad elektrongézt, redukalt zonaképben.

Teljesen szabad elektronrendszer esetén minden G reciprokracs-vektorra V(G) = 0. A Schrodin-
ger-egyenlet egzaktul megoldhato, a sajatértékek €°(k) = h?k?/(2m) és a sajatfiiggvények a UQ(r) =
e’k / V'V sikhullamok, ahol V a szilardtest térfogata. Konvencionk szerint a Bloch-tételben szerepls k
vektort agy vélasztjuk, hogy az a Brillouin-zéna eleme legyen. Tegyiik fel, hogy a szabadelektron-allapot
hullamszamvektora olyan K, amely nem tartozik a Brillouin-zéndhoz. Ekkor a K = k + G felbontas
egyértelmtien megtehetd valamilyen G reciprokracs vektorral és k Brillouin-zéna-beli hullamszammal.
Az e™*7e'CT /\/V hullamfiiggvény Bloch-fiiggvény, hiszen a masodik tényezd definicio szerint racsperio-
dikus. A Brillouin-zéna minden k vektorahoz megszamlalhatéan sok K = k + G hullamszamvektori
szabadelektron-allapot tartozik. Ezeket az allapotokat k-val és G-vel indexeljiik. Igy a perturbalatlan
energiak és hullamfiiggvények:

R (k + G)? 1 .
0 = TEHES V(1) = kO
A perturbélatlan rendszer diszperzios relacidjat az 51. abran abrazoltuk. A tovabbi szamolasokban a
sajatallapotot |kG)-vel is jeloljiik.
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ka

—2m - 0 b 2m

51. abra. Szabad elektron gaz diszperzids relacidja redukalt zonaképben

A perturbacié hatasara elsé rendben a sajatenergidkhoz hozzaadodik a perturbald potencial varhato
értéke. A
ca(k) = e (k) + (kG|V|KG)

(KG[V[KG) = / A U8, (1) V() W (r) =

1 ) 1 . 1 -
= [ d% ——eikFG)r /() ikt G)r —/ drVE)=V(G=0
[ — )= > [ arve =vie =0
A perturbal6 potencial varhato értéke a potenciél fliiggvény G = 0-hoz tartozo Fourier-komponense,
amely fliggetlen k-tol és G-t6l, ezért a diszperzios relacio strukturajat nem valtoztatja meg, csak egy
konstanssal tolja el az egyrészecske-energiakat.
A perturbacié szamitas méasodik rendjében a sajatenergiak

_ S [(kG|V|kG')|?
eg(k) = 8%(1{) +V(G=0)+ GZ?;G m

szerint modosulnak. A képletben az Osszegzés az Osszes G’ reciprokracs-vektoron végigfut G-t kivéve.
A diszperzios relaciéban megjelend matrixelemek éppen a perturbalé potencial Fourier komponenseivel
egyeznek meg.

(kG|V|kG') = / A T (r) V(1) T (r) =
_ / qr %e—i(kﬁ-G)r Vr) %ei(k—&-c}/)r _ % / Al e~ (C-CNY () = V(G — @)

Igy kapjuk a diszperzios relacio

_ 7@ — V(G -G
6(;(1() = 6(();(1{) + V(G = 0) + G;G M

(34)
kifejezését. A maéasodrendi korrekcion jol lathato, hogy a szamolasunk nem érvényes abban az esetben,
ha a nevezében szerepls £ (k) —e%, (k) tul kicsi, vagyis a degeneréciés pontok kérnyékén. Ekkor ugyanis
a masodrendii korrekci6 joval nagyobb, mint az elss- és nulladrendi tagok. A (34) eredmény tehat csak
a degenerécios pontoktol téavoli tartomanyokban érvényesek.

Erdemes még megemliteni, hogy amennyiben €% (k) > €%, (k), akkor a perturbicié hatasira a G’
allapotok jaruléka néveli a G allapot egyrészecske-energidjat. Ha viszont £ (k) < €&/ (k), akkor a G’
allapotok jaruléka csckkenti az egyrészecske-energiat. Ezt szemléletesen tigy is lehet interpretalni, hogy
a diszperzids dgak a perturbécié bekapcsolaséival taszitjak egymast.
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8.2. Kozel szabad elektron kozelités - degeneraciés pontok egy dimenziéban

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a degeneracios pontoktol tavol hogyan modosul a diszperzios relacio
gyenge racsperiodikus potencial hatasara. A kapott eredmény nem érvényes a degeneraciés pontok
kozelében, ahol degeneralt perturbécioszamitast kell alkalmazni. Latni fogjuk, hogy ezt a szamolast elég
els6 rendig elvégezni ahhoz, hogy nem trivialis korrekciot talaljunk a diszperzios relacioban.

Egy egydimenzids rendszerben a Brillouin-zona szélénél és a kozepénél taldlhatunk kétszeresen dege-
neralt pontokat, melyben valamilyen G és G’ reciprokracs-vektorokkal €% (ko) = €&, (ko), ahol kg = 0
vagy kg = m/a attol fliggen, hogy a Brillouin-zéna kozepénél vagy szélénél 1évé degeneracios pontot
vizsgalunk. A degeneraciés pont kozelében talalhato allapotokra degeneralt perturbécioszamitast kell
alkalmazni. Eszerint meg kell hatarozni a Hamilton-operator matrixat a degeneralt altéren, melynek
sajatértékei lesznek az 1j sajatenergiak.

A Hamilton-operator méatrixa a |kG) és |kG') allapotok altal kifeszitett altérben

( eg(k)+V(0) V(G-G) )
V(G —G) 4 (k) +V(0)

alaki, amelynek sajatértékei

2
Ei(k) — ‘7(0) + Z":OG(k) —‘;Eog,(k) + \/<E%(k> _25%’(1{)) 4 ‘V(G _ G/)|2

adjak a diszperzios relacio perturbalt alakjat. A kg-ban 1évé degeneracio felhasad és a kialakulo gap
(tiltott sav) nagysaga )
A=2|V(G-G).

Magasabb dimenzioju rendszerben a kétszeresen degeneralt pontok ugyanilyen modon hasadnak fel.

8.3. Példa feladatok kozel szabad elektron kozelitésre egy dimenziéban
8.3.1. Tiltott sav szamolasa

Kapcsoljunk be egydimenzios szabad elektronrendszerben egy gyenge
2
V(z) = 8Vpsin* (%)
a

potencialt. Kérdés, hogy mekkora a racsallandé és hogy mekkora tiltott savok alakulnak ki a sévszer-
kezetben. Ehhez meg kell hatarozni a potencial Fourier-komponenseit. Tudjuk, hogy

sin® <27r:1:> = } (3 — 4 cos (2%;1:) ~+ cos (427Tx)> .
a 8 a a
Viz) =W (3 — 4 cos <227T:v> + cos (4%x)> )
a a

melyet abrazolva kapjuk az 52. abrat, melyrdl leolvashatjuk, hogy a racsallandé

Igy a potencial

a
ag = 5
Ezek szerint a reciprokracs-vektorok a
2
G=h" hel
ao

vektorok lesznek. Tovabb alakitva a potencial kifejezését
Vo

i2%g —i2rg i22T ¢ _j92m,
V(x):?’%—?vo(@ @w” +e 90 )—l-?(e w” 4 e T )
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Vo
8_
4_
X
-1 ~05 05 1 a
52. abra

adodik, vagyis a Fourier-komponensek

—2Vy  ha = (21—:
V(G) = 3Vo ha G=0

Ez alapjan meghatarozhato a egyrészecske-spektrumban nyilé gapek nagysaga (53. abra). Megje-
gyezziik, hogy a G = 0-hoz tartozo Fourier-komponens nem egy tiltott sav kialakulasat fogja okozni,

hanem a teljes spektrum konstanssal torténd eltolodasat.

e(k)

—IT

53. dbra. Az elektron spektrumban nyilé gap-ek.
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8.3.2. Tiltott savok

Egy egydimenzios lancon az elektronok diszperzios relacidjat kvaziszabad kozelitésben szamoljuk ki. Az

_Wa a

22
atomi potencial V,(z) = wore (Gauss-gorbe) alaki, ahol Vo <0, 0 < 3,
az elemi cellak szama. Hatarozd meg, hogy mekkora lesz a felhasadéas a degeneraciés pontokban.
Segitség:

a a racsadllando és N

1 o0 22 . 2.2
— dze 207 e ke = o= *F
V2ro? J -
Megoldas:
Az egydimenzids racs reciprokréacs-vektorai
27
Gp=h—

A racsperiodikus potencial

ahol az Osszegzés végigfut az Osszes racsvektoron. A felhasadasok nagysaga egy adott degeneracios
pontban

A =2[V(Gy) V(G) = /OO dz e Crnty (z) = /00 dz e~ Cne ZVa(sc —R)=

— 00 —00 R

G252

1 [e’e] . 1 S . 3
=> f/ dz e~ "GV, (z) = E/ do e 'OV, (2) = Voe o T,
R - >

ahol G}, azon parabolak tavolsagat adja meg a hullamszam térben, melyek metszéspontjat épp vizsgaljuk.
Erdemes megjegyezni, hogy minél magasabb energiaji degenerécios pontot vizsgalunk, annal kisebb a
felhasadas.

8.3.3. Négysz6g potencial

Az a racsallandoju V(z) egydimenzios, periodikus potencidlban elektronok mozognak. A potencial egy
peridéduson beliil

Vi) = Vo, haxE[O,%),
] =V, ha:ce[%,a).

Abrazold véazlatosan a savszerkezetet az els Brillouin-zonaban, és hatarozd meg a szomszédos savok
kozott kialakulo tiltott sav szélességét kvéaziszabad elektron kozelitésben. Mi a kozelités alkalmazhato-
saganak feltétele?

V(z)h

=Y

54. abra. Racspotencial.
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Megoldas:
Fejtsiik Fourier-sorba V-t:

- 2
V(z) = ¢ V(G), ahol G = =, n € Z.
G

~ 1 a/2 ) 0 h .
V) =1 [ arv@een = 1G, e pies
@ J=aj2 20 ha n paratlan,

i’

A savszerkezet a nem kolesonhato esetben, €2, (k) = %(G—}—k)Q, amely a gyenge V() potencial hatéséara
felhasad a degeneracios pontokban (lasd 55. abra). A felhasadas mértéke

~ 2 0 h ATOS
B T
a =2, han paratlan.

A kvéaziszabad elektron kozelités alkalmazhatosaganak feltétele, hogy a kolcsonhatas elég kicsi legyen

€l

55. abra. A degeneracio6 felhasadasa a racspotencial hatasara.

K2 )

ahhoz, hogy a méasodrendt perturbaciészamitas alkalmazhato legyen (V(G) < -

8.4. HAazi feladatok

14. hazi feladat
Tekintsiink egy L hosszisagt, egydimenzios racsban 1évé elektronokat kvazi-szabad elektron kozelités-
ben. Az atomi potencialt kozelitsiik egy négyszogjel alakt potenciallal. Hatérozzuk meg a savok kozott
kialakul6 tiltott savok szélességét!

15. hazi feladat
Tekintsiink egy L hosszisagt, egydimenzios racsban 1évé elektronokat kvazi-szabad elektron kozelités-
ben. A racsatomok hatasat kozelitsiik a kovetkezo periodikus potenciéllal.

V(z) =V - cos® (47r§>

a) Mekkora a racsallando?
b) Hatarozzuk meg a savok kozott kialakulo tilos savok szélességét!
¢) Mennyivel valtozik meg az alapallapot energiaja ezen potencial hatésara?
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9. Kozel szabad elektronok diszperzids relacidja (két dimenzio)

Lathattuk, hogy egy egydimenzios rendszerben a kétszeresen degeneralt degeneracios pontok kis kor-
nyezetében a spektrum

S AU RE I V(M% vie_anp

2

szerint irhato.

9.1. Degeneracios pontok helye a hullamszamtérben

Tobb dimenziés rendszerekben a szabad elektronok kvézirészecske spektruméban t6bbszérdsen degene-
ralt pontokat is talalhatunk. Ezeknek a pontoknak a helyzetét az

eg (k) = & (k)

h? , K2
5 k+G)* =
egyenlet hatarozza meg, vagyis |k + G| = |k + G| kell. Az ezeknek megfelels elsg Brillouin-zonabeli k
hullamszamoknal lesznek a degeneracios pontok.
A degeneracios pontok ott alakulnak ki, ahol az egyes reciprok racspontokba helyezett forgasi para-
boloidok metszik egymast az elsé Brillouin-zénaban.
(Irodalom: So6lyom Jend: A modern szilardtest-fizika alapjai II. 18.1. fejezet)

(k+G')?

m

9.2. Kozel szabad elektron kozelités kétdimenzios négyzetracson
9.2.1. Szimmetria megfontolasok

A négyzetracs elemi racsvektorai a; = a(1;0) és az = a(0;1). A racsperiodikus potencialra teljesiil,
hogy

V(z,y) = V(z+na,y + ma) Vn,m € Z
A Fourier-komponensek

7(Q) = / V(r)e' dA

kozott szimmetria megfontolasok alapjan kiilonbozs Osszefiiggéseket talalhatunk. Altalaban ha egy
kristalynak szimmetriacsoportja G, akkor barmely P € G esetén V(Pr) = V(r) és igy

V(PG) = / V(r)e!PGr g4 = / V(r)e'SP ' qA = / V(Pr)e'SrdA = / V(r)e'®TdA = V(G)

adodik (a szamolas soran kihasznaltuk, hogy P ortogonalis transzforméacio), vagyis a Fourier-komponensek
is ugyanazokkal a szimmetridkkal birnak, mint a récs. ~
A négyzetrécs reciprok racsa is négyzetracs. A Fourier-komponenseket a tovédbbiakban V(G = hb; +

kbo) = V(h, k) szerint jeloljiik. Feltessziik, hogy a kristaly bir a négyzetréacs Osszes szimmetriajaval, igy
a potencial Fourier-komponensei kézott az alabbi Gsszefliggések irhatok fel.

V(0,0) fiiggetlen a tobbitsl

V(0,1) = V(1,0) = V(0, —1)
V(1,1)=V(1,-1)=V(-1,1) = V(-1,-1)

I

<
0
\t—‘

(=)
=
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56. abra. A négyzetracs reciprok racsa és elsé Brillouin-zonaja.

9.2.2. Sgzabad elektronok diszperzios relaciéja

Legyen ¢g = % (%)2! Vizsgaljuk meg, hogy a Brillouin-zéna nevezetes pontjaiban kialakulé degenera-
ciés pontokban mennyi a perturbalatlan spektrum értéke! Emlékeztetiink, hogy a degeneraciés pontok
ugy alakulnak ki, hogy a kiillonb6z6 reciprok racspontokba helyezett forgasi paraboloidok metszik egy-

mast.

nevezetes pont metsz§ paraboloidok helyzete | egyrészecske-energia
I' pont (k = (0,0)) (0, 0) (M) =0
(1,0);(0,1); (=1,0); (0 - 1) e’(T') = deo
X pont (k = (F,0)) (0,0); (1,0) e'(X) = eo
(0,1); (0, =1); (1, =1); (1, 1) %(X) = beo
M pont (k=(§7§>) ( 0); (1,0); (1,1); (0, 1) EO<M):250

1. tablazat. A Brillouin-zéna nevezetes pontjaiban talalhaté néhany degeneracios pont adatai.

A diszperzios relaciot az 57. abran abrazoltuk.

k

I I
| |
I I
| |
r X M r

57. 4bra. Szabad elektronok diszperzids relacidja a négyzetracs elsé Brillouin-zénajanak nevezetes vonalai men-
tén.
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9.2.3. Degeneracio felhasadasa

A kiilonb6z6 degeneréacios pontokban felirjuk a teljes Hamilton-operatort a degeneralt altéren és diago-
nalizaljuk azt.

e X pontban a (0,0) és (1,0) paraboloidok metszik egymast (X) = g¢ energidnal (a degeneracio
foka itt 2) (az 57. 4bran ez az 1 pont)
Schrédinger-egyenlet:

g0+ V(0,0)  V(=1,0) } { 25(1)78) } :E{ c((i,

V(1,0) o+ V(0,0)
Szimmetria megfontolasok miatt V(1,0) = V(—1,0) és igy
e =¢eo+ V(0,0)+V(1,0)

szerint hasadnak fel a degenerélt nivok gyenge racsperiodikus potencialban. Megjegyezziik, hogy

V(0,0) itt is csak az egyrészecske-energiak egy konstanssal torténd eltolodasat okozza.

g+V(0,00+V(1,00 (1)

&+ VO0,0-V(L,0) (1)

58. abra. A degeneraci6 felhasadésa.

e M pontban a (0,0), (1,0), (0,1) és (1,1) paraboloidok metszik egymést €°(M) = 2¢, energianal
(a degeneracio foka itt 4) (az 57. abran ez a 2 pont)
Schrodinger-egyenlet:

20 +V(0,0) V(1,0 V(0,-1) V(-1,-1) (0,0) ¢(0,0)
V(1,0) 260 + V(0,0)  V(1,-1) V(0,—1) c(1,0) | | <(1,0)
V(0,1) V(=1,1) 2+ V(0,0) V(-1,0) c(0,1) | =% ¢(0,1)
V(1,1) V(0,1) V(1,0) 2¢0 4+ V(0,0) c(1,1) c(1,1)

A sajatérték egyenlet felirasanal segit, ha szem el6tt tartjuk, hogy a Hamilton-operator oszlopai
rendre a G = (0,0);(1,0);(0,1); (1,1), sorai pedig a G’ = (0,0);(1,0);(0,1);(1,1) reciprokracs-
vektorokhoz tartoznak, valamint ekkor a racsperiodikus potencial matrixelemeinek értéke V(G —

G') lesz.
Legyen de = € — 2g¢ — ‘7(0,0)! A potencial Fourier-komponenseinek szimmetria tulajdonsagait
kihasznalva - - 5
—ée  V(1,0) V(1,0) V(1,1) ¢(0,0)
V(1,00 —ée  V(1,1) V(1,0) c(1,0) | _,
V(,0) V(1,1) —ée V(1,0) c(0,1) |
V(1,1) V(1,0) V(1,0) —ée c(1,1)

§et — 2662 (217(1, 0)2 + V(1 1)2) —88eV(1,0)2V(1,1) + V(1, 1) — 4V(1,0)2V(1,1)2 =0 (35)

adodik. A negyedfoki (35) egyenlet megoldasai csak nagyon bonyolult alakban frhatoak fel, ezért
csak specialis eseteket vizsgalunk. A V(1,0) = 0 esetet nem vizsgalhatjuk, mert ennek a kompo-
nensnek a jelenléte rogziti a racsallandot a-ban (ha nem lenne, akkor kisebb lenne a racséallando,

magasabb szimmetridju lenne a racs).
Ha V(1,1) = 0, akkor a (35) egyenlet

ot — 4662V (1,0)2 =0
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szerint egyszertisodik, melynek megoldasai
d0e =0 Kkétszeresen degeneralt

6e = +2V(1,0) nem degeneralt .

20+ V(0,00+2V(1,0) (1)

”’
:‘

4

4 265+V(0,0) (2)
2 4 ¥4 €
E{]—()"-—

\“..“2€D+V([],[])—2V(1,[]) (1)

59. abra. A degeneraci6 felhasadéasa az M pontban V(1,1) = 0 esetén.

Ha V(1,1) = V(1,0), akkor a (35) egyenlet

oet — 662V (1,0)2 — 80eV(1,0)° — 3V (1,0)* =0
szerint egyszertisodik, melynek megoldasai
de = —V(1,0) haromszorosan degeneralt

de = 3V(1,0) nem degeneralt.

Hangstlyozzuk azonban, hogy a kobos szimmetria nem kéveteli meg a V(1,1) = V(1,0) egyenls-
séget, ezért a degeneracio ebbdl adodd novekedését "véletlen" degeneracionak nevezziik, szemben
a szimmetria altal megkovetelt ,lényeges” degeneracioval.

g+V(0,00+V(1,00 (1)

o 6+V0,0-V(1,0)  (3)
.|

60. abra. A degeneraci6 felhasadéasa az M pontban V(1,1) = V(1,0) esetén.

e I' pontban a (1,0), (0,1), (—1,0) és (0, —1) paraboloidok metszik egymast ¢°(T") = 4¢( energianal
(a degeneracio foka itt 4) (az 57. abran ez a 3 pont)
A Schrédinger-egyenlet a korabbiakhoz hasonlé modon irhaté fel.

—de  V(1,1) V(2,0) V(1,1) ¢(1,0)
V(1,1)  —de  V(1,1) V(2,0 c0.1) | _,
V(2,0) V(1,1) —de V(1,1) e(—1,0) | —
V(1,1) V(2,00 V(1,1) —de c(0,-1)

Ha f/(l, 0) # 0, de az 6sszes tobbi Fourier-komponens zérus, akkor ée = 0, vagyis nincs felhasadés
a gyenge potencial hatésara.

e X pontban a (0,1), (0,—1), (1,—1) és (1, 1) paraboloidok metszik egymast °(X) = 5eq energianal

(a degeneracio foka itt 4) (az 57. abran ez a 4 pont)
A Schrédinger-egyenlet a korabbiakhoz hasonlé moédon irhaté fel.

—6e  V(2,0) V(2,1) V(1,0) ¢(0,1)
V(2,0) —de  V(1,0) V(2,1) c(0,-1) | _,
V(2,1) V(1,0) —dée V(2,0 (1 n |
V(1,0) V(2,1) V(2,0) —de o(1,1)
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Ha V(1,0) # 0, de az 6sszes tobbi Fourier-komponens zérus, akkor a fenti sajatérték probléma a
ot — 2V (1,0)20e% + V(1,0)* =0
egyenletre vezet, melynek megoldasai de = £V(1,0) kétszeresen degeneraltak.

A degeneralt vonalak legfeljebb kétszeresen degeneraltak, ekkor az X pontban ¢; energidnal bemu-
tatott szamolas alkalmazhaté. Barmelyik degeneraciés pontban a Schrodinger-egyenletben a Hamilton-
operator matrixa 6nadjungalt lesz, azaz diagonalizalhato (akar numerikusan is beprogramozhato).

A 61. abran lathato a kétdimenzids négyzetracs elektronszerkezete gyenge racsperiodikus potencial
esetén, amennyiben V(l, 0) # 0, de a tobbi Fourier-komponens mind zérus.

k

I X M r

61. abra. Az elektron spektrum kozel szabad elektron kozelitésben négyzetracson. Az abrazolasnal V(1,0) =
60/6.

9.2.4. Példa feladat kozel szabad elektron kozelitésre harom dimenzioban

Haromdimenzids elektronok a racsallandoju egyszerd kobos racs gyenge periodikus potencialjaban mo-
zognak.

a) Adjuk meg az elsé Brillouin-zéna alakjat és méretét!

b) Ha eltekintenénk a racsperiodikus potencialtol (szabad elektron kép), akkor mekkora lenne a Fermi-
hullamszam és hogy nézne ki a Fermi feliilet abban az esetben, amikor minden racspontra 2 elektron
jut!

¢) Hogyan modosulnak a b) pont eredményei ha figyelembe vessziik a racsperiodikus potencialt?
Megoldas:

a) Az els6 Brillouin-zona egy kocka, melynek térfogata

o\ ?
= (2
a

b) Ebben a részfeladatban eltekintiink a perturbacio hatasatol. A racsnak itt csak annyi szerepe van,
hogy azon keresztiil van az elektronsiirtiség megadva. A rendszerben elemi cellanként 2, igy Osszesen
N, = 2N részecske van. N az elemi celldk szama. A kobos racsban az elemi cella térfogata V. = a®. A
Fermi-hullamszam segitségével

|7 N VA VA Na® 4
Ne:2(2ﬁ)3/ dk:47r3/0 Ak dk = 5 ki
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N 3

akp = (672)1/3.

Az els6 képletben a 2-es faktor a spindegeneraciobol fakad. A Fermi feliilet ebben az esetben egy gémb
lesz, melynek sugara kp = (672)%/3a~1.

c¢) A réacsperiodikus potencial hatéséra a Fermi-feliilet nem egy gémb lesz, hanem egy anizotrép héarom-
dimenzios feliilet. Ezt az objektumot nem jellemezhetjiik egy jol meghatarozott Fermi-hullamszammal.

9.3. Hazi feladatok

16. hazi feladat
Tekintsiik az a racsallandoja szabalyos négyzetracsot!

a) Rajzold fel a szabad elektronok savszerkezetét a I'(0,0) — X (7 /a,0) — M (7 /a, 7 /a) —T'(0,0) vonal
mentén a 0 < ¢ < 7h%72/2ma? energia tartomanyban! Ezen a ponton tekints el attol, hogy a racs-
szerkezetért felelos periodikus potencial feloldhatja a savok kozotti degeneraciokat. Tiintesd fol,
hogy az egyes hullamszam térbeli pontokban/vonalakon hanyszorosan degeneraltak a megvalosulo
energiaértékek és indexeld az egyes savokat a hozzajuk tartozo reciprokracs-vektorokkal!

b) Vizsgald meg, hogy a I' pontban ¢ = 4h?72 /2ma?-nal kialakul6 degeneracié hogyan hasad fel, ha a
periodikus potencidlnak csak az U(27/a,0) = U(—2x/a,0) = U(0,27/a) = U(0,—27/a) £ U, és a
U(4r/a,0) = U(—4x/a,0) = U(0,4r /a) = U(0, —4r/a) & U, Fourier komponensei nem zérusok!
Széamold ki az energia felhasadasok nagysagat és hatédrozd meg a sajatéllapotokat is!

+ Vizsgald meg a felhasadasokat a I' — X — M — I' vonal mentén, ha tovibbra is csak a fonti U; és
U, Fourier egytiitthatok kiilonbéznek nullatol!
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10. Elektronok energiaspektruma szoros kotésti kozelitésben

c s 0.

juk ki. A szoros kotésd kozelités kovalens kotésti anyagok savszerkezetének meghatarozasara szokas
hasznalni. Szildrd testben a nem kdlesénhato elektronok egyrészecske Hamilton-operatora

h2
H= —2—A+2Vatom r—R) (36)

alakban frhaté fel, ahol Vitom(r — R) az R pontba helyezett atom (atommag és a torzselektronok)
potencialjaval kozelithets. A teljes potencial invarians a racsvektorokkal torténd eltolasra, ezért érvényes
a Bloch-tétel, amely szerint az elektronok sajatéallapotait a U,k (r) Bloch-fliggvényekkel jellemezhetjiik,
melyekre

U (r + R) = e*BO 4 (r).

A Bloch-fliggvények mindig felirhatok

Uk (r e’kR (r—-R
- L :

alakban, hiszen

1 ) /
e+ o) = fZe“‘R PRy~ R) = o DM (- RY) =
R

) 1 ; i
= ﬁ ; esz‘pn(I‘ — R) = e/kRo \I/nk(r)'

Uk (r)
A p,(r) fiiggvényeket Wannier-fiiggvényeknek nevezziik, melyek jol lokalizaltak, vagyis nagy tavolsa-
gokra exponencialisan lecsengenek. Szoros kotést kozelitésben a Wannier-fiiggvényeket a ¢, (r) atomi
hullamfiiggvényekkel kozelitjiik, melyekre

(92 Varom(®) ) ) = 25

Hatom

10.1. Szoros kotésti kozelités egyetlen atomi palya figyelembe vételével

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink elGszor elemi cellanként csak egyetlen atomi palyat. Ekkor képez-
hetjiik a

1 ,
Uk(r) = Wi %: e, (r—R) (37)

Bloch-fiiggvényeket, melyeket késébb |k)-val is jeloliink. Megjegyezziik, hogy a (37) fiiggvények nem
sajatfliggvényei a (36) Hamilton-operatornak és nem feltétleniil normaltak. Ezért az egyrészecske disz-
perzios relacio (| H k)

k|H |k

= g

alakban irhat6. A szoros kotést kozelitésnél feltételezziik, hogy a Uy fiiggvények jol kozelitik a Hamilton-
operétor sajatfliggvényeit, igy a fenti képlet a spektrumot adja vissza kozelitGleg. A nevezdre azért van
sziikség, mert a (37) modon feltételezett Bloch-fliggvény nem feltéteniil normaélt.

(k\k>:/ddr\11k /dd ! 37 MBIt (r — R)pa(r — R) =

RR/

1
:/ddrﬁz ik(R—R') ( +R— R @a Z ZkR/dd’Fgﬁa +R<)0(J Zesz

RR’ R
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A formulaban

a(R) = / ddr Pa(r + R)pu(r), _J\\‘/ﬂ\\‘

melyre a(0) = 1, de a tovabbi tagok |R| novelésével exponencialisan
csokkennek.
A diszperzios relacié szamlalojaban talalhatd varhato értéket az aldbbiak szerint fejthetjiik ki.

(K| Hk) = /f}}%RR% CR)H(r)ga(r — R) =

RR’

. h?
_ § ikR d * _ § — /
= - e / d rcpa(r + R) ( 2mA + < Vatom(r R )) @a(r)

A potencialis energiat

Z Vatom (I‘ - Rl) = atom(r) + AV(I‘)
R/

szerint két részre bontjuk, ahol AV(r) = 3"k, Vatom(r — R'). Ezzel

(k|H|k) = ; eikR/ drei(r+R) < —;—mA + Vatom (1) +AV(r)> Pa(r) =

Hatom

= Z eikR/ A% @i (r+ R) (g4 + AV (1)) pu(r) = Z e*R (¢,a(R) + B(R))

adodik, ahol

AN
NN N[

BR) = [ d'r g+ RIAV@)a(o)
Az energia spektrum

_ LreMea®) +SR) L Yp AR
W e T S am)

szerint irhat6. Eddig csak azt a kozelitést tettiik, hogy a Wannier-fiiggvények éppen az atomi hul-
lamfliggvények. Ha még azt is kihasznaljuk, hogy az « és § faktorok |R| névelésével exponencialisan
csOkkennek, akkor vezet§ rendben a spektrum

e(k) =, + B(0) + Z e B(8) =e0+ ™ B(6) (38)
iy 6

szerint tovabb egyszertisodik. Itt 0 az elsGszomszéd cellak racsvektorait jeloli. Legtobbszor 8(0) nagyon
kicsi, ezért g & &,.

A szoros kotési kozelités akkor érvényes, ha B(0) < eg, amely kis savszélességii anyagok esetén
teljesiil.

Megjegyezziik, hogy a(—R) = a*(R) és 5(—R) = B(R)*, vagyis a (38) kifejezés valos.

10.1.1. Spektrum s palyak esetén egy dimenzidéban

Ha a vezetési jelenségek lefrasahoz atomonként egy s palyat vesziink figyelembe, akkor ¢(r) = ¢s(—r)
és AV < 0 miatt 8(a) =t < 0, vagyis a spektrum

— ] Z et = g, — 2t| coska.

+a,—a

81



e(k) — & e(k)—ep

|7 1t

e
a
1

[X)
(XN
[X]

= _1k

62. abra. Diszperzios relaci6 szoros kotést kozelitésben s és p palyak esetén.

10.1.2. Spektrum p palyak esetén egy dimenziéban
Ha egy egydimenziés rendszerben p, péalyakat vesziink figyelembe, akkor ¢, (r) = —¢p(—r) miatt B(a) =
t > 0, a spektrum pedig
e(k) = ep + 2|t| cos ka .
10.1.3. Kétdimenzids derékszogii (tetragonalis) racs

Egy kétdimenzios tetragonalis racsban az atfedési integralok a két kiilonbozd irdnyban legyenek ¢, < 0
és tp < 0, valamint g =~ 0. Ekkor a spektrum

e(k) = —2|to| cos kya — 2|ty| cos kyb

alakban frhatd, melyet az 63. abran abréazoltunk.

63. abra. Diszperzids relacié szoros kotéstd kozelitésben kétdimenzids tetragonalis racsban. Az abrazolasnal a
[to]/|ta] aranyt 1,5-nek vettiik.

Tetsz6leges modon kiszamolt diszperzids relacio alapjan be lehet vezetni (altalanos definicio) a

1 0e
v(k) = ok
kvézirészecske sebességet és az
1 0%
(™)), = 12 Ok, 0k,

effektiv tomegtenzort.
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Kis betoltés esetén a részecskék a kis energiaju, vagyis a k = 0-hoz kozeli hullamszamu allapotokat
toltik be. A k = 0 koriil sorfejtve

kya)? k,b)?
e(k) = —2|tq| (1 | 2“) > — 2|ty (1 - “’2)) = —2(|ta] + [to]) + [talkZa® + [ts| k217

adodik. Igy a kvazirészecske csoportsebesség

(009 ) =3 (bt

_hn® 0
k) = [ el )
U T

Megjegyezziik, hogy ha egy rendszerben kisebb az atfedési integral, akkor az fizikailag azt jelenti, hogy az
elektronok nehezebben tudnak mozogni a racsban. A fenti eredményiinkon lathato, hogy kisebb atfedési
integral esetén az effektiv tomeg novekszik, amely szintén tiikrozi azt, hogy a részecskék nehezebben
mozognak a racsban.

Nagy betoltések esetén (teljes betoltés kozelében) az effektiv tomeg negativ lesz (lyukak).

és az effektiv témegtenzor

10.2. Szoros kotésti kozelités tobb atom esetén

Szoros kotési kozelitésben tobb atomot is figyelembe vehetiink. A kozelités kiterjesztheté atomonként
tobb atomi palyara is, de az egyszeriiség kedvéért itt most csak atomonként egy palyat tekintiink. A
kiilonb6z8 atomokat b-vel indexeljiik: ¢y (r), melyekre

<—2FL;A + Vb(r)> op(r) = epepp(r)

teljesiil. Az atomi hullamfiiggvények segitségével definialhatjuk a
\Ilbk elkR I' — R)
Y

fiiggvényeket. A Hamilton-operator
ﬁ2
H(r) =~ -A+ %b:vb(r -R

sajatallapotait

Z cnb (k) W (r

alakban keressiik valamilyen c,; (k) egytitthatokkal (n a lehetséges megoldasokat indexeli adott k esetén).
A Schrédinger-egyenlet

h2 " sz sz

<_2mA+ ZVI,H(r—R chb pir—R)=¢,(k chb »(r—R)
R//b//

alakban irhato. Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat balrol, skalarisan ¢y (r — R')-vel! Ekkor

2
/dV«pZ,(r—R’) <_2hmA+ Z Vi (r — R”) > chb e*Rpy(r —R) =

R/'b

= e, (k) / AV (r = R') D cap(k)e™ oy (r — R)

bR
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[valtozocsere: r — R — r]

S cap(k)eR / dVip (r+R - R (;A + 3 Ve - R”)) oo(r) =

bR R//b//
193 cun(k)e™™ [ AV v+ R - R (o)
bR
[attérés az Osszegzésben R-r61 R — R/-re, illetve potencialis energia szétvalasztéasa)

S e e [ aVepe+ Rygutr) + [ AV (o + RIAVw)pu(r)| =

bR
10> el [ aVip e+ Rypulr)
bR

ahol AV (r) = (3°, 1 Vor(r — R)) — V4 (r). Definialjuk a

Olb/b(R) = / dV<pZ,(r+R)gob(r) és Bb’b(R) = / dVQDZ/ (I‘+R)AV5(I‘)§01)(I‘)
fiiggvényeket. Ezekkel behelyettesitve

> cnp()e™® (epapn(R) + Byi(R)) = Z cnp(k)e™ Ry (R)
bR

adodik. Definialjuk tovabba a
app(k) =D e™Fay(R) és Byl Z e R By(R
R
mennyiségeket, melyekkel a Schrodinger-egyenlet
>~ (evawn(k) + Byp(k)) can(k) = en(k Z ary (k) enp (k

b

alakban irhat6 fel. A hgyp = €pdpp jelOléssel a
(6000 + BK) ) ea(k) = en(K)a(k)en (K)

egyenletre jutunk. Definidljuk azt az invertdlhato 4(k) métrixot, melyre 4(k)™4(k) = a(k). Igy a fenti
egyenletet R
'A}/(k)+ 71h(k)&(k)7ldn(k) = en(k)dy (k)

szerint irhatjuk fel, ahol d,, (k) = 4(k)c, (k) és h(k) = @(k)ho + (k). Az egyenlet bal oldalan talalhato
méatrix onadjungalt, sajatértékei valosak. A sajatértékek megadjak az egyrészecske-spektrumokat. A
képletekben "~ a matrixokat jeloli. Megjegyezziik, hogy annyi diszperzids agat kapunk, ahany atomot egy
elemi cellaban figyelembe vettiink.

Az egy atomi palyas esethez hasonloan itt is tovabbi egyszertsitésre van lehetGség, ha figyelembe
vessziik az atomi hullamfiiggvények lokalizaltsagat. Ekkor ugyanis

. ks
app(k) oy s Bk Z € By (

jO kozelitéssel teljesiil, ahol a §-ra térténd Gsszegzés a figyelembe vett elsé- vagy méasodszomszédokon fut
végig. Ebben az esetben a Schrodinger-egyenlet a

(im + B(k)) cn(k) = £ (K)cn (k)

sajatérték probléméara vezet.
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64. dbra. Grafén racs.

10.2.1. Grafén

A grafén egy kétdimenzios, szén atomokbol 4ll6 anyag, melynek atomjai hatszog réacsba rendezédnek.
Az elemi cella két atomot tartalmaz, melyeket A-val és B-vel szokas jelolni. Az elemi racsvektorok egy
haromszogracsot feszitenek ki (1d. 64. abra).

A reciprokracs szintén egy haromszog racs, melyben az els¢ Brillouin-zéna egy hatszog. A transz-
port jelenségekben atomonként csak egy elektron vesz részt, amely p, allapotban van (a z-tengely a
grafén sikjara mergleges iranyba mutat). A tObbi elektron a racsot Osszetart6 kotésekben vesz részt.
Elemi cellanként tehat 6sszesen két (egy A atomhoz tartozo és egy B atomhoz tartozo) atomi palyat kell
figyelembe venniink a vezetési jelenségek leirdsaban. Ezeknek az atomi palyaknak az energidja zérus-
nak tekinthets. Ez azért tehet6 meg, mert az egyrészecske-energidkat egy adott energiaval eltolhatjuk
anélkiil, hogy az befolyasolna a rendszer termodinamikai viselkedését. Grafénben minden egyrészecske-
energiat ugy tolunk el, hogy a gg, amelyet szokés site energianak nevezni, zérus legyen.

Szoros kotést kozelitésben, ha csak elsGszomszéd atfedéseket tekintiink, akkor a

Bap(0) = Bpa(0) = Bap(—a1) = Bpal(ai) = Bap(—az) = Bpalaz) =t
atfedési integralokat tartjuk meg. Az atomi palyéak elhelyezkedése miatt ¢ < 0.

(g )

fk)=1+ etkar | gikas

ahol

A Schrédinger-egyenlet igy

(oo 700 ) (i ) =00 (220 )

mely alapjan a két sav energiaspektruma

e+ (k) = £|t||f(k)| = %[t|/3 + 2coska; + 2coskay + 2cosk(a; — as).

A diszperzios relacié a 65. dbran lathato.

10.2.2. Boér-nitrid

A bor-nitridnek azt a modosulatat vizsgaljuk, amelyben a grafénhoz hasonloan egy kétdimenziés méh-
sejtracsba rendez6dnek az atomok. A kristalyszerkezet tehat ugyanaz, mint a 64. abran. Mig a grafén
esetén egy elemi cella két szén atomot tartalmazott, melyek site energiaja megegyezik (ezt a site energiat
0-nak tekintettiik), addig a bor-nitrid esetén az elemi cellaban egy B és egy N atomot talalhatunk, me-
lyek site energiaja kiilonbozs. Az egyrészecske-energiakat tigy toljuk el, hogy az €4 és e site energidkra
(4 +eB)/2 = 0 legyen. Igy a diszperzios relaciot meghatarozo B matrix az aldbbiak szerint irhato.

A tf*(k)
B(k):(t;{‘k) £B )
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a-ky 4

65. abra. Grafén diszperzios relacidja.

Diagonalizalas utan megkaphatjuk a diszperzios relaciot.

ex(k) = £V/A2 + (7 ()])? A=A E

A Dbor-nitrid egyrészecske-spektruméban nyilik egy gap a grafénéhoz képest. A kémiai potencial pont
ebbe a tiltott savba esik, ezért a bér-nitrid egy szigetel6 anyag.

66. abra. Bor-nitrid diszperzios relacioja.

10.2.3. Szén nanocsovek

A szén nanocsovek egy grafén sik feltekert valtozatai. A nanocs6 tulajdonségai nagyban fliggnek a
feltekerés iranyatol: tobbek kozott ezen milik, hogy a nanocs vezets vagy sévszigetel$ lesz-e. Az a;
irany mentén feltekerve kapjuk a cikk-cakk nanocsovet, az a; + as irdny mentén pedig a karosszék
szerkezetd nanocsévet, 1d. a 67. abrat. E két fajta nanocsének van tiikrozési szimmetridja. A grafén
més irdnyok mentén is csébe sodorhato; ezekben a szerkezetekben hianyzik a tiikorsik (kiralisak).

A nanocsé elektrongerjesztési spektruma kénnyen meghatarozhato a grafén elektronszerkezetének is-
meretében. A feltekerés irdnya mentén az elektronok hullamfiiggvényének periodikus hatarfeltételt kell
kielégitenie. Mivel a cs§ L, keriilete csak néhény atomtavolsagnyi, ez a feltétel kvantaltta teszi a felte-
kerés iranyéara merdleges hullamszamokat: k| csak 27/L | egész szamu tobbszorose lehet. A spektrumot
a Brillouin-zona ezen feltételnek eleget tevé vonalai mentén kapjuk a grafén spektrumabol, lasd az el6z6
feladatot. (A grafénsik gorbiilésének a spektrumra gyakorolt hatasa jo kozelitéssel elhanyagolhato.)
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Cikk-cakk
67. abra. A karosszék és a cikk-cakk szén nanocsé konfiguracio.

A karosszék szerkezetd nanocsd esetén a hullamfiiggvényekre vonatkozd kvantalasi feltétel ¢(r +
N(a; + az)) = 9(r), ahol N a feltekerés iranyaban 1évé cellak szama. A nanocsd keriilete L) =
Nla; + as| = Nav/3, igy a kvantalasi feltétel

2 273
k1+k2—nm—n LJ_ . (39)

A cs6 irdnyaban es6 k| = ki — k2 hullamszamokkal kifejezve a k) = 0-hoz tartozoé spektrum

e (k) = £|t]y/3 + 4cos(kya/2) + 2 cos(kya). (40)

A spektrum tartalmaz 0 energias gerjesztéseket, igy ez a nanocsd fémes lesz. (A grafénben és a szén
nanocsovekben ugyanis minden szénatom egy elektront ad a vezetési savba, igy a Fermi-energia egzaktul
0 energianal lesz.)

Hasonlban kapjuk a cikk-cakk nanocsé k; = 0-hoz tartozo tiltott savval rendelkezd spektrumét.

Ei(k‘u) = i|t| 5+ 4COS(]€HCL). (41)

Nulla energias gerjesztéseket csak bizonyos N értékekre talalhatunk, a k) # 0 vonalak mentén. Igy a
cikk-cakk nanocsé altalaban szigetels lesz.

Karosszék €+ Cikk-cakk €4
\/\ :5\/
+ } - ; ;
—27/a il 2nja k I —27/a 0 2afa Ji'H

68. dbra. A karosszék és a cikk-cakk konfiguracio spektruma k; = 0O-ra.
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10.3. Példa feladatok szoros kotéstii kozelitésre

10.3.1. Effektiv tomeg és Fermi-feliilet négyzetracsban

Az a racsallandoju négyzetracs egy savjanak diszperzios relacidja szoros kotési kozelitésben
e(k) =eo — 2t (coskya + coskya) . t>0

a) Mekkora az elektronok effektiv tomege a sav aljan, illetve a sav tetején? Hogyan néz ki az effektiv
tomeg tenzor félig toltott sav esetén?

b) Rajzoljuk fel a Fermi-feliilet alakjat a fenti harom esetre (kozel tires sav, félig toltott sav, majdnem
teljesen betoltott sav)!

Megoldas:

a) A spektrum alapjan ki lehet szamolni az

1 0%
)] =
(™ 09];; = 2 Ok;0k;
effektiv tOmeg tenzort. A diszperzids relacioban ¢ > 0, igy a sav alja a kis, k = 0-hoz kézeli hullam-
szamoknal van, a sav teteje pedig a Brillouin-zona szélénél, k = (w/a; 7/a)-hoz kozeli hullamszamoknal

van. A sav aljanal
e(k) = gg — 2t + ta’k?

h? 1 0

e(k) ~ g + 2t — ta’Ak?,

és az effektiv tomeg tenzor

pozitiv. A sav tetejénél
ahol Ak =k — (7/a;7/a) és az effektiv tomeg tenzor

(k= (rfamfo) = 5= (4 ).

- 2ta?
negativ, igy lyukgerjesztésekrsl beszéliink.
b) A sav aljanal
ep=¢€9— 2t + taQ(k:f7 + k;)
a Fermi-feliilet egy kor a k = 0 pont koriil. A sav tetejénél
ep =€+ 2t — ta2(Ak§ + Ak:i)

szintén egy kor a k = (7/a;7/a) pont koriil. Félig toltott esetben a Fermi-energia eo-nal van. Igy

2t(cos kga + coskya) =0

) ke + ky ky — ky B
cos( 5 a)cos( 5 a)—O

ko hy

5 =4

a Fermi-feliilet egy négyzet lesz.
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- - -
- 0 bis -

a-k, a-k,

69. abra. Fermi-feliilet kis betoltés esetén, majdnem teljesen és félig toltott esetben.

10.3.2. VezetSképesség négyzetracsban

Egy s atomi palyakbol felépiils kétdimenzios négyzetracsban az atfedési integral értéke az élszomszédok
kozott ¢1, az atloszomszédok kozott to (t1,te < 0).

a) Ird fel a diszperzios relaciot szoros kétést kozelitésben!

b) Abrazold vazlatosan a diszperzids relaciot az elsd Brillouin-zona nevezetes pontjait Osszekotd
I' = X — M — T egyenesek mentén! Mekkora a savszélesség?

c) Szamitsd ki az mw1 effektiv tomeg tenzort kis betoltés esetén!

d) Szamold ki az mi—j1 effektiv tomeg tenzort a |t1| > |t2| majdnem teljesen t6ltott sav esetén!
Ugyanebben az esetben hatarozd meg a o;; vezetoképesség tenzort relaxacios id§ kozelitésben és

tegyiik fel, hogy a relaxacioés id6 nem fiigg a hullamszamtol!

Megoldas:
Az elemi racsvektorok:

[ [ o o
® ® ® M(n/a,x/a)
a
} X ,0
b a ® r, 0) (/2,00
[ ] [ [ o

70. abra. Négyzetracs és Brillouin-zoénaja.

a) Szoros kotést kozelitésben
e(k) = 2t1 (cos(kay) + cos(kay)) + 2t3 (cos(k(a; + az)) + cos(k(a; — az))) =

= —2|t1| (cos(kza) + cos(kya)) — 4|t2| cos(kza) cos(kya)
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b) AT — X vonalon k, = 0 és kza € [0; 7], igy
er—x = —2[t1| (cos(kya) + 1) — 4]ta| cos(kza) .
Az X — M vonalon k, = 7/a és kya € [0;7], igy
ex—nm = —2|t1| (=1 + cos(kya)) + 4|t2| cos(kya) .
Az M —T vonalon k, = k, € [0; 7], igy

en_r = —4|t1| cos(kpa) — 4|ta| cos®(k,a) .
£
1t
2 L
r X M r
_at
_al

71. abra. A spektrum a nevezetes vonalakon. Az abrazolasnal |t2|/|t:1| = 0,2 aranyt tekintettiink.

c¢) Kis betoltések esetén a sav aljanal talalhatunk elektronokat. A 71. abréan is lathato, hogy a sav alja
a k = 0 hullamszam koérnyékén van. A k = 0 pont kis kérnyezetében a spektrum izotrop.

e(k) ~ —A([ts| + [ta]) + ([t1] + 2[t2])k%a?
Emiatt az effektiv tOmeg tenzor az egységmatrix skalarszorosa lesz és
hz
mp=—————.
U7 2(Jt ] + 2[ta])a2
d) Majdnem teljesen toltott sav esetén (n — 2) a kvazirészecskék az M (w/a; w/a) koriili lyukak (Isd. 71
abra), amennyiben [t1] > 2|ta|. A spektrum itt
e(k) = 4(|t1] — [ta]) — (|1 — 2|ta]) Ak?a®
alakban irhat6, ahol Ak = k — M. Az effektiv tomeg
h2
my=-—
M (|t + 2ft2))a?

negativ értéket vesz fel. Ha negativ az effektiv tomeg, akkor lyukakrol beszéliink.
A vezetSképesség kiszamitasahoz a

o= e%# / d*kd(ep — e(k))v(k) o v(k)

integralt kell kiértékelni, ahol
_10e h

ky=-——=—

vl = 5ok =

a kvazirészecske sebesség és a T relaxacios id6 a feladat feltevése szerint nem fligg a hullamszamtol.

Majdnem teljesen toltott sav esetén a Fermi-energia egy az M pont korili, Akp sugart kor lesz. A
Fermi-hullamszamot az e(Akp) = ep egyenlet hatérozza meg.

, 1 °r n?

oc=e Tﬁ/o dAk/O do Akd(ep — E(Ak))m— (

Ak?cos?p  Ak?cospsing ) B
*2 -
M

Ak? cos psin ¢ Ak?sin?
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72. dbra. Tetragonalis racs.

1 A2 1 /2m3, (2mye 3/2 m 0
2 M M
=eT——7 | de= O(er —e0— =
¢ 272 mﬁ/o €2h € < h? > (& =0 6)( 0 7 )

_ 2, S0 EF 10
B wh? 0 1)”

ahol bevezettiik az g = 4(|t1]|—|t2|) jelolést. Vegylik észre, hogy a kapott eredmény megfelel a Neumann-
elvnek. A rendszer négyfogasu forgatasi szimmetridja miatt a tenzormennyiségek csak az egységmatrix
tobbszorosei lesznek.

10.3.3. Tetragonalis racs

Tekintslink egy anizotrop, egyatomos elemi cellaja tetragonélis racsot. A racsallando x és y iranyban a,
z irdnyban c¢, az els6szomszéd atfedési integralok legyenek ¢, és t. (t, < t. < 0).

a) Ird fel a diszperzios relaciot szoros kétés kozelitésben.
b) Hatarozd meg az effektiv tomeg tenzort a sav aljan.

c) Kiilénb6z6 betoltések esetén abrazold Fermi-feliiletet a Brillouin-zona k, = 0 és k., = 0 sikmetsze-
tein.

d) Milyen betoltési szam tartoméanyban kozelithets a rendszer egy kvazikétdimenzios szabad elekt-
rongazzal, mely Fermi-feliiletének egyenlete:
h? T

- K24 k2, k. [77 f}?
EF 2ma( T y)? € e

Megoldas:
a) Csak elsGszomszéd atfedési integralokat vesziink figyelembe, igy az energiadiszperzio:

Er = €0 + Z e™®ots = g + 2t4 (cos(kpa) + cos(kya)) + 2t, cos(k.c),
s

ahol § az elsGszomszéd racspontok helyvektorait jelenti.

b) Az effektiv tomeg tenzor a sav aljan:

Y S =] 0

- (1826k >— _ 2(1,0|ta| W2 0

T\ n2 okok |, _, I
0 R

c) A Brillouin-zéna a k, = 0 és k, = 0 sikmetszetekkel a 73. dbran lathato.
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73. 4bra. A Brillouin-zona.

Kis betoltések esetén a sav aljan (k = 0 koriil) a diszperzié négyzetes:

ezért a k, = 0 sikban a Fermi-feliilet kor alaku, a k, = 0 sikban ellipszis.

Ha a sav félig toltott, a Brillouin-zona élei koriili allapotok nincsenek betdltve, és a Fermi-feliilet bo-
nyolultabb alaku. Tekintsiik ezért elébb az a = ¢, t, = t. esetet. Ekkor a Fermi-feliilet alakjat a
cos(kya) + cos(kya) + cos(k.a) = 0 egyenlet adja meg. Ezért a k, = 0 sikban a (kg, k.) = (£Z,+2),
illetve a (kz, k) = (:l:%, j:%) pontok adjak meg a Brillouin-zéna hatara és a Fermi-feliilet metszéspont-
jat. |ta] > |tc| esetén ezek a pontok eltolodnak, és a Fermi-feliillet metszetei kozelitSleg a 74. &bra b)
részén lathato alakiak lesznek.

Nagy betoltéseknél, amennyiben ep > € +2|t,|, a k, = 0 és k, = 0 sikok minden allapota be van toltve
(lasd a 74. abra c) részét).

k=0 ky=0

- @ . k.

s us

. k, = . ky ="
k.=0 .

s
a

s A jus i
a k.r a a kr

a.) b.) c.)

213

74. abra. A Fermi-feliilet a k, = 0 és k. = 0 sikban. a) alacsony betoltés, b) félig toltott sav, ¢) nagy betoltés.

d) Amennyiben |t.] < |ta],
£k ™ €0 + 2tq (cos(kga) + cos(kya)),
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h? T T
~ g0 — 2lta] + —— (k2 + k2), k e[——,—},
€k €0 |a|+2ma(x+ y) z ¢ c
igy alacsony betoOltés esetén rendszer kétdimenzios elektrongaznak tekinthets. A Fermi-feliilet sikmet-

szetel ebben az esetben a 75. abran lathatok.

ky =0 -
o 1 z
T
- 1 1 T
s k, @
k.=0
1 1 1 z
T ' T ]\l/
| 1 1 ==
— ky n

75. abra. A Fermi-feliilet |t.| < |tq| esetén.

10.4. Hazi feladatok

17. hazi feladat
Tekintsiink egy egydimenzios racsot szoros kotést kozelitésben. Az atomok potencialjat kozelitsiik Dirac-
delta potenciéllal.

a) Hatarozzuk meg az atomi hullamfiiggvény alakjat!

b) Hatéarozzuk meg az elektronok diszperzios relaciojat!

18. hazi feladat
Egy s atomi palyakbol felépiil6 haromdimenzios lapcentralt kobos racson az elsGszomszédok kozotti
atfedési integral t1, a masodik legkdzelebbi atomok kozotti pedig to. A Bravais-cella éle legyen a.

a) Adj meg egy lehetséges elemi bazisvektorrendszert! Add meg a elektron sévszerkezetet tight-
binding - azaz szoros-kotést - kozelitésben mésodszomszédig bezéarolag!

b) Hatéarozd meg az elemi reciprokracsvektorokat! Milyen racsot definidlnak? Add meg a Brillouin-
zona nevezetes I'(0,0,0), Z(0,0,27/a), M(0,7/a,2m/a)

pontjaiban az elektronenergiakat, majd abrazold vazlatosan a diszperziot a megadott pontok men-
tén! Mekkora a savszélesség?
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11. Elektronok allapotstirtisége

11.1. Hullamszamtérbeli allapotstiriiség

Egy egydimenzids, L hosszisdgi mintaban periodikus hatarfeltétel szerint

Up(x) = Up(z+ L) = Ty (2) (42)
. 2
el =1 = k=2"n nez
L
Ezek alapjan egy dimenzidban az allapotstiriiség a hullamszamtérben
L
N(k)=—
( ) 27("

vagyis fiiggetlen a hullamszamtol. Tobb dimenzioban

NI = g

ahol V' a minta térfogata. Emlékezhetiink, hogy a fononok hullamszém térbeli allapotsiirtiségét is

ugyanigy irhattuk fel.

11.2. Allapotszam és energiafiiggs allaptsiirtiség

Qe) =2) O(e — (k)
k

szerint definidlhatjuk. A 2-es faktor a spin degeneraciobol fakad. Termodinamikai limeszben az Gsszeg-
zésrél attérhetiink integralasra. Ekkor

(QZ)d / d?kO (e — e(k)).

Qe) =2

Az allapotstrtiség definicié szerint

dQ 14

GO = = 2 any

/ dké(e — e(k)).

Az € és € + de energiak kozti energiaju egyrészecske-allapotok szama a rendszerben G(e)de. Az itt
definialt &llapotstrtség extenziv mennyiség. Szokas térfogategységre normalt alakjat is hasznalni.
G(e) 1

v e

g(e) = / Ad%k6(e — e(k))

Ha a diszperzios relacié izotrop, akkor mésképpen is kiszdmolhatjuk az allapotstiriiséget.

G(e)de = 2N (k)d%k
L -1
1 dimenzioban: G(e)de = 2—2dk = G(e) == ()
27 T
-1
2 dimenziéban: G(e)de = 2i27rkdk = G(e) = ék(g) (d€>
™
v

(2m)?
(2‘;)347rk2dk = Gl) = 5R) (j;)l
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11.2.1. Szabad elektrongaz

Szabad elektrongaz

W=%m &~ m
spektruma alapjan
L /2 1
1 dimenziéban: G(e) = — LN
ThV ¢ €
A
2 dimenzioban: G(e) = T}:;
: . V
3 dimenzioban:  G(e) = 273 V2m3e oc /e
T
g(e)
-
Ve
const
1
Ve
€

76. abra. Szabad elektronok allapotstiriisége egy-, két- és harom dimenzioban.

11.2.2. Keétdimenzids négyzetracs

Kétdimenzids négyzetracs esetén szoros kotési kozelitésben a diszperzids relacié
e(k) = eo + 2t cos kya + 2t cos kya t<0

alakban irhato6. Kis betoltések esetén csak az alacsony energidju, vagyis a k = 0-hoz kozeli hullamszamu
allapotokat vessziik figyelembe. Ebben a tartomanyban a spektrum kozelithet6

kpa)? kya)?
e(k) ~ 2o + 2t <1( 2“) )+2t <1 ( y;) > = e — Alt| + |t|a2k>

szerint. A kétdimenzios, izotrop rendszerre vonatkozo formula szerint az allapotsiirtiség

G(e) x const.

B 2|t|am

A szabad elektrongazhoz hasonloan itt is konstans az energia fliggvényében (ez azon mulik, hogy kis
betoltésekre a diszperzios relaciot kozelithettiik egy parabolikus spektrummal).

11.3. Fermi-tenger alapallapot

s e

Az allapotok az ep Fermi-energiaig toltédnek.

N = /_i: G(e)de
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A harom dimenzios szabad elektron gaz esetén kapott allapotsiirtiség formulét felhasznélva

ER 2 3
N = v / V2m3ede = v v2m3§€é
0

w2h3 m2h3

a teljes részecskeszam. Az n = N/V részecskestirtséggel igy
_ vemd 4
T 3mps

2
3

(372h°n)

2m

2 P
kp = A/ 7;:251: = (371’277/)1/3 .

Az alapallapoti energia altalanos esetben

EF =

adodik. A Fermi-hullamszam pedig

UT=0)= /EF eG(e)de

—00

szerint szamolhat6 ki. Harom dimenzios szabad elektron gaz esetén ez

Vm eF 3/2 Vm 2 5/2
U(T =0) = W\mm/() e3/2de = = \/2mgeF ,

az egy részecskére juto energia pedig

Ul =0
vE=0 3,

11.4. Bethe-Sommerfeld-sorfejtés
Fermionokat tartalmazé rendszerekben az egyrészecske-allapotokban megtalalhato részecskék szamanak
varhato értéke

1 1

fle) = B 1 Fermi-Dirac eloszlas B

o1 lim p(T) = ep

- ﬁ T—0

Tetszsleges energia fiiggd H(e) fliggvény esetén alacsony hémeérsékleten teljesiil a

[e%s) o 7T2
/_ H(s)f(a)dm/_ H(e) de + T (V)2 B (1)

kozelités. Ha H(e) az allapotstirtiség, akkor a fenti integral éppen a teljes részecskeszamot adja meg.

N = /:)o G(e)f(e)de ~ /j G(g) de + 7%(kT)QG’(M) ~

~ / Gle) de (i — ex)Gler) + %Q(kT)QG’(eF)

N
7T2 G (e
U = EF (kj )2 G((E:]j))

6

Megkaptuk a kémiai potencial hdmérséklet fliggését alacsony hémeérsékleteken. Ha H(e) helyébe eG(g)-t
helyettesitiink, akkor a fenti integral a rendszer teljes energiaja lesz.

“w

(e’ 7.(.2
U(T) = / cG(e)f(e) de ~ / SGe) de + T (KT (4G (1) + G(p))

— 00 — 00
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EF 2
~ / eG(g)de +(u — ep)erG(er) + %(kT)Q (erG'(er) + G(er))
—00
—_———
U(T=0)
A kémiai potencial korabban kapott kifejezését behelyettesitve

2

U(T) = U(T = 0) + 7 (kT)*G(er)

adodik. Az alacsonyhémeérsékleti fajhé

ou  w?
T)= = = —k7T =T
CT) = 55 = gk TG(er) =7
szerint szamithato, ahol v a fajhGegytitthato. Az elektronfajhs tehat oc T' szerint viselkedik alacsony
hémeéréskleten, ellentétben a fonon fajhével, amely oc T2 szerint indul.

11.5. Példa feladatok elektronok allapotstiriiségének szamolasara
11.5.1. Kétdimenzioés haromszo6g racs

Tekintslink egy kétdimenzidés haromszog racsot s atomi palyakkal, melyek energidja a szeparalt atomi
hatéaresetben gg lenne és t < 0 az elsGszomszéd atfedési integral.

a) Hatarozzuk meg az elektronok diszperzios relaciojat szoros kotést kozelitésben!
b) Szamitsuk ki az effektiv tomeg tenzort a sav aljanall

¢) Szamoljuk ki az allapotstiriiséget a sav aljanall Hogyan viszonyul ez az allapotstiriiség a savszé-
lességhez?

Megoldas:
a) A haromszog racsban az elemi racsvektorok

1
_ (1 _ 3
a1a<0> a2a<\2[>

alakban adhatok meg. Az els6szomszédokhoz mutato vektorok a;, as, —a;, —as, a; — as és —aj + as.
A diszperzios relacié ezek alapjan

e(k) = eg — 2|t| [cos(kay) + cos(kag) + cos(k(a; — az))].

w

b) A sav alja k = 0-nal van. Itt a spektrumot sorba fejtve
3|t|a?
e(k) ~ g9 — 6t] + %kﬁ.
Ez alapjan az effektiv tomeg tenzor az egységmatrixszal lesz aranyos.
h2
- 3|t|a?
¢) Az energiafiiggs allapotstirtiség szamolasahoz az izotrop spektrumra vonatkozo modszert alkalmazzuk.
Két dimenzioéban:

Meft

A

A N

© 3mltla®  V3nlt]
A képletekben A a minta teriilete és N az elemi cellak szama. A savszélesség aranyos az atfedési
integrallal, jelen esetben W = 9¢|, igy

G(e)

Gle) %
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11.5.2. Tércentralt kobos racs

A natrium (Na) egy vegyértékelektronnal rendelkezik, és tércentralt kobos racsban kristalyosodik. A
kébos Bravais—cella oldaléle a = 0,42nm. A kisérletileg meghatarozott fajhé egyiitthato értéke v =
1,46

mol K2

a) Mekkora az elektronstrtség a kristalyban?

b

Szamold ki a Fermi-hullamszam értékét szabad elektron kozelitésben!

¢) Add meg az allapotstirtiséget szabad elektron kozelitésben.

)
)
)
)

d) Mekkora a vegyérték-elektronok effektiv tomege szabad elektron egységekben?

77. abra. Tércentralt kobos racs.

Megoldas:

a) A tércentralt kobos racs elemi cellanként egy atomot, és igy egy vegyérték-elektront tartalmaz,
ezért a vegyértékelektronok stirtisége:

2
n=-— =27 10?2 cm ™ = 0, 045 mol /cm?,
a

ahol kihasznaltuk, hogy az elemi cella térfogata a®/2.
21,2

b) Szabad elektron kozelitésben ep = ;m—k’:f, igy

2 d3k k3
v K|<kp (2m)° 3w

|k|<kp

3
62 1 4
kp = 3n2n = 1 =998 —, gy Ap = {| —a=0,68nm.
a nm 3
¢) Az allapotsirtiség a Fermi-energianal, beleszamolva mindkét spinallapotot,

k2 (de\ | Mot Mot \/ 7r2
oer) =\ @ )

c—ep T et T Re? g
d) Az energiastiriiség a Sommerfeld-sorfejtés szerint % = E(T 0 4= (kBT) g(ep), igy a C =
9E — n~T képlettel definialt fajhdegyiitthato

1 0FE

VvV oT
_lﬁ( )_WQ;C‘L eff”” V672 kiya®
T I T R By e T, 6 n2

Meft,

amelybdl kapjuk, hogy
Megg =~ 2,59 - 1073 kg ~ 0,28 me.
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11.5.3. Grafén fajhégje
Tekintsiik a grafén energiaspektrumét szoros kotést kozelitésben.

a) A grafénben a Fermi-energia egzaktul 0 energianal van, itt a két sav az un. Dirac-pontokban
érintkezik. Ezekben a pontokban az elektronok diszperzids relacidja linearis, a tomeg nélkiili
Dirac-fermionokéhoz hasonléan. Mi az elektronok allapotstiriisége, és mi az alacsony hémérsékleti
fajhé hémeérsékletfiiggése?

b) Tegyiik fel, hogy az er Fermi-energiat eltoljuk, példaul ugy hogy a grafénmintara kiilsé poten-
cialt kapcsolunk. Legyen |ep| < |t|, igy a spektrum tovabbra is linearisnak tekinthets. Hogyan
viselkedik ekkor az alacsony hémeérsékleti fajhs?

78. abra. Bal oldal: grafénracs az elemi racsvektorokkal. Jobb oldal: a grafén elemi reciprokracsvektorai és
Brillouin-zénéja — a szinkéd az alsé sav energiajat jeloli. A két Dirac-pontot K és K’ hullamszamnal talaljuk.

Megoldas:

a) A 10.2.1. példaban csak a t elsdszomszéd atfedési integralokat vettiink figyelembe, az elemi
racsvektorok pedig a kovetkezdk voltak:

a; = a (%%) Ca—a (%@ . (43)

Ekkor az also és fels6 sav egyenlete

e+ (k) = +|t|\/3 + 2 cos(ka;) + 2 cos(kay) + 2 cos (k(a; — ag)). (44)

Ezek kizarolag a hat Dirac-pontban érintkeznek a Brillouin-zona sarkainal. A Dirac pontok koziil azon-

ban csak kettd fiiggetlen,
K=2T(1) & K--K (45)
=3, l0) & = ,
a tobbi ezeknek reciprokracsvektor szerinti eltoltja (78. &dbra). Ezen pontok koriil a spektrum jo kozeli-
téssel linearis

3

3
e1 (K +dk) ~ +5 |t| a|dk|. (46)

Ebbél konnyen kiszédmolhatjuk az elektronok allapotstirtiségét, amelyet az allapotszam derivaltjaként
kaphatunk. Figyelembe véve a spindegeneréciét és azt, hogy két Dirac-pontunk van, az allapotszam a
vezetési (+ indexi) savban

V3 )_4A g2 (47)

A2k d?ok 3
Q+(€) — 2A/W®(€k < 6) ~ 4A/W@ <2|t|a|5k| < e 37’]T|t|2a2 .
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A képletben A a grafén minta teriilete. A vezetési sav allapotsiiriisége ez alapjan

(e) = 100e) 8 ¢
I T A0 T 3n a2

linearis fliggvénye az energianak ellentétben a kozel szabad elektronokra kapott konstans értékkel. A
vegyérték (— indext) sav esetén is elvégezve a szamolast megadhatjuk a negativ energidkra is érvényes

o(e) = = o<|'f|'2 (48)

= 37 t2a2

formulat.

A rendszer fajhdjének meghatarozasahoz szamoljuk ki az Osszenergiajat kT < [t| hémérsékleten.
Feles betdltés esetén a Fermi-energia véges hémeérsékleten is 0 energidnal marad, mivel a spektrum
£ ¢ —¢ elektron-lyuk transzformaciora szimmetrikus. Igy az energia egyszertien kiszamolhat6 a Fermi-
eloszlasfliggvény segitségével,

€ _8A(kBT)3/ 2] & T3 (19)

E = / dEAg(&‘) 7@6/’“371 1 37 |t|2a2 T 1 x W7

ahol bevezettikk az © = ¢/kgT valtozot, hogy kiemelhessiik az integral hémeérsékletfiiggését. Ebbdl
lathato, hogy a fajhs kvadratikus alacsony hémérsékleten

_oE 1

b) Abban az esetben, mikor a Fermi-energia nem a Dirac-pontoknal helyezkedik el valamint alacsony
hémérsékleten, mikor kT < ep < |t|, alkalmazhatjuk az elméleti bevezetGben kapott eredményt.
Igy az alacsony homérsékleti fajh$ a T < ep < [t| tartoméanyban linearis T-ben,

- EFT
t?>

c (51)

11.5.4. Félvezetsk allapotstirtisége

Tekintsiik egy szennyezetlen félvezets egyszerti modelljét, amelyben a tiltott sav szélessége A, és a
vezetési sav aljan és a valencia sav tetején az elektronok egyforma m effektiv tomeggel rendelkeznek, 1d.
a 79. abrat. Szamoljuk ki az elektronfajhé hémérsékletfiiggését alacsony hémeérsékleten.

Ac

ol >

=y

79. abra. A félvezets spektruma az egyszertsitett modellben.

Megoldas:
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Zérus hémérsékleten a félvezets valenciasavija teljesen betoltott, a vezetési sav teljesen iires. Alacsony
hémérsékleten a termikus gerjesztések miatt viszont elektronok jelennek meg a vezetési savban, és a
valenciasavbol felgerjesztett elektronok helyén pedig lyukak maradnak. Mivel a két savban azonos az
effektiv tomeg, és a felgerjesztett elektronok és a lyukak szdma azonos, a Fermi-energia végig a sav
kézepén marad, 0 energianal.

A félvezets elektronoktol szarmazo energiaja a zérus hémérséklett esethez képest

oo ggc(g) A/2 1
AE/A/2 dsiee/kBT+1 +[m deegy(e) TRT 11 -1, (52)

ahol g.(¢) és gy (¢) az elektronok térfogategységre normalt allapotstiriisége a vezetési és a valenciasavban,
a spindegeneraciot is figyelembe véve:

32
5@ = a2 = 55 (53 ) VE- AR (53)

AFE képletében az elektrongerjesztések (elss tag) és lyukgerjesztések jaruléka (mésodik tag) egyenls a
spektrum e <» —¢ elektron-lyuk szimmetridja miatt, igy

> € ge(€) > —e/kpT
AE = 2 de ————— =2 d B 54
/A/2 gee/kBT+1 A2 5596(5)6 ( )
3/2 oo
1 /2
= 2(;) / dee /e — Aj2e~e/ksT, (55)
™ A/2

Bevezetve az x = (¢ — A/2)/kpT valtozot kiemelhetjiik AFE homérsékletfiiggs tagjait

AE e*A/%BT(/ﬂBT)?’/Z/ dz vz (A)2 + kgTz) e® (56)
0
—A/2kpT 32VT A 5/23VT
e (kw7257 5 4 2247, (57)

Alacsony hémérsékleten a zarojelben 1évs els§ tag adja a vezetd rendet. Az alacsony hémeérsékleti
elektronfajhé innen mér egyszertien kiszamolhaté. Ennek T-ben vezetd rendje

AE —A/2kpT
_O0AE e . (58)

=7 JT

11.5.5. Vezetdképesség fémekben

Egy kétdimenzios vezetSben (tehat példaul egy néhany tizezer atomnyi vastagsagu, szigetels feliiletére
felvitt fémes rétegben) a vezetési elektronok diszperzios relacidja legyen e(k) = v|k| + €o.

a) Hatarozd meg e két dimenzios vezet egyenarami vezetGképesség-tenzorat relaxéacios id6 koze-
litésben, feltételezve, hogy a 7 relaxacios id§ fliggetlen az elektronok hullamszamatol. (Vedd a
kgT < eF hatéaresetet, amely fémekre szobahSmeérsékleten is jo kozelitéssel igaz.)

b) Add meg a frekvenciafiiggs vezetGképesség tenzort a fenti hataresetben.

c) A frekvenciafiiggd vezetGképességre vonatkozd Osszegszabdly segitségével fejezd ki -t ep és g
segitségével.

Utmutatas: Fémek egyenarami vezetSképesség tenzorat relaxacios idé kozelitésben a kovetkezs egyen-
lettel lehet kifejezni (Irodalom: Sélyom Jend: A modern szilardtest-fizika alapjai IT. 24.3.4. fejezet)

o =2 [ Sk (w19 ovii) (-5).

101



ahol, e az elemi toltés, d a dimenzidszam, f a Fermi-fiiggvény, v(k) = %g—i az elektronok csoportsebes-

sége, a T relaxacids id6 pedig azzal kapcsolatos, hogy atlagosan milyen gyakran szérédnak az elektronok
a féemben. A kT < ep hatéaresetben

of

——— = d(ex —€r).

8Ek ( k F)
Ha a fémre egy w korfrekvenciaju valtofesziiltséget vagy valtoaramot kapcsolunk, a vezetSképességét a
oac frekvenciafiiggs vezetGképesség tenzor hatérozza meg. Ez (ugyanigy, ahogy a Drude-modellnél) a
kovetkezs egyszerii kifejezéssel kaphatd meg az egyenaramu vezetGképesség tenzorbol:

JdDC
1 —dwr’

OAC =

A valtoaramu vezetSképességre vonatkozd Osszegszabaly

™

o0 d?k -
| dwReoscte) = Gt [ G5 et mt ).

amely anizotrop rendszerek esetén is érvényes. (Irodalom: Landau, Lifshitz: Elméleti fizika, 8. ko-
tet, 282. oldal) Az Osszegszabdly hasznos ellendrzési lehetséget biztosit a vezetSképesség szamolasok
végeredményére vonatkozoan.

Megoldas:

a) Az elektronok csoportsebessége

18(60 +alk|) o
h ok h©
ahol ex = k/|k| a k hullamszam irdnyaba mutaté egységvektor. A Fermi-energiara koncentralt Dirac-

delta atalakithato )
ep —¢
S(ex —ep) = =6 (|k| - Fa 0)

(07

v(k) =

alakban. Ha ugyanis g(z) egy a g(z1) = g(x2) = -+ = g(z,) = 0 nullhelyeinek egy kornyezetében
folytonosan differencialhato fiiggvény, akkor d(g(x)) = L (x — ;). Igy az egyendramu veze-
t6képesség tenzor

i=1 |g’(z;)

e« Er — €0

Attérve polarkoordinatékra, az e, = (cos g, sin )T helyettesitéssel
2 27 2 .
e« EF — €0 cos® ¢ cos g - sing
dk ko _— d . :
ope = "2 < o ) /0 v <cos @ -sinep sin? )

_ﬁEF—E() 1 0
T hom/r \0 1)

A képlet természetesen csak e > ) esetén érvényes. ep < g esetén Kkiiiriil a vezetési sav, és a veze-
toképesség 0 lenne. Az e?/h mennyiség vezetSképesség dimenzioji természeti allando, amelyet vezetd-
képesség kvantumnak neveznek. A fenti szorzat masodik tagja dimenziotlan, tehat helyes dimenzioju
mennyiséget kaptunk. Megjegyezziik, hogy az eredmény 6sszhangban van a Neumann-elvvel: négyfogasu
szimmetriaju kristaly vezetSképesség tenzora diagonélis kell hogy legyen.

b) A frekvenciafiiggd vezetSképesség tenzort egyszertien megkaphatjuk az el6bbi eredménybdl:

e ep—eg 1
oAC = — :
ACT R/ 1—iwr

¢) Mivel Reoac(w) = a oac-re vonatkozd Osszegszabaly bal oldalara a kovetkezét kapjuk:

1+w27_2 ’
2

oo
opc T eCep—e0 T 1 0
dwR === = 59
|} wmeoscto) =2 = SRR E(G ). )
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Az effektiv tomeg tenzor

igy az Osszegszabaly jobb oldalan szerepls integral

d’k . R S| 10 cos? ¢ cos - sing
/ﬁf(f(k))meff(k) _ﬁ/o ﬁk/@ d(pE ((O 1) - (cosgo'sincp sin? o
_EFr —&o i 1 0
Rz 2n \0 1)°

Tehat az Osszegszabaly valoban teljesiil.

11.5.6. Egy részecskére jutdé energia szabad elektron gazban

Vezesd le, hogy egy-, két- illetve haromdimenzios szabad elektron gazban az egy részecskére juté atlagos
energia hanyszorosa a Fermi-energianak!

Megoldas:

A szabad elektron géaz diszperzios relacidja (k) = BE* ahol m az elektronok effektiv tomege. Az

2m
elektronok N szaméat és E Osszenergidjat d dimenzioban a kdvetkezs két formuléval kaphatjuk meg:

N:2/ A :C/kpdkkd‘lzCk%
k|<kp (27)% 0 d’
ddk h2k2 h2 kr h2 kd+2
E:Q/ 35— =C5— [ dkk" =C— L.
k| <kp (2m)® 2m 2m Jo 2m d + 2

Igy az egy elektronra juto atlagos energia

£E ha d =1,

g E d € ESF ha d =2
= F = o a = 4,
Nodwz 325F,had—3

11.6. Hazi feladatok

19. hazi feladat
Tekintsiink egy haromdimenzios egyszertd kobos racsot s atomi nivokkal, ahol az elektron savszerkezet
kis betoltésre a I' pont kozelében e(k) = g9 — 6]t + |t[(ak)?; t az elsGszomszéd atfedési integral, a
a racsallando, valamint €y az s-nivo energiaja. A p hidrosztatikai nyomas fiiggvényében a t atfedési
integral t =ty + ap alakt. Szamold ki a vezetési elektronok fajh§jarulékanak nyoméasfiiggését!
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