KALKULUS GYAKORLAT - MEGOLDASVAZLATOK
Fizika BSc 1/2

1. gyakorlat

1. Tétel (Newton—Leibniz). Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és F primitiv figguénye f-nek, akkor

'/abf:F(b)—F(a).

1. Szamitsuk ki az alabbi racionalis tortfiiggvények primitiv fiiggvényeit!
(a)

/7dx—ln|x+3|+0

3 a, @=3) 11

3 +6 3 [ 5z+10 3 [Br—1411 3 11 3 11 5
/5x—1 o 5/533—1 v 5/ 5 —1 ¢ 5/ a1 5/ T o1
3

:5x+§1n|5x71|+0

1 2 — 6 1
dr== [ =270 4 lia?—6r+2
/ —635—1—27 2/x2—6x+27 z=gIn(a -6z +27)+C

/ fx_—i—zlS _2/mdx:2ln|x3—x+l8|+0
(c)
/a:2+(;i+2:/ x—|—1 = arctg(e +1)+C
=L ar %dx‘;/%dx%/%dx”/ﬁﬁ
%1 (@ _6$+25)+2/(:v?jf+16:éln(x2_6x+25)+;/1+((?—3)2
4
11n(m _6$+25)+;ar6tg1(/42)+C=;ln(x2—6x+25)+;arctg(z—i)+C’

1 dz 1 A B 1 f(A+B)x—B—A/2
/2x273x+1 v /2(1:*1)(9:*1/2) 2/x71+x—1/2 . 2/ (- _1/2) &
amibdl kovetkezik, hogy A+ B =0¢és —B — A/2 =1, azaz A =2, B = —2, igy ezeket az értékeket visszairva

1 2 2
i _ ___dzx =1 —1] =1 —1/2|+C
2/x_1 —ip W nlz—1—Inlz—1/2[+

422 + 132 -9 42% + 132 — 9 A B C
B A PO e LA, PP il 7 dr
a3 + 222 — 3z x(x—1)(x +3) x x—1 x+4+3
_/a:Q(A+B+C')+x(2A—|—SB—C’)— 3A

B z(x —1)(x + 3)

dz,

amib6l A+ B+ C =4,2A+3B — C =13 és —3A = —9. Ezt megoldva kapjuk, hogy A =3, B=2¢és C = —1,

3 2 1
:/f—&— ———dez=3nz|+2Injz -1 -In|z+ 3|+ C
r xz—1 z+3

2. Szémitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!



1
/ ewdx:[ew]é:el—eoze—l
0

/ cosz dz = [sinz]” = sin(r) — sin(—7) =0

—T

parcialis integralassal egy primitiv fliggvény xe” — e*, ezért
2
/ xze® dx = [xe® — ez]g =(2e% —e?) — (0 —e) =e? +1
0

mivel [arctgz do = [1-arctga dz, parcidlis integralassal egy primitiv fiiggvény az x arc tgx — % In(1+ 2?), igy

3

3
1 1 1
/arctgxdxz{xarctgm—2ln(1+x2)} :(3arctg3—21n(1+32)>—0:3arctg3—2ln10
0

0

(¢) Mindkeét esetben helyettesitéses integralassal lehet egy-egy primitiv fliggvényt megkeresni.

A t = arcsin x helyettesités utan z = sint, dx = cost dt, igy

1 1 in 2t
/\/1—332 dx:/\/l—sin2tcostdt:/COSQtdt:2/1+c032tdt:2<t+sm >+C
1
zi(arcsina:—i—x\/l—x?)—l-C’,

ezért
1

1
/mdz—{;(arcsmz+x\/1x2)} :E.
0

o 4

A masodik esetben a t = e* helyettesités utan = = Int, dx = % dt, igy

/ g / 2Ly /1 L w44 C = — (T + 1) 4+ C
xr = — = — =1¢—1In =€ —Inle
1+ e® 1+ttt 1+t ’

vagyis

| 15 de = =t 1)) = (e~ Iafe+ 1)~ (1= 1n2)

3. Szamitsuk ki az alabbi sikidomok tertiletét!

(a) {(z,y) eR?: 2?2 <y <wx+2}
(b) az y =sinz és az y = (2/7)x gorbék altal hatarolt sikidom.

Megoldas. (a) A kérdéses sikidom nem més, mint az y = x + 2 egyenes és az y = 22 parabola 4ltal bezart sikrész. Az

egyenes és a parabola metszéspontjainak abszcisszai —1 és 2. A keresett teriiletet nem mas, mint a [—1, 2] intervallumon

értelmezett f(x) = x + 2 grafikonja alatti teriilet és a g(z) = 22 grafikonja alatti teriilet kiilonbsége. A Newton-Leibniz
3

formulabol az els6 teriilet f_21 x+2dr = [%2 + 29@}31 =(2+4) - (3 —2) =1L, mig a mésodik ffl z? dz = [z—}: =

27 3
8 — (5}) = 3. Tehét a kérdéses teriilet 12 — 3 = 3.

/2

(b) A keresett teriilet most is megkaphato két integral kiilonbségeként: T' = foﬂ/ *sinz dz — o @/mxdr=1-m/4

2. gyakorlat



. Szamitsuk ki az alabbi impropius integralokat!

+oo 1 +o0o +oo 1
a) / = dx b) / 27" dz c) / — dz
1 €T 0 _92 1 +x

o ! i oo
2 /2 mdx 2 /0 et de 7) /2 rlnx dz

el . "1 . t_
— dz = lim —dzr= lim [lnm]l = lim Int—Inl = 4o0,
1

X t——4o00 1 €T t——+o0 t——+o0o

Megoldas. (a)

mert lim Int = +oo.
t——+4o0
(b)

+o0 t t
/ 2¢7% dz = lim 2¢7% dx = -2 lim —e P dzr=-2 lim [e*"’/’]é =-2 lim (e7"—1)=2,
0

t——+oo 0 t——+oo 0 t——+oo t—+oo

hiszen lim et =0.
t——4oo
(c)

—+oo t
1 . 1 . t . T
/_2 T3 22 de = tllgrnoo LT dz = tll_~_rrl(>o [arctgz]_, = tluﬁloo(arc tgt —arctg(—2)) = 5 —arc tg(—2).

1
(d) Mivel egy primitiv fiiggvénye 5(111 |z — 1] —In|z + 1|), ezért

I
(@—D(@+1)

“+o0 1 t 1 1 ¢
——~ dz =1 —————dz= 1l —(1 — 1l =1 1 —
/2 @ Da+1) tJToo/Q @Dy &=t gl -l =nfr 1))

In3

1
lim —(Injt—=1]-Inlt+1])—(In]2=1]—-In|24+1|) = (ln|t—1|—1n|t+1|)+7.

1
lim —
t—+oo 2 t—+o0 2
Mivel t-vel +o0-hez tartunk, azért az abszolutérték elhagyhato, és igy
+oo
1 1. t—1 1In3 In3 1In3
————dzr=lim - h—4+ —=0+— = —
/2 D+ TR T T T

;—1 =In t"t'}rf =In(1-— t%), és ez a fliggvény t — 400 esetén In 1 = 0-hoz tart.

(e) A [0,400) intervallumon xe™ egy primitiv fiiggvénye
/xeﬂ” doe = —ze™ — / —e P dx=—xe " —e ",

+oo
/0 ze ¥ dr = lim [—ze ® — e_”’]g = lim [(—te” " —e™") — (0e® — %)) = 1.

ugyanis In

igy

t——+oo t——4oo

(f) A [2,+00) intervallumon egy primitiv fliggvénye

zlnx

1 1
/ dr= | % dz =In(lnx),

zlnx Inx

igy

/+°° 1 . t .
dz = lim [In(In x)]2 = lim (In(lnt) —In(In2)) = +oc.

zlnzx t—+oo t—+o00

. Szamitsuk ki az alabbi impropius integralokat!

1 1
a) / Inz dx b) / dx
1—
0 —2 x

Megoldas. (a) A (0,1] intervallumon Inz egy primitiv fiiggvénye [Inz do =zlnz — [1 de = zInz — x, ezért

1 1
/ Inz dz = lim / Inzdr= lim [rlnz—2];= lim [(1ln1-1)— (tInt—t)]=-1.
0 t—0+0 J, t—0+0 t—0+0



(b) A [-2,1) intervallumon

egy primitiv fiiggvénye

1
Vi—-z

L T = —2) V2 dg = — — )2
[ = frn e

ezért

/_2 11 —dr = lim [-201 - 2] = im (20— 0)) - (201~ (-2)V?) = 2V5.

3. Milyen valos a-ra lesznek konvergensek az aldbbi impropius integralok? Mivel egyenlGek?

—+00 1
a) / % dz b) / ia dz
1 T o 7T

-nak a (0, 4o00) intervallumon, ezért

Megoldas. (a) A « # 1 esetén — egy primitiv fiiggvénye

ot
(1-a)x

/+001dx— g [ L S A
Loae T tedeo [(T—a)zemt]] T tsdee [(T—a)tel (1—a)] | 55y haa>1

Ha o = 1, akkor egy primitiv fiiggvény Inx, igy

xOé

+o0 1
/ —dz= lim [Inz] = lim Int= 4ooc.
1

€T t——+oo t—+oo

Az integralok tehat o > 1 esetén lesznek konvergensek.

(b) Az (a) esethez hasonloan « # 1-re:

"1 1 b i 1 1 {400 haa>1,
o T T t=0+0 | (1—a)ze-t],  t=0t0 [(1—a) (1—a)te-l] = haa<l
Ha o =1, akkor

1

1

/ —dz= lim [lna:]i = lim (—1Int) = +o0.
0o T t—040 t—0+0

Az integralok tehat o < 1 esetén lesznek konvergensek.

3. gyakorlat

Egy 0 kozéppontu ) a,id™ hatvanysor konvergenciahalmaza egy olyan 0 kozéppontu intervallum, amelynek R sugarat az alabbi
képlettel szamolhatjuk:
ha a nevezd véges és nem nulla,

R:= S
© limsup Y/]an|’

illetve definici6 szerint legyen R := 0, ha a nevezs$ végtelen és R := 400, ha a nevezd nulla. Itt csak olyan példak fognak szerepelni,
amelyekben az {/|a,| sorozatnak hatarértéke is létezik, ezért a fenti definicioban a limsup helyett egyszertien limeszre lehet gondolni.
A konvergencia-intervallum végpontjair6l azonban a tétel semmit sem mond, igy ott egy hatvanysor lehet konvergens, illetve divergens

is.
1. Szamitsuk ki a Y a,, id" hatvanysor konvergenciasugarat, ahol a,, :=

Q) n b % 0 a E g <1+i>n

n2

n!
1 1 1
Megoldas. (a) R = — = — =-=1.
lirﬂit;g /|n nEIEoo Ynoo1
1 1
(b) R = =——=1
tmsup (/]3] B T
n—-4o0o
1 1 1
(C) R = — = T 5 = 5
limsup ¢ |i—2| n ne
n—-+4oo



1 1 vn!
(d) R= = — 5— = lim Tn:qLoo
lim sup { | % ’ ”EI}_IOO e n—-+o0o
n—-+oo '
1 1
(e) R = = — — =1
lim sup ¢/ |(1 + %)"| nkr}rloc(l +3)
n——4oo

. Szamitsuk ki az alabbi hatvanysorok konvergenciahalmazat!
L., i i L. L.
a) Z ] id b) Z n!id c) Z id d) Z o id e) Z - id

Megoldas. Elgszor kiszamoljuk a konvergenciasugarat, majd a kapott intervallum végpontjaiban is megvizsgaljuk a
konvergenciat.
1

(a) R=———— = lim Vn! =+ a konvergenciasugar, tehit a konvergenciahalmaz R.
tiwsup /| "
n—-+o00 ’
1 . o] 1 . A :
) R=—————= lim — = 0 a konvergenciasugér, igy a konvergenciahalmaz {0}.
limsup /|n!] n—+o V n!
n—-+o0o
1
(¢) R = W = 1. Az x = 1 pontban 371" = 400, mig = —1 esetén Y (—1)" divergens sor, igy a
msup ¥
n—»—i—o?
konvergenciahalmaz (—1,1).
1 1 _yn
(d) R = - == - = 1. Az 2 = 1 pontban 3% L az # = —1 pontban 3> ( n12) a sor, ezek
llmiup v F‘ e Wn2
n—-—+oo
konvergensek (a méasodik azért, mert abszolat konvergens). Ezért a konvergenciahalmaz [—1, 1].
1 1
(e) R = == 1 = 1. Az x = 1 pontban Z:ﬁ% a sor, amely divergens, az x = —1 pontban
limsup { o I
n—-—+oo
:3 (_i)n, amely egy Leibniz tipusu sor, igy konvergens. Ezért a konvergenciahalmaz [—1,1).

. Allitsuk el6 derivélassal az adott H halmazon az f fiiggvényt f(r) = 3. a,z™ alakban, ahol

1
(a) H=(-1,1), [f(z)= W,
2x
(b) H=(-1,1), f(x)= —m-

Megoldas. (a) Ismeretes, hogy x € (—1,1) esetén
“+ o0
1 n
11—z Z T
n=0

Hatvanysort a konvergenciaintervallum belsejében lehet tagonként derivalni, igy

1 1 / +oo / —+o00 + oo “+o00
— _ n _ ny/ _ n—1 __ n
(1—2)2 (11‘) - (Zx ) =D @) = na"t =3 (n+1)a"
n=0 n=0 n=1 n=0
(b) Mivel minden z € (—1,1) esetén
+oo
1 n
11—z ;Z:Ox ’
ezért x helyébe —z-et irva
—+oo +oo
1 n n,.n
Y e
n=0 n=0
teljesiil minden = € (—1,1) esetén. Tovabb4, ha x helyébe z2-et helyettesitiink, akkor
1 =
— —1)" Qn’
1+ 22 7;]( )’z



1
A kérdéses fiiggvény az T3 22 fiiggvény derivaltja, igy
x

2z 1 ! I ! too , 400
(1 +22)2 - (1 I x2> - (Z(_l)nx2n> = Z(—l)” (2®") = Z(—l)"(Qn)xQ”_l,

n=0 n=0 n=1

4. Allitsuk el integralassal az adott H halmazon az f fiiggvényt f(z) = > a,z™ alakban, ahol

(a) H=(-1,1), f(z)=1In(1l+x),
(b) H=(-1,1), f(x)=arctga.

Megoldas. (a) Az el6z6 feladatban lattuk, hogy ¢ € (—1,1) esetén

1 X
Ty 20
n=0

A konvergencia-intervallum belsejében hatvanysort tagonként integralhatunk. Igy ¢ € (—1,1) esetén

In(1+2x)=
z z [+o0 +o00 T

= — dt :/ (—l)ntn dt = </ (—l)ntn dt> =
[ea-[ (5 2
+oo x 400 n 400 n—1 +o0 n+1

_ n n _ (7]‘) n+1l _ (71) n __ (71) n

=Y =y e = Y e S
n=0 n=0 n=1 n=1

(b) Ugyancsak lattuk, hogy ¢ € (—1,1) esetén H% = zioo(—l)”t%. Az arctgr fliggvény az 1122 figgvény
x

integralja, igy

( —/det—/x AR /7—1)%% at) = 3 U o
weer e o 1+2 7 Jo - 0 A T

n=0 n=0

4. gyakorlat

Eléadason szerepel néhény nevezetes Taylor-sor, ezek a kovetkezsk:

n!
n=0
B e (_1)n ontl 1‘3 ZB5
Smx_nZ:O(QnJrn! =% T
_ o (_1)n on 2 .134
COS:IZ'—Z(2n)'JZ _1—7—1—%—
n=0
© e+l 3 5
hz = = —+ =
S 7;()(2n+1)' T T "
N x?’n 2 4
h = =1 _— —_—
chx nz:o (2n)! + 4+ o +

ahol a fenti Taylor-sorok egész R-en konvergensek (és ott el§ is allitjak a fliggvényeket), mig az alabbi sor-eldallitas csak a (—1,1]
intervallumon érvényes:

©  \m—1 2 3
ey =3 C o Ty

Il
—

n

Ezeken kiviil még érdemes felirni a mértani sor Gsszegét is:

oo

7Z$":1+m+x2+$3+~- ahol z € (~1,1).

n=0

1
1—2x




1. A nevezetes Taylor-sorok felhasznalaséval hatarozzuk meg az alabbi fliggvények 0 kozepd Taylor-sorat! Mi a konver-

genciahalmaz?
9 1 z?

a) sinz b) 1.2 c) e” d) ze™® e) 152

Megoldas. Felhasznaljuk a méar ismert Taylor sorokat, majd az egyértelmtséget hasznaljuk, azaz: ha egy (—R, R)
intervallumban f(z) = Z:i% anx™, akkor a jobb oldalon allo hatvanysor az f fliggvény 0 kozept Taylor sora.

(a) A sin fiiggvény 0 kozéppontt hatvanysordban z helyébe x2-et frva

+oo n
sin 22 — Z (=1) pin+2
B (

|
= (2n+ 1)!
adodik. A hatvanysor konvergenciasugara oo, mert
| B (-1
1 4n+2 (7 :1 2n+1 N 7| = 0
S 2n+1)! ’ oy 2n + 1)

(b) A (—1,1) intervallumon

1 +oo
_E n
1_1'— x .
n=0

x helyébe —z2-et irva
1 =

el Do

n=0

A konvergenciahalmaz pedig marad (—1,1).

(¢) x € R esetén

ezért

A konvergenciahalmaz R.

(d)

n=0
igy .
oo
(=1)" i1
x n
re _Z ol
n=0

Ez lesz a Taylor sor, ami az egész R-en konvergens, mert

limsup "% =0.
(e) A (—1,1) intervallumon
—+oo
1 n, .2n
1+ 22 = Z(_l) ’
n=0
ezért
=) (=1)"z*"t2.
2
1+2 —

A konvergenciahalmaz marad (—1,1).



2. Irjuk fel az alabbi fiiggvények 0 kozept Taylor-sorat! Mi a konvergenciahalmaz?

1

@) 1 — 422

b) arctgzx

Megoldas. (a) A mértani sor (—1,1)-en érvényes eldallitasasbol kiindulva

1 1 - n - n_2n
T T 2 (@) =) 4
n=0 n=0

ahol |(22)?| < 1, azaz |z| < 1/2 esetén érvényes a formula.

(b) Korabban eléallitottuk ezt a fliggvényt hatvanysor alakjaban a (—1, 1) intervallumon, igy ezen a halmazon a Taylor
sor egyértelmiisége miatt a fliggvény Taylor sora is ez lesz. A konvergenciahalmaz most azonban bévebb:

S~ (D"
arctgx = S g2l
Br=D 50y
n=0
ahol ez a hatvanysor az x = 1 és x = —1 pontokban is konvergens, mert mindkett§ Leibniz tipusi: Z::a % és
+oo (—1)" !
n=0 2n-+1

Ha nem jut esziinkbe a modszer, amivel kiszamoltuk ezeket a Taylor-sorokat, kiindulhatunk a definiciobdl is, azaz
szamoljuk ki a megadott fliggvények derivaltjait és irjuk fel a

i £ (0)
= n!
sort.

3. Mi az alabbi numerikus sorok Osszege? Hasznaljuk fel az el6z6 feladatok eredményeit.

[e%e} gn [e%e] _1)"
@) ZE b) ZQ(n—&—)l

n=0 n=0

Megoldas. (a) e® = 320 Lam, ezért 0,20 27 = ¢2.

n=0 n!

(b) Az el6z6 feladatbol arctga = Y% %oﬂ"“, ha z € (—1,1). Mivel a hatvanysor konvergens az x = 1 pontban,
Yoo (—1)"

és arc tg x folytonos fliggvény az x = 1 pontban, Abel tétele miatt > "~ T

=arctgl = 7.

.’I:2

4. TIrjuk fel 0 kdzept hatvanysor alakban e~%" egy primitiv fiiggvényét!

Megoldas. Korabban lattuk, hogy minden z € R-re e” Zn 0 n,:ﬂ , ezért az egyenlGség fennall, ha x helyébe
—a2%et frunk: e=* = :i% %xzn Egy primitiv fiiggvény meghatarozasahoz nem kell mast tenni, mint tagonként

integralni a hatvanysort.

et gy *§<—1>” g _*f (D" 2ny _*i (D" oni
¢ = nl o T = nl T 70n!(2n—|—1)x '

5. gyakorlat

Legyenek (an)neng €8 (bn)nen valos szamsorozatok, ekkor az
z— 20 4 Z ar, cosNx + by, sinnx)

hozzarendeléssel értelmezett fliggvénysort trigonometrikus sornak nevezziik.

Legyen f : R — R egy 2m-szerint periodikus fiiggvény, amely Riemann-integralhat6 a [—m, 7] intervallumon (az intervallum
valasztasaban csak az lényeges, hogy a hosszisaga 27 legyen, tekinthetnénk a [0,27] intervallumot is, ekkor az alabbi definiciok
értelemszerten modosulnanak). Ekkor az

1 s

an = ; f(t)COSTLt dt (n:O>172)
1 [" .

b=~ [ f(t)sinntdt (n=1,2,..)
71' —T



szamokat az f fiiggvény Fourier-egyiitthatoinak nevezziik. A Fourier-egyiitthatokkal képzett trigonometrikus sort az f fliggvény
Fourier-soranak nevezziik. A (pontonkénti) konvergencia Fourier-sorok esetében nem olyan egyszeri kérdés, példaul f folytonossagabol
még nem kovetkezik, hogy a Fourier-sor minden pontban f-hez tart, de ha példaul f differencidlhato, akkor méar igen.

Ha egy f fiiggvény péros, akkor minden n € N esetén az f(¢)sinnt fliggvény paratlan, igy a [—m, 7] intervallumon 0 az
integralja, ezért a Fourier-soraban a b, szamok mindegyike 0. Ha egy f fliggvény pératlan, akkor minden n € Ny esetén
f(t) cosnt paratlan fliggvény, ezért a Fourier-soraban az a,, szdmok mindegyike 0.

1. Adjuk meg az alabbi f : R — R fiiggvények Fourier-sorat!

(a) f(z) =z, hax €[0,27), és Vk € Z-re f(x + 2krm) := f(x)
Megoldas. A fiiggvény Fourier-sora az egész R-en konvergens, és minden = € R\ {2kn|k € Z} esetén eldallitja a

fliggvényt. A Fourier-egyiitthatok:

1 27 1 27 142
a =~ f(t)dt:—/ tdt=-"" =9
0 T 2

™ Jo m
1 e 1 [ 1 innt]* [ sinnt 1 t
an = — f(t)cosnt dt = —/ tcosnt dt = — ([tsmn } */ = dt | = - [0082n ] =0
T Jo m™Jo Q nolo 0 " mLn 0
1 o 1 o 1 t 27 27 t 1 2 2
by=— [ f(t)sinnt dt:—/ tsin nt dt:([—tms”} +/ P )= - =2
T Jo T Jo T no o 0 n T "

Igy a Fourier-sor:
—+oo
1 .
T™—2 E —sinnz.
n
n=1

(b) f(z) =i(r—x), hax € (0,2n), f(0):=0, és Vk € Z f(zx + 2km) := f(x)
Megoldas. Minden z € R esetén elgallitja a fiiggvényt a Fourier-sor, és tiszta sinus-sor, mert a fliggvény paratlan

(azaz a, = 0). A (by,) egylitthatok:

1 [ 1 [ n—t 1 —t 17" 1 ¢ 1
b, = — f(t)sinnt dt:f/ T sinnt dt = — _r—teosm —/ A
0 2 m 2 no g 0o 2 n n

™ Jo '/T

A Fourier-sor:
—+00

1.
g — sinnx.
n

n=1

(¢) f(z) =|z|, ha x € [-7,7) és Vk € Z-re f(x + 2kn) := f(x)
Megoldas. f péaros fiiggvény, igy minden n € N-re b,, = 0. A t6bbi Fourier-egyiitthato:

1 T 92 Iy 2 2
ap = — f(t)dt:f/tdt:fliﬂ
e - T 0 T 2
1 2 (7 2 ([ sinnt]™  [™ sinnt 2 st 1"
a, = = F(t) cosnt dt = ,/ tcosnt dt = = ([tblnn } _/ sinn dt) _2 (O— [_coszn } )
- T Jo T n 0 0 n s n 0
2 icosmr— 1N _Jo ha n péros
~ o\ n?) | —=% han paratlan

A Fourier-sor tehat
+oo 1

T 4
E_E;(zn—ly

cos(2n — 1)x.

(d) f(z)= (7 —|z|)% ha z € [-m,m), és Vk € Z f(z + 2kn) == f(x)
Megoldas. A Fourier-sor tiszta cosinus-sor (azaz b, = 0 minden n € N esetén) lesz, ugyanis f paros fiiggvény.

Az a,, egyiitthatok:

1 [T 2 [T 278 2
ap = — f(t)dt:—/(7r—t)2c1t:—7r—=ﬂr2

™ ) _x e
I 2 [T 2 innt|™ [T in nt
ap = — f(t) cosnt dt:f/ (7r—t)2cosntdt:<[(7r—t)28mn] —|—/ 2(7T—t)smn dt)
™ J)_x ™ Jo m n 0 0 n

2 snt | " i t 22 4
=<0+[—2(7r—t)cozn] +/ pRL dt>=gz2
T n? |, Jo n n n



Igy a Fourier-sor:

2 = 1
£l +4;$cosnx.

6. gyakorlat

1. Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fliggvények Osszes lehetséges els6rendi parcialis derivaltfiiggvényét!

a) flzy)=2> b flay =y o flay=2"+y

2,2

) flay)=ay' o) flay) =) fay) ==

Megoldas. (a) 01 f(x,y) = 2z, 2 f (x,y) = 0.
(b) O1f(z,y) =0, Do f(z,y) = 3y°.
(¢) 01 f(z,y) = 2z, Daf (x,y) = 3y>.
(d) Orf(z,y) = 2ary 81f(:c y) = 42y
(e) floy) = e e, tgy 01 f(2,) = e—yze—“(—m), Oof(x,y) = e~ e~V (=2y).

(D) ouf(e) =22 duf(ay) = o (2y—y) o (2y - y)

(e¥)? ev
2. Hatarozzuk meg a 0y f, Oof, Osf, O3 f, 03 f, 0105f, 010205 f, 03020, f fiiggvényeket az alabbi fiiggvények esetén:
(a) f(z,y,2) =5z,
(b) f(z,y,2) =z +y+z,
(c) flz,y,2) =

Megoldas. (a) 01 f(z,y) = 0, 2f(x,y) = 0, O3f(x,y) = 5. Ebbdl adodik, hogy minden magasabb rendd parcialis
derivaltfiiggvény 0.

= ze* 7Y,

0) O f(z,y) =1, Oaf(x,y) =1, 03f(x,y) = 1. Ebbsl adodik, hogy minden magasabb rendd parcialis derivaltfiiggvény
0.

(c) Oif(z,y) = 2"V, Do f(z,y) = —2e"7Y, O3 f(x,y) = e"7Y.
A mésodrendt deriviltak: 07 f(z,y) = 0101 f(z,y) = 2e*Y, 02 f(x,y) = Do f(z,y) = 2e°Y, 0105 f (x,y) = e*7Y.
A harmadrendd derivaltak: 010203 f(x,y) = —e* ™Y, 030001 f(x,y) = —e* Y.

3. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepls fiiggvények Jacobi-métrixat egy (zo,yo,20) € R® pontban! Mi lesz
1'(1,2,3)?
Megoldas. A Jacobi-matrix egy (%o, Yo, 20) pontban: f’(zo,%0, 20) = (91.f(0, %0, 20), F2.f (%0, Yo, 20), 3 f (0, Yo, 20))-
(a) f'(z0,y0,20) = (0,0,5) konstans métrix, igy f'(1,2,3) is ezzel egyenld.
(b) f'(z0,90,20) = (1,1,1) konstans matrix, igy f/(1,2,3) is ezzel egyenld.
(¢) f'(x0,y0,20) = (zoezo’yo,fzoem"’yo,ef”o’yo). Ebbél pedig (zo, yo, 20)-ba (1,2,3)-at helyettesitve: f'(1,2,3) =
(3671, —3e7 1, 671).

4. Milesz az f : R? — R fiiggvény Jacobi-matrixa egy (zo, o) pontban, ha f(z,y) =
1
a) xy b)) '+t c) 3 In (2% + y?)

Megoldas. A Jacobi-matrix egy (o, yo) pontban: f'(o, o) = (91 f (0, yo)s 2 f (w0, o).

(a) (o, xo)
(b) (4z3 + 2xoy3, 223yo + 4y3)

(C)< xo Yo )
xg + g wg+ g

10



5. Mi lesz a g : R? — R? fiiggvény Jacobi-métrixa egy (0, %0) pontban, ha g(z,y) =

a) (xz,y) b)  (2* + 2%+t 2t 4+ 2%y + ) ¢) (e®cosy, e’siny)

. O1fi Oafy
O1fa Oafa
1 0 423 + 2z0y2  4yd + 2yoxd e cosyy —e® sinyy
o (p9) v

c)
01 4xf’) + 2:50y(2) 4yg’ + 2y0x% e*osinyg €% cosyp

Megoldas. Ha f = (f1, fa), akkor

7. gyakorlat
1. Szamitsuk ki f”/(3,4)-et, ahol
1
o) fly)=zy b fly=2"+2+y" o) floy) =5 +y7)

Megoldas. Ha f : R? — R, akkor

" [ 9% f(z0,y0) 8281f(x0,y0))
17 (@o.yo) = <81102f(1:0,y0) 95 f (0, yo)

24
) 0 1 b) 140 48 ) 252 252
a 10 48 210 ¢ 94 .
o5z 952

2. Mutassuk meg, hogy 9?u(z,y) + 03u(x,y) = 0 teljesiil, ha u(z,y) = In(z? + 32), illetve ha u(z,y) = arc tg %!
Megoldas. (a)

2 2 2 y? —a? 2 2 2 z? —y?
O(In(z” +y ))=2m7 O (In(z”+y ))=2m7
az Osszegiik 0.
) 2 2
x Ty 9 x xy
92 larctg= | = ———"——, 03 (arctg= ) = ——"=—,
' ( gy> (22 + y2)2 2( gy> (22 + y2)2
az Osszegik zérus.
3. Szamitsuk ki az alabbi R? — R? fiiggvények primitiv fiiggvényeit!
_ _ (2 2 2 3 _ z Y
) Sep =) 0 fen)= @it Prd) 9 fen = (a2

Megoldas. Ha van primitiv fiiggvény, azaz van olyan F : R? — R fiiggvény, amelyre 01 F = f és 0o F = fo, akkor

F(z,y) = / fi(y) dz + e(y),

ahol a ¢(y) fliggvény a
5‘2F = (92 (/ fl(x,y) dx-l—c(y)) = f2.

Osszefliggésbdl hatarozhaté meg.

(a)

(0)

11



Igy
2 3 1 2 2
fo(z,y) =27y +y° =0, (+xy +C(y)),

azaz ¢ (y) = y>. Igy a primitiv fiiggvény

(c) Ez méar egy korabbi feladatsoron is szerepelt:

1
Fla,y) = 5 In(a® +2).

8. gyakorlat

Legyen ¢ : [a,b] — Q egy folytonosan differencialhaté gorbe. Ekkor a gérbe ivhossza:

b
() = / @) dt.

Legyen ©Q C R™ egy tartoméany, f : Q — R™ folytonos fiiggvény. Legyen ¢ : [a,b] — Q egy folytonosan differencialhaté gorbe, amelyre
©([a,b]) C Q. Ekkor az f fiiggvény ¢ gorbe mentén vett vonalintegraljan az

b
[ 1= [ e w) a
7} a
valos integralt értjiik. Ha f-nek létezik Q-ban primitiv fiiggvénye (azaz egy olyan F : Q — R fiiggvény, amelyre F' = f, vagyis
0;F(z) = fi(x) minden ¢ = 1,2,...,n-re), akkor
[ £=Few) - Fle).
©

Ezt az F fiiggvényt az f potencialfiiggvényének is nevezik. Ebbdl kovetkezik, hogy ha f-nek van potencialja, akkor zart gorbe esetén
(azaz ha ¢(a) = ¢(b)) f vonalintegralja ¢ mentén 0.

1. Szamitsuk ki a kovetkezs gorbe (asztroid) ivhosszat: ¢ : [0,27] — R?, o(t) := (acos® t, asin®t), ahol a > 0.
Megoldas. A gorbe ivhosszanak képletét felirva

2
/ \/(3a cos? t(—sint))2 + (3asin®tcost)? dt =
0

INE

2m 2m
3 ™
/ ?;cz\/sin2 tcos? t(cos?t +sin’t) dt = ia/ |sin2¢] dt = Ga/ sin 2t d¢t = 3a [— cos 215}0/2 = 6a.
0 0 0

2. Szémitsuk ki a kovetkezs gorbe (csavarvonal) fvhosszat: ¢ : [0,h] — R3, ¢(t) := (¢, rcost, rsint), ahol h,r > 0.
Megoldas.

h h h
l(gp)z/ \/1—|—T2(—sint)2—|—r2(cost)2 dtz/ V1+r2 dt:\/1—|—r2/ 1dt =hv1+1r2
0 0 0

3. Szamitsuk ki az fwf vonalintegralt, ha ¢ : [0,7] — R?, p(t) = (cost, sint) (azaz a fels§ egységfélkor), és f(z,y) =
(_yv IE)'
Megoldas. ¢(t) = (—sint, cost), igy

/f:/ ((—sint,cost), (—sint, cost)) dt:/ (—sint)? + (cost)? dt:/ 1dt =m.
® 0 0 0

4. Szamitsuk ki az fsof vonalintegralt, ha ¢ : [0,1] — R?, o(t) = (1, 2t) (az (1,0) és (1,2) pontokat Ssszeksts szakasz),
6 fla,y) = (e, 1)
Megoldas.

/vf:/l«e_l“ﬂ 1),(0,2)) dt = 2.

0
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5. Szamitsuk ki az f(p f vonalintegralt, ha ¢ : [0,27] — R2, o(t) = (cost, sint), f(x,y) = (z +y, v +y)!
2 2

Megoldas. Az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F(x,y) = % +zy + %, igy

/ f = F(p(2r)) — F(p(0)) = 0.

Zart gorbén minden primitiv fliggvénnyel rendelkezd fliggény integralja zérus.

6. Szamitsuk ki az f@ f vonalintegralt, ha ¢ : [0,7/2] — R?, ¢(t) = (3cost, sint) és

— z Yy |
f('r7y)_ <x2+y27 1'2+y2>.

1
Megoldas. Korabban lattuk, hogy f egy primitiv fiiggvénye F(z,y) = 3 In(2? + 42). Ezért

1 1 1
/f: —In(0®> +1?) — ~In(32 + 0*) = —~In9 = —In 3.
o2 2 2

9. gyakorlat

Keétvaltozos f : R? — R fiiggvény integraljanak kiszamitasashoz az alabbi lebontéasi tételt hasznalhatjuk, amennyiben egy téglalapon
(n = 2) integralunk:

2. Tétel (Fubini). Legyen f:R? — R folytonos fiiggvény, és D = [a,b] x [c,d]. Ekkor
b

/sz/ab(/cdﬂx,y) ) dx:/j( flay) do) dy

Hasonlé allitas fogalmazhaté meg az n = 3 esetre is. Gyakran egy altalanosabb @ C R? halmazon (példaul egy koron) kell integralni.
Ha van olyan T C R? halmaz és egy ®(z,y) : T — Q bijektiv leképezés, amely folytonosan differencialhaté, akkor

/f:/ f(@1(u,v), P2(u,v)) [det(®(u,v))| du dv,
Q T

ahol tehat a ® leképezés Jacobi méatrixdnak determindnsanak abszolut értékével szorzunk. Nyilvan a T halmaznak olyannak kell
lenni, amin mér ,kénnyd” integralni, ilyen példaul egy téglalap. Ha egy origd kozéppontt, R sugard koron kell integralni, akkor
Q= {(z,y) €R*: 2> +9*> < R?}, T =[0,R] x [0,2n] és ® = (rcos¢p, rsing). Ekkor

det(®’ (1, p)) =

cosp —rsing
sinp  Tcosp

és
/ f:/ f(rcosp,rsing) - r dr de.
Q [0,R]x[0,27]

1. Szamitsuk ki az alabbi tébbdimenziés integralokat!

(a) /D 133_22 ahol D = [1,2] x [0, 1]:
(b) /Dsiny, ahol D = [0, 1] x [1,1];

(© [ (Va+ )R abol D= [0.1] % 0.1];

(d) /D cos z cos y cos z, ahol D = [0,7/2] x [0,7/2] x [0,7/2].

Megoldas. (a)

1,2 2 1 2 1 372 1
x 1 1 T 7 dy 7 1 Im
T drdy = 2dd=/—~— d:,/ = = [arctgy]t = —.
/0/1 Ty /0 1+y2/1 R A {3}0 V=3 )y 1442 3 lareteyl = 75
(b)

1l 1 1 1
/ / siny dx dyz/ siny/ 1dex dy:/ siny -1 dy =0,
-1Jo -1 0 -1
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mert 0 kdzepi intervallumon paratlan fliggvény integralja zérus.

(c)
/01/01(\/9?+y)2 dy dz =

:/01 [W;W’r dx:f;((ﬁ+1)3_(ﬁ)3) dx:/01<x+ﬁ+§) dr =

0 0
1
B 2 30 1 12 3
[2+3x +3x0f2+3+ =3

(d)

/2 pw/2 pw/2 /2 /2 /2 w/2
/ / / cosx cosy cos z dr dy dz:/ cosz/ cosy/ cosx dr dy dz = / cosxdr | =1.
0 0 0 0 0 0 0

2. Széamitsuk ki az alabbi tobbdimenzios integralokat, ahol D := {(x, y) €R?: 22 492 < 1} a zart egységkorlap a sikon!

a) / 1dz dy b) / z dz dy ¢) / y? dz dy
D D D

Megoldas. Polartranszforméacioval, azaz az © = rcosp, y = rsing (r € [0,1], ¢ € [0, 27]) helyettesitéssel

1 27
/ flz,y) dz dy:/ / f(rcose,rsing) - r de dr.
D o Jo

1 27 1 27 1 T2 1
/1d:cdy:// rdgodr:/r/ 1dg0dr/r27rdr27r{] = .
D 0o Jo 0 0 0 2]y
1 27 1 2m 1
/wdxdy:// rcosgprdgpdr:/rQ/ cos<pd<pd7“:/r2-0dr20.
D o Jo 0 0 0
1 27 1 27 1 S -
/y2 dxdy:/ / T2Sin2(p7"d(pd’l“=/ 7‘3/ sin2<pd<pdr:/ 7“37TdT=7T|::| =—.
D 0o Jo 0 0 0 4], 4

10. gyakorlat

(©)

Gyakran olyan sikidomon kell integralni, amelyet alulrél és feliilrsl folytonos fiiggvények grafikonjai hatarolnak. Ha ¢, 9 : [a,b] — R
folytonos fiiggvények, akkor az
N, = {(azy) eER?*: z € [a,b], o(z) <y < w(x)}

halmazt (az z-tengelyre nézve) normaltartomanynak nevezziik. Ekkor

/zfz/ab <ijj>f(m,y> dy) da

Hasonlo allitas fogalmazhaté meg olyan N, tartomanyra, amely az y-tengelyre nézve normaltartomany.

Legyen Q C R? egy paramétertartomany (ez legtobbszor egy téglalap), ® : Q — R? egy kolcsondsen egyértelmi, folytonosan
differencialhaté leképezés a paramétertartoméany és ®(Q) kozott, amelyet a ® altal meghatarozott sima feliilletnek neveziink. Ennek a
feliiletnek a felszinét az

/ [|0u®(u,v) X Op®(u,v)| du dv
Q

képlettel lehet kiszamolni. Ha a fenti feliilet minden pontjahoz hozzarendeliink egy valés szamot (mondjuk minden egyes pontjahoz a
pontbeli hémérséklelet), azaz adott egy U : ®(2) — R folytonos fliggvény, akkor U-nak a fenti feliiletre vett felszini integraljan az

/ U:= / U(®(u,v)) - ||0uP(u,v) X 0p®(u,v)|| du dv
@ Jo

integralt értjilk. Ha pedig a felillet minden pontjahoz egy vektort rendeliink (példaul sebességet), azaz adott egy F : ®(Q) — R?
folytonos fliggvény, akkor az F fliggvény ®-re vett feliileti integraljan az

[I)F::/Q<F(Cl>(u,v)),8u¢'(u,v) X 0y ®(u,v)) du dv

integralt értjiik.
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1. Szamitsuk ki | w, | értékét, ha

(a) Ny :=={(z,y) eR*: z€[0,1], 0<y <1—2?}, f(z,y) =1.

(b) Np:={(z,y) eR?*: ze[-1,1], 0<y < (1 —2)*}, f(z,y) = V¥
(c) Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fiiggvény integraljat az y = 22 — 1 és az y = o + 1 gdrbék grafikonjai altal hatarolt
tartomanyon.

Megoldas. (a)
1 pl-z? 1 1 371
_ 2
/ f:// ldyde/[y](l) = dx:/l—xde:[x—x} =—.
N 0o Jo 0 0 3]y 3

Lp(-e)? Lrg 10727 Ly 2 [—(1-2)*1" 8
f:/ ydydx:/ {y?’/Q] dz:/ 1—z3dx—{} = —.
/NI eV LBV, L3t s 4 ], 73

(¢) A megadott parabola és egyenes az x = —1 és x = 2 pontban metszik egymaést, ezért a norméaltartoméany most az
Ny = {(z,y) e R?: z€[-1,2], 22 =1 <y <z + 1} halmaz lesz.

Lt
y? z+1 1 2
// a?ydydx—/ / ydydx/ x[Q} dx:§/ —25 4 323 4+ 22% dz
z2—1 -1

RN A TN ol R
B 6 4 3 1_8

2. Legyen @ : [0,1] x [0,1] — R3, ®(u,v) := (u+v, u—v, u), és legyen U : R* — R, U(x,y,2) := = +y + 2. Szamitsuk
ki az [, U felszini integralt!
Megoldas. 9,9 = (1, 1, 1), 8,9 = (1, —1, 0), a vektorialis szorzatuk pedig

i j k
QP x0,d=1[1 1 1|=(1, 1, —2),
1 -1 0

6s |0,® x 0,®| = V1 +1+4=1+/6. A felszini integral
1 1 11 1 36
//((u+v)+(u—v)+u)\/6dvdu:3\/(§//udvdu=3\/6/udu=7.
o Jo o Jo 0

3. Legyen @ : [0,1] x [0,1] = R?, ®(u,v) := (u+v, u—v, u), és legyen F : R?® - R3 F(x,y,2) := (y, , 2). Szamitsuk
ki az [ F feliileti integralt!

Megoldas. ® ugyanaz, mint az el6bb, ezért ismét 9, P x 9,® = (1, 1, . A feliileti integral

1 1
//((u—v,u—I—v, w), (1, 1, dudv—/ / 0 du dv = 0.
0o Jo

4. Legyen ® : [0,27] x [0, 7] — R3, ®(u,v) := (sinvcosu, sinvsinu, cosv) egy feliilet. Szamitsuk ki a felszinét!

Megoldas. 9, P = (—sinwvsinu, cosusinv, 0), 9,® = (cosvcosu, cosvsinu, —sinv), a vektorialis szorzatuk pedig

i J k
0y P X 0, = |—sinvsinu cosusinv 0 |=(—cosusin®v, —sinvsinu, —sinwvcosv).
cosvcosu cosvsinu —sinv
Mivel
|0,® x 0,®| =

= \/(— cosusin® v)2 + (—sin® vsinu)? + (—sinv cosv)? = V/cos? usin® v + sin? vsin® u + sin’ cos2 v =

= \/sin2 v (cos? usin® v + sin® vsin® u + cos?v) = Vsin® v = [sinv|,

2m ™ 2m 2
/ / sinv dv du = / [—cosv]; du= / 2 du = 4.
o Jo 0 0
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5. Legyen ® : [0,7/4] x [r/3,7/2] — R3, ®(u,v) := (sinvcosu, sinvsinu, cosv) egy feliilet. Szamitsuk ki a felszinét!

Megoldas. Ugyanaz, mint az el6bb:
0u® x 0,® = (— cosusin®v, —sin®vsinu, —sinvcosv).

és
|0,® x 0, = |sinv].

w/4 /2 w/2 pw/4 /2
sinv dv du = sinv du dv = =~ sinv dvzz[—cosv}ﬂm:z.
0 4 4 /38
/3 /3 JO /3

A felszin:
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