KALKULUS GYAKORLAT
Fizika BSc 1/2

1. gyakorlat

1. Tétel (Newton—Leibniz). Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és F primitiv figgvénye f-nek, akkor

L%:F@—F@.

1. Szamitsuk ki az aldbbi racionélis tortfiiggvények primitiv fliggvényeit!
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2. Széamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!

1 ™
(a) / e’ dux, / cosz dx
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3. Szamitsuk ki az aldbbi sikidomok tertiletét!

(a) {(z,y) eR?: 2? <y <z +2},
(b) az y =sinz és az y = (2/m)x gorbék altal hatarolt sikidom.

2. gyakorlat

1. Szamitsuk ki az aldbbi impropius integralokat!

+oo 1 +o0 +oo 1
a) / — dz b) / 2¢7 " dx ¢) / —— dw
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2. Szamitsuk ki az alabbi impropius integralokat!

1 1
a) / Inz dx b) / dz
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3. Milyen valos a-ra lesznek konvergensek az alabbi impropius integralok? Mivel egyenlGek?
+oo 1 1 1

a) / — dzx b) — dzx
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3. gyakorlat

Egy 0 kézépponta Y a,, id™ hatvanysor konvergenciahalmaza egy olyan 0 kézépponti intervallum, amelynek R sugarat
az alabbi képlettel szamolhatjuk:

1
R := ————, ha a nevez§ véges és nem nulla,
lim sup {/|a|

n—oo

illetve definicié szerint legyen R := 0, ha a nevezs végtelen és R := 400, ha a nevezd nulla. Itt csak olyan példak
fognak szerepelni, amelyekben az {/|a,| sorozatnak hatarértéke is létezik, ezért a fenti definiciéban a limsup helyett
egyszertien limeszre lehet gondolni. A konvergencia-intervallum végpontjair6l azonban a tétel semmit sem mond, igy

ott egy hatvanysor lehet konvergens, illetve divergens is.

1. Szamitsuk ki a ) a, id" hatvanysor konvergenciasugarat, ahol a,, :=
1 2" 2" 1\"
b) — — d — 14—
a) n ) n 2 n2 ) n! ) ( + n>
2. Szamitsuk ki az alabbi hatvanysorok konvergenciahalmazat!

a) Z%id” by > nlid® o) Y id® ) Z%id” e) Z%id”

3. Allitsuk el6 derivalassal az adott H halmazon az f fiiggvényt f(z) = 3 a,2™ alakban, ahol

1
(a) H=(-1,1), f(z)= m7
2x
(b) H=(-1,1), f(z)= —m~

4. Allitsuk el6 integralassal az adott H halmazon az f fiiggvényt f(x) = 3" a,a™ alakban, ahol

(a) H=(-1,1), f(z)=In(1+ ),
(b) H=(-1,1), f(x)=arctgz.

4. gyakorlat

El6adason szerepel néhany nevezetes Taylor-sor, ezek a kovetkezdk:
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ahol a fenti Taylor-sorok egész R-en konvergensek (és ott elg is allitjak a fliggvényeket), mig az alabbi sor-elgallitas
csak a (—1,1] intervallumon érvényes:

(_1)n—1 n 1’2 xS

In(1 =
n(l+x) p 5
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I
—

n

Ezeken kiviil még érdemes felirni a mértani sor Gsszegét is:

1 oo
l_m:;xnzl—kx—i—:ﬁ—kﬁ—k... ahol z € (—1,1).

1. A nevezetes Taylor-sorok felhasznalasaval hatédrozzuk meg az alabbi fiiggvények 0 kozepti Taylor-sorat!
Mi a konvergenciahalmaz?

1 x?
2 —z z
b) T2 c) e d) we e)

a) sinz

2. Irjuk fel az alabbi fiiggvények 0 kozepti Taylor-sorat! Mi a konvergenciahalmaz?

1

L gy

b) arctgz

3. Mi az alabbi numerikus sorok 6sszege? Hasznaljuk fel az el6z6 feladatok eredményeit.

(o) on [e'e] _1)»
2 z_%n! ) z_;)énjl
2

4. Irjuk fel 0 kozepti hatvanysor alakban e~ egy primitiv fiiggvényét!
5. gyakorlat

Legyenek (an)nen, €8 (bn)nen valos szamsorozatok, ekkor az
a o0
0 .
T + Zl (an cosnz + by, sin nzx)
n=

hozzarendeléssel értelmezett fliggvénysort trigonometrikus sornak nevezziik.

Legyen f : R — R egy 2m-szerint periodikus fliggvény, amely Riemann-integralhat6 a [—m, 7] intervallumon. (Az
intervallum vélasztédsaban csak az lényeges, hogy a hossztsaga 27 legyen, tekinthetnénk a [0, 27| intervallumot is, ekkor
az alabbi definiciok értelemszertien médosulnénak). Ekkor az

1 T

an = — f(t) cosnt dt (n=0,1,2...)
L
1 (" .

by = — f(t)sinnt dt (n=1,2,...)
T —T

szamokat az f fliggvény Fourier-egyiitthatoinak nevezziik. A Fourier-egylitthatokkal képzett trigonometrikus sort
az f fiiggvény Fourier-soranak nevezziik. A (pontonkénti) konvergencia Fourier-sorok esetében nem olyan egyszert
kérdés, példaul f folytonossagabol még nem kovetkezik, hogy a Fourier-sor minden pontban f-hez tart, de ha példaul
f differencialhato, akkor mar igen.

1. Adjuk meg az aldbbi f : R — R fliggvények Fourier-sorat!

(a) f(z) =z, hax €]0,27), és Vk € Z-re f(x + 2km) := f(x)

(b) f(z) =%(r—=z), haz € (0,27), f(0) := 0, és Vk € Z f(z + 2km) := f(x)
(¢) f(z)=|z|, hax € [-m,7) és Vk € Z-re f(x + 2k7) := f(x)

(d) f(z)= (7 —|z|)% ha z € [-m,7), és Vk € Z f(x + 2kn) := f(z)



6. gyakorlat

1. Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fliggvények Osszes lehetséges elsérendii parcialis derivaltfiig-

gvényét!
a) flz,y)=2* b fley) =y o [flay) =2"+y°
(22402 fL‘2 2
d) flay) =2y o fly) = p) fay) ==
2. Hatérozzuk meg a 91 f, Oof, Osf, 02 f, 05 f, 0103 f, D10205 f, D3020, f fiiggvényeket az alabbi fiiggvények
esetén:

(a) f(.’L',y,Z) = 5z,
(b) f(x,y,z)=x+y+z,
(c) flz,y,z) = ze" Y.

3. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepls fiiggvények Jacobi-matrixat egy (zo, o, 20) € R? pontban!
Mi lesz f'(1,2,3)?

4. Mi lesz az f : R? — R fiiggvény Jacobi-matrixa egy (o, o) pontban, ha f(z,y) =
1
a) wy b) x4 2%y +yt c) 5 In (m2 + yz)

5. Mi lesz a g : R? — R? fiiggvény Jacobi-matrixa egy (o, o) pontban, ha g(z,y) =

a) (z,y) b) (334 + 22 + 9, 2t + 2% + y4) ¢) (e"cosy, e*siny)

7. gyakorlat
1. Szamitsuk ki f”(3,4)-et, ahol

a) flz,y)=xy b) flz,y)=a*+22"+y* o) flz,y) = éln (22 +¢?)

2. Mutassuk meg, hogy du(x,y) + d3u(x,y) = 0 teljesiil, ha u(z,y) = In(z? + y?), illetve ha u(z,y) =
arctg !
y

3. Szamitsuk ki az alabbi R? — R? fiiggvények primitiv fiiggvényeit!

a) fley)=(z,9) b fley) ="+’ 2?y+y°) o flzy)= <m2j_y27 in]Ly?)

8. gyakorlat

Legyen ¢ : [a,b] — Q egy folytonosan differencialhaté gorbe. Ekkor a gorbe ivhossza:

b
I(g) = / le(t)] dt.

Legyen Q2 C R™ egy tartoméany, f : Q — R™ folytonos fliggvény. Legyen ¢ : [a,b] — 2 egy folytonosan differencialhatd
gorbe, amelyre ¢([a,b]) C Q. Ekkor az f fiiggvény ¢ gorbe mentén vett vonalintegraljan az

L f= / Fe®).00) d

valos integralt értjiik. Ha f-nek létezik 2-ban primitiv fliggvénye (azaz egy olyan F : Q — R fiiggvény, amelyre F’ = f|
vagyis 0; F(z) = fi(x) minden ¢ = 1,2, ... n-re), akkor

/ f = F(p(b)) - F(p(a)).

Ezt az F figgvényt az f potencidlfiiggvényének is nevezik. Ebbdl kovetkezik, hogy ha f-nek van potencialja, akkor
zart gorbe esetén (azaz ha p(a) = ¢(b)) f vonalintegralja ¢ mentén 0.



1. Szamitsuk ki a kovetkezd gorbe (asztroid) ivhosszat: ¢ : [0,27] — R2, ¢(t) := (acos®t, asin®t), ahol

a> 0.
2. Szamitsuk ki a kovetkezd gérbe (csavarvonal) fvhosszat: ¢ : [0,h] — R3, (t) := (¢, rcost, rsint),
ahol h,r > 0.

3. Szamitsuk ki az f(p f vonalintegralt, ha o : [0, 7] — R2, (t) = (cost, sint) (azaz a felss egységfélkor),
és f(xay) = (_ya :E)'
4. Szamitsuk ki az f(pf vonalintegralt, ha ¢ : [0,1] — R?, ¢(t) = (1, 2t) (az (1,0) és (1,2) pontokat

Bsszekots szakasz), 6s f(z,y) = (e 1Y, 1)!
5. Szamitsuk ki az f(p f vonalintegralt, ha ¢ : [0,27] — R2, p(t) = (cost, sint), f(x,y) = (z +vy, z+y)!

6. Szamitsuk ki az fso f vonalintegralt, ha ¢ : [0,7/2] — R2, (t) = (3cost, sint) és

N y ),
ten = (i i)

9. gyakorlat

Kétvaltozos f : R? — R fiiggvény integraljanak kiszamitasashoz az alabbi lebontasi tételt hasznalhatjuk, amennyiben
egy téglalapon (n = 2) integralunk:

2. Tétel (Fubini). Legyen f:R? — R folytonos fiigguény, és D = [a,b] x [c,d]. Ekkor

/Df=/ab</cdf(m7y) dy> dm:/cd</abf(:c7y> dx) dy

Hasonl6 4llitas fogalmazhato meg az n = 3 esetre is. Gyakran egy altaldnosabb @ C R? halmazon (példaul egy
koron) kell integralni. Ha van olyan T C R? halmaz és egy ®(z,y) : T — Q bijektiv leképezés, amely folytonosan
differencialhaté, akkor

/f:/ [(®1(u,v), Pa(u,v)) |det(®(u,v))| du dv,
Q T

ahol tehat a @ leképezés Jacobi matrixanak determindnsanak abszolit értékével szorzunk. Nyilvan a T halmaznak
olyannak kell lenni, amin méar ,koénnyd” integralni, ilyen példaul egy téglalap. Ha egy origd kdézéppontu, R sugari
koron kell integralni, akkor Q@ = {(z,y) € R? : 22 +y? < R*}, T =0, R] x [0,27] és ® = (rcos¢p, rsinp). Ekkor

det(®'(r,¢)) =

cosp —rsingp|
sinp rcosp |

és
/f:/ f(rcosp,rsing) - r dr de.
Q [0,R] x[0,27]

1. Szamitsuk ki az alabbi tobbdimenzios integralokat!

(a) /leyQ ahol D = [1,2] x [0, 1]:
(b) /Dsiny, ahol D = [0, 1] x [~1,1];

(c) /D(\/E+y)2, ahol D = [0,1] x [0,1];

(d) /D cosz cos y cos 2, ahol D = [0,7/2] x [0,7/2] x [0,7/2].

2. Szamitsuk ki az alabbi tobbdimenzios integralokat, ahol D := {(;v,y) eR?: 22492 < 1} a zart
egységkorlap a sikon!

a) / 1 dx dy b) / x dz dy c) / y? dz dy
D D D



10. gyakorlat

Gyakran olyan sikidomon kell integréalni, amelyet alulrdl és feliilrél folytonos fiiggvények grafikonjai hatarolnak. Ha
©, ¥ : [a,b] — R folytonos fliggvények, akkor az

N, = {(z,y) e R*: z € [a,b], p(2) <y <¢(z)}

halmazt (az a-tengelyre nézve) normaltartoméanynak nevezziik. Ekkor

[=] ( /“” few) dy) ”

Hasonl6 allitas fogalmazhat6é meg olyan N, tartomanyra, amely az y-tengelyre nézve norméltartomany.

Legyen Q C R? egy paramétertartomany (ez legtobbszor egy téglalap), @ : 2 — R? egy kolcsénosen egyértelm,
folytonosan differencialhato leképezés a paramétertartomany és ®(§2) kozott, amelyet a @ altal meghatarozott sima
felilletnek neveziink. Ennek a feliiletnek a felszinét az

/ 19D, v) x D®(u, v)|| du dv
Q

képlettel lehet kiszamolni. Ha a fenti felillet minden pontjahoz hozzérendeliink egy valds szadmot (mondjuk minden
egyes pontjahoz a pontbeli hémérséklelet), azaz adott egy U : ®(Q2) — R folytonos fiiggvény, akkor U-nak a fenti
feliiletre vett felszini integraljan az

/ / ) - [10u®(u, v) x 0y ®(u,v)|| du dv

integralt értjiik. Ha pedig a felillet minden pontjahoz egy vektort rendeliink (példaul sebességet), azaz adott egy
F: ®(Q) — R? folytonos fiiggvény, akkor az F fiiggvény ®-re vett feliileti integraljan az

/ / ), Ou®(u,v) X Oy ®(u,v)) du dv
integralt értjiik.
1. Szamitsuk ki sz f értékét, ha

(a) Ny :=={(z,y) eR?: 2 €[0,1], 0<y <1—2?}, f(z,y) =1

(b) Ny :={(z,y) eR*: z€[-1,1], 0<y <(1-2)*}, flz,y) = /u.
(c) Szamitsuk ki az f(z,y) = xy fiiggvény integraljat az y = x? — 1 és az y = = + 1 gorbék grafikonjai
altal hatéarolt tartomanyon.

2. Legyen @ : [0,1] x[0,1] — R3, ®(u,v) := (u+v, u—v, u), éslegyen U : R? - R, U(x,y,2) = z+y+=2.
Szamitsuk ki az [j U felszini integralt!

3. Legyen ® : [0,1]x[0,1] — R3, ®(u,v) := (utv, u—v, u), éslegyen F : R? — R3, F(x,y,2) := (y, 7, 2).
Szamitsuk ki az fq) F feliileti integralt!

4. Legyen @ : [0,27] x [0,71] — R3, ®(u,v) := (sinvcosu, sinvsinu, cosv) egy feliilet. Szamitsuk ki a
felszinét!

5. Legyen ® : [0,7/4] x [7/3,7/2] — R3, ®(u,v) := (sinvcosu, sinvsinu, cosv) egy feliilet. Szamitsuk
ki a felszinét!



