Kalkulus II. Beadhato Feladatok
Varga Bonbien, VABPACT .ELTE

1. A feladat a kovetkezd hatarozott integral kiszamitasa:

™

3
/ sin” x dx =7
0

Az integralt atirhatjuk igy:

us T
3 3
/ sin” x dx = / sinzsin" !z dx
0 0

Ezt most integraljuk parcialisan:

INE]

us
2 2
/ sin” x dx = / sinzsin” ! x dz = [~ cos xsin" ! 1]
0 0

(-

—/ —cosz-(n—1)sin" %z cosx dr =
0

o
\ VE]

~~

0

: 2 2 : 2 2
= / (n—1)sin" “xcos” xdx = / (n—1)sin" “z(1 — sin“ x) dx =
0 0

™ us

= /Q(n—1)(Sinn_2x—sin"a:))dx: (n—l)/2 sin" ?xdr — (n — 1)/2 sin" x dx
0

0 0

Tehat a kovetkezot kaptuk:

/2 sin” z dx = (n—1)/2silr1”_2xalac—(n—l)/2 sin” x dz
0

0 0

Lathatéan a jobb oldalon megjelent a keresett integral megint. Ezt atvive a baloldalra és rendezve,

a kovetkezot kapjuk:
/ sin" xz dx = / sin" 2z dx
0 n 0

2
Most Legyen I, = / sin" x dx
0
Ezzel a jeloléssel az eloz6 kifejezés:

—1
In = z In—?
n

Ez lathatéan nem mas mint egy rekurzié I,, -re ami pont az integral amit mi keresiink. Mar csak
meg kell oldanunk a rekurziés egyenletet.

Lathatéan két eset van kiilonbozé n-ekre. Az egyik ha n péaros, a mésik ha n paratlan.

a, n paros: Ekkor az els6 elem, az n = 0, ez esetben az integral értéke

2 2
Ioz/ sinomdx:/ daz::E
0 0 2

A mdésodik elem:



A harmadik tehdt:

Es igy tovabb, tehat az n-edik elem:

[_n—ln—?)n—5 317
" n—2n—4 422

b, Most nézziik azt az esetet, ha n paratlan. Ekkor az els6 elem n = 1 esetén:

™

3
I :/ sinvxdr =1
0

A maésodik elem:

3-1 )
Jo=" . ==
3 3 '3

A harmadik:
5-1 49
I, = ) P ——
> 5 % 53

Es fgy tovabb az n-edik:

[_n—ln—Bn—S 42
" n n—-2n—-4 53

Wl

Tehat az altalunk keresett I, = / sin” x dx integrél értéke:
0

n—1ln—3n—2>5 31m L ,
---——— ha n paros
z n n—2n—4 422 P
/ sin" x dx =
0 n—1ln—3n—2>5 42

——on_41 53 ha n paratlan

2

2. A feladat a H = {(x y) € Rlzs +y5 < 5} (a € (0;+00)) sikidom teriiletének a meghatarozasa.

A sikidom hatéarvonala:

wiN
wiN

_|_

<
wlr
I
IS

Innen fejezziik ki y-t:

(i =t)
y::l: a3 — I3

Mos vizsgaljuk meg az ertelmezea tartomanyt, hogy a gyok alatt nemnegativ szam legyen. Ez
akkor lesz ha: a3 > x5 azaz a®> — 22 > 0. Ahonnan: —a < z < a

Tehat ez a sikidom szimmetrikus, mind az x mind az y tengelyre, igy elég csak kiszamolnunk, a
" pozitiv résznek” alatti teriilete az 0 < x < a intervallumon, és azt megszorozni 4-gyel.



Tehat a kovetkezo integralt kell kiszamitanunk, ahhoz hogy a negyedteriiletet megkapjuk:

a 3
T, = / ( ai — xg) dx
0

Alakitsuk at egy kicsit:

e [y ()

1

hasznaljuk az alabbi helyettesitést: cost = (E> ° Ahonnan: dz = —3a cos? ¢ sin tdt
a

Az integrdldsi hatarok, pedig igy valtoznak: Amikor z = 0, akkor costy = 0 azaz ty = 5. és
amikor z = a, akkor cost; =1 azaz t; =0

Ezekkel az integral:

3

0 2 3
T, = —3a? / V1 —cos?t | cos’tsintdt = 3a® / sin® ¢ cos® tsint dt = 3a® / cos® tsin*t dt =

= —_———
2 sint 0 0

3 3 3
= 3a® / (1 —sin?t) sin® t dt = 3a? ( / sin t dt — / sinﬁtdt>
0 0 0

Ugyanezeket az integralokat hataroztuk meg az elso feladatban, csak itt most n = 4,6. Tehét:

3y, 3lm 3w [T 5317 15
sin“tdt = ——— = — sin®tdt = ———— = —
o 422 16 J, 6422 96

Ezeket beirva az el6z6 integralba a kovetkezot kapjuk a tertilet negyedére:

3
T4 = —7TCL2
32
Tehat az egész sikidom tertilete:
3
T=4-T, = gcﬁ

. Az alédbbi integralt kell vizsgalgatunk:

[e.e]
/ e dx
0

Az improprius integral definiciéja szerint:

o0 a
/ z"e *dxr = lim e T dx
0

a—00 0

Integraljuk parcialisan:

a l’n a a l’n a a
lim 2"e Pdr = lim |——| — lim —nz" e dr = lim |——| +n lim " e dx
a—oo Jq a—oo et 0 97 Jo a—o0 et 0 a—oo fq



Azaz a kovetkezot kaptuk:

a a® a
lim "¢ *dr = — lim — +n lim 2" e T dx

a—00 0 a—0o0 € a—00 0

Most az alabbi hatarértéket kell vizsgalnunk tehat:

00

Lathatéan ez egy — tipusu hatarérték és a nevezd sosem lesz 0, tehdt alkalmazhatjuk ra a
L’Hospital szabalyt:

a” na"! n(n —1)a"2 . nla®

a—oo e a—oo e? a—00 e a—oo e%

Ezt felhasznalva, az eredeti kifejezésiink:

a a

lim "¢ dr =n lim 2" e T dx
a—0o0 0 a—0o0 0

Lathatéan egy rekurziét kaptunk.

Legyen I'(n) = / z"e " dx.
0

Ekkor a rekurzids egyenletiink:
I'(n)=nl'(n—-1)

Szamoljuk a kezdeti tagot, azaz ha n = 0:

- ‘ . |
o) = / e “dr = lim e *dr = lim [—6_5’3}0 — lim (1 _ _) -1
0

I'3)=3-I2)=6=3 I'(4)=4-T'(3)=4-31 =4l

és igy tovabb, az n-dik tag:

['(n) =n!

Tehat az altalunk keresett integral értéke:

o0
/ z"e " dx = n!
0

. Nem!! a feladat feltétele nem igaz. Attol, hogy / f(z) dx integrél konvergens nem biztos, hogy
0

/ sin(z?) dx
0

4

lim f = 0. Ime az ellenpélda:



Integral konvergens, de:
lim sin(z?) # 0

Ezt konnyen belathajuk, st ki is szamoljuk az integralt.

Legyen u = x* Ekkor: dz = £ azaz:

& 1 [ sinu 1 [ sinu
sin(z? dq::—/ du:—/ du
/0 (") 2 Jo x 2 )y Vu

Tehat az alabbi integralt kell kiszamitanunk:

*“ sinu
0o Vu

Ismert az euler formula miszerint: €™ = cosu + isinu azaz sinu = Im(e™). Vagyis az integrél

igy irhato:
* sinu 0 .
/ du:Im/ w2et du
0o Vu 0

Most legyen v = tu, azaz du = idv:

Im/ wze™ du = Im/ (iv)’%e’“z’ dv = Im/ Vi-v 2e ™ du
0 0 0
m

du

Na de az euler formula szerint Im+/i = sin — = . Tehat a kovetkezot kaptuk:

o0 1 ©
Im/ \/; . v_%e_” dv = —/ vz e ™ du
0 v2 Jo

Ez pedig definici6 szerint:
1 [ 1 1
— v2 eV dy = —T (—)

Sl

V2 Jo V2 \2

Ahol I'(x) a gamma fliggvény. Ez az értéke pedig ismert, hogy : T (

értéke:

* sinu T

du =4/ =

/0 Ja \/;
& 1 |« T

. 9

de =~ /2 = |1
/Osm@") g 2\@ \/;

Tehat az integréal valéban konvergens, és f hatarértéke a végtelenben nem nulla.

) = /7. Tehét az integralunk

1
2

Vagyis az eredeti integral értéke:

Belathat6 hasonléan, hogy ez tetszoleges n > 1 valds szamra igaz. a mathematica szerint:

/DOO sin(z") dz = T <1 + %) - sin (%)

5. Nem!! a a feladat feltétele, nem igaz. Pl.




(Ezt is belathatjuk az el6z6 feladatban hasznalt mddszerrel, meg mas maédszerekkel is. Most ezt
mellézom, hiszen ez egy kozismert integral)
Viszont, ennek abszolutértéke:
o0
J

nem konvergens. Ezt is konnyen beldthatjuk. Mivel most csak x > 0-kat vesziink ezért x
mindenhol pozitiv, és csak a sinx valt eldjelet, tehat elég csak ennek az abszolutértékét venni.
Vegyiik észre a kovetkezd egyenlotlenséget:

/k” |sma:|d >/k” |sinx|dx:l
(k—=D)m T (h—l)r KT km

Ahol, k pozitiv egész. Ekkor tehat:

sinx

dz

X

n

0 x ~ Jh-)r T pt km

Ha n — oo akkor tehat azt kapjuk, hogy:
/°° |Sln:17| 2 i I
0 ™ k

Tehat az integral valéban divergens.

. Ismert a kovetkez6 tétel tetszéleges a korilli ) c¢,(x — a)" hatvanysorra: Az aldbbiak koziil
valamelyik biztosan igaz lesz a hatvanysorra:

(a) A sor csak = = a esetén lesz konvergens.
(b) A sor minden x € R-re konvergens.

(c) A sor egy véges (—r,r) nyilt intervallumra mindenhol konvergens, az x > r és © < —r
intervallumokra divergens, és az x = r valamint x = —r pontokra lehet abszolit konvergens,
feltétlesen konvergens, vagy divergens.

Ebbdl a tételbdl mdr meg is adhatjuk a feladatra a vélaszt.

Ertelemszertien a fenti tétel kovetkeztében egy I = (z,00) intervallumon, ahol z véges nem fo-
gunk taldlni olyan hatvanysort melynek konvergencia halmaza I-vel egyenlo.

Tehat az olyan intervallumok amelyeknek csak felsé vagy csak alsé korlatjuk van eleget tesznek
a feltételnek. Azaz nem talalhaté olyan hatvanysor melynek konvergencia halmaza egyenl6 lenne
veliik.

. Egy >, co(x — a)” hatvanysor akkor lesz az egész R-en, egyenletesen konvergens, hogyha a
konvergencia sugara tart végtelenhez.

Azaz:
1

—_—
limsup,, ., V/|cx|
limsup v/|c,| =0

n—oo

r =

Azaz:

Ha ez teljesiil akkor az a hatvanysor minden valds x-re konvergens lesz.
[lyen példaul, az:

o0 n

X
>

n=0



vagy:

o0 _1 n .
> 2;(?3')2:#
n=0 ’

Ez egy Bessel fiiggvény. Ezekre nyilvanvaldéan az el6z6 hatarérték nulla lesz. (Ez épp az e”).
Hasonldéan az 6sszes e®-bol szarmaztathatd, mint a sin, cos stb. Mind az egész valds tengelyen
konvergensek lesznek.

8. (a) Ezt a Taylor sort kell a nulla koriil. Egybél at is alakitjuk egy kicsit, és parcidlis tortekre

bontom:
T T 1 1

) =~ —w@m ) 30-2 3@+1)
Ezt mar egyszertien tudjuk sokszor derivalni. nézziik is meg az elsé parat:

1 1-2

F@ = sq=0 t 3@a 192
A mésodik:
(a) = 1.2 1:2.2.2
S 3(1—-2)3 32w +1)3
A harmadik:
" 1-2.3  1.-2.2.2.3.2
f(z) = -

3(1—x)4 3(2z + 1)*
Es igy tovabb teljes indukcidval belathatjuk, hogy az n-edik derivalt:

n! nl. 2"

n) — ™ _qynti_
T = S Ts e

Tehat az n-edik derivalt a nullaban:

L+ (—1)m+ - 2n

|
3 n:

f(0) =

Tehat a taylor sor a, egytitthatoi:
M) 14 (=1ntteom

an, =
n! 3
Vagyis a taylor sor:
IOEDD TE—
n=0

Vizsgaljuk meg a konvergenciahalmazt! A konvergencia sugar (Ez egy elég egyszerti hatarérték
igy most a részleteket nem részletezem, hét ez j6l megmondtam):

1 1
r= =3
limsup,, .. V/|a.| 2
latjuk még a fliggvényen, hogy x = —%—nél nincs értelmezve. Ezért tehat a konvergencia
halmaz:
c 11
x‘ —_— —
272
(b) Ezt a Taylor sort kell:
1+
=1
fla) =Tn 3



Az els6 derivaltja:

() = 1 _ 1 n 1
l—2)1+z) 21—z 2(1+a2)
Mégegyszer derivalva: . .
"
P = 50 =2¢ ~ sa+ 2y
mégegyszer:
(@) = 1-2 1-2

21—2) 201 +a)p
Es igy tovabb teljes indukcidval belathatjuk, hogy az n-edik derivalt:
(n—1)! (n—1)!

M (p)= 7" 4 (_qynt A )
Tehat az n-edik derivalt a nullaban:
n—1)! B
e

Tehat a taylor sor a, egytitthatoja:
SO0 1)

an

n! 2n
Tehat a Taylor sor:
- 1+ (_1)n71 n
fl@)=) —5—=

n=1

Nézziik meg a konvergencia halmazt. Ismert a konvergencia sugérra:
1
limsup,, ., V/|ax]

Léathat6an, —1-ben és 1-ben nincs értelmezve f(z), tehéat a konvergencia halmaz x € (—1 ,1).
(c) Ezt a Taylor sort kell:

T 1

f(2) = (1 +2)e

Az elsd derivalt:

@) = e~
A mésodik:
f'(x) =—e " +ae®
A harmadik:
f"(x) =27 —xe™®
A negyedik:

f"(x) = =3¢ +xe
Es igy tovabb, teljes indukcidval belathaté, hogy az n-edik derivalt:
fO@) = (~)"z —n+1)e®
Tehat az n-edik derivalt a 0 helyen:
F20) = (=1)"(1 —n)
Vagyis a Taylor sor a,, egyiitthatéja:




Tehat a Taylor sor:
= nl — N on
f@) =S
n=0
Vizsgaljuk még meg a konvergencia halmazt. Lathatéan a konvergencia sugar r — oo, tehat
a Taylor sor minden x-re konvergens.

(d) Ezt a Taylor sort kell:

tgx

Ez mar egy kicsit nehézkesebb taylor sor.
IrJuk fel el6szor a tangenst komplex alakban, az euler formuldva. A sinus és cosinust ismerjiik:

ei:c _ e—zx ez:c +e —iT
sing = ——— cosy = ——
21 2
. Tehat a tangens:
. SiIlJI 1eix _ e—ix ‘ 622'90 _ 1 . e4iz _ 262icc + 1 ) (e4ix _ 1) _ 2(621'90 + 1) + 4
T = = —— — = = = —- : = —q- - =
& cosT e feix ez 1 ediz _ 1 ediz _ 1

(1 2 n 4 21 49 .
= —1- — - - = - — - — 1
621.73 -1 641:/10 -1 622J1 —-1 64130 -1

Szorozzuk ezt most meg z-szel:
2w dix ,
ZL‘th - eix _ 1 o etz _ 1 -
Na de azt tudjuk, hogy az ilyen alaki exponencialis kifejezés éppen a Bernoulli szamok
generatora:

z > 2"
T :ZBnm 2| < 2m
n=0 ’

A Bernoulli szamokra ismert, hogy minden paratlan indexti az egy kivételével nulla: Bog, 1 =
0 ha k > 1. Tehat alakitsuk tovabb a kifejezést:
2ix

ZL’thE = 621'2: -1 B 641:1: _ —ir =

o0 2. n [ee] 4 n
_ (1+Bl~2z’x+ZBn( jj) )— <1+Bl-4ix+ZBn< ;:f) )—m

n=2 n=2

Ismerjiik tovabba az egyes Bernoulli szamot: By = —%. Tehat ezzel:
4m 227(iz)" o=, oo o (1T)"
T = Z ZB ZBnT =2 (@'=2")B
n=2 n=2

Az elébb lattuk azonban, hogy minden paratlan indexti Bernoulli szam zérus, tehat csak
Boy-ek lesznek a Taylor sorban:

= i)~ AF(L— 4R (—1)F
Itgﬂ? — Z(QQk o 22-2k)B2k( ) — Z BZk < )'( ) ka
k=1 ' :

Tehat innen végiil a tgx Taylor sora:



9.

10.

11.

Feladat:
Az alabbi fliggvény eleget tesz a feladat feltételének:
e hauw #0
flz) =
0 haz =0

Ugyanez a fiiggvény fordult el a kalkulus I beadhato hazik feladatsoraban, ahol azt kellett
belatni, hogy tetszélegesen sokszor differencidlhaté a 0-ban, és hogy f™(0) = 0. Ezt ott be is
lattam, és meg is kaptam ré a max. pontot, igy hogy itt nem fogom mégegyszer belatni...amugy
nem olyan hosszu...

Széval mivel f(0) = 0, ezért a 0 koriili Taylor sor minden tagja nulla lesz, tehit egész R-en az
konstans nulla fiiggvényt allitja elo.

Feladat: Ilyen fiiggvény, példaul az alabbi 6sszeggel megadott fv.:

Feladat: Az f: R — R f(z) = x — [x] fiiggvény Fourier sordra vagyunk kivéncsiak.

A fluggvény periddusa T = 1, tovabba a fiiggvény paros, igy a fourier soraban nem lesznek
cos tagok, mivel az a, fourier egyiitthatdja nulla. Vagyis nekiink csak a b, egytitthatét kell
kiszdmolnunk. n € N természetes szam.

Az konstans tag:

ao:%/OTf(x)dxz/ol(x—[w])de/olxdf—/ol[ﬁ]dx:%
<

0

A szinuszos tagok egytitthatoi:

2 [ ! 1
b, = T/o f(z)sin(2rnz) de = 2 - /0 zsin(2mnz) dr = —
Tehat a Fourier sor:
1 sin(27w) sin(4rz)  sin(67r) 1 sin(2mna)
f(x)—§ s 2m 3T T2 Z nm

n=1

Vizsgalgassuk egy kicsit a konvergencidjat a fourier sornak. Lathato, hogy az:

i sin(2mnx)
— nm
osszegre lehetséges, hogy a sin-os tag éppen 1 legyen. Ekkor viszont, az 6sszeg éppen a harmonikus
sor lesz, amirdl meg tudjuk, hogy divergens.
Nézziik meg, hogy ez mikor lehetséges.
siny = 1 akkor teljesiil, ha y = 7 + 2km ahol k € Z egész szam. a fourier sorban, a szinusz

argumentuma: y = 2mnx. Tehat az el6z6 alapjan ha = = 11—2"“, akkor a szinusz éppen egy lesz,
és ekkor:

L sin(2mnr) o= 1

Z =) =0

! nm “—nm

azaz divergens. Tehat ilyen z-ek esetén a fourier sor nem lesz konvergens. Hasonléan meg lehet
nézni, hogy mikor lesz a sin.. = —1, akkor is divergens lesz.

10



12. Feladat: Az f:]0,27] — R f(x) = e® fliggvény Fourier sorat kell elééllitanunk.

13.

A konstans tag:

1 2T 27r_1
aO:—/ e””dxze
0

™ ™

A cos..-os tag egyiitthatdja (n € N természetes szam):

1 [ @ i o 1 e —1
/ ¢ - cos(nz) di = {e (cos(nx) + nsm(nx))} B e
0

an:% 14+ n2 0 1402 7

Hasonléan a sin ..-os tag egytitthatodja:

1 2m
b, = —/ e” - sin(nz) de =
0

™

e (sin(nz) — n cos(nz)) ] n e —1
0 1+n% =

1+ n? B

A fenti integralokat igy szamoltuk Kki:

/ex cos(nzx) dr = € cos(nz) +n / e” sin(nw) dr = €* cos(nz) + ne” sin(nx) — n? / e” cos(nx) dx
atrendezve:

e*(cos(nx) + nsin(nz))
1+ n?

/e” cos(nz) dr =

Hasonlbéan a sinusosat.
Tehat a fourier sor:

= ?0 Z% a, cos(nx) + by, sin(nzx))
A mi esetiinkre:

ﬂ@=e%_1[1+§j“W”Vﬂwmmw

2
s 2 — 1+n

Itt is vizsgdlhatunk konvergenciat. Nézziik meg, hogy a sin.. és cos.. mikor vesznek fel 1-t
értékként. Ha a cos.. vesz fel 1 értéket akkor a sinus nyilvan 0 lesz, tehat a sinuszos tag eltlinik.
Ekkor viszont lathatjuk, hogy a sor konvergens lesz, hiszen:

Az érdekes akkor lesz, ha cos.. lesz 0 és sin .. lesz 1. Ez akkor lesz amikor : nx = § + 2k7 ahol

k € Z egész szam, azaz: r = 1;‘““ 7. Ekkor ugyanis a végtelen Osszeg ez lesz:
oo oo oo [e.e]
>t PR SEELS
1 2 = 2
n=0 +n n=0 ntn n=0 n=1 n

Vagyis a Fourier sor ilyen x-ek esetén divergens lesz.
Feladat: Olyan f: R?* — R fiiggvényeket kell mutatni, amelyekre:

(a) elsdrendli parciélis derivaltjai léteznek az origéban, de nem differencidlhaté az origéban.
Ilyen fiiggvény példaul:
v ha 22 +y* # 0
fla,y) = 22 + ¢

0 ha 22 + 142 =0

A parcidlis derivaltak a definicéjuk alapjan:

9£(0,0) = Jim 10 = J(0.0)

h—0 h =0

11



Ugyanigy:

f(ovt) — f(0,0)
t

Tehat a parc. derivaltak léteznek az origoéban. Most nézziik, hogy derivalhaté-e az origéban:

02£(0,0) = lim =0

I2y

o )~ F0.0) = 070,07 - 50,0 |FHe
z,y—0 /x2+y2 z,y—0 /5E2+y2

Transzformaljuk, at polarkoordinatakra: x = rcos ¢, y = rsin ¢. Ekkor az el6z6 hatarérték:

. r3| cos? ¢ sin ¢
lim —5
r—0 13(sin” ¢ + cos? @)

= lim | cos® ¢ sin ¢|
r—0

Ennek a hatarértéknek kellene nullanak lennie, de amint lathatjuk nem is létezik, hiszen
értéke fiigg ¢-t0l, tehat a fliggvény valéban nem derivalhatd az origdban.

(b) Elsérendii parcialis derivaltjai léteznek az origéban, de nem folytonosak az origéban.
Erre egy példa az alabbi fliggvény:
LY
ha % + y? # 0
fla,y) =g @ +y
0 ha 22 + 92 =0

Lathatjuk, hogy a fiiggvényérték az origoban nulla, tehat akkor lesz folytonos az origéban
ha az ottani hatarértéke létezik és az nulla.
Kozeledjiink, az origéhoz az y = ax egyenes mentén. (itt a € R). Ekkor a fliggvényérték az

egyenes pontjaiban:
2a
floan) =150

Ez lathatoan kiillonbo6zo a értékekre, minden egyenesen més és mas, Vagyis f-nek az origéban
nincsen hatarértéke, tehat nem is folytonos az origéban.
Most vizsgaljuk a parcidlis derivaltakat az origéban. Definicié szerint:

f(h’ 0) — f(Ov())

Ugyanigy:

h
Tehat lathatjuk, hogy a parc. derivaltak léteznek az origéban.

(c) Elsérendii parcidlis derivéltjai léteznek az origéban, de nincs hatérértéke az origéban. Az
el6z6 b pontban megadott fliggvényre ez is teljestil.

(d) Csak az origéban differencidlhaté. Ilyen fiiggvény példaul:

22 +9y? haa?+942€Q
f(xay): 2 2
0 ha z* + y* € R\Q

14. Feladat:

A feladat az, hogy az:
1

u(z,y,2) =
(@, 2) a2+ y?+ 22

fliggvényre belassuk, hogy:

Otu(z,y, ) + Oyulw,y, ) + O3u(w,y, 2) =0
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15.

16.

Legyen a 3D-s helyvektor, r = (z,vy, ), ekkor az u = 1/|r| = 1/r
A =07+ 05+ 05

Tehat azt kell belatnunk, hogy:

1
A-=0
r

Ezt indexes derivédldssal konnyen bizonyithatjuk. Tehdt indexesen a fenti kifejezés (Végig au-
tomatikus szumma van, az einstein konvencié szerint):

T T

eloszor 0;r-t kell meghataroznunk, legyen x; az r helyvektor [-edik komponense:

_ _ Y oo Yo ey By
0;r = O;\/T r—2\/ﬁ82(r r)—QT&(Il xl)—T&xl

Na de mivel, z; az r helyvektor [-edik komponense, ezért nyilvan: 0;x; = d;; Ahol §;; a kroenecker
delta. Vagyis az eredeti kifejezés:

L1 Li ;
82-7“ = —57;1 =—=¢'
r r

Ahol €' az i-edik egységvektor. Tehdt, visszatérve:

1 1 LYoo (25 = Lo va (Zor) =
00, = 0 (—T—Qaﬁ) — 9, (—T—Qe) =0 (=5) = — 50 + (Maﬁ) —

3 3 3 3 x; 3 3 x; x; 3 3
r3 r4 r3 r
Tehat belattuk, a feladat allitasat.

Feladat: Azt kell belatni, hogy egy f : [0,1] — R Riemann integralhaté fiiggvényre:

(o) <)

Ezt a Cauchy-Shwarz egyenlttlenségnek az integralokra érvényes formdjaban érdemes beldtni.

A Cauchy-Shwarz alapjan:
1 2 1 1 1
(o)< [ [r=[r
0 0 0 0

Ezzel belattuk az egyenlotlenséget.

Feladat: A kovetkezo fliggvénysorozat eleget tesz a feladat feltételének. Legyen f, : [0,1] — R,
és fn(xz) = 2" A [0,1] intervallumban erre ldthatéan teljesiil, hogy f.(x) > f.i1(z), ugyanis
" — " = 2"(1 — z) > 0, hiszen = € [0,1]. Most mar csak azt kell belatnunk, hogy ez a
fiiggvénysorozat nem konvergal egyenletesen.

Mivel ha 0 < z < 1 akkor 2™ — 0, és ha = 1 akkor 2" = 1, ezért a fliggvénysorozat [0, 1]-en a
pontonként konvergal az f(x) fiiggvényhez:

0 ha<z<1
f(x)_{l haz =1
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17.

De viszont nem egyenletesen konvergens, hiszen ha 0 < z < 1 akkor |f,(z) — f(z)| = 2™

Lathatjuk, hogy ez nulldhoz tart, de nem tudunk x-t6l fiiggetleniil korlatot adni n-re, hogy egy
bizonyos N-re ha n > N akkor z" < ¢.

Azért mivel, ahhoz, hogy " < ¢ teljesiiljon, nInz < Ine¢ kell legyen. Azaz mivel itt most Inz < 0
ezért innen, n > &‘—Z

Lathatéan ez a korlat fiigg mind z-t0l, mind e-t6l, tehat a fliggvénysorozat nem lesz egyenletesen
konvergens.

Feladat: Ezt a feladatot az egyik gyakorlaton adtad fel, hogy beadhaté.
A kovetkez6 integralt kell kiszamitani:

1 .a b
e
de =7
o Inz

Ahol a,b > 0. Tekintsiik az integralt tigy mint, a-nak és b-nek a kétvaltozos fliggvénye:

1 ,.a b
I(a,b):/ SR
0

Inz

Most derivaljuk, parcidlisan el0szor a szerint:

0I(a,b bat ] ! ottt
(a, ):/ ° nxd:v:/ o dr = |~ =
da o Inx 0 a+1], a+1

Most derivaljuk parcidlisan b szerint, ez nyilvan tok hasonlé mint az el6z06, igy nem irom ki végig,

csak a végeredményt:
1
0I(a,b) _ _/ o — 1
0b 0

Tehat amint latszik megkaptuk az I(a,b) kétvaltozds fiiggvény gradiensét. Most mar innen
megtudjuk hatdarozni magat a fliggvényt:

dI(a,b
éaa )_ail :>_](ajb)_/ailda—ln(a—i-l)‘i‘f(b)

Ahol f(b) b-nek valamilyen fiiggvénye. Na de ismerjiik a masik parc. derivaltat is:

Ol(a,b) 1 df(b) -
B - bE1s b — f(b)=—In(b+1)+C

AHol C konstans.
Tehat az I(a,b) fliggvény:
I(a,b) =In(a+1) —In(b+ 1)+ C
Most mar csak a C' konstanst kell meghataroznunk. Ezt az eredeti integral alapjan megtudjuk
tenni, hiszen lathat6, hogy 1(0,0) = 0, azaz C' = 0.
Vagyis az integral:

a+1
b+1

lx(z_xb
I(a,b) = de=In(a+1) —In(b+1) =1In
0
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