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1. Integralas: Triikk: a kibontottat beszorzom2-vel —2(z — 2)(x + %) gy ki
is jon. A szétbontas kédneve:parcialis tortekre bontas.

1.1. Racionalis tortfuggvények:

A2x+1)+B(2—2)=34+22A—-B)x+ A+2B=3+z

Sg“_m ’Ezeket,mindig lehet integralni, az ilyen primitiv figgwén
meghatarozhat6. 2A-B=1 A+2B=3
2 A=1 B=1
Ellenpélda [ e~ Ez szimpatikusan néz ki, mégsem lehet kisza- 1 1 1
molni! —/E+2z+1=—1n(2—x)+§ln(2x+1)+c
1 .
1 [ =L pl: 5 [ G=apz Pl : 1
1 - __
/EZIH(x)JrC x? x+c
1 Ccx
/ =Injz+3|+c 6. /¢ +d2 pl.:
T+ 3
1 1 2z + 3 (x—1)-245
== .In(2z — S ) i N
/23578 g (e =8 te /(ﬂv—l)2 / (z—1)?
2 ) )
/:E 1+(x 1)2d1::21n(:v—1)——1+c
cx+d - -
2 famib L
/:p+2:/z+1+1: 7.f7($_c)2+d pl.:
z+1 z+1
c+1 1 /;:arctg(l‘)ﬂ
x+1+x+1dz:z+m(z+1)+c 22 11
3c4+1 , [(z+3)-3-1 / 1 /1 1 1 x
Py 5, = ——— = | ~ 5y = 7 - 2-arctg(;
/2x+3 / 27 + 3 244 )1 E2v1 1 8(3)
3 z 371 1 1 1 1 x
c_ de=2x—=.Z1n(2 3 - . . . el
/2 NN L L R L e /z2+3 3 /(%)QH 3 V3 arctg( )
3. [ —1— pl: 1 1
f (z—a)(xz—0b) p / _ :/ . _ arctg(z _ 1)
3 5 3 22 —2x+42 (x—1)2+1
/ 2 tr—92 / (x—(=2)) - (x—1) - A megoldas meneteA valds gyokoket kell elle@rizni. Ha van 2 darak
valds gyok, lasd 4. példa, ha 1 db van Id. 5. ha nincs Id. 7.
-1 1 -1
/ s i x3:fln(z+2)+1n(z—1)+c:1nz+2+c areh
T T x 8. [ (=
* I o P 2T Felismerhed, h ' tipusl
elismerhet, hogy ez— tipusu!
/ 3+ _4/ 341 _/ A, B /1+z2 gyezy fp
2 + 3z — 222 2—-2)2zx+1) 2—2 2z+1 %+3 9 3 L) st
1a% azért kell, hogy a 3x stimmeljen,%ihogy az 1 stimmeljen 1422 14 z2 + 1+22 n(1+27%) + 3arctg(z) + ¢
2 ac
zb;t\/b 4 =1r1=—-2x2=1 r+3 217%—{-3 1 )
(kdzos neveidre hozas) —— = | /=5 =5 In(1+2z7) + 3arctg(x)
243r-22 =01 =2a22=1 1+z 1+ 2



1.2. Gyokos fuggvények integralasa
[Vaz? +bx+c 4/ 1—t2dt =

Més fokdra nincs altalanos képlet!
2. a > 0,3 valbs gyok: pl.:

1 a<0pl: ./\ﬂﬁg—hm2fl:sh2:i/gh@ysh@yﬁ:i/sh@ycﬂﬁ)
/\/ 1—22= 5/ \/1 — sin?(t) cos dt® = /cosz(t)dt

Két lehetséges megoldasi ut:
o cos(2t) = cos?(t) — sin’(t) / Va?+1= /Ch(t) ~ch(t)dt

o cos?(t) = cos(t) - sin’(t)

/cosz(t) = /cos(t)~sin’(t) = cos(t)~sin(t)f/fsin(t)~sin(t)

w

. a > 0f val6s gyok pl.:

= cos(t) - sin(t) + / sin?(t) = cos(t) - sin(t) + / 1 — cos?(t) =
cos(t) - sin(t) + ¢ — /COS2(t)dﬁ

Osszevonva:
2/(:052(15) = cos(t) - sin(t) + ¢

Ezt a legelejére visszahelyettesitve:

/Mdm = /COSQ(ﬁ)dt = cos(t) - sin(t) + ¢ =

2

1 1
—V1—22 -2+ 3 arcsin(z)

2
Summazva:

1 1
/\/1 — 2 = 51: 1—a22+ §arcsin(x)

/Mdz:2/1/1—(g)2:7
2/m2dt:x1/l—(g)2+2arcsin\/52

[Vima= [Vimarir-

1 1
2/,/1—(3”;r )%f:ac;L 2dt = da

[Vimae [Viere-

2/‘/1f(zT+1)2t:$;rls

5(z = sin(t)mar volt!)
5(42 = cos(t))

Tz =2t

82dt = dx
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Inpropius integral Ennek jele:
Motivalé példak:
1
1. f%daj
0 Hasonléan:

A rendes Riemann-integral miért nem hasznalhaté?

Azért, mert a Riemann-integrél korlatos fliggvényekre van
értelmezve, az_% pedig nem korlatos &, 1) intervallumban.

A kiszamitasi médszdiNewton-Liebnitz) sem mikodik.

Példak:
1
1
/—dm:[lnx](l)zlnl—lno ¢
x
0
Itt baj van, ugyanisn 0 = —oo, igy az eredmény végtelen.
Jelenleg ez megoldhatatlan.
2. [e"dx °
0

Az a baj, hogy az integralt eddig csak korlatos intervallamo
értelmeztik

/.efxdz = [671](1) =—e - (-
0

Ez se stimmel.

Cél:

intervallumra (1)

Definialjunk integralt nem korlatc{s fiiggvényre (2)

Korlatos fiiggvény integralja nem korlatos intervallumon.

Def.: Legyenf : [a,+00) — R olyan, hogy Riemann-integralhat6
[a, b]-n, Vb > a-ra.

Az f figgvényneld az[a, co) intervallumon inpropius integralja , ha G

b Erdekes hogy a pirossal jeldlt teriilet?] véges, a kékkel jeldlta()

3 blim f(z)dz végtelen

a

b b

/ f(z)dx = agglw f(z)dx

a

0:

0o b
- . - . b
e %dx = lim [ e ®dr = lim [—e—x]
b—oo b—oo
0 0

= lim (—e—b—(—e) =0—-(-1)=1

b—o0

0o b

1
/—dz = lim
T b—o00

1 1

1 . b
de = bl;rx;o nz]; =

= lim Inb—Inl] =0

— 00

71 f1 17"
—dx = lim —dx = lim |——| =
2 b—oo | 2 b—oo | Xy

1 1




[ -Ldz Milyen a értékre véges? o [e " dr ="
1 0
a#1 oo
= lim [ e " dz= lim [?]g
1 b 0—o0 0—o0
e 0
—dac— lim —da:— lim {— ] = ; 3 o ,
zHoo T b—oo | 1—a], Képlettel nem adhat6 meg a primitiv fliggvény.
Kideral: [ e~ dy = 4
0
blfa 11704 co oo
:blggo(la_ la) / /6_(I2+y2)dx,dy:7r2 1
Hao>1 0- -1 oo
Haa < 1 0 o [#tdx

0 0
Def.: Az [ f(z)dz inpropinus integralt konvergensnek nevezziik, ha
e~ " sinxdx

[ )

véges. Hg divergens, akkor vagy végtelen, vagy nincs limes.
pl:

[ dx konvergeng [e~®dz konvergens [ Ldz konvergens e [ sin(z?)dx
1 0 2 0
I %dx divergens | [ e®dx divergens| [ %dm divergens A gyokdk/k - m egyre siirlibben jdnnek, ezért konvergens les:
1 0 0.3
| Jzdx  divergens | [sinzdz divergens| [ ldx divergend!
! 3 | 0 | . ? o Intervallum korlatos, de a fliggvény nem korlatos.
Tanulsdg: Az als6 hatar a konvergens-divergens kérésbem B?.
szamit. T
[ Ldx
0
Def.:
o Legyenf : [a,b) — R olyan, hogy az : [a, c] intervallumon Riemann:
nehéz kérdesek: integralhatdve € (a, b)-re

f inpropius integralhat@z, b)-n, halin})ff(x)dx 3 ekkor

/b f(@)dz = lim / f(x)da

Ha aza-nél van baj, akkor
1 —+
b

/f iz = tim [ f(2)dz

c—a

2
o [e ¥ dx

oy

(&

b
[ f(z)dz inpropius integral konvergens, Balim és véges.

Lathato, hogy~* alatt van, har > 1 Y
Tudjuk, hogy : pl.:
0 1 1
e *dx konvergens 1 1
of J /—dx = lim [ —dz= lim [haac](l2 =
ll x c—0t x c—0t
0o 0 c
1fe*””dyc konvergens cli%l+(1n1 —1Inc) = +o0
M 0
S/ e~ dx konvergens ! 1 1—
1 da: = lim [ 2 ?dz= lim 8= lim Vo =2
lL c—0t c—0t 0 c—0+ %
0 c

2
e~ " dx Kkonvergens

1polarkoordinata
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1. Fuggvénysorozatok és fliggvenysorok: Kérdés? orokli-e aZ (limes-/hatarfuggvény) af, tulajdonsagait?
Folytonossag, derivalt, integral?
1.1. Fuggvénysorozat fogalma: fn f

pl.: fo(z) =2" n=1,2,3,...

/

Valasz: Altalaban nem igaz, de néhaigen. Mikor?
Folytonossag bukott, integral:

1
Ez egy fuggvénysorozat
1 _____
x n=1|n=2|n=3|n=4| konvergencia

fa () 1 5 % o= konvergens

fa(d) 1 % = = konvergens 1

fn(1) 1 1 1 1 divergens

fn(2) 2 22 23 24 divergens

fa(=2)| =2 | =22 | =23 | —2% | nemtart sehova
Ha z-et fixaljuk, akkor egy szamsorozatot kapunk. 1
Hol lesz konvergens, hol lesz divergens? d — 1
Haz € (—1,1 ] akkor f,, () konvergendl lim és véges. /f"(x) r=1T5,

0
Def.: Legyenekf,, : R — R fuggvények.n = 1,2,... Ezt fuggvény-
sorozatnak nevezzik. .
Def.: Legyenf,R — R egy fuggvénysorozat. Ennek konvergenciahal- / f(@)de =1
mazaK H(fh) = {x € R : f,(z)szdmsorozat konvergens 0
pL:
Tehat:
fo(z) = 2™ = KH(fn) = (=1,1]
Def.: Az f, fliggvénysorozat, az f fliggvényhez tart pontonként, ha L 1 1
lim = Vo € KH(fn ] —1_ - — —
Jim. flz)Vzx € (fn) nl;rr;o fu(z)dr =1 o / f(z)dx =1
0 0



Minden f,, kilbg aze csHbdl.

Tétel: Legyenekf,-ek folytonos fliggvények, és H-n egyenleteser
konvergalnak az hez, akkor az is folytonos aH-n.

Tétel: Legyenekf,-ek Riemann integralhatok edy, b]-n és egyen-
letesen konvergalnak &z, b] intervallumon azf-hez, akkor azf is
Riemann integralhaté, és

b b
lim [ f(z)dz = /f(x)dx
l 2 n—00 J J
Masképp:
b b
1i_>m fl@)dx = /lim fn(x)dx

lim és [ felcseréleh, ha egyenletes a konvergencia.

/fn(x)dx:z-l-%zlwz i
5 " 2. Fuggvénysorok:
! sor  sorozat
/f(l’)dx =0 Mia | I
0 Z 7% anp

Def.: az f,, flggvénysorozat egyenletesen tartfaltiggvényhez egy Ugyanez a fiiggvenysornalis:

halmazon, h&s > 03N € N hogy|f.(z)— f(z)] < e¥n > NVax € H

2 fix. Ve3N € R hogy| fa(z) — ()] < &¥n > N Def.: Legyenf, egy fliggvénysorozat. Az ezebbképezett fliggvény:
|

SOor:

Fn > fnaz

frnte
Sn:fl+f2+fn

|
|
|
: fliggvénysorozat.
|

|
|
|
| Def.:a} f, fuggvénysor konvergenciahalmaza:
|

| H | KH(Z fn)=A{x¢€ IRZ fn(x)konvergens szamsor.

AZ egyenletes konvergencian&lnem fugge-t6l, mig a pontnal magaty" £, sor dsszegfiiggvénye:

x-et valasztom, és hozza egy kiiszébindexet .

pl.:

- T) = n(T
i) = o f(x) n;f()
fn(z) = 2™ fuggvénysorozat egyenletesen tartfdz) = 0 figgvény-

hez aH [0, 3] halmazon pl: fu(z) ="

s1(z) = 2t so(x) = 2t + 27 ...

> fn(z) milyenz-re konvergens?

KH(an) = (_151)

> fn fUggvénysor egyenletesen konvergend éalmazon, has,, =
f1+ f2 + fn fuggvénysorozat egyenletesen konvergehskalmazon.
H=[0,1] mé&r nem Fontos specialis fliggvénysor:

H =[0,1) nem egyenletesen tafthez! hatvanysor:

LegyenC,, egy szamsorozat, €s legyere R egy szam.

Zc,f(xfa)"

deH =[0,q) igenhag < 1



fuggvénysort kbzepl hatvanysornak nevezik.

Zx" Ch,=1a=0
pl. Y& KH =?
==
11
n 2"

ez konvergens, mext 5+ Tehat(—1,1) benne van & H-ban-

n
T =2 Z -
ez eBsen divergens: = 1
> L divergens
r=—1
> % ez konvergens
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1. Hatvanysorok és Taylor sorok:

Def.: Hatvanysor: ilyen fuggveénysor. ¢, - (z — a)™
¢, adott szamsorozéegyitthatok)
a € R adott hatvanysor kdzepe

pl:
a  ep=1 a=0
Sn-az™ c,=n a=
% Cp = % a=20
Alapkérdés:

Konvergenciahalmaz{ H) milyen z-re konvergens?

pl.:

>
z = 1 = konvergens
x = 2 — divergens

Altalaban milyenz-re konvergens?
Hasznaljuk a gyokkritériumot.

konvergensha lim /a, <1
divergensha lim /a, > 1

> a"példajana, = a"

Vlan| = |z|

Ha negativok is vannak akkor megnézzik az abszolultérgekes

> ansor{

lim /Jan] = || konvergens, ha |z| < 1
e divergens,ha |z| > 1
pL:

> n - 2™ milyenz-re konvergens?
anp=n-z"
Vlan| = ¥/nlz|
lim Y/|an| =1 n|z|
n—oo
Nehéz, hogylim /n =1
n—oo

Gyo0kkritérium azt mondja meg, hogy
ha |z] <1 akkord_ n-z"konvergens
|| > 1 akkord_ n-z"divergens

Altalanos eset:

> ¢n - (z — a)™ milyen z-re konvergens?

an, :ch (z—a)"
Vil = veu- o —dl

Kell ennek a sorozatnak a limese.

lim {/|a,| = nh_)n;o Yen - lr—al <1

n—r00

hogy konvergens legyen

Def.:

> en - (x — a)™ hatvanysor konvergenciasugara:

1

R:hm{l/a

(haalim =0,= R = 0)

|t —a|<R<=2x€(a—R,a+R)
~—_————
enneka a kdzepe

Hogyha azr a-t6l legfeljebbR tavolsagra van akkor konvergens.
Ezt fogalmazza meg a tétel:

(Cauchy-Hadamard) Tétel:

A > ¢, (z — a)™ hatvanysor konvergenciahalmazara fennal:

(a —R,ya+ R)C KH Cla— R,a+ R]

ahol
1

R:hm{l/a

Azért sugar, mert ez komplex szammokkal is szépen miikodik.
Bizonyitas fennt.

Megj.: Az intervallum végpontjai benne lehetn&kH -ban, de ez, -6l

fligg. (a tétel arrdl nem szdl, ha x pont a hataron van)



Zx" ¢hn=1a=0
1
R= —
lim /1
(-1,1) C KH C [-1,1]

1

végpontok:
(—=1)™ (nem tart sehova)
1™ divergens ¢o-hez tart.)

segitség:

i .1 i Al 5 V1 L,
m 4/ — = Ilm—— = lim == =
n? Un? (¥n)2 12

(

—1,1)c KH c [-1,1]
végpontok:

1
r=1= Z — konvergens
n

r=-1=) (=1 konvergens
n

2

KH =[-1,1]

1
R=———=1
limT\’/g
(-1,1)C KH c [-1,1]

végpontok:

1.
r=1= Z —divergens
n

—
r=1= Z (—)konvergens
n

KH=[-1,1)
Def.:

Legyen)_ ¢, (z — a)™ egy hatvanysor. A hatvanysor figgvénye:

f(z) = ch(ac —a)"v € KH

0

pl.:
o f(x) =7
z e (—1,1)
N N+1 1
Zx”f1+z+x2+ 2N =1 z
r—1
0
> a N+1 g 1
Zz"* lim 2") = lim 1 2=
o N —o00 N—o0 r—1 1—=z
oo N 1
> =1
n=0 -

Otlet>" na" 6sszegére:

= 1
;wnzl—z

Derivaljuk! Ké®bb megnézzik hogy szabad-e. ..

o0 2

——1
an”flzl /:L'
n=0 -

© o qom
nz:;)nx 1—
pl.:
“n 1 2 3 4
T T

Ez hagyomanyos mddszerrel esélytelen. ..

N[ =

-0 2
Igaz-e hogy(>_ fn) =>_ fn'?
Ez nem mindig igaz! Kulcsszd: egyenletes konvergencia
Tétel:

=2

Legyen)_ ¢, (z — a)™ egy hatvanysor
Legyen az dsszegfliggvény

fz) = icn(az —a)",x e KH
n=0

Ekkor f akarhanyszor derivalhatd, és tagonként lehet a sort dieiiv
azaz

F@) =3 canle —a)" (1)

Imértani sorozat
22 N+1 0-hoz tart, kicsi a sokadikon
31-8l illetve 2-l, hiszen az 1 ill. 2 tag O lesz.



2. Az dsszegfuggvény és az egyutthatdk

kapcsolata:

Legyen:

oo

f(z):ch(x—a)":co+cl(zfa)+02(:rfa)2+...

n=0
fla) =co
F'(x) = c1 4 2¢a(x — a) + 3es(x — a)® + . ..
fa) =ca
f"(x) = 2o+ 6es(z—a) +4-3(x—a) + ...
" (a) = 2¢y
f"(a) = 6es

Rajovink, hogy:
16() = 0!60663 = 3!63

Tétel:
Legyen
@)=Y ealw —a)" = [ (a) = ey - !
n=0

2.1. Taylor sor:
Eddig adott volt:

¢ €S(a), = Z en(z —a)”
Ebbdl legyen:

o0

Z $7GJ

Erdekes: az (") (a) visszaadja &, -t
Most legyen adott:

f]R — R
aeR

akarhanyszor derivalhaté.
Legyen most

(n)

Cp = / aVn

n!

Nézzuk
x) = ch(x —a)"

hatvanysort
Def.:

Az f fuggvénya kdzepl Taylor sora:

f
Z (x —a)

Kérdés: K H =? valamint 6sszegfiiggvény
(de ezt nem illikf-el jel6Inil)

Jé lenne, ha az dsszegfiiggvény eggidahne’ -el.
pL:

fz) = . i = (1—2)"" legyena =0
7o £ (a)
fla)y=01-=)" co =1
fl(z)=-1(1—x)"2 =1
f'(x) — (1—1:)_ —1 cg =2

() —6(1—2)"t—1 c3=6
f(")(a):n!
cn =1

A kapott hatvanysory _ x"
Ismert:
KH = (—1,1) osszegfiiggvény:—

Visszakaptuk a7 -et, de csakK—1, 1)-re! Az f értelmezve volR/1-re,

az 0sszegfuggvény-1,1)-en és ott F

2.2. Fontos Taylor sorok:

Altalanosan:

1
Cp = —
n!
e® Taylor soray_ L;
K H, 6sszegfuggveény?
1
R= = 00
lim § %
Segitség:
Vn! = oo

Magyarul: akarmit irok be, konvergens lesz.

Hanyadoskritériummal kijon & H
KH =R (0 kbzepl jobbra-balra végtelen intervallum)

wn
> = Va-re konvergens
n.:

Mi az 6sszegfliiggveny?
Taylor polinom, Lagrange maradéktaggbétel:

Vz € R esetén
oo :rn
DD =
5 !



biz: Lagrange maradéktag.
Tétel:

i ™ (a)
f(x) = sin(z) cp=0
f'(x) = cos(z) =1
f'(z) = —sin(z) =0
" (x) = —cos(z) c3=-—1
Vz € R esetén:

oo

-1 n.z2n+1
Z( )

5 (2n+1)!

7o £ (a)
f(x) = cos(x) co=1
f'(x) =—sin(z) ¢ =0
f"(x) = —cos(z) co=—-1

f(x) =sin(z) e3=0

Vz € R esetén

= (1)
; (2n)!

Taylor sor=c foku Taylor polinom
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Trigonometrikus és Fourier sorok: .

A hatvanysor és Taylor sor ismétlése: cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)

cos(a) cos(B) = 3 (cos(a — B) + cos(a + B))

1. Ahatvanysor fogalmay_ C,(z — a)”
2. Konvergenciahalmaza — R, a + R) intervallum CH képlet

3. Osszegfiiggvény és egyiitthatok kapcsolata
0 () cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B)
(z) = Z Cn(z —a)" Cn= ol —  cos(a— B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)
N —sin(a)sin(8) = & (cos(a — B) — cos(a + B))

4. f Taylor sora:

S )
2 T wma) sin(a + B) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(8)
5. példak:e®, sin(z), cos(x) Vz-re egyend +  sin(a — B) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(B)
. ' sin(a) cos(B) = 3 (sin(a — B) + sin(a + 3))
Trigonometrikus sor:
[ ]
1. Trigonometrikus sor definicidja: 7
a0 /cos( nx ) -sin( kx ) =
5 + Z ap, - cos(nx) + by, - sin(nx) 7 M :
2. A konvergenciahalmaza nehéz, ugyhogy itt nem targyaljuk 17
= / (sin [(k 4+ n)x] + cos[(k — n)x]) dx =
3. Legyen: 24
a .
?0 + Zan - cos(nz) + by, - sin(nz) = f(x) 1 { cos(k +n)x Lz cos(k —n)z|™ 0
valamilyenz-ekre ahol ez konvergens 2 ntk k—n e
o Hogyan szedjiik ki, -t b, -t? Mert acos fuggvény periodikugr-n ként.
4. Elbkészilet: 7
7 /cos( nx)cos(\kg/):
/cos(nz) -sin(kx) s o B
és hasonlok kiszamitésa: 17
5 / (cos [(k + n)z] + cos [(k — n)z]) dx =
[}
/sin(kac) = 0V k-ra 27, han=k=0
- =< 7w, han=k#0
w 0, minden mas esetben
/cos(nx) _ { 2r, hak=0
7 0, hak#0 in(na) sin(kz) — m, han=k#0
SURNL)SIMive) = 0, midnen mas esetben

—T



fz) =

bl Z an, cos(nx) + by, sm(nx)/ -sin(kx); /

n=1 g

™ ™

[ 1) sintir) = % [ sintiaya +
- - =0
il [an : ]COS(nx) sin(kz)dz+

by, ] sin(na:)sin(k:x)dx] _

—T

A kérdés az egyenletes konvergencia.

:% ] £ () sin(kz)de

/f cos(kx)dx = may,

/ f(z) - cos(kx)d

kelN

TETEL:

Most nem irjuk le, de meg lehet fogalmazni.
Most azf adott.

Def.: Legyenf 27 szerint periodikus flggvény (vagy adotinn)-

ff

n és legyena;, =

ff

Az f fuggvény(—nr) intervallumhoz tartoz6 Fourier-sora:

sin(kx)d

% + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)

n=1

Def.: Az f fuggvény Fouriet-sora sorba fejtibgt—7)-n, ha a Fo-

uriet sora ott konvergens, édallitj f-et, azaz:

o0
a .
?0 + E ap, cos(nz) + by, sin(nx)

n=1

fz) =
Ve € (—mm)

Megj.:Itt sok matematikai tétel van.

- cos(kx)dr és= by - =

5.

Példa:

= %/f(ac)sin(kx)dac =
—1 r . 1 7 .
7/f(x)sm(kac)dac—l—;/f(x)sm(kx)dac:
- 0

-1 [—cos(k:x)]o L1 [—cos(kx)r B

k 7r k
1 1
T [cos(k - 0) — cos(k - m)] — o= [cos(k - ) — cos(k - 0)] =
1 1
— (1= == (=1
ha "k" paros

ha "k" paratlan

ak:()Vk

Mert f paratlan fuggvény.



Tobbvaltozos fuggvények:R”

Det.:
R"=RxRx---xR
n db
R™ tér elemei szdm n-esék dimenzids vektorok)
pl: x = (z1,22,...,2n) x; € RVI
R"-ben miiveletek:
z,y € R”

z+y:(:cl+y1,z2+y2,...,:cn+yn)

reR" ceR
c-cx = (cx1,cxa,. .., CLy)

x € R™ hossza:
Megjegyzés: a hosszra sokféle definicié van.

|z| = \/(22,22,...,22) P=2
oo

[z = >_ |zl P=1
i=1

P>1

o0
lzllp = ¢ 22 |wil”
i=1

Ezek metrikat definialnak

P=2 @ s={y€]R2 ||y||2:7°}
P=1 C s={yeR? |yl =r}

P =
Todbbvaltozés figgvény:
Legyenf : R — R! tébbvaltozds fiiggvény

[ + [yl =r

pl.:
f(z1,22)=21 + 72 n=2 k=1
fz1,22)=(z1 - x2;€™ - cos(zz)) n=2 k=
f(x1, 22, 23)=(21 + 23; 21 + 3) n=3 k=2

Haf:R"™ — RF = fi, fn,...fr koordinatafiiggvényei
fi:R" = R f(z) = (fi(2), fa(2), f3(2),.. ., fa(2))

Kalkulus Il

Balog Daniel
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pl:

fi(z1, @, 23) = 96133% fo(z1, 2, 23) = 21 + 23

Tdbbvaltozos fuggvény abrazolasa:

e R — R eset
(z, f(x)) € R?
pontokat 6sszegyjtik

f(x)

e R2 — R eset
(z, f(z)) € R?
a pontok egy fellletet alkotnak.
vizszintesR?
fuggllegesk

~=

e EgyszerUsitett abrazolas:
Szintvonalak



Az el6z6 példandl is hasonlo, de masok a szamok.

R? — R eset

(z, f(z)) € R* Nehéz abrazolni, szintvonalas cd&k-hez kell
pl: f(z,y,2) = 2% + y? + 22 szintfellletei.

f(:r,y,z) :$2+y2+22 =cC

R* — R itt semmi sem segit.

R — R?
(z, f(z)) € R? pontokat gy(ijtiink
pl.: f(z) = (cos(x),sin(z)) = € R

f2 fo(@)

Jobbra a rendes, balra az egyszerisitett dbrazolas

R — R3

(z, f(z)) ezt mar nem rajzoljuk, de az egyszer(sitett fafzban

van, és ez egy gorbe a térben.

f(z) = (x,cos(x),sin(z)) ennek az egyszerisitett rajza aatddi

csavarvonal.

R? — R? eset, ez nagyjabol reménytelen.
~— =~
C ¢

R? — R?
pl: gravitacios ebtér.
Matematikus ezt vektormének hivja.

(Nagysagay 2 iranya M felé)
M-m
flx) =—=z- R
—Mmyy

_ Mmy
(23 + 23 +23)2

Hatéarérték és folytonossag tobbvaltozos fliggvényekre:

Legyenf : R* — R*

Def.:lim f(z) = A
Ez mit jelent?

Az f fliggvény hatarértéke azc R" pontbanA € R¥, ha
Ve > 030 > 0,hogy|z —a| <d,észx#a=|f(x)— Al <e

fl@)F——,

r R"

Def.: az f figgvény folytonos az € R™ pontban, ha
Ve > 035 > 0, hogy|x — a| < 0 és|f(z) — f(a)] <e.

Tdbbvaltozos fuggvények derivalasa:
Parcidlis derivalt:

Def.: LegyenR™ — R Az f fliggvény el§ valtozo szerinti
parcidlis derivaltja az € R™ pontban:

,Z'n))

O f(x) = %13%) Sy +h,$2,---,$n)})L*f($1,SC2,---

Egy véltozé esetében volt:
oy o J@th) — fz)
o= =

Az i-edik valtozé szerinti parcialis derivalt:

) ZL'n))

_ o flaen, iRy xn)) = f(2
Mas jeldléssel:
of

Példak:
[ ) f(xl,xg) =21 T2

alf(wl, 332) = 2

(cx)' =c

02 f(x1,2) = 21

o f(x1,22) =1+ 22

O1f(wy,22) = 1
(c+x)’'=1

agf(l'l, $2) =1



o f(xy,x0) =71 - €72
O f(x1,m0) = €72
Oaf(x1,22) = 21 - €72
o f(x1,20) =22 23 + 221 + 29
O1f(x1,x2) = 221 xg +2

agf(wl,l’g) = l’% . 3.17% +1

1

1
o f(x1,x2,13) = T T (22 + 23 + 23) "2
V 1 2 3

1 _3
O f(x1, 0, 23) = 5 (z] + 23 +23)72 - 224

1

(22 + 23 + 23)3
1

(23 + 23 +23)2
1

(wf + 23 +a3)*

T

(alf782f583f) = 7@

= —x1-
Oz f (21,2, 03) = —2 -

Osf(x1, 29, 23) = —x3 -

Ez a gradiens (grad)

Furcsa példa:

f(ZL' x)* 0, ha$1'$2:0
271 1, minden mas esetben

Folytonos-e a fliggvéngo, 0)-ban?
Ez nem folytonos. ..

92£(0,0) =0
92(0,1)
nf(0,1)=3 02f(1,0)=% lim 130

Ez a limes divergens, tehat nincs limese.
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Tobbvaltozés fuggvények derivalasa

t
\olt: A-hz(Al An)-<...):A1t

parcialis derivalt 0
t—0 |t|
& f(z) = lim flxr,xe... 2 + h, hxn) — f(z1,...xn)
o | feth) = (@)
lim | ————————= — A
Derivalt vagy Jacobi métrix: =0 L
01 f()
Egy valtozés figgvény : R — R
9y 99 y Tehé\tA1 = 81f(ac)
— Hasonl6and,; = 0
() = lim flz+h) — f(z) 2 =02 f()
h—0 h ;
Allitas:
Most Ha f : R" — R differencialhatéc-ben=
RS R
/ _ _
az a baj a képlettel, hogy € f : R"-el osztani kellene (@) = (01f(2),...,0nf(2)) = grad f(z)
Atalakitva: Ez a kiszamitas madja
_ T Bizonyitas a fenti
0= i L&)~ fl@) ~ f(z)-h ol.:
h—0 h Lndidl
Ha ez a hatarérték akkor az abszolultértéke (8 F(x1,x0) = 21 -€®2f - R2 5 R
0= lim |f(z+h) = flz) = f(x)- B (w1, 1) = (€%, 21™?)
h=0 7] Linearis kozelités: Emlékeztetn = 1
Az abszolultértékes triikk csak akkor igaz, ha 0 a hataréhidzen RoR
+£0 = 0 (de+2 # 2) frR—
f'(z) - h € R kell, kilénben nem jon ki! (szam - vektor!)
F@)=0..),0..)0..) Lz(x) — f(o)
—_— —
n—darab
Def:
Legyenf : R™ — R Ezz € R™ helyen differencialhaté had € R *"
sormatrix, hogy
Wz) —l(xo) _
o @)~ f@) - B T = f )
h—0 |h| LA
Mésképp:
Ekkor f'(z) = A derivalt/Jacobi matrix I(z) = f(zo) + f(z0) - (x — 20))*

Ho’nn’a_n tudjuk az A métrixo;’;? . , Ugyan ezt kellene tobbvaltozésra?
Probaljuk meg néhany specialisrektornalh = (1,0,...,0)t t € R n—9

(t,O,,O) t—0 fRn_>R

r+h=(rit+z2+ 23+ +3,)|h| = [t] *f (o = U(wo)



Szeretnénk egy(x, y) linearis kozelitést.

L

l(:C,y) = f(anyO) + f/(anyO) ! (1' —Zo,Y — yO)

Iz, y)f(w0,90) + (01(20, Y0), I1(T0, Yo)) - ( :;: ;3 )

Uz,y) = f(z0,90) + O f(x0,Y0) - (x — x0) + F2f (20, Y0) - (¥ — Yo)
Ezt irjuk at sikegyenletbe:

z = f(wo,y0) + 01 f(x0,%0) - (x — z0) + D2 f (w0, y0) - (¥ — o)
(tehatl(x, y) helyettz)
Legyenzy = f(xo0,%0)

0 = (01f(20,%0), 02f(x0,¥0), —1) - (* — 2o,y — Yo — 2 — 20

n =70

pl:
flz,y)a® +y?

(v)
()
(x0,90) = (1, 2)-h6z érint sikot akarunk

Yo = f(wo,y0) =12 +2%2=5
A sik normalvektora:

i =01f(1,2),02f(1,2),-1)
nf(1,2) =2x=2
Oaf(1,2) =22 =4

it =(2,4,—1)

[(2,4,-1),(z—1,y—2,2—5)] =0
2 —1)+4(y—2)—(2—5)=0
20 +4dy—2z=25

Derivalt matrixf : R* — R”
(eddig k=1 volt)

Ekkor f'(x) = A Itt most vektorok vannak skalarok helyett!
Itt hogyan jon ki azA matrix?

Allitas:
Ha f : R® — RF differencialhatae-ben akkor
Oifi(z) Oafi(x) On f1(z)
Flap= | AR BB SR
O fr(x) O2fk(z) On fr(x)

Ez az igazi Jacobi matrix

(ez el6z6 is az volt, de az nem volt annyira szép matrixin@st nincs

bizonyitas)

pl:

_ Ty -T2
f($1a$2) - ( sin(zl +3:C2) )
f:R* = R?
f1($17$2) = X1 -T2

fa(x1, 22) = sin(x1 + 322)

/ — x *
fiz) = < cos(z1 3_3@) 3cos($11+ 3:2) >

cosx
sinx
T

f:R' = R3

fx) =

Mas jeldlés:Df(z) = A
Linearis kozelités:
f: R™ — RFfiggvényre:
flz+h) = f(z)+ f'(z) - h+ a(h)?

. Ja(h)]
lim
Al

Olyan kicsi azx(h), hogy még egy kicsh-val leosztva i$)-at ad
Mas jeldléssel:

=0

Tr = Xo
h=x—uxg

f(x) = f(xzo) + f'(20) - (x — o) + al—T7)

Legyenf : R" — RF Ezz € R" helyen differencialhaté hdA € « lehtzasa a lineéaris kozelités:

RF*" méatrix, hogy

iy @+ R) = f(z) = A-h[ _

0
h—0 |h|

I(z) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0)

2e7 kicsi



(eddig is ez volt, csak k=1-el)
[:R" — RF
Alkalmazas spec esetre:

n=1(t)
k=3(z,y,z)

() )

cost
sint
t

ennek a lineéris kozelitése egy egyenes a térben.

1(t) f(to) + f'(to) - (t — to)

—sint
f't)| cost
1

Konkrétan:

to = m-ben érin

r=-—1
y=m—1

2 =7+ t=1
teR

Masodik derivalt:
Egy véaltozd esetéri” nem més, mintf’)’
Han-véaltozo6 van.

f R—=R= f(z) e R

Ez mas tipusu mint aZ
JO hir: f =: R**" tekinthet ugyR"
Ekkor:

f//(:r) c Rnxnf// . Rn RN Rnxn

flzy) =2 +4*
RZ -5 R
flay) = (32, 49°) f' : R? - R?

f”(zay) = ( 6(;E 120y2 )



/a4
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Ugyanezt szeretnénk: R™ — R esetén.

(R™ — R*-ba nem akarjuk ugyanezt?
Nem, mertR*-ban nincs< jel.)

Def.:

Legyenf : R™ — R, a € R™ lokélis minimum,
ha3d > 0|z —a|l < d = f(z) > f(a).
Pl

a

(n=2 arajzon) ez egy szigoru lokalis minimum

ez egy szigoru lokalis maximum

> szigoru lokdlis minimum
< lokalis maxikmum

< szigoru lokalis maximum
széldérték= min. U max.

Tétel:

(Szikéges feltétel:) Ha € R™ lokalis szél§ érték f : R* — R
differencialhatd6 fliggvénynek; akkor@f(a) = 0V; = 1,...,n azaz
f'(a) =0

[EmIék: 0y f(a), D2 f(a).....0nf(a)]
(8 : 35) - "Allandd rettegésben élek, hogy egy vektor nem eg§eril
szammal"

Nem bizonyitom, de rajzolok:

a

Elmeteszem egy sikkat; valt

i) = ag

I3 = as

Ty = Qp
a

egyvaltozds fiiggvény, ennek van lokalis minimuma
ez a goOrbe f(x1,a9,as,...,a,), ennek derivaltja 0, azaz
81f(a1, az,as, ..., an) = 0



PlI:

f(xy,20) = 2] 4 23

/ \
/ \
1 \
[ \ \
I \ \
1 \ 1
1 \ !
I 1 1
] \ |
1 1 |
1 \
I 1 1
Kérdés sz. é. (szdérték): ! ! !
Or f(x1,22) = 221 Do f (21, 22) = 229 s , '
. . Kérdés sz. é.:
ezeke®-val egyenbvé teszem: O1f(z1,20) = 221 Dof(wr,x) = —210
201 =0 222 =0 2x1 =0 —2x9 =0
1 =0 2 =0 r1 =0 —29=0
Szeldeértek lehet0; 0) pontban Sz.é. lehet0; 0) pontban, persze nincs sz. é.
PI2: Elégséges feltétef” segitségével
flx1,22) =1 -2 — a3 El6szor a példakkal:
1. lokalis minimum
1
flx1,20) = 2% + 23 f:R?=R
f’(acl,acg) = (21}1;21}2) f/ : R2 — R2X2
——— fll($17$2) — (2) (2) ) f// . R2 N R2><2
2. lokélis maximum
Kérdés sz. é.: flay, ) =1- @y - a3
81f(x1,:r2) = 211 agf(l'l,$2) = —2x9 f ($17$2) = (721‘17 721‘2)
—221 =0 —219 =0 0101 f

= 0 2y — 0 / 32(91f
Sz. é. lehef0; 0) pontban f'=(w1,22) = ( I)Q 02T

(8 : 47) - "Voltak mérndki tanulmanyaim.0 percig voltam mérnok,

tehat.."
3. nyereg
fz1,22) = 2t — 23
f’(acl, $2) = (21}1, —2$2)
PI3: 2.0
0 -2
f(x1,22) = 23 — 23 (9 : 00) - "Az izgalmas résznél jon a reklam."

nyereg felllet



Tétel:

(Elégséges feltétel = 2 esetén):
Legyenf : R? — R?*2 differencialhaté. Legyerf’ (a) = 0.

1. Ha detf”(a) > 0 ésdi1f(a) > 0 = a-ban lokalis minimum.
O f(a) = 0101 f(a)

2. Hadetf”(a) < 0 ésd1 f(a) < 0 = a-ban lokélis maximum.

3. Hadetf”(a) < 0 = nincs sz. é. (nyereg)
Nem bizonyitom

Megjegyzes:

Ez megfogalmazhati — R fuggvényre is.f” (a)
pozitiv definit— lok. min. negativ definit> lok. max.
(< Az,z >> 0 : ez a pozitiv definit) - NEM KELL TUDNI

Pl:

flr,22) = 23 + 23 — 32129
Sz.é.=?

f(z1,22) = (323 — 329,323 — 321)

329 — 320 =0 és 323 —3x1=0

2 __ 2 __
T = T2 Ty = 1

$1:1 $2:1
rl =21 =123 -1)=0

:L'1:0 IL'2:0

Sz. é. lehet({0;0) vagy(1;1)

Most jon az elégséges feltétel:

6%1 -3
-3 6%2

Beirjuk az egyik jeloltet és megnézzilk mit kapunk:

f(@1,22) = (

f"(0;0) = ( 703 _03 ) — detf”(0;0) = 0—(—3)-(=3) = -9 < 0
(0;0) nem sz. é.

fr1) = ( _63 %3 ) — detf”(1;1) = 6-6 — (—3) - (=3) =
27>0

O11f(1;1) =6 > 0= (1;1) lok. min.
HF: f(x1,22) = 21 + 22 + 42170; SZ. 6.=?

Primitiv faggvény (potencial) tobbvaltozés
fuggveényre

Emlék:

1-valtozéban
f : R — R™ adott, keresemF : R — R melyre F’ = f, "F" primitiv
fuggvénye 'f"-nek.

Def:

Legyenf : R" - R, F: R* - R
primitiv figgvénye f-nek hd” = f
F' = (0,F,05F,...,0,F)

F' =R" - R"

Megjegyzés:
baj f : R? — R3 nincsF

PL:

flx,y) = 2r+y,z+2y) f: R? — R?

F =7

L F(z,y) =20 +y

G F(w.y) =z + 2y

Kiaz, akit "z" szerint derivalvez + y jon ki?

Fla,y) = +ay + C

ez aC x szerint konstans, tehat akarmilygfiiggvény lehet.
(pl.siny utdlag:C(y))

F(z,y) = 2> + 2y + C(y)



oF
8—yF(x,y) =z+C'(y) =x+2y

z+C'(y) =z +2y/ -
C'(y) =2y
C(y)=/2ydy=92+K
Flz,y)=a"4+ay+Cy) =" +ay+y* + K

Ez aK valodi konstans.

Megoldas:

Flz,y)=a*+ay+y*+ K

Amikor nincsen, tehat Antipélda :)
f(:rvy) = (*y,lﬂ)
IF(z,y) =~y O F(z,y) =2

F(z,y) = ny{l /

—x 4+ C'(y) = RF(x,y) ==
Baj: nem esik ki az£" Nincs F

SN

Ennek az &térnek nincs potencialja

Hogyan latszik 'f"-en, hogy van primitiv figgvénye?

Levezetés(Bizonyitas):

FI:f < 81F:f1,82F:f2,...,8nF:fn
(két vektor egyerd, ha koordinataik egyedék)
otlet:

OnF =fi

derivadlomzs szerint

001 F = 0a f1
O F = fo
derivalomz; szerint
0105 F = 01 fo

(9 : 55) - "Ez egy matematikus volt. Bkzor fiatal volt, aztan nen
tudom.”

Tétel(Young):

szilkséges feltétel primitiv fliggvény létezésére
Legyen egy fuggvény, melynek masodik derivaltja Iétezikobgonos.
Ekkor:

o*f  0%f

0xdy  Oydx

Nem szamit a sorrend.

Ebbdl kdvetkezik:

Van egy figgvényem, aminek szeretném kiszamitani a prirfiiggve-
nyét. Ha3 primitiv figgvény= 0;0; = 0,0; V; ; = 1,...,n

Young-tételes felirdsban:

ofi  0f;
od, _ d;
Pl:
f(may) = (_yvx)
O1fa(z,y) = 1 Oz f1 (2, y)
14 -1

kialonbodek=- nincsF

Megjegyzes:

R? — R3 esetben ez a rotaciomentességet jelenti

Ofi Ofi 05
=1 ofz 5~ O3f2
1fz3 Oa2fs 0O3f3

Ha 3 primitiv fliggvény, akkor ez a matrix szimmetrikus.
rot = 0 = matrix szimmetrikus
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ivhossz és vonalintegral: ivhossz:

Def.: Egyr : [a,b] — R™ fliggvényt neveziink goérbének B#'-ben. Legyenr: [a, 6] = R

||||||: ra,)?"(tl
atytatlztats b r(t5 r(b)
. pl:
r(t) = (t,2t)t € [0,1]
r:[0,1]R? Hosszkozeli dsszeg:
o(r,tr,ta, .. t) = 3 |r(t:) = r(tio1)]
2} =1
Def. az r gorbének van hossza (rektifikalhaté) ha
Lt sup{o(r,t1,ta,...,t,) : n € Nt;tetsDdleges felosztgsvéges.
—i—» A go6rbe hossza
r(t) = (2t,4¢t)t € [03] ugyanaz a rajz. U(r) =sup{o(r,ti,ta,...,tn) : n € Nt;tetsDleges felosztds

Ugyanaz a vonal tobbféleképpen paraméterézhet

e pl.: (az egyszerd):
(t) = (¢,2t)t € [0,1]
=1(r) Vfelosztasra

(1) = V5

/Jr \ e pl.: (afurcsa)
r(t) = (t,sin 1)t € (0,1]
\Kl\j itt asup = oo

Tétel:
Ha r differencialhato, és’ folytonos, akkor véges hossza van,

<

i
r(t) = (cost,sint)t € [0, 27|

= Q

r(t) = (cost,sint)t € [0, 4] b
Ugyanez a rajz, de minden pontot 2x rajzolunk meg I(r) = inf [ (t)]dt
Ezt nem bizonyitjuk be.
e pl.:
r(t) = (Rt — Rsint), R — Rcost) o pl.:
r(t) = (cost,sint)t € [0, 27]

N
%

Ez a péalya ive, a palya az un. ciklois



r'(t) = (—sint, cost)
|7’ ()| :2 V/(—sint)? + (cost)2 =1

l(r)= [ 1dt =2x
0

e Mazohista példa:

flz,y) =,y
Centréalis ebtér

2m
/f = / < (cost,sint), (—sint,cost)) > dt =
T 0

r(t) = (cost? sint?)t € [0,/27] A kor ugyanaz, de ugyanaz e a 2

koriv?

. pl:
r(t) = (¢, t*)t € [-1,1]

NV

-1 1

r(t) = (t, Rcost, Rsint)t € [0, 27]

Vonalintegral:

(munkavégzés egy gérbe mentén)
Adott, 7 : [a,b] - R", f: R" — R"

————— Ra) r(t

L
T
a tytatztsts b r(ts r(b)

Legyent; € [ti—1,t;]
A vonalintegral kbzelt 6sszege:

n

O’(T7f7ﬁ1)'- ﬁn7t1,... ::Z

i=1

—r(ti-1))
F.5-cosa

Finomitjuk a felosztast, és megnézzik, hogy mihez tart.

Def: Az f fliggvénynek az- gérbe mentén van vonalintegralja, ha( definicio szerint= [ (f(
t;—1] < 4§, akkor barmilyen %

I € R, hogyVe > 03§ > 0, halt; —
tF € [ti, t;—1] vélasztas esetdh — o ()| < ¢
Ez azl a vonalintegral, ]eleff =1

Tétel: (kiszamitas modja)
Har differencialhat6, az’ folytonos ésf (er6tér) is folytonos.

Ekkor3 [ :fb<f(r(t)),r’(t)>dt

Nem bizTonyil'Ejuk, ugyanis nehéz.

r(t) = (cost,sint)t € [0, 27|

:f/—costsint—l—sint,costdt:O

0
o pl
(t) = (cost, smt)t € [0, 27]

T
f(l' y) zz_’_ym I—2+y2)
Rotéacioés ebtér

/f /<<<Smt,%st) ,(sint,cost)>>dt

27 27
= /sin2t+ cos? tdt = /ldt =27
0 0

Vonalintegral és potencial kapcsolata:

Adott egy f : R® — R"™ erbtér. a potencal:F’ : R — R hogy
F' = f(—grad F = f)

Legyenr : [a,b] — R™ gbrbe

Cél: Vonalintegralt a potenciabdl szamolhatunk-e?

Van primitiv figgvény

Lényeg: | f csak az* végpontjaitol fiigg
zart gorbér(r(a) = r(b)) 0 a vonalintegral.
Tétel:
A vonalintegral kiszamitasa a primitiv fliggvénnyel.
Har differencialhat6y’ és f folytonos, valaminBF : R™ — R, hogy
=f=[=F(®) - F(r(a)
Bizonyités:
b

r(t)),r' (1)) =

(l

f<F’( fF F(r(b)) — F(r(a))

Azért van ez, mert az [a, b]—bol RR"-be képez viszont' ezt vissza-
hozzaR-be, igyR — R a fiiggvény, és erre kényelmesen hasznéalha
Newton-Leibnitz tétel.

(fog) =(fog) g

ezt kiterjesztjukR" esetre

Imatrixszorzéas lesz
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Tobbvaltozos figgvény Riemann-integralja
Emlékezteb: egyvaltozos:

f R>R

a=r9<x1<T9< ..., =0

(A téglalap magassaga legyén
Legyens; € [x;—1, ;)
A kdzelithdsszeg:

n

o= f&)(@i—wi)

i=1

Def.: Ha3l € R, hogyVve > 036 > 0 hogy
Vo, —xi—1 < 6Vi = V¢; valasztas melletd — 0| < e

b
Ekkor f Riemann integralhatf, b]-n és [ = I

A cél:

f : R? — R? fuggvényre a Riemann integral definialasa:
Legyena < b,c<d

A felosztasok:
a=r90<x1<T9<...Tp,=0>
c=yYo<y1 <y2<...Ym=4d

Ezzel "beracsozzuk" a téglalapot. Az egyvaltozos fligge&ngl teri-
letet szamitottunk, most térfogatot szeretnénk kihozni.

Legyens; € [xi — 1 — x;], m; € [yj—1 — yj]
t1=1,....n5=1,....m
Legyen

0= ZZf(ézv”j)(xz - £E¢71)(yj — yj,1>

A két szumma szabadon félcseréfetcsak az ©Osszegzés mo
szere valtozik meg. Példaul sorok helyett oszloponkérediggink,
de a végosszeg ugyan annyi!

Def: az f fuggvény aZa, b] x [c, d] téglalapon Riemann integralhato,
ha3l € R, hogyVe > 036 > 0 hogy Va; — 2,1 < ¢ és
Yy — yi—1 < 0ViVj = V§;,n; valasztas melletl —o| < ¢
Ekkor f Riemann integralhatda,b] x [c,d]-n és [
T

= itt

Iv

T = [a,b] x [c,d] téglalap

Ez azonban nem miikodik, ha nem téglalap a grafikon alatiieter

pl. félgdmbHa mostD C R? egy halmaz (pl. koér) akkol hogyan
D

értelmezhdi?

LegyenD C R? korlatos tartomany

LegyenT C R? olyan téglalap, ami magaba fogalaljaat
Legyenf : T — R olyan, hogy

fa) = { )

Def: Az f fliggveény Riemann integralhafo-n, haf Riemann integral-
hat6T-n,és[ f = [ f
D T

(igazolhat6, hogy megfelél f valasztasaval tok mindegy, milyen
téglalap)

Nehéz kérdés: milyen lehetd?

SzépD pl az, amit egy differencialhatd gérbe hatarol (pl kér)

har € D
har ¢ D

Az integral kiszamitasa:

Fubini-tétel:
Legyenf : [a,b] x [c,d] — R folytonos

Ekkor
[ -

la,b] X [c,d]



b/ d d /b
= fz,y)d ) dr = ( f(z, )dx) d d /_’_§\5(33)
(o)) HEET

a

d b
Ezért gyakorijelolés [ f helyett[ [ f Fizikusok kifrjak a tébb-
[a,b] X [c,d] ca

sz0ros integralt, hiszen nem dolgoznéklimenzi(’)ban. A tétel bizonyi- N{(z,y) € R* : z € [a,b],y € [a(z), B(x)]
tasanak alapondolata: Szeretnénlf’ f-et megadni.
d N
Legyeng(z) [ f(z,y)dy Veszek egy: ésd-t Ugy, hogyc < a(z) < B(z) < (d)Vz
Legyenf : N — R folytonos

g(z) egy eg;véltoz()s riemann integral, amikozelibosszeggel defini- - f(z) hace D
ltunk. Legyenf(x) = { 0 hargD
Egy kis racs mérete nagysagrendileg az egyvaltozos flggvéa.

d

[ g(x)dz az oszlopok teriileteinek 6sszege. } b/ d
/fz/f[a,b]x[c,d] =/ /fdy dx =
N a c

Példak:
Legyenf(z,y) =z -y, T = [0,1] x [2,3]

[f=? b/ d

T

Fubini tétel szerint: . /( f(:rvy)dy) dx
/(/mydy) dz = Tehat a norméltartomanyon az integral ugy adhaté meg, |
0 2

f (fﬂx,y)dy) s

P 3
y2
= / {ZE : 5} = Példak:
0 2 fley)=z-y
Az y =1 — 22 és azy = 2% — 1 parabolak kozott fekdy tartomanyon

,_
D

«Q

<

D

S

N~

Il

=

O

X

=

D

~

8

<

S~—

Il

/é;

+&
CEM@

e
><
>

1 2 N - x2—1
= |zIn(z? +1) — = In(2® +4)| =
5+ 1) = e +0)| o
Y
- L dr =
1 224177 12 1 925 /[xg]z_lx
= =zlhg=zlnh—=In- 1 z
2 22+4], 22 2 16 4
1
(1 _ .172)2 (.I'2 _ 1)2
Integralkiszamitas normaltartomanyon L — I — =/0
-1

Most a "krumpli” helyett két fliggvény alltal kozbezart tkatilesz aD
De miis az a normaltartoméany?

Legyen[a,b] C R egy zart intervallum , legyen, 5 : [a,b] — R
fuggvényeka(z) < B(z) Vz € [a, b]

Def: Az o és3 figgvények alltal meghatéarozott normaltartomany
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Integraltranszformacio

(helyettesitésées integralas tobbvaltozés fliggvényre)

Cél: Integral kiszamitasa nem téglalapon.
b1 b2

mertf f=[ [ f(z,y)dzdy de ez kérén mar nem miikodik.

ay a

Emlekeztecﬁ

Helyettesitéses integral egyvaltozés figgvényre:
fR—=R

g|«, 6] - [a’ b]

Hag(a) =a

g(B) =10

b B
/ f(x)dz = / F(a(®) - o' (B)dt

gyakorlatilagx = ¢(t) dx = ¢'(t)dt Fontos hogy @ egy bijekcid

legyen(ne legyen hullamzg)

Balog Daniel

2010.04.27

Yy helyettgl (tl )

T

B

1

1 [ B2

[ 1= [ tot). sta)) st | Ity

—_
2 flg(®)

Miisag'(t)<gig1) 0 >

Ez 6sszesitve:

/(fog) | det g/|

R

Ahol R = [Oél, 61] X [Oég, ﬁg]
Ez a levezetés két iranyban is altalanosithato.

L4 g(tlth) =

(91(t1,t2), g2(t1,t2))

e aT lehet méas tartomany, nem csak téglalap

Ha szigor( monoton névekvhelyett szigord monoton csokkérakkor Ezeket nem vezetjiik le.
a hatarok helyet cseréinélgy is meg lehet oldani, hogy egy minuszjelet

kap.
Erre kellene valami 6sszevont dolog.

Tétel:

Eszrevehdt: ha a g 6 g'(t) pozitiv ha g csokken g'(t) negativ, de ategyenD C R?, f : D — R folytonos
egész kap egy minuszjelet (ha a hatarok maradnak) Tehasaevimt LegyenR C R téglalapg : R ~> D bijekcid
Ekkor igaz, hogyff f )| det g’|

képlet:

/f dxf/f (t)|dt

Probaljuk meg ugyanezt: R? — R fliggvényre

Ez az integraltranszformacio képlete.
Megj..Ez a képlet: dimenzidban is igy van

f f-et akarjuk kiszamitani helyettesitésselTite [a;, b1] X [az, ba]

Legyen ag fuggvényunky : [aq, 81] X [az, B2] — T bijekcio.

El6szor speg figgvényreg(ty, ta) = (g1(t1), 92(t2))
Ez azért specialis megt, go csak egyféle-tol fligg.

/ f= 7 (b2f<x,y)dy) da

A zarojelben Iévd valami fiiggvénye! (hiszep szerint kiintegraltuk, f(

attol mar nem fuigg)
Mosty helyére behelyettesitjikg (t2)-t

by [ B2
/f:/(‘ f(%gz(t2))|g’2(t2)|dt2) dx

Példa

‘:»-u

z,y) € R? : 22 + y? < 4} (korlap)

e

Kell egy R téglalap, és egy : R — D bij.
Polérkoordinata-gyandus. . .

€ [Oﬂ 2]90 = [07 27T]l

Litt [0, 27), ésr = (0, 2] kellene



T=7r-Ccospy=r-sinp cose —rsinp 0

12 .
o) cos(p) —rsing g (z,y,2) Snésﬁ Tcgw (1)
g\ ) = sinp  rcosp

A
detg'(r,p) =71 detg’=r

/ f= / (12 cos? @ + r? sin? ) -rdrdp =

127 2
f:/// rdzdpdr =
D T o / 2 2 2
[0,2] x[0,27) fog A A \/r cos? ¢ + r2sin” @
2 27 2
3 3 r42 1 27 2
//rd(pdr:/Qﬂrderﬂ[Z]O:27r-4:87r /f:///izdcpdr— g
0 0 0 d
D 00 0
2

Mésodik példa: .
[ 60° //2 godr—/47rdr:4ﬂ'
0 0

gomb térfogata:

~ Itt harom dimenzios polarkoordinatakat kell hasznalni
—30 D= {(z,y,2) € R®: 2% + y* + 22 < R?}
- fla,y,2) =1
Az R sugart hémb térfogatd;, = | 1
D

A kllsd sugér 2, a bets1 Kell egy g fliggvény:

(\/-zery ) z=r-cost
[ =2 x=r-sinv-cosp
D —r.sind - si
- y=r-sind-singp
R= 172]x[765+§]7
T ——— g(r, o, %) = (r-sind - cos g, rcotsin® - sin g, r - cos )
©

g(r, ) = (r-cosg,r -singp)
x cospsinty —r-sinpsind 7 - cosy cos v

2 +
/f:// r? cos psin @ rdeodr — g (ryp,9) = | singsingd r-cospsind  rsinpcosd
V2 cos? p + 2 sin’ v cos v 0 —r-sind
D 1z
o +Z det g’ = —(r? - sin )
1 /| 2
:/ = r2§ sin(2¢)dpdr = | det g’ = (r* - sin¥)
1 -z R m 27
Vo= [ 1= 1-r% . sin9dddedr =
r2 [ cos(2¢) T3 g / /// roe .
:/_ [_ } dr — D 000
1 2 2 -% R R 7
2, ) ) L8 . = //r2 - [sin 93" dpdr = 2//r2d<pdr =
r T
= | —(= = (= )dr = =[—]? = —
/4(2 (=3)dr =113l =33 00 00
1 R . .
Az eddigi két példa a polartranszformaciot hasznalta. 92 / 2rr2dr = 4W[T_]é? — 47TR_
Most jon a 3D példa. E&;a hengerkoordinéték: ) r 3
D={(z,y,2) e R¥: 22 +¢y> <12 €0,2]}
flz,y,2) = Ve

Kellegyg : R — D helyettesih fliggvény.
g(x7y’z) = (TCOSQO’TSin807 Z)
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Fellletek: o € [0,2a)
Emlékezteb: gorbék u="19
A gorbe egyr : [a,b] — R"t € [a, b] leképezésii alakzat Yy
a rt) _r(t+1) =¥
b Q =0, 7] x [0, 2]

R -sinu - cosv
®(u,v) = | R-sinu-sinv
A gorbe hossza: R - cosu

r(t+1
a Tgt) (: ) b A lilaval jeldlt szakasz hossza azR,

a sargaval jelolt szég(a =z tangely-
tél valé eltérés) ad, és a zolddel je-
6t (az =« tegelytdl val6 eltérés) &
©.

Ha mar ugyis megvan a felilet egy té
lalapban, és az, hogy eblb hogy lesz
gomb, akkor érdemes a felszint megmc

Az egyenes vonalak 0sszege egy kodadsszeg

n

Z |r(ti Tt |

i=1

Ha elég sirli a felosztas , akkor a koZ8lszeg tart a hosszahoz.
Tétel.:

b dani:
I(r)(g6rbe hossza} / |7(t)|dt
(a felbontas tart az integréalas féle felbontashoz)
Mi a felulet?
Def.. LegyenQ C R? tartomany(téglalap szokott lenni) Egy
® : Q) — R3 fuggvényt feluletnek nevezik.
pl.: Felszin megadagaagyjabol)
— Legyenf)-nak felosztas&acsozas
Q=0,1] % [0,1] gy @ ) o, Av+ )
“ Y Egy kis felilletdarab kézebitnagysagat
1 P 1 kell definialni. Az érinbsikon egy para-
> g lelogramma teruletével lehet ko zeliteni.
—=———. (P(u, U)

0 1 0 1 0u®(u,v) - Au; 0y ®(u,v) - Av € R? O(Au +u,v)
Pontokat képezUnk Igdehogy mi, a gép. ..)Ha eleg slirlien vannak 8y paralelogramma teriilete a kitvektoridlis szorzatanak abszolt
pontok, akkor feluletnek latjuk. értéke
Matematikai értelemben az 6sszes pontot € zi —1 < e-szeri
megoldas) kell venni
Megjegyzés: A gorbe és a felllet dobbdimenzids altalanositasa a [0u®(u, v) x 0y ®(u, v)| Aulw
sokasagmainfold) o afelszin kozelt 6sszege
pl:

Gombfelilet: D> 10u®(u, v) x 9,®(u,v)|Audv
v € [0, 7] 10 =2n



(bunko autésként nem indexellink. . .)

U, y,2) =x+y+=

Tétel: Legyenegy® : ) — R? felillet differencialhatd. Ennek felszine: /
U =7
P

S= / |00 P (1, v) X Oy ®(u,v)|dudv
Q

pl:
Gombfelszin kiszamitas:

Q =1[0,7] x [0, 27]
R-sinu - cosv
®(u,v) =| R-sinu-sinv
R -cosu
R -cosu-cosv
0, ® = R -cosu-sinv
—R-sinu

—R -sinwu - sinv

Oy = R -sinu - cosv
0
) j k
O0u® X 0, =| Rcosucosv Rcosusinv —Rsinu
—Rsinusinv Rsinwucosv 0

R?-sin?w - cosv
R? . sinw - sinw
R? - sinu cos® v + R2 sinw cosusin® v

R? sinucosu

Ennek a hossza

1
2

R?sin u(sin® u cos? v + sin® u sin® v + cos® u)

sin? u

T 27 T
s = //R2 sin udvdu = 27TR2/sin udu = 4R?*w
0 0 0
Felszinintegral: (skalar értékl fuggvény integraljdifeten)

Legyen C R%, @ : w — R3 differencialhatd feltlet
LegyenU : R? — R folytonos fliggvény
Definialni akarjuk azf U

P
Kellenes és Definicid, de egyik sincs végigvezetve
Tétel:

/U = /U(@(u,v)) 0, P (1, v) X OyP(u, v)|dudv
> Q

pl.:
Q=10,1] x [0,1]
U+ v
P(u,v)=| u—w

u

= R%sinu

Kiszamitas a tétellel:
1
0u® == | 1
1
1
0,o=| -1
0
i 7 k 1
0, Px9®=|1 1 1 |= 1
1 -1 0 —2

|0, x 0,8 =vV1+1+4=+6

11
/U://(u+v+u7v+u)~\/6dudv
00

Phi U(®(u,v))

3~\ﬂ6)/1 /1udu dv:¥
0 0

Mi van a vektorokkal?

Fellleti integral (vektorértékl fliggvény integraljaifigiten)
Legyen Cc R?, @ : w — R3 differencialhatd felllet
LegyenF : R® — R? folytonos fliggvény

Definialand6/

()
Kelleneo, Definicié, de ezek ismét kimaradnak.
Tétel:

/F: /(F(@(u,v),@uiﬁ(u,v) X 0y ®(u,v)) dudv
> Q
0 =10,1] x [0,1]
u—+v
S(u,v)=| u—w

S—
|
I,
&
A
X
&
&
Il
/N ——
| = =
[N




V,div, grad, rot

nabla
Or
V=| 0y
0.

Haf:R3> = R
O f
V=1 0,f | =gradf

9. f

A grad f, az f parcialis derivaltjaibol képezett vektor
Haf:R? — R3

<V, f>=0cf1 +0yfa+0.fs=div f
f: (flanafB)vfi:Rsﬁ]R

O1fi Oifa Oifs
Fiakovi = | O2ft Oafa Oafs
O3f1 O3fa O3f3

V x f = rot f
) i kK 0, f3—0. fo
O ay 0, | = azflfasz =rot f
i fo fs O fo—0y f1

Hazinak:
rot(grad f) =0 Vf

Adiv(grad f) = 07 f + 05 f + 05 f

Erdemes megnézni az Integralatalakito tételeket:
Gauss-tétel, és Stokes tétel



