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utóirat:

A jegyzet teljesen ingyen használható, de a köszisöröket szivesen fogadom,
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1. Integrálás:

1.1. Racionális törtfüggvények:

" polinom
polinom" Ezeket mindig lehet integrálni, az ilyen primitív függvénye

meghatározható.

Ellenpélda
∫

e−x
2

Ez szimpatikusan néz ki, mégsem lehet kiszá-
molni!

1.
∫

1
ax+b

pl.:
∫

1

x
= ln(x) + c

∫

1

x+ 3
= ln |x+ 3|+ c

∫

1

2x− 8
=

1

2
· ln(2x− 8) + c

2.
∫

cx+d

ax+b
pl.:

∫

x+ 2

x+ 1
=

∫

x+ 1 + 1

x+ 1
=

∫

x+ 1

x+ 1
+

1

x+ 1
dx = x+ ln(x + 1) + c

∫

3x+ 1

2x+ 3
= 1

∫

(2x+ 3) · 3
2 − 7

2

2x+ 3
=

∫

3

2
−

7
2

2x+ 3
dx =

3

2
x− 7

2
· 1
2
ln(2x+ 3) + c

3.
∫

1
(x−a)(x−b) pl.:

∫

3

x2 + x− 2
2 =

∫

3

(x− (−2)) · (x− 1)
=

∫ −1

x+ 2
+

1

x− 1
dx3 = − ln(x+2)+ln(x−1)+c = ln

x− 1

x+ 2
+c

4.
∫

cx+d

(x−a)(x−b) pl.:
∫

3 + x

2 + 3x− 2x2
= 4

∫

3 + x

(2− x)(2x+ 1)
=

∫

A

2− x
+

B

2x+ 1
dx

1a 3

2
azért kell, hogy a 3x stimmeljen, a7

2
hogy az 1 stimmeljen

2 −b±

√
b2−4ac

2a
⇒ x1 = −2 x2 = 1

3(közös nevez̋ore hozás)
42 + 3x− 2x2 = 0 x1 = 2 x2 = 1

2

Trükk: a kibontottat beszorzom−2-vel −2(x − 2)(x + 1
2 ) így ki

is jön. A szétbontás kódneve:parciális törtekre bontás.

A(2x+ 1) +B(2− x) = 3 + x(2A−B)x+A+ 2B = 3 + x

2A−B = 1 A+ 2B = 3

A = 1 B = 1

=

∫

1

2− x
+

1

2x+ 1
= − ln(2− x) +

1

2
ln(2x+ 1) + c

5.
∫

1
(x−a)2 pl.:

∫

1

x2
= − 1

x
+ c

6.
∫

cx+d

(x−a)2 pl.:

∫

2x+ 3

(x− 1)2
=

∫

(x− 1) · 2 + 5

(x− 1)2
=

∫

2

x− 1
+

5

(x − 1)2
dx = 2 ln(x− 1)− 5

x− 1
+ c

7.
∫

1
(x−c)2+d

pl.:
∫

1

x2 + 1
= arctg(x) + c

∫

1

x2 + 4
=

∫

1

4
· 1

(x2 )
2 + 1

=
1

4
· 2 · arctg(x

2
)

∫

1

x2 + 3
=

1

3
·
∫

1

( x√
3
)2 + 1

=
1

3
·
√
3 · arctg( x√

3
)

∫

1

x2 − 2x+ 2
=

∫

1

(x− 1)2 + 1
= arctg(x− 1)

A megoldás menete:A valós gyököket kell ellen̋orizni. Ha van 2 darab
valós gyök, lásd 4. példa, ha 1 db van ld. 5. ha nincs ld. 7.

8.
∫

ax+b

(x−c)2+d2 pl.:

∫

2x

1 + x2
Felismerhet̋o, hogy ez

f ′

f
tipusú!

∫

2x+ 3

1 + x2
=

∫

2x

1 + x2
+

3

1 + x2
= ln(1 + x2) + 3 arctg(x) + c

∫

x+ 3

1 + x2
=

∫

2x · 1
2 + 3

1 + x2
=

1

2
ln(1 + x2) + 3 arctg(x)

1



1.2. Gyökös függvények integrálása
∫ √

ax2 + bx+ c

Más fokúra nincs általános képlet!

1. a < 0 pl.:
∫

√

1− x2 = 5

∫
√

1− sin2(t) cos dt6 =

∫

cos2(t)dt

Két lehetséges megoldási út:

• cos(2t) = cos2(t)− sin2(t)

• cos2(t) = cos(t) · sin′(t)
∫

cos2(t) =

∫

cos(t)·sin′(t) = cos(t)·sin(t)−
∫

− sin(t)·sin(t)

= cos(t) · sin(t) +
∫

sin2(t) = cos(t) · sin(t) +
∫

1− cos2(t) =

cos(t) · sin(t) + t−
∫

cos2(t)dt

Összevonva:

2

∫

cos2(t) = cos(t) · sin(t) + t

Ezt a legelejére visszahelyettesítve:
∫

√

1− x2dx =

∫

cos2(t)dt =
cos(t) · sin(t) + t

2
=

1

2

√

1− x2 · x+
1

2
arcsin(x)

Summázva:
∫

√

1− x2 =
1

2
x
√

1− x2 +
1

2
arcsin(x)

pl.:

∫

√

4− x2dx = 2

∫

√

1− (
x

2
)2 = 7

2

∫

√

1− t22dt = x

√

1− (
x

2
)2 + 2 arcsin

√
x2

∫

√

3− 2x− x2 =

∫

√

4− (x+ 1)2 =

2

∫

√

1− (
x+ 1

2
)2t =

x+ 1

2
2dt = dx

∫

√

3− 2x− x2 =

∫

√

4− (x+ 1)2 =

2

∫

√

1− (
x+ 1

2
)2t =

x+ 1

2
8

5(x = sin(t)már volt!)
6(dx

dt
= cos(t))

7
x = 2t

82dt = dx

4

∫

√

1− t2dt =

2. a > 0, ∃ valós gyök: pl.:
∫

√

x2 − 1 ch2 −1 = sh2 =

∫

sh(t) · sh(t)dt =
∫

sh(t) · ch′(t)

3. a > 0∄ valós gyök pl.:
∫

√

x2 + 1 =

∫

ch(t) · ch(t)dt

2
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Inpropius integrál

Motiváló példák:

1.
1∫

0

1
x
dx

A rendes Riemann-integrál miért nem használható?
Azért, mert a Riemann-integrál korlátos függvényekre van
értelmezve, az1

x
pedig nem korlátos a(0, 1) intervallumban.

A kiszámítási módszer(Newton-Liebnitz) sem működik.

1∫

0

1

x
dx = [lnx]

1
0 = ln 1 − ln 0

Itt baj van, ugyanisln 0 = −∞, így az eredmény végtelen.
Jelenleg ez megoldhatatlan.

2.
∞∫

0

e−xdx

Az a baj, hogy az integrált eddig csak korlátos intervallumon
értelmeztük

∞∫

0

e−xdx =
[
e−x

]1

0
= −e−∞ −

(
−e−0

)
= 0 − (−1) = 1

Ez se stimmel.

Cél:

Definiáljunk integrált nem korlátos

{
intervallumra (1)
függvényre (2)

I.

Korlátos függvény integrálja nem korlátos intervallumon.
Def.: Legyenf : [a, +∞) → R olyan, hogy Riemann-integrálható
[a, b]-n,∀b > a-ra.
Az f függvénynek∃ az [a,∞) intervallumon inpropius integrálja , ha ű

∃ lim
b→∞

b∫

a

f(x)dx

Ennek jele:
+∞∫

a

f(x)dx

Hasonlóan:
b∫

−∞

f(x)dx = lim
a→−∞

b∫

a

f(x)dx

Példák:

•
∞∫

0

e−xdx = lim
b→∞

b∫

0

e−xdx = lim
b→∞

[−e−x]
b

0 =

= lim
b→∞

(
−e−b− (−e−0)

)
= 0 − (−1) = 1

•
∞∫

1

1

x
dx = lim

b→∞

b∫

1

1

x
dx = lim

b→∞
[lnx]

b

1 =

= lim
b→∞

[ln b − ln 1] = ∞

•
∞∫

1

1

x2
dx = lim

b→∞

b∫

1

1

x2
dx = lim

b→∞

[

− 1

x

]b

1

=

= lim
b→∞

[

−1

b
−
(

−1

1

)]

= 1

0

1

2

0 1 2 3 4

Érdekes hogy a pirossal jelölt terület (x2) véges, a kékkel jelölt (x)
végtelen

1



∞∫

1

1
xα

dx Milyen α értékre véges?

α 6= 1

∞∫

1

1

xα
dx = lim

b→∞

b∫

1

1

xα
dx = lim

b→∞

[

− x1−α

1 − α

]b

1

=

= lim
b→∞

(
b1−α

1 − α
− 11−α

1 − α

)

Haα > 1 0 − 1
α−1

Haα < 1 ∞

Def.: Az
∞∫

a

f(x)dx inpropinus integrált konvergensnek nevezzük, ha

véges. Ha divergens, akkor vagy végtelen, vagy nincs limes.
pl:

∞∫

1

1
x2 dx konvergens

∞∫

0

e−xdx konvergens
∞∫

2

1
x2 dx konvergens

∞∫

1

1
x
dx divergens

∞∫

0

exdx divergens
∞∫

0.3

1
x
dx divergens

∞∫

1

1√
x
dx divergens

∞∫

0

sinxdx divergens
∞∫

2

1
x
dx divergens

Tanulság: Az alsó határ a konvergens-divergens kérésben nem
számít.

nehéz kérdések:

•
∞∫

0

e−x2

dx

0

1

2

0 1 2 3 4

Látható, hogye−x alatt van, hax > 1
Tudjuk, hogy :

∞∫

0

e−xdx konvergens

⇓
∞∫

1

e−xdx konvergens

⇓
∞∫

1

e−x2

dx konvergens

⇓
∞∫

0

e−x2

dx konvergens

•
∞∫

0

e−x2

dx =?

= lim
0→∞

∞∫

0

e−x2

dx = lim
0→∞

[?]b0

Képlettel nem adható meg a primitív függvény.

Kiderül:
∞∫

0

e−x2

dx =
√

π

2





∞∫

−∞

∞∫

−∞

e−(x2+y2)dx, dy = π2



 1

•
∞∫

0

sin x
x

dx

•
∞∫

0

e−x sinxdx

•
∞∫

0

sin(x2)dx

A gyökök
√

k · π egyre sűrűbben jönnek, ezért konvergens lesz.

II

Intervallum korlátos, de a függvény nem korlátos.
pl.:
1∫

0

1
x
dx

Def.:
Legyenf : [a, b) → R olyan, hogy azf : [a, c] intervallumon Riemann-
integrálható∀c ∈ (a, b)-re

f inpropius integrálható[a, b)-n, halim
c→b

c∫

a

f(x)dx ∃ ekkor

b∫

a

f(x)dx = lim
c→b

c∫

a

f(x)dx

Ha aza-nál van baj, akkor

b∫

a

f(x)dx = lim
c→a

b∫

c

f(x)dx

b∫

c

f(x)dx inpropius integrál konvergens, ha∃ lim és véges.

pl.:

1∫

0

1

x
dx = lim

c→0+

1∫

c

1

x
dx = lim

c→0+
[lnx]

1
c =

lim
c→0+

( ln 1
︸︷︷︸

0

− ln c) = +∞

1∫

0

1√
x

dx = lim
c→0+

1∫

c

x− 1
2 dx = lim

c→0+
[]10 = lim

c→0+

(

1 −
√

0
1
2

)

= 2

1polárkoordináta

2
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1. Függvénysorozatok és függvénysorok:

1.1. Függvénysorozat fogalma:

pl.: fn(x) = xn n = 1, 2, 3, . . .

1

Ez egy függvénysorozat

x n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 konvergencia

fn
(

1
2

)

1
2

1
22

1
23

1
24 konvergens

fn(
1
3 )

1
3

1
32

1
33

1
34 konvergens

fn(1) 1 1 1 1 divergens

fn(2) 2 22 23 24 divergens

fn(−2) −2 −22 −23 −24 nem tart sehova

Hax-et fixáljuk, akkor egy számsorozatot kapunk.
Hol lesz konvergens, hol lesz divergens?
Hax ∈ (−1, 1 ] akkorfn(x) konvergens∃ lim és véges.

Def.: Legyenekfn : R → R függvények.n = 1, 2, . . . Ezt függvény-
sorozatnak nevezzük.

Def.: LegyenfnR → R egy függvénysorozat. Ennek konvergenciahal-
mazaKH(fh) = {x ∈ R : fn(x)számsorozat konvergens}
pl.:

fn(x) = xn ⇒ KH(fn) = (−1, 1]

Def.: Az fn függvénysorozat, az f függvényhez tart pontonként, ha
lim
n→∞

= f(x)∀x ∈ KH(fn)

Kérdés? örökli-e azf (limes-/határfüggvény) azfn tulajdonságait?
Folytonosság, derivált, integrál?

ffn

Válasz: Általában nem igaz, de néha igen. Mikor?
Folytonosság bukott, integrál:

1

1
n

1
∫

0

fn(x)dx = 1−
1

2n

1
∫

0

f(x)dx = 1

Tehát:

lim
n→∞

1
∫

0

fn(x)dx = 1−
1

2n
=

1
∫

0

f(x)dx = 1

1



1

2
n

1
n

1
∫

0

fn(x)dx =
2

n
· 1 ·

1

2
= 1∀n

1
∫

0

f(x)dx = 0

Def.: azfn függvénysorozat egyenletesen tart azf függvényhez egyH
halmazon, ha∀ε > 0∃N ∈ N hogy|fn(x)−f(x)| < ε∀n ≥ N∀x ∈ H

x fix. ∀ε∃N ∈ R hogy|fn(x) − f(x)| < ε∀n ≥ N

H

fn

fn − ε

fn + ε

AZ egyenletes konvergenciánálN nem függx-től, míg a pontnál magát
x-et választom, és hozzá egy küszöbindexet
pl.:
fn(x) = xn

fn(x) = xn függvénysorozat egyenletesen tart azf(x) = 0 függvény-
hez aH [0, 12 ] halmazon

H

H=[0,1] már nem
H = [ 0, 1 ) nem egyenletesen tartf -hez!

deH = [ 0, q ) igen haq < 1

Mindenfn kilóg azε cs̋oből.

Tétel: Legyenekfn-ek folytonos függvények, és aH-n egyenletesen
konvergálnak azf hez, akkor azf is folytonos aH-n.

Tétel: Legyenekfn-ek Riemann integrálhatók egy[a, b]-n és egyen-
letesen konvergálnak az[a, b] intervallumon azf -hez, akkor azf is
Riemann integrálható, és

lim
n→∞

b
∫

a

f(x)dx =

b
∫

a

f(x)dx

Másképp:

lim
n→∞

b
∫

a

f(x)dx =

b
∫

a

lim fn(x)dx

lim és
∫

felcseréleht̋o, ha egyenletes a konvergencia.

2. Függvénysorok:

Mi a
sor sorozat
⇓ ⇓

∑

an an
Ugyanez a függvénysornál is:

Def.: Legyenfn egy függvénysorozat. Az ezekből képezett függvény-
sor:
∑

fn az
Sn = f1 + f2 + fn

függvénysorozat.

Def.: a
∑

fn függvénysor konvergenciahalmaza:

KH(
∑

fn) = {x ∈ R

∑

fn(x)konvergens számsor.}
∑

fn sor összegfüggvénye:

f(x) =

∞
∑

n=1

fn(x)

pl.: fn(x) = xn

s1(x) = x1, s2(x) = x1 + x2 . . .

∑

fn(x) milyenx-re konvergens?

KH(
∑

fn) = (−1, 1)
∑

fn függvénysor egyenletesen konvergens aH halmazon, haSn =
f1 + f2 + fn függvénysorozat egyenletesen konvergens aH halmazon.
Fontos speciális függvénysor:
hatványsor:
LegyenCn egy számsorozat, és legyena ∈ R egy szám.

∑

cn · (x − a)n

2



függvénysorta közepű hatványsornak nevezik.

∑

xn Cn = 1 a = 0

pl.:
∑

x
n

n
KH =?

x =
1

2
∑ 1

n
·
1

2n

ez konvergens, mert< 1
2n Tehát(−1, 1) benne van aKH-ban-

x = 2
∑ 2n

n

ez er̋osen divergens:x = 1
∑ 1

n
divergens

x = −1
∑ (−1)n

n
ez konvergens

3
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1. Hatványsorok és Taylor sorok:

Def.: Hatványsor: ilyen függvénysor
∑

cn · (x− a)n

cn adott számsorozat(együtthatók)
a ∈ R adott hatványsor közepe
pl.:

∑
xn cn = 1 a = 0

∑
n · xn cn = n a = 0

∑
x
n

n! cn = 1
n! a = 0

Alapkérdés:
Konvergenciahalmaz (KH) milyenx-re konvergens?

pl.:

∑
xn

x = 1
2 ⇒ konvergens

x = 2 → divergens

Általában milyenx-re konvergens?
Használjuk a gyökkritériumot.

∑
ansor

{
konvergens, ha lim n

√
an < 1

divergens, ha lim n

√
an > 1

∑

xnpéldáján:an = xn

n

√

|an| = |x|
Ha negatívok is vannak akkor megnézzük az abszolultértékessort.

lim n

√

|an| = |x|
{

konvergens, ha |x| < 1
divergens, ha |x| ≥ 1

pl.:

∑
n · xn milyenx-re konvergens?

an = n · xn

n

√

|an| = n

√
n|x|

lim
n→∞

n

√

|an| = 1 · n|x|

Nehéz, hogylim
n→∞

n

√
n = 1

Gyökkritérium azt mondja meg, hogy

ha

{
|x| < 1 akkor

∑
n · xnkonvergens

|x| ≥ 1 akkor
∑

n · xndivergens

Általános eset:
∑

cn · (x− a)n milyenx-re konvergens?

an =
∑

cn · (x− a)n

n

√

|an| = n

√
cn · |x− a|

Kell ennek a sorozatnak a limese.

lim
n→∞

n

√

|an| = lim
n→∞

n

√
cn · |x− a| < 1

hogy konvergens legyen

|x− a| < 1

lim n

√
cn

Def.:

∑
cn · (x− a)n hatványsor konvergenciasugara:

R =
1

lim n

√
cn

(ha alim = 0,⇒ R = ∞)

|x− a| < R ⇐⇒ x ∈ (a−R, a+R)
︸ ︷︷ ︸

enneka a közepe

Hogyha azx a-tól legfeljebbR távolságra van akkor konvergens.

Ezt fogalmazza meg a tétel:

(Cauchy-Hadamard) Tétel:

A
∑

cn(x− a)n hatványsor konvergenciahalmazára fennál:

(a−R, a+R) ⊂ KH ⊂ [a−R, a+R]

ahol

R =
1

lim n

√
cn

Azért sugár, mert ez komplex számmokkal is szépen működik.
Bizonyítás fennt.

Megj.: Az intervallum végpontjai benne lehetnekKH-ban, de ezcn-től
függ. (a tétel arról nem szól, ha x pont a határon van)

1



pl.:

∑

xn cn = 1 a = 0

R =
1

lim n

√
1
= 1

(−1, 1) ⊂ KH ⊂ [−1, 1]

végpontok:
(−1)n (nem tart sehova)
1n divergens (∞-hez tart.)

KH = (−1, 1)

∑ xn

n2
cn =

1

n2
a = 0

R =
1

lim n

√
1
n2

= 1

segítség:

lim
n

√

1

n2
= lim

n

√
1

n

√
n2

= lim
n

√
1

( n

√
n)2

=
1

12
= 1

(−1, 1) ⊂ KH ⊂ [−1, 1]

végpontok:

x = 1 ⇒
∑ 1

n2
konvergens

x = −1 ⇒
∑ (−1)n

n2
konvergens

KH = [−1, 1]

∑ xn

n
cn =

1

n
a = 0

R =
1

lim n

√
1
n

= 1

(−1, 1) ⊂ KH ⊂ [−1, 1]

végpontok:

x = 1 ⇒
∑ 1

n
divergens

x = 1 ⇒
∑ (−1)n

n
konvergens

KH = [ − 1, 1 )

Def.:

Legyen
∑

cn(x− a)n egy hatványsor. A hatványsor függvénye:

f(x) =

∞∑

0

cn(x− a)nx ∈ KH

pl.:

∑
xnf(x) =?

x ∈ (−1, 1)

N∑

0

xn = 1 + x+ x2 + . . . xN = 11 · x
N+1 − 1

x− 1

∞∑

n=0

xn = lim
N→∞

(

N∑

0

xn) = lim
N→∞

1 · x
N+1 − 1

x− 1
2 =

1

1− x

∞∑

n=0

xn =
1

1− x

Ötlet:
∑

nxn összegére:

∞∑

n=0

xn =
1

1− x

Deriváljuk! Kés̋obb megnézzük hogy szabad-e. . .

∞∑

n=0

nxn−1 =
−− 1

1− x

2
/

· x

∞∑

n=0

nxn =
1

1− x

n

pl.:

∞∑

n=0

n

2n
=

1

2
+

2

4
+

3

8
+

4

16
+ . . .

Ez hagyományos módszerrel esélytelen. . .

1
2

(1− 1
2 )

2
=

1

2
× 1

4
= 2

Igaz-e hogy:(
∑

fn)′ =
∑

fn′?
Ez nem mindig igaz! Kulcsszó: egyenletes konvergencia
Tétel:

Legyen
∑

cn(x − a)n egy hatványsor
Legyen az összegfüggvény

f(x) =

∞∑

n=0

cn(x− a)n, x ∈ KH

Ekkor f akárhányszor deriválható, és tagonként lehet a sort deriválni,
azaz

f ′(x) =
∞∑

n=1

cnn(x− a)n−1(·1)

f ′′(x) =

∞∑

n=2

cnn(n− 1)(x− a)n−23

1mértani sorozat
2
x
N+1

0-hoz tart, kicsi a sokadikon
31-től illetve 2-től, hiszen az 1 ill. 2 tag 0 lesz.

2



2. Az összegfüggvény és az együtthatók
kapcsolata:

Legyen:

f(x) =

∞∑

n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .

f(a) = c0

f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + . . .

f ′(a) = c1

f ′′(x) = 2c2 + 6c3(x− a) + 4 · 3(x− a)2 + . . .

f ′′(a) = 2c2

f ′′′(a) = 6c3

Rájövünk, hogy:
1c0 = 0!c06c3 = 3!c3

Tétel:

Legyen

f(x) =
∞∑

n=0

cn(x− a)n ⇒ f (n)(a) = cn · n!

2.1. Taylor sor:

Eddig adott volt:

cn és(a),⇒
∑

cn(x− a)n

Ebből legyen:

f(x) =

∞∑

n=0

cn(x− a)n

Érdekes: azf (n)(a) visszaadja acn-t
Most legyen adott:

fR → R

,
a ∈ R

akárhányszor deriválható.
Legyen most

cn =
f (n)a

n!
∀n

Nézzük
f(x) =

∑

cn(x− a)n

hatványsort
Def.:

Az f függvénya közepű Taylor sora:

∑ f (n)a

n!
(x− a)n

Kérdés:KH =? valamint összegfüggvény
(de ezt nem illikf -el jelölni!)

Jó lenne, ha az összegfüggvény egyenlő lennef -el.
pl.:

f(x) =
1

1− x
= (1− x)−1 legyena = 0

f (n) f (n)(a)
f(x) = (1− x)−1 c0 = 1

f ′(x) = −1(1− x)−2 − 1 c1 = 1
f ′′(x) − 2(1− x)−3 − 1 c2 = 2
f ′′′(x)− 6(1− x)−4 − 1 c3 = 6

f (n)(a) = n!

cn = 1

A kapott hatványsor:
∑

xn

Ismert:
KH = (−1, 1) összegfüggvény: 11−x

Visszakaptuk azf -et, de csak(−1, 1)-re! Az f értelmezve voltR/1-re,
az összegfüggvény(−1, 1)-en és ott =f

2.2. Fontos Taylor sorok:

f (n) f (n)(a)
f(x) = ex c0 = 1
f ′(x) = ex c1 = 1
f ′′(x) = ex c2 = 1

2
f ′′′(x) = ex c3 = 1

6

Általánosan:

cn =
1

n!

ex Taylor sora
∑

x
n

n!
KH , összegfüggvény?

R =
1

lim n

√
1
n!

= ∞

Segítség:
n

√
n! = ∞

Magyarul: akármit írok be, konvergens lesz.

Hányadoskritériummal kijön aKH
KH = R (0 közepű jobbra-balra végtelen intervallum)

∑ xn

n!
∀x-re konvergens

Mi az összegfüggvény?
Taylor polinom, Lagrange maradéktaggal.Tétel:
∀x ∈ R esetén

∞∑

0

∑ xn

n!
= ex

3



biz: Lagrange maradéktag.
Tétel:

f (n) f (n)(a)
f(x) = sin(x) c0 = 0
f ′(x) = cos(x) c1 = 1

f ′′(x) = − sin(x) c2 = 0
f ′′′(x) = − cos(x) c3 = −1

∀x ∈ R esetén:
∞∑

0

(−1)n · x2n+1

(2n+ 1)!

f (n) f (n)(a)
f(x) = cos(x) c0 = 1

f ′(x) = − sin(x) c1 = 0
f ′′(x) = − cos(x) c2 = −1
f ′′′(x) = sin(x) c3 = 0

∀x ∈ R esetén
∞∑

0

(−1)n · x2n

(2n)!

Taylor sor=∞ fokú Taylor polinom

4
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Trigonometrikus és Fourier sorok:

A hatványsor és Taylor sor ismétlése:

1. A hatványsor fogalma:
∑

Cn(x− a)n

2. Konvergenciahalmaz:(a−R, a+R) intervallum CH képlet

3. Összegfüggvény és együtthatók kapcsolata

f(x) =

∞∑

n=0

Cn(x− a)n Cn =
fn(a)

n!

4. f Taylor sora:
∑ fn(a)

n!
(x− a)n

5. példák:ex, sin(x), cos(x) ∀x-re egyenl̋o

Trigonometrikus sor:

1. Trigonometrikus sor definíciója:

a0

2
+
∑

an · cos(nx) + bn · sin(nx)

2. A konvergenciahalmaza nehéz, úgyhogy itt nem tárgyaljuk

3. Legyen:

a0

2
+
∑

an · cos(nx) + bn · sin(nx) = f(x)

valamilyenx-ekre ahol ez konvergens

• Hogyan szedjük kiam-t ésbn-t?

4. Előkészület:
π∫

−π

cos(nx) · sin(kx)

és hasonlók kiszámítása:

•
π∫

−π

sin(kx) = 0∀ k-ra

π∫

−π

cos(nx) =

{
2π, hak = 0
0, hak 6= 0

•

cos(α+ β) = cos(α) cos(β) − sin(α) sin(β)

+ cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)

cos(α) cos(β) = 1

2
(cos(α− β) + cos(α+ β))

cos(α+ β) = cos(α) cos(β) − sin(α) sin(β)

− cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)

− sin(α) sin(β) = 1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β))

sin(α+ β) = sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β)

+ sin(α− β) = sin(α) cos(β) − cos(α) sin(β)

sin(α) cos(β) = 1

2
(sin(α− β) + sin(α+ β))

•
π∫

−π

cos( nx
︸︷︷︸

α

) · sin( kx
︸︷︷︸

β

) =

1

2

π∫

−π

(sin [(k + n)x] + cos [(k − n)x]) dx =

1

2
·

[
− cos(k + n)x

n+ k
+

− cos(k − n)x

k − n

]π

−π

= 0

Mert acos függvény periodikus2π-n ként.

π∫

−π

cos( nx
︸︷︷︸

α

) cos( kx
︸︷︷︸

β

) =

1

2

π∫

−π

(cos [(k + n)x] + cos [(k − n)x]) dx =

=







2π, han = k = 0
π, han = k 6= 0
0, minden más esetben

π∫

−π

sin(nx) sin(kx) =

{
π, han = k 6= 0
0, midnen más esetben

1



•

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(nx) + bn sin(nx)

/

· sin(kx);

π∫

−π

π∫

−π

f(x) · sin(kx) =
a0

2

π∫

−π

sin(kx)dx
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∞∑

n=1



an ·

π∫

−π

cos(nx) sin(kx)dx+

bn ·

π∫

−π

sin(nx) sin(kx)dx



 =

A kérdés az egyenletes konvergencia.

= bk · π =
1

π

π∫

−π

f(x) sin(kx)dx

π∫

−π

f(x) cos(kx)dx = πak

ak =
1

π
·

π∫

−π

f(x) · cos(kx)dx

k ∈ N

TÉTEL:

Most nem írjuk le, de meg lehet fogalmazni.
Most azf adott.

Def.: Legyenf 2π szerint periodikus függvény (vagy adott(−ππ)-

n és legyenak = 1

π
·

π∫

−π

f(x) · cos(kx)dx és = bk · π =

1

π

π∫

−π

f(x) sin(kx)dx

Az f függvény(−ππ) intervallumhoz tartozó Fourier-sora:

a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(nx) + bn sin(nx)

Def.: Az f függvény Fouriet-sora sorba fejthető (−ππ)-n, ha a Fo-
uriet sora ott konvergens, és előállítj f -et, azaz:

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(nx) + bn sin(nx)

∀x ∈ (−ππ)

Megj.:Itt sok matematikai tétel van.

5. Példa:

-1

1 π−π

bk =
1

π

π∫

−π

f(x) sin(kx)dx =

−1

π

0∫

−π

f(x) sin(kx)dx +
1

π

π∫

0

f(x) sin(kx)dx =

−1

π

[
− cos(kx)

k

]0

π

+
1

π

[
− cos(kx)

k

]π

0

=

1

kπ
[cos(k · 0)− cos(k · π)]−

1

kπ
[cos(k · π)− cos(k · 0)] =

1

kπ

(
1− (1)k

)
−

1

kπ

(
(1)k − 1

)
=

2π

k
−

2π

k
(1)k =

{
0, ha "k" páros
4

kπ
, ha "k" páratlan

ak = 0 ∀k
Mert f páratlan függvény.
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Többváltozós függvények:Rn

Def.:
R

n = R×R× · · · ×R
︸ ︷︷ ︸

n db

R
n tér elemei szám n-esek(n dimenziós vektorok)
pl: x = (x1, x2, . . . , xn) xi ∈ R∀i
R

n-ben műveletek:
x, y ∈ Rn

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

x ∈ Rn, c ∈ R
c · cx = (cx1, cx2, . . . , cxn)

x ∈ Rn hossza:
Megjegyzés: a hosszra sokféle definíció van.

|x| =
√

(x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n) P = 2

||x|| =
∞∑

i=1

|xi| P = 1

||x||p = p

√
∞∑

i=1

|xi|p P ≥ 1

Ezek metrikát definiálnak

P = 2
b

s =
{
y ∈ R2 ||y||2 = r

}

P = 1
b

s =
{
y ∈ R2 ||y||1 = r

}

P = ∞
b

|x|+ |y| = r

Többváltozós függvény:
Legyenf : Rn → R

1 többváltozós függvény
pl.:

f(x1, x2)=x1 + x2 n = 2 k = 1
f(x1, x2)=(x1 · x2; e

x1 · cos(x2)) n = 2 k = 2
f(x1, x2, x3)=(x1 + x2

2;x1 + x3) n = 3 k = 2

Haf : Rn → R
k ⇒ f1, fn, . . . fk koordinátafüggvényei

fi : R
n → R

1 f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x), . . . , fn(x))

pl:
f1(x1, x2, x3) = x1x

2
2 f2(x1, x2, x3) = x1 + x3

Többváltozós függvény ábrázolása:

• R→ R eset
(x, f(x)) ∈ R2

pontokat összegyűjtük

x

f(x)

• R2 → R eset
(x, f(x)) ∈ R3

a pontok egy felületet alkotnak.
vízszintes:R2

függüleges:R

y

x

z

y0
x0

Pl.: x2 + y2

(x)

(y)

• Egyszerűsített ábrázolás:
Szintvonalak

1



1√
2

2

Az előző példánál is hasonló, de mások a számok.

• R3 → R eset
(x, f(x)) ∈ R4 Nehéz ábrázolni, szintvonalas csakR3-hez kell
pl: f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 szintfelületei.
f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = c

b

c

• R4 → R itt semmi sem segít.

• R→ R
2

(x, f(x)) ∈ R3 pontokat gyűjtünk
pl.: f(x) = (cos(x), sin(x)) x ∈ R

f1

f2

f1(x)

f2(x)

x

Jobbra a rendes, balra az egyszerűsített ábrázolás

• R→ R
3

(x, f(x)) ezt már nem rajzoljuk, de az egyszerűsített rajzR3-ban
van, és ez egy görbe a térben.
f(x) = (x, cos(x), sin(x)) ennek az egyszerűsített rajza az előbbi
csavarvonal.

• R
2

︸︷︷︸

C

→ R
2

︸︷︷︸

C

eset, ez nagyjából reménytelen.

• R3 → R
3

pl: gravitációs er̋otér.
Matematikus ezt vektormezőnek hívja.

(NagyságaγMm
r2

iránya M felé)

f(x) = −x · M ·m
|x|3 γ

f1(x1, x2, x3) =
−Mmγ

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3

2

x1

f1 : R3 → R

Határérték és folytonosság többváltozós függvényekre:

Legyenf : Rn → R
k

Def.: lim f(x) = A

Ez mit jelent?

Az f függvény határértéke aza ∈ Rn pontbanA ∈ Rk, ha
∀ε > 0 ∃δ > 0, hogy|x− a| < δ, ésx 6= a ⇒ |f(x)−A| < ε

A

δ

x

f(x)

R
k

R
n

Def.: azf függvény folytonos aza ∈ Rn pontban, ha
∀ε > 0 ∃δ > 0, hogy|x− a| < δ és|f(x)− f(a)| < ε.

Többváltozós függvények deriválása:

Parciális derivált:

Def.: LegyenRn → R Az f függvény els̋o változó szerinti
parciális deriváltja azx ∈ Rn pontban:

∂1f(x) = lim
h→0

f(x1 + h, x2, . . . , xn))− f(x1, x2, . . . , xn))

h

Egy változó esetében volt:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

Az i-edik változó szerinti parciális derivált:

∂if(x) = lim
h→0

f(x1, . . . , xi + h, . . . , xn))− f(x1, . . . , xn))

h

Más jelöléssel:

∂if(x) =
∂f

∂xi

Példák:

• f(x1, x2) = x1 · x2

∂1f(x1, x2) = x2
︸︷︷︸

(c·x)′=c

∂2f(x1, x2) = x1

• f(x1, x2) = x1 + x2

∂1f(x1, x2) = 1
︸︷︷︸

(c+x)′=1

∂2f(x1, x2) = 1

2



• f(x1, x2) = x1 · ex2

∂1f(x1, x2) = ex2

∂2f(x1, x2) = x1 · ex2

• f(x1, x2) = x2
1 · x3

2 + 2x1 + x2

∂1f(x1, x2) = 2x1 · x3
2 + 2

∂2f(x1, x2) = x2
1 · 3x2

2 + 1

• f(x1, x2, x3) =
1√

x2

1
+x2

2
+x2

3

= (x2
1 + x2

2 + x2
3)

−
1

2

∂1f(x1, x2, x3) = −1

2
· (x2

1 + x2
2 + x2

3)
−

3

2 · 2x1 =

= −x1 ·
1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3

2

∂2f(x1, x2, x3) = −x2 ·
1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3

2

∂3f(x1, x2, x3) = −x3 ·
1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3

2

(∂1f, ∂2f, ∂3f) = − x

|x|3

Ez a gradiens (grad)

Furcsa példa:

f(x1, x2) =

{
0, hax1 · x2 = 0
1, minden más esetben

Folytonos-e a függvény(0, 0)-ban?
Ez nem folytonos. . .

∂1f(0, 0) = 0 ∂2f(0, 0) = 0
∂1f(1, 0) = 0 ∂2f(0, 1)
∂1f(0, 1) = ∄ ∂2f(1, 0) = ∄ lim

h→0

1−0
h

Ez a limes divergens, tehát nincs limese.
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Többváltozós függvények deriválása
Volt:
parciális derivált

f : Rn → R

∂if(x) = lim
h→0

f(x1, x2 . . . , xi + h, . . . xn)− f(x1, . . . xn)

h

Derivált vagy Jacobi mátrix:

Egy változós függvényf : R→ R

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

Most
f : Rh → R

az a baj a képlettel, hogyh ∈ f : Rn-el osztani kellene
Átalakítva:

0 = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h

h

Ha ez a határérték0, akkor az abszolultértéke is0!

0 = lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h|

|h|

Az abszolultértékes trükk csak akkor igaz, ha 0 a határérték, hiszen
±0 = 0 (de±2 6= 2)
f ′(x) · h ∈ R kell, különben nem jön ki! (szám - vektor!)

f ′(x) = ((. . . ), (. . . ), (. . . )
︸ ︷︷ ︸

n−darab

)

Def:
Legyenf : Rn → R Ezx ∈ Rn helyen differenciálható ha∃A ∈ R1×n

sormátrix, hogy

lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)−A · h|

|h|
= 0

Ekkorf ′(x) = A derivált/Jacobi mátrix
Honnan tudjuk az A mátrixot?
Próbáljuk meg néhány speciálish vektornálh = (1, 0, . . . , 0)t t ∈ R
(t, 0, . . . , 0) t → 0

x+ h = (x1t+ x2 + x3 + · · ·+ xn)|h| = |t|

A · h =
(
A1 . . . An

)
·





t

. . .

0



 = A1t

lim
t→0

|(x+ h)− f(x)−A1t|

|t|
=

lim
t→0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

f(x+ h)− f ′(x)

t
︸ ︷︷ ︸

∂1f(x)

−A1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

TehátA1 = ∂1f(x)
HasonlóanA2 = ∂2f(x)

Állítás:
Haf : Rh → R differenciálhatóx-ben⇒

f ′(x) = (∂1f(x), . . . , ∂nf(x)) = grad f(x)

Ez a kiszámítás módja
Bizonyítás a fenti
pl.:

f(x1, x2) = x1 · e
x2f : R2 → R

f ′(x1, x2) = (ex2 , x1e
x2)

Lineáris közelítés: Emlékeztető: n = 1

f : R→ R

x0

f(x0)
l(x)− f(x0)

l(x)− l(x0)

x− x0
= f ′(x0)

Másképp:
l(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0))

1

Ugyan ezt kellene többváltozósra?
n = 2

f : Rn → R

1f(x0 = l(x0)

1



Szeretnénk egyl(x, y) lineáris közelítést.

b

(x)
(y)

l(x, y) = f(x0, y0) + f ′(x0, y0) · (x− x0, y − y0)

l(x, y)f(x0, y0) + (∂1(x0, y0), ∂1(x0, y0)) ·

(
x− x0

y − y0

)

l(x, y) = f(x0, y0) + ∂1f(x0, y0) · (x− x0) + ∂2f(x0, y0) · (y − y0)

Ezt írjuk át síkegyenletbe:

z = f(x0, y0) + ∂1f(x0, y0) · (x− x0) + ∂2f(x0, y0) · (y − y0)

(tehátl(x, y) helyettz)

Legyenz0 = f(x0, y0)

0 = (∂1f(x0, y0), ∂2f(x0, y0),−1
︸ ︷︷ ︸

~n

) · (x− x0, y − y0 − z − z0
︸ ︷︷ ︸

r−r0

pl:
f(x, y)x2 + y2

(x)

(y)

(x0, y0) = (1, 2)-höz érint̋o síkot akarunk
y0 = f(x0, y0) = 12 + 22 = 5
A sík normálvektora:

~n = ∂1f(1, 2), ∂2f(1, 2),−1)

∂1f(1, 2) = 2x = 2

∂2f(1, 2) = 2x = 4

~n = (2, 4,−1)

[(2, 4,−1), (x− 1, y − 2, z − 5)] = 0

2(x− 1) + 4(y − 2)− (z − 5) = 0

2x+ 4y − z = 5

Derivált mátrixf : Rn → R
k

(eddig k=1 volt)
Legyenf : Rn → R

k Ez x ∈ R
h helyen differenciálható ha∃A ∈

R
k×n mátrix, hogy

lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)−A · h|

|h|
= 0

Ekkorf ′(x) = A Itt most vektorok vannak skalárok helyett!
Itt hogyan jön ki azA mátrix?
Állítás:
Haf : Rn → R

k differenciálhatóx-ben akkor

f ′(x) =







∂1f1(x) ∂2f1(x) . . . ∂nf1(x)
∂1f2(x) ∂2f2(x) . . . ∂nf2(x)
. . . . . . . . . . . .

∂1fk(x) ∂2fk(x) . . . ∂nfk(x)







Ez az igazi Jacobi mátrix
(ez előző is az volt, de az nem volt annyira szép mátrix) (itt most nincs
bizonyítás)

pl:

f(x1, x2) =

(
x1 · x2

sin(x1 + 3x2)

)

f : R2 → R
2

f1(x1, x2) = x1 · x2

f2(x1, x2) = sin(x1 + 3x2)

f ′(x) =

(
x2 x1

cos(x1 + 3x2) 3 cos(x1 + 3x2)

)

f(x) =





cosx
sinx
x





f : R1 → R
3

f ′(x) =





− sinx
cosx
1





Más jelölés:Df(x) = A

Lineáris közelítés:

f : Rn → R
kfüggvényre:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x) · h+ α(h)2

lim
|α(h)|

|h|
= 0

Olyan kicsi azα(h), hogy még egy kicsih-val leosztva is0-át ad
Más jelöléssel:

x = x0

h = x− x0

f(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) +�����α(x− x0)

α lehúzása a lineáris közelítés:

l(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0)

2ez kicsi

2



(eddig is ez volt, csak k=1-el)

l : Rn → R
k

Alkalmazás spec esetre:

n = 1(t)
k = 3(x, y, z)

(x) (y)

b

pl:




cos t
sin t
t





ennek a lineáris közelítése egy egyenes a térben.

l(t)f(t0) + f ′(t0) · (t− t0)

Konkrétan:

f ′(t)





− sin t
cos t
1





t0 = π-ben érint̋o




x

y

z



 =





−1
0
π)



+





0
−1
1



 · (t− t0)

x = −1
y = π − t

z =�π + t��−π

t ∈ R

Második derivált:
Egy változó eseténf ′′ nem más, mint(f ′)′

Han-változó van.

f : R→ R⇒ f ′(x) ∈ R1×n

Ez más tipusú mint azf
Jó hír:f ′ =: R1×n tekinthet̋o úgyRn

Ekkor:

f ′′(x) ∈ Rn×nf ′′ : Rn → R
n×n

pl:

f(x, y) = x3 + y4

R
2 → R

f ′(x, y) = (3x2, 4y3)f ′ : R2 → R
2

f ′′(x, y) =

(
6x 0
0 12y2

)

3



Széls̋oérték többváltozóban

Balog Dániel

2010.03.30.

Ugyanezt szeretnénkf : Rn → R esetén.

(Rn → R
k-ba nem akarjuk ugyanezt?

Nem, mertRk-ban nincs< jel.)

Def.:

Legyenf : Rn → R, a ∈ Rn lokális minimum,
ha∃δ > 0 |x− a| < δ ⇒ f(x) ≥ f(a).
Pl:

a

(n=2 a rajzon) ez egy szigorú lokális minimum

a

ez egy szigorú lokális maximum

> szigorú lokális minimum
≤ lokális maxikmum
< szigorú lokális maximum
széls̋oérték= min. ∪ max.

Tétel:

(Szükéges feltétel:) Haa ∈ R
n lokális széls̋o értékf : Rn → R

differenciálható függvénynek; akkor a∂if(a) = 0 ∀i = 1, . . . , n azaz
f ′(a) = 0

[Emlék: ∂1f(a), ∂2f(a),. . .,∂nf(a)]
(8 : 35) - "Állandó rettegésben élek, hogy egy vektor nem egyenlő-e5
számmal"

Nem bizonyítom, de rajzolok:

a

Elmeteszem egy síkkal,x1 vált
x2 = a2
x3 = a3
...

...
xn = an

a1

egyváltozós függvény, ennek van lokális minimuma
ez a görbe f(x1, a2, a3, . . . , an), ennek deriváltja 0, azaz
∂1f(a1, a2, a3, . . . , an) = 0

1



Pl:

f(x1, x2) = x2

1
+ x2

2

Kérdés sz. é. (szélsőérték):
∂1f(x1, x2) = 2x1 ∂2f(x1, x2) = 2x2

ezeket0-val egyenl̋ové teszem:
2x1 = 0 2x2 = 0
x1 = 0 x2 = 0

Széls̋oérték lehet(0; 0) pontban

Pl2:

f(x1, x2) = 1− x2

1 − x2

2

1

Kérdés sz. é.:
∂1f(x1, x2) = −2x1 ∂2f(x1, x2) = −2x2

−2x1 = 0 −2x2 = 0
x1 = 0 x2 = 0

Sz. é. lehet(0; 0) pontban

(8 : 47) - "Voltak mérnöki tanulmányaim.0 percig voltam mérnök,
tehát.."

Pl3:

f(x1, x2) = x2

1
− x2

2

nyereg felület

Kérdés sz. é.:
∂1f(x1, x2) = 2x1 ∂2f(x1, x2) = −2x2

2x1 = 0 −2x2 = 0
x1 = 0 −x2 = 0

Sz.é. lehet(0; 0) pontban, persze nincs sz. é.

Elégséges feltételf ′′ segítségével

Először a példákkal:

1. lokális minimum

f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 f : R2 → R

f ′(x1, x2) = (2x1; 2x2) f ′ : R2 → R
2×2

f ′′(x1, x2) =

(

2 0
0 2

)

f ′′ : R2 → R
2×2

2. lokális maximum

f(x1, x2) = 1− x2

1 − x2

2

f ′(x1, x2) = (−2x1,−2x2)

f ′′ = (x1, x2) =

(

−2 0
0 −2

)

∂1∂1f

∂2∂1f

3. nyereg

f(x1, x2) = x2

1 − x2

2

f ′(x1, x2) = (2x1,−2x2)
(

2 0
0 −2

)

(9 : 00) - "Az izgalmas résznél jön a reklám."

2



Tétel:

(Elégséges feltételn = 2 esetén):
Legyenf : R2 → R

2×2 differenciálható. Legyenf ′(a) = 0.

1. Ha detf ′′(a) > 0 és∂11f(a) > 0 ⇒ a-ban lokális minimum.
∂11f(a) = ∂1∂1f(a)

2. Ha detf ′′(a) < 0 és∂11f(a) < 0 ⇒ a-ban lokális maximum.

3. Ha detf ′′(a) < 0 ⇒ nincs sz. é. (nyereg)
Nem bizonyítom

Megjegyzés:

Ez megfogalmazhatóRn → R függvényre is.f ′′(a)
pozitív definit→ lok. min. negatív definit→ lok. max.
(< Ax, x >> 0 : ez a pozitív definit) - NEM KELL TUDNI

Pl:

f(x1, x2) = x3
1 + x3

2 − 3x1x2

Sz.é.=?

f ′(x1, x2) = (3x2
1 − 3x2, 3x

2
2 − 3x1)

3x2
1 − 3x2 = 0 és 3x2

2 − 3x1 = 0
x2

1
= x2 x2

2
= x1

x4

1
= x1 ⇒ x1(x

3

1
− 1) = 0







x1 = 1 x2 = 1

x1 = 0 x2 = 0

1

1

Sz. é. lehet:(0; 0) vagy(1; 1)

Most jön az elégséges feltétel:

f ′′(x1, x2) =

(

6x1 −3
−3 6x2

)

Beírjuk az egyik jelöltet és megnézzük mit kapunk:

f ′′(0; 0) =

(

0 −3
−3 0

)

→ detf ′′(0; 0) = 0−(−3)·(−3) = −9 < 0

(0; 0) nem sz. é.

f ′′(1; 1) =

(

6 −3
−3 6

)

→ det f ′′(1; 1) = 6 · 6 − (−3) · (−3) =

27 > 0
∂11f(1; 1) = 6 > 0 ⇒ (1; 1) lok. min.
HF: f(x1, x2) = x4

1
+ x2

2
+ 4x1x2; sz. é.=?

Primitív függvény (potenciál) többváltozós
függvényre

Emlék:

1-változóban
f : R → R

n adott, keresem:F : R→ R melyreF ′ = f , "F " primitív
függvénye "f "-nek.

Def:

Legyenf : Rn → R, F : Rn → R

primitív függvénye f-nek haF ′ = f

F ′ = (∂1F, ∂2F, . . . , ∂nF )
F ′ = Rn → R

n

Megjegyzés:

bajf : R2 → R
3 nincsF

PL:

f(x, y) = (2x+ y, x+ 2y) f : R2 → R
2

F =?
∂F
∂x

F (x, y) = 2x+ y
∂F
∂y

F (x, y) = x+ 2y
Ki az, akit "x" szerint deriválva2x+ y jön ki?

F (x, y) = x2 + xy + C

ez aC x szerint konstans, tehát akármilyeny függvény lehet.
(pl.:sin y utólag:C(y))

F (x, y) = x2 + xy + C(y)

3



∂F

∂y
F (x, y) = x+ C′(y) = x+ 2y

x+ C′(y) = x+ 2y/− x

C′(y) = 2y

C(y) =

∫

2y dy = y2 +K

F (x, y) = x2 + xy + C(y) = x2 + xy + y2 +K

Ez aK valódi konstans.

Megoldás:

F (x, y) = x2 + xy + y2 +K

Amikor nincsen, tehát Antipélda :)

f(x, y) = (−y, x)

∂1F (x, y) = −y ∂2F (x, y) = x

F (x, y) = −yx+ C(y)

−x+ C′(y) = ∂2F (x, y) = x

Baj: nem esik ki az "x" Nincs F

Ennek az er̋otérnek nincs potenciálja

Hogyan látszik "f "-en, hogy van primitív függvénye?

Levezetés(Bizonyítás):

F ′ = f ⇐⇒ ∂1F = f1, ∂2F = f2, . . . , ∂nF = fn
(két vektor egyenl̋o, ha koordinátáik egyenlőek)
ötlet:

∂1F = f1

deriválomx2 szerint
∂2∂1F = ∂2f1

∂2F = f2

deriválomx1 szerint
∂1∂2F = ∂1f2

(9 : 55) - "Ez egy matematikus volt. Először fiatal volt, aztán nem
tudom."

Tétel(Young):

szükséges feltétel primitív függvény létezésére
Legyen egy függvény, melynek második deriváltja létezik ésfolytonos.
Ekkor:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

Nem számít a sorrend.

Ebből következik:
Van egy függvényem, aminek szeretném kiszámítani a primitív függvé-
nyét. Ha∃ primitív függvény⇒ ∂i∂j = ∂j∂i ∀i,j = 1, . . . , n

Young-tételes felírásban:

∂fi

∂dj
=

∂fj

∂di

Pl:

f(x, y) = (−y, x)
∂1f2(x, y) = 1 ∂2f1(x, y)
1 6= −1
különböz̋oek⇒ nincsF

Megjegyzés:

R
3 → R

3 esetben ez a rotációmentességet jelenti

f ′ =
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�





∂1f1 ∂2f1 ∂3f1
∂1f2 ∂2f2 ∂3f2
∂1f3 ∂2f3 ∂3f3





Ha∃ primitív függvény, akkor ez a mátrix szimmetrikus.
rot = 0 ⇒ mátrix szimmetrikus

4



Kalkulus II

Balog Dániel

2010.04.13

Ívhossz és vonalintegrál:

Def.: Egyr : [a, b] → R
n függvényt nevezünk görbének azRn-ben.

• pl.:
r(t) = (t, 2t)t ∈ [0, 1]
r : [0, 1]R2

1

2

1

r(t) = (2t, 4t)t ∈ [0 1

2
] ugyanaz a rajz.

Ugyanaz a vonal többféleképpen paraméterezhető.

• pl.:
r(t) = (cos t, sin t)t ∈ [0, 2π]

1

−1

1−1

r(t) = (cos t, sin t)t ∈ [0, 4π]
Ugyanez a rajz, de minden pontot 2x rajzolunk meg

• pl.:
r(t) = (Rt−R sin t), R −R cos t)

b

Ez a pálya íve, a pálya az ún. ciklois

Ívhossz:

Legyenr : [a, b] → R
n

a t1 t2 t3 t4 t5 b
r(a) r(t1)

r(t2) r(b)

Hosszközelít̋o összeg:

σ(r, t1, t2, . . . , tn) =

n∑

i=1

|r(ti)− r(ti−1)|

Def.: az r görbének van hossza (rektifikálható) ha
sup{σ(r, t1, t2, . . . , tn) : n ∈ Ntitetsz̋oleges felosztás} véges.

A görbe hossza

l(r) = sup{σ(r, t1, t2, . . . , tn) : n ∈ Ntitetsz̋oleges felosztás}

• pl.: (az egyszerű):
r(t) = (t, 2t)t ∈ [0, 1]
σ = l(r) ∀ felosztásra
l(r) =

√
5

• pl.: (a furcsa)
r(t) = (t, sin 1

t
)t ∈ (0, 1]

itt a sup = ∞

Tétel:
Ha r differenciálható, ésr′ folytonos, akkor véges hossza van, és

l(r) =
b

inf
a
|r′(t)|dt

Ezt nem bizonyítjuk be.

• pl.:
r(t) = (cos t, sin t)t ∈ [0, 2π]

1

−1

1−1

1



r′(t) = (− sin t, cos t)
|r′(t)| =

√

(− sin t)2 + (cos t)2 = 1

l(r) =
2π∫

0

1dt = 2π

• Mazohista példa:
r(t) = (cos t2, sin t2)t ∈ [0,

√
2π] A kör ugyanaz, de ugyanaz e a

körív?

• pl.:
r(t) = (t, t2)t ∈ [−1, 1]

1

−1

1−1

• pl.:
r(t) = (t, R cos t, R sin t)t ∈ [0, 2π]

Vonalintegrál:

(munkavégzés egy görbe mentén)
Adott, r : [a, b] → R

n, f : Rn → R
n

a t1 t2 t3 t4 t5 b
r(a) r(t1)

r(t2) r(b)

Legyent∗i ∈ [ti−1, ti]
A vonalintegrál közelít̋o összege:

σ(r, f, t1, . . . , tn, t
∗

1, . . . t
∗

n) ==

n∑

i=1

〈f(r(t∗i )), r(ti)− r(ti−1)〉
︸ ︷︷ ︸

~F ·~s·cosα

Finomítjuk a felosztást, és megnézzük, hogy mihez tart.

Def: Az f függvénynek azr görbe mentén van vonalintegrálja, ha
∃I ∈ R, hogy∀ε > 0∃δ > 0, ha |ti − ti−1| < δ, akkor bármilyen
t∗i ∈ [ti, ti−1] választás esetén|I − σ()| < ε

Ez azI a vonalintegrál, jele:
∫

r

f = I

Tétel: (kiszámítás módja)
Har differenciálható, azr′ folytonos ésf (erőtér) is folytonos.

Ekkor∃
∫

r

=
b∫

a

〈f(r(t)), r′(t)〉 dt
Nem bizonyítjuk, ugyanis nehéz.

• pl:
r(t) = (cos t, sin t)t ∈ [0, 2π]

f(x, y) = x, y

Centrális er̋otér

∫

r

f =

2π∫

0

< (cos t, sin t), (− sin t, cos t)) > dt =

= f

2π∫

0

− cos t sin t+ sin t, cos tdt = 0

• pl:
r(t) = (cos t, sin t)t ∈ [0, 2π]

f(x, y) =
(

−y
x2+y2 ,

x
x2+y2

)

Rotációs er̋otér

∫

r

f =

2π∫

0

〈((− sin t

1
,
cos t

1

)

, (− sin t, cos t)

)〉

dt =

=

2π∫

0

sin2 t+ cos2 tdt =

2π∫

0

1dt = 2π

Vonalintegrál és potenciál kapcsolata:

Adott egy f : R
n → R

n erőtér. a potencál:F : R
n → R hogy

F ′ = f(− gradF = f)
Legyenr : [a, b] → R

n görbe
Cél: Vonalintegrált a potenciából számolhatunk-e?

Lényeg:

Van primitív függvény
m

∫

r

f csak azr végpontjaitól függ

m
zárt görbén(r(a) = r(b)) 0 a vonalintegrál.

Tétel:
A vonalintegrál kiszámítása a primitív függvénnyel.
Ha r differenciálható,r′ ésf folytonos, valamint∃F : Rn → R, hogy
F ′ = f ⇒

∫

r

= F (r(b)) − F (r(a))

Bizonyítás:
∫

r

definíció szerint=
b∫

a

〈f(r(t)), r′(t)〉 =
b∫

a

〈F ′(r(t)), r′(t)〉 =
b∫

a

F (r(t)) = F (r(b)) − F (r(a))

Azért van ez, mert azr [a, b]-ből Rn-be képez viszontF ezt vissza-
hozzaR-be, ígyR → R a függvény, és erre kényelmesen használható a
Newton-Leibnitz tétel.
(f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g) · 1g′ ezt kiterjesztjükRn esetre

1mátrixszorzás lesz
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Többváltozós függvény Riemann-integrálja

Emlékeztet̋o: egyváltozós:

f : R→ R

a ξ b

a = x0 < x1 < x2 < . . . xn = b

(A téglalap magassága legyenξ)
Legyenξi ∈ [xi−1, xi]
A közelítőösszeg:

σ =

n
∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

Def.: Ha∃I ∈ R, hogy∀ε > 0∃δ > 0 hogy
∀xi − xi−1 < δ∀i ⇒ ∀ξi választás mellett|I − σ| < ε

Ekkorf Riemann integrálható[a, b]-n és
b
∫

a

= I

A cél:

f : R2 → R
2 függvényre a Riemann integrál definiálása:

Legyena < b, c < d

b

c

d

a

d

c
a b

A felosztások:
a = x0 < x1 < x2 < . . . xn = b

c = y0 < y1 < y2 < . . . ym = d

Ezzel "berácsozzuk" a téglalapot. Az egyváltozós függvényeknél terü-
letet számítottunk, most térfogatot szeretnénk kihozni.

Legyenξi ∈ [xi − 1− xi], ηj ∈ [yj−1 − yj ]
i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m
Legyen

σ =

m
∑

j=1

n
∑

i=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

A két szumma szabadon fölcserélhető, csak az összegzés mód-
szere változik meg. Például sorok helyett oszloponként összegzünk,
de a végösszeg ugyan annyi!

Def: azf függvény az[a, b]× [c, d] téglalapon Riemann integrálható,
ha ∃I ∈ R, hogy ∀ε > 0∃δ > 0 hogy ∀xi − xi−1 < δ és
∀yi − yi−1 < δ∀i∀j ⇒ ∀ξi, ηj választás mellett|I − σ| < ε
Ekkor f Riemann integrálható[a, b] × [c, d]-n és

∫

T

= I, itt

T = [a, b]× [c, d] téglalap
Ez azonban nem működik, ha nem téglalap a grafikon alatti terület.
pl. félgömbHa mostD ⊂ R

2 egy halmaz (pl. kör) akkor
∫

D

hogyan

értelmezhet̋o?

T
D

LegyenD ⊂ R2 korlátos tartomány
LegyenT ⊂ R2 olyan téglalap, ami magába fogalalja aD-t
Legyenf̃ : T → R olyan, hogy

f̃(x) =

{

f(x) hax ∈ D
0 hax /∈ D

Def: Az f függvény Riemann integrálhatóD-n, haf̃ Riemann integrál-
hatóT -n, és

∫

D

f =
∫

T

f̃

(igazolható, hogy megfelelő f̃ választásával tök mindegy, milyen a
téglalap)
Nehéz kérdés: milyen lehet aD?
SzépD pl az, amit egy differenciálható görbe határol (pl kör)

Az integrál kiszámítása:

Fubini-tétel:
Legyenf : [a, b]× [c, d] → R folytonos
Ekkor

∫

[a,b]×[c,d]

f =

1



=

b
∫

a





d
∫

c

f(x, y)dy



 dx =

d
∫

c





b
∫

a

f(x, y)dx



 dy

Ezért gyakori jelölés
∫

[a,b]×[c,d]

f helyett
d
∫

c

b
∫

a

f Fizikusok kiírják a több-

szörös integrált, hiszen nem dolgoznakn dimenzióban. A tétel bizonyí-
tásának alapondolata:

Legyeng(x)
d
∫

c

f(x, y)dy

g(x) egy egyváltozós riemann integrál, amitσ közelít̋oösszeggel defini-
áltunk.
Egy kis rács mérete nagyságrendileg az egyváltozós függvény σ-ja.
d
∫

c

g(x)dx az oszlopok területeinek összege.

Példák:
Legyenf(x, y) = x · y, T = [0, 1]× [2, 3]
∫

T

f =?

Fubini tétel szerint:
1
∫

0





3
∫

2

xydy



 dx =

=

1
∫

0

[

x ·
y2

2

]3

2

=

=

1
∫

0

(
9

2
x− 2x)dx =

1
∫

0

(
5

2
x) =

5

2

[

x2

2

]1

0

=
5

4

LegyenT = [1, 2]× [1, 2], f(x, y) = 2xy
(x2+y2)2

∫

T

=

2
∫

1





2
∫

1

2xy

(x2 + y2)2
dy



 dx =

=

2
∫

1

[

−x

x2 + y2

]2

1

=

2
∫

1

(

x

x2 + 1
−

x

x2 + 4

)

dx =

=

[

1

2
ln(x2 + 1)−

1

2
ln(x2 + 4)

]2

1

=

=
1

2

[

ln
x2 + 1

x2 + 4

]2

1

=
1

2
ln

5
8
2
5

=
1

2
ln

25

16
= ln

5

4

Integrálkiszámítás normáltartományon

Most a "krumpli" helyett két függvény álltal közbezárt terület lesz aD
De mi is az a normáltartomány?
Legyen [a, b] ⊂ R egy zárt intervallum , legyenα, β : [a, b] → R

függvények.α(x) ≤ β(x) ∀x ∈ [a, b]
Def: Azα ésβ függvények álltal meghatározott normáltartomány

d

c
a

β(x)

α(x)

b

N

N{(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], y ∈ [α(x), β(x)]
Szeretnénk

∫

N

f -et megadni.

Veszek egyc ésd-t úgy, hogyc ≤ α(x) ≤ β(x) ≤ (d)∀x
Legyenf : N → R folytonos

Legyenf̃(x) =

{

f(x) hax ∈ D
0 hax /∈ D

∫

N

f =

∫

f̃[a,b]×[c,d] =

b
∫

a





d
∫

c

fdy



 dx =

=

b
∫

a





d
∫

c

f(x, y)dy



 dx

Tehát a normáltartományon az integrál úgy adható meg, hogy
b
∫

a

(

d
∫

c

f(x, y)dy

)

dx

Példák:
f(x, y) = x · y
Az y = 1− x2 és azy = x2 − 1 parabolák között fekv̋o tartományon

1

−1

1−1

Mosta = −1, b = 1 α(x) = x2 − 1, β(x) = 1− x2

N = . . .

∫

N

=

1
∫

−1







x2

∫

x2
−1

1− x2(x · y)dy






dx =

=

1
∫

−1

[

x ·
y2

2

]1−x2

x2
−1

dx =

x
(1 − x2)2

2
− x

(x2 − 1)2

2
=

1
∫

−1

0

2
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Integráltranszformáció

(helyettesítésées integrálás többváltozós függvényre)

Cél: Integrál kiszámítása nem téglalapon.

mert
∫

T

f =
b1∫

a1

b2∫

a2

f(x, y)dxdy de ez körön már nem működik.

Emlékeztet̋o:
Helyettesítéses integrál egyváltozós függvényre:
f : R→ R

g[α, β] → [a, b]
Hag(α) = a

g(β) = b
b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(g(t)) · g′(t)dt

gyakorlatilagx = g(t) dx = g′(t)dt Fontos hogy ag egy bijekció
legyen(ne legyen hullámzó)
Ha szigorú monoton növekvő helyett szigorú monoton csökkenő, akkor
a határok helyet cserélnek.Úgy is meg lehet oldani, hogy egy minuszjelet
kap.
Erre kellene valami összevont dolog.
Észrevehet̋o: ha a g n̋o g’(t) pozitív ha g csökken g’(t) negatív, de az
egész kap egy minuszjelet (ha a határok maradnak) Tehát az összevont
képlet:

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(g(t)) · |g′(t)|dt

Próbáljuk meg ugyaneztf : R2 → R függvényre
∫

T

f -et akarjuk kiszámítani helyettesítéssel. ittT = [a1, b1]× [a2, b2]

Legyen ag függvényünkg : [α1, β1]× [α2, β2] → T bijekció.
Először specg függvényre.g(t1, t2) = (g1(t1), g2(t2))
Ez azért speciális mertg1, g2 csak egyfélet-től függ.

∫

T

f =

b1∫

a1





b2∫

a2

f(x, y)dy



 dx

A zárójelben lévő valamix függvénye! (hiszeny szerint kiintegráltuk,
attól már nem függ)
Mosty helyére behelyettesítjük ag2(t2)-t

∫

T

f =

b1∫

a1





β2∫

α2

f(x, g2(t2))|g′2(t2)|dt2



 dx

y helyettg1(t1)

∫

T

f =

β1∫

α1






β2∫

α2

f(g1(t1), g2(t2))
︸ ︷︷ ︸

f(g(t))

|g′2(t2)|dt2




 |g′1(t1)|dt1

Mi is a g′(t) =

(
g′1(t1) 0

0 g′2(t2)

)

Ez összesítve: ∫

R

(f ◦ g) · | det g′|

Ahol R = [α1, β1]× [α2, β2]
Ez a levezetés két irányban is általánosítható.

• g(t1, t2) = (g1(t1, t2), g2(t1, t2))

• aT lehet más tartomány, nem csak téglalap

Ezeket nem vezetjük le.

Tétel:

LegyenD ⊂ R2, f : D → R folytonos
LegyenR ⊂ R téglalap,g : R → D bijekció
Ekkor igaz, hogy

∫

D

f =
∫

R

(f ◦ g) · | det g′|

Ez az integráltranszformáció képlete.
Megj.:Ez a képletn dimenzióban is így van

Példa

0 r
0

2π

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4} (körlap)
f(x, y) = x2 + y2

Kell egyR téglalap, és egyg : R → D bij.
Polárkoordináta-gyanús. . .

r ∈ [0, 2]ϕ = [0, 2π]1

1itt [0, 2π), ésr = (0, 2] kellene

1



x = r · cosϕy = r · sinϕ

g(r, ϕ) =

(
cos(ϕ) −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)

det g′(r, ϕ) = r · 1
∫

D

f =

∫

[0,2]×[0,2π)

(r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ)
︸ ︷︷ ︸

f◦g

·rdrdϕ =

2∫

0

2π∫

0

r3dϕdr =

2∫

0

2πr3dr = 2π[
r4

4
]20 = 2π · 4 = 8π

Második példa:

−30◦

60◦

A külső sugár 2, a bels̋o 1
f( xy√

(x2+y2)
)

∫

D

f =?

R = [1, 2]
︸︷︷︸

r

× [−π

6
,+

π

3
]

︸ ︷︷ ︸

ϕ

,

g(r, ϕ) = (r · cosϕ, r · sinϕ)
∫

D

f =

2∫

1

+π

3∫

−
π

6

r2 cosϕ sinϕ
√

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
rdϕdr =

=

2∫

1

+π

3∫

−
π

6

= r2
1

2
sin(2ϕ)dϕdr =

=

2∫

1

r2

2

[

−cos(2ϕ)

2

]+π

3

−
π

6

dr =

=

2∫

1

r2

4
(
1

2
− (−1

2
))dr =

1

4
[
r3

3
]21 =

7

12

Az eddigi két példa a polártranszformációt használta.
Most jön a 3D példa. Els̋o a hengerkoordináták:
D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1z ∈ [0, 2]}
f(x, y, z) = z√

x2+y2

Kell egyg : R → D helyettesít̋o függvény.
g(x, y, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z)

R = [0, 1]
︸︷︷︸

r

× [0, 2π]
︸ ︷︷ ︸

ϕ

× [0, 2]
︸︷︷︸

z

g′(x, y, z)





cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0
0 0 1





det g′ = r

∫

D

f =

1∫

0

2π∫

0

2∫

0

z
√

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
rdzdϕdr =

∫

D

f =

1∫

0

2π∫

0

2∫

0

z

d
zdϕdr = [

z2

2
]20 =

1∫

0

2π∫

0

2dϕdr =

1∫

0

4πdr = 4π

gömb térfogata:

Itt három dimenziós polárkoordinátákat kell használni
D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2}
f(x, y, z) = 1
Az R sugarú hömb térfogata:Vg =

∫

D

1

Kell egyg függvény:
z = r · cosϑ
x = r · sinϑ · cosϕ
y = r · sinϑ · sinϕ

g(r, ϕ, ϑ) = (r · sinϑ · cosϕ, r cot sinϑ · sinϕ, r · cosϑ)

g′(r, ϕ, ϑ) =





cosϕ sinϑ −r · sinϕ sinϑ r · cosϕ cosϑ
sinϕ sinϑ r · cosϕ sinϑ r sinϕ cosϑ

cosϑ 0 −r · sinϑ





det g′ = −(r2 · sinϑ)
| det g′| = (r2 · sinϑ)

Vg =

∫

D

1 =

R∫

0

π∫

0

2π∫

0

1 · r2 · sinϑdϑdϕdr =

=

R∫

0

π∫

0

r2 · [sinϑ]2π0 dϕdr = 2

R∫

0

π∫

0

r2dϕdr =

2

R∫

0

2πr2dr = 4π[
r3

r
]R0 = 4π

R3

3

2
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Felületek:

Emlékeztet̋o: görbék
A görbe egyr : [a, b] → R

nt ∈ [a, b] leképezésű alakzat

a

b

r(t) r(t+ 1)

A görbe hossza:

a
b

r(t) r(t+ 1)

Az egyenes vonalak összege egy közelítő összeg

n∑

i=1

|r(ti−rti−1
|

Ha elég sűrű a felosztás , akkor a közelítőösszeg tart a hosszához.
Tétel.:

l(r)(görbe hossza)=

b∫

a

|ṙ(t)|dt

(a felbontás tart az integrálás féle felbontáshoz)
Mi a felület?
Def.: Legyen Ω ⊂ R

2 tartomány (téglalap szokott lenni). Egy
Φ : Ω → R

3 függvényt felületnek nevezük.
pl.:

Ω = [0, 1]
︸︷︷︸

u

× [0, 1]
︸︷︷︸

v

0
1

1

0 1

1Φ

Pontokat képezünk le(dehogy mi, a gép. . . ). Ha elég sűrűen vannak a
pontok, akkor felületnek látjuk.
Matematikai értelemben az összes pontot (xi − xi− 1 < ε-szerű
megoldás) kell venni
Megjegyzés: A görbe és a felület döbbdimenziós általánosítása a
sokaság(mainfold)
pl:
Gömbfelület:

ϑ ∈ [0, π]

ϕ ∈ [0, 2π]1

u = ϑ

v = ϕ

Ω = [0, π]× [0, 2π]

Φ(u, v) =





R · sinu · cos v
R · sinu · sin v

R · cosu





A lilával jelölt szakasz hossza azR,
a sárgával jelölt szög (a z tangely-
től való eltérés) a ϑ, és a zölddel je-
lölt (az x tegelytől való eltérés) a
ϕ.
Ha már úgyis megvan a felület egy tég-
lalapban, és az, hogy ebből hogy lesz
gömb, akkor érdemes a felszínt megmon-
dani:

Felszín megadása(nagyjából)

b
b

b

Φ(u, v)
Φ(∆u+ u, v)

Φ(u,∆v + v)
LegyenΩ-nak felosztása(rácsozás)

Egy kis felületdarab közelítő nagyságát
kell definiálni. Az érint̋osíkon egy para-
lelogramma területével lehet közelíteni.

∂uΦ(u, v) ·∆u; ∂vΦ(u, v) ·∆v ∈ R3

A paralelogramma területe a kettő vektoriális szorzatának abszolult
értéke

|∂uΦ(u, v)× ∂vΦ(u, v)|∆u∆v

σ a felszín közelít̋o összege

∑∑

|∂uΦ(u, v)× ∂vΦ(u, v)|∆u∆v

1
0 = 2π

1



(bunkó autósként nem indexelünk. . . )
Tétel: Legyen egyΦ : Ω → R

3 felület differenciálható. Ennek felszíne:

S =

∫

Ω

|∂uΦ(u, v)× ∂vΦ(u, v)|dudv

pl:
Gömbfelszín kiszámítás:

Ω = [0, π]× [0, 2π]

Φ(u, v) =





R · sinu · cos v
R · sinu · sin v

R · cosu





∂uΦ =





R · cosu · cos v
R · cosu · sin v
−R · sinu





∂v =





−R · sinu · sin v
R · sinu · cos v

0





∂uΦ× ∂vΦ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

R cosu cos v R cosu sin v −R sinu
−R sinu sin v R sinu cos v 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣







R2 · sin2 u · cos v
R2 · sin2 u · sin v

R2 · sinu cos2 v +R2 sinu cosu sin2 v
︸ ︷︷ ︸

R2 sinu cosu







Ennek a hossza

R2 sinu(sin2 u cos2 v + sin2 u sin2 v
︸ ︷︷ ︸

sin2 u

+cos2 u

︸ ︷︷ ︸

1

)
1

2 = R2 sinu

s =

π∫

0

2π∫

0

R2 sinudvdu = 2πR2

π∫

0

sinudu = 4R2π

Felszínintegrál: (skalár értékű függvény integrálja felületen)

LegyenΩ ⊂ R2,Φ : ω → R
3 differenciálható felület

LegyenU : R3 → R folytonos függvény
Definiálni akarjuk az

∫

Φ

U

Kelleneσ és Definicíó, de egyik sincs végigvezetve
Tétel:

∫

Φ

U =

∫

Ω

U(Φ(u, v)) · |∂uΦ(u, v)× ∂vΦ(u, v)|dudv

pl.:
Ω = [0, 1]× [0, 1]

Φ(u, v) =





u+ v

u− v

u





U(x, y, z) = x+ y + z
∫

Φ

U =?

Kiszámítás a tétellel:

∂uΦ ==





1
1
1





∂vΦ =





1
−1
0





∂uΦ× ∂vΦ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

1 1 1
1 −1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=





1
1
−2





|∂uΦ× ∂vΦ| =
√
1 + 1 + 4 =

√
6

∫

Phi

U =

1∫

0

1∫

0

(u+ v + u− v + u)
︸ ︷︷ ︸

U(Φ(u,v))

·
√
6dudv

= 3 ·
√

(6)

1∫

0





1∫

0

udu



 dv =
3
√
6

2

Mi van a vektorokkal?
Felületi integrál (vektorértékű függvény integrálja felületen)
LegyenΩ ⊂ R2,Φ : ω → R

3 differenciálható felület
LegyenF : R3 → R

3 folytonos függvény
Definiálandó

∫

Φ

Kelleneσ, Definíció, de ezek ismét kimaradnak.
Tétel:

∫

Φ

F =

∫

Ω

〈F (Φ(u, v), ∂uΦ(u, v)× ∂vΦ(u, v)〉 dudv

Ω = [0, 1]× [0, 1]

Φ(u, v) =





u+ v

u− v

u





F =





y

x

z





∫

Φ

F =?∂uΦ× ∂vΦ =





1
1
−2





∫

Ω

F =

1∫

0

1∫

0

〈



u+ v

u− v

u



 ,





1
1
−2





〉

dudv

1∫

0

1∫

0

(
(
(
(
(
(
(
(
((

(u− v + u+ v − 2u)
︸ ︷︷ ︸

0

dudv

2



∇, div, grad, rot

nabla

∇ =





∂x
∂y
∂z





Haf : R3 → R

∇f =





∂xf

∂yf

∂zf



 = gradf

A grad f , azf parciális deriváltjaiból képezett vektor
Haf : R3 → R

3

< ∇, f >= ∂xf1 + ∂yf2 + ∂zf3 = div f

f = (f1, f2, f3), fi : R
3 → R

f ′

jakobi =





∂1f1 ∂1f2 ∂1f3
∂2f1 ∂2f2 ∂2f3
∂3f1 ∂3f2 ∂3f3





∇× f = rot f

- ∣
∣
∣
∣
∣
∣

i k k

∂x ∂y ∂z
f1 f2 f3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=





∂yf3−∂zf2
∂zf1−∂xf3
∂xf2−∂yf1



 = rot f

Házinak:
rot(gradf) = 0 ∀f

∆div(grad f) = ∂2
1f + ∂2

2f + ∂2
3f

Érdemes megnézni az Integrálátalakító tételeket:
Gauss-tétel, és Stokes tétel
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