Kalkulus II. tételek és definiciok

1. Impropius integral:

/ (f f hatarozott integral értelmezését kiterjesztjiik nem korlatos intervallumra, és nem korlatos fiiggvé-
nyekre.

(a) nem korlatos intervallumra: Legyen f:[a;+00) — R olyan, hogy V b>a-ra Riemann-integralhato
az |a;b]-n. Az f fiiggvénynek az [a;+o00)-n van impropius integralja, ha 3 limy_, 4 f; I
Ezt az integralt konvergensnek nevezem, ha tart egy A € R szamhoz. Divergens pedig akkor, ha
nem konvergens.

(b) nem korlatos fiiggvényre (korlatos intervallumon): Legyen f:(a;b] — R Riemann-integralhato V
[c;b] € (asb]-re. Az f fiiggvénynek az (a;b|-n van impropius integralja, ha 3 lim. o4 [ cb f
Konvergens ha a limes véges, és divergens ha nem.

2. Végtelen sorok:

Legyen (an),en+ C R sorozat. Legyen s, = aj +az+...+ay Vn-re. Az s, sorozatot az (a,) sorozatbol
képzett, végtelen sornak nevezzik, jele: > a,. Ha ennek létezik hatarértéke, akkor ezt a végtelen sor
osszegének nevezziik. Jelolésben a kivetkezst alkalmazzuk: 725 an, = lims, = limp— 10035y ar).
A végtelen sor konvergens, ha a limesz létezik és véges. Divergens, ha nem konvergens.

(a) Sor dsszeg és miiveletek kapcsolata: Legyen Y a, és Y b, konvergens és ¢ € R. Ekkor > (ay + by)
és " (cay) is konvergens. Tehat: 372 (an +by) = 3425 an + 2429 by, és ugyanez all a c-vel vett
szorzatra is.

(b) Konvergencia kritériumok: Ha ) a, konvergens, akkor ebbdl kovetkezik, hogy lima, = 0. Ez
sziikséges feltétele a konvergencidnak és a megforditasa a tételnek nem igaz.
Biz.: s, = a1 +as + ... + ay legyen S=limy, 1 Sp, ekkor a,, = s, — sp—1, ami tart S-S=0-hoz, ha
n tart +oo-be.

(c) Elégséges feltételek:

i. Osszehasonlité kritérium: Legyen 0 < a, < b,Vn>N. Ha >~ b, konvergens, akkor > a, is
konvergens. Ha pedig Y a,, divergens, akkor >_ b, is az. (Elég ha ezek a feltételek, valamilyen
véges indextdl teljesiilnek!)

ii. Gydkkritérium: Legyen a, > 0. Ha lim,— o /a, < 1, akkor Y a, konvergens. Valamint,
ha limy,_, 1 ¥a, > 1, akkor > a, divergens.

iii. Héanyados kritérium: Legyen a, > 0 Vn. Ha lim % < 1, akkor > a, konvergens. Ha pedig
lim “25 > 1, akkor ) a,, divergens.
Ezek a kritériumok visszavezethet6ek a mértani sorozat konvergencidjara. Ha a hatéarérték
=1-el, akkor partizankodni kell.
(d) Emelt gyakorlati ,kiegészitések”:
i. Egy >,cn an sorozat abszolut konvergens, ha ", - p |ay| konvergens. Ha egy sorozat abszoluat
konvergens, akkor ebbdl kovetkezik, hogy konvergens. Az allitas megforditasa nem igaz.
ii. ) ,cn an feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konvergens.
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iii. Cauchy-kritérium: A Y, -y an sor konvergens, akkor és csak akkor, ha (Ve > 0)(3ng €
N)(Vn,m >ng:n,m e N :m >n), hogy > 3", ap <e

iv. Leibniz-kritérium: Legyen ), cx an olyan sor, hogy Vn € N anan41 < 0 tovabbé |a,| — 0
FOGYOLAG, akkor ¥, .y @, konvergens.

v. Gauss-kritérium (kondenzacios kritérium): Legyen (an,)nen monoton fogyo nullsorozat. Y-, cn an
sor konvergens, akkor és csak akkor, ha Y, cn 2"agn is konvergens. (a, sorozat pozitiv tagi)

vi. Integral-kritérium: Legyen f:|0;4-00) — R monoton fogyo6 fliggvény és Riemann-integralhato
impropius értelemben, 0 < f. Ekkor f0+°° [ konvergens, akkor és csak akkor, ha >, o f(n)
is az.

3. Fiiggvénysorozatok és fiiggvény sorok:

Legyen f, : R — R fliggvények és n € N. Ezek fiiggvénysorozatot alkotnak. Legyen (f,,) egy fiiggvény
sorozat, ennek konvergencia halmaza KH(f,) := { z € R : (fn(x)) szdmsorozat konvergens}. Ennek
hatarfiiggvénye f: KH(f,) — R, f(x)=limy— 1o fn(2).

(a)

(b)

Egyenletes konvergencia: Legyen (f,) egy figgvény sorozat, E C R halmaz. Az (f,) fiiggvény
sorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez az E halmazon, ha Ve > 0 : 3N, hogy |f,(z) —
f(z)|<e:¥Yn>N:VzeE.

Oroklsdési tételek:

i. Legyenek f, : R — R fiiggvények folytonosak. Ha f,, egyenletesen tart f-hez az I intervallu-
mon, akkor f fiiggvény is folytonos.

ii. Legyenek f, : R — R fiiggvények differenciallhatoak. Ha f,, pontonként (nem egyenletesen)
tart f-hez az I intervallumon, f] viszont egyenletesen tart g fliggvényhez I-n, akkor ebbdl
kovetkezik, hogy f is differencidlhato és =g, azaz: (lim f,,)" = lim f},.

iii. Legyenek f, : [a;b] — R fiiggvények, Riemann-integralhatoak. Ha f,, egyenletesen tart f-hez
[a;b] intervallumon, akkor f is Riemann-integralhato és: [ ; lim(f,) = lim |, ; fn-

Legyen ¢, C R egy sorozat ésac R. A Y cn(x—a)” fﬁggvénysort a kozepd hatvanysornak nevezziik.
Ez akkor konvergens, ha limsup,, , ., {/|cn(z —a)?| < 1. A hatvanysor konvergencia sugaranak

nevezzik: R = - ! -t ha a benne szerepl§ hatérérték létezik, véges és nem nulla
limsup,, , ;o 3V/lcn

értékd. Ha 0, akkor a konvergencia sugar 400, ha végtelen akkor a konvergencia sugar 0.

Cauchy-Hadamard tétel:

Legyen > ¢, (x — a)™ egy hatvanysor és legyen R ennek konvergencia sugara. Ha |z —a| < R —
> cn(z — a)” konvergens. Ha |z —a] > R — Y cp(z — a)™ divergens. A konvergencia sugar
végpontjaiban kiilon vizsgalni kell, hogy van-e véges hataréték. A konvergencia halmaz 4 féle
lehet: [ 5], [5), (5], (5).

Abel-tétel:

Egy hatvanysor a konvergencia halmazanak V korlatos és zart részintervalluman egyenletesen
konvergens. Ennek kévetkezménye, hogy:

i. Egy hatvanysor 6sszegfiiggvénye a konvergencia intervallum belsejében akarhanyszor differen-
cidlhato és f'(x) = 3 con(z —a)™ L.
Taylor-sorok:
Az f fiiggvényt Taylor-sorba fejthetének nevezziik, ha f(x) =329 I ) (x — a)™ alakban irhato.
Vannak ismert Taylor-sorok, a tobbi ezekbdl derivaléssal és 1ntegra1assal szarmaztathatoé.

pl.: ﬁ =Y danze (—L1), e® =30 %T,L z € R, sin(z) =312 (%Jlr)l),:r%“ r€R
Trigonometrikus sorok: Allitas: f fiiggvény felirhato szinuszok és koszinuszok linearkombinacioja-
ként; f(x) = % + 37 (agcos(kz) + bysin(kz)). Ahol az egyiitthatok: a, = 1 [T f(2)cos(nz)dx
és b, = %f_w f(x)sin(nz)dx , ahol a, egyiitthatokra 0<n, b,-ekre pedig 1<n. Ahhoz, hogy ez
megtehetd legyen a fliggvénynek legfeljebb megszamlalhatdéan végtelen szakadasi pontja lehet, és
azokban definialhatjuk a fiiggvény értékét a két fiiggvényérték szdmtani kozepébe.



4. Tébbvaltozos filiggvények:

Rovid bevezetés:  R™ tér a szam n-esek halmaza. Egy ilyen halmazt ellatunk algebrai és topolo-
gia strukttraval is. x , y € R"™ ezek Osszege: X + y = (21 + Y15 ...; Tn, + Yn), szdmmal vald szorzata: ¢

*x = (cwy;...;cxy) rtelmezett. x hossza: |x| = /2% + ... + 22, x és y tavolsdga ebbdl pedig |x - y].

Ertelmeziink még fiiggvényeket is, amelyek f: R” — R rendelnek.

(a) Hatarérték:
Legyen f : R™ — RF rendeld fiiggvény és a € R™. Az f fiiggvénynek a-ban a hatarértéke A € RF,
ha Ve > 036 > 0,hogy |x-a] <0 ész # a — |f(z) — A] <e. Jelolése: limy_y, f(z) = A

(b) Folytonossag:
Legyen f : R™ — RF rendel§ fiiggvény és a € D(f). Az f fiiggvény folytonos a-ban , ha Ve > 0
30 > 0.hogy |x-a| < — |f(z) — f(a)| < €. (Jeldlése: limy_q f(x) = f(a))

(c¢) Parcialis derivalt:
Legyen f: R™ —R és a € R". Az f fiiggvénynek az i. valtozo szerint 3 parcialis derivéltja a-ban,

ha 3 limy,_, f(‘“""’a"+h""’anf)b_f(a1""’ai""’a”) hatarértéek és véges. Jele: 9;f(a)

(d) Derivalt méatrix:
Legyen f : R™ — RF rendel fiiggvény, x € R" és D(f) tartalmazzon egy x koriili kis gémbot. Az
f fiiggvény differencialhaté x-ben, ha 3 A € RF¥*™ matrix, hogy limj_o |/ (x+h)‘—h]“ (@)—Ah] _ 0, és

ekkor f derivaltja x-ben A.

(e) SzélsGérték:
Legyen f : R™ — R rendels fiiggvény kétszer differencialhaté a-ban, és f’(a)=0. Ekkor ha f”(a)
pozitiv definit, akkor f-nek lokélis minimuma van, ha negativ definit, akkor lokilis maximuma
van, ha indefinit, akkor nincs a-ban szélsGértéke.

(f) Matrix definitsége:
Egy métrixot pozitiv definitnek neveziink, ha minden sajatértéke pozitiv. Negativ definit, ha
minden sajatértéke negativ, és indenfinit, ha valtozo eljeld sajatértékei vannak.

(g) Primitiv fiiggvény:
Legyen f : R™ — R™. Ennek primitiv fliggvénye (/potencialja) F : R — R, ha F’ = {.

(h) Young-tétel:
Ha F : R" — R rendelé fiiggvény kétszer differenciélhato és F” folytonos fiiggvény, akkor 0;0,F =
O0;F Vk,j = 1,2,...,n. — Ha f: R" — R" fiiggvény differencialhatoé és parcialis derivaltjai
folytonosak, akkor ha f-nek 3 primitiv fiiggvénye, — f’ métrix szimmetrikus.

(i) Gorbe:
Egy r : [a;b] — RF folytonos fiiggvényt gorbének nevezziik.

(j) Gorbe ivhossza:
Legyenty = a < t; < ... < t,, = bosztopontok. A gorbe hosszanak kozelits sszege o (t1,ta, ..., tn) =

2 |r(t) —r(ti—1)|. Azr gorbe hossza l(r) = sup{o(t1, ..., t,) : V felosztasra }. Ebbdl kovetkezik,

hogy I(r) = [/ | (¢)]dt.

(k) Vonalintegral:
Legyen egy 1 : [a,b] — RF gorbe és f: RF — RF fiiggvény. Legyenck tg = a < t; < ... <
tn, = b osztopontok és 7; € [t;_1;t;]Vi. Legyen o az ebbdl képzett kozelits osszeg o = >, <
f(r(m)), (r(t;) —r(tic1)) >. Az f fliggvény vonalintegralja az r gorbén az a szam, amihez o kozelit
a felosztas finomitéasaval. — Legyen r differencidlhato és r’ folytonos és f is folytonos. Ekkor
o £ =17 < Fee@),r(t) > dt.

(1) Potencidl és vonalintegral kapcsolata:
Legyn v : [a;b] — RF és f: RF — RF rendel6 fiiggvény, F pedig f primitiv fiiggvénye. Ekkor
[ f=F(r(®) = F(r(a)).
(Osszetett fiiggvény derivaltjanak primitiv figgvenye: [ f = [° < f(r(t)),r'(t) > dt = [2 F'(r(t))dt.)



(m)

Térfogati integral:

Legyen o egy felosztals amit agy értelmeziink, hogy a=xg < 21 < ... < xp =bésc=yp < y1 < ... <
Yn = d. Legyen & € [z;—1;2i] és nj € [yj—1;y5]. Ekkor o(z,y,&,m) = 30y 270y f(&,mj)(zi —
xi—1)(y; — yj—1). Legyen f:[a,b] x [c,d] — R korlatos fiiggvény. Ez integralhato a T=l[a,b| x
[c,d| téglalapon, ha 3 I € R szam, amihez o kozelit a felosztas finomitasaval. Ve > 0:30 >
0:(x; —xi—1) <0 és (yj —yj—1) < Vi, j = |o—1I| < eV n. (Kiszamitasa: f;’ fcdf(x,y)dydac ,
ahol az integralas sorrendje felcserélhetd.)

Integralas nem téglalap alakit teriiletre:

Legyen D C R? korlatos halmaz és f:D—R korlatos fiiggvény. Legyen D része T téglalapnak és

legyen f: T —Rés f (x,y):{ f(}gyil’ahz((;()’yé EDD . Ekkor f integralhato D-n ha f integralhat6

Tnés [pf= fo

Normal tartomany:

Legyen a, (3 : [a:b] — R folytonos és a(z) < B(x) Vz € [a : b]. Az N:={ (x;y) € R% : x € [ash]
ésy € |a(x); B(x)] , ahol a(z) < B(x)} halmazt normal tartoméanynak nezezziik. Ezen az integral
kiszamithato [y f = ff ff((f)) f(z,y)dydx. Ahol N C T=[a,b|] x [c,d] téglalapnak.

Helyettesitéses integral:

Legyen f : [a1, b1] X [ag, ba] — R fliggvény integralhato, a helyettesits fliggvény, pedig g : [c1, d1] X
[ca, da] = [a1,b1] X [ag, ba]. Ahollegyen Q := [a1, b1] X [ag, be] és T := [c1, d1] X [c2, d2] tartomanyok.
Ekkor ha f integrélhaté és g bijektiv és differencidlhato: [ f = [r(f o g)|det(g")]. (Itt Q és T
magasabb dimenziosak is lehetnének.)

Feliilet, feliilet felszine:
® : R? — R3 rendel§ folytonos fiiggvényt feliiletnek nevezziik. Legyen most ® : Q := [a;b] x
[c;d] — R3 egy folytonos fiiggvény. Legyenek g = a < o1 < ... < z, = bésyp =c < y1 <
. < ym = d osztopontok. A felszint kis paralelogrammaékkal kézelitem, tgy, hogy érintésikot
illesztek a felszinre a kijelolt pontokban. Itt ®(x;,vy;) — ®(zi—1,y5) = OuP(xi,y;)(zi — xi—1) és
O (x4, y;)—P(xi, yj—1) = 0P (x4, y;) (Y —yj—1), ahol u,v a paraméter sik koordinatai. Ekkor egy kis
paralelogramma felszine: [0, ®(x;,y;) X Oy ® (24, y;)|(zi—1 —2:)(yj—1 —y;). lgy mar képezhets ebbél
szummés kozelité Osszeg. Az a szam, amihez ez a kozelité Osszeg tart a felosztas finomitasaval
lesz a felszin mértéke. Kiszamitasa tehat: [ [0,P(u,v) x 0,®(u,v)|dudv ahol Q az integralasi
tartomany.
Feliileti integral:
i. Skalar fiiggvény feliileti integralja:
Adott @ : Q — R3 feliilet és adott U : R® — R folytonos fiiggvény. U fiiggvény feliileti integral-
jat @-n a kovetkezd képpen értlemezem: >0 370 U(®(&;,15))|0u® (i, yj) X Oy @ (4, yj) | (2 —
xi—1)(y; — yj—1), ahol u és v a paraméterezé sik koordinatai és & € [x;—1;2;] valamint
nj € [yj—1;95]. [ U az a szam, amihez ez a kozelits Osszeg tart a felosztas siritésével. Ha
¢ differencialhato, és @', valamint U is folytonosak, akkor [; U = [ U(®(u,v))|0,P(u,v) X
Oy ® (u, v)|dudv
ii. Vektor fiiggvény feliileti integralja:
Legyen ® : Q — R3 feliillet és adott F : R? — R3? vektorfiiggvény. Itt is képezziik az
el6z6hoz hasonld kozelits dsszeget: 377 D50 < F(®(&,m;))i s Ou®(Ti,y5) X Op®(w4,y5) >
(xi — xi—1)(y; — yj—1). Ekkor [; F az a szam, amihez a kozelit§ Gsszeg tart a felosztés
finomitasaval. [ F' = [ < F(®(u,v))0,P(u,v) x 0,®(u,v) > dudv.
Stokes-tétel: Legyen ® egy Q — R3 feliilet és ennek hatérolé gorbéje r : [a,b] — R3. Ekkor, ha
egy F vektorfiiggvény differencialhato, akkor [ rot(F) = [ F.

Gauss-tétel: Legyen ® egy Q — R3 zart feliilet, ami egy V C R? halmazt hatarol. Ekkor ha F
egy differencialhaté R? — R3 rendeld vektorfiiggvény: Jy divF = [, F.



