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1. Halmazok

1.1. Alapjai

A halmaz olyan valami, amirdl tudjuk, hogy mik vannak benne, és mik nincsenek.

(Lehet pontosabban definidlni, de mindegy, semmi sziikség nem lesz rd)

Pl. A={1;2;3;8} 2 A5¢ A

B={reR:2*<2}

Jelolések: V Minden 3 Van olyan, létezik (ezek az in. kvantorok)

— Kovetkezik <= Ekvivalens

Részhalmaz: A C B,haVz € A-rax € B

Magyarul: A minden eleme B-ben is benne van, de B-nek lehet olyan eleme, ami nincs benne A-ban.
Tehat, ha két halmaz egyenld, akkor A C B, B C A, a két halmaz részhalmaza egymasnak.
Val6s részhalmaz: A # B

Ures halmaz: jele:@ Nincs eleme.

1.2. Halmazmiiveletek:

AUB Az A és B elemei egyiittesen. ©+ € AUB <=2 € A vagy v € B

ANB AésBkozoselemei. r c ANB<«<=uxve€ Aésx € B

A\B Azon elemek, amelyek csak A-ban vannak benne, de B-bennem. z € A\B <=z € Aésx ¢ B
Pl.: A{1;2;3} B{3;4;5} A\B={1;2} B\A={4;5}

1.2.1. Komplementer halmaz:

AL (B re vonatkozéan) Azon elemek, melyek v ¢ A;x € B
AL = B\ A (Lehet A® helyett A)pl.: A= {z € N:2 <100}; B={N}AL = {z € N : 2 > 100}



1.2.2. Rendezett par:

J halmazok, amelyeknek elemei halmazok.

Legyen példaul: C' = {{1},{1,2},{1,2,3},{2},{2,3},{3},{1,3}}
|C| =7 C elemeinek szdma

Cr = {2} Gy = {{2})

CireC CycC

A, Bkéthalmaz,a € A;b € B

Az (a,b) rendezett par - sz6 szerint az a-bdl és b-bdl 4ll6 par.

Formadlis definici6: (a,b) = {{a}, {a,b}}

A "rendezett" annyit jelent, hogy a sorrendjiik is szamit: (a,b) # (b, a) (de {a,b} = {b, a}).
(Nyilvéan lehetne rendezett harmasokat, négyeseket stb. is definidlni ugyanigy: (a, b, ¢), (a,b, c,d), ...)

1.2.3. Descartes-szorzat

A x B={(a,b):a€ A be B}

Az olyan rendezett parok halmaza, amelyek elsé eleme A-beli, a masodik B-beli.

Pl: A={1;2;3} B=1{4;5}

Ax B ={(1,4); (1,5); (2,4); (2,5); (3,4): (3,5)}

(Vehetnénk kettdnél tobb halmazt is - haromnak a szorzata rendezett harmasokbdl all, stb.)

1.2.4. Relacio

A reldcio olyan halmaz, amely két mdsik halmaz Descartes-szorzatdnak részhalmaza - vagyis olyan hal-
maz, ami rendezett pdrokbol dll.

pl: M={Magyar szavak halmaza}

A={Angol szavak halmaza}

M x A olyan parokbdl 4ll, amiknek az elsé tagja egy magyar, a masodik egy angol sz6. (A x M azokbdl
a parokbdl all, ahol az angol sz6 4ll el6l, a magyar hétul. Ez két kiilonb6z6 halmaz.)

r C M x A, r azokbdl a parokbdl all, ahol az angol és a magyar sz6 ugyanazt jelenti.

(Angol-magyar sz6tdr. Részhalmaza a széparok Osszességének.)

(kutya;dog)e M x A

(dog;kutya)¢ M x A

(kutya;dog)e r

(kutya;yes)¢ r

<CRxR (1;2)e< (5;3) ¢< (4;4) ¢<

Sziil6-gyerek relécio:
E = {emberek} r C E x E (a;b) € r ha a gyereke b-nek.



2. Fiiggvények

Az f C A x B relaciot figgvénynek nevezziik, ha:
(x1;91) € fés (x1;y2) € fesetén <= y; =y (Vagyis ha minden x-hez csak egy y tartozik)

2.1. Ertelmezési tartomany:

Dy ={z e A:3y;(x1y) € [}
Azok az z-ek, amikhez az f hozzdrendel valamilyen y-t. Vagyis: ha x eleme D-nek, akkor 1étezik olyan
y, hogy az (x;y) rendezett szampar eleme f-nek.

2.2. Ertékkészlet

Ry={y € B:3x € A;(z;y) € f}

Azok az y-ok, amiket a fiiggvény valahol értékként felvesz. Vagyis: Ha y eleme R;-nek, akkor létezik
olyan x eleme A-nak, hogy az (x;y) rendezett szampar eleme f-nek.

fCAXB=f:A—B

Az f fiiggvény A-bdl B-be képez.

P f:R—R f(z)=2?

Di=R Rf={reR:x2>0}

(L) ef ZH)ef (29¢f 3-8 ¢f

2.3. Fiiggvények kompozicioja:

Osszetett fiiggvények

g:A—>B f:B—>C

fog "fkérg" A—C (fog)(z) = f(g(x))
pl:g(z):x+1 f(z):2* g, f:R—R
(fog)($>:(w+1)2:$2+2$+1 (gof)(;p):x2+1

2.4. Fiiggvények tulajdonsagai:

Legyen f C A x B fiiggvény, f: A > B

f injektiv: ha f(x;) = f(z2) = z1 = x2 - magyarul kiilonbdzd helyeken nem veheti fel ugyanazt az
értéket, kolcsondsen egyértelmii

f sziirjektiv: ha Ry = B - vagyis minden lehetséges értéket folvesz.

f bijektiv: ha az el6z06 kettd teljesiil, vagyis injektiv €s sziirjektiv egyszerre.

2.5. Inverz fiiggvény:

Legyen f A — B injektiv fiiggvény.

finverze: 7! B— A f Y (y)=z,hay= f(x)

"visszakeresi" y bdl x et, a fliggvényértékhez rendeli az 6sképet.

Az ! Ryje Injektiv fiiggvénynél megegyezik az Gsképpel.

pl:f :R—R; f(z)=x2+1 fy)=y—1,merty=2x+1=x=1y— 1/ (egyenletmegoldds)
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1. Szamhalmazok

1.1. Természetes szamok halmaza

Jele: N
Miiveletek: Osszeadds, szorzds.
atb=b+a Kommutativ
a-b=b-a
Gbic€N| at(bte)=(a+b)te Asszociativ
a-(b-c)=(a-b)-c
a-(b+c)=a-b+a-c  Disztributiv

Nézziik ezt az egyenletet: a +x = b; a;b;x € N
Ha b kisebb mint a, az egyenletnek nincs megolddsa — bovitjiik a halmazt. (Hogy legyen.)

1.2. Egész szamok halmaza

a+z=>5b; a;b;x € Z Az egyeletnek mindig van megoldasa

A negativ szdmokhoz kellenek 4j jelek, igy "kitaldlunk".
d0eZ,hogya+0=aVaecZ

VaecZ3dbe Zhogya+ b= 0ezt — a-val jeloljik

Algebriban csoportnak nevezziik azt, amire igazak az eddigi axiomak.
Jd1 € N'hogy a-1=aVa € 72

Itt is van hidnyossdg, mert 3r = 2 = x = % ¢ 7., nem értelmezhetd!

1.3. Racionalis szamok halmaza

E=Qpq e’

Va € Qb € Qa-b=1 a;b#0

A racionalis szamok halmazaban az eddigi Osszes axioma érvényes.

Az tjabb 4rul6 a gyokvonds, Phitagorasz tanitvanyai ngyilkosak lettek a v/2 miatt.

Az egyiptomiak % el szdmoltdk a 7-t, de pontosabban utdnnaszdmolva kideriil, hogy 7;v/2 ¢ Q

TAzZ egész szamoknak is eleme, mert Va € N € Z
2Egészen C-ig igaz



1.4. Valos szamok halmaza

Nehéz definidlni, mert sok uj jel van.

A fels6 hatdr a suprémum, az alsé az infimum.
Legyen H C R és k € R a halmaz egy fels6 korlatja
Vo € Higaz, hogy z < k

Az also korldtndl Vx € H igaz, hogy x > k

Legyen a H egy olyan halmaz, aminek van fels6 korlatja. H legkisebb felsd korlatjat (ha van) nevezziik
H fels6 hataranak. Jele: sup H.
H={reR:z<+1}

max H =@ supH = +1

H = {x < +1}

max H = +1 supH = +1

1.5. Felso hatar axioma

A R olyan halmaz, amelyben minden feliilr6l korlatos halmaznak van felsd hatdra. QQ nem ilyen, mert:
H = {r € Q;2® < 2} Ertelmes, de sup H nem értelmezhetd.

A fels6 hatar axioma minden lyukat betom. XD folytonos szdmegyenes

Az eddigi axiomdkbdl az dsszes tobbi szabdly levezethetd.

1.6. Hatvanyok

a € Rin e N—d"= ag-a-...-q
N e’
n db
an'am:an—i-m (an)m:awm

Def.: /a =sup{zr € R: 2" < a}
Jelolés:an = Va a>0

Pératlan n esetén negtiv szamokra is teljesiil.
Va>0({/a)"=a

p,qg € N;a <0 as = Jap

n € N;a#0 a*”:a%
a#0 a"-a"=a"=1

Ezzeln € IN;a > 0 értelmezve van. NODE!

reQa>0

Az r € () szdm definici6 szerint, két egész szdm hdnyadosa. A negativ kitevs, és a tortre emelés is
értelmezve volt, tehat a” értelmezve van.

2V2 értelmezése:

r €Rja>0 a® =sup{a”:r <z;r€Q}

Ve € R 3r € Q hogy r < x Amennyiben r — x = ¢ — 0 akkor r "megfeleltethetd" = nek.



1.7. Intervallumjelolések:

a,beR; a<b

[a,0] = {x € R;a < x < b} Zdrt intervallum
(a;b0) = {z € R;a < = < b}Nyilt intervallum
(a;00) ={z € Rya < x}

(00;00) = {z € R}

1.8. Egyenlotlenségek

x, haz >0

zeR |x|:{ —z, hax <0

Va,yeRlz|— |yl <|z+y|l <l|z|+y

1.8.1. Szamtani-, és mértani kozép egyenlotlenség

Szamtani kozép Meértani kozép
Snzw Gn:{ya1°a2'---'an

ai, @z, ..., 0n 2 0
G, < S, Bizonyitis n = 2 esetén:

CL1+(12

5 > y/aija

(ay + a)* > 4aiay

a% — 2a1a9 + a% >0
(a —a)* >0

Ez pedig mindig teljesiil.
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1. Komplex szamok

1.1. Definiciok

2?2 =—1
r? € R,dex ¢ R
Kell egy Uj halmaz:C

LegyenR x R(2,5) € C

(2 dimenziés "vektor"gsak hasonlit hozza, mert vektorokkal nem lehet osztani

Definialas:R C C A kettdnek mas a szimbolikaja, aho@yc @ nak is.
Pl.: § € Q, addig? = p € Zvagy(a+i-b) € Caddig(a+i-0) =a € R
Mveletek:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) (a,b)-(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Ujmiivelet ~ Régimlvelet  (Jj miivelet Régi mivelet

Az U] mlveletek megtartottak a régiek tulajdonséagait.

Legyeni = (0,1) € C (j jel, imaginarius (képzetes) egység.
i> = —1 (a,b) helyetta +i-b
Osztas:

1+2 1420 34+i (14+20)3+i) 3-24+i+6i 147

3—i 3—i 3+i  9—(-1) 10 10

Egy komplex szam konjugaltja: + ib = a — ib

1.2. Polarkoordinata

Komplex szamok trigonometrikus alakja.
a + ib felirhatdr - (cos ¢ + i - sin varphi) alakban is.
r=+a?+b% ¢ €|0,27]; tanp = g; la+ibl =71 ;a=rcosy; b=rsine

_1., 7,
10 10



1. &bra. Komplex szam trigopnometrikus alakja.

Az a + ib € C trigonometrikus alakja miért is hasznos? Mert a szorzagaekonnyebben elvégezbet

1.3. Mdlveletek

Legyen
Zy =11 (cosp+i-singy), Zy =17y (cosp+i-sinysy)

1.3.1. Szorzas

Zy - Zy=11-72- (cos(p1 + p2) + 1 - sin(e1 + ¢2))

Bizonyitas:

Zy - Ziy =11 - T9((COS (p1 - COS g — 8in (o7 - Sin o) +i - (COS (1 - SIn Yg + COS Yo SN -7 ) )

cos(p1 + ) sin(p1 + p2)

1.3.2. Osztas

Zy r1
Zy ()

Bizonyitas: 7, vel valo visszaszorzas.

(cos(p1 — p2) +sin(p1 — @)

1.3.3. Hatvanyozas

Z =r(cos(p) +i-sin(p)) € C;ne N



Z" =r"(cos(n - ) +i-sin(n - ¢))

Bizonyitas: Az szorzasra vonatkozé képfitkdvetkezik.

1.3.4. Példak

Z3=1 Z =r(cosp+i-siny)

73 = r3(cos(3¢) + i - sin(3¢p)) =1 =0 Lecy7
k=0—=¢=0 k=1-¢p=2=1200 k=2—¢=7=240°
k=3— ¢ =15 =360 Def szerintly < 360°

Tehat a megoldasok:

Z1=0
Zz:cosl20°+i-sin1200:—%+i-§
Zg,:cos240°+i-sin2400:_% _i.g

1.4. Komplex szamok exponencialis alakja:

Egy komplex szam felirhatd- ¢'¥ alakban is.
Az atalakitas az Euler-formuldval torténik:
r- e =r(cosp +isinp

A miiveletek ugy végzerigtk, mint a trigonometrikus alaknal.

1.5. Gyokvonas:

\n/r . eiSO = w . ei(%"'%Tﬂ)

Ee NU{0}: k <n
Tehat egy szam-edik gyokének:, darab komplex megoldasa van!
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1. Szamsorozatok

1.1. Példak

1,2,3,4 a,=n

1,4,9,16 a, =n?

2.4,8,16 a, =2"
~1,1,-1,1 a,=(=1)"

96465 ~_ ntl,
47277256 " Y n

1
17_7
2

-1

1
) 57
1.2. Definiciok

A szdmtani sorozat ugyanannyival vdltozik.
A mértani sorozat ugyanannyiszorosdra valtozik.

6]
2)
3)
“4)

&)

(6)

)

Def: A sorozat olyan fiiggvény, aminek értelmezési tartomdnya IN. (értsd: elsd, masodik harmadik tag.)

Def: A szamsorozat olyan sorozat, amelynek értékkészlete R (esetleg C)
Jelolés: a fiiggvény, mely N — R a sorozat n-edik tagja a(n) helyett a,,

1.3. Sorozatok tulajdonsagai

(a,) a sorozat jelolése
(a,) korldtos, ha 3K, Ko e R K; <a, <Ky VneN

Korlatos ‘ Nem korlatos

(4),(5),(6),(7) | (1),(2),(3)




Def:(a,,) monoton nd, ha (a,) < (a,1)vn € N
(a,,) monoton csokken, ha (a,,) > (a,+1)Vn € N

Szig. mon nd, ha > helyett >

TORTENELMI PILLANAT:

2. Hatarérték

2.1. A hatarérték fogalma

Def: Egy (a,) van hatdrértéke, és ez A € R ha,

Ve > 0 AN € IN(kiiszobindex), hogyA —e < a, < A+e¢ Yn> N
Jelolés: (a,) hatarértéke:lim,, . a,, =

Pl.: (6) a, = %

TetszGlegese N =1

lim,, o0 % =0

Fontos. Nem minden sorozatnak van hatarértéke!
Pl:a, = (—1)"

Def: (a,,) sorozat +oo-be tart, ha

VK € R4dN € N,hogy K <a, Vn > N
Jelolés:

lim a, = +o0
n—oo

Def: (a,,) sorozat —oo-be tart, ha
VK € RAN € N,hogy K > a, Vn> N
Jel6lés: lim,, o a,, = —00

2.2. Néhany hatarérték:

lim n? = +o0o

n—oo

) 1

lim — =0
n—oo n

=" _

lim =0
n—00 n
lim —n® = —00
n—oo
1
lim ()" =0
n—oo



2.3. A hatarérték és a rendezés kapcsolata:

1. haVna, <b, = lima, <limb,
2. Renddrelv: ha Vn a,, < b, < ¢, éslima, = limc,, akkor lim b,, = lim a,, = lim,,

Ha a,, és c, ugyanoda konvergdl, akkor b,, is oda konvergdl.

2.4. Hatarértékek és miiveletek kapcsolata:
l. lim (a, + b,) = lima, + limb,

2. lim (a, — b,) = lima, — limb,

A—B| - | A<O0 0 A>0| o0 A+B| -0 | A<O 0 A>0 |
—00 ? 00 00 00 ? —00 ? —00 —00 —00 ?
B<0|->|A-B|A—-—B|A—-—B | B<0| -~ |A+B|A+B| A+ B | >~
0 -0 |A-B|A-B|A—-B |~ 0 — 0 |A+B|A+B| A+ B | x
B>0| -0 | A-B|A—-—B|A—-B | B>0| - |A+B|A+B|A+B|
00 ? —00 —00 —00 ? 00 ? 00 00 00 ?

Szorzasndl, osztdsndl is hasonl6 szabalyok, de tobb kivétellel.

A-B]-0[A<0]0]A>0] 2 |- |A<0]0]A>0] 00
—00 00 00 7] —o0 | =00 —00 ? 0 0 0 ?
B<0| oo | AB |0| AB | -0 | |B<0] ? 2 Jo] -2 |7
0 ? 0 0 0 ? 0 ? ? ? ? ?
B>0|-oco| AB [0 AB | oo ||B>0]| ? | =2 [0] £ |?
00 —00 | —oo [ ?7] o0 00 00 ? 0 0 0 ?
Egy példa:
lim ((2’:;13)) leosztom a szdmldlot, nevezdét n-nel
lim ;fg =3 mert a hozzdadott, ill. kivont tagok tartanak 0 hoz.



2.5.

Fontos hatarértékek:

+ooha, m > 0;

lim n™ =< 1 ha, m=0;
e 0, m<0.
+ooha, qg>1;
. . ) 1ha, q=1;
nh—>nolo ? 0 ha, -1<q<l1;

nincs, ha ¢ < —1.

lim Va=1

n—oo

a > 0 kiilonben v/a ¢ R Bizonyitds:rendérelv, szamtani mértani kozép

lim ¢/n =1

n—oo

1
li 1+ )"
im ( —i—n)

n—oo

(ay,) Szig mon nd, és feliilrdl korlatos. Bizonyitsuk hogy a,, < 4
Ha egy sorozat monoton nd, és feliilrdl korlatos, akkor 3 véges hatarértéke.

Biz:lim a,, = sup a,

2.6.

¢ mint hatarérték:

Def: (1 + 1) limeszét jelolje e.

1
lim(14+—-)"=e e~2,7182 ec Q"
n

n—oo

Euler-féle osszefiiggés.
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1. Szamsorok

Sorozat: ai, as, as

Sor: > a, =a; +as+az+...

_ 1 1 1 1 q*—1 N
Legyen S, =5+ 7 +...+ 5. = 35" qq_l Triikkos. . .
A sorozatot egy mértani sorozatként fogjuk fel, ha az elsé tagot (%) a; nek vessziik, a ¢ pedig legyen
egyenld %—el.
S, masképp felirva:

Def: Legyen (a,) egy szdmsorozat,
legyen S,, = a; + as + ...+ a, Vn az a, sorozatbol képzett részletosszegsorozat.
Az a,, sorozatb6l képzett végtelen sor jele: > a,

ha 3lim S,, = > a, van dsszege.

f: a, = lim S,
n=1

Ha ez a lim véges, akkor a sorozatot konvergensnek hivjuk, ha nem akkor divergensnek.

"mert 2% nulldhoz konvergal



— nincs limes;

Divergens: ) ,
& { — van limes, de végtelen.

lgf <1 > a,konvergens, = lim S,
Pla,=q¢"< q¢>1 > = oo — divergens

n=1
q < —1 nincs 0sszege a sornak, ezért divergens

limS, =lim(¢g+¢*+...+¢") =limg- —:—:Zq
Pl: Ez végtelen, de nem ldtszik. . .
Yi=1+3 +1+1+1+1+1+1+1+ T

3 45 6V7 8§ 9 g 16

>1 >1 >1

Akérhanyszor %(—nél nagyobb) lehet az Osszeg.

PL: v2.0 #

Véges az 0szeg, mert:

Sp=1l+24+s+E+5+...+5

Erre konkrét képletet nem taldlni, de adjunk ra becslést egy hasonléval.
Otlet: Helyette

Z;—1+1+1+1+ ——+——g % -
nn+1) 2 2.3 3.4 4.5 7 n+1 =~ n+l

Sl=

lim S, =1 — =31y =1
s n+1 nzz:ln(n+1)

LR N S

n? 4 9 16~ n?

! —>S—1+1+1+ + !
n(n+1) "2 6 12 77 am+1)

Az elsd sorozat n + 1-ik tagja kisebb, mint a masodik n-edik tagja. (n > 1 € IN)
Ha a mésodik sorozat 6sszegéhez hozzdadjuk az elsd sorozat elsd tagjat, akkor biztosan nagyobb lesz az
osszeg.

"1 - 1

E:_<§:—+1:2
5 <

~ k* ~ = n(n+1)

Tehdt ) & < 2.

n=1

Ha ) a, konvergens — lim a,, = 0 (nem bizonyitjuk)

Zmert ¢" — 0



Fontos: Ha > a,, és > b, konvergens = > a,, + b,, is konvergens.

ian—i—bn = ian—kibn
n=1 n=1 n=1

1.1. Osszehasonlit6é kritérium:

Legyen: 0 < a, <b, Va

Ha 1, > b,konvergens = ) a,konvergens
2, > apdivergens = >_ b,divergens

1

Ezt mar hasznéltuk, szereposztas: a,, = #; b, = STCES)]

pl.: 7= konvergens-e?
Divergens, mert: % < \/Lﬁ
#? Tudjuk, hogy % divergens, # konvergens. Ez a mocsok meg a kettd kozé esik.

Nem bizonyitjuk: Ha a kitevé > 1, akkor konvergens.

1.2. Hanyados kritérium:

PL:Y 27
Tegyiink ugy, mintha ez egy mértani sorozat lenne, ekkor két tagot egymassal elosztva megkapjuk a g-t.

a (n+1)2 ( 2 on 2

ntl _ g (n41)° 2 _ (n+1) ' s _(n+1)2.1N1

a, 2 ontlop2 2 2.7\ g 272
2n N——

~1

An41

Legyen a,, > 0 sorozat. Ha d¢ < 1,amelyre igaz, hogy < q (kell6en nagy n esetén) — > a,
konvergens.

Azis j6,ha lim “** < ¢ — " a, konvergens.
n— o0 "

1.3. Gyok kritérium:

pl:
> 2, mésképp
o W (YR? 1

2n 2 2 2

lim {/a, <1 > a,konvergens
Legyen a,, > 0 Ha¢ lim /a, > 1 > a,divergens

lim /a, =1 ?
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1. Fuggvények hataréertéke

pl: fz) = =4 =224 242 _ 4y 9

r—2 r—2 z+2

Mit csinal f(z), hax kozeledik2-h6z?

f(x) =242 hax # +2 (szakadas +2 nél)}}_% flz)=4

Def.:Legyenf R—+R a€R

Az f fliggveény hatarértéke a pontban A, ha:

Ve>0 360 >0 hogyz € (a—d,a+d)ész#a = f(r)e(A—¢c,A—¢)

Egy tetszOleged + ¢ -hoz valasztok + § intervallumot . Ez a logikai sorrend, bar ugy tinhet hogyme
Abran el6bbi kék, utobbi sarga



Jelolés:
lim f(x) =a vagylim f=A vagyf(z) — A,z —a

Tr—a
. 2?2 —4
lim
=2 1 — 2
x # a A hatarérték fliggetlen a fuggvenyértektol
Ez kurva fontos, olvassuk el mégegyszer!

=4

Pl.:
(z) = +1, haz > 0;
g\ = —1, haz <0.
lim ()

hac > 1 3§ de ateljes x tengely megfelel ennek.
hac <1 35 = ez alimesz nem létezik.

Példa: (nemannyiradegeneralt fajta)

f(z) = L haz — 0;y — oo De nem éri el!
Haz — oo;y — 0 akkor lim f(z) =0
T—r00

Def.: legyenf : R — R
Az f fuggveényneko benA a hatarértéke, hée > 0 JK € R, hazx > K, f(z) € (A—¢,A+¢)
és nem maszik ki a mocsok!
pl:
lim 1 0 limsinz#0 lim sinxz = nem létezik!

r—00 I T—00 T——00

Def.:'Az f figgvénynek—oco ben A a hatarértéke, hé& > 0 3K € R, har < K, f(z) € (A—¢, A+¢)

1 .
lim — = nem létezik! (1)
z—0
1
lim — =400 2
z—0

Def: Legyenf : R — R, legyena € R
A hatérérték a barrco haVK € R 30 > 0, hogyz € (A -9, A+d)ésx #a f(x) > K

2. [Egyoldali hatarértéekek:

Def: Legyenf : R — R legyena € R
Az f figgvény jobboldali hatarértéke azanoo, havk € R 36 > 0, haz € (a,a +0) = f(x) > K
Jele:

hrf f(z) = +o0 vagy lim+f(x) = +00

Muveletek, és kivételek ugyanazok mint a sorozatoknal.

!mint az el$, csakr > K helyettz < K
2Azért kell ()2, mert killonben felvaltva ugrainaco, co kozétt. Ld.:A folotte 1€

2
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Val6s fuggvények néhany tulajdonsaga: R — R
Def.: Egy fR — R fuggvény felulbl korlatos, havz 3K € R f(z) < K,

korlatos, ha alulrdl és fellit is korlatos.
Def.: egy fR — R monoton n6®, ha barmelyr; < zo € Dy = f(z1) < f(22)

1. Elemifliggvények:

1.1. Hatvanyfuggvények::

1, x
2, x?
NP 3, ’
Adott z € R hatvanyfuggvény (z) = 2™ D(f) ={z € R,x >0} m = q ‘f
DoV
1L
\ 20z
2, R
z < 0 nem mindig értelmes pk/z az értelmezési tartomany fugg #.tm = ¢ 1, Rt + {0}
5 R
T T T T T T
4
2 -
0 /
— B
—
X -
-2 \/E _
£ —
-4 - 1 .
| | | | | ’ |

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2



Ham > 0 = szig mon 1
Ham < 0 = szig mon csokken

1.2. Exponencialis figgveény:

Adott egya € RT, ésf(z) = a* = exp,(x) exp(z) =¢e* D(f) =R

30 T T T T T T
0.27

25

20

15

10

| | | |
-2 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
(minden érték pozitiv)Az 6sszes fuggveny alulrdl korlatos. g, = R*)

1.3. Logaritmus fuggvény

3 log(x
2L Iogl%%x
1
0

-6 ! !
-10 -5 0 5 10

Az exponencidlis fuggvény inverziag, = (exp,) ™"

y-bol z-et kerestinkz = log,y Ez mUkodik, merexp, injektiv, haa # 1 egyértelmiien visszakeresheto,

mert szig mon nd

log, csak akkor van értelmezve, ha> 0;a # 1 D(log,) = {x € R;x > 0}, mertR(exp,) = {y €

R;y > 0}




cos(x)] /

1.4. Trigonometrikus fuggvények

| | | sin%x§ -
4t cos(X) —-
tan(x

Lol avd

Sin, cos tg, ctg 4 -2 0 2 4
x az ivhossZel van sumakolva)
x ivhosszhoz tartozé fugdeges koordinatasin x a vizszintes aos x

__ sinzx __ cosx
tgl’ " cosz Ctg!lf T sinz

1.4.1. Nevezetes szbdgek szogfuggvenyei:

sinl =? Ez nehéz.

sin § = Ez nem. KOr kerulet@r ezt se bizonygatjuk, ezéftnegyede kor sugaranak, ezért hozza tartozd
pont: (0, 1)

sinm = 0; cosm = —1 Koordinatai{—1, 0)

Egyéb nevezetesin ¢ = ;(Szabélyos haromsz6g)

sin § = cos § i = f (Egyenloszaru derékszogl haromszog)

Nem tudom ato blt |gy azokat sorokbdl fogjuk kiszamolni.



1.4.2. Trigonometrikus figgvények inverze:

Nem kereshét vissza, hogy mennyi volt ain fliggvény, mert nem injektiv— nincs inverze. De
sin | [~Z, 2] mar injektiv. Ennek az inverzercsinz = (sin |[—3, 7] )_1
arccos x = (cos |[0,7]) "

arctgx = (tg ‘ [‘%» g] )_1
arcctgz = (ctg|[0,7])~"

2. Hiperbolikus fiiggvények:

shoy = ©=¢" ¢* ése™ tAvolsagainak megfelezése.

2
chp = &££e*
__ shzx
thax = —Chﬁc
cthy = &£

shx

2.1. Hiperbolikus fuggvények inverze:

arsh = sh™!

arch = (ch |[0, +00]) ™"
arth = th™*

arcth = cth™*

Isem acos, tg ctg



Kalkulus

Balog Daniel

2009.11.03

Derivalas:
Def.: Legyenf R — R f differencialhaté(derivalhato) egy € R helyen, had }LII% w és véges.
—

Az f derivaltjax pontban :

. z+h)—f(z
%:f/(x):fl}i%f(ﬁ-})l f(z)

(e _ —h
! — f(@)=(f(z=20)) T — o
f' (o) Lm
: — ! . T+h—z __ 1; h _
Pl fla) = f'(a) = iny === = Jim } = 1
— 22 () = lim @)= _ iy @2 42heth?—a? i) hQodh) g _
flx) =2 f(x)—}lllg(l) h }lllg(l) 7 }llli% - }111_{%2x+h 2
x>0, limZH=r =1
flz)=|z| lim ———— r <0, lim—"+ = -1
h—0 h' 04h|—0
Tr = O, hm — =
h—0

Tehéat az abszolultértékfliggvény nem derivalhaté a O pantteminden mas pontban igen.
Lehet alim végtelen is, plif (z) = /= 0 ban(ltt nem is derivalhato.)

Az érintd vizszintessel bezart szogének tangepse= £/ (x)
Fontos tovabbi példak kishzéml’tésa:
T . efth_er g
flz)=e f(:):)—}lgéT()—e
o / R T In(z+h)—Inz _1
fla) = () = fim epotes 1
f(z) =sinz f'(z) = fllir% SR e (HZ)_SIM = COSXT
—
f(z) =cosz f'(z)= ,ljﬂ’gw = —sinz
—
(f +9)=?
flx+h)+glz+h)—(flx)glx) . (fla+h)—flx)  glz+h) —g)
/ _ _ _
(f+9)(z) = lim ; = lim - + . _
o Jl@+h) = fl@) . gle+h)—glx) )
B R R A



h'—> h
tim ZELI IO oy gy SEEZIE iy gy 4 p0) - )
— N , R/_/ .,
7(@) 9(@) ¢ (@)
Derivalasi szabalyok:
(f+9) frxq
(c- 1) c-f
(f-9 | f9g+f¢
(%)/ f’-gg—zf-g’

(fog) | ['(g9(x)) g (z)

pl.: h(z) =e® -sinx

Legyenf(z) = e” €sg(x) =sinx
h'(z) =e" -sinz + e - cosx

__ _e”
h/(x) B Sie%-:ginx—e”-cosx
h (.CL’) - sin® x
h([lj’) — 6sinm

Legyen: f(x) = e” €sg(z) = sin(x)gondold végig mit hasznalnal el6szér szamologépen!
W(x) = (fog)(zx)=e"" cosx

h(z) =1+ 22

Legyen (szereposztag)r) = 1 + 22 ésf(x) = /z
_ 1 _ 1z

W(2) = 57 20 = s

HF h(z) = /sin (22 + 2)

Derivalasi tablazat:

f@) | f@) @) fz)
e [m T @ @+
VT ﬁ arctg I Jrlxz
% _ :c% arcctg x 1;%
o oF shx chzx
a® a®-lna chx shx
Inz % tanh x Chlz -
sin x cos ctha S}T;:c
cosr | — Sill x arsh z 1ix2
tg x cos? x arch x wé—l
ct gz e arth z 1_1962
arcsmz | ———s arcth x T
arccos T | —7=—
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1. A derivalas harom haszna:

1.1. Novekedés, fogyas, széksrték

- SZ0g

20g

MonotonitagNovekedés, fogyas, szélsbérték)
Lényeq:

f'(x) > 0= Afuggvény ro
f'(x) < 0= Afuggvény csokken
f'(z) = 0 = (lokalis) szél§érték

Ez matematikailag kifejezve:

— i Jth)—f(x)
fl(z) = }L{}%T

Ha f'(z) > 0= 35 > 0, hogy|h| < §(—6 < h < §) = LEHZIE
Ha 0 <h<0 fla+h)>f(z)
—S<h<0 f(z+h)<f(z)

Ezt lokalisan nddnek nevezzik.
A ¢ fugg azz-tol (nem lehet tul tavoldle "az a poén ha & kicsi")

Allitas: Ha f'(x) > 0 = az f fuiggvény az: pontban lokalisan szigortardn
Allitas: Ha f'(x) < 0 = az f figgvény az: pontban lokalisan szigordan csokken.

1



Def.: Az f fliggvénynek az pontban lokalismaximumavan, haj > 0; -5 < h < f(x+h)
Def.: Az f fuiggvénynek az pontban lokaligminimumavan, has > 0; - < h <6 f(z+h

()
f

2
(z)*
A lokalis és a globalis minimum kozotti kilonbség-#éan van(A globalisnal lehet nagyon nagy is)
Allitas: Ha f-nekz-ben lokalis szésértéke van, akkof’(z) = 0
Bizonyitas: Kizarasos alapon.

Ha f szig mon ®: f'(x) > 0
Ha f szig mon csokkerf!(z) < 0
A kettd kizarja egymést, marad az hogy egyehl €s a széBerték. Lehetséges még az, hogy nem lehet

ott derivalni.
Fontos: Ez forditva nem igaz!

pl: f(z) =27
f(0) = 0, de itt nincs széfsértéke!

1.2. Konvexitas:

Konkav Konvex

A konvex sikidom két pontjat sszekidbarmely egyenest tartalmazza.
A fuggveényeknél a gorbe feletti részt tekintjuk mérvadariaikkidomnak”

Def.:Az f fuggvény az!/ intervallumon konvex, h&x,,z, € I-re f(x;) €s f(x,) pontokat dsszekbt
szakasz a fuggvény grafikonja felett van.

Def.:Az f fuggvény az/ intervallumon konkév, h&x,z, € I-re f(z1) és f(z,) pontokat 6sszekot
szakasz a fuggveny grafikon alatt van.

Def.:Ha f azZ pontban valt konvexitast, akkor azt a pontot inflexiés paktnevezzik.

Mi kdze van ennek a derivalashoz?
Eszre lehet venni, hogy konvex részen a szgkonkavban csokken.

llehet globalis is, de az nem biztos!

2Az x kbzelében nincs nala nagyobb érték
Slehet globalis is, de az nem biztos!

4Az x kozelében nincs néla kisebb érték



Allitas: Ha f' névekw azI intervallumon, akkor otff konvex, ha csokked) akkor konkav.

Def.:.Legyenf” = (f') ez azf fuggvény masodik derivaltja.

17 >0, f konvexI-ben
Allitas: Ha{ f7 < 0|1, f konkavI-ben
f-nek inflexiés pontja van x-benf” = 0

Biz:
7 > 0= f' né= fkonvex
7 < 0= f"csOkkerns> fkonkav

1.3. Fuggvény abrazolas:

Pl.:f(x) = 2® — 3z Ezt kéne abrazolni.. .

f'(x) =32 -3
0=3z"-3/+3
3==32"/+3
7? = 1/ \/6
r ==l
Itt lehet ebjelvaltas.

£ (x) = 6
0=6x/=6

Itt lehet ebjelvaltas.

(—o0,—1)| =1 | (-1,0) 0 (0,+1) 1 (+1,00)
f'(z) + 0 - - - 0 +
F@ - : : I I I
f(x) 1T konk. | 1 konk. | 1 konk. | inf. pont| | konv. | | konv. | | konv.

A flggveény hatarértéke-oo, illetve beteg helyeken
Most nincs beteg helydoklas:

1
3 3
> —3r=_z2° (11— —
v( .TQ)
—00 N=——
—1
lim 23 —3x = +00
Tr—400
lim 2° — 3z = —0
T——00



1.4. A flggvény grafikonja:

f(x)=0"=3-0=0

Lokalis maximum helyer = —1 Ertéke(—1)3 — 3. (—1) =2

Lokalis minimum helyex = +1 Ertéke(1)? — 3 - (1) = —2

Inflexios pontr = 0

Hol metszi az X tengelyt?

0 = 2® — 3x Ennek 0 megoldasa. HarmadfokUl az egyenlet, szal van még 2!
3v=12%/+u

3=2x%/ \/6

r==+V3

25

x*"3—3‘*x e

05

o5 |

/
/ /
At /
-1.5 , \ /
i L L L L \\\ T L

A "recept" 6sszefoglalva:
1. f' kiszdmitésa, 0 éjelvaltés
2. f7 kiszamitasa, 0 é|elvaltas
3. EzekI®l 6sszerakni tablazatot
4. Alimesz+oo és beteg helyeken

5. Flggvényeértékek, és grafikon



1.5. Egy genya példa:

f(x) =
Na ez nem lesz nulla. Nem csak a gorbdilet valtozik meg 0 nékiineel is szakad.
Tablazat:

(—oo0,—1) | =1 | (=1,0) | 0| (0,+1) | 1 | (+1,00)
f'(x) + 0 - X - 0 +
3 N I N N Y A 2
Beteg limesx — 0
lim = oo
x'—>0+
Abra:
10
' X+1/X
51 |
0
5+ -
_10 | |
-10 -5 0 5 10
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1. A derivalas tovabbhi haszna:

Def: Legyenf ‘R — R; f/// — (f//)/; f(4) — (fm)/; f(k:) — (f(k—l)) LeN
Ezek f tobbsz6rds derivaltjai

1.1. Taylor polinom

Cél: fuggvény kozelitése polinommal
Motivalo példa:f(z) = e®
x = 0 korul kozelitjuk.
Legegyszerlibb kozelités® ~ 1 Ez egy0-ad foku polinom.
Kicsit pontosabb az ériitegyenese” =~ 1 + = Hogyan jott ez ki?
f'(x) =¢€", f'(0) = 1 =tga =meredekség
Erintd (egyenes) egyenlet\el/Jr\I),_/x =1+1-2
) f(0)
"Keresek olyan efsfoku polinomot, melyre(0) = f(0),p'(0) = f'(0)"

Ugyanilyen logikaval keresek egy masodfokat:

p(z) = o + a1 + o

flz) = e flx) = e, f(x) = e

P () =c1 + cox

P (x) = 2c

Ez még nem az igazi, az eredei elképzelésiink masodik dgaikétszer annyi mint kéne!
Nem gond, leoszjuk keitsel.

e" ~ 1+ x+ s2? Eze'-re2,5-6tad. f(z) = e" h(z) =1+z+ 127 g(z) =1+



22 T T T T
20
18
16
14
12
10

T T T 1
Q9
ST
88
||||\|

|
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Harmadfoku koézelé polinom:

p(0) = F(0);/(0) = F/(0); #(0) = £(0); " (0) = £"(0)
P(0) =i = f(0) =1
p(0) =26 = £(0) = 1
p(0) = 6c; = £(0) = 1

O N b~ OO
I
|

Tehét:CQ =1l,cs=1,¢c0= %,Cg =
e"rl+z+ a2+ i el ~2,6

DI

1.1.1. Altalanos megkozelités

Legyenf : R — R sokszor differencialhato.
a € R pont korul kozelitek(x=0 helyett x=a-ban)

Rogténn-ed foku polinomot keresek, melyre:

p(a) = f(a),p'(a) = f'(a),p"(a) = f"(a),...,p" (a) = f")(a)
Eszrevétel: keressiik p-t ilyen alakban:
pla) =co+ci(xr —a) +ca(z —a)* +es(z —a)* + -+ +cp(z —a)”
p'(a) = c; + 2c3(x —a) + 3es(x —a)* + - +nep(z —a)™ !
p'(a) = 2¢y + 6c3(x —a) + -+ +n(n — ey (v — a)" 2
Eszrevehdt, hogy a derivalas miatt egy konstans szorz6 jon ki. Ezekirdze
p"(a) = nl(cy)

Ez igy nagyon szimpatikus, legyen bl tétel!



1.2. Taylor-polinom

Legyenf : R — R n-szer differencialhat6 -ban. Ekkaregy, és csakis egy, polinom, amelyre igaz,
hogy:
Toa(w) = f(2), T o(x) = f/(2),.... Tad(z) = ) (x)
Ez képlettel is megadhat&z fontos!
/ "(a)-(x—a)? ") (x—a3 @ (a)-(z—a)™
Tha(z) = f(a) + f'(a) - (x — a) + LLf=0n 4 SH@ema) 4 LR@ o0
Avagy tbmorebben:

ok (g
Thalz) = Z / k( ) (z —a)k
k=0 ’

Példaul:
sin flggvény kozelitése: Otodfokd polinommal= 0 korul.

Fuggvény Erték0 pontban
f(z) =sinzx f(0)=0
f'(x) =cosz f(0)=1

f"(z) = —sinx f"(0)=0

f"(x) =—=cosx | f"(0)=-—1
f@(z) =sinz @0)=0
fO(z) = cosx fO0)=1

— 0402 _ 1,3, 0,44 1,5 __ , 1,34 1,5
Ts(z) =0+ 1o + 5o° — 52° + 52 + 552° = ¢ — 52° + 550

Ez igy néz ki:
2

15
1
0.5
0

| |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Na j6, de mennyire pontos ez a kozelités?



1.3. Taylor formula Langrange maradék taggal

Legyenf : R — R, amin + 1-szer differencialhaté. Ekkor z-ben3 ¢ € R a ésx k6z6tt, hogy:
f (@) = To(x) = A9 (@ — a)!
Pl. e* kdzelitésének pontossaga:

2 1’3 .T4 .CL’S

xr
T570(1'):1+$+§+§+$+§
T e 6
e —T5(x):a~x

Pl.z=1
1 e

11 1
1
e =1+1+-+-—+—+—+
276 24 120_ 720

— 720

c €10;1] e* <e' <4 ezt mar bizonyitottuk. . .
Tehét a killénbség kisebb mig;

Derivalas utols6 haszna:

1.4. L'Hospital szabaly:

Képlet a beteg limeszek kiszamitaséara

Alapadtlet:
o F@ @) = @) o) gy f )

imag(z)  emag(x) —gla)  amag(c)  emag(a)
Legyenf, g differencidlhatd]im f = lim g = 0, vagylim f = lim g = +o00

Ekkor had limg—f — 3 limg és ezek egyeikk. pl.:

. Ccosx — cos3x . —sinx + 3sin3z . —cosx —9cos3x 8
lim ————— = lim = lim = —
z—0 x2 z—0 2% z—0 2 2

Lehet olyan, hogy ez se seqit. ..

c1,2 € [a, x]
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1. Integralas

Hatérozott: Hatérozatlan:
Riemann integral | Primitiv fiiggvények

1.1. Hatarozatlan:

Def: Legyen f : I — R (Intervallum R is lehet) Az F' : [ — R fiiggvény primitiv fliggvénye f -nek, ha
F'=f

PL: f(x) = cos () = F(x) =sinz,de F(x) = sinz + 3 is jo
f(z) = e* = F(x) = "+ akdrmi

f(z) = x ez gondolkodos...

f(z) = F(x) = x? Bz helyes?

Ennek a derivaltja 2x, ezért le kell osztani az x2 6t 2 vel. Igy a megoldas: %2
Ez konnyti, de kell6en hosszii osszetett fiiggvény esetén baj van!

Pl: f(z) =2*= 1 -2*® Ezsemellenfél...

2 2
flx)=e"" = £ -€"
. . z 2 2
Vlsszaderlvalva::—ﬁ e+ % et 20

EZ NEM JO! Nem tudjuk megcsindlni! (mds se tudta. ..)

Egy fiiggvénynek hdny primitiv fiiggvénye van?

Allitas: F,G : I — R primitiv fiiggvénye f-nek= F — G =konstans. (nem fiigg = t51)
Bizzs(F —G) =F -G =f—-f=0

Van olyan tétel: miszerint ha valakinek a derivaltja 0 egy intervallumon, akkor az konstans.
(ezért fontos az intervallum. . .

Ha [ = f,eztjeloljik: [ f=F +c¢ [ faz f primitiv fiiggvénye, vagy hatdrozatlan integrélja.

Megjegyz.: A hatdrozatlan integrdl nem mds, mint a derivalas inverze.



A derivaldsgépet tudomdnyosabban operdtornak hivjak..
Inverz akkor van, ha injektiv. A derividlds meg nem az. ..
Hiszen (sin +konstans)’ = cos(x)

Ezért tessziik hozza a +c-t, és le van tudva.

Integralasi szabélyok.
Lf(fxg)=[f%x[g
IL [(c-fy=c-[f

Fontos: Szorzdsra, osztdsra kompozicidra nincs szabdly. De tényleg...

pl:f(sinx—l—ez"”)-dxg: [sinzdr + [ e**dr = — cosx + ** -%-1—@
JVe+3=(z+3)>

[tanz = [ 2L — —In(cosx)

.2
3

Baj:
[ Va2 +1=(2*+1) - 5= (de ez nem stimmel visszaderivélva!)
Integraltablazat
i@ | @
1 Inx
mn zntl
x n+1
e’ e’
sin x —Ccosx
cos(x) sin x
cos12 T tg €
Jtgz | —In(cosx)
11_362 arcsin x
x21+1 arctg x
1;2 arsh
x;f - arch x
2. Integralasi modszerek:
2.1. Parcialis integralas:
(szorzds-szabdly helyett)
Otlet: (f-9)' = f'g+df/[
fa=[fa+ [df
Parcialis integralas: [(f'g) = fg— [(f¢)
pl.:



J(lz e )dr=e"-x— [e" - ldv=¢"-z—e"+¢
g(z)  f'(z)
Ell:(e*x — e”) = e"x + e*1 — e* = e"x

. - — — [ = 1 == ;
f r -8Inx X COST f CcosS T rCcosx +smx +c¢
g(z)  f'(z)

Ell: (—x - cosz +sinz’ = =1-—€0S7T + zsinx + cosT

Cseles:

JInz=[_1 -lnx:x-lnx—fx-%::vln:c—x+c
1 g

Ell: (#-Inz—2)=1-lnz+1.2—-1=he+1-1

2.2. Helyettesitéses integralas:

(kompozicio-szabdly helyett)

Legyen F' = f

(F(p(2) = F'o(x) - ¢'(x) /[

(Fop)

J F(p(a))de = [ f(ple) - &/ ()ds

PI:

J e

pr)=e"+1 fly)=, = Fy) =y

1

i e - =lIn(e®+1)+c

00 T

llyen az [tgz = [ 2L

cosx
Mert a szinusz a koszinusz derivdltja.

Altaldnositva: | “;/((j)) = In(p(z))

Ugyszint hasznos: f(y) = y* = [(¢(x)) - ¢/ (z) = E2L—
pl: [2zvVa?2+1=

pr)=2+1, a=

J2ava?4+1= @412

DL 4=

Recept:
67)
f eerldx
Behelyettesités: e* =u = x =1nu

Derivaljuk mindkét oldalt u szerint!

de 1
du_u/Xdu

da::%‘du



Tehat:

z 1
/ ¢ da::/ al %du:/ du=Ilnu-+1
et +1 u-+1 u-+1

Visszahelyettesitve:
Inu+1=Ine*+1

Nehéz példa: [ /1 — 22dx = a fiiggvény [—1, 1] intervallumban van értelmezve!
T =sinu u = arcsinx

& — cosu

dr = ducosu

[ Veos?ucosu - du

J | cosu| cosu - du Az intervallum miatt: | cosu| = cosu
[ cos®u - du

Kis elmélkedés:

cos? u — sin? u = cos 2u

2cos?u — 1 = cos 2u

cos?u = 5 + 3 cos 2u

J(5 + 2 cos2u)du = % + 1 sin2u + ¢
aresing 4 1y Veos2u + ¢

st +%x~m+c
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1. Hatarozott integral

-

_____X\

/

Legyena,b € R;a < b

Legyenf[a, b] — R korlatos

Cél: Terulet definidlasa. Megadunk egy felosziash]-ban

To=a<T <Ty<---<x,=0>

Lényeg: A flggvénygorbét téglalappal kdzeliteni. De hglken a teteje?

Riemann: mindegy hol van

legyené € [z;_1,x;];2 e N<n

A téglalap tetejef (£)-nal van.

A terllet Riemann féle kozebitosszege:

o= f(&)(x1 — o) + f(§)(xa — 1) + -+ + f(&) (¥ — Tn1)

A téglalapok tertleteinek 6sszege

o= ;f(&)(xi — ;1)



Sdritsuk azr; . . . z,, felosztast, és nézzik meg mit csindl

Def:

Az f fuggvenyt aZa, b] intervallumon Riemann integralhatonak nevezzik, ha sés slritésévela
b

valamihez kozelit, amihez kozelit, agtf-nek nevezziik.

Pontosabban:
Az f fuggvényt aZa, b] intervallumon Riemann integralhato, Ba € R szam, hogy/s > 0-hoz3j > 0,
hax; — z;_1 < § Vi-re, akkorv¢; valasztasavdb — 1| < ¢
elég s(rl felosztas
Sajnos a kiszamitas ezzel a definicioval nagyon hosszaslalma
Egy kénnyi példa:

3 4
f(x) = c konstans fuggvény 2
c=c-b—a
1 4
—1 1 2 3
-1 L+

Szimbolika:

——
Masfajta limesz!

Szabalyok, amiket be lehet bizonyitani:
Allitas: legyenf, ga, b] — R Riemann integralhato.

b b b
L[(fxo)=[f%[g

b b
2. [e-f)y=c-[f VeeR

b b
3. Haf<g=[f<[yg

Kérdés: Hogyan donth@tl egy fuggvénydl, hogy Riemann-integralhaté-e?
) [ 1lha ze€Q
plif (x) = { Oha 20

Ez nem Riemann integralhato:



e Ugral ac a&-t6l figgbden
e Nem lesz/ amihez kozelit

Tétel: Haf folytonos, akkor Riemann-integralhaté!

Def: f: R — R egyx, pontban folytonos, hez > 036 > 0: |z — xo| < d = |f(x) — f(xo)| < €
Mese a terulet:

Szép halmaz terilete egyértelmi

V sokszégnek van terilekeszamithatphiszen haromszogekre bonthatjuk.

Van olyan halmaz, aminek nincs tertlete: mértékelmélet

1.1. Integral kiszamitasa Newton-Leibniz formulaval

A hatéatozott és a hatarozatlan integral kapcsolata

Van egysze(f f(z) ésazf f(x)

T(x)=[f
Allitas: T" = f, ha f folyamatos fliggvény.
Biz:
. 1: T(x+h—T(x)) _
Kell: }1113(1) ———" = f(x)
L z+h T
(7 r-11=)

z+h

%(f f) =1h- f(cn)

Léteaﬁik olyanC, amixz < ¢, <x+h
}llg(l) flen) = f(2)

Ahogy 6sszenyomom a téglalapgtc,) — f(z)Ld. abra

lsumak...



1.1.1. Newton-Leibniz tétel:

Legyenf : [a,b] — R folytonos, legyer¥ : [a,b] — R figgvénye (azaz’ = f)
Ekkor

/bfZF(b)—F(a)

Biz: Tudjuk hogy?” = f = Jec szamF = T + ¢ (csak konstansban térnek élja) = T'(a) +c
—~—

0

Mia F'? Ez a kihivas!
Jelen esetber?(z) = %3 ha van 1 plussz konstans, akkor az kiesik, szal minek kiirni?

Slés 2 S e
Jelolés] z%dx = [g] 1B _ 0 _1
0 0

1

f(x)=sinz;a=0;b=m <|/\
[ sinzdx = U ! ! !
0 0 1 2 3

F(x) = —cosx

[—cosx]y = —cosm— (—cos0) =1+1=2

1.2. Hatarozott Parcialis integral:
[fa9=fa9-[fd

b b
J1-g=lfg—JfF-d

apl: ’



1 1
gl = [1-—eFdr=—e 11 -0+ [e*dr =
0 0

1.3. Hatarozott helyettesitéses integral:

f fle (x) Ahol F" = f
Ez hatarokkal

f fe (x)dx = F(p(b)) — F(p(a))

pI: a kor terllete:

A szinezett rész terllete:

N

T,=2 [ Vr?—a%dx

r=r7r-sinu Z—x:r-cosu
U

Mostj('jn az ujdonsag: hac [—r,r|, akkoru €?
u€[-3,3]

™

VB

2

TO:2f Vr2 —r2sinu - reosu - du = 2r? fcos u - du

us

2

wl::

b e

1

0=



