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1. fejezet

El6sz6

A jegyzet alapvetSen az Eoétvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Ka-
ran nem matematika szakos hallgatok analizis oktatasahoz késziilt, bar a matemati-
ka alapszakos hallgatok kiegészitésként szintén hasznalhatjak. A fizikus, geofizikus,
térképész, meteoroldogus, geologus, kornyezettudomany szakos hallgatok matemati-
ka oktatasa évtizedek ota az Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék
feladata. A jegyzet harom szerzdje szintén évek, évtizedek Ota részt vesz ebben az
oktatasban. A jegyzetben targyalt analizis anyagot szamos félévben a szerzdk méar
tanitottak, hosszu évek szakmai és pedagogiai tapasztalata van a jegyzet tartalma
mogott.

Tematikajat tekintve a jegyzet természetszertileg hasonlit szdmos mas analizis
tankonyvre, azonban hangstlyozzuk, hogy ennek ellenére t6bb szempontbol hidny-
potlo szerepet tOlt be. Egyrészt més analizis téméaju tankonyvek nagyobbrészt ma-
tematika szakos hallgatok szamara késziiltek. A nem matematika szakosoknak sz616
tankonyvek pedig mas egyetemek specialis igényd hallgatoi, pl. mérnok vagy koz-
gazdasz hallgatok oktatasahoz illenek. Ez a jegyzet az ELTE TTK nem matemati-
ka szakos hallgatoinak igényeihez illeszkedik. Sokéves oktatasi tapasztalat mutatja,
hogy a hallgatok a matematikidt nem az axiomatikus felépités mentén sajatitjak el,
hanem fokozatosan, egyre mélyebb szinten értik meg a matematikai fogalmakat és
tételeket. Ezért a jegyzet nem a hagyoméanyos targyalasmodot koveti, hanem kétszer
halad végig a fent felsorolt fejezeteken. ElGszor alapszinten targyal minden témakort.
Ennek keretében inkabb modszereket tanit. (A fizika szakon ez a rész kiilon tantargy
Kalkulus cimen.) Ezutdn masodéves hallgatok szamara ugyanazok a témakorok meé-
lyebb szinten kovetkeznek, a hagyomaéanyos "tétel-bizonyitas" szemlélet szerint. A
jegyzet erGsen alkalmazas orientalt. A térképészeknek fontos gorbeelmélet, vagy a
geofizikusoknak sziikséges vektoranalizis is helyet kap benne. A fizikus hallgatok
megtaldlhatjak benne a vonalintegral, feliileti integral és a komplex fliggvények tér-
gyalasat, illetve nehezebb témakoroket is, pl. metrikus terek, vagy implicit fiiggvény
tétel.



2 1. FEJEZET. ELOSZO

Koszonetnyilvanitas

A szerzsk koszonetet mondanak az Eotvos Lordnd Tudoményegyetem Matematikai
Intézetében az Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszéken dolgozd kol-
légéinak, akik konstruktiv észrevételeikkel tdmogattak a kurzus tematikajanak kiala-
kitasat és a jegyzet megirasat.

Koszonet illeti a jegyzet lektorat Nagy Balint tanszékvezets féiskolai docenst,
aki mindenre kiterjedd figyelemmel igyekezett javitani a hibdkat, és elGsegiteni az
érthetGséget, és az egységes szerkezetét.

A jegyzet a TAMOP-4.1.2-08/2 /A /KMR-2009-0045 szamu palyazat, Jegy-
zetek és példatarak a matematika egyetemi oktatasahoz cimid projektjének
keretében késziilt.



2. fejezet

Halmazok, relaciok, fiiggvények

Bemutatjuk a matematika eszkozeit, a lépten-nyomon hasznalt fogalmakat, fontos
megallapodasokat vezetiink be. Biztos alapokat készitiink a tovabbi épitkezéshez.
Gyakran alkalmazzuk a "minden", illetve "tetszéleges" szavak roviditésére a V, a
"létezik, illetve "van olyan" kifejezések helyett pedig a d jelet. Az aldbbi témakordket
targyaljuk.

e Halmaz fogalma és halmazmiiveletek

Relacio

Fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

e Kompozicid és inverz

Halmaz szamossaga

2.1. Halmazok, relacidk, fiiggvények

2.1.1. Halmazok és relaciok

Egy halmazt akkor tekintiink ismertnek, ha minden j6l megfogalmazhaté dologrol el
tudjuk donteni, hogy hozza tartozik vagy nem tartozik hozzéa. (Az ,okos gondolat”,
a ,szép lany”, az ,elég nagy szam” vagy a ,kicsi pozitiv szdm” nem tekinthetd jol
megfogalmazott dolognak, ezekrsl nem kérdezziik, hogy benne vannak-e valamilyen
halmazban, hogy alkotnak-e halmazt.)

Legyen A halmaz, x egy jol definialt dolog. Ha x hozzatartozik a halmazhoz,
akkor ezt x € A jelolje. Ha x nem tartozik hozz& a halmazhoz, akkor ezt x ¢ A
jeloli.

A halmaz elemeit felsorolhatjuk, példaul A := {a,b,c,d}, vagy értelmes tulaj-
donsaggal adjuk meg a halmazt, példdul B := {x | x valds szdm és 22 < 2}.

3



4 2. FEJEZET. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

2.1. Definici6. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy A része a B halmaznak,
ha minden x € A esetén x € B. Jele: A C B.

2.2. Definici6. Legyen A és B halmaz. Az A halmaz egyenld a B halmazzal, ha
ugyanazok az elemei. Jele: A= B.

Ko6nnyen meggondolhatd a kdvetkezd tétel:
2.1. Tétel. Legyen A és B halmaz. A = B pontosan akkor, ha AC B és B C A.
Néhany eljarast mutatunk, melyekkel Gjabb halmazokhoz juthatunk.

2.3. Definicio. Legyen A és B halmaz.

Az A és B egyesitése (unidja) az a halmaz, amelyre AUB := {z | v € A vagy v € B}.
Az A és B metszete (kézos része) az a halmaz, amelyre ANB :={x |x € Aésx €
B}.

Az A és B kiilonbsége az a halmaz, amelyre A\ B :={x | x € A és x ¢ B}.

A metszet és a kiilonbség képzése soran elképzelhets, hogy egyetlen x dolog sem
rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Azt a halmazt, amelynek barmely jol definial-
hato dolog sem eleme, iires halmaznak nevezziik. Jele: ().

Legyen H halmaz és A C H egy részhalmaza. Az A halmaz (H-ra vonatkozo)
komplementerén az A := H \ A halmazt értjiikk. De Morgan-azonossagoknak nevezik
a kovetkezs tételt:

2.2. Tétel. Legyen H halmaz, A,B C H. Ekkor
AUB=ANB ¢é ANB=AUB.
Legyen a és b dolog. Az {a,b} halmaz nyilvan sok véltozatban felirhato:
{a,b} = {b,a} = {a,b,b,a} = {a,b,b,a,b,b} = stb.

Ezzel szemben tekintsiik alapfogalomnak az (a,b) rendezett part, amelynek lénye-
ges tulajdonsaga legyen, hogy

(a,b) = (¢, d) pontosan akkor, ha a = c és b= d.
A rendezett par segitségével értelmezziik a halmazok szorzatéat.
2.4. Definicié. Legyen A, B halmaz. Az A és B Descartes-szorzata
Ax B:={(a,b) | a€ A ésbe B}.
Példaul A = {2,3,5}, B :={1,3} esetén

Ax B =1{(21),(23),(31),(3,3),(51),(53)}



2.1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK 5

A rendezett par fogalméra épiil a relacio.

2.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az r halmaz relacid, ha minden eleme rendezett
pdr.

Egy magyar-angol szotar is egy relacio, hiszen elemei magyar és a neki megfelel§
angol sz6bol alkotott rendezett parok.

2.6. Definicid. Legyen r reldcid. Az r reldcid értelmezési tartomanya a
D(r) :={z | van olyan y, hogy (z,y) € r}.
Az r reldcio értékkészlete az
R(r) :=A{y | van olyan x € D(r), hogy (x,y) € r}.
Nyilvan » € D(r) x R(r).
Peldaul r := {(4,2), (4,3),(1,2)} esetén D(r) = {4,1}, R(r) = {2,3}.
2.1.2. Relaciok inverze és kompoziciéja
Két eljarast mutatunk be, amellyel adott relacio(k)bol tjabb relacidhoz juthatunk.
2.7. Definicio. Legyen r reldcid. Az r reldcid inverze az a reldcid, amely
e {(s,) | (ts) € 7).
Lathato, hogy r := {(1,3), (4,2),(5,2),(3,3)} esetén
={(3,1),(2,4),(2,5),(3,3)}

A magyar-angol szotar inverze az angol-magyar szotar.

Ertelmezziik relaciok kompoziciojat (Osszetett relacio, kozvetett relacio) is.

2.8. Definicié. Legyen r,s reldcié. Az s bels6 relacio és r kiils6 relaciéo kom-
pozicidja legyen

ros := {(x, z) | van olyan y € R(s)ND(r) kozvetits elem, hogy (x,y) € s és (y,z) € r}.
Peldaul s := {(1,2),(1,4),(2,3)}, r := {(4,3),(4,4), (3,5) } esetén
ros:={(1,3),(1,4),(2,5)}.
Természetesen elkészithets az s o r relacié is, de ez most
sor=10.

Altalaban ros # sor.
Meglep&en szép relaciok kompozicidjanak inverze és az inverzek kompoziciéjanak
kapcsolata:
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2.3. Tétel. Legyen r,s reldcid. Ekkor (ros)™!=s"1lor1
Mivel halmazok egyenl@ségét szeretnénk igazolni, megmutatjuk, hogy
1) (ros)™tcstortes
2.) stor=tc (ros)™t

1. Legyen (p,t) € (ros)~! = (t,p) € ros = van olyan q € R(s) N D(r) kbzvetits
elem, hogy (t,q) € s és (q,p) € r = nyilvan (p,q) € r~! és (¢,t) € s71 =
(p,t) € s~ tor L.

2. Legyen (u,w) € s~tor™ = van olyan v € R(r~') N D(s™!) = R(s) N D(r)
kozvetits elem, hogy (u,v) € r~! és (v,w) € s7! = nyilvin (w,v) € s és
(v,u) €r = (w,u) Eros= (u,w) € (ros)=t.

2.1.3. Fiiggvények
A fiiggvény specialis relacio.

2.9. Definicio. Legyen f reldcio. Azt mondjuk, hogy az f figgvény, ha bdrmely
(x,y) € f és (x,2) € f esetény = z.

Peldaul r := {(1,2),(2,3),(2,4)} nem fiiggvény, hiszen (2,3) € r és (2,4) € r, de
3#4;az f:={(1,2),(2,3),(3,3)} viszont figgvény.

Néhany megallapodast tesziink fiiggvények korében. Ha f fiiggvény, akkor (z,y) €
f esetén y az f fliggvény x helyen vett helyettesitési értéke, vagy az f fiiggvény
az x-hez az y-t rendeli hozza. Jelolésben: y = f(x).

Ha f fiiggvény és A := D(f), a B pedig olyan halmaz, amelyre R(f) C B (nyilvan
A a fliggvény értelmezési tartoménya, B pedig a fiiggvény (egyik) képhalmaza),
akkor az ,,f C A x B, f fliggvény” kifejezés helyett az f : A — B jelolést hasznaljuk
(yaz f fiiggvény az A halmazt a B halmazba képezi”).

Ha f fiiggvény és D(f) C A,R(f) C B, akkor f : A — B jeloli ezt (,,f az A
halmazbol a B halmazba képezd fiiggvény”).
Példaul f := {(a, a), (b, 5), (9,7), (d,9), (e,e)} fiiggvény. Lathato, hogy (3 az f fiigg-
vény b helyen vett helyettesitési értéke, 5 = f(b).
Ha L a latin bettik, G pedig a gorog bettik halmaza, akkor f : {a,b,g,d,e} — G,
fla) = a, f(b) = B,f(g) = v, f(d) = 4, f(e) = e. Ha csak a fiiggvény tipuséara
akarunk utalni, elég az f: L — G.

Természetesen egy fiiggvénynek is van inverze, ez azonban nem biztos, hogy fligg-
vény lesz.

2.10. Definicid. Legyen f : A — B fiigguény. Azt mondjuk, hogy az f k6lcs6nésen
egyértelmi (injektiv), ha kilonbézd x1,xo € A elemeknek kilonbozé B-beli elemeket
feleltet meg, azaz barmely x1,x9 € A, x1 # xo esetén f(x1) # f(x2).
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Ko6nnyen meggondolhatd, hogy kélcsondsen egyértelmi fiiggvény inverze is fliggvény.
Reészletesebben:

2.4. Tétel. Legyen f figgvuény, A := D(f),B = R(f), f kdlcsondsen egyértelmi.
Ekkor az f inverze f~1 : B — A olyan figguény, amely birmely s € B ponthoz
azt a t € A pontot rendeli, amelyre f(t) = s, (roviden: bdirmely s € B esetén

Ff ) =s.)

c sz

megmutathato, hogy
fog:A— C,barmely x € A esetén (f o g)(z) = f(g(z)).

Példaul a ¢ fiiggvény minden szam duplajahoz 1l-et adjon hozza (¢ : R — R,
g(x) :=2x 4+ 1); az f fuggvény pedig minden szamot emeljen négyzetre (f : R — R,
f(z) :=2?), akkor fog:R — R, (fog)(z) = (224 1)? lesz az f és g kompozicidja.

Tovabbi hasznos fogalmak

Legyen f : A — B ésC C A. Az f fiiggvény C-re valo lesziikitése az az f|, : C — B
fiiggvény, amelyre barmely x € C esetén f|,(z) := f(x).

Legyen f: A— B,C C Aés D C B. Az

f(C):={y| van olyan z € C, amelyre f(z) =y}
halmazt a ,,C halmaz f fiiggvénnyel létesitett képének” nevezziik. Az

fHD) = {z| f(x) € D}

halmaz a ,D halmaz f fiiggvényre vonatkozo Gsképe”. (Vigyazat! Az f~! nem
inverzfiiggvényt jelol ebben az esetben.)

2.2. Feladatok

1. Legyen A := {2,4,6,3,5,9}, B := {4,5,6,7}, H := {n | n egész szam, 1 <
n < 20}. Készitse el az AU B, AN B, A\ B, B\ A halmazokat. Mi lesz az A
halmaz H-ra vonatkozé A komplementere?

2. Legyen A :={a,b}, B:={a,b,c}. Ax B=?Bx A="

1

3. Legyen r = {(z,y) | z,y valos szam, y = 22}. r—! =? Fiiggvény-e az r?

Fiiggvény-e az r—17

4. Legyen f: R — R, f(z) := 1757. Készitse el az fo f, fo(fo f) fiiggvényeket.
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5. Gondoljuk végig egy f : A — B kolcsondsen egyértelmii fliggvény inverzének a
szemléltetését!

6. Gondoljuk meg, hogy egy f : A — B kolcsénosen egyértelmi fiiggvény inverzét
a kovetkezs 1épésekkel lehet elGallitani:
1) Felirjuk, hogy y = f(x).
2) Felcseréljiik az x és y ,yaltozokat™ = = f(y).
3) Ebbdl az ,egyenletbdl” kifejezziik az y-t az x segitségével: y = g(z). Ez a g
lesz éppen az f~! inverzfiiggvény.
Példaul: f: R — R, f(z) = 2z — 1. (Ez kolesondsen egyértelmi fiiggvény.)
y=2x-1
2)zx=2y—1
3 r+1=2yy=21i(z+1).
Tehat f1:R—R, f~H(z)=L1(z+1).
Szemléltesse is az f és f! fiiggvényt!

7. Legyen f: A— B, C1,Cy C A, D1, Dy C B. Mutassuk meg, hogy
f(CLUCy) = f(C1) U f(Co)
f(C1NC2) C f(C1) N f(C2)
STHUD1UDy) = f~1(Dy) U fH(D2)
S7HD1N Da) = f~1(D1) N f~1(Dy).
Igaz-e, hogy ha C; C Cs, akkor f(Cy) C f(C2)?
Igaz-e, hogy ha D1 C Ds, akkor f~1(Dy) C f~1(D3)?

8. Legyen f: A— B, CC A, D C B.
Igaz-e, hogy f~1(f(C)) = C? Igaz-e, hogy f(f (D)) = D?

2.3. Halmazok, relacidk, fiiggvények

A rendezett part alapfogalomnak tekintettiik, de lehet&ség van halmazok segitségével
bevezetni a rendezett par fogalmat.

2.11. Definicié. Legyen a és b. Az (a,b) rendezett pdr legyen
(a,0) := {{a},{a,b}}.
Ezzel az értelmezéssel igazolhaté a rendezett part jellemzé tulajdonsag.

2.5. Tétel. (a,b) = (c,d) < a=césb=d.

Bizonyitas. (=) Legyen {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}.

1. Vagy {a} = {c}, amib6l a = ¢ kévetkezik. Tovabba {a,b} = {¢,d}, de a = ¢
miatt b = d lehet csak.
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2. Vagy {a} = {¢,d}, amibdl ¢ = d és igy a = ¢ = d kovetkezik. Ekkor (¢, d) =
{{a}}, de akkor {a} = {a,b} is igaz, igy a =b. Tehat a =b=c=d.

(<) Nyilvanvalo!

2.3.1. Ekvivalencia és rendezési relacid

A matematika néhany ,kényes” fogalmat a relaciokkal és fiiggvényekkel hozzuk kap-
csolatba.

2.12. Definicié. Legyen H # 0, r C H x H, D(r) = H reldcid.
Azt mondjuk, hogy

1. r reflexiv, ha Vx € H esetén (x,z) € r;
2. r szimmetrikus, ha ¥(x,y) € r esetén (y,z) € r;

3. r antiszimmetrikus, ha minden olyan esetben, amikor (x,y) € r és (y,x) € r,
akkor x = y;

4. r tranzitiv, ha minden olyan esetben, amikor (x,y) € r és (y,z) € r, akkor
(x,2) er.

2.13. Definicié. Ha az v reldcio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkor r ekvi-
valencia-relacio.

2.14. Definicié. Ha azr reldcio reflexiv, antiszimmetrikus €s tranzitiv, akkor r ren-
dezési relacio.

Legyen ~ egy ekvivalencia-relacié a H halmazon (D(~) = H). Allapodjunk meg
abban, hogy (z,y) €~ helyett az x ~ y jelolést hasznéljuk.

A ~ ekvivalencia-relaci6 segitségével a H halmazt részhalmazokra bontjuk a ko-
vetkez§ 1épésekkel.
a) Legyen x € H. Az z-hez tartozé ekvivalencia-osztaly

Y/ ={y|y € Hzx~y}.

() Konnyen belathato, hogy ha z,z € H, akkor

vagy “/n = */n, vagy ¥/ 7/ =0

Ez azt jelenti, hogy a H halmaz felbonthat6 kozos pont nélkiili ekvivalencia-osztalyokra.
7) Legyen
H/ .={X| 3z € H, hogy X = ¥/.}.
A 1/ az ekvivalencia-osztalyok halmaza.
Igazolhatd, hogy
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1. a H/_ elemei kozos pont nélkiiliek (a 3) pontban ezt fogalmaztuk meg),
2. a f1/_ elemeinek (halmazoknak) az egyesitése kiadja a H halmazt.
Lassunk két fontos példat erre az eljarasra.

1. Legyen T a tortek halmaza, azaz

T= {1—9 | p,q egész szam, q;éO}.
q

A T halmazon értelmeziink egy relaciot:

%N§<:>ad:bc.

Végiggondolhatd, hogy ~ ekvivalencia-relaci6. Ekkor g / ~ ekvivalencia-osztalyba
beletartozik az dsszes olyan tort, amely ,egyenls” az ¢-vel. A 7'/ . halmaz pedig
olyan k6zos elem nélkiili halmazokra vald felbontésa a T' tértek halmazéanak,
amelyek egyesitéseként visszakapjuk a T halmazt. Az g /~ egy racionalis szam,
a T /. pedig a racionalis szamok halmaza.

Igy valik érthetéveé, hogy % egyenls” %—del 5.

12
zentansai az 2 /. racionalis szamnak, és a raciondlis szamokkal végzett miive-
letek soran mindig a megfelels reprezentanst hizzuk el az osztalybol. Példaul

del, hiszen ezek a tortek repre-

1,2 3,
2 3 6 6 6

azt sugallja, hogy

2. A masik példaban E legyen egy sik iranyitott szakaszainak halmaza. Beveze-
tliink E-n egy relaciot: legyen

a ~ b, ha az a szakasz parhuzamos b-vel, azonos irdnytak és egyforma hossztak.

Konnyen lathato, hogy ~ ekvivalencia-relaci6. Az ¢/. tartalmazza az a-val
parhuzamos, vele azonos iranyt és hosszlUsigi irdnyitott szakaszokat. Egy
ilyen osztaly legyen egy vektor. Az ¥/ a sik vektorainak halmaza.

Igy valik érthet6vé, hogy vektorok dsszeadasanal az egyik vektort eltoljuk gy,
hogy a két vektor kezd6pontja megegyezzék. Valdjaban mindkét vektorbol az
alkalmas reprezenténs iranyitott szakaszt hizzuk el6, azokkal végezziik el a
miiveletet, és az eredd iranyitott szakaszhoz tartozé ekvivalencia-osztaly lesz
az Osszeadas eredd vektora.
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A rendezési relaciokkal kapcsolatban csak két egyszerti példat targyalunk.
Legyen N a pozitiv egész szdmok halmaza. Legyen < az a relacio, amelyre

a < b, ha van olyan nemnegativ ¢ egész, hogy a + ¢ = b.

Ez a < valéban rendezési relacié. Még az is igaz, hogy barmely a,b € N esetén vagy
a<b,vagy b <a.

Az N porzitiv egészek halmazan egy masik reléciot is bevezethetiink. Azt mondjuk,
hogy a osztoja b-nek, ha van olyan k pozitiv egész, hogy b = ak. Az ,oszthatosag”
relacio reflexiv (a = a - 1), antiszimmetrikus (ha b = ak és a = bl, akkor b = blk,
amib6l [k = 1, de ez csak k = 1 és | = 1 esetén igaz, tehat a = b) és tranzitiv
(ha b = ak, ¢ = bl, akkor ¢ = akl, azaz a osztoja c-nek), tehat az ,oszthatosag” is
rendezési relacié az N halmazon. Csak nem olyan ,szép”, mint a < volt, hiszen, van
olyan a,b € N, amelyre a nem osztdja b-nek, és b sem osztoja a-nak. (Példaul a := 4
ésb:=17.)

2.3.2. Halmazok szamossaga
Gyakran hasonlitjuk 6ssze halmazok elemszamét, ezt formalizéljuk az alabbi defini-
cidban.

2.15. Definici6. Legyen A, B halmaz. Azt mondjuk, hogy A szimossdga egyenld
a B szdmossdgdval, ha van olyan ¢ : A — B fiigguény, amelyre R(¢) = B, és ¢
kolesondsen egyértelmd. [Az ilyen ¢ fiigguényt bijekcidonak nevezziik A és B kozott.|

Példaul a pozitiv egészek N halmaza és a pozitiv paros szdmok P halmaza egyenl§
szamossagu, hiszen a

¢»:N—= P, ¢(n):=2n
fliggvény bijekcio N és P kozott.

2.16. Definicio. Legyen A halmaz. Azt mondjuk, hogy A végtelen (szimossdgi)
halmaz, ha 3A" C A, A" # A, hogy 3¢ : A — A’ bijekcio.

Az el6bbi példa éppen azt mutatja, hogy N végtelen halmaz.

2.17. Definicid. Legyen A végtelen halmaz. Azt mondjuk, hogy A megszamlalha-
to, ha 3¢ : N — A bijekcio.

Meglepd, de a racionalis szamok Q halmaza megszamlalhato.

Irjuk fel az 1,2,3,...,n,... nevezdji torteket soronként.
3 2 1 0 1 2 3
-1 T1 < -1 T 7T T 71
3 2 1 0 1 2 3
-3 T3 —3 < 3 < 3 3 2
3 2 1 0 1 2 3
-3 T3 — T3 — 3 — 3 7 3 3
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A ¢ : N — Q bijekciot ugy készitjiik, hogy

B =0 6@ =1, 6=y d@)=—p .

A rajz szerinti lépegetéssel haladunk, {igyelve arra, hogy olyan tortet ugorjunk at,
amely mar egyszer sorra keriilt. Ezzel biztositjuk, hogy valéban kdlcsonosen egyér-
telmi maradjon a fiiggvényilink. Lathato az is, hogy el6bb-utobb minden racionélis
szamhoz eljutunk, igy ¢ bijekcié lesz N és Q kozott, ami azt jelenti, hogy Q meg-
szamlalhato.



3. fejezet

Szamhalmazok

Kiskorunktoél szamolunk a valés szamokkal, 6sszeadjuk, szorozzuk, osztjuk Sket, hat-
vanyozunk, abszolit értékét vessziik a szamoknak. Egyenleteket, egyenlGtlenségeket
,rendeziink”. Most lefektetjiik azt a viszonylag egyszerd szabalyrendszert, amelybdl
a megtanult eljarasok levezethetsk. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

Val6s szamok halmaza

Természetes szamok halmaza

e Egész szamok és racionalis szamok halmaza

e Fels6 és als6 hatar

e Intervallum és kérnyezet

e Hatvanyozas definicija és azonossagai

o Komplex szamok halmaza

o Komplex szam trigonometrikus alakja, miiveletek

3.1. Valés szadmok

3.1.1. A valods szamok axiomarendszere

Legyen R nem iires halmaz. Tegylik fel, hogy van még egy Osszeadasnak nevezett
4+ : R xR — R és egy szorzasnak nevezett - : R x R — R fliggvény is, amelyek a
kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkeznek:

al. barmely a,b € R esetén a + b = b+ a (kommutativitas)

a2. barmely a,b,c € R esetén a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (asszociativitas)

13
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a3. van olyan 0 € R elem, hogy barmely a € R esetén a + 0 = a (0 az Osszeadasra
nézve semleges elem)

ad. barmely a € R esetén van olyan —a € R ellentett elem, hogy a 4+ (—a) = 0.

ml. barmely a,b € Reseténa-b=05b-a
m2. barmely a,b € Resetén a-(b-c) = (a-b)-c

m3. van olyan 1 € R elem, hogy barmely a € R esetén a-1 = a (1 a szorzasra nézve
semleges elem)

m4. barmely a € R\ {0} esetén van olyan % € R reciprok elem, hogy a - é =1.

d. barmely a,b, c € R esetén a-(b+c) = ab+ac (disztributiv a szorzés az 6sszeadasra
nézve)

Lathato, hogy a szorzas szabalyrendszere a 4. kovetelményben lényegesen eltér az
osszeadastol (egyébként nem is kiillonbozne az Osszeadés és a szorzas). A d. is az
eltérést erdsiti.

Tegyiik fel, hogy R-en van egy olyan < (kisebb vagy egyenlének nevezett) rende-
zési relacio, amely még a kovetkezd tulajdonségokkal rendelkezik:

rl. barmely a,b € R esetén vagy a < b, vagy b < a.
r2. minden olyan esetben, amikor a < b és ¢ € R tetsz6leges szam, akkor a+c < b+-c.
r3. minden olyan esetben, amikor 0 < a és 0 < b, akkor 0 < ab.

Allapodjunk meg abban, hogy az a < b, a # b helyett a < b jelolést hasznalunk.
(Sajnos a < nem rendezési relacio, mert nem reflexiv.)

Az al.—ad4., ml.-m4., d., r1.-r3. alapjan levezethets az Osszes egyenlGséggel és egyen-
16tlenséggel kapcsolatos ,szabaly”. Kiegészitésiil harom fogalmat kiilon is megemli-
tiink.

PPN o 1
3.1. Definici6. Legyen a,b € R, b # 0. Ekkor § :=a - 3.
Az osztas tehat elvégezhetd a valos szamokkal.
3.2. Definici6. Legyen x € R. Az x abszolut értéke

] = z, haO<z
|l —x, haz<0,x#0.

Hasznosak az abszolut értékkel kapcsolatos egyenlGtlenségek.
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1. Barmely = € R esetén 0 < |z|.

2. Legyenz e Rése € R, 0 <e. Ekkor x <e, & —x <e<=|z| <e.
3. Barmely a,b € R esetén |a + b| < |a| + |b| (haromszog-egyenltlenség)
4. Barmely a,b € R esetén ||a| — |b]| < |a — b|.

Konnyen igazolhatoak ezek az allitasok. A 4. bizonyitdsat megmutatjuk.
Tekintsiik az a = a — b + b egyenlGtlenséget. Ekkor a 3. szerint

la| =|a—b+b] <|a—b|+ |b|

Az r2. szerint —|b| szamot mindkét oldalhoz hozzédadva nem valtozik az egyenlGtlen-
ség
lal + (=o]) = |a| = [b] < |a —b] (3.1)
Hasonl6é meggondolassal
b=b—a+a

bl =1b—a+al <|b—a|+]a] /—la|
[b] = lal < [b— al
—(lal = [o) < [b—al = |a —b| (3.2)

Az (3.1) és (3.2) a 2. tulajdonsag szerint (z := |a| — |b|; € := |a — b| szereposztéssal)
éppen azt jelenti, hogy ||a| — |b|| < |a — b|.

3.1.2. Természetes, egész és racionalis szamok

Most elkiilonitjiik az R egy nevezetes részhalmazat.
Legyen N C R olyan részhalmaz, amelyre
1°1eN
2° barmely n € Nesetén n+1 €N
3° barmely n € N esetén n+ 1 # 1 (az 1 az ,elsd” elem)
4° abbol, hogy a) S C N

b)lesS

c) barmely n € S esettnn+1 € S

kovetkezik, hogy S = N. (Teljes indukcio.)

Az R-nek az ilyen N részhalmazat a természetes szamok halmazanak nevezziik.
Kiegészitésiil alljon itt még néhany megallapodas:

Z:=NU{0}U{m € R| —m € N} az egész szamok halmaza

Q:={x € R | vanolyanp € Z,q € N, hogy z = %} a racionalis szamok
halmaza
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Q* := R\ Q az irracionalis szamok halmaza

Az N segitségével a miiveleti, rendezési szabalyrendszer mellé a harmadik kdvetel-
ményt illesztjiik az R-hez.

Archimedesz-axiéma: Barmely a,b € R,0 < a szadmokhoz van olyan n € N,
hogy b < na.

Az Archimedesz-axioma kovetkezményeként megmutatjuk, hogy barmely K € R
szamhoz van olyan n € N természetes szam, amelyre K < n, ugyanis az a := 1,
b := K szereposztassal az axiéma ilyen természetes szamot biztosit.

Megmutatjuk azt is, hogy barmely € € R,0 < € esetén van olyan n € N természetes
szam, hogy % < €, ugyanis legyen a := ¢ és b := 1. Az axidéma szerint van olyan
n € N, hogy 1 < n-e. Rendre alkalmazva a megfelels ,szabalyt”

1 < ne /+(=1)
0 < 1 / !
ne — c =
n
1 1 1
Tne—1)=¢— = -
< n(ns )=¢ - /+n

< &

SI= o

Az Archimedesz-axiomaval sem valt még minden igényt kielégitévé az R. Sziikségiink
lesz egy utols6 axidmara, amelyet néhany fogalommal készitiink eld.

3.1.3. Fels6 és also6 hatar

3.3. Definicié. Legyen A C R, A # 0. Azt mondjuk, hogy A feliilr6l korlatos
szamhalmaz, ha van olyan K € R, hogy bdarmely a € A esetén a < K. Az ilyen K
az A halmaz egyik felsé korlatja.

Legyen A C R, A # () feliilrél korlatos halmaz. Tekintsiik a
B :={K € R | K fels6 korlatja az A halmaznak}

halmazt. Legyen a € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
1° a € B (« is felss korlatja az A halmaznak)
22 barmely K € B fels§ korlatra a < K.

A kérdés csupén az, hogy van-e ilyen « € R.

Fels6 hatar axiémaja: Minden feliilrl korlatos A C R, A # () halmaznak van
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legkisebb fels6 korlétja.

Az ilyen a € R szamot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz
fels6 hataranak nevezziik, és igy jeloljiik:

a:=supA (,az A halmaz szuprémuma”)
Nyilvan igaz a sup A két tulajdonsaga:
1° barmely a € A esetén a < sup A
2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy (sup A) —e < d'.

A miiveleti, rendezési szabalyrendszerrel, az Archimedesz-axiémaéaval és a fels6 hatar
axidméjaval teljessé tettiik az R valos szamok halmazat. Ezzel biztos alapot terem-
tettiink a jov6beni szamolasokhoz is.

Néhany tovabbi megéllapodas.

3.4. Definicié. Legyen A C R, A # 0. Azt mondjuk, hogy A alulrél korlatos, ha
van olyan L € R, hogy minden a € A esetén L < a. Az L az A halmaz egyik alsod
korlatja.

Legyen A alulrol korlatos szamhalmaz. Az A alsé korlatjai koziil a legnagyobb a
halmaz als6 hatara. (Ennek létezéséhez mar nem kell ijabb axioma, visszavezethetd
a fels6 hatar létezésére.) Az A halmaz alsé hatarat

inf A (,az A halmaz infimuma”)
jelolje. Nyilvéan igaz, hogy
1° barmely a € A esetén inf A < a

2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy a' < (inf A) + €.

3.1.4. Intervallumok és kornyezetek

3.5. Definicidé. Legyen I C R. Azt mondjuk, hogy I intervallum, ha bdrmely
x1,T2 € I, x1 < x9 esetén minden olyan x € R, amelyre x1 < x < x3, fenndll, hogy
zel.

3.1. Tétel. Legyen a,b € R a < b, ekkor az aldbbi halmazok mindegyike intervallum.
[a,b]:={z € R|a <z <b}
[a,b):={zx € R |a <z <b}
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(a,b:={zeR|a<z<b}

(a,b):={z € R |a <z <b}
Végtelen intervallumokra bevezetjiik az alabbi jeloléseket.

[a,+00):={z € R |a <z}
a,+0):={z € R|a < z}; (0,+00) =: R"
—o0,al:={z e R |z <a}
—00,a):={x € R |z <a}; (—00,0) =R~
—00,+00) :=R

Megemlitjiik, hogy az [a,a] = {a} és az (a,a) = 0 elfajul6 intervallumok.
3.6. Definicié. Legyen a € R,r € RT. Az a pont r sugart kérnyezetén a
K.(a):=(a—r,a+r)

nyilt intervallumot értjik. Azt mondjuk, hogy K(a) az a pont egy kornyezete, ha

van olyan r € R, hogy K(a) = Ky(a).

3.1.5. Valés szamok hatvanyai

3.7. Definicié. Legyen a € R. FEkkor o' = a,a® == a-a,a® :=ad®-qa,...,a" =

a" !.a,...

3.8. Definici6. Legyen a € R,0 < a. A \/a jelentse azt a nemnegativ szimot,

amelynek négyzete a, azaz 0 < \/a, (v/a)? = a.

Vegyiik észre, hogy barmely a € R esetén va? = |al.

3.9. Definicié. Legyena € R,k € N. A *tYa jelentse azt a valds szamot, amelynek
(2k + 1)-edik hatvinya a.

Vegyiik észre, hogy ha 0 < a, akkor *%/a > 0, és ha a < 0, akkor #***V/a < 0.

3.10. Definici6. Legyen a € R,0 < a,k € N. A %/a jelentse azt a nemnegativ
szamot, amelynek (2k)-adik hatvinya az a.

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést: ha n € N és a € R az n paritdsidnak megfeleld,
akkor

1

an := {a.
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3.11. Definicié. Legyen a € RT,p,q € N.

3.13. Definicié. Legyen a € R\ {0}. Ekkor a° := 1.

Lathato, hogy ezzel a definici6lancolattal egy a € RT barmely r € Q racionalis
kitevsji hatvanyat értelmeztiik. Beldthato, hogy a definiciokban szerepld szémok
egyértelmiien léteznek, és érvényesek a kovetkezs azonossagok:

1°a € RT,r,s € Qesetén a” - a® = a™+*
2°q e R, r € Qesetén a” - b" = (ab)"

3°a€R",rs€Qesetén (a")° = a"*

3.2. Feladatok
1. Legyen a,b € R. Mutassuk meg, hogy

(a+b)?:= (a+b)(a+b) =a’®+2ab+ b?
a?—bv?> = (a—b)(a+b)

—1
& =l+az+a>+ - +a"
z—1

3. (Bernoulli-egyenlétlenség)
Legyen h € (—1,+00) és n € N. Mutassuk meg, hogy

(I+h)">1+4 nh.
Megoldds: Legyen S :={n &€ N|(1+h)" > 1+ nh}.

1°1e€ S, mert (1+h)l=1+1-h.
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2° Legyen k € S. Megmutatjuk, hogy k 4+ 1 € S, ugyanis

(1+h)kt = Q+n)*A+n)>Q+kh)(1+h) =
14 (k+1Dh+kh®>>1+ (k+1)h.

(A rendezés szabalyai mellett felhasznaltuk, hogy k € S, azaz (1+h)* > 14+-kh.)
Emlékezve az N bevezetésének 4° kovetelményére, ez azt jelenti, hogy S = N,
azaz minden n € N esetén igaz az egyenlGtlenség. Fzt a bizonyitasi mddszert
hivjak teljes indukciénak.

. Legyen a,b € R™.

b 2 [a? + b2
Ay = @t , Go:=Vab, Hy:=y—, N2:= @t
2 S+ 2

a

Mutassuk meg, hogy Hy < Go < Ay < Ns és egyenlGség a szamok kozott akkor
és csak akkor all, ha a = b.

Ezek nagymértékid altalanositasa is igaz.
Legyen k € N (k > 3) és w1, 19,...,2p € RT.

T+ T+ -+ T

A = 3 , G = ¥rixe T8,
Hy = - =, Nk;:\/xl 5'32‘; Tk
o Ta Ty

Igazolhato, hogy Hy < Gi < A < Ny, és egyenlGség a szamok kozott akkor és
csak akkor all fenn, ha 21 = 20 = ... = x}.

. Legyen h € R és n € N. Ekkor

(1+M”:1+nh+(Zyﬂ+<gyﬁ+-~+hﬂ
ahol felhasznalva, hogy k! :=1-2-... -k, az
n n!
=—F k=0,1,2,...
(k) kl(n— k) I
(kiegészitestl 0! := 1).

Ebbdl igazolhaté a binomialis tétel:
Legyen a,b € R, n € N. Ekkor

(a+b)"

— (n kyn—k
go<k>ab .

k
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6. Legyen A := {25 | n € N}. Mutassuk meg, hogy A feliilrsl korlatos. Mi a
sup A7
Megoldds: Mivel barmely n € N esetén n < n + 1, ezért 5 < 1, tehat a
K :=1 fels6 korlat. Megmutatjuk, hogy sup A = 1, ugyanis

1° Barmely n € N esetén 27 < 1.
2° Legyen € € RT. Keresiink olyan n € N szamot, amelyre

n
1—-e.
n+1 c
(1—¢)(n+1l)=n—en+1-—c¢
en > 1l—¢
1—¢
n
15

Mivel barmilyen szamnal, igy az % € R szamnal is van nagyobb természetes
/

szam, legyen ez n’ € N, ezért az 1 € A olyan, hogy 75 > 1 —e. Tehét
supA = 1.

7. * Legyen F := {(”T'H)" | n € N}. Mutassuk meg, hogy E C R feliilrsl korlatos.
Megoldads: Megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén

1 n
<n+ ) <4
n
Legyen n € N, és tekintsiik az %("T'H)" szamot. A 4. példaban szerepld
szamtani (Ay) és mértani (Gy) kozép kozotti egyenlStlenség szerint

1(n+1)n_1 1 n+1 n+1 n+1

4

n 2 2 n n n

ezért (EL)" < 4, tehat E feliilré] korldtos. A fels hatér axiomaja szerint van
fels§ hatéra. Legyen e :=sup F.

Megjegyezziik, hogy ezt a fels6 hatart soha senki nem tudta és tudja megsejteni
(nem ugy, mint a 6. példaban. .. ). Kozelitsleg e ~ 2, 71. Euler nevéhez fiizédik
az e szam bevezetése.

8. Legyen

(-3 (8) (- 3) ) e

Létezik-e inf P? (Ha mar belatta, hogy létezik az inf P, ne keseredjen el, ha
nem tudja megadni. Megoldatlan a probléma.)
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3.3. Komplex szamok

3.3.1. A komplex szam fogalma, miiveletek

Ugy altalanositjuk a valos szamokat, hogy a miiveletek tulajdonsagai ne valtozzanak.

Legyen C := R x R a val6s szampérok halmaza. Vezessiik be az Osszeadast ugy,
hogy az (a,b), (c,d) € C esetén

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d);
a szorzéast pedig tgy, hogy
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be).
Konnyen ellenérizhet az 6sszeadas és a szorzas néhany tulajdonsaga.
al. V(a,b), (c,d) € C esetén (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b) (kommutativitas)

a2. Y(a,b), (c,d), (e, f) € C esetén (a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = ((a,b) + (¢,d)) +
(e, f) (asszociativités)

a3. V(a,b) € C esetén (a,b) + (0,0) = (a, b)
ad. V(a,b) € C esetén a (—a, —b) € C olyan lesz, hogy (a, b)+(—a, —b) = (0,0).
ml. V(a,b),(c,d) € C esetén (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) (kommutativités)

m2. Y(a,b), (c,d), (e, f) € Cesetén (a,b)-((c,d)- (e, f)) = ((a,b) - (c,d)) - (e, f)

(asszociativitas)
m3. Y(a,b) € C esetén (a,b) - (1,0) = (a,b)
m4d. V(a,b) € C\ {(0,0)} esetén az (x4, —az—_bH)Q) € C olyan, hogy

a b

(@.0) (oo ey = (10

d. ¥Y(a,b), (¢, d), (e, f) € C esetén

(CL, b) ) [(C7d) + (67 f)] = (a7 b) ) (Cv d) + (a7b) ’ (eaf)

(a szorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve)
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(a,b)=a+ib

3.1. 4bra.

Az al.—a.4, ml..m.4 és d. tulajdonsigok indokoljédk, hogy a valés szamokkal vég-
zett miiveletek, szamolasok (amelyek Osszeadést, szorzast tartalmaznak és legfeljebb
egyenlgségekre vonatkoznak) a komplex szamokkal ugyantigy végezhetdk el.

Azonositsuk az a € R valos szamot és az (a,0) € C komplex szamot. (Nyilvan-
valoan bijekcio létezik az R és az R x {0} C C halmaz kozott.) Vezessiik be az
i:=(0,1) € C képzetes egységet. Ekkor barmely (a,b) € C komplex szamra

(a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib.

(A méasodik egyenl6ség az azonositas kovetkezménye!)
Figyelembe véve, hogy i = (0,1) - (0,1) = —1, egyszeriivé valik az 6sszeadas

a+ib+c+id=a+c+i(b+d),

és a szorzas is

(a+1b) - (c+id) = ac — bd + i(ad + bc).

A komplex szamot helyvektorként szenléltethetjiik (3.1. &bra).

Az 6sszeadés a vektorok Osszeadéasanak ,paralelogramma szabalyanak” megfelels (3.2.
abra).

3.3.2. Komplex szamok trigonometrikus alakja

Egy a + b € C komplex szamhoz hozzarendelhetjiik az abszolit értékét és iranyszo-
gét (3.3. abra).

Az abszolut érték: r = vVa? + b2.
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c+id

a+c+i(b+d)

a+ib

3.2. 4bra.

a+ib

3.3. abra.
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a+pB

3.4. 4bra.

Az irdnyszog siknegyedenként adhatd meg:

arctgg, haa>0ésb>0
5 haa=0éb>0
ﬂ—arctg|g|, haa<0éb>0
7T—|—arctg|g|, haa<0éb<0
37“ haa=0éb<0
27r—arctg|§\, haa>0¢éb<0

Lathato, hogy az iranyszogre ¢ € [0,27). Megjegyezziik, hogy a = 0,b = 0 esetén
r =0, és az irdnyszog ekkor tetszblegesen vélaszthatoé.

Ha egy a 4 ib € C komplex szamnak r az abszolut értéke és ¢ az iranyszoge, akkor
a=rcos¢p, b=rsing,

ezért a + ib = r(cos ¢ + isin ¢). Ez a komplex szam trigonometrikus alakja. A
komplex szamok trigonometrikus alakjanak felhasznélasaval szemléletesebbé valik a
komplex szamok szorzésa is.

Legyen r(cos o + isina), p(cos + isinf) € C, ekkor

r(cosa+isina) - p(cos +isinf) =
= rp(cosacos f — sinasin f + i(sin acos 3 + cos asin 3)) =
= rp(cos(a+ ) + isin(a + B)).

Tehét a szorzasnal az abszolut értékek Osszeszorzédnak, az irdnyszogek pedig Gssze-
adodnak (3.4. abra).
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A hatvanyozas a komplex szam trigonometrikus alakjaval igen egyszertien végezhets
el. Ha z =a+ib=r(cos¢ +ising) € C és n € N, akkor

2" = (a+1ib)" = [r(cos ¢ +isind)]" = r"(cosng + isinng),

azaz a komplex szam n-edik hatvanyénal az abszolut érték n-edik hatvanya és az
irdnyszog n-szerese jelenik meg a z" trigonometrikus alakjaban.



4. fejezet

Elemi fuggvények

Ismertetjiik a valos szamok halmazan értelmezett, valos szam értékd fiiggvények leg-
fontosabb tulajdonsagait. Definialjuk a gyakran hasznalt valos-valos fiiggvényeket,
melyeket elemi fliggvényeknek neveznek. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Miiveletek valos fiiggvényekkel

e Korlatos, monoton, periodikus, paros, paratlan fiiggvény fogalma
e Hatvanyfiliggvények

e Exponencialis és logaritmus fliggvények

e Trigonometrikus fliggvények és inverzeik

e Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

e Néhany kiilonleges fiiggvény

4.1. Valos-valés fiiggvények alaptulajdonsagai
4.1. Definicié. Legyen f:R >— R, \ € R. Ekkor
AfD(f) = R, (Af)(x) = Af().

4.2. Definicié. Legyen f,g: R >— R, D(f)N D(g) # 0. Ekkor
f+9:D(f)ND(g) =R, (f +9)(@) = fz) + g(z)
f-9:D(f)ND(g) =R, (f-g)(x) = f(z) - g().

4.3. Definicio. Legyen g : R >— R, H := D(g)\ {z € D(g) | g(x) = 0} # 0. Ekkor

1g: H =R, (1/9)() = .

27
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4.4. Definici6. Legyen f,g: R >— R

grzf-l/g

4.5. Definicio. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f feliilrél korlatos figg-
vény, ha R(f) C R felilrdl korldtos halmaz.

Azt mondjuk, hogy f alulrél korlatos figguény, ha R(f) C R alulrdl korlatos hal-
maz.

Azt mondjuk, hogy f korlatos figguény, ha R(f) C R alulrdl is és feliilrél is korldtos
halmaz.

4.6. Definicid. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f monoton névé fiigg-
vény, ha barmely x1,x2 € D(f), x1 < z2 esetén f(r1) < f(x2).

Az f szigortan monoton noévs, ha birmely xi,xe € D(f), 1 < x2 esetén
f(z1) < f(z2).

Azt mondjuk, hogy f monoton csékkend figgvény, ha minden x1,z2 € D(f),
x1 < xg esetén f(x1) > f(x2).

Az f szigortian monoton cs6kkend, ha birmely x1,x2 € D(f), x1 < x2 esetén

f(z1) > f(x2).

4.7. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f péaros fiigguény, ha
1° minden x € D(f) esetén —z € D(f),

2° minden x € D(f) esetén f(—x) = f(x).

4.8. Definici6. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f paratlan fiigguény, ha
1° minden x € D(f) esetén —z € D(f),

2° minden x € D(f) esetén f(—x) = —f(x).

4.9. Definici6. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f periodikus fiiggvény, ha
létezik olyan p € R, 0 < p szdm, hogy

1° minden x € D(f) esetén x +p, x —p € D(f),
2° minden x € D(f) esetén f(x +p) = f(z —p) = f(x).

A p szdm a fiigguény egyik periddusa.



4.2. AZ ELEMI FUGGVENYEK 29

4.1. abra.

4.2. abra.

4.2. Az elemi fliggvények

4.2.1. Hatvanyfiiggvények

Legyen id : R D— R, id(z) := x. Az id szigortian monoton n6vé, paratlan fiiggvény
(4.1. abra). Legyen id? : R >— R, id?(z) := 22. Az id2|]R+ szigortian monoton névé,

az idg‘R_ szigortian monoton fogy6. Az id? paros (4.2. abra).

Legyen id® : R >— R, id®(z) := 3. Az id® szigortan monoton névs, paratlan
fiiggvény (4.3. abra). Ha n € N, akkor id"” : R — R, id"(x) := 2" fliggvény paros n
esetén az id?, paratlan n esetén az id® tulajdonsagait 6rokli.

Legyen id™' : R\ {0} — R,id7!(z) := 1/2. Az id_|1
.
monoton fogy6 (de id ! nem monoton!). Az id~! paratlan (4.4. abra).

és az id_|1 . szigorian
R
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4.3. 4bra.

4.4. abra.
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id™2

4.5. 4bra.

idl/Z

4.6. abra.

Legyen id™2 : R\ {0} — R,id"2(z) := 1/2>. Az id™?

Ir—
az idf‘2 . szigortian monoton fogy. Az id~2 paros (4.5. &bra).
R

szigoruan monoton nd,

Legyen n € N. Az id™ : R\ {0} — R,id "(z) := 1/z"™ fiiggvény paros n ese-
tén az id 2, paratlan n esetén az id ™! tulajdonsagait 6rokli.

Legyen id'/? : [0,00) — R, idY?(z) := /z. Az id"/? szigortan monoton néve-
kedd fiiggvény (4.6. abra). Megemlitjiik, hogy az id? kolesonosen egyértelmii

I[O,oo)
fliggvény inverzeként is értelmezhets a id!/2.

Legyen 7 € Q. Az id" : Rt — R, id"(x) := 2". Néhany r esetén szemléltetjiik
az id" fiiggvényeket (4.7. &bra).
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4.7. abra.
exp, a<l exp, 1
1 exp,
4.8. abra.
Végiil legyen id® : R — R, id’(z) := 1. Az id® monoton névekeds, monoton fo-

gyo is, paros fiiggvény. Barmilyen p > 0 szam szerint periodikus (4.7. abra).

4.2.2. Exponencilis és logaritmus fiiggvények
Legyen a € R™. Az a alapti exponencialis fiiggvény

x

exp, : R — R, exp,(z):=a”.

exp, szigortian monoton novs, ha a > 1,
exp,, szigortian monoton fogyo, ha a < 1,

exp, = id°, ha a = 1 (monoton névé és monoton fogyo is) (4.8. abra).
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exp

/

4.9. 4bra.

Ha a > 0 és a # 1, akkor R(exp,) = R, azaz csak pozitiv értéket vesz fel az exp,
(és minden pozitiv szamot fel is vesz). Barmely a > 0 esetén minden z1,z2 € R
mellett

exp, (1 + z2) = exp,(x1) - exp,(22).

(Ez a legfontosabb ismertetGjele az exponencialis fliggvényeknek.) Kitiintetett sze-
repe van az exp, =: exp fliggvénynek (4.9. abra) (e az el6z6 fejezet 7.* példajaban
szereplé Euler-féle szam).

Legyen a > 0,a # 1. Mivel exp, szigortian monoton, ezért kélcsondsen egyértel-
mi is, tehat van inverzfiiggvénye.

log, = (exp,) ™"
lesz az a alapt logaritmus fiiggvény (4.10. abra). Tehat
log, : R™ — R, log,(x) =y, amelyre exp,(y) = .

Ha a > 1, akkor log, szigortian monoton novekedd, ha a < 1, akkor log, szigorian
monoton fogyo. Alapvetd tulajdonsaga a logaritmus fiiggvényeknek, hogy

1° barmely a > 0, a # 1 és minden z1, 75 € RT esetén
log,(x122) = log, x1 + log, x2.
2° barmely a > 0, a # 1 és minden x € RT és k € R esetén
log,, =k log, x.

3° barmely a,b > 0,a,b # 1 és minden x € RT esetén

1
log, x = %8 %

~ logya’
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Ioga a>1

Ioga a<l

4.10. abra.

4.11. abra.

A 3° tulajdonsag szerint akar egyetlen logaritmus fliggvény szamszorosaként az 6sszes
logaritmus fliiggvény elGall. Ezért is van kitlintetett szerepe az e alapi logaritmusnak:

In :=log,

a ,természetes alapu logaritmus” (4.11. &bra).

4.2.3. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Legyen sin : R — R, sinx := Ne keressen egy formulat! Vegyen fel egy 1 sugaru
kort. A kozéppontjan at rajzoljon két egymaéasra merdleges egyenest. Az egyik az (1)
tengely, a masik a (2) tengely. Ahol az (1) tengely (pozitiv fele) metszi a kort, abbdl
a pontbol ,mérje fel az x € R szamnak megfelels ivet a kor keriiletére”. |Ez a miivelet
nagy kéziigyességet igényell...| Az iv P végpontjanak mésodik koordinataja legyen
asinz (4.12. 4dbra). A sin fliggvény paratlan, p = 27 szerint periodikus (4.13. &bra).
R(sin) = [—1,1].
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[N

4.12. abra.

sin

w2

4.13. abra.
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uz s
-T2 2n
-1
4.14. 4bra.
Legyen cos : R — R, cosz := sin(x + §). A cos fliggvény paros, p = 27 szerint

periodikus (4.14. abra). R(cos) = [—1, 1].

Alapvetd Gsszefliggések:
1° Barmely z € R esetén cos? & + sin® z = 1.

2° Barmely z1, 22 € R esetén sin(x; + x2) = sin x cos x3 + cos x1 sin xg,
cos(x1 + x9) = cos 1 cos xo — sin xq sin .

.__ sin 4 R

Legyen tg := 2°° és ctg := 3.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy

cos

D(tg):R\{ngkﬂkez}, D(ctg) =R\ {kr | k € Z} .
A tg és ctg is paratlan, p = 7 szerint periodikus (4.15. és 4.16. abra).

A trigonometrikus fiiggvények periodikussdguk miatt nem kolesondsen egyértel-

mek.
Tekintsiik a sin|[ x 7 lesziikitést. Fz a fliggvény szigoriian monoton ndévekedd, ezért

2°2
kélesonosen egyértelmd, igy van inverz fliggvénye:

arcsin := (sin‘[ W])*1
—33

[SE]

Az értelmezésbdl arcsin : [—1,1] — [~3, §], arcsinz = a, amelyre sina = .

Az arcsin szigortan monoton noévekeds, paratlan fiiggvény (4.17. &bra).

A cos fiiggvény [0, 7] intervallumra vald lesziikitése szigorian monoton fogyo, ezért
van inverzfiiggvénye:
o -1
arccos := (cos|, )
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—m2 2

4.15. abra.

ctg

n -2 2

4.16. abra.

w2
arcsin
-1
-2

4.17. abra.
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arccos

-1 1
4.18. 4bra.
2
arctg
-T2
4.19. abra.
Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arccos : [—1,1] — [0, 7], arccosxz = «, amelyre

cosa = .
Az arccos fiiggvény szigortian monoton fogyo (4.18. &bra).
m™ T

A tg fiiggvény (-7, %) intervallumra valé lesziikitése szigortian monoton nové, ezért

van inverzfiiggvénye:
arctg := (tg\<,

)7

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arctg: R — (=3, 3), arctg x = «, amelyre
tg a = .
Az arctg szigorian monoton névekedd, paratlan fiiggvény (4.19. abra).

T T
2°2

A ctg fiiggvény (0, 7) intervallumra valo lesziikitése szigortian monoton fogyo, ezért

van inverzfiiggvénye:

arcctg 1= (c‘cg‘m’ﬂ))*1
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w2

arcctg
4.20. abra.
sh
4.21. abra.
Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arcctg : R — (0,7), arcctg x = «, amelyre

ctga=ux.
Az arcctg szigortan monoton fogy6 fiiggvény (4.20. &bra).

4.2.4. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

Legyen sh : R — R, shx := 61_25%. Az sh szigortian monoton noévs, paratlan flige-
vény (4.21. &bra).
Legyen ch : R — R, chx := % A Ch|R7 szigortan monoton fogyo, a Ch|R+

szigortian monoton névdé. A ch paros fiiggvény. R(ch) = [1,+00). Gyakran lancgor-
bének is nevezziik ezt a fliggvényt (4.22. abra).
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4.22. abra.

cth

th

4.23. abra.

Alapvets Osszefliggések:
1° Barmely z € R esetén ch?z — sh?z = 1.
2° Barmely x1,z9 € R esetén
sh(z1 4+ z2) = shzychze + chzyshzo,

ch(z1 + x9) = chxichzy + shashxs.

. sh . ch
Legyen th := oL cth := L o
Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy th : R — R, thz = 75, cth: R \ {0} = R,
cth z = % A th és cth paratlan fliggvények (4.23. abra).

A th szigortian novekeds fliggvény. R(th) = (—1,1).
A cth_ szigordan fogy, a cthy , szigortian n6vé fiiggvény. R(cth) =R\ [-1,1].
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arsh

4.24. abra.

arch

4.25. abra.

Az sh szigortian monoton névekedd fiiggvény, ezért van inverzfiiggvénye:
arsh := (sh) L.

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arsh : R — R, arsh x = In(z + v2? + 1) (lasd az
5. feladatot). Az arsh szigortian monoton névekeds, paratlan fiiggvény (4.24. abra).

Az ch figgvény [0,00) intervallumra vald lesziikitése szigortian monoton névekedd,
ezért van inverzfiiggvénye:
— -1
arch := (Ch\[o,oo)) .

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arch : [1,00) — [0,00), arch = In(z+ Va2 — 1).
Az arch szigortian monoton novekedd fiiggvény (4.25. abra).
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arth

4.26. abra.

arcth

4.27. abra.

Az th szigoriian monoton névekeds, ezért van inverzfiiggvénye:
arth := (th)~'.

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arth : (—=1,1) — R, arth x =
szigorian monoton névekedd, paratlan fliggvény (4.26. abra).

17 1+
5111 ﬁ Az arth

Az cth fiiggvény R intervallumra valo lesziikitése szigortian monoton fogyo, ezért
van inverzfiiggvénye:
arcth := (cth‘R+)_1.

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arcth : (1,+00) — RT, arcth z = %ln i—ﬂ Az
arcth szigorian monoton fogyo fiiggvény (4.27. abra).
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abs

4.28. abra.

sgn

-1

4.29. abra.

4.2.5. Néhany kiilonleges fiiggvény
1. Legyen abs : R — R, abs(x) := |z|, ahol (emlékeztetdiil)

rz, hazxz>0
|| :=

2 haz<0. (4.28. abra)

1, haz>0
2. Legyen sgn : R — R, sgn(x) := 0, haz=0 (4.29. abra)
—1, haz <0O.

3. Legyen ent : R — R, ent(x) := [z], ahol
[z] := max{n € Z |n < x}.

(Az x € R szam ,egész része’ az x-nél kisebb vagy egyenls egészek koziil a
legnagyobb.) (4.30. abra)
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4.3.

. Legyen d: R — R, d(z) := {
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—
ent
1 —
-1
1 2

4.30. abra.

1, haze@Q
0, hazeR\Q.
Dirichlet-fiiggvénynek nevezik, nem is kiséreljiik meg a szemléltetését.

Legyen r : R — R

{ 0, haz e R\Q, vagy x =0
r(z):=

1 _D
+ ha x € Q, T =7

ahol p € Z, q € N, és p-nek és g-nak nincs valoédi kézos osztéja. Riemann-
fliggvénynek nevezik, ezt sem kiséreljiikk meg szemléltetni.

Feladatok

. Szamitsuk ki a kévetkez§ fiiggvényértékeket:

id(7) = id3(3) = idz (4) = id=5(1) =
id(6) = id3(—1) = id(4) = id=6(2) =
id2(5) = id3(0) = id=2(4) = id=5(1) =

. Allitsa novekvs sorrendbe a kovetkezd szamokat:

a) sinl, sin2, sin3, sin4

b) In2, exp, %, exp1 2, logy 1
c)sh 3, ch (=2), arsh 4, th 1

d) arcsin%, arctg 10, th 10, cos1

ch(2z)+1
2

Igazolja, hogy ch?z — sh?z =1, ch?z = minden z € R esetén.
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4. Igazolja, hogy minden z,y € R esetén

a) sin2x = 2sinzcosz, cos2x = cos’z — sinz, cos’z = %, sin?z =

1—cos2z
b) sinz — siny = 2sin 5% cos ¥, cosx — cosy = 2sin L% sin LFY.
5. Mutassa meg, hogy
a) arsh z =In(z + Va2 +1) (z €R)
b) arch x = In(x + Va2 — 1) (z € [1,+0))
c)arthz = $In1tL (2 € (—1,1))

Megoldds: a)

o ef—e™®
1 y=she=~*=

o eY—e Y
2 r=S5F—

2e=¢eY—e Y/ e¥

2zeY = (e¥)? — 1

(e¥)? — 2ze¥ — 1 =0

(e¥)12 = QZi\/m —r+vVr2+1

Mivel az exp fﬁggveny csak pozitiv értéket vesz fel, és barmely z € R esetén

Va2 +1>Va? = |z| > x, ezért csak
eV =x+ Va4 1.

Ebbél
y=1In(z +vaZ+1),

de ez azt jelenti, hogy
3% arsh x = In(z + V22 + 1).

6. Mutassa meg, hogy arctg # Fth.

7. Alkosson képet a kovetkezé fliggvényekrdl:

sind, haz#0
a)f:RHR,f(x)::{ 0” haxi()
z2sint, haz#0
b)g‘R_’R’g(x)::{ 0, haxio

2w 1
c)h:R—R, h(x)::{x(81nx+2), haz #0

0, hax =0
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8. Legyen f : R — R tetszdleges fliggvény. Mutassa meg, hogy a ¢,1 : R — R

f(z) + f(=2)

olw) = DL,

fliggvények koziil ¢ paros, ¢ paratlan, és f = ¢ + . Ha f = exp, akkor mi
lesz a ¢ és a 9 fiiggvény?

9. Legyen f,g: R — R. Tegyiik fel, hogy f periodikus p > 0, g pedig ¢ > 0 szdm
szerint.

a) Mutassa meg, hogy ha % € Q, akkor f + g is periodikus.

b) Keressen példat arra, hogy ha § € R\ Q, akkor f 4 g nem periodikus.

Megoldds: a) Legyen % = %, ahol k,l € N. Ekkor Ip = kq. Legyen w :=
Ip + kq > 0. Megmutatjuk, hogy f + ¢ fiiggvény w szerint periodikus.

1° D(f +g) = R

2° minden z € R esetén

(f+9)(r+w) = flz+kqg+ip)+g(x+Ip+kq) = f(z+kq) +g(x+Ip) =
= flz+1p)+g(z+kq) = f(z)+g(x) = (f +g)(x).

Hasonlo6 az (f + g)(x — w) = (f + g)(x) igazolasa is.



5. fejezet

Sorozatok, sorok

A sorozatok igen egyszert fliggvények. Rajtuk tanulmanyozhat6 a kozelités pontos-
sédga. Hasznos épitGkovei a késébbi fogalmaknak. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Sorozat fogalma, monotonitas, korlatossag

e Hatarérték és konvergencia

e Fontos hatarértékek

e Hatarérték és miiveletek kapcsolata

e Az e szdm

e Cauchy-féle konvergenciakritérium sorozatra
e Sor konvergencija

e Konvergenciakritériumok sorokra

5.1. Sorozatok, sorok

5.1.1. A sorozat fogalma és tulajdonsagai

A sorozat a természetes szamok halmazén értelmezett fliggvény.

Legyen H # () halmaz, ha a : N — H, akkor H-beli sorozatrol beszéliink. Ha példa-
ul H a valés szamok halmaza, akkor szamsorozatrol; ha H bizonyos jelek halmaza,
akkor jelsorozatrol; ha H az intervallumok halmaza, akkor intervallum-sorozatrél be-
széliink.

Legyen a : N — R szamsorozat. Ha n € N, akkor a(n) helyett a, legyen a sorozat
n-edik tagja. Magat az a : N — R szamsorozatot is a révidebb (a,) helyettesitse,
esetleg (a,) C R hangsulyozza, hogy szdmsorozatrol van szo.

47
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Példaul az a : N — R, a,, := 1 helyett az (1) sorozatrol beszéliink.

Néha a tomor (a,) helyett az oldottabb ay,as, ..., any,... jelolést is hasznalhatjuk.
Példaul az (n?) helyett 1,4,9,...,n2,... sorozatrdl beszéliink.

Mivel a sorozat is fliggvény, igy a korlatossig, a monotonitas, miveletek soroza-
tokkal nem igényelnek 1j definiciot. Emlékeztet6iil mégis ujrafogalmazunk egy-két
elnevezést.

5.1. Definicidé. Azt mondjuk, hogy (ay) sorozat korlatos, ha van olyan K € R, hogy
minden n € N esetén |a,| < K.

5.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy (a,) monoton névd, ha minden n € N esetén
an < Qpt1-

5.3. Definicié. Ha (a,) sorozat, és A € R, akkor
AMan) = (Aay).

Ha (ay), (by) két sorozat, akkor
(an) + (bn) == (an + by),
(an) - (bn) := (an - by).
Ha még by, #0 (n € N), akkor
(an) [ on
(bn) <b_>

Példaul az (-2-) sorozat korlatos, hiszen barmely n € N esetén n < n + 1, ezért

n+1
n n
= <1
n+1‘ n+1
Az (%) monoton névs, mert barmely n € N esetén
n < n+1
an = = Qp+1,
n n+ 1 n+ 2 n+1

mivel n(n +2) < (n + 1)
Az (en) == ((™t1)™) sorozat is monoton névs. Ugyanis legyen n € N. A szamtani és
mértani k6zép kozott fennalld egyenlStlenség szerint
<n—|—1>n n+1l n+1 n+1
en = =1. . e
n

n n n

1
O B R A
S & f— :e .
= n+1 n+1 ntl

Az (e,,) sorozat korlatos is (igazolasa ugyanazt a szamolast igényli, amit a 2. fejezet
7.*% példajaban mutattunk meg), barmely n € N esetén (”T“)n <4,
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5.1.2. Sorozat hatarértéke

Most a sorozatok egy merében 4j tulajdonsagaval ismerkediink meg. Ha az ay, ao, .. .,
Qn, - - . sorozat tagjai valamilyen szam koril keveset ingadoznak, akkor az ilyen soro-
zatot konvergensnek fogjuk nevezni. Pontosabban:

5.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szimsorozat konvergens, ha van olyan
A € R szdm, hogy bdrmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N kiiszdbindex, hogy
mindenn € N, n > N esetén |a, — A| < e. Ha van ilyen A szdm, akkor ez a sorozat
hatarértéke lesz, és lima,, = A vagy a, — A jeléli majd.

1
€

Példaul % — 0, mert barmely € > 0 esetén van olyan N € N, amelyre N >
(Archimedesz-axiéoma). Ha pedig n > N, akkor 2 < 4 < ¢, azaz |X — 0| <e.

Egy masik példaként vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha félbevagjuk, majd a fél-
rudat is félbevagjuk, majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy tovabb, akkor

az
1 1 1 1

57 Z’ ﬁ,...’ 2_n,...
sorozathoz jutunk. Nyilvin ez a sorozat (2%) — 0, azaz a keletkezett uj darabok
tetsz6legesen Kkicsik lesznek.
Azonnal lathato, hogy ha (a,) konvergens, akkor korlatos is, hiszen ¢ := 1 szdm-
hoz is van ilyenkor olyan Nj kiiszobindex, hogy minden n > N esetén

A-1<ap<A+1,
és az ay,as,...,ayn véges sok tag sem ronthatja el az (a,) sorozat korlatossagat.

A miiveletek sordn a konvergens sorozatok jol viselkednek.

5.1. Tétel. Ha a,, — A és A € R, akkor \a,, — AA.

Ha a, — A és b, — B, akkor a, +b, — A+ B, a,b, — AB.
Hab, — B és B#0, akkori%%.

Ha ay,, — A és b, — B #0, akkor‘;—zﬁg.

Ezeknek a tételeknek az alkalmazasaként nézziik a kovetkezd példat.

lim m--———=

2 - 1 ’
2n°+n 2+~

3n2—2n+171, 3—2-%4—# 3
2

hiszen % — 0, ezért n—12 = % . % — 0. A nevez6 2 + % — 240 # 0, igy a hanyadosso-
rozat is konvergens.

Tovabbi moédszerek sorozat konvergenciajanak az eldontésére.
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5.2. Tétel. (kozrefogasi elv)
Ha (an), (2n), (yn) olyan, hogy
1° minden n € N esetén x, < an < Yn,
2° limx,, = limy, =: a,
akkor (ay) konvergens, és lima,, = .
5.3. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (ay) konvergens.

Példaul az (e;,) := ((Z1)") sorozatrol mér lattuk, hogy monoton névés és korlatos is,
ezért konvergens. A hatarértéke éppen a 2. fejezet 7.* példajaban szerepls e szam:

. <n+1>"
lim =e.
n

A feladatok kozott egy sor tovabbi konvergens sorozatot talalhatunk.

A sorozat konvergencidjanak definicioja tartalmaz egy komoly nehézséget: meg
kell sejteni azt az A € R szamot, amelyhez a sorozat tetszélegesen kozel keriil. Ezt
kiiszoboli ki a kovetkezd tétel:

5.4. Tétel. (Cauchy konvergencia kritérium)

Az (an) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha barmely € > 0 hibakorldthoz
van olyan N € N kiiszébindex, hogy |a, — ap| < € minden olyan esetben, amikor
m,n > N.

Tehét az, hogy a szamsorozat hozzésimul, tetszélegesen megkozelit egy szamot,
egyenértékd azzal, hogy a sorozat tagjai tetszélegesen megkozelitik egymaést.

5.1.3. Divergens sorozatok

Egy (ay) sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens, azaz ha VA € R
szamhoz Je > 0, hogy VN € N kiiszébindex utan In > N olyan, hogy |a, — A| > €.
Divergens sorozat példaul az (n?) és a ((—1)") sorozat is. Az (n?) sorozathoz tagabb
értelemben lehetdség lesz hatarértéket rendelni, mig a ((—1)") marad egy ,rosszul”
divergens sorozat.

5.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy (an) szimsorozatnak +oco a hatarértéke, ha
VK € R szamhoz AN € N kiiszdbindex, hogy ¥Yn > N esetén a, > K.
Ha (ay,) sorozat ilyen, akkor lima, = 4oc.

5.6. Definicio. Azt mondjuk, hogy (ayn) szimsorozatnak —oco a hatarértéke, ha
VK € R szamhoz AN € N kiiszdbindex, hogy Yn > N esetén a, < K.
Ha (ay,) sorozat ilyen, akkor lima, = —oo.

Példaul lim n? = +oo és lim(—n?) = —cc.
A +oo vagy —oo hatarértékd sorozatokkal végzett miiveletek (ilyenek Gsszege, ha-
nyadosa) nagy koriiltekintést igényel.
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5.1.4. Sorok

Most gondoljunk arra, hogy valaki az el6z6ekben szerepld 1 méteres rid szeletelésénél
kapott darabokat Gssze szeretné illeszteni, azaz az

11 1
S+

1
5 ? + ...+t =+...

23 on

,osszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %—hez hozzaragasztja az %% hosszusagit, igy

% + 2% lqsz; majd ehhez ragasztja az 2% hosszusagut, igy % + 57 + 2% lesz, és igy
tovabb. Altalanosabban: Legyen (a,) szamsorozat. Készitsiik el az

S1:=ay, S9:=ay+as, S3:=a1+as+as,..., S, :=a;1+as+...+ay,,...

sorozatot. Az (a,) Osszeadandokbol készitett | a,, végtelen soron az (S,) részlet-
Osszeg-sorozatot értjik. A végtelen sok szam Osszeadésa konvergens eljaras, azaz
> a, végtelen sor konvergens, ha az (.5,,) sorozat konvergens. Ha az (.S,,) sorozat
konvergens, akkor a ) a,, végtelen sor 6sszegén az (.S,,) sorozat hatarértéket értjiik,

azaz
(o)
E an := lim S,.
n=1

Peéeldaul legyen ¢ € R, 0 < ¢ < 1. Tekintsiik a (¢") Osszeadd sorozatot. Az n-
edik részletosszeg

2, 3 n ¢t —1
Sn=q+q¢ +q¢" +...+¢q :qq_l .
Mivel ¢" — 0 (lasd a 4.2. szakasz 3. feladatat), ezért
¢"—-1_ —q q

lim S, =1i = = .
im S, 1mqq_1 —1 1-g¢

oo
) ) . _ q
tehat a ) ¢" végtelen sor konvergens, és ) ¢" = -

g & végtelen sor Osszege.
n=1

Ha > a, egy konvergens végtelen sor, akkor (.S,,) konvergens, ekkor a Cauchy kon-
vergenciakritérium szerint barmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N kiiszobindex,
hogy minden m > N ésn:=m+1 > N esetén

e> 1S, = Sm|=lar +az+ ...+ am + amp1 — (a1 + a2+ ...+ ap)| = |an|.
Ez éppen azt jelenti, hogy a,, — 0. Tehat érvényes a kovetkezs tétel:

5.5. Tétel. Ha Y a, konvergens, akkor a, — 0.
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Megforditva nem igaz az allitas. Legyen (ay) := (In "TH) Mivel ”T“ =1+ % — 1,
ezért In ”TH — In1 = 0. Minden n € N esetén

2 4 1
Sn:ln——|—1n§—|—ln—+...—|—lnn+ =

—1 1.
1 2 3 n n(n+1)

n
Legyen K > 0 tetszéleges. Van olyan n € N, hogy n + 1 > ef. Ekkor S, =
In(n+1) > Inef = K, tehat az (S,,) nem korlatos, de akkor nem is konvergens, azaz
> a, nem konvergens.

Ugyanigy viselkedik a ) % végtelen sor is: bar az % —0,dea’ % nem konvergens.

Van lehet6ség az 6sszeadandd sorozat viselkedésébdl a végtelen sor konvergenci-
ajara kovetkeztetni.

5.6. Tétel. (Hdanyados kritérium)
Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez van olyan 0 < q¢ < 1 szam és N kiiszobindez,
hogy minden n > N esetén |*2F1| < q. Ekkor 3 ay, konvergens.

5.7. Tétel. (Gyokkritérium)
Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez van olyan 0 < q¢ < 1 szam és N kiiszobindez,
hogy minden n > N esetén {/|a,| < q. Ekkor ) a, konvergens.

. z n . .
Példaul a ) %, azért konvergens végtelen sor, mert

2n+1 2
an+1 (n+1)!
=0 = < -, han>5.
an T Sy e

n!
Erdekes a valtakozo elGjeld sorokrol szolo tétel.

5.8. Tétel. (Leibniz)
Legyen (ay) pozitiv tagii, monoton fogyd sorozat, amelyre a, — 0. Ekkor a > (—1)"*'a,
vdltakozo eldjelii végtelen sor konvergens.

Példaul a > (—1)"*'1 konvergens, mert (1) monoton fogyo, és 1 — 0.

5.2. Feladatok

1. Mutassa meg, hogy a, — A pontosan akkor, ha a, — A — 0.
Megoldds: Legyen € > 0 tetsz6leges. Ha a, — A, akkor van olyan N, hogy
n > N esetén
la, — Al < e.

Ekkor |a, — A — 0] = |a, — A| < € is igaz, igy a, — A — 0.
Ugyanez a forditott allitas igazolasa is.
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2. Mutassa meg, hogy a, — 0 pontosan akkor, ha |a,| — 0.
Megoldds: Legyen € > 0. Ha a,, — 0, akkor van olyan N, hogy n > N esetén
lanp, — 0] = |an| < €, de akkor ||a,| — 0| = |a,| < € is igaz, amibdl |a,| — 0
kovetkezik.
Ha |a,| — 0, akkor —|a,| — 0 is igaz. Mivel —|a,| < a, < |ap| minden n € N
esetén, ezért a kozrefogés miatt a, — 0.

3. Legyen ¢q € (—1,1). Mutassa meg, hogy ¢" — 0.
Konvergens-e az (3 ), ((sin 5)"), (%) sorozat?
Megoldds: Ha q = 0, akkor 0" — 0. Ha g # 0, akkor 0 < |g| < 1, ezért van
olyan h > 0, hogy ﬁ = 14 h. Ekkor a Bernoulli-egyenlGtlenség szerint minden
n € N esetén

1 n
<m> =(1+h)">14nh>nh

0<lg" <

S |-

1
h
Mivel 0 — 0, % . % — 0, ezért a kozrefogott sorozat is 0-hoz tart, azaz |¢"| =
lg|™ — 0. A 2. példa szerint a ¢" — 0 is igaz.
4. Legyen a > 1. Mutassa meg, hogy & — 0.
Konvergens-e az (), (n - 0,999") sorozat?
Megoldds: Ha a > 1, akkor van olyan h > 0, hogy a = 1+ h. A 2. fejezet 5.
példaja szerint minden n € N, n > 1 esetén

a" = (1+h)" > <Z> h? = @h?

Ebbdsl
n 2 1

o< — < —= .
<a”<h2n—1

Nyilvan ﬁ — 0, igy a kozrefogott sorozatra —& — 0.

5. Legyen a > 1, k € N. Mutassa meg, hogy Z—: — 0.

Legyen (a,) := (%). Becsiilje meg az aq, ao, ag értékét, lima,, =7

Megoldds: Barmely n € N esetén

n* n n n
am (Ya)r (Va)r  (Va)
Mivel {/a > 1, ezért W — 0 a 4. példa szerint. Akkor k darab 0-hoz tarto
’Vlk

sorozat szorzata is 0-hoz tart, tehat o5 — 0.
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Legyen a > 0. Mutassa meg, hogy ‘;L—T — 0.
Megoldds: Van olyan k € N, hogy a < k. Legyen n € N, n > k. Ekkor

a”_a a a a a a
nl 1 2 k k+1 n—1 n
Legyen%'%' Z:L;%<1a 7n%<171gy
n
0< —<L-
n! n

Mivel % — 0, ezért a kozrefogott sorozatra
Mutassa meg, hogy % — 0.

Legyen a > 0. Igazolja, hogy /a — 1.
Megoldds: Elészor legyen a > 1. Legyen p, := {/a — 1 > 0 (n € N). Barmely
n € N esetén a Bernoulli-egyenl&tlenség szerint

a = (1 +pn)n > NP,
igy a
O < pn < .
n

Mivel & — 0, ezért a kozrefogott sorozatra p, — 0, ami az 1. feladat szerint

Ya — 1.

Ha 0 < a < 1, akkor % > 1, ezért ’\l/g — 1, de akkor a reciprok sorozatra is

YVa — 1.

lim /5 =7 lim {/27 + 1000 =? lim {/2" + 57 =7
Igazolja, hogy {/n — 1.

Konvergens-e az (V/n?), ({/-%) sorozat?

Megoldds: Legyen p, := /n—1 >0 (n € N). Barmely n € N, n > 1 esetén
n=(14pn)" > (5)p% a 2. fejezet 5. példaja szerint. Ebbcl

-1
n>7n(n )pfl
2

2
2
0<p,< V2

n—1

A konnyen igazolhato \/7% — 0 miatt a kozrefogott p, — 0, ami egyenértéki

(1. feladat) az {/n — 1 allitassal.
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11. Igazolja, hogy \/»
Megoldds: Minden n € N esetén (egy pillanatra feltételezve, hogy n paros)

n n nn n
1:1.2.”(_H_1>._.<_. 1).“ 1.1...1. 0. 1
" 2 G n= 2 92 Ty

azaz n! > (%)% Ebbdl

. 1 , .. 1
Mivel T 0, ezért a kozrefogott sorozatra v

12. Mutassa meg, hogy > m konvergens.
Megoldads: Legyen n € N.
Sp = ! + ! + ! +...+ !
1.2 02:3 34 77 1on(n+1)
1 1
Mivel (k’-i—l) =7 =1 ezért
g 1 1+1 1+1 1+ +1 1 _1 1
"1 2 2 33 4 7' n n+l  n+l
limSn—hmlf——l ezertz konvergens és Yy o ln(n1+1) =1.
13. Mutassa meg, hogy 5 = -z konvergens.
Megoldas: Legyen n € N, n > 1
S—l—l—l—i-l—i- +1<1+1+2+ ! =
"1z 22 32 T 2 1-2 23 "(n—1)n
11 1 1 1 1 1
PN N 14l <2
+1 2+2 3+ +n—1 n + n

Tehét az (Sy) sorozat korlatos. Masrészt barmely n € N esetén S, 11 = S, +
o +1)2 > Sy, tehat (S,) monoton novekeds. Ezért S,, konvergens, azaz » #
konvergens.

14. Konvergens-e a Z o 3, végtelen sor?

Milyen = € R esetén konvergens a "fﬂ végtelen sor?
Megoldds: Megmutatjuk, hogy barmely x € R esetén ) fL—T,L konvergens, ugyanis
ha = # 0, akkor

zn+1 ‘ ’ 1
(n+1)! x

= = < —, han > 2|z| — 1],
_:761! n+17 2 " [| | ]

2 . e, . . n
ezért a hanyados kritérium szerint ) &+ konvergens.
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Konvergens-e a ) 13% végtelen sor?
Megoldds: A gyokkritérium szerint

WD N ETIES
V—1+32n< g =3 (N

L n
ezért » pf’w konvergens.

A hanyados- vagy a gyokkritérium alapjan kideriilhetne-e, hogy Z konver-
gens?
Megoldds: Nem. Ugyanis

2
(n+1)* n
= <1,
L <n + 1>
de nincs olyan ¢ < 1 szam, hogy valamilyen N utian minden n > N esetén

(741) < ¢
A gyokkritérium szerint is

11 <1
nQ_n/nz

de mivel lim ﬁ = 1, ezért nincs olyan ¢ < 1 szadm, hogy valamilyen N utan

minden n > N-re r<q

Konvergens-e a Coi/%ﬂ) végtelen sor?

Megoldds: cos(nm) = (—1)", (ﬁ) monoton fogyolag tart 0-hoz, ezért a Leibniz-

s(nm)

tétel szerint Y COT konvergens.

* Igazoljuk a kovetkezd allitasokat:
a) Barmely «, 3,7 € R esetén

a \"
lim <1 + =e
n+ 0

b) >0lo % =€
c¢) Barmely n € N esetén van olyan ¢ € (0,1), hogy
_ ! + 0 ! g L4t -+ v
0 2! n!  nln

d)eceR\Q
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5.3. Sorozatok

5.3.1. Sorozat konvergenciaja
5.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (ay) sorozat konvergens, ha 3A € R, Ve > 0
AN eN: Vn>N |a, — A| <e.

5.9. Tétel. Ha (a,) konvergens, akkor (a,) korldtos.

Bizonyitas. Legyen € := 1. Mivel (a,) konvergens, ezért 34 € R és N € N,
hogy Vn > N esetén
A—-1<a, <A+1.

Ha K := max{|ai|,|az|,...,|an|,|]A — 1|,|A + 1|}, akkor Vn € N esetén |a,| < K.

5.10. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (ay) konvergens.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (a,,) monoton névekeds. Tekintsiik az {a1, a9, ..., an,...}
halmazt. Ez a halmaz feliilrsl korlatos szamhalmaz, ezért Isup{ai, az, ..., ap,...} =:

a. A halmaz fels6 hataranak tulajdonsaga, hogy
1° ¥n € N esetén a,, < «

2°Ye >0dN eN: a, >a—-c¢.

Legyen n > N tetszbleges, és becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjat:

a—e<any<ap,<a<a-+te,
tehat |a, — a| < e. Az aldhuzott rész éppen (a,) konvergenciajat jelenti.

5.11. Tétel. Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez I(xy,), (yn) :
1°Vn € N esetén x, < an, < yn
2° limz, = limy, =: «

Akkor (ay) konvergens, és lima,, = «.

Bizonyitas. Legyen € > 0 tetsz6leges.
Mivel z,, — «, ezért N1, Vn > Ny esetén o — e < xz,, < a + €.
Mivel y,, — «, ezért INo, Vn > Ny esetén o —e <y, < o + €.
Legyen N := max{Nj, No} és n > N tetszdleges. Ekkor a — e < x,, < ap, < yp <
a+ e, amibdl |a, — af < . Az aldhazottakbol kovetkezik az allitas.
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5.3.2. Miiveletek konvergens sorozatokkal

5.12. Tétel. Ha a,, — 0 és b, — 0, akkor a,, + b, — 0.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges, akkor § > 0.
Mivel a,, — 0, ezért ANy, Vn > Ny esetén —5 < a, < 5.
Mivel b, — 0, ezért 3Nz, Vn > N3 esetén —§5 < b, < 5.
Legyen N := max{Ny, No} és n > N tetszéleges. Ekkor —e = =5 — § < a, + b, <
S+ 5 =¢, azaz |a, + by| < ¢, tehét a, + b, — 0 az alahtzottak szerint.

5.13. Tétel. Ha a, — 0 és (¢p) korldtos (|c,| < K (n € N)), akkor anc, — 0.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszéleges, ekkor = > 0. Mivel a,, — 0, ezért AN,
Vn > N esetén |a,| < &. Legyen n > N tetsz6leges.

€
|ancn| = lan||en| < |an| - KSE K =g,
az alahtzottakbol kovetkezik, hogy a,c, — 0.

5.14. Tétel. Ha a, — A és A € R, akkor \a, — AA.

Bizonyitas. (Aa,—AA) = (\)-(a,—A). Az a,—A — 0, a (\) korlatos sorozat,
ezért

Map, — A) = 0 <= Aa,, — M\A.

5.15. Tétel. Ha a, — A és b, — B, akkor ap, +b, — A+ B.

Bizonyitas. (a, +b,— (A+ B)) = (ap, — A+ b, — B) = (a, — A) + (b, — B).
Mivel a, — A — 0 és b, — B — 0, ezért 6sszegiik is 0-hoz tart, azaz a,, +b, — A+ B.

5.16. Tétel. Ha a, — A és b, — B, akkor a,b, — AB.

Bizonyitas. (anb,—AB) = (anby, — Aby,+ Ab, —AB) = (a,—A)(by)+(A)(by, —
B).
Az a, — A — 0, (b,) konvergens, ezért korlatos is, igy szorzatuk 0-hoz tart. A
b, — B — 0, (A) korlatos, ezért szorzatuk is 0-hoz tart. Két 0-hoz tarté sorozat
Osszege is 0-hoz tart, tehat a,b, — AB.

5.17. Tétel. Ha b, — B, B #0, akkor ;- — %.
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Bizonyitas. Legyen B > 0.

1 1 B-b 1 1

— ) = ") =—=-(—=) (b, —B)
A b, — B — 0. Megmutatjuk, hogy % korlatos. Mivel b, — B, ezért € := % >0
szamhoz AN : Vn > N esetén —g <b,—B< g, vagy B — % <b, < B+ %, amibdl

2 S 1 - 2

B~ b, 3B
Ez azt jelenti, hogy % korlatos (n > N). A 0-hoz tarto és korlatos sorozat szorzata
0-hoz tart, tehat i — %.

5.18. Tétel. Ha a, — A és b, — B #0, akkor $ — 4.

Bizonyitas. (%) = (a,)- (). A szorzatsorozat és a reciproksorozat konver-
n n
gencidjarol szolo tétel szerint

1 1
an'a_)A'E')

2 an A
tehéat -2

5.3.3. Részsorozatok

5.8. Definicié. Egy i : N — N szigordan monoton névekedd sorozatot indexsoro-
zatnak nevezink.

5.9. Definicid. Legyen a,b: N — R. Azt mondjuk, hogy b az a sorozat eqy 1észso-
rozata, ha 3i : N — N indexsorozat, hogy b = a o i, azaz (by,) = (ai,)-

1

Példaul (a,) =1, %, yeees s €8 (i) 1= 2,4,6,...,2n,... esetén

W=

1
(ain) T 57

,Qn,...

1=
| =

lesz a részsorozat.
5.19. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
Bizonyitas. Barmely sorozatra igaz, hogy

vagy 1° nincs legnagyobb tagja,
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vagy 2° van legnagyobb tagja, de véges sokat elhagyva a sorozat tagjai koziil a
visszamaradé sorozatnak mér nincs legnagyobb tagja,

vagy 3° van legnagyobb tag a sorozatban, és barhogyan hagyunk el véges sokat a
sorozatbol, a visszamaradt sorozatnak még mindig van legnagyobb tagja.

Ha (a,) az 1° tipust sorozat, akkor egy szigoriian monoton noévé részsorozatot készi-
tiink.
A = ay.

Hagyjuk el a sorozatbol aj-et. A visszamaradt sorozatban van ai-nél nagyobb tag,
legyen ez a.
aj, = ag.

Hagyjuk el a sorozatbél az ag-ig a tagokat, és a visszamaradt agi1,ag+2,--.,an,- .-
sorozatbol valasszunk az ai-nal nagyobb tagot, legyen ez q;.

Ay = ay.

Ezt az eljarast folytassuk. Nyilvan i1 = 1 < iy = k < i3 =1 < ..., tehat (i)
indexsorozat lesz, és Aj; = a1 < Qjy = 0 < Qjg = a] < ... aZ (an) sorozat szigortan
monoton noves részsorozata.
Ha (ay,,) a 2° tipust sorozat, akkor hagyjuk el a sorozatbol azt a véges sok tagot, amely
kozott volt a sorozat legnagyobb tagja, és a visszamaradt sorozattal ismételjiik meg
az el6z6 eljarast. Igy ekkor is szigortian monoton névekeds részsorozathoz jutunk.
Ha (ay) a 3° tipusu sorozat, akkor fogyo részsorozatot készitiink. Legyen ay, a sorozat
legnagyobb tagja. Ekkor

A4, = Gf.

Hagyjuk el ag-ig a sorozattagokat. A visszamaradt a1, ak12,-..,an, ... sorozatnak
is van legnagyobb tagja, legyen ez a;. Nyilvan ar > a;. Legyen

Ay = Q.

Hagyjuk el q;-ig a sorozattagokat, a visszamaradt a;y1,a;490,...,an,... sorozat leg-
nagyobb tagja legyen a,,. Nyilvan a; > a,,. Legyen

Ajg = Qm.-

Ezt az eljarast folytassuk. Lathato, hogy az igy szerkesztett (a;,) valoban részsoro-
zata az (a,) sorozatnak és monoton fogyo6 lesz.

5.20. Tétel. (Bolzano-Weierstrass kivdlasztdsi tétel)
Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Minden sorozatnak van monoton részsorozata. Ez a részsorozat is
korlatos lesz. Egy monoton és korlatos sorozat konvergens.
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5.3.4. Sorozat lim sup-ja és lim inf-je

Legyen (a,,) korlatos sorozat. Készitsiik el az

a; = sup{ai,a2,as,...,an,...}
ay = sup{ag,as,aq,...,an,...}
ap = sup{ag,Qg+1, Akt -y Ay}
(5.1)
szamsorozatot. Mivel {a1,aq9,...,an,...} D {az,as,...,an,...}, ezért a felsé ha-

tarukra nyilvin a; > ag. Ezt tovabb gondolva latszik, hogy («y) monoton fogyo
sorozat. Az (ay) ugyanolyan korlatok kozé szorithato, mint az eredeti (ay,) sorozat.
Mivel (o) monoton és korlatos, ezért konvergens.

5.10. Definicié. limsup a, := lim .

Az el6z6 gondolatmenethez hasonloan legyen

f1 = inf{ai,as,as,...,an,...}
52 = inf{GQaa3aa4a"'7a‘n7"'}
Or = inf{ak,ak+1,ak+2,...,an,...}

(5.2)

Nyilvan 7 < (2, és ez a tendencia megmarad, igy (f;) monoton névs. A () is
korlatos. Mivel (8) monoton és korlatos, ezért konvergens.

5.11. Definicié. liminf a,, := lim G.

A szerkesztésbol latszik, hogy Vk € N esetén ap > [, igy liminfa, = limfg; <
lim o, = lim sup ay,.
Bebizonyithato, hogy

5.21. Tétel. Az (ay,) korldtos sorozat konvergens <= liminf a,, = lim sup a,.
Szintén bizonyitas nélkiil megemlitjiik a lim sup a, érdekes tulajdonséigait:

a) Ve > 0 esetén a (limsupa,) — ¢ szamnal nagyobb tag végtelen sok van az (a,)
sorozatban, a (limsup a,) + € szamnal nagyobb tag mar csak véges sok van az
(an) sorozatban.
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b) A limsupa, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatarértékei koziil
a legnagyobb (tehat van is olyan (a;, ) konvergens részsorozat, amelyre a;, —
lim sup ay,.)

Ertelemszerti modositassal megfogalmazhatok a lim inf a,, tulajdonségai is.

5.3.5. Intervallumsorozat

5.22. Tétel. (Cantor kozdsrész tétel)

Legyen ([an, by)) zdrt intervallumok sorozata. Tegyiik fel, hogy Vn € N esetén [an, by] D
[@n+1,bnt1] (regymdsba skatulydzott intervallumok”) és lim b, — a, = 0. Ekkor egy-
értelmien létezik c € R, amelyre Npenlan, bn] = {c}.

Bizonyitas. Legyen (ay) az intervallumok kezdSpontjainak sorozata. Az egy-
méasbaskatulyazottsag miatt ¥n € N esetén a, < ant1 < bpt1 < by, tehat az (ay)
sorozat egyik fels§ korlatja by, masrészt (a,) monoton novs. Ezért (a,) konvergens.
Legyen a :=lim a,,.

Az intervallumok végpontjainak sorozata legyen (by,). Nyilvan Vn € N esetén b,, >
bpt+1 > any1 > a1, tehéat (by,) monoton fogyd és alulrol korlatos, ezért (b,) konver-
gens. Legyen (:=limb,.

Belatjuk, hogy a = S.

B —a =limb, —lima, = lim(b, — a,) = 0.

Legyen ¢ := a = .
Az (a,) monoton névekedése és a (by,) monoton fogyasa miatt ¥n € N esetén

ap <lima, = c=1imb, <b,,
ezért ¢ € [ay,by], ami azt jelenti, hogy
¢ € Npenlan, by].
Indirekt modon, tegyiik fel, hogy 3d € R, d # ¢, amelyre
d € Npenlan, by).
Legyen ¢ := @ > 0. Mivel b,, — a,, — 0, ezért AN, Vn > N esetén b, — a, < €.

Legyen [an, by] egy ilyen intervallum. A ¢ € [ay, by], de akkor a c-t8l a 3¢ tavolsagra
1év6 d mar nem lehet az e-nal révidebb intervallumban. Ez ellentmondéas, tehat

Mnen[an, bn] = {c}.
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5.3.6. Cauchy konvergenciakritérium

A Cantor kozosrész tétel is hasznos segédeszkoz lehet sorozat konvergenciajanak ki-
mutatisara. A kovetkezs tétel alapvetd sziikséges és elégséges feltételt ad a sorozat
konvergenciajara.

5.12. Definicié. Mondjuk azt, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha

Ve >0 3N €N, hogy VYn,m > N esetén |a, — am| < €.

5.23. Tétel. (Cauchy konvergenciakritérium)
Legyen (ay) szamsorozat

(an) konvergens <= (a,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitas. (=) Legyen lima,, =: A. Legyen ¢ > 0 tetszéleges. Mivel a,, — A,
ezért az § > 0 hibakorlathoz 3NN, hogy Vn > N esetén |a, — A| < § é&s Vm > N
esetén |a, — Al < 5.

Legyen n,m > N tetsz6leges. Ekkor

3

|t

€
|an—am|:|an—A—|—A—am\§]an—A\+]A—am|§§+

\]

Az aldhuzottak szerint (a,,) Cauchy-sorozat.
(<) Legyen (a,) Cauchy-sorozat. Megmutatjuk, hogy (a,) korlatos. Ugyanis az
€ := 1 pozitiv szdmhoz is N1, hogy Vn,m > N; esetén

lan — am| < 1.
Rogzitsiik az m > Nj indexet. Igy
am— 1 <ap, <am+1,

ami azt jelenti, hogy Vn > Nj esetén a sorozat tagjai a két korlat kozé esnek. Az
ai,az,...,ay véges sok tag mar nem ronthatja el az egész (ay,) sorozat korlatossa-
gat.

Mivel (ay,) korlatos, ezért a Bolzano-Weierstrass kivalasztési tétel miatt van (a;,)
konvergens részsorozata.

Legyen o := lim a;,,. Megmutatjuk, hogy a, — o.

Legyen € > 0 tetszbleges. Mivel a;, — «, ezért az § > 0 hibakorlathoz 3Ns, hogy
Vn > Nj esetén |a;, —al < §. Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért az § > 0 hibakorlat-
hoz IN3, hogy Vn > N3 és i, > n esetén |a;, — an| < 5. Legyen N := max{Ny, N3},
és legyen n > N tetsz6leges. Ekkor

3 €
‘an _ a‘ = ’an - ain + ain - a‘ S ’an - ain’ + |a’in - a’ﬁ§ +35

[\
I
o

Az aldhuzottak szerint a,, — a.
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5.4. Sorok

5.4.1. Sor konvergenciaja

5.13. Definici6. Legyen (an) az dsszeadandok sorozata. Készitsik el az (Sp) :=
(a1 + ag + ... + ay) részletisszegek sorozatat. A Y a, végtelen sor legyen a 1ész-
letdsszegek sorozata, azaz Y an = (Sp).

5.14. Definicioé. Azt mondjuk, hogy a > ay, végtelen sor konvergens, ha az (Sy)
sorozat konvergens. (Y ay divergens, ha az (S,) divergens.)
Ha az (Sy,) konvergens, akkor a ) a, végtelen sor 6sszegén a részletdsszeg-sorozat
hatdrértéket értjik, azaz

oo

Z an := lim S,.

n=1

Az alabbi tételt az részben méar igazoltuk.
5.24. Tétel. Ha ) a,, konvergens, akkor a, — 0.
5.15. Definici6é. A )’ a,, abszolat konvergens, ha ) |a,| konvergens.

5.25. Tétel. Ha ) a,, abszolit konvergens, akkor > a, konvergens.

Bizonyitas. Ha ) |a,| konvergens, akkor Ye > 0 3N Vn,m > N, n > m esetén

lla1] + laz| + ... 4 lam| + lams1| + - - -+ |an| = (Ja1| + |az| + ... + |am])| =
= ||lams1| + ...+ |an]| <e.

Ekkor az Sk :=aj +as + ...+ ar (k € N) részletosszegekre
|Sn — Sl = lams+1 + -+ -+ an| < |amsr] + -+ |an|< e

Az aldhuzottak éppen azt jelentik, hogy > a, konvergens.

5.4.2. Konvergenciakritériumok

5.26. Tétel. (Majordns kritérium)
Legyen (ap), (bn) CRY és Vn € N esetén a,, < by,. Ekkor

1° ha Y by, konvergens, akkor _ ay konvergens;

2° ha Y ay,, divergens, akkor > b, divergens.

Bizonyitas. Legyen s, :=aj+as—+...+a,ést, :=bi+by+...+0b,, n€N.
Az (sp) és (t,) szigortan monoton noévekedd.
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1° Ha > b, konvergens, akkor (¢,) konvergens. Ekkor Vn € N esetén s, < t, <
o0

limt, = > by, tehat (sy,) korlatos is, ezért (s,) konvergens, azaz Y a,, kon-
=1
vergens.

2° Ha > a, divergens, akkor (s,) felilr6l nem korlatos. Ekkor Vn € N esetén
tn > s, miatt (t,) is feliilrél nem korlatos, amibgl kovetkezik, hogy (¢,) nem
konvergens (divergens), igy > b, divergens.

Két elégséges feltételt adunk végtelen sor abszolut konvergenciajara (amelybol
méar kovetkezik a sor konvergenciaja).

5.27. Tétel. (Hdanyadoskritérium, D’Alembert)

Legyen (ay) olyan sorozat, amelyhez 3¢ € (0,1) és AN € N, hogy ¥n > N esetén
|ant1/an| < q. Ekkor > ay, abszolit konvergens.

Bizonyitas. Legyen k € N. A feltételbdl

lante/ani1| <q = |any2| <laniilg
lants/an+e] <q = lants| < lani2lg < lant1]d?

lantk/anth-1] <q = lanir] < lante-1lg < ... < lansald™
Ekkor

SNtk = |la1| + |ag] + ...+ |lan+1| + lans2] + .-+ Jansi| <
< L+ lanpilg+laniile® + .+ lanald ™ =

q

=L+|GN+1\(Q+Q2+--.+qk_1)<L+|GN+1\1_q

o0
ahol L :=|ai|+ |az| + ...+ |ant1], és felhasznaltuk, hogy 0 < ¢ < 1 esetén Y ¢" =

n=1
q

1—g
Tehat (S),) feliilrsl korlatos, de monoton noévekedd is, ezért (.S,,) konvergens, ami azt
jelenti, hogy > |a,| konvergens.

5.28. Tétel. (Gyokkritérium, Cauchy)

Legyen (ay) olyan sorozat, amelyhez 3¢ € (0,1) és AN € N, hogy VYn > N esetén
Yan| < q. Ekkor Y a, abszolit konvergens.

Bizonyitas. Legyen k € N. A feltételbsl

"anil <q = a1 < N
"Rlanto| <q = lania| < ¢V

“anil <q = Janss] < gV
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Ekkor

SNtk = laa| + lag| + ... + lans1] + lans2| + ..+ |ay i <

<L+ " N2+ VTP =L+ N g+ P+ .+ ) <
<L+qNL,
1—q

o0
ahol L := |a1|+|ag|+...+|an], és felhasznaltuk, hogy 0 < g < Lesetén }° ¢" = L.
n=1
Tehat (S,,) felilr6l korlatos, de monoton néve is, ezért (S,) konvergens, ami azt
jelenti, hogy > |ay| konvergens.
Az alternald sorokra vonatkozik a kovetkezd tétel.

5.29. Tétel. (Leibniz)

Legyen (a,,) monoton fogyd, a, — 0. Ekkor a >_(—1)"+!

an végtelen sor konvergens.

Bizonyitas. Legyen k € N. Ekkor

S1=a Sy = a1 —as
S3=a1 —as +as Si=a1—as+asz—ay

Sor_1=a1—as+...+ask_1 Sop=a1—as+ ...+ ask_1 — ak
Mivel a1 > a0 > a3 > a4 > ... > Gop_1 > Qo > ..., ezért

S1 > 59
S3 > 54

Sok—1 > Sax,

mésrészt S1 > S3 > ... > Sop1 > ... 6852 < 54 < ... <8y < ... Lathato, hogy az

([Sak, Sok—1]) segyméasba skatulyazott” intervallumsorozat. Mivel lim(So,_1 — Sox) =

limasg, = 0, mert a, — 0, ezért teljesiilnek a Cantor kozosrész tétel feltételei, igy

JA € R, hogy lim So,_1 = lim Sy, = A, s6t ez éppen azt jelenti, hogy lim S,, = A.
[o.¢]

Tehat Y (—1)"*ta, konvergens és > (—1)"*lq, = A.

n=1

A bizonyitasbol latszik, hogy A € [Sok, Sok—1], igy
|Sok—1 — A| < agy < agp—1 és |Sar, — A| < ag, (k€N),

azaz Yn € N esetén |S, — A| < a,. Ez hasznos lehet az alternalé sor Osszegének a
becsléséhez.

. . +1 1 . . 4 . . . A
Megjegyezziik, hogy 1Z(—l)” - a Leibniz-tétel szerint konvergens, de nem abszoltt
konvergens, mert ) - divergens.

5.16. Definicio. Azt mondjuk, hogy > a, feltételesen konvergens, ha konver-
gens, de nem abszolit konvergens.
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5.4.3. Végtelen sorok atrendezései

5.17. Definicié. A p: N — N bijekciot (p kolesonisen egyértelmd és R(p) = N) a
természetes szamok permutaciéjanak nevezziik.

Példaul a 3,2,1,6,5,4,...,3k 4+ 3,3k + 2,3k + 1,... sorozat egy permutacidja a
természetes szamoknak.

5.18. Definici6. Legyen (ay), (bn) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (a,) soro-
zat egy atrendezése, ha I(p,) permutdcidja a természetes szamoknak, hogy (b,) =

(a’pn)'
Bizonyitas nélkiil érvényesek a kévetkezd allitasok.

5.30. Tétel. Legyen > a, abszolit konvergens sor. Akkor ¥ (p,) permutdcio esetén
> ap, is abszolit konvergens, sét

oo oo
E ap, = E Gy,
n=1 n=1

E tétel szerint az abszolut konvergens sorok oroklik a véges sok szam Osszeadasa-
nal teljesiil§ asszociativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens sorok nagyon
labilis képz&dmények.

5.31. Tétel. Legyen > ay, feltételesen konvergens sor.
1° VA € R szamhoz 3(p,) permutdcio, hogy > o4 ap, = A.

2° 3(pp) permutdcid, hogy Y ap, divergens.
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6. fejezet

Folytonossag

A folytonossag a fliggvény lokalis tulajdonsaga. Azt fejezi ki, hogy egy a ponttol
kicsit kimozdulva a fliggvényértékek az f(a) fiiggvényeértéktsl keveset térnek el. Az
alabbi témakoroket targyaljuk.

e Folytonos fliggvény fogalma
e Folytonossag és a mitiveletek kapcsolata
e Intervallumon folytonos fliggvények tulajdonsagai

e Egyenletes folytonossag

6.1. Folytonossag

6.1.1. A folytonos fiiggvény fogalma és tulajdonsagai
Legyen f1: R — R fi(z) := x, a := 2. Egy masik fiiggvény pedig legyen fo : R — R,

1, hax <2
fo(x):=¢ 2, haz =2 (6.1. &bra)
3, haz>2

Lathato, hogy az f; fliggvény olyan, hogy ha = kozel van az a := 2 ponthoz, akkor

az fi1(z) = x fiiggvényértékek is kozel lesznek az f1(2) = 2 értékhez. Ugyanezt nem

mondhatjuk el az fo fiiggvényrsl. Akarmilyen x szdmot vesziink is, amely kozel van

az a = 2 ponthoz (z # 2), az fo(x) fiiggvényértékek elég tavol lesznek az fo(2) = 2
i

szamtol (biztosan 5-nél tavolabb). Az fi fiiggvény viselkedése nyoméan fogalmazzuk

meg a folytonossag fogalmat.
Legyen f : R — R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az

69
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A ; A .

6.1. abra.

a pontban, ha tetsz6leges € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0 ingadozési lehetd-
ség, hogy minden olyan esetben, amikor = € D(f) és |x — a| < § (az x az a ponthoz
d-nal kozelebb van), akkor |f(z) — f(a)| < e (az f(z) fiiggvényérték az f(a)-tol az €
hibahatéaron beliil tér csak el). Ezt a tulajdonsagot f € C[a] jeldlje.

Valoban f; € C[2], hiszen Ve > 0 szamhoz § := ¢ alkalmas, mert Vo € R, |z —2| < §
esetén |fi(z) — f1(2)] = |z — 2| < e. Az fo ¢ C[2], ugyanis példaul  := 1 esetén
Vd > 0 kijelolése mellett van olyan z € R, példaul az = := 2 + g, amelyre ugyan
lx —2| = % < 0, de |fa(x) — f2(2)] = |3 — 2| > ¢, ezért az fr fliggvény nem folytonos
az a := 2 pontban.

a) A folytonos fiiggvény hasznos tulajdonsidga a jeltartas. Ez azt jelenti, hogy
ha f € Cla] és f(a) > 0, akkor 3K (a) C D(f) kornyezet, hogy Vo € K(a) esetén
f(x) >0, azaz f(a) elGjelét a kornyezetben felvett fiiggvényértékek is oroklik. E tu-
lajdonsag belatasdhoz elég a folytonossag definicidjat e := @ > ( hibakorlatra vé-
giggondolni, hiszen ehhez 30 > 0, hogy Vx € Kj(a) esetén f(a)—e < f(z) < f(a)+e,

azaz i)

a

B9 — fa) —< < st)

b) A folytonossag konvergens sorozatokkal is kapcsolatban van. Ha f € Cla] és
(xn) C D(f) tetszslegesen felvett olyan sorozat, amelyre x, — a, akkor f(z,) —
f(a), azaz az (x,) sorozaton tekintett fiiggvényértékek sorozata f(a)-hoz tart. Meg-
forditva is igaz: ha V(z,) C D(f), x, — a esetén f(x,) — f(a), akkor f folytonos az
a pontban. A folytonossag ezt a fajta jellemzését a lim f(z,) = f(limz,) egyenldség
szimbolizalja, melyet atviteli elvnek is neveznek.

0<

6.1.2. A miiveletek és a folytonossag kapcsolata

6.1. Tétel. Ha f € Cla] és A € R, akkor \f € Cla).
6.2. Tétel. Ha f,g € Cla], akkor f+ g € Cla] és f-g € Cla].

6.3. Tétel. Ha f,g € Cla] és g(a) # 0, akkor 5 € Cla).



6.1. FOLYTONOSSAG 71
6.4. Tétel. Ha g € Cla], és f € C[g(a)], akkor f o g € Clal.

Megjegyezziik, hogy a forditott allitdsok nem igazak. Példaul f :=sgn és g := —sgn
esetén f + g az azonosan 0 fiiggvény, amelyre nyilvan f 4+ g =0 € C[0], de f ¢ C[0]
és g ¢ C|0].

Az inverz fliggvény folytonossaga csak igen sziik feltételekkel igaz.

6.5. Tétel. Legyen I € R intervallum, f : I — R szigorian monoton. Tegyiik fel
hogy az a € I pontban f € Cla]. Legyen tovdbbd b := f(a). Ekkor f=1 € Cb].

d) Legyen [a,b] C D(f). Az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon,
ha Ya € [a, b] esetén f € Cla]. Ezt jeloli az f € Cla, b].

6.1.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

A korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvénynek szép tulajdonsagai
vannak.

6.6. Tétel. (Bolzano)
Ha f € Cla,b] és f(a) <0, f(b) >0, akkor 3c € (a,b), amelyre f(c) = 0.

Ez specialis esete a szintén Bolzano-tételnek nevezett allitasnak.

6.7. Tétel. Legyen f € Cla,b] és legyen d az f(a) és f(b) kozitti tetszdleges szam.
FEkkor 3c € [a,b] olyan, hogy d = f(c).

Ez a tétel azt mondja, hogy egy intervallumon folytonos fiiggvény ha felvesz két
értéket, akkor e két szam kozotti minden értéket is felvesz, ami azt jelenti, hogy egy
intervallum folytonos képe intervallum.

6.8. Tétel. (Weierstrass)
Ha f € Cla,b], akkor 3a, B € [a,b] olyan, hogy Yz € [a,b]

fla) < fx) < F(B).

Ez a tétel azt mondja, hogy f| . korlatos (hiszen f(«) és f(5) kozott van a fiiggvény
minden értéke), s6t van minimuma és van maximuma is az fi o) fliggvénynek.

A Bolzano- és a Weierstrass-tétel kvetkezménye, hogy egy zért, korlatos intervallum
folytonos képe is zart, korlatos intervallum.
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6.2. Feladatok

1.

Mutassuk meg, hogy az f : [0, +o0) — R, f(x):= \/z fiiggvény barmely a > 0
pontban folytonos.

Megoldds: Elgszor megmutatjuk, hogy ha a := 0, akkor f € C[0].

Legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor v/ < ¢ < = < £2 miatt legyen 0 := 2. Ha
x>0, v <4, akkor |f(x) — f(0)| =z <e.

Most legyen a > 0. Nyilvan Vx > 0 esetén

‘ﬁ_\/&‘:!ﬁ—\/ﬁ!-(ﬁhﬁ) [z —al _l|z—q

VI+y/a Vo +Va T o

Legyen £ > 0 tetsz6leges. Tekintettel az el6bbi egyenlStlenségre, § := € - \/a.
Ekkor Vz > 0, |z —a| < ¢ esetén

|z —af

KB
Vi =V

[f () = fa)| = Wz — Va| <

amely azt jelenti, hogy f € Cl|a].

Mutassuk meg, hogy az f : R — R, f(z) := 2? fiiggvény barmely a € R
pontban folytonos.

Megoldds: Legyen (z,) C R, z, — a tetszéleges sorozat. Ekkor f(z,) =
(xp)? =2n 20 — a-a= f(a).

Mivel V(z,,) C R, x, — a sorozat esetén f(z,) — f(a), ezért az atviteli elv
szerint f € Cla.

Mutassuk meg, hogy az f : R — R, f(z) := sinz fiiggvény barmely a € R
pontban folytonos.

Megoldds: A szinuszfliggvény értelmezését felhasznalva a 6.2 abrardl latszik
a |sinz — sina| < |z — a| egyenl6tlenség Va,x € R esetén. Legyen € > 0
tetszleges. Ha § := ¢, akkor Vo € R, |z — a|] < 0 esetén |f(z) — f(a)| =
|sinz —sina| < | —a| < ¢, tehat f € Clal.

. Legyen f: R — R,

=E, hax #0
1, haz=0.

)= {
Mutassa meg, hogy f € C[0].

Legyen f : R — R. Tegyiik fel, hogy van olyan L > 0 szam, hogy Vs,t € D(f)
esetén |f(s) — f(t)] < L|s — t|. Mutassuk meg, hogy Va € D(f) pontban
f e Clal.

Mutassa meg, hogy az z° + 4 — 3 = 0 egyenletnek van megoldasa a [0, 1]
intervallumon is.
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sin Xx-sin a

6.2. dbra.

7. Mutassuk meg, hogy ha f € C[a,b], f kolcsonosen egyértelmi fiiggvény, akkor
f szigortan monoton az [a, b] intervallumon.

6.3. Folytonossag

6.3.1. A folytonossag fogalma és az atviteli elv
Legyen f: R — R, a € D(f).

6.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy f folytonos az a pontban, ha Ye > 0 36 > 0
Vo € Ks(a) N D(f) esetén f(x) € K(f(a)). Jele: f € Clal.

6.9. Tétel. (Atviteli elv)
f€Cla] <= Y(x,) C D(f),z, — a esetén f(x,) — f(a).

Bizonyitas. (=) Tegyiik fel, hogy f € Cla], és legyen (z,) C D(f),zn — a
tetszGleges sorozat.

Tekintsiink egy € > 0 szamot. Mivel f € Clal, ezért 3 > 0 olyan, hogy Vz € D(f),
|z —a| < esetén |f(x)— f(a)| < €. Az x,, — a miatt ehhez a 6 > 0 szamhoz 3N € N
kiiszobindex, hogy Vn > N esetén |z, —a| < J, de ekkor | f(x,) — f(a)| < €. Ez éppen
azt jelenti, hogy f(z,) — f(a).

(<) Most tegyiik fel, hogy V(z,) C D(f),zn — a esetén f(z,) — f(a), de
(indirekt modon) f ¢ Cla]. Ez azt jelentené, hogy 3e > 0 V6 > 0 esetén dzs €
D(f), xs € Ks(a), de f(xs) & K.(f(a)). Specialisan: ¥n € N esetén legyen § := L.
Ekkor 3z, € D(f), |zn — a| < 2 olyan, hogy |f(zn) — f(a)| > e.

Tekintsiik az igy nyert (z,) C D(f) sorozatot. Mivel |z, —a| < 2 (n € N), ezért
xn, — a. Ugyanakkor az (f(x,)) sorozat hatarértéke nem lehet f(a), hiszen Vn € N
esetén |f(x,) — f(a)| > €. Ez ellentmond feltételinknek, tehat f € Cla].
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6.3.2. Miveletek folytonos fiiggvényekkel
6.10. Tétel. Ha f € Cla] és X € R, akkor A\f € CJa].

Bizonyitas. Legyen (x,) C D(Af) = D(f), amelyre z,, — a. Mivel f € CJal,
ezért f(xy) — f(a), amibdl kévetkezik, hogy

(Af)(@n) = Af(2n) — Af(a) = (Af)(a).
Tehat Af € Clal.

6.11. Tétel. Ha f,g € Clal, akkor f +g € Cla] és f - g € Clal.

Bizonyitas. Legyen (x,) C D(f + g) = D(f) N D(g), amelyre x,, — a. Mivel
fyg € Clal, ezéxt f(x,) — f(a) és g(xn) — g(a), amibdl kovetkezik, hogy

(f +9)(@n) = f(zn) + g(2n) — f(a) +g(a) = (f + g)(a).
Tehat f + g € Clal. (Szorzatra hasonloan.)

6.12. Tétel. Ha g € Cla] és g(a) # 0, akkor é € Clal.

Bizonyitas. Legyen g(a) > 0. Ekkor 3K(a) C D(g), hogy Vx € K(a) esetén
g(x) > 0.

Legyen (x,) C D(g) amelyre z,, — a. Nyilvan 3N € N, hogy Vn > N esetén
xn € K(a), igy g(xn) > 0. Az ilyen n-ekre

1 1
;(%) = (zn) - m = —(a),

tehat é € Clal.
6.13. Tétel. Ha f,g € Clal, g(a) # 0, akkor 5 € Clal.

Bizonyitas. Mivel

i:f- és f,leC[a], ezért ieC’[a].
g g

1
g g

6.14. Tétel. g € Cla], f € Clg(a)] = fog e Clal.

Bizonyitas. Legyen (z,,) C D(fog) C D(g), amelyre x,, — a. Ekkor (fog)(zy,) =
flg(@n))) — fg(a)) = (f o g)(a), hiszen (g(xn)) C D(f) és g(an) — g(a). Tehat
fogeClal
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6.3.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

6.2. Definicidé. Legyen f: R — R, A C D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos az
A halmazon, ha Vu € A esetén f € Clu]. Jele: f € C(A).

6.15. Tétel. (Bolzano 1.)
Legyen f € Cla,b], f(a) <0 és f(b) > 0. Ekkor 3c € [a,b], hogy f(c) = 0.

Bizonyitas. Tekintsiik az [a, b] intervallum “TH’ felez6pontjat. Harom eset lehetsé-
ges:

vagy f(aTH’) =0, ekkor ¢ := “TH’;

vagy f(aTH’) > 0, ekkor a1 :=a, by := “TH’;

vagy f(aTH’) < 0, ekkor a; := “TH’, by :=b.

A kovetkezs lépésben az [a1,b;] intervallum % felezGpontjat készitjiik el. Ismét
hérom eset lehetséges:

vagy f(alT—H)l) =0, ekkor ¢ := ‘UQLbl;
vagy f(@4b) > 0, ekkor as = aj, by := UFY;
vagy f(9E0) < 0, ekkor ag := BEL py = by

A felezési eljarast folytatva valamelyik 1épésben eljutunk a ¢ zérushelyhez, vagy ka-
punk egy (ay,) és egy (by) sorozatot, amelyre

[aab] 2 [Gl,bl] 2 [a27b2] D) [a?%bn] ) [an+labn+1] D

tovabba

b—a bp—a1 b—a b—a
B ,bQ—CLQ: 5 = 22 ,...,bn—an:2—n,...,

amelybdl kovetkezik, hogy lim(b, — a,) = 0. A Cantor-féle kozosrész tétel szerint
egyértelmten Je € [a, b], amelyre Npenlan, by] = {c}, azaz lima,, = limb,, = c.
Mivel f € C|c], és Vn € N esetén f(a,) < 0, ezért f(a,) — f(c) < 0. Méasrészt
Vn € N esetén f(b,) > 0, ezért f(b,) — f(c) > 0. Ebbdl csak f(c) = 0 lehetséges.

by —a1 =

6.16. Tétel. (Bolzano 2.)
Legyen f € Cla,b] és d € R egy tetszdleges f(a) és f(b) kozé esé szam. Ekkor
de € [a, b], amelyre f(c) = d.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b) és f(a) < d < f(b). Tekintsik a ¢ :
(0,8 — R, §(t) = f(t) — d figavényt. ¢ € Cla,b], é(a) = f(a) —d < 0, B(b) =
f(b) —d > 0. A Bolzano 1. tétel szerint d¢ € (a,b), amelyre ¢(c) = 0. Mivel
0=¢(c) = f(c) —d, ezért f(c) =d.
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6.17. Tétel. (Weierstrass 1.)
Legyen f € Cla,b]. Ekkor f|[a . korldtos fiigguény.

Bizonyitas. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy példaul f|[a,b] feliilr6l nem korlatos.
Ekkor Vn € N szamhoz 3x,, € [a,b] olyan, hogy f(z,) > n. Nyilvan (x,) C [a,b],
tehat (x,) korlatos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint 3(i,,) indexso-
rozat, hogy (z;,) C [a,b] konvergens. Legyen limxz;, =: a € [a,b]. Az f € C[a] és
x;, — «, ezért f(x;, ) — f(a). Az (iy) szigortian monoton névekedd, ezért i, > n,
ezért f(x;,) > i, > n (n € N). Tehat (f(z;,)) felilrsl nem korlatos sorozat, ami
ellentmond annak, hogy f(z;,) — f(«). Ellentmondasra jutottunk, tehat hamis az
indirekt feltevés, azaz f\[a,b] korlétos.

6.18. Tétel. (Weierstrass 2.)
Legyen f € Cla,b]. Ekkor 3o, 8 € [a,b], hogy Vx € [a,b] esetén f(a) < f(z) < f(5).

Bizonyitas. Az f) . korlatos, ezért az {f(z) | = € [a,b]} halmaz korlatos, igy

dsup{f(z) | z € [a,b]} =: M. Megmutatjuk, hogy az M € R szamot a fiiggvény fel
is veszi. A halmaz fels§ hataranak tulajdonsagai szerint

1° Vz € [a,b] esetén f(x) < M,
2° Vn € N esetén 3z, € [a,b], hogy f(zn) > M — L.

Az (z,) C [a,b], korlatos sorozat, ezért 3(i,) indexsorozat, hogy (z;,) konvergens.
Legyen limz;, =: 8 € [a,b]. Ekkor M — i < f(zs,) < M (n € N). A kozrefogasi
elv szerint (mivel i,, > n, igy i — 0) f(zi,) — M. Masrészt f € C[f] miatt
f(x;,) — f(B). A sorozat hatarértéke egyértelmd, ezért f(5) = M.

Hasonloan lathato be az a € [a, b] 16tezése is.

6.3.4. Az inverzfiiggvény folytonossaga

Ezekre a tételekre hivatkozva foglalkozhatunk egy fliggvény inverzének a folytonos-
sdgaval. Megjegyezziik, hogy ha f € Cla], b := f(a) és 3f ! inverzfiiggvény, akkor
még lehet, hogy f~! nem folytonos a b pontban. Ezt a helyzetet jol szemlélteti az
fi(=00,—=1)U{0} U (1,+00) = R

rz+1, hax< -1,
f(x):=< 0, ha z = 0,
r—1, hax>1

fiiggvény, amely folytonos a 0-ban, f(0) = 0, van is inverze a fiiggvénynek: f~1:
R—R
x—1, hazxz <0,
)= o, ha z =0,
x+1, hazxz >0,
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de 1 ¢ Co).

6.19. Tétel. Legyen f : [a,b] — R, f € Cla,b], f szigorian monoton. FEkkor
fH e C(R())).

Bizonyitas. Az f € Cla,b], ezért a Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovetkezmé-
nyeként R(f) zart, korlatos intervallum. Legyen [c,d] := R(f). Az f szigortian
monoton, ezért kolesénosen egyértelmtd, tehat 3f~1 : [¢,d] — [a,b]. Legyen v € [c, d]
tetszSleges, u = f~1(v), és legyen (y,) C [c,d], yn — v tetszSleges sorozat. Az
f~1 inverzfiiggvény v pontbeli folytonossagahoz (az atviteli elv szerint) elég belatni,
hogy az =, := f~'(yn) — f~1(v) = u. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy (x,,) C [a, b]
sorozat nem tart u-hoz. Ekkor 36 > 0 Vk € N Iny, > k, amelyre |z,, — u| > 0. Az
(n, ) ken C [a,b] \ [u — 0, u + J] sorozat korlatos, ezért van konvergens részsorozata:
(ny,). Legyen o := lim @y, . Nyilvin o € [a, 0], de oo # u. Az f € Cla], ezért

f(xnkl) = Yny, — f(a)

Az (ynkl) részsorozata a v-hez tarté (y,) sorozatnak, ezért f(a) = v. Figyelembe
véve, hogy f(u) = v, ellentmondésra jutottunk f kolesonos egyértelmiiségével, tehat
hamis az indirekt feltétel, azaz x,, — u, igy f~1 € C[v].

6.3.5. Egyenletes folytonossag

6.3. Definicidé. Legyen f : R — R, B C D(f). Azt mondjuk, hogy f egyenletesen
folytonos a B halmazon, ha Ve > 0 36 > 0, hogy V', 2" € B, |2/ —2"| < 0 esetén

[f (@) = f(a")] <e.

6.20. Tétel. Ha f egyenletesen folytonos a B halmazon, akkor f € C(B).

Bizonyitas. Legyen b € B és € > 0 tetsz6leges. Az f egyenletesen folytonos a B
halmazon, ezért 3§ > 0, hogy Vax € B esetén, amelyre |x — b| < J, teljesiil, hogy
|f(xz) — f(b)| < e. Ez éppen azt jelenti, hogy f € C(B).

Megjegyezziik, hogy ha f € C(B), akkor még lehet, hogy f nem egyenletesen
folytonos a B halmazon. Ugyanis, az f : RT — R, f(x) := 2? fiiggvény a B := R
minden pontjaban folytonos, de nem egyenletesen folytonos a B halmazon. Ennek
igazolasahoz legyen € := % és § > 0 tetszbleges. Nyilvan dn € N, amelyre n > %.
Legyen o’ :=n és 2" :==n + g Ekkor |2/ — 2"| = g <6, de

@) = 1@ = (n4 D) e nsr Eonss Lo 1o

x 2")| = n+3 n°=n Mg d=5=e

Mivel 3¢ > 0, hogy V§ > 0 esetén talaltunk olyan z’,2” € R* szamokat, amelyekre
ugyan |z’ — 2| < 8, de |f(2') — f(2")| = €, ezért ez a folytonos f fiiggvény nem
egyenletesen folytonos az R™ halmazon.
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6.21. Tétel. (Heine)
Ha f € Cla,b], akkor f egyenletesen folytonos az |a,b] intervallumon.

Bizonyitas. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos az [a, b]
zéart intervallumon. Ekkor Je > 0, hogy V§ > 0 szamhoz 3z, 2" € [a,b], amelyekre

ugyan |2’ — 2| < 6, de |f(z') — f(2")| > €. Legyen Vn € N esetén § := . Akkor
ehhez a &-hoz is 3z),, 2!, € [a,b], amelyekre |2}, — 27| < L, de |f(z},) — f(2)] > e.

Vizsgéaljuk meg az (z),) és («])) sorozatokat! Mivel (z],) C [a,b], ezért 3(ip) in-

dexsorozat, hogy (x; ) konvergens. Legyen limzj =: « € [a,b]. Megmutatjuk, hogy
ugyanezzel az (i) indexsorozattal az (7 ) részsorozat is konvergens, st limzj = a.
Ugyanis Vn € N esetén

1
o7, —al < o, -z, [+ |2}, —al < — +]ai, —al
n

Mivel % — 0, |2 —al — 0, ezért Gsszegiik is 0-hoz tart, ezért |zj —af — 0.
Tehat 2} — «a, zj — «a, ezért f € Cla] miatt f(x] ) — f(a) és f(z] ) — f(a),
amelybdl
fi,) = f(a7,) — 0
kovetkezik. Ez azonban lehetetlen, hiszen Vn € N esetén |f(z],) — f(zlh)| > e. Az
ellentmondas azt jelenti, hogy hamis az indirekt feltevés, tehét igaz az allités.



7. fejezet

Fuggvény hatarértéke

Egy fiiggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény
A-hoz kozeli értékeket vesz fel. Az aldbbi témakoroket targyaljuk.

e Fiiggvény hatéarérték fogalma

Hatéarérték és a miiveletek kapcsolata

Végtelenbeli és végtelen hatarérték

Egyoldali hatarérték

Monoton fiiggvény hatarértéke

7.1. Fiiggvény hatarértéke

7.1.1. "Végesben vett, véges" hatarérték

Vizsgaljunk meg harom, egymashoz nagyon hasonlé fiiggvényt.
Legyen

fi:R—=R filz) =2+ 2,

fo R\ {2} R fofa) = 25 = C20GH) — 549

r—

' _Jx+2, hax#2 .,
f3:R—R fs(x).—{ 1 hae—o2 (7.1. &bra)

A fiiggvények a := 2 pont koriili viselkedésére vagyunk kivancsiak. Az f; folytonos
a 2 pontban, ami azt jelenti, hogy ha = kozel van a 2-hoz, akkor az fi(z) = = + 2
értékek kozel esnek a 4-hez, amely éppen f1(2).

Az fy fiiggvény ugyan nincs értelmezve a 2-ben, de ha x koézel van a 2-hoz, az

79
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7.1. 4bra.

fa(z) = x 4 2 értékek egy szam, ebben az esetben a 4 koriil keveset ingadoznak.

Az f3 figgvény a 2-ben is értelmezve van. Ha x kozel van a 2-hoz (de x # 2), akkor
az fa(x) = x + 2 értékek (az fi és fo fliggvényhez hasonloan) a 4 koriil keveset inga-
doznak (fiiggetleniil attol, hogy f(2) =1).

A példakban tapasztalt jelenségek nyoman alakitjuk ki a fliggvény hatarértékének
fogalmét.

Olyan f : R D— R fliggvényeket vizsgalunk, melyek D(f) értelmezési tartomanya-
ban az a € R ponthoz tetszSlegesen kozel is vannak attol kiilonboz6 pontok (esetleg

a ¢ D(f)).

7.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban van hatdrértéke,
ha van olyan A € R szdm, hogy bdrmely € > 0 hibakorldthoz van olyan § > 0
ingadozdsi lehetdség, hogy minden olyan x € D(f) pontban, amely §-ndl kézelebb van
aza-hoz (lr—a| < 0), de x # a, az f(x) figguényértékek az e hibakorldtndl kevesebbel
térnek el A-tol (|f(x) — A| < e).

Az f fiiggvénynek ezt a tulajdonsagat a
lim f = A;
a
lim f(z) = A;

r—a

ha x — a, akkor f(z) — A

jelolések valamelyikével fejezziik ki.
Ha 6sszevetjiik az f fliggvény hatarértékének fogalméat a folytonossag értelmezésével,
akkor lathato, hogy lim, f = A éppen azt jelenti, hogy az f fiiggvény helyett egy

Fip(f)uta) » R fo)i={ 1 a7

fliggvényt tekintve, az f fliggvény az a pontban folytonos lesz. Mas széval, akkor van
hatarértéke az f fliggvénynek az a pontban, ha folytonossa tehets az a-ban. Ezért,
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ha a € D(f), és létezik a lim, f, akkor az f fliggvény pontosan akkor folytonos az a
pontban, ha lim, f = f(a).

Ebbdl az észrevételbdl fakad, hogy a hatéarértékkel végzett miveletek visszave-
zethetSk a folytonos fiiggvényekkel végzett miiveletekre.

7.1. Tétel. Halim f = A és A € R, akkor lim A\ f = M\A.
7.2. Tétel. Halim f = A és limg = B, akkor lim(f + g) = A+ B.

7.3. Tétel. Halim f = A éslimg = B, akkorlim f - g = AB.
a a a

_ 1

7.4. Tétel. Halimg = B és B # 0, akkor lim + 5
a a g

7.5. Tétel. Ha thLnf =A és liCILng =B, B #0, akkor limg = %.

a

7.6. Tétel. Halimg=1"> és f € C[b], akkor lim f o g = f(b).

(A tételekben szerepld feltételeknek és allitasnak is értelmesnek kell lennie, ezeket az
részben pontosan is megfogalmazzuk.)

7.1.2. "Végtelenben vett", illetve "nem véges" hatarérték

Latszik, hogy a hatarérték fogalma a fliggvényértékek valtozasanak tendenciajat tart-
ja szem el6tt. Az ugynevezett ,véges helyen vett véges hatarérték” fogalmat (ezzel
foglalkoztunk eddig) kiterjeszthetjiik. Tekintsiik at ezeket a lehetGségeket:

Legyen f: R >— R.

1° Ha D(f) feliilrsl nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy barmely ¢ >
0 hibakorlathoz van olyan w € R kiiszobszam, hogy minden z > w, x € D(f)
pontban |f(z) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke
(400)-ben A.
Jele: lim f = A vagy lim f(z)= A vagy z — 400 esetén f(x) — A.
+00 T—+00

Példaul lim % =0.

r—+00
2° Ha D(f) alulrol nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy barmely € >
0 hibakorlathoz van olyan w € R kiiszobszdm, hogy minden = < w, x € D(f)
pontban |f(z) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke
(—o0)-ben A.
Jele: ligéf = A vagy xgmoo f(z) = A vagy x — —o0 esetén f(x) — A.
Példaul lim 1 =0.

T——00
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3° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartomanyban az a-hoz akarmilyen kozel is
taldlhato pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy barmely K € R szdmhoz
van olyan 6 > 0 ingadozasi lehet6ség, hogy minden = € D(f), = # a, de
|x —a| < § pontban f(x) > K, akkor azt mondjuk, hogy az f hatarértéke az
a-ban +oo.

Jele: lignf = 400 vagy 3111)1(11 f(x) = 400 vagy x — a esetén f(x) — +oo.

Peldaul lim 25 = +oc.
r—

4° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartomanyban az a-hoz akarmilyen kozel is
talalhato pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy barmely K € R szamhoz
van olyan 6 > 0 ingadozési lehet&ség, hogy minden z € D(f), = # a, de
|z — a] < § pontban f(x) < K, akkor azt mondjuk, hogy az f hatarértéke az
a-ban —oo.

Jele: liénf = —00 vagy ilgé f(z) = —o0 vagy = — a esetén f(x) — —oo.

Példaul lin%)(—x%) = —o00.

5° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan w € R
kiiszobszam, hogy minden x > w, = € D(f) pontban f(x) > K, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (4o00)-ben +oo.
Jele: lim f = 400 vagy lim f(z) = 400 vagy © — +0o0 esetén f(x) — +o0.
+00 T——+00

Példaul lim 22 = 4o00.

T——+00
6° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan w € R
kiiszobszam, hogy minden x < w, = € D(f) pontban f(x) > K, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (—oo)-ben +oo.
Jele: li{.réf = 400 vagy mli)moo f(x) = 400 vagy x — —o0 esetén f(z) — +oo.
Példaul lim 22 = 4o0.

T——0Q
7° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan w € R
kiiszobszam, hogy minden x > w, = € D(f) pontban f(x) < K, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (4o00)-ben —oo.

Jele: lim f = —oco vagy lim f(z) = —oo vagy © — +00 esetén f(x) — —oc.
+00 T——+00
Példaul lim (—2?) = —cc.
T——+00

8° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan w € R
kiiszobszam, hogy minden x < w, = € D(f) pontban f(x) < K, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (—oo)-ben —oo.

Jele: lim f = —oco vagy lim f(z) = —oo vagy ¢ — —o0 esetén f(x) — —oc.
—00 T——00
Példaul lim (—2?) = —cc.

T——00
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A sorozatok olyan fiiggvények, amelyek értelmezési tartoméanya N. Az N feliilrol
nem korlatos, ezért az a : N — N fliggvénynek, azaz az (a,) sorozatnak vizsgalhato
a hatarértéke (+00)-ben. Osszevetve az a,, — A vagy a,, — 00 vagy a, — —oo de-
finiciojat a fiiggvény (+o0)-beli hatarértékének meghatéarozasaival, azt kapjuk, hogy

lima, = A<= lima=A
—+00

lima, = +00 <= lima = +
—+00

lima,, = —00 <= lima = —oo0.
—+00

7.1.3. Egyoldali hatarérték

Elsfordul, hogy az a € R pont tetsz6leges kozelségében, a-t6l jobbra és balra is van
értelmezési tartomanybeli pont, de az f fliggvénynek nincs hatarértéke az a-ban.
Néha ilyenkor is mondhatunk valamit a fliggvény viselkedésérél.

9° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z € D(f), = > a
pont és van olyan A € R szdm, hogy barmely € > 0 hibakorlat esetén van olyan
d > 0 ingadozasi lehetGség, hogy minden x € D(f), a < x < a + § pontban
|f(x)—A| < e, akkor azt mondjuk, hogy f-nek az a-beli jobb oldali hatarértéke
A.

Jele: limg o f = A vagy limy_,q 40 f(x) = A. Néha f(a+0) jeloli az f figgvény
a-beli jobb oldali hatarértékét. [Hagyoményosan a = 0 esetén ,,0 + 07 helyett
csak ,,0+” all mindentitt.|

Példaul az

1, haz>0

JiR=R, f(:c):{ -1, haz<0

fiiggvénynek 0-ban nincs hatarértéke, de lim, o4 f(z) =1 vagy f(04) = 1.]

10° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z € D(f), = > a
pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozasi lehet&ség, hogy
minden x € D(f), a < x < a+ 0 esetén f(x) > K, akkor azt mondjuk, hogy
az f jobb oldali hatarértéke a-ban +o0.

Jele: limg4o f = +o0 vagy limy 40 f(x) = +00.

Példaul nem létezik a lim,_.q %, de limg 0+ % = +o0.

11° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z € D(f), = > a
pont, és barmely K € R szamhoz van olyan ¢ > 0 ingadozasi lehetGség, hogy
minden z € D(f), a < x < a+ § esetén f(z) < K, akkor azt mondjuk, hogy
az f jobb oldali hatarértéke a-ban —oo.

Jele: limg1o f = —o0 vagy lim,_410 f(z) = —o0.

Példaul nem létezik a lim, o(—2), de lim, o4 (—1) = —cc.
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12° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z € D(f), z < a
pont, és van olyan A € R, hogy tetszéleges € > 0 hibakorlathoz van olyan
d > 0 ingadozasi lehetdség, hogy minden = € D(f), a — 0 < x < a pontban
|f(x) — A] < e, akkor azt mondjuk, hogy az f bal oldali hatarértéke az a-ban
A.

Jele: lim,_o f = A vagy lim,_,,—o f(x) = A. Néha f(a — 0) jeloli az f a-beli
bal oldali hatarértékét. [Hagyoméanyosan a = 0 esetén ,,0 — 07 helyett ,,0—" all
mindentitt.

Példaul a 9° definici6 utani példdban lim, o f(x) = —1 vagy f(0—) = —1.]

13° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z € D(f), z < a
pont, és barmely K € R szdmhoz van olyan § > 0 ingadozasi lehet&ség, hogy
minden x € D(f), a—J < x < a pontban f(z) > K, akkor azt mondjuk, hogy
f bal oldali hatéarértéke az a-ban +oc0.

Jele: lim,_o f = +o0 vagy lim, 4o f(x) = 400.

Példaul lim, o (—1) = +oc.

14° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszdlegesen kozel is van x € D(f), z < a
pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozasi lehet&ség, hogy
minden x € D(f), a—d < x < a pontban f(z) < K, akkor azt mondjuk, hogy
f bal oldali hatarértéke az a-ban —oo.

Jele: lim,_o f = —o0 vagy lim,_,—o f(z) = —o0.

Példaul limg,_,o— % = —o0.

Ikonszerten Osszefoglaljuk a hatarérték eseteket (7.2. abra).

Az egyoldali hatarértékek és a hatarérték kapcsolata is megfogalmazhato:

Ha létezik a lim,—q f és a limg40 f is, és limg—o f = lim, 4o f, akkor van hatarértéke

az f fliggvénynek az a-ban, és

thLnf :}llyéf:(lll}r%f.

Megjegyezziik, hogy ha az a € R olyan, hogy csak az egyik oldali hatarérték
vethet§ fel az a-ban, és ez a hatéarérték létezik is, akkor ez éppen az f fiiggvény

a-beli hatarértéke lesz.

7.2. Feladatok

: 222—2-6 _9 : 222—2-6 _9
1. hml-_>2 22 _x_9 - hma:—>oo r2—x—2 T °

: x4—222-3 _ : xt—222-3 _ : 242223 _
2. lim,_ 3512 =? lim, .2 ¢ 22—32+2 =7 limg 240 22—3z+2 =7
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lim_ f=+co
a

lim_ f=+oo
—00

lim_ f=+oo
+00

7.2. 4bra.
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lim

a+0

f=+o0

lim
. a

f=—o0
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. sin 3x : sin 3x : tg2x

4. limg_,q 9822 =7 lim, o 5052 =7 lim, o &= =7
. 1— . tgr—si

5. limg_o —2°* =7 lim, o B3 =7
: e?r—1 : 21

6. limg o “— =7 limg o == =7

7. lim, oo 0} =7

8. limy yoo VX2 +2 — Va2 420 — 3 =7

limy oo V22 +2 — V22 + 22 — 3 =7
9. Van-e olyan k € R, hogy létezzen a

23 =92+ kax — 27
lim
r—3 $2 — 6x + 9

és valos szam legyen a hatarérték?

7.3. Fiiggvény hatarértéke

7.3.1. A hatarérték altalanos definicidja és az atviteli elv

A részben bemutatott, kiillonb6z esetekre vonatkozé hatarérték fogalmak egy
definicibban megfogalmazhatok. Ehhez a valos szamok halmazat kibgvitjiikk. Legyen
R :=RU{—00,4+00}. Az R halmazon is lesz & Osszeadés és © szorzas.

1°Va,be Resetén a ®b:=a+b

2° Va € R esetén a @ (+00) := 400 és a @ (—o0) := —00
3% (+00) @ (+00) := 400 és (—o0) B (—0) := —c0

4°Va,b e Resetén a®b:=a-b

5° Va € R\ {0} esetén

(+00) := 400, haa >0
(+00) := —00, haa <0
a® (—0):=—00, haa>0
(—o00) := 400, haa <0
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7° Vx € R esetén —oco < x < +00.

Megjegyezziik, hogy @ és © a felsorolt esetekben kommutativ. Ne is keressiik a
(+00) @ (—00) és a 0 @ (+o0) értelmezését, és tovébbra sem definidljuk a 3, %,
09, 1_(i°°), (£00)? értékeit!

Az R halmazban értelmezziik a pont kérnyezetét.

Legyena € R, r € R, r > 0.

7.2. Definicié. Az a pont r sugari kornyezete legyen
(a—r,a+r), haa€eR
K.(a) := (1, +00), ha a = +o00
(=00, =1, ha a = —o0
Legyen A C R és a € R.

7.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a torlédasi pontja az A halmaznak, ha min-
den r > 0 esetén (Ky(a) N A)\ {a} # 0. Tovdbbd legyen

A :={a € R | a torléddsi pontja az A-nak}
az A derivdlthalmaza.
Az részben bemutatott hatarérték eseteket ezutan egységes definicidba foglalhat-
juk.
Legyen f € R — R, a € R, a € D(f).
7.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fuggvénynek az értelmezési tartomdny a
torlddasi pontjdiban van hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 30 > 0 Vz € (Ks(a) \ {a}) N
D(f) esetén f(x) € K.(A).
Legyen f €R — R, a € R, a € (D(f) N (a, +00))-
7.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f figguénynek az a pontban van jobb oldali
hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 36 > 0 Vo € Ks(a) N D(f), = > a esetén f(zx) €
K. (A).
Legyen f eR— R, a €R, a € (D(f)N(—00,a)).
7.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az [ fiigguénynek az a pontban van bal oldali

hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 3§ > 0 Vo € Ks(a) N D(f), x < a esetén f(x) €
K.(A).
Konnyen lathato, hogy
HLIJIr%f & Elhén f‘D<f)m(a’+oc>
és
El(lllzréf & Elhcrlnf|D(f)m<7

00,a)’

A fiiggvény hatarértékét is lehet sorozatokkal jellemezni.
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7.7. Tétel. (Hatdrértékre vonatkozd dtviteli elv)
Legyen f € R — R, a € D(f), A€R

licrlnf = A<= V(z,) C D(f)\ {a}, zn — a esetén f(z,) — A.

Bizonyitas.

(=) Legyen (z,,) C D(f)\ {a}, x, — a tetszbleges sorozat. Mivel lim, f = A, ezért
Ve > 0 30 > 0 olyan, hogy Vz € (Ks(a) \ {a}) N D(f) esetén f(x) € K.(A). Az
Ty — a, ezért ehhez a § > 0 szamhoz is AN € N kiiszoébindex, hogy Vn > N esetén
xn € Ks(a), s6t x, # a és x, € D(f). Akkor f(z,) € K-(A). Ez éppen azt jelenti,
hogy f(x,) — A.

(<) Tegyiik fel, hogy V(z,) C D(f) \ {a}, xnn — a esetén f(z,) — A, de (in-
direkt médon) lim, f # A. Ez azt jelentené, hogy Je > 0 V§ > 0 esetén dx €
(Ks(a) \ {a}) N D(f), amelyre f(z) ¢ K-(A). Emiatt ¥n € N esetén a § := 1 >0
szamhoz is 3z, € K1 (a), ©, # a, x, € D(f) olyan, hogy f(x,) ¢ K.(A). Nyilvan
az ilyen (x,,) sorozatra @, — a, de az ezen a sorozaton tekintett (f(x,)) fliggvényeér-
tékek sorozatara f(xz,) - A, hiszen Vn € N esetén f(z,) ¢ K.(A). Ez ellentmond a
feltételiinknek, igy igaz az allités.

Megjegyezziik, hogy a lim,_., f(x) = A jelolést az atviteli elvbdl szarmaztathat-
juk. Ugyanis V(z,) sorozatra lim,, ., f(x,) = A lenne az allitas. (Az n-et elhagyva
kapjuk a hatarértéket. Az x — a ,x tart az a-hoz” kifejezés mogott is minden esetben
egy olyan tetszSleges () sorozatot értsiink, amelyre x,, — a.)

7.3.2. Miiveletek fiiggvények hatarértékével
7.8. Tétel. Halim, f = A és A € R, akkor

. [ A®A, haA#0
hé”“”‘{ 0, ha A =0

Bizonyitas. Legyen (x,) C D(f) \ {a}, zn, — a tetszsleges sorozat. Ekkor A # 0
esetén (Af)(zn) = Af(zn) = AO A, ezért lim, A\f = A® A. Ha A =0, akkor 0- f =0

fiiggvény, amelyre lim, 0 = 0.

7.9. Tétel. Halim, f = A, lim,g = B, ésa € (D(f)ND(g)), akkor lim,(f + g) =
ADB.

Bizonyitas. Legyen (z,) C (D(f)ND(g))\{a}, zn, — a tetszSleges sorozat. Ekkor
(f +9)(xn) = f(zn) + 9(xn) = AD B, ezért lim,(f +g) = AD B.
(Szorzatra hasonloan.)



7.3. FUGGVENY HATARERTEKE 89

7.10. Tétel. Halim,g= B, B # 0, akkor

{ £, ha B € R\ {0}

lim = 0, ha B = 400 vagy — oo.

a g
Bizonyitas. Mivel lim, g # 0, ezért 3K (a) olyan, hogy Vx € K(a) N (D(g) \ {a})
esetén g(z) # 0. Ekkor K(a) N (D(g) \ {a}) C D(%). Az a a torlodési pontja volt a
D(g)-nek, igy a € D(é) Legyen (z,,) C D(
1 1 1
L) = _ | B haBeR\{0}
g g(xn) 0, ha B = 400 vagy — oo.

)
%) \ {a}, z, — a tetszGleges sorozat.

Tehét igaz az allitas.

7.11. Tétel. Halim,g=">b, b€ R és f € C[b], akkor lim, f o g = f(b).

Bizonyitas. Legyen (x,) C D(f og) \ {a}, x, — a tetsz6leges sorozat. Mivel
D(f og) C D(g), ezért g(zn) — b. Az f € C[b], igy (f o g)(xn) = f(g9(zn)) — f(b).
Tehat lim, f o g = f(b).

[Megjegyezziik, hogy ﬁ, f9 figgvények hatarértéke nagy koriiltekintést igényel,
az ilyenekre vonatkozo hatarértéktételek csak koriilményesen fogalmazhatok meg,.|

7.12. Tétel. _(Monoton fiiggvény hatdrértéke)
Legyen a,b € R, f: (a,b) — R monoton figguény. Ekkor Ilim, f és Ilim, f.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f monoton fogyo.
Legyen

sup f = sup{f(x) | z € (a,b)}, ha R(f) felilrsl korlatos,
’ +o00, ha R(f) feliilré]l nem korlatos.

A sup f értelmezésébdl kovetkezik, hogy Ve > 0 Jzg € (a,b) olyan, hogy f(z¢) €
Ke(sup f).

Legyen ¢ > 0 olyan, hogy (a,x0) = Ks(a) N (a,b). Ekkor f monoton fogyasa miatt
Vo € Ks(a)N(a,b) esetén x < g, ezért ha f(xg) € K.(sup f) és f(x) > f(xo), akkor
f(z) € K.(sup f) is teljesiil.

Tehat Ve > 0 30 > 0 Vo € Ks(a) N (a,b) esetén f(x) € K (sup f), igy Ilim, f =

sup f.
Hasonléan lathaté be a limy, f 1étezése is.
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8. fejezet

Differencialhatésag

A differencidlhatosag a fliggvény simasagat jelenti. A differencidlhaté fiiggvény foly-
tonos, és nincs rajta torés, csics. Az aldbbi témakoroket targyaljuk.

e Derivalt fogalma és geometriai jelentése
e Elemi fiiggvények derivaltjai

e Derivalasi szabélyok

e Monotonitas és szélsGérték

e Konvexités és inflexio

e Fiiggvényvizsgalat

e Taylor-polinom

e [’Hospital-szabaly

o Kozépértéktételek

8.1. Differenciadlhatosag

8.1.1. A derivalt fogalma és geometriai jelentése

Vizsgaljunk meg két egyszert fiiggvényt: f1 : R — R, fi(t) := 2 és fo : R — R,
fa(t) := |t|. Rogzitsiik az x := 0 pontot. Konnyen ellendrizhets, hogy fi1 és fo is
paros; alulrol korlatos és feliilrél nem korlatos; a pozitiv szamok halmazan névekvd,
a negativ szamok halmazan fogy6; az x = 0 pontban minimuma van, és a minimum
értéke 0; az x = 0 pontban folytonos.

Szembetnd a sok hasonlosag ellenére, hogy az x = 0 pontban az f; fliggvény sima,
az fo fliggvénynek pedig torése van.
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1 2
—
K’ f
d K&
—_—
8.1. abra.

Van-e olyan ,miszer”, amely kimutatja, hogy egy fliggvény valamely pontban sima,
egy masik pedig nem?

Legyen f : R D— R tetszdleges fiiggvény, x € D(f) egy rogzitett pont. Az f
fliggvény x-hez tartozo kiilonbségihanyados-fiiggvénye legyen a

KL :D()\ (o) ~ B K{():= DO
fliggvény. Vizsgaljuk meg ezzel a ,miszerrel” az fi és fo fliggvényt az x := 0 pont
esetén (8.1. abra)!
Latjuk, hogy a sima f; fiiggvény esetén van hatéarértéke (folytonossa tehetd) a Kgl
kiilonbségihanyados-fliggvénynek, mig a toréssel rendelkezd fo fliggvény K, 52 kiilonbségi-
hanyados-fliggvényének nincs hatérértéke a 0 pontban.
Ez a vizsgélat motivalja, hogy azokat a fliggvényeket, amelyek kiilonbségihanyados-
fiiggvényének van hatarértéke abban a pontban, amelyhez tartozik, differencialha-
tonak nevezziik az adott pontban. Az f € D[z] jelolje ezt a tulajdonsagot.
Ha f € Di[x], akkor a kiilonbségi hanyados hatéarértékét az f fliggvény = pontbeli
differencidlhdnyadosanak nevezziik:

o F0) — f(@)

t—x t—ax

=: f'(x).
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(1) L

fO-F(x)

L —

érintd

(x.f())

=X

8.2. abra.

Konnyen belathatjuk, hogy ¢ — x esetén t —x — 0, de % mégsem lesz végte-

len, ez csak ugy lehet, ha f(t) — f(x) — 0, ami azt jelenti, hogy ha az f fiiggvény
differencialhat6 az x pontban, akkor ott folytonos is.

Honnan keriilt el§ az a ,miiszer”, amely alkalmas egy fiiggvény simaségat kimutatni?
El6szor egy geometriai megkozelitést mutatunk be. Legyen f € D|z|. A koordinata-
rendszer (z, f(z)) és a t6le kiillonbozs (¢, f(t)) pontjain at fektessiink egy egyenest
(szel6t). Az egyenes meredeksége (iranytangense)

£ = ()

t—x
[Ezt jeloltiik K (¢)-vel]

Ha t tart az x-hez, akkor a szel6k tartanak egy hatarhelyzethez, amit érintének
neveznek, igy a szel6k meredeksége is tart az érinté meredekségéhez (8.2. Aabra).
[Ezt a hatéarértéket neveztiik el differencidlhanyadosnak.|

A maésik egy fizikai interpretacio legyen. Tegylik fel, hogy egy pont mozgasat a
t — s(t) at-id6 figgvény irja le. A [to,t] idSintervallumban az atlagsebesség a meg-
tett s(t) — s(tp) at és a megtételéhez sziikséges t — to id6 hanyadosa, azaz

s(0) = slto)

t—to
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|Gyakran ezt a hanyadost ﬁ—f jeloli.] Ha ,minden hataron tul” roviditjik az idSinter-
vallumot, az atlagsebesség egy szam koriil keveset ingadozik (feltéve, hogy sima volt
az ut-idg fiiggvény), ezt a szamot nevezik pillanatnyi sebességnek:

s(t) — s(to) . As
=, i vlto) vagy fim T =

[Lathato, hogy a pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatarértéke és az ut-ids fige-
vény differencialhanyadosa: s'(tg) = v(to).|
Az f: R — R, f(t) := t? fiiggvény nem csak az x := 0 pontban ttinik simanak.
Legyen = € R egy tetsz6leges valos szam. Nézzik meg, hogy az f fiiggvény x-hez
tartozo kiilonbségihdnyadosanak van-e hatarértéke!

lim J) = f) lim H = lim t-z)t+z) lim(t 4+ z) = 2z.

t—x t—x t—z t—x t—x t—=x t—x
Tehat f € D[z] és f'(x) = 2.
Azt a fiiggvényt, amely minden x pontban (ahol a fiiggvény differencialhato) megadja
az z-beli differencialhanyadost, az f fliggvény derivaltjanak nevezik, és f/-vel jelolik.
Példankban f/: R — R, f/(z) = 2x.
Gyakran az f : R — R, f(t) := t? fiiggvényt réviden 22 fiiggvényként emlegetik, a
derivaltjat pedig (22)" jeléli. Ezzel a megéallapodassal

(z%) = 2.

8.1.2. Elemi fiiggvények derivaltja és a derivalasi szabalyok

Nézziink néhany tovabbi példat. Legyen f: R — R, f(t):=13, z € R.

t) — 3 — 2 t—a)(t? +t 2
i ZO =@ T G ) 2 a?) = 302,
t—x t—x t—x t—2x t—x t—x t—x

tehat f € D[x] és f'(z) = 322, vagy réviden (23)" = 322.
Legyen f: R — R, f(t) :=sint, x € R.

t)— f(x sint — sinx 2sin 152 cos L2
i T =@ _ st sing_ o, 2ein g sy _
t—x t—x t—x t—x t—x t—x
) sin t_Tz t+x
= lim T—2 — COS =1-cosx =cosz.
e\ 5E 2
(Az atalakitas soran a trigonometrikus fiiggvények addicios tételeinek egy kovetkez-
ményét hasznaltuk. Mivel lim, .o *5* = 1, ezért t — x esetén az u := t*Tm — 0, igy
in ==
limy_; 32— = 1.)

2
Tehat f € D[z], azaz a szinusz fiiggvény minden = € R pontban differencialhato, és
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f(x) = cosz, vagy roviden (sinz)’ = cosz.

Hasonl6 gondolatmenettel egy sereg fliggvény differencidlhatosigat ki lehet mutatni,
és a szamolésok eredményeként a derivaltakat is megkapjuk.

Néhany fontos fiiggvény derivaltjat tartalmazza a kovetkezs Osszefoglalo:

(%) =ax®*! a€eR (Inz) =1
(sinz)" = cosx (log,z)' = 4 (a >0, a# 1)
cosz) = —sinz arcsin z)/ = —-L
V1—z2
(e") =e” (arccos ) = — 11_$2
(a®) =a®Ina (a>0) (arctg z)' = 17
(tg )" = ﬁ (arsh z) = I;H
(ctg z) = —Sin12x (arch z) = Ié_l (x >1)
(shz) =chx (arth z) = = (-1<z<1)
ch z) =sh z
(
(th l‘)/ - ch12$

Differencialhatoé fiiggvényekkel végzett miiveletek eredményeként gyakran kapunk dif-
ferencialhato fiiggvényt. Példaul ha f, g € D|x], akkor

L THDO = (P +9)@) )~ F(@) + () — g()

t—x t—x t—x t—ox

Tehat az f+g fliggvény is differencidlhato az x pontban és (f+g) (z) = f/'(z)+4'(z).
Ehhez hasonlbéan igazolhaté még néhany tétel:

8.1. Tétel. Ha f € D[x] és A\ € R, akkor \f € D[z] és (\f)'(z) = \f'(x).

8.2. Tétel. Ha f,g € Dlz], akkor f + g € Dix] és (f + g)'(z) = f'(z) + ¢ (x),
tovdbbd f - g € D[z] és (f-g)(z) = f'(x)g(z) + f(x)d (x).

8.3. Tétel. Ha g € D[z] és g(x) # 0, akkor é € D[z] és (é)’(x) =g
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8.4. Tétel. Ha f,g € Dlz] ésg(x) # 0, akkoré € D[z] és (5)’(1’) = f’(x)g(:;)QEZ)(x)g'(a:)‘
8.5. Tétel. Ha g € D[z] és f € Dlg(z)], akkor fog € Dlx] és (f o g)'(x) =
f'(g(x)) - g'(z).

8.6. Tétel. Ha f € D[x], f'(x) # 0, és létezik az f~1 inverzfiigguény, akkor az

u:= f(z) jeldléssel =1 € D[u], és (f~1)(u) = f’%x) = f'(f—ll(u))'

8.1.3. A derivalt kapcsolata a fiiggvény tulajdonsagaival

Milyen el6ny szarmazik abbol, ha egy fiiggvényrdl tudjuk, hogy differencialhato (si-
ma), és ismerjiik a derivaltjat?

a) Legyen f € D[z]. Akkor ez azt jelenti, hogy ha t kozel van az x-hez, akkor
% kozel van f’(x)-hez. Ez indokolja a differencialhatosag egy tovabbi

szemléletes és hasznos jelentését. Ugyanis ha ¢t ~ x, akkor

f(t) — f(=z)

(@), amibdl (1) — f(z) = f'(@)(t ~ o) vagy

ft) ~ f(z) + f'(2)(t — )

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy x-hez kozeli ¢ pontokban a fliggvényérték egy
legfeljebb els6foku polinom (egyenes) helyettesitési értékével kozelithets. Az
ex(t) :== f(x) + f'(x)(t —x) (t € R) az f fuggvény (z, f(z)) pontjahoz tartozod
érintgje.

b) A derivalt elGjelébdl kovetkeztethetiink a fiiggvény novekedésére.
Legyen f € D[z] és f'(x) > 0. Ekkor

)= flx) o -
ﬁwf(l'), hat~ x.

Mivel f/(x) > 0, ezért % > 0, ha t ~ z. Ez azt jelenti, hogy ha t; < x,
akkor f(t1) < f(z) és ha to > x, akkor f(t2) > f(z). Tehat barmely t1,to
pontra, ahol t; és t9 is kozel van az x-hez és t; < x < t2, f(t1) < f(x) < f(t2).
Igazolhato az is, hogy ha f/(x) > 0 egy I intervallum minden x € I pontjaban,
akkor az f fiiggvény szigorian monoton novekeds az I intervallumon, azaz

barmely z1,z2 € I, x1 < x2 esetén f(x1) < f(z2).

c) Lokalis szélsGérték keresésére is alkalmas a derivalt. Egy f fiiggvénynek az
a € D(f) pontban lokalis minimuma van, ha van olyan, az a pontot kortil-
vev intervallum, hogy ebbdl vett barmely x értelmezési tartomanybeli pontra
f(z) > f(a).

Ha f € Dla], és az f fliggvénynek minimuma van az a pontban, akkor f’(a) = 0.
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Ugyanis ha f’(a) # 0, példaul f’(a) > 0 lenne, akkor lenne olyan ¢; < a < ta,
a-hoz kozeli két pont, amelyekre f(t1) < f(a) < f(t2), amely ellentmond an-
nak, hogy f-nek a-ban lokélis minimuma van.

Tehat egy nyilt intervallum minden pontjiban differencidlhaté fliggvénynek
csak ott lehet lokalis szélsGértéke, ahol a derivaltja 0.

Vigyazat! Ha f € D[a] és f'(a) = 0, akkor az a-ban lehet, hogy nincs szélsGér-
tek. Példaul az f : R — R, f(t) := t3 esetén (¢3) = 3t2, ezért f/(0) = 3-0%2 = 0,
de az f fliggvénynek nincs lokalis szélsGértéke a 0-ban.

d) A fiiggvény alakjara is kovetkeztethetiink a derivaltjabol. Az f fiiggvényt
konvexnek nevezziik az I intervallumon, ha barmely xq,x2 € 1,21 < x2 ese-
tén az (z1, f(z1)) és (z2, f(x2)) pontot Osszekotd hur alatt marad a fiiggvény
grafikonja az [r1, z2] intervallumon.

Igazolhato, hogy egy differencidlhatd f fliggvény pontosan akkor konvex az I
intervallumon, ha az f’ derivaltja monoton novekeds ezen az intervallumon.
Az f' figgvény monoton novekedésére a derivaltjanak elgjelébsl kovetkeztet-
hetiink. Ha az f’ differenciadlhato fiiggvény, akkor bevezetve az f” := (f')
masodik derivaltat, igaz lesz az a tétel, hogy f”(z) > 0 (x € I) esetén f kon-
vex az I intervallumon.

(Ertelemszertien megfogalmazhatjuk a konkav fiiggvény fogalmat, és ilyen
fiiggvényre is hasonlo elégséges feltétel adhato.)

Az olyan a € D(f) pontot, amelyet megel6zs és az 6t kovets intervallumokon
az f fliggvény alakja eltérs (vagy konvexbdl konkavba, vagy konkavbol konvex-
be megy at a fiiggvény), inflexiés pontnak nevezziik. Példaul az f(z) = 2°
fliggvénynek 0-ban inflexioja van.

Igazolhato, hogy ha az a € D(f) inflexiés pontja a kétszer differencialhato f
fiiggvénynek, akkor f”(a) = 0.

Vigyazat! Ha f kétszer derivalhato az a pontban, és f”(a) = 0, akkor még
lehet, hogy nincs inflexi6ja a fiiggvénynek az a-ban. Példaul az f : R — R,
f(t) := t* fiiggvény esetén f"(t) = 12t2, ezért f”(0) = 0, de az f fiiggvény az
egész R intervallumon konvex (és nem konkéav egyetlen részintervallumon sem).

e) Hogyan hasznalhatjuk az eddigi eredményeket differencidlhato fliggvények
menetének vizsgalatahoz? Célszeri a kivetkezs 1épéseket a 3. feladat példajan
nyomon koévetni.

1. Elkészitjiik az f’ derivaltfiiggvényt.

2. Megkeressiik az [ zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f’ elGjelet
valthat).

3. Kiszamitjuk az f” masodik derivaltat.
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4. Megkeressiik az f” zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f” eljelet
valthat).

5. A fiiggvény értelmezési tartoméanyat az f’, az f” zérushelyei (illetve le-
hetséges elGjelvaltasi helyei) nyilt intervallumokra szabdaljak. Ezeken az
intervallumokon megéllapitjuk a derivaltak elGjelét, amibdl a monotonita-
si és alaki viszonyokra kovetkeztetiink. (Attekinthetévé valik a vizsgalat
egy tablazat elkészitésével.)

6. Néhany tampontot kiszdmolunk. Ha vannak, kiszdmoljuk a lokalis ma-
ximum és minimum értékeit, a fliggvény hatarértékét (esetleg jobb oldali

és bal oldali hatarértékét) minden olyan pontban, amely az értelmezési
tartomany olyan torlédasi pontja, amelyben nincs értelmezve a fiiggvény.

7. Vazoljuk a fliggvény menetét.

8.1.4. Tobbszoros derivalt és a Taylor-polinom

Lattuk egy fliggvény elsé és mésodik derivaltjanak szerepét. Ezek altalanosi-
tasaként vezessiik be a magasabbrendt derivaltakat.

Ha f’ differencialhato, akkor f” := (f’)".

Ha f” differencialhato, akkor f” := (f")".

Ha () differencialhato, akkor f*+1) .= (fR)Y k=12 ...

Megjegyezziik, hogy vesszGkkel csak az els§ harom derivaltat szoktuk jelolni,
tehat fN) = f/, f@ .= 7 f6) .= 7 Néha az f© := f megallapodas is
hasznos.

Az ,elég sima” fliggvényeket jol kozelithetjiik polinomokkal. Azt méar lattuk,
hogy ha f € D[a], akkor az

ea(t) == f(a) + f'(a)(t —a) (t€R)
érintsfiiggvényre
el (t) = f'(a), igy €,(a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli differen-

cidlhanyadosa is megegyezett.
Lathat6 az is, hogy

A —elt) ) - (@) + Fa)t )
t—a t—a t—a t—a
f(t) — f(a)
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ami azt fejezi ki, hogy az e, érintéfiiggvény olyan kozelitése az f fliggvénynek,
hogy ha az f(t) — e, (t) kiillonbséget olyan modon felnagyitjuk, hogy (t — a)-val
elosztjuk, még ez a hanyados is 0-hoz kozeli, ha t kozel van az a-hoz.

Az e, érintéfiiggvény csak egy elséfokt polinom. Milyen legyen az a magasabb
foki polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetvé teszi?
Legyen P(z) := 3 — 2x + 42? — 523, Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = —2+ 8z — 152%, P'(0) = 2.
P"(x) = 8 — 30z, P"(0) =8
P"(x) = -30, P"(0) = —30.

Konnyen ellenérizhets, hogy minden x € R esetén

P(x) = P(0) + P/(0)z + Z ;(!0) 24+ L /;!(0) 3

azaz egy polinomot igen jol kozelitettiink (ebben az esetben pontosan elGallitot-
tunk) egy olyan polinommal, amelynek egytitthatoi a fliggvény magasabbrendii
derivéltjai egy pontban (most ez a pont a 0 volt), elosztva a derivalt rendjének
faktoriélisaival.

E kétféle tapasztalat vezet el minket az igynevezett Taylor-formuladhoz. Tegyiik
fel, hogy f olyan ,sima”, hogy az f(™t1) derivaltfiiggvény még folytonos is az
a € D(f) egy K(a) C D(f) kornyezetében. Legyen T;, : R — R.

1" (n)
L(w) = fa) + f@)e —a) + T o a4 Ty
az ugynevezett n-edik Taylor-polinom. (Lathato, hogy 71 = e,.) Konnyen
ellendrizhetd, hogy T, (a) = f(a), T} (a) = f'(a), T))(a) = f"(a),..., Tén)(a) =
™ (a) (azaz az e, érintéfiiggvényhez hasonlo tulajdonsaggal rendelkezik a Tj,
Taylor-polinom is.) Igazolhat6, hogy ilyen feltétel mellett barmely = € K(a)
esetén van olyan c az x és az a kozott, hogy

£ (0

(n - 1)' )n—i—l

(‘T —a )
ami azt jelenti, hogy az f fiiggvényt a T,, Taylor-polinom olyan jol kozeliti,
hogy
f(@) = Tu(z) _ fU"D(e)
(x—a)»  (n+1)
Tehat a Taylor-polinom jol (n-edrendben) simul az f fiiggvényhez; az f fiigg-
vény a-hoz kozeli helyettesiti értékeit egy polinom helyettesitési értékeivel na-
gyon pontosan kozelithetjiik.

(r—a)~0, ha z ~ a.
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8.1.5. L’Hospital-szabaly

A derivaltak segitségével éppen a nehéznek tling hatarérték-szamitasok is el-
végezhet6k. A L’Hospital-féle szabalyok egyike arrol szol, hogy ha f és g diffe-
rencialhato egy I nyilt intervallumon és az a pontban (amely vagy eleme vagy
végpontja az I intervallumnak, akar 400 vagy —oo is lehet), és

lim £ () = Jim g(a) =0,

r—a
de létezik a derivaltak hanyadosidnak a hatarértéke
!
2—a g'(x)

akkor az f és g hanyadosanak is van hatarértéke, és

fim &) _ 7

e g(2)

Ugyanez igaz akkor is, ha az a pontban f és g a 0 helyett (+o00)-hez vagy (—o0)-
hez tart [nem sziikséges, hogy azonos elGjeld végtelen legyen a két fiiggvény
hatarértéke.

A L’Hospital-szaballyal szamitsuk ki a

cosx — cos 3x

lim 5

z—0 T

hatarértéket. Mind a szamlalé, mind a nevezd O-ban 0, ezért a derivaltak
hanyadosanak a hatarértékét elég kiszamitani.

. (cosa: — cos3x)/ . —sinz + 3sin3x 1 .. sinx 3. sin3z
lim = lim = —— lim — lim =
z—0 (xZ)’ x—0 2x 220 x 2z—0 x

1 9 sin 3x 1 9
:__.1 —1‘ = —— —:4.
SRR et S 213
Igy ;
lim CoS T 2cos T _ n
x—0 x

[A derivaltak hanyadosanak hatarértékét szintén szamolhattuk volna a L’Hospital-
szaballyal:
—sinx 4 3sin 3z —cosx +9cos3x  —1+9

Jimy o = limy 2 ~ 9

1)

Sajnos, még a L’Hospital szabalyok sem tudnak minden ,kritikus” hatarérték-
feladatra konnyt valaszt adni. Példaul

lim sh(z 4+ 2) = lim sh(z — 2) = +oc0.

T—00 Tr—00
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Ha a derivaltakat nézziik, akkor

lim ch(zx +2) = lim ch(z — 2) = +o0,

T—00 r—00

ha ezek derivaltjait vizsgaljuk, akkor

lim sh(z 4+ 2) = lim sh(z — 2) = +o0,

T—00 T—00
és igy tovabb. Nem kapjuk meg a
lim sh(z + 2)
z—oo sh(zx — 2)

hatéarértéket a L'Hospital szabaly alkalmazasaval. [Megjegyezziik, hogy

sh(z 42 e?t2 — e~ (@+2) 2 — &y

lim = lim ——F— = lim e — et
T—00 Sh(ﬂ:‘ — ) z—00 eT—2 e*(z*Q) T—00 p—2 _ %
€

8.2. Feladatok

1. Derivaljuk az f(z) := 32° + \/z + Insin?(1) fiiggvényt!
Megoldds: f'(x) =3 -5z" + %xfé + -2sin(L) - cos(%) (=),

T T

1
sin?( i)
2. Derivéljuk a

g(z) := 423 — 222 + 50 — 3

(
(

h(z) = (x — 2)3sin(4x)
l(z) :=2"4+a" +ar+5+2 (a>0)
k(x) := (sinx)s®
m(zx) = arctgtlg_xtg;
fliggvényeket!
3. Vizsgaljuk meg az f: R — R, f(x) := 2%2__&1 fliggvény menetét!
Megoldas:
2 ['(z) = 2\/_x2+1—(290—1)2 —igﬂ _ 2@ 1)-2P4s _ apo
241 (x2+1)% (12+1)%
—z+2  — (0, z = —2 (a tort mashol nem valt elGjelet, mert a nevezd
(z2+1)2
pozitiv)
3 3 1
" _ (@212 —(242)2 (2%+1)222 _ 22+1—(32%+62) _ —222—6z+1
o fi(@) = (2%+1)° B (@2+1)3 T (@241)3
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-3.16 -2 0.16
I |+ ++++++++++
f mon. csokken min né
) e |+ ++++++++ |-
f alak | konkav | inflexio | konvex | inflexi6 | konkav

o
T
ﬁ
=~

— 272 —6x+1 =0 -9 2 6 1=0 T = =7 ~ —3, 16
(@241)3 ’ o ry = 88 ~ 0,16
e)
f)
f(-2)=-F-=-Vb~-223
1
2c—1 __ =z _
limg,_,_ o ) limg o s = -2
. 221 . 2-1
limy x2+1 =lim, o e 2
g)
2
7
\/2
5
8.3. abra.

4. Vizsgaljuk meg a kovetkezd fiiggvények menetét:

2

g:R—R, g(z):=e"
h:R\{=2,8}, h(z) == z=E&—5
[:RT =R, [(z) = zlna
kiR —R, k(z):=

e$
1+4e*
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5. Készitsiik el az f(x) := sinx fiiggvény a := 0 ponthoz tartozo Taylor-polinomjat
n := 11 esetén.

Megoldis:
f(x) =sinz f(0)=0
f(z) = cosx f1(0)=1
f'(z) = —sinz fr(0)=0
f"(x) =—cosz  f"(0)=-1
fW(z) = sinz FB0) =0
fO)(z) = cosz fO0) =1
fO(z) = —cosz  fD(0) = -1
f02(z) = sinz F92(0) =0
[Lathato, hogy f = f® = f®) = = fU4k) = —gin |
Tehat
Tii(x) =2x — %x?’ + éx‘r’ - %x7 + éxg - %xll

Megjegyzés: Ha a sin fiiggvényt a 111 Taylor-polinomjaval kozelitjik, akkor
példaul az z := 0,1 helyen

) _Isine| | 45 0,1'2
‘ SID(O, 1) — T11(0, 1)| = 12' 0, 1 S W
10~
= <2.1077-1072 =2.107%L
479001600

S6t, ha 0 < x < 7, akkor (kihasznalva, hogy = < § < 2)

212

:\sinc] 12 o 1 /7 27
12!

12
|sinx — Th1(x)] o T _5(5) <

<2-1077.22=28192-1072 < 107°.

Léathato, hogy a T11 a sin fiiggvény értékeit a [0, 5] intervallumon elég jol

(legalabb négy tizedes pontossiggal) megadja.
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6. Keészitsiik el a kovetkezd fiiggvények Taylor-polinomjait:

g(x) :=¢€" a:=0 n:=10
h(z) = cosx a:=0 n =12
l(z)=V1+=x a:=0 n:=2
k(m):\/ﬁ a:=0 n =2

7. Szamitsuk ki a lim,_,0 2% In = hatarértéket!

Megoldas:
|
lim z°lnz = lim n_a2;
z—0 z—0 ™
Mivel ( )/ .
. Inx . T~ . 1,
ey T M s T Mt =0
ezért )
nx
i%ﬁ =0, igy iLnbeIHx = 0.

8. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!
li ztgr—1
e

b) lim Vecosz—1

2—0 sin? 2z

. 1—+/cosx
C) ili,% 1—cos+/x

d) lim

Tr—00

Inxz

(Inzx)*

8.3. Differenciadlhatosag

8.3.1. A derivalt fogalma és kapcsolata a folytonossaggal

8.1. Definici6. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja az A
halmaznak, ha 3K (a), hogy K(a) C A.
Az A halmaz belsd pontjainak halmazdt jeldlje intA.

8.2. Definicio. Legyen f : R D— R, a € intD(f). Azt mondjuk, hogy az f figgvény
differencialhaté az a pontban, ha

i £@) = (@)

r—a Tr—a

eR.
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Ha az f figguény differencidlhatd az a pontban, akkor ezt f € Dla] jeldlje.
Ha f € Dlal, akkor
f’(a) — lim f(ZC) B f(a) )
z—a T —a
Az f'(a) € R szdmot az f figguény a pontbeli differencialhanyadosdnak nevezziik.
Az f'(a) helyett gyakran haszndljik még az f(a), %(a), Df(a) jeloléseket is.

8.7. Tétel. (Fdtétel)

Legyen f: R D= R, a € intD(f).

f € Dla]l < 3F,: D(f) — R, F, € Cla] olyan, hogy Vx € D(f) esetén f(x)— f(a) =
Fy(x)(x — a).

Bizonyitas. (=) Legyen f € D[a]. Ekkor vezessiik be az

f@)=f@)
Fo:D(f) =R, Falo) ::{ 50 baaca

fiiggvényt. Az F, € Clal], ugyanis Vo € D(f) \ {a} esetén

ezért

lim (F,(x) — Fy(a)) = 0.

r—a

Legyen ezutan x € D(f) tetsz6leges. Ha = # a, akkor

ha x = a, akkor

nyilvin igaz.

(<) Tegyiik fel, hogy 3F, € Cla] olyan, hogy Vo € D(f) esetén f(x) — f(a) =
Fy(x) - (z — a).

Ha x # a, akkor

és mivel F, € Cla], ezért Ilim,_, F,(z) = Fy(a), de akkor Ellimx_,a% is
(azaz f € Dlal), s6t Fy(a) = f'(a).

8.8. Tétel. Ha f € Dlal, akkor f € Clal.
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Bizonyitas. Ha f € DJa], akkor 3F;, € C[a] olyan, hogy Va € D(f) esetén f(x) —
fla) = Fy(z) - (x — a), azaz f = f(a) + F, - (id — a). Mivel folytonos fiiggvények
Osszege, szorzata is folytonos, ezért f is folytonos az a pontban.

Megjegyzés: Az f: R — R, f(z):= |z| fiiggvény folytonos az a := 0 pontban,
de Vz € R, = # 0 esetén

f(x)—f(a):|x\—0:|i:{ 1, haz>0

T —a z—0 T —1, haz<0

miatt nem létezik a
o 1) = f(@)

r—a Tr—a

hatarérték, ezért f nem differencialhatd a 0 pontban. A példa azt mutatja, hogy a
tétel nem fordithaté meg.

8.3.2. Miiveletek differencialhat6 fliggvényekkel, derivalasi szabalyok
8.9. Tétel. Ha f € Dla] és X\ € R, akkor \f € Dla], és (\f)'(a) =X f'(a).

Bizonyitas.

L AN@ = ON@ T ()

r—a Tr—a T—a r—a

=X-f/(a).

8.10. Tétel. Ha f,g € Dlal, akkor f-g € Dla], és (f-g)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).

Bizonyitas.
o G9E) ~ (F0)(@) _ | f@e(e) ~ f(@)g(e) + f(@lgla) ~ Sla)gla) _
= 1im POy 4 gy im 829 gy a) 4 101/ (o),

Mivel g € Dla], ezért g € Clal, igy limz—q g(x) = g(a).

8.11. Tétel. Ha g € D[a] és g(a) # 0, akkor é € DJa], és
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Bizonyitas. Mivel g € Dlal, ezért g € Clal, igy a g(a) # 0 feltétel miatt 3K (a) C
D(g), hogy Vz € K(a) esetén g(x) # 0. Tehat a € intD(é). Ekkor

L 1 11 g9(a)—g(z)
lim () = G lim 22 9@ _ yy, 9@ela)
r—a r—a T—a r—a T—a T —Q

r—a

S ECCETONE U

8.12. Tétel. Ha f,g € Dla] és g(a) # 0, akk0r§ € Dia] és (5)’(&) = f/(a)g((z)z( )( a)g'(a)

Bizonyitas. Mivel f =f.1 g Esa feltételek szerint 1 € Dlal, ezért a szorzatfiiggvény

differenciélhatésagara vonatkozé tétel miatt g € D[ | és

<1>’ - (r ;)’ 0= £+ 1) (20 - L T0d0)

g g g(a) g*(a)

8.13. Tétel. Ha g € Dla] és f € D[g(a)], akkor f og € Dlal, és (f og)(a) =
f'(g(a)) - g'(a).

Bizonyitas. Mivel g € Dlal, ezért a f6tétel miatt 3G, € C[a] olyan, hogy VY € D(g)
esetén g(z) — g(a) = Go(z) - (x —a). Mivel f € D[g(a)], ezért szintén a f6tétel miatt

IFy ) € Clg(a)] olyan, hogy Vy € D(f) esetén f(y) — f(9(a)) = Fy@)(y) - (v — g(a)).
Legyen x € D(f o g), ekkor az y := g(x) jeloléssel

(fog)(x)—(fog)la) = flg(x)) — f(g(a)) = Fya)(9(z)) - (9(x) — g(a)) =
= Fya)(9(2)) - Ga(z) - (x — a) = (Fy(q) 0 9 - Ga) () - (z — a).

Mivel g € Dla], ezért g € Cla]; Fyq) € Clg(a)], igy az Gsszetett fiiggvény folytonos-
sagéra vonatkozo tétel szerint Fy,) o g € Clal. A G, € Cla] miatt, a szorzatfiigg-
vény folytonossagét felhasznalva, az Fy,) o g - G, is folytonos az a pontban, azaz
Fy@y©g-Gq € Cla]. Ez éppen azt jelenti, hogy f o g € Dla], s6t

(f Og)/(a) = (Fg(a) °g- Ga)(a’) = Fg(a)(g(a)) ’ Ga(a’) = f/(g(a)) ’ g/(a)‘

8.14. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R szigordan monoton és
folytonos fuggveny Legyen a€l, f € D[ ] és f'(a) # 0. Ekkor a b:= f(a) pontban
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Bizonyitas. A szigorti monotonitas miatt az f fiiggvény bijekcié az I és a J := f(I)
kozott (a Bolzano-tétel kovetkezményeként J is nyilt intervallum). Ezért létezik az
f~' : J — I inverzfiiggvény. Az f~! fiiggvény b pontbeli differencidlhatésagahoz
meg kell mutatni, hogy létezik a

i d W) = F71(0)

y—b y—b

hatarérték (és ez valos szam).

Legyen (yn) C J, yn — b tetsz6leges sorozat. Barmely n € N esetén legyen x,, :=
FY(yn). Az (z,) C I sorozat konvergens, és limz, = a, mert az inverzfiiggvény
folytonossagarol szolo tétel és az atviteli elv szerint

Yo — b= f 1 (y) = f1(b), azaz 2, — a.

Ezért
) =) aw—a 1 1
b fn)— fla) L@@ " fia)’

hiszen f’(a) # 0. Mivel barmely (y,) C J, yn — b esetén az (W) konver-

gens, ezért a hatarértékre vonatkozo atviteli elv szerint létezik a

i 4 @) = F7H0)
y—b Y — b

hatarérték. Tehat f~1 € DI[b], és az is lathato, hogy

8.3.3. Lokalis novekedés, fogyas, lokilis szélsGérték

8.3. Definicid. Legyen f: R D>— R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy f lokadlisan né
az a pontban, ha 3K (a) C D(f), hogy Vz1 € K(a), 1 < a esetén f(x1) < f(a) és
Vxo € K(a), x2 > a esetén f(x2) > f(a).

Ertelemszert modositassal kapjuk a lokalis fogyas fogalmat.

8.15. Tétel. Ha f € Dla), és f az a pontban lokdlisan nd, akkor f'(a) > 0.
Bizonyitas. Mivel f lokalisan n6 az a-ban, ezért 3K (a) C D(f), hogy Vx € K(a), z #

a esetén
f@) = fa) |
Tr—a -

0
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(ha x < a, akkor x —a < 0 és f(z) — f(a) < 0, mig x > a esetén x —a > 0 és

f(x) = f(a) = 0).
Az f € Dla], ezért

i L@ = (@

r—a Tr—a

>0, azaz f'(a) > 0.

8.16. Tétel. Ha f € Dla|, és f lokdlisan fogyd az a pontban, akkor f'(a) < 0.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasanak mintajara torténik.

Megjegyzés: Az f fiiggvény szigortan lokalisan nd, ha 3K (a) C D(f), hogy
Vry, 22 € K(a), x1 < a < xg esetén f(x1) < f(a) < f(x2).
Ha f € DlJa] és szigoruan lokalisan né az a-ban, akkor ugyan Vr € K(a), x # a

esetén
f@) =@ _
T —a
de a hatarértékre
i H@ = 1@
z—a r—a

mondhaté, igy f’(a) > 0. Példaul az f : R — R, f(t) := t3> a 0-ban szigortan
lokalisan ng, de f/(0) = (¢3)] =3t2 =0.

[t=0 =0

8.17. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) > 0, akkor f szigorian lokdlisan nd az a pontban.
Bizonyitas. Mivel f € Dlal, ezért a f6tétel miatt IF, € C|a] olyan, hogy Vo € D(f)
esetén f(x) — f(a) = Fy(x) - (x — a).

F,(a) = f'(a) > 0, ezért a folytonos fiiggvény jeltartasarol szolo tétel miatt IK (a) C
D(f) olyan, hogy Vx € K(a) esetén Fy(z) > 0. Ezért Va1 € K(a), x1 < a esetén

f(@1) = fla) = Fo(z1) - (21 —a) < 0= f(z1) < f(a),

mig Vas € K(a), x2 > a esetén

f(x2) = f(a) = Fa(xa) - (v2 — a) > 0= f(x2) > f(a),

8.18. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) < 0, akkor f szigorian lokdlisan fogy az a
pontban.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel mintdjara torténik a bizonyitéas.
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8.4. Definicié. Legyen f: R D— R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f figgvény-
nek az a pontban lokalis minimuma van, ha 3K (a), hogy Vax € K(a) N D(f) esetén
f(x) > fa).

Szigoru lokalis minimum akkor van, ha Vx € K(a) N D(f), x # a esetén

f(2) > f(a).
Ertelemszerd vdltoztatdssal kapjuk a lokalis maximum és a szigortu lokalis ma-
ximum fogalmdt.

A minimum és a mazrimum kozos elnevezése a széls6Gérték.

8.19. Tétel. Ha f € Dlal, és az f figgvénynek lokdlisan szélséértéke van az a
pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas. Ha f/(a) # 0 lenne (példaul f’(a) > 0), akkor f az a-ban szigortian
lokalisan novekedne, igy nem lehetne lokalis szélsGérték a-ban.

8.3.4. Kozépértéktételek

8.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az A C D(f) halmazon
(jele f € D(A)), ha Va € A esetén f € Da).

8.20. Tétel. (Rolle)
Ha f € Cla,b], f € D(a,b), és f(a) = f(b), akkor 3c € (a,b) olyan, hogy f'(c) = 0.

Bizonyitas. Ha Vx € [a,b] esetén f(z) = f(a) = f(b), azaz f konstansfiiggvény,
akkor példéul a ¢ := 2t € (a,b) pontban f’(c) = 0. (A ¢ masként is valaszthato!)
Ha 3z € (a,b), hogy f(xo) # f(a), akkor az f € Cfa,b] miatt a Weierstrass-tétel
szerint van minimuma és van maximuma is az f-nek, és legalabb az egyiket nem az
[a,b] intervallum végpontjaban veszi fel, hanem az intervallum belsejében. Legyen
ez a pont ¢. Ekkor a szélsGérték sziikséges feltétele szerint f/(c) = 0.

8.21. Tétel. (Cauchy-féle kozépértéktétel)
Legyen f,g € Cla,b], f,g € D(a,b), és tegyiik fel, hogy Vx € (a,b) esetén ¢'(x) # 0.
Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

Bizonyitas. Ha g(b) = g(a) lenne, akkor Rolle tétele miatt ¢’ az (a,b) intervallum

valamelyik pontjaban 0 lenne, de ezt kizartuk. Igy beszélhetiink az %

dosrol.

Legyen A € R, és tekintsik a ¢ : [a,b] — R, ¢(t) := f(t) — Ag(t) fiiggvényt.
_ f()—f(a)

Konny( ellendrizni, hogy A := =105 esetén ¢(a) = ¢(b). Tovabba ¢ € Cla,b]

hanya-
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és ¢ € D(a,b). Igy a Rolle-tétel szerint Ic € (a,b) olyan, hogy ¢'(c) = 0. Mivel
¢'(t) := f'(t) — Ag'(t) (t € (a,b)), ezért

kovetkezik.

8.22. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Legyen f € Cla,b], f € D(a,b). Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

f) = fla) = f(c)- (b—a)
Bizonyitas. Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt a g(t) := t fliggvényre.

8.23. Tétel. (Darbouz-tétel)
Legyen I nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor Y[a,b] C I és ¥d € R szamra, amely
f'(a) és f'(b) kézé esik, Ic € (a,b) olyan, hogy

f(e) = d.

Bizonyitas. Legyen [a,b] C I. Tegyiik fel, hogy f'(a) < f'(b) és d € (f'(a), f'(b)).
Tekintsiik a ¢ : I — R, ¢(t) = f(t) — dt figgvényt. Nyilvin ¢ € Cla,b|, ezért
a Weierstrass-tétel szerint van minimuma és van maximuma is a ¢-nek az [a, b] in-
tervallumon. Megmutatjuk, hogy ¢-nek sem az a-ban, sem b-ben nincs minimuma.

Ugyanis ¢'(t) = f'(t) — d, és
¢ (a) = f'(a) —d <0, ezért ¢ a-ban szigoriian lokélisan fogyo,
@' (b) = f'(b) —d > 0, ezért ¢ b-ben szigoriian lokalisan né.
Ez azt jelenti, hogy ¢-nek az [a,b] intervallum belsejében van a minimuma, azaz

Jdc € (a,b), hogy Vz € [a,b] esetén ¢(c) < ¢(x). Ekkor a lokalis szélsdérték sziikséges
feltétele szerint ¢'(c) = 0, azaz f'(c) —d = 0.

8.3.5. A globAalis monotonitas elégséges feltételei

8.24. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), ésVx € I esetén f'(x) > 0.
Ekkor [ szigorian monoton nivekedd az I intervallumon.
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Bizonyitas. Legyen z1,x9 € I, ©1 < x9. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
Jde € (21, 2z2) olyan, hogy

flx2) = f(z1) = f'(c) - (x2 — x1).

Az f'(¢) >0, wg —x1 > 0, ezért f(x2) — f(x1) > 0, azaz f(x1) < f(x2).

8.25. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), ésVx € I esetén f'(x) < 0.
Ekkor f szigorian monoton csokken az I intervallumon.

Bizonyitas. Hasonl6 az el6bbi tételhez.

8.26. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Va € I esetén f'(x) =
0. Ekkor 3¢ € R olyan, hogy Vx € I esetén f(x) = ¢* azaz f konstans az I
intervallumon.

Bizonyitas. Legyen z1,20 € I, 1 < x3. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
Jde € (x1,x2) olyan, hogy

f(a2) = f(z1) = f'(¢) - (22 — 21) = 0 (22 — 21) = 0,
azaz f(x1) = f(x2).

8.1. Megjegyzés. A tétel intervallumon differencialhaté fliggvényrsl szol. Példaul
az f:(0,1)U(2,3) = R

Fz) = 1, had0<z<l1
)= 2, ha2<z<3

fiiggvényre Vo € (0,1) U (2,3) esetén f/(x) = 0, de a fiiggvény mégsem allando.

8.3.6. Konvex és konkav fiiggvények

8.6. Definici6. Legyen I C R intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f konvex
fliggvény, ha Vai,29 € I és VA € (0,1) esetén f(Axe + (1 — N)z1) < Af(x2) + (1 —
A f(z1). Az f konkav fiiggvény, ha a (—f) konvez, azaz az egyenldtlenségben >
all.

8.27. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ha f' szigorian monoton
novekedd az I intervallumon, akkor f konvewx.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f’ szigoriian monoton novekedd, és legyen x1,x9 € I,
z1 < xo. Vezessiik be az

f(z2) — f(21)

T2 — I

I:R—-R, l(z):= f(x1) + (x— 1)

és az
r(x): I =R, r(x):= f(z)—Il(z)
figgvényeket. Nyilvan r € D(I), r(z1) = f(x1)—l(x1) = 0 és r(x2) = f(x2)—1(z2) =
0, ezért a Rolle-tétel szerint Jc € (x1, x2) olyan, hogy r'(¢) = 0. Mivel Vt € I esetén
T/(t) _ f/(t) o l/(t) _ f/(t) o f($2) - f(xl)’

o — I1

ezért f’ szigorti monoton novekedésébdl kovetkezik, hogy a téle egy konstansban
kiilonb6z6 17 is szigortian monoton névekeds. Mivel 7/(¢) = 0, ezért

Vo € (z1,c¢) esetén 17(c) < 0
YV € (c,x2) esetén 1'(c) > 0.

Ez azt jelenti, hogy az r fiiggvény az (x1, ¢) intervallumon fogyo, a (¢, z2) intervallu-
mon pedig novekeds. Figyelembe véve, hogy r(x1) = r(x2) = 0, Vo € (z1,z2) esetén
r(z) < 0. Eszerint

f(z2) — f(x1)

Vx € (x1,22) esetén f(x) — (f(x1) + p—

(r—x1)) <0.

Legyen \ := ==L € (0,1). Ekkor egyrészt © = Az + (1 — \)x1, mésrészt

JQAzg + (1= N)x1) < f(21) + (f(22) — f(21)) - A,

vagy
FQz2 4+ (1= N)w1) < Af(z2) + (1= A) f(21).

Tehét az f konvex az I intervallumon.

8.7. Definicid. Legyen I nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy [ két-
szer folytonosan differencialhaté az I intervallumon, ha ' € D(I), és " =
(/') € C(I).

Jele: f € C*(I).

8.28. Tétel. Legyen f € C*(I) ésVa € I esetén f"(z) > 0 Ekkor f konver.
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Bizonyitas. Mivel f’ derivaltja pozitiv az I intervallumon, ezért f’ szigortian mo-
noton novekeds az I-n. Az el6z6 tétel szerint, ha f’ szigortian monoton novekedd,
akkor f konvex.

8.29. Tétel. Ha f € C?(I), ésVx € I esetén f"(x) <0, akkor f konkdv.

Bizonyitas. A (—f) fliggvényre alkalmazzuk az el6z6 tételt.

8.8. Definicid. Legyen f : R D— R, a € D(f), és tegyik fel, hogy 36 > 0 olyan,
hogy (a — 6,a+ &) C D(f).

Azt mondjuk, hogy az [ fligguénynek az a pontban inflexidoja van, ha f|(a_§7a) konvex
és f‘w“&) konkdv, vagy f‘(afé,a) konkdv és fl(a,a,+6) konvex.

8.30. Tétel. Legyen f € C?*(a, 3). Ha az f fiigguénynek infleridja van az a € (a, 3)
pontban, akkor f"(a) = 0.

Bizonyitas. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy f”(a) # 0, példaul f”(a) > 0. Akkor
az f"” € Cla] miatt 30 > 0, hogy Vz € (a — §,a + J) esetén f”(x) > 0, amibdl
kovetkezik, hogy f konvex az (a — d,a + 0) intervallumon, de akkor f-nek nincs
inflexioja a-ban. Ez ellentmondas, tehat f”(a) = 0.

Megjegyezziik, hogy ha az f fiiggvény egy I intervallumon elséfoki polinom, azaz
JA, B € R olyan, hogy Vx € [ esetén f(z) = Ax + B, akkor f konvex és konkav is
az I barmely részintervallumén, ezért az I intervallum minden pontjaban inflexi6ja
van az f fiiggvénynek.

8.3.7. Taylor-formula

Legyen f az a pont egy kornyezetében n-szer differencialhaté fiiggvény. Legyen

"(a ) (q
Toa: R =R, Tholw) = f(a)+f’(a)-(x—a)+f2—(!)<:c—a>2+---+f n!()

(z—a)"

az f figgvény a ponthoz tartozé Taylor-polinomja. A koévetkezd tétel segitségével
meg lehet becsiilni, hogy az n-ed foku Taylor-polinom mennyire jél kozeliti a fligg-
vényt.

8.31. Tétel. Legyen f: R D= R, a € D(f). Tegyiik fel, hogy 3K (a) C D(f), hogy
f € C"(K(a)). Legyen x € K(a) tetszbleges. Ekkor 3c € K(a) az a és az x kézott
olyan, hogy

TR0

(n - 1)' )n+1‘

f(x) =Thalx) + (r—a (Taylor-formula)
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Bizonyitas. Legyen r: K(a) — R, r(t) := f(t) — Ty (t), tovabba
p:K(a) =R, p(t) = (t—a)*.
Legyen x € K(a) tetsz6leges. Tegyiik fel, hogy x > a. Alkalmazzuk a Cauchy-féle

kozépértéktételt az [a,x] intervallumon az r és p fiiggvényekre. Mivel ¢ € (a,x)
esetén p'(t) = (n+ 1)(t — a)™ # 0, azért Je1 € (a,x) olyan, hogy

@) @) —rla) _ re)
(= a1 pla)—pla)  pler)

Vegyiik észre, hogy

/ gl T Y / f”(a)
r(t) = F(t) = Tna(t) = f1() = (fa) + 7~
igy r’(a) = 0. Nyilvan p/'(t) = (n + 1)(t — a)", igy p'(a) = 0. Ezért a Cauchy-
féle kozépértéktételt alkalmazva az [a, ¢1] intervallumon az 1’ és p’ fliggvényekre azt
kapjuk, hogy Jca € (a,c;) olyan, hogy

) re) = r'(a) _ r(es)

Pler)  ple)—pla)  p'lea)
Konnyen ellenérizhetd, hogy barmely 1 < k < n esetén

2t —a)+ ...+ f(n)(a)n(t —a)" Yy,

r® @) = f® @) — (fF(a) + %(mm(k— 1)...2(t—a)+...
(") (g
+ / n'( )n(nf D...(n—k+1)(t—a)"h),

igy r®)(a) = 0. Nyilvan p®)(t) = (n + D)n...(n + 1 — (k — 1))(t — a)"*'17F, igy
p®)(a) = 0; de Vt € K(a) esetén p" 1 (t) = (n+ 1)! Az el6z6 lépést még (n —1)-szer
alkalmazva, az utolsé esetben 3¢, 41 € (a, ¢,) olyan, hogy

) _

rM(en)  r™(en) —rM(a) _ r" D (enga)  fOD (cnaa)
( .

P () p(en) —p™(a)  p D (enrr) (1)
(Nyilvan T, o legfeljebb n-edfokt polinom, ezért TTQZ—H) mér azonosan 0.) Osszefog-
lalva

f@) = Thalx) _r(z) _r'(er) _ _rW(ea) _ [0 (enn1)

(@—att pla)  pla) T p(e) (1)

ezért a ¢ := cpy1 € (a,x) valasztéassal
(n+1)
1)~ Tual) = =@yt

(n+1)!
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8.3.8. L’Hospital-szabaly

8.32. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g € D(I). Legyen a € I, lim,_,, f(x) =

lim, o g(x) =0 és ¢'(x) #0, hax € I. Ha Ilim,_,, i;:g;)’ akkor 3lim,_, f(z) 18, €s

9(x)
lim m = lim f'(=)

ag(z) e gla)

—

Bizonyitas. Abban a specialis esetben végezziik el a bizonyitéast, amikor a € I, f(a) =
g(a) = 0éslim,_,, % =: L € R. Ekkor Ve > 0 szamhoz 36 > 0, hogy Vz € Ks(a) C
I, x # a esetén

f'(@)

g'(z)
Legyen = € Kgs(a) tetsz6leges, x # a. A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint e €
Ks(a) az a és x kozott, hogy

L—e< <L+e.

Igy

is teljesiil, amibél kovetkezik, hogy
f(x)

lim ——=% =
z—a g($)



9. fejezet

Integralhatosag, integralszamitas

Egy fliggvény integralhatosiga azt jelenti, hogy a ,fiiggvény alatti tartoménynak”
van teriilete. Modszert dolgozunk ki a teriilet meghatarozasara. Szamos problémat
ilyen teriiletszamitasra vezetiink vissza. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Riemann-integral fogalma és geometriai jelentése

e Integralasi szabalyok

e Newton-Leibniz formula

e Primitiv fiiggvény

e Elemi fiiggvények primitiv fliggvényei

e Az integral néhany geometriai és fizikai alkalmazésa
e Fourier-sor

e Improprius integral

9.1. Integralszamitas

9.1.1. A Riemann-integral fogalma és geometriai jelentése

Ismert, hogy az u > 0, v > 0 oldalu téglalap teriilete uv. Allapodjunk meg abban,
hogy ha u > 0 és v < 0, akkor uv a téglalap ,elGjeles teriilete” legyen. Mar a mate-
matika korai korszakaban is foglalkoztak gérbevonala alakzatok teriiletével. Nézziik
meg mi is, hogy a

H:={(z,y) |z €0,1], y € [0,2°]}

,parabola alatti tartomanynak” mi lehet a teriilete.

Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre. Az osztopontok zop = 0, x1 = %,

117
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id?

(im)?
1n im
9.1. abra.
xp =2, @, ="2 Legyen S, := - (1)2+ 1. ()24 4 L1.(2)" azaz olyan

téglalapok teriiletének az 6sszege, amelyeknek az alapja %, a magassaga pedig az id?
fiiggvény osztopontokban vett fiiggvényértéke (9.1. abra).

S, egy JépcsGsidom” teriilete. Ha noveljiik az n osztépontszamot, akkor a lép-
cs6sidomok egyre jobban illeszkednek a H halmazhoz, igy elvarhato, hogy az (S,)
sorozat hatarértéke éppen a H halmaz teriilete legyen. Felhasznalva, hogy minden
k€N esetén 12422 4 . 4 2 = HEEDEETD)

1 1 1)(2n +1
1jm5n:hm_3(12+22+._.+n2):hm_n(n—i- )(2n + ):
n

n3 6
2n% +3n+ 1 2+34+ L 1
:hmw — lim —n -~ n® _
6n? 6 3
Legyen tehat a H halmaz teriilete %
Ezt a gondolatmenetet altalanositjuk.
Legyen f : [a,b] — R fliggvény.
Legyen
T :={20, 21,22, .-+, Ti—1,Tj, .-, T} C [a,b],
ahol

a=20 <21 <Toa<...<Ti1 <z <...<xp=2>

az [a, b] intervallum egy felosztasa.
Minden [z;_1, z;] intervallumban vegytink fel egy & pontot (i = 1,2,...,n.) Készit-
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siik el az f fliggvény 7 felosztashoz tartozo kozelit§ Osszegét:
(7)== (&) (w1 —0)+ f(2) (@2 —m1)+ .. .+ F (&) (@n—2n1) = Y F(&)(@i—mi1).
i=1

(Ez a o(7) felel meg a bevezets példa S, lépcsésidom teriiletének, ott a & pontot
mindig az intervallum jobb szélén vettiik fel.)

Akkor mondjuk a fiiggvényt integralhatonak, ha a o(7) kozelitd osszegek ,finomods”
felosztasok soran tetszdlegesen kozel keriilnek egy szamhoz. Pontosabban:

9.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R figgvény integralhatd az
[a,b] intervallumon, ha van olyan I € R szdm, hogy barmilyen € > 0 hibakorldthoz
van olyan 6 > 0, hogy az [a,b] intervallum minden olyan T felosztdsdra, amelyben

max{z; —x;—1|i=1,2,...,n} <0

és a T felosztdshoz tartozo [x;—1,x;| intervallumokban vett tetszdleges & € [xi—1, ;]
pontok esetén a o(1) =Y 1" | f(&)(xi — xi—1) kozelitd dsszegre

lo(T) —I| < e.

Ha f integrdlhato az [a,b] intervallumon, akkor ezt f € Rla,b] jeldlje (Riemann
tiszteletére, aki az integrdlt ilyen mddon bevezelte), és legyen

/abf::I.

(yintegrdl a-tol b-ig”). Tovdbbd ekkor azt mondjuk, hogy a
H:={(z,y) |z €la,b], y €0, f(x)], ha f(z) =20, vagyy € [f(x),0], ha f(z) <0,}

halmaznak (,gorbe alatti tartomdny”) van eldjeles teriilete, és ez a terilet az I € R
szdm.

Ro6viden tigy szoktak hivatkozni erre a fogalomra, hogy bevezetve a Ax; := x; —x;_1
jelolést,

lim % f(&) Az =1

Ax;—

vagy

b
lim Zf(g)m:/ f(z)dz.

Az—0
(Erdemes nyomon kovetni a szimbolumok metamorfozisat!)
Konnyt latni, hogy ha f : [a,b] — R, f(x) = c egy konstans fiiggvény, akkor

n

hmoz f(&)Az; = Jim Z c(x; — wi—1) = (b — a),

Azx;— x;—0 4
=1

amint ezt a szemlélet alapjan is vartuk, tehat f € R|a, b] és f: f=cb—a).
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TN

9.2. abra.

9.1.2. A Riemann-integral és a miiveletek kapcsolata

Belathato, hogy ha f € Cla,b], akkor f € R[a,b]. A szemléletbdl is kovetkezik, hogy
ha f € Rla,b] és f € R[b, ], akkor f € R|a,c|, s6t

/ab“/bcf:/:f (9.2. ébra).

Maér nem olyan nyilvanvald, de igazolhato, hogy

9.1. Tétel. Ha f € Rla,b] és X\ € R, akkor A\f € R|a,b], és

/ab/\f:)\/abf.

9.2. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € R[a,b], és

/:(f+g)=/abf+/:g-

9.3. Tétel. Ha f,g € Rla,b], és f(x) > g(z) minden x € [a,b] esetén, akkor

/abfZ/abg-

Az utobbi tétel fontos kovetkezménye, hogy ha f € Rla, b], akkor |f| € R[a,b], és

—fl<f<Ifl
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9.3. abra.

s [ [
/:f‘s/:|f|.

9.1.3. Newton—Leibniz-formula

miatt

kovetkezik, igy

Szemléletesen jol lathatod, hogy
9.4. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor van olyan c € [a,b], hogy

b
/ f=1fle) (b—a) (9.3. dbra).

b
Az {a_ (J: szamot az f integralk6ézepének nevezik. Ez a véges sok szam atlaganak az
egyik altalanositasa. (A tétel szerint az integralkozép egy fiiggvényeérték.)

Az eddigi allitdsok valoban szemléletesek, de az integral kiszdmitasanak kényelmes
modszerével még adésak vagyunk.

Az egyszeriiség kedvéért legyen f € Cla,b]. Vezessiikk be a T : [a,b] — R, T'(z) :=
[ f teriiletfiiggvényt (9.4. dbra).

Legyen o € (a,b) egy tetszéleges pont, és vizsgaljuk meg az = € (a,b), * # «
esetén a

T(x) = T(a)

r—«
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TN

T(x)

9.4. abra.

kiilonbségi hanyadost.

T@)-T(a) _Jif=[7T _

r—«

L[ e -0 =50,

r—« r—«

ahol ¢ € [a, x] (9.5. abra). Ebbdl kihasznalva, hogy f € C[q] is,

masrészt

lim Tlw) = T() = lim f(c¢) = f(w),

r—a Tr— « r—a

-T
L T@) = T(0)
T r—«

=T ().

Tehat a T teriiletfiiggvény olyan, hogy a derivaltja az f. Mivel T'(a) = 0 és T'(b) =

b )
fa f, ezért

b
/ F=T(b) - T(a).

Eljutottunk (meglehetdsen heurisztikus tton) egy nevezetes eredményhez.

9.5. Tétel. (Newton—Leibniz-formula)
Ha f € Cla,b], és T olyan figgvény, hogy T' = f, akkor

Példaul ha f: [0,1] — R, f(z) = z*,
ilyen T fiiggvénynek, (hiszen (%) = x?), igy

b
/ f=T0) - T(a).

22, akkor a T : [0,1] — R, T(z) := % alkalmas
3

! 30 1
| r=r-10-5 -5 3.
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T(a)

9.5. abra.
ami 6sszhangban van a bevezetd példaban kapott eredménnyel.

9.1.4. Primitiv fliggvény

A primitiv fiiggvény keresése bizonyos értelemben a derivéilas inverze.

9.2. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R. Az F : I — R
differencidlhato fiiggvény primitiv fiiggvénye az f-nek, ha F' = f.

Ha F és G primitiv fiiggvénye f-nek, akkor F' = f és G' = f, igy (F — G)' =0, de
egy intervallumon a fiiggvény derivaltja csak akkor 0, ha a fiiggvény konstans. Tehat
létezik olyan ¢ € R, hogy F'— G = ¢, azaz egy fliggvény primitiv fiiggvényei legfeljebb
konstansban kiilonboznek egymastol (a T teriiletfliggvény is csak egy konstansban
kiilonbozhet barmely mas primitiv fiiggvénytsl).

Végteleniil leegyszertisodott az integral kiszamitasa, hiszen csupan az f egy primitiv
fliggvényét kell megkeresni. Ha ez F', akkor a hagyoméanyos irdsmod szerint

b
[t = p @),
ahol [F(2)])2 := F(b) — F(a).
Példaul a foﬂ sin zdx kiszamitasahoz az F'(z) := — cosx alkalmas primitiv fiiggvény

((—cosz) =sinz), igy

/ sinzdr = [—cosz|f =1—(—1) = 2.
0
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Allapodjunk meg abban, hogy az f egy primitiv fiiggvényét F' helyett [ f, illetve
F(z) helyett [ f(x)dz jelolje. A primitiv fiiggvény keresése a derivalas ,inverze”.
Néhany egyszert modszer primitiv fiiggvény keresésére (derivalassal ellendrizhetd!):

JXf=X]f JU+a=]f+]g
[flg=1rfg— [ fg (parcialis integralas elve)
Jor ¢/ =20, haa#-1
J & =og, ha ¢(x) >0 (z €I
Ha [ f(z)dz = F(z), akkor [ f(az +b) = 2F(az +b).
(Jflog=[(fog-¢) (helyettesitéses integral)
A derivalasi ,szabalyok” megforditasabol kapjuk az aldbbi integraltablazatot.
Jatde = £ (a# 1)

[ldz =Inz, haz >0, és [1dz =In(—z), haz <0

fe”"d:v = e”, faxdx = m

[sinzdz = — cosz, [ coszdz = sinx

[ rzda = tgu, [ 52 3:dx = —ctgx

J shzdz = che, [ chzdx = shz

J 1+%daz = arctgz, J \/i?dx = arcsinz, x € (—1,1)
/ \/I;ﬁdx = arshz, / \/zé—qu = archz, x € (1,+00)

9.1.5. Az integral alkalmazasai
1. Ha f,g € R[a,b], és minden z € [a,b] esetén f(x) > g(x), akkor a
H:={(z,y) | z € [a,b] és g(z) <y < f(x)}

halmaz tertiiletét a

= [ [o=[ -0 (= [ 10)-otwax)

képlettel szamitjuk ki (9.6. abra). (Az f és g nem feltétlentil nemnegativ
fiiggvények!)
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9.6. abra.

2. A geometridbol tudjuk, hogy a, b, m éld tégla térfogata V = ab- m. Ezt alta-
lanositva, egy T alapteriilet és m magassagi hasab térfogata V =T - m.

Most vegyiink egy H térbeli alakzatot (pl. egy krumplit). A koordinata-
rendszer = tengelyére merdlegesen készitsiik el a H Osszes sikmetszetét. (A
krumplinél egy rajta atszurt kotstd jatszhatja az x tengely szerepét. FErre
merdlegesen szeleteliink.) Tegyiik fel, hogy az x-nél keletkezett S(x) sikmet-
szetnek van teriilete, és az a fliggvény, amely

S :la,b) = R, z— S(z),
folytonos az [a, b] intervallumon (ha 2’ és 2" kozel van, akkor S(a') és S(x”) is

kozeliek) (9.7. &bra).

Osszuk fel az [a, b] intervallumot:
Tia=20< 21 <Tyg<...<Ti1<x;<...<zTp =>,

és vegytnk fel tetszdlegesen &; € [z;_1,x;] pontokat (i = 1,2,...,n) (9.8. ab-
ra).

Az S(&)(x; — xi—1) egy olyan hasdbnak a térfogata, amelynek ,alapteriilete”
S(&), a magassaga pedig (x; — x;—1). Ezeket Osszegezve egy kozelitGosszeget
kapunk:

> S (@i — i),
=1
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9.7. abra.

9.8. abra.
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9.9. abra.

Finomitva az [a, b] intervallum felosztasat, a kozelitGosszegeknek lesz hatéarér-
téke (S € Cla,b], ezért S € Rla,b]), ez lesz a test térfogata:

b
Ve tim S SE)m—n) = [ S

xi—xi—1—0

Kiilonosen egyszertivé valik a térfogat kiszamitasa, ha egy f : [a,b] = R, f €
Cla,b], f(x) > 0 (z € [a,b]) figgvény ,x tengely koriili megforgatasaval’
szarmaztatott a H ,forgastest” (9.9. abra). Ekkor az S(z) sikmetszet teriilete
egy kor teriilete:

S(z) = nf*(x),
fgy ,
V:/ 72 (x)da.

Ko6nnyen lathat6 a Cavalieri-elv is, amely szerint ha két testnek egy sik-
kal parhuzamos sszes sikmetszetének teriilete paronként egyenld (minden z-re
Si(z) = Sa(x)), ahol az x tengely a sikra merdleges egyenes), és az igy nyert
S1 és Sy fiiggvények folytonosak, akkor a két test térfogata is egyenld, hiszen

S1 = Sy miatt
b b
/ Si(z)dz = / So(z)dz.

3. Legyen f : [a,b] — R folytonosan derivalhato fiiggvény. A

H = {(z, f(z) | = € [a,b])}
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f/’\

| ()

KiK.

9.10. abra.

halmazt az f grafikonjanak is szoktak nevezni. Szeretnénk ennek az ivhosszat
is kiszamitani. Ismét osszuk fel az [a, b] intervallumot:

Tia=20< 21 <Ta<...<Ti_1<x; <...<xpp =>.

Az (xi—1, f(zi—1)) és az (x;, f(x;)) pontot Gsszekdtd szakasz hossza (9.10. abra)

A Lagrange-kozépértéktétel szerint van olyan & € (z;—1,z;), amelyre f(x;) —

fl@iz1) = f1(&) - (@i — @i1), ezért
li = (s —xi1)/ 1+ [f/(&)]%

Lathato, hogy az f grafikonjahoz kozel es6 tordttvonal hossza
le—Zv [F(&P (i — wi-1)

amely a ¢ : [a,b] — R, ¢(x) :== /1 + [f 2 fliggvénynek egy integralkozelits
Osszege. Tehat az f graﬁkonjanak 1vhossza

I(f)= lim Z\/ [ ()2 (w5 — i) /\/ [f'(z)]2dz.

zi—x;—1—0
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9.11. 4bra.

4. Ha f : [a,0] — R, f(z) > 0 (z € [a,b]) folytonosan derivalhato fiiggvény,
akkor az f grafikonjanak x tengely koriili megforgataséval keletkezd forgastest
palastjanak felszine hasonl6 meggondolassal adodik:

b
P(f) = / 2 () /T T [P (0)[2d.

5. Ismert, hogy egy tomegpontrendszer tomegkdzéppontjahoz vezets vektort az

_mury +marg + ...+ mply,
mip+mg+...+my

Ty

adja, ahol m; az i-edik tOmegpont tomege, r; pedig egy rogzitett pontbol a
tomegponthoz vezeté helyvektor (9.11. abra). Legyen f € Rla,b], f(z) >
0, z € [a,b], és

H:={(z,y) | v € [a,b], y € [0, f()]}

egy homogén, p siirtiségii lemez (9.12. abra).
A lemez tomegkozéppontjanak meghatarozasahoz osszuk fel az [a, b] interval-

lumot.
Tia=20< 21 <Tyg< ... <z 1<x; <...<xp =0.

A& = B3 (j = 1,2,...,n) pontokat véalasztva az [z;_1,2;] x [0, f(&)]
téglalap tomegkozépponjahoz vezetd helyvektor

T <§z', f%”) ;
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f

\/ ©

9.12. abra.

és a téglalapot helyettesits tomegpont tomege

m; = pf (&) (@i — wi1).

A tomegkozéppont elsd koordinatajanak kozelitGértéke

mi&r+mabo+ ...+ mp&n i pf(&) - &ilw — mi1)

mi+me+ ...+ my iy pf(&) (i — i)

a masodik koordinata kozelitGértéke pedig

ml@ + mg@ 4.+ mn@ _ %Z?:l pf2(&) (xi — i 1)
my+ma+ ... +my, > iy pf (&) (i — 1)

Lathato, hogy mindkét kifejezés integralkozelité Gsszegeket tartalmaz, ezért
nem meglepd, hogy a lemez tomegkoézéppontjahoz vezets r, = (x4, ys) vek-
tor a kovetkezé lesz:

o f:xf(x)dx _ %f:fZ(x)dx‘
° f:f(a:)dx n abf(w)da:

6. Az O pont koriil forgoé m tomegt tomegpont tehetetlenségi nyomatéka © = mi?,
ahol [ a tomegpont O-t6l mért téavolsaga (9.13. abra).

Ha egy L hossziisagu és M tomegt rad a riad egyik végéhez rogzitett, ra merd-
leges tengely kortil forog, akkor a radnak a tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatékat ki tudjuk szamitani. Osszuk fel a [0, L] intervallumot:

T 0=xp<ri<rea<...<zrig<z<...<x,=L.
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) .
0 L
M
0
9.13. abra.
Az [x;_1,x;] raddarab tomege
M
T (zi — xi-1),
a forgastengelytsl mért tavolsaganak a
&=
is valaszthato, igy ennek a darabnak a tehetetlenségi nyomatéka
M

7 (i zi1)&7 -

Az egyes részek tehetetlenségi nyomatékainak Osszege az egész rud tehetetlen-
ségi nyomatékanak kozelits értéke

"M
Z fﬁ?(fﬂz - 331‘71)-
i=1

Lathato, hogy ez alapjan a rad tehetetlenségi nyomatéka

lim E 52 —Ti_1) —:172d:v
mz—xl 1—>0

amely a Newton—Leibniz-formula szerint

L
M x MIL3 1
2 2
—2idx = =—— =ML
/ v {LB] L3 3

tehat © = JM L2
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Ez a néhény gondolatmenet bemutatta, hogy szertedgazé problémak hogyan vezet-
hetSk vissza integralra.

Még egy jelentSs alkalmazast vazolunk.

9.1.6. Fourier-sor

Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény. (Ha p > 0 szerint periodikus
az f fliggvény, akkor egy egyszeri transzformécioval (z := 2%t) 27 szerint perio-
dikus fiiggvénnyé lehet alakitani.) Az f fiiggvényt szeretnénk a jol ismert cosonid
(n=0,1,2,...) és sinonid (n =0,1,2,...) fiiggvények ,0sszegeként” elGallitani, az-
az megadni olyan ag, a1, as,..., an,... és by, ba, ..., by, ... szdmsorozatot, amelyre
minden x € R esetén

flx) = %—i—m cosx + by sinz +agcos2x +bysin2x +. .. +a, cosnx + b, sinnx + . ..

(9.1)
Nem nyilvanval6, hogy milyen f fiiggvény esetén lehetséges ez, és ha el is jutunk
egy (an) és (by) sorozathoz, akkor a jobb oldali 0sszeg valoban visszaadja-e az f
fiiggvényt. Most csak formalisan okoskodva induljunk ki abbdl, hogy f € C(R), és
elgall minden x € R esetén

ao

(o]
5 + Zancosnx+bnsinnz

n=1
végtelen sor Osszegeként.

1. Integraljuk a (9.1) egyenlGséget (—m)-t8l m-ig, feltéve, hogy az dsszeg tagonként
integralhato:

™

f(a;)da?:/ %dx—i—Zan/ cosmcda:—i—bn/ sin nzdx.
- n=1 -

—TT —Tr
Mivel .
ap ao
—dr = —27
/_ ) 9
& sinnz]™
/ cosnxdx = [ ] =0,
. no|_.
i —cosnx|”
/ sinnzdxr = [} =0,
o n .
azért

ap = ! /Tr f(z)dz.

™ J—m
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2. Legyen k € N egy rogzitett index. Szorozzuk meg a (9.1) egyenlSséget (cos kx)-
szel, és integraljuk (—m)-t6l m-ig:

f(x)coskxdr = % / cos kxdz +

oo g
E an / cos nx cos kxdx + b, / sin nx cos kxdzx.
n=1 -

—T

Trigonometrikus formulék szerint n # k esetén

s ™ 1
/ cos nx cos kxdx = / i(cos(n + k)x + cos(n — k)z)dx =

) %E [sinsln :kk)x]; N [sin;n_—kk)w]iﬂ> L

az n = k esetén pedig

i ™ 1 4 cos2kzx 1 sin 2kz ™
2 — _— = — ==
/ cos® kxdxr = / > dx [295 + ik ] B .

—Tr

—T —T

Hasonlo szamolassal -

sin nx cos kxdz = 0.
—T

Tehat a végtelen sor tagjai egyetlen kivétellel nullék, igy

1 ™
ap = — f(x) cos kxdz.
™ —T

Ha a (9.1) egyenlGséget (sin kx)-szel szorozzuk végig, és integralunk (—m)-t6l
m-ig, akkor ugyanilyen szamolassal adédik, hogy
1 ™
by = — f(z) sin kzdx.
-7

s

3. Az f folytonos fiiggvény esetén nyert
ap = — f(z)dz, ar = — f(z)cos kaxdx, by = — f(z) sin kzdzx,
-7 T J—z T J—x

k =1,2,... szamokat az f Fourier-egyiitthatéinak nevezziik. Igazolhato,
hogy (nagyon kivételes, a gyakorlatban elképzelhetetlen fiiggvényektdl eltekint-
ve) f eld is all az ezekkel az egyiitthatokkal képezett Fourier-sor ésszegeként:

agp > .
f(z) = D) + ;ak coskz + by sinkx (z € R).

Ez a moédszer rezgések, hullamok vizsgalatdban gyakran hasznalhato.
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9.1.7. Az improprius integral

Eddig csak [a, b] zart, korlatos intervallumon vizsgaltuk és szamoltuk az integralha-
tosagot és az integralt. Kiterjesztjiik fogalmainkat.

9.3. Definicio. Legyen f : [a,+00) — R olyan figgvény, amelyre Yw € R, w > a
esetén f € Rla,w]. Azt mondjuk, hogy f improprius integralja konvergens az
[a, +00) intervallumon, ha
w
3 lim fekR

—
w—00 a

hatdrérték. Ezt f € Rla,+0o0) jeldlje. Ha f € Rla,+00), akkor

/;oof;: im [ f

—
w—00 a

Ha nem létezik limy,_ o f: f, vagy létezik, de nem véges, akkor azt mondjuk, hogy
divergens az f improprius integrdlja.

Példaul

oo q | 11 1
/ —dz = lim —dz = lim [—} = lim <—+1> =1,
1 x w—oo J1 T Ww—00 x 1 Ww—00 w
tehat id~2 € R[1, +00).
A

w
lim —dz = lim [Inz]{® = lim lnw = +o0,
w—oo 1 T w—00 w—00
ezért id™1 ¢ R[1, +00), vagy az id~! improprius integralja divergens.
Masféle kiterjesztéssel is foglalkozunk.

9.4. Definicio. Legyen f : (a,b] — R olyan figgvény, amelyre Vu € (a,b) esetén
f € R[u,b]. Azt mondjuk, hogy f € R[a,b], ha

b
3 lim fekR

p—a [,

[repm[s

Ha nem létezik alim,_., fj f, vagy létezik, de nem véges, akkor divergensnek nevezziik

FEkkor

az f integrdljat az |a,b] intervallumon. (Ez a helyzet még korldtos fiiggvények esetén
is eldfordul, de leggyakrabban nem korldtos figgvények az dldozatok.)
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Példaul

1
—d =1 = lim[2 =lim2—2/u=2,
/0 x 1m/ \/_LE 1m[\/_] Ty NI

pu—0 pu—0

tehat id~2 € R[0, 1].

| '
/ —dz = lim [ —dz = lim [lnx]i =lim(Inl—Inp) = +oo,
0o T n—0 p T n—0 u—0

tehat id™! integralja divergens a [0, 1] intervallumon is.
Az egyik legfontosabb eredmény az improprius integralok kérében, hogy

/ e~ dx = ﬁ
0 2

Ennek kovetkezménye (a fogalmak tovabbi b&vitésével), hogy ha m € R és § > 0,
akkor

+oo (x—m)?
/ e 202 dx = V270,

—00

ami a valdészintiségszamitasban jatszik fontos szerepet.

9.2. Feladatok

1. Ellenérizziik a primitiv fliggvény keresési eljarasokat!
Megoldds: Ha o # —1, akkor

2) (S00) = ghy - (a+ 1)o7 o esért [ ¢/ = L

)(fr9=[19)=Ff9+f9g~f4g=[gert [[-g=[g-[[fg
(parcialis integralas elve)

([fod-¢) = fop-¢, masrészt ([ f)og) = foep-¢. Mivel

mindkét fiiggvény derivaltja egy intervallumon megegyezik ezért a fligg-

vények legfeljebb egy konstansban térhetnek el, igy ([ f)od = [(fop-¢)
(helyettesitéses integral)

2. Keressiik meg:

[sindzcoszdr =?  [tgrcos®zdr =? [ (xgﬁ‘gi x =7
T _9 _9 2z+3 _9
[ 15z de =1 [ tgzdz =7 g rgde =7

[cos(bx —1)dz =7 [ 2+2dx =7 dz =7

1
f z24+32+10
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3. Parciélis integralassal keressiik meg

[ xe**dx =7 [ x?e**dx =7 [ €?® sin 3zdx =?

[ e** cosbadx =7 JInzdz =? [ V1 —22de =7

Megoldds:
[vice VI~ a2de = 2y/1— 22 .

2 -1
=zv1—22— / mdx—x\/lfﬁ /\/1&02 mx:

=zvV1—122— / V1 — z2dz + arcsinz.
Ebb6l 2 [ V1 — 22dz = 2v/1 — 22 + arcsinz, igy
1 .
/ V1—22dz = i(x 1 — 22 4 arcsinz).

Az f:[0,r] = R, f(z):=Vr? — 2?2 fiiggvény grafikonja egy origo kozépponti
r sugard negyedkor. Szamoljuk ki a kor teriiletét, keriiletét, az r sugara gomb
térfogatét, felszinét.

Legyen a > 0. Szamolja ki a ch|[0 . fiiggvény gorbe alatti teriiletét és ivhosszat.
Hol van a sulypontja az r sugara homogén félkoérlapnak?

Legyen f : R — R, f(x) := 22, ha ¢ € [—, 7], és minden z € R esetén
flz+27) = f(x —2m) =: f(x) (9.14. abra).

a) Allitsa el az f Fourier-egyiitthatoit!

b) Irja fel f Fourier-sorat!

c) Mit ad ez a Fourier-sor = := 0, z := 7 esetén?

Szamoljuk ki az

[e.e] 1 oo

/ —dz =? (a>1) / e dt =? (a>0)
1z 0

improprius integralokat!

A gamma-fiiggvény.

Legyen I : [0,00) — R, T'(a) := [;° t*e~*dt. Mutassuk meg, hogy I'(0) = 1,

I'(1) =1, és barmely o > 0 eseten Na+1)=(a+ DI ().
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10.

9.14. abra.

Megoldds: T(0) = [;°e7tdt = [e7!]g® = 1 (Itt roviditettiink: limg—oo[e™*]§
helyett [e~?]3° all.)

[e.e] oo
Fla+1)= / totleTtdt = [—e T — / —e Ha+1)t*dt =
0 0

=04 (a+1) /00 t*e tdt = (a+ 1)[(a).
0

Ezért
1) =0+1ro) =1
re)=1+nra)=2-1=2!
rea)=2+1nr2)=3-21=3l

Kiszamithato — kozelitsleg — a I'(a), a ¢ N esetén is.

Szamolja ki a sin|2[O o integralkozepét!
Megoldds: ’
21 21 . 27
1 1-— 2 11 2 11 1
— sin? zdr = — ﬂdx:— —x—sm ;1: = — 27 = —.
2 Jo 2 Jo 2 2 |2 4 |, 21 2 2

) . L1, e 1
A sing integralkdzepe 3.
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9.3. Integralszamitas

9.3.1. Az integral fogalma

Az integralhatosag fogalménak kiépitésében Darboux gondolatmenetét hasznéljuk.
Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Legyen 7 = {zg,...,x,} C [a,b] véges

halmaz, melynek elemeire

a=ro< T <T2<...<THp1<x;<...<xp =0b.
T az [a, b] intervallum egy felosztasa.

Fla,b] := {7 | T felosztésa az [a,b] intervallumnak}.

Legyen 7 € F[a,b|, és legyenek

m; = inf{f(z) | zio1 < x <z}, M :=sup{f(z) | zi-1 <z <z}, i=12,...

Legyen a 7 felosztéshoz tartozo also- ill. fels60sszeg az

n

8(7') = Zmi(xi—mi_l) és S(T) = ZMi(xi—xi_l).
=1

i=1
9.6. Tétel.
a) V1 € Fla,b] esetén s(1) < S(1),
b) V1,0 € Fla,b] esetén s(t) < S(o).

Bizonyitas.

a)m; < M;, i=1,2,...,n,igy s(t) < S(7).

M.

b) Legyen 7 € Fla,b], és az [r_1,xk] intervallumban vegyiink fel egy oszto-

pontot: xp_1 < T < xg.

Ha m/ := inf{f(x) | xp—1 < 2 < 7T} és m” := inf{f(z) | T < z < z1}, akkor

m',m" > my,. Ezért

n
s(T) = Zmz(iBz —xi—1) <my(zy —x0) + ...+ m/ (T — xp—1) +
i=1

+m (zp —Z) + ... + mp(xn — 201) = s(T U{T}).

Hasonl6 hatasa van az T beiktatdsanak a felsGosszegre:

S(r) > S(ru{z}).
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Lépésenként végiggondolva igaz, hogy
s(t) <s(tUo) <S(tUo) < S(o).
Ennek a tételnek a kovetkezménye, hogy az
{s(7) e R| T € F[a,b]} halmaz feliilrd] korlatos
(példaul az S({a,b}) egy felss korlatja), ezért
dsup{s(r) | T € Fla,b]} =: I,

és az

{S(7) e R | 7 € F[a,b]} halmaz alulr6l korlatos
(példaul az s({a,b})) egy also korlatja), ezért

Jinf{S(7) | 7 € Fla,b]} =: I".

9.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy f (Darbouz-)integrdlhatd, ha I, = I*. Ha f
integrdlhato, akkor fff =1, =1".

Megmutathato, hogy a részben bemutatott Riemann-integralhatosag ekvivalens
a Darboux-integralhatosaggal, ezért jelolésben sem tesziink kiilonbséget kozottiik.
Ha f (Darboux-)integralhato, akkor ezt f € Rla,b] jelolje.

9.3.2. Az integralhatosag feltételei

9.7. Tétel. (Riemann-tétel)
f € Rla,b] <= Ve >0 37 € Fla,b] : S(1) — s(1) < e.

Bizonyitas. (=) Legyen € > 0. Mivel I* a fels60sszegek infimuma, ezért az § > 0
szamhoz 31 € Fla, b], hogy

€
I+ 5 > S(Tl).
Mivel I, az alsodsszegek szuprémuma, ezért az § > 0 szimhoz 37 € F'[a, b], hogy

e
8(7_2) > I* — 5

Mivel I, = I*, ezért a 7 := 71 U e € Fla, b felosztéasra
S(r) —s(1) < S(11) — s(m2) < e. (9.15. abra)

(<) Nyilvan V7 € Fla,b] esetén I* < S(7) és I, > s(7), ezért a feltétel szerint
Ve > 0 esetén 37 € Fla,b], hogy 0 < I* — I, < S(1) —s(1)<e <= I, =1I".

(Az alahuzottak szerint ha egy nemnegativ szam barmely pozitiv szamnéal kisebb,
akkor az csak 0 lehet.)
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1,—€/2 I,
L
(

I"+e/2
AY
)

4
B

sT) s sw S

9.15. abra.

9.8. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor f € R|a,b].

Bizonyitas. Legyen f monoton névekeds (ne legyen konstans, mert ennek integral-
hatosagat mar megmutattuk). Igy f(a) < f(b).
Legyen € > 0 tetszdleges. Legyen 7 € Fla, b] olyan felosztéas, amelyben

max{z; —x;i—1 |i=1,2,...,n} < 70 = fa)
Ekkor M; < f(z;) és m; > f(xi—1), i =1,2,...,n, igy
S(r) —s(r) = Y (M —my)(w; — 25-1)< Y (f(ws) — flai- ))é
- Z ' Z )~ fla)
€
= m(f(xl) — f(zo) + f(22) = f(xz1) + ... + f(zn) — f(701)) =&,

tehat a Riemann-tétel szerint f € Rla, b].

9.9. Tétel. f € Cla,b] = f € R|a,b).

Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszSleges. A Heine-tétel szerint az [a, b] intervallumon
folytonos f fiiggvény egyenletesen folytonos az [a, b]-n, ezért az ;= > 0 szdmhoz
30 > 0 V', 2" € [a,b], |2/ — 2| < § esetén |f(2') — f(2")| < /(b — a). Legyen
T € Fla,b] olyan, hogy max{x; —x;—1 | i =1,2,...,n} <. Ekkor Vi = 1,2,...,n
esetén Vo', 2" € [z;, x;_1] miatt

|f(@) = f@")] <

b—a’

ezért
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Tekintsiik a

S(r) = s(r) = Y (M —mi)(wi — 21 Y g - (@i = xim1) = &,

i=1

igy f € Rla,b].
Megjegyezzik, hogy f € Rla,b] # f € C|[a,b]. Példaul az

1, hato<zx<1
f:00,2] =R, f(z):=¢ 2, hax=1
3, hal<z<2

monoton novekedd a [0, 2] intervallumon, ezért integralhato, de f ¢ C[1]. Itt je-
gyezzilk meg azt is, hogy van nem integralhaté fiiggvény is. Tekintsiik a Dirichlet-
fliggvény d|[0’1] lesztkitését. A d\[o,u ¢ R[0,1], mert az £ := % > 0 szamhoz
V1 € F[0,1] esetén m; =0 és M; = 1, igy

S(r)—s(r)=> (1=0)(m;i -z 1) =1>¢.

=1

9.3.3. Miiveletek és az integral kapcsolata
Allapodjunk meg abban, hogy f € R|a,b] esetén

[r==[r

Néhany egyszertien igazolhato, de hosszadalmas szdmolast igényl6 tételt csak kimon-
dunk:

9.10. Tétel. Legyen I C R intervallum, és a,b,c € I. Ha f € Rla,b] és f € R[b,c|,

akkor f € Rla, |, és
/:f=/abf+/bcf-

9.11. Tétel. Ha f € R|a,b] és A € R, akkor \f € Rla,b], és

/ab/\f:)\/abf.

9.12. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € Ra,b], és

/abf+g=/abf+/abg-



142 9. FEJEZET. INTEGRALHATOSAG, INTEGRALSZAMITAS

9.13. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor fg € Rla,b].

(Ne keressiik az f; fg elsallitasat, altalanos képlet nincs!)

9.14. Tétel. Ha g € Rla,b], és 3¢ > 0, hogy Yz € [a,b] esetén |g(z)| > ¢, akkor
5 € Rla,b].

(Itt nem elég, hogy g(x) # 0 Vx € [a, b] esetén!)
9.15. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor |f| € R|a,b].

9.16. Tétel. Ha ¢ € Rla,b], ¢(x) >0 (z € [a,b]), akkor [*¢ > 0.

Bizonyitas. V7 € Fla,b] esetén m;, M; > 0, ezért

Zmz Ti — Tj— 1 ZM R 1 >0,

és ezekkel egyiitt
I, =sup{s(7) | 7 € Fla,b]} >0, I"=inf{S(7)|T € Fla,b]} >0.
Mivel ¢ € Rla,b], ezért [*¢ = I, = I* > 0.
9.17. Tétel. Ha f,g € R|a,b|, ésVz € [a,b] esetén f(zx) > g(x) akkor f;f > ffg

Bizonyitas. Legyen ¢ := f —g. ¢ € R[a,b], ¢(z) > 0 (x € [a, b]), ezért

Oé/abczﬁ:/abf—g:/abf—/ab%
amibol [Uf > [Pg.

9.18. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor | [7 f| < [|f].

Bizonyitas. Vz € [a,b] esetén

—[f(@)] < flz) < |f(2)];

[us[r<[n
/abf‘gfab!f!-

ezért (|f| € R[a,b] miatt)

de akkor
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9.3.4. Primitiv fiiggvény és a Newton—Leibniz-formula

9.19. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor 3c € [a,b], hogy f(ff = f(c)- (b—a).

Bizonyitas. A Weierstrass-tétel miatt Jo, 5 € [a, b], amelyre Vz € [a, b] esetén

m = f(a) < f(x) < £(8) =: M.

o= [ms ['r< [w=mo-a

1 b
m < '/fSM-
b—a J,

Ezért

azaz

A Bolzano-tétel szerint az f € Cla, b] fliggvény két fliggvényérték, igy m és M kozott
is minden értéket, igy az ﬁ . fab f szédmot is valahol felveszi, azaz 3¢ € [a, b], amelyre

=5 [ s

Megjegyezziik, hogy a ﬁ : fab f az f € Cla,b] fiiggvény integralkdzepe.

9.6. Definicid. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy
F: 1 — R, Fe D(I) primitiv fliggvénye az f figgvénynek, ha Yx € I esetén
Fl(z) = f().

9.20. Tétel. Ha F és G primitiv fliigguénye f-nek, akkor dc € R, hogy Vx € I esetén
F(z)=G(z) +c

Bizonyitas. F' = f és G' = f, ezért (F — G) = 0 az I intervallumon. Ha egy
intervallumon egy fliggvény derivaltja 0, akkor ez a fiiggvény konstans, azaz Jc € R,
hogy Vz € I esetén F(z) — G(z) = c.

Az integralt és a primitiv fiiggvényt kapcsolja Ossze a

9.21. Tétel. (Newton—Leibniz-formula)
Legyen f € Rla,b]. Tegyiik fel, hogy f-nek van F primitiv figgvénye. Ekkor

b
/ f=F() - Fa).

Bizonyitas. Legyen 7 € F[a, b] tetszSleges. Ekkor

F(b) — F(a) = F(z1) — F(x0) + F(x2) — F(z1) + ...+ F(z,) — F(xp-1).
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A Lagrange-kozépértéktétel szerint 3¢; € (z;—1,;), hogy

F($Z) — F(l‘ifl) = F/(fl)(l‘l — .’L’ifl) = f(fz)(iﬂl — $i,1), (Z = 1, 2, e ,n).

Ezzel

F(b) — F(a) = f(&1) (w1 — xo) + f(§2)(x2 — 21) + ... + f(&a)(n — Tp1).
Mivel m; < f(&) < M; (i=1,2,...,n), ezért
mi(x1—x0)+...+mp(xn—a,-1) < F(b)—F(a) < Mi(x1—x0)+. ..+ My(xp—2n-1),
s(t) < F(b) — F(a) < S(1)

Mivel V7 € F[a, b] felosztasra igaz ez az egyenl6tlenség, azért
I, <F()—F(a)<I"

is igaz. Az f € R[a,b], igy 1. = I*, amib6l kovetkezik, hogy
b
FOb)—Fla)=I1.=1I" :/ f.
a

Megjegyezziik, hogy van olyan f € Rla,b], amelynek nincs primitiv fiiggvénye
(példaul az
1, haz<z<l1
f:00,2] =R, f(z):=4¢ 2, hax=1
3, hal<z<2

a derivaltrol szolé Darboux-tétel miatt). Van olyan példa is, amikor van primitiv
fiiggvény, de maga a fiiggvény nem integralhaté (Volterra példaja néven ismert ilyen
példa.)

A Newton—Leibniz-formula az integral hatékony kiszamitasanak modszere. A mod-
szer alkalmazésanak sarkalatos pontja az f fiiggvény primitiv fliggvényének létezése.
Ebben a kérdésben nyijt segitséget az integralfiiggvény fogalma.

x

9.7. Definici6. Legyen f € Rla,b]. A ¢ : [a,b] — R, ¢(z) = [ f figguényt az f
a

fiigguény integralfiiggvényének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy az részben bevezetett T teriiletfiiggvény folytonos f fiigg-
vény esetén éppen a ¢ integralfiiggvény.

9.22. Tétel. Ha f € R|a,b|, akkor ¢ € C|a,b).
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Bizonyitas. Legyen K > 0 az |f| egy fels6 korlatja az [a, b] intervallumon. Béarmely
s,t € [a, b] esetén

|¢(8)—¢(t)!=|/sf—/tf|=|/sf<|/S|f|\<K8—t\-

Legyen « € [a,b] egy tetsz6legesen rogzitett pont, és legyen € > 0 tetsz6leges. A
d = ¢/ K valasztas mellett barmely = € [a,b], |z — a| < § esetén

|p(z) — ¢p(a)| < K|z —a| < Ké =e.

Tehat ¢ € Cla].
A bizonyitasbol latszik, hogy ¢ egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon.

9.23. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor ¢ € D(a,b), és birmely x € (a,b) esetén
¢'(x) = f(x). Ez azt jelenti, hogy egy folytonos figguénynek van primitiv figgué-
nye, az integrdlfiigguénye az eqyik primitiv fligguény.

Bizonyitas. Legyen x € [a, b] egy tetszllegesen rogzitett pont, és legyen y € [a, b],
y # x. Ekkor

z ] y
¢<m>—¢<y>:!f_a”: I O] Chat') JETRY

r—y r—y r—Y r—y

ahol felhasznaltuk az integralkozéprdl szolo 9.19 tételt és ¢ az x és y kozotti szam.
Mivel f folytonos, azért lim f(c) = f(z), igy létezik
y—a

i 9@) = 6()

y—r T — Y

= ¢/(x)
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10. fejezet

Fuggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Ez egy kiegészits fejezet. A gyakorlatban felmeriil§ problémék (fiiggvények kozeli-
tése, kozonséges és parcialis differencidlegyenletek megoldéasa kozelité modszerekkel)
igényli a sorra keriil6 fogalmakat, eredményeket. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Fiiggvénysorozat konvergenciahalmaza

e Pontonkénti és egyenletes konvergencia

e A hatéarfiiggvény folytonossaga, differencidlhatosaga, integralhatosaga
e Fiiggvénysor konvergenciaja

e Weierstrass majorans kritérium

o Az Osszegfiiggvény folytonossaga, differencialhatosaga, integralhatosaga
e Hatvanysor

e Cauchy-Hadamard tétel

o Az Gsszegfiiggvény differencidlhatdsiga, Abel tétele

10.1. Fuggvénysorozatok, fiiggvénysorok

10.1.1. Fiiggvénysorozatok

Legyen H C R, H # () halmaz, és a ¢1, ¢a, ..., dp,. .. fliggvények mindegyike ¢, :
H — R (n € N). Az ilyen (¢,) fiiggvénysorozatrol mondjuk, hogy ,,H halmazon
értelmezett”.

Példaul

1. (id") [itt D(id™) =R, n € N|

147
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0, hax=0
2. han € N, akkor ¢, : [0,1] = R, ¢,(x) =< 1, ha0<a:<%
0, ha%ﬁxﬁl

3. ha n € N, akkor lasd az 10.1. abrat

1/2n 1/n 1

10.1. abra.

4. ha n € N, akkor lasd az 10.2. abrat

1/2n 1/n 1

10.2. abra.

5. % (3-p_ysino(k -id)) [itt is R az egyes fiiggvények értelmezési tartoméanyal
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Erdekes lehet az a kérdés, hogy a (¢, fiiggvénysorozat tagjai kozelednek-e valamilyen
fiiggvényhez, ha n novekszik.

10.1. Definicié. A (¢,,) figgvénysorozat [D(¢,) = H, n € N| konvergenciahal-
maza
H(¢n) :={x € H| (¢pn(x)) szamsorozat konvergens}

Az 1. példaban KH(id") = (—1,1], mert ha —1 < = < 1, akkor id"(x) = 2™ — 0;
ha z := 1, akkor id"(1) = 1 — 1, de ha & > 1 vagy = < —1, akkor (id"(x)) nem
konvergens.

A 2. példaban KH(¢y,) = [0,1], hiszen ¢,(0) = 0 — 0. Ha 0 < z < 1, akkor
van olyan N, hogy % < =z, és ekkor a (¢n(z)) sorozat 1,1,...,1,0,0,0,...,0,...
alakt, amely 0-hoz tart (ha n < N, akkor ¢,(z) =1, ha n > N, akkor ¢, (z) = 0).

A 3. és 4. példaban is KH(¢,) = [0, 1].
Az 5.% példa kicsit nehezebb. Ha z = In (I € Z), akkor (> ,_;sin(kir)) = (0)

a szamsorozat, amely 0-hoz tart. Tehat

KH (i:sino(k : id)) O{lr |l eZ}.
k=1

Ha volna még x € R, = # Ir (I € Z) a fliggvénysorozat konvergenciahalmazaban,
akkor a (sinkx) sorozatnak O-hoz kellene tartania. Tegyiik fel, hogy sinkz — 0.
Ekkor igaz lenne sin(k + 1)x — 0 is, azaz

sin(kz + x) = sin kz cos z + cos kx sinz — 0.

Mivel sinz # 0, sinkxz — 0, ezért cos kx — 0 is igaz. Igy sin? kx + cos® kz — 0 is
igaz lenne, de ez nem lehet, hiszen sin? kx + cos? kx = 1. Tehét

n
KH (Zsino(k : id)) ={Ir |l ez}
k=1
Ez azért fontos példa, mert a Fourier-sorok problémakore szamos ehhez hasonld
nehézséget vet fel.

10.2. Definici6. Legyen (¢n) egy H halmazon értelmezett fiigguénysorozat. Te-
gyiik fel, hogy KH(¢yn) # 0. A (én) figgvénysorozat hatarfiiggvénye az az f :
KH(¢,) — R fiiggvény, amelyre minden x € KH(¢,,) esetén

F() = lim g, (a).
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Gyakran f := lim ¢, jel6lést is hasznalnak.

Az 1. példaban

limid™ : (_1’1] N R, (hmldn)($) — { 0, ha —1<z<1

1, haz=1
A 2., 3. és 4. példaban
lim ¢, : [0,1] — R, (lim¢,)(z) := 0.

Az 5.* példaban

lim» “sino(k-id) =Y sino(k-id) : {ir | k € Z} - R,
k=1 k=1

(limz sino(k -id))(x) = Zsin kx = 0.
k=1 k=1

Amikor a példédkban szerepls fliggvénysorozatok tagjainak és a hatarfiiggvénynek a
tulajdonsagait Gsszehasonlitjuk, érdekes kiillonbségek mutatkoznak. Az 1. példéaban
id™ folytonos, differencialhato az R-en, mig limid”™ nem folytonos, igy persze nem
is differencidlhato. A 2. példa ¢, fliggvényeinek egyike sem folytonos, a lim ¢,
folytonos és differencialhat6 is. A 3. és 4. példaban ¢, és lim ¢, is folytonos, a ¢,
nem differencidlhato, a lim ¢,, pedig sima. Itt azonban még egy izgalmas kiilonbségre
figyelhetiink fel:

A 3. példaban
1 11 1 ! !
/¢n:__.1:__>o, és/limgbn:/ 0=0,
0 2n 2n 0 0

mig a 4. példaban

1 11 11 1 !
/¢n:__.n:——>—, de/lim¢n=/020,
0 2n 2 2 0 0

tehét a fliggvénysorozat tagjainak integraljaibol all6 sorozat hatarértéke nem a ha-
tarfiiggvény integralja.

Az 5.*% példaban a fiiggvénysorozat tagjai kellemes trigonometrikus, sima, periodikus
fliggvények az egész R-en, mig a hatarfiiggvény igen szegényes, éppen csak a perio-
dikussig maradt meg. ..

A példak azt mutatjék, hogy a ,pontonkénti konvergencia” fogalma nem elég haté-
kony a fliggvénysorozat tagjai j6 tulajdonsagainak a hatarfiiggvényre val6é atorokité-
sére. Ezen probalunk segiteni:
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10.3. Definicié. Legyen (¢,,) a H # () halmazon értelmezett fiigguénysorozat. Te-
gyiik fel, hogy KH (¢n) # 0, és legyen E C KH(¢y), E # 0 halmaz. Azt mondjuk,
hogy a (¢r) fligguénysorozat egyenletesen konvergens az E halmazon, ha barmely
€ > 0 hibakorldthoz van olyan N € N kiiszdbindex, hogy ¥Yn > N esetén és bdarmely
x € E helyen

(O () — (lim ¢ )(z)| <e.
Jelélje ezt a tényt ¢y, — g lim ¢,.
Ez azt jelenti, hogy a kiiszObindex fliggetlen x-t6l, ezért nevezziik egyenletes konver-
gencidnak.
Az 1. példédban a (—1,1] halmazon nem egyenletes az (id") konvergenciaja. Még a
(—1,1) halmazon sem! Ha 0 > 0, akkor az E := [—-1 4 4,1 — ¢] intervallumon mér

id" — FE 0.
A 2., 3. és 4. példaban is a [0, 1] intervallumon nem egyenletes a konvergencia, de
0 > 0 esetén

¢n =51 0
mar igaz.
Az 5.*% példaban ugyan az E := KH() ,_, sino(k - id)) halmazon egyenletes a kon-
vergencia, de ezzel nem sokra megyiink. . .

Milyen kovetkezményei vannak egy fliggvénysorozat egyenletes konvergenciaja-
nak? Rend lesz a példakban tapasztalhato kuszasagban.

10.1. Tétel. Legyen ¢, € Cla,b] (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —ap f- Ekkor
f e Cla,b.

10.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Tegyiik fel,
hogy van olyan xy € I, hogy (¢n(x0)) konvergens. Tegyiik fel, hogy ¢, folytonosan
differencidlhatdé az I intervallumon (¢, € Ci(I), n € N) és ¢|, —1 g. Ekkor a
(dn) fiigguénysorozat is egyenletesen konvergdl az I intervallumon egy f : I — R
figgvényhez (pn, —1 f), és f € D(I), sét f'(x) = g(x) = Uim ¢/, (x) minden x € 1
esetén.

A tétel allitasa roviden:
(lim ¢p,)" = lim ¢/,
azaz a lim és a derivalas sorrendje felcserélhetd.
10.3. Tétel. Legyen ¢, € Rla,b], (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —ap f. Ekkor
f € Rla,b], éslim [* ¢, = [° f.

A tétel réviden azt allitja, hogy egyenletes konvergencia esetén

b b
lim/ On :/ lim ¢,
a a

azaz a lim és az integralds sorrendje felcserélhetd.
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10.1.2. Fiiggvénysorok

A figgvénysorozatra kiépitett fogalmak értelemszert modositassal fiiggvénysorra is
atvihetdk.

10.4. Definicié. Legyen (¢n,) a H # () halmazon értelmezett fiigguénysorozat. Le-
gyen Sp :=¢1+ 2+ ...+ ¢n (n € N) az n-edik részletosszeg. A (¢n) fligguénysoro-
zathdl képezett fliggvénysoron az (Sy,) fliggvénysorozatot értjik, azaz  ¢pn := (Sy).

10.5. Definicié. KH Y ¢, := KH(S,).

Lathato, hogy KH Y ¢p = {x € H | > ¢n(x) konvergens}.

10.6. Definicio. Tegyiik fel, hogy KH > ¢, # (. Legyen

Y bn:KHY ¢0—R, (Z qbn) (2) =) onlx)
n=1 n=1 n=1

a fligguénysor 6sszegfiiggvénye.

Nyilvan igaz, hogy (>0 ¢n) (z) = lim Sy, (x) minden x € KH(S,) esetén.
Példaul ¢, :=1id™ (n € N) esetén barmely = € R pontban

x‘”nfll, hax #1

— 2 n _ T —
Sp(r)=c+2"+.. .+ { . oz — 1.

Ezért lim Sy, (r) = %=, ha x € (=1,1); ha x € R\ (-1, 1), akkor (S, (z)) divergens.
Tehat KH Y id" = (—1,1), és (3,2, id")(z) = .

T

10.7. Definicid. Legyen (¢n) olyan figgvénysorozat, amelyre KH Y ¢, # 0. Le-
gyen E C KH Y ¢,. Azt mondjuk, hogy > ¢, egyenletesen konvergens az E
halmazon, ha az (Sy) részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens az E halma-
zZon

Jelben: > ¢ —E 220:1 On.
Egy hasznos elégséges feltétel fliggvénysor egyenletes konvergenciajéra:

10.4. Tétel. (Weierstrass majordns kritériuma)

Legyen (¢n) a H # 0 halmazon értelmezett olyan figgvénysorozat, amelyhez van
olyan (a,) C RY pozitiv szdmsorozat, hogy minden v € H esetén |¢,(z)| < an, (n €
N), és még > ay, is konvergens. Ekkor

n=1
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A fliggvénysor részletdsszeg-sorozatara tett egyenletes konvergencia feltételek kovet-
keztében igazak a vazlatosan megfogalmazott tételek:

e Ha ¢, € Cla,b], és Y dn =y Yool | O, akkor > -7 &, € Cla, b].
e Ha ¢, € Ci(I), és Y. ¢}, —1 g akkor > >7 | ¢, € C1(I), és

o0 ! o0
(S00) =3ot=s
n=1 n=1
(Az Osszegzés és a derivalas felcserélhetd.)

e Ha ¢, € Ra,b], és Y dn —(ap) Dopey n, akkor 32 &, € Rla,b], és

(A fiiggvénysort tagonként lehet integralni.)

10.1.3. Hatvanysorok
A hatvanysorok speciélis fliggvénysorok.

10.8. Definicié. Legyen cg,c1,¢2,...,Cn, ... Szdmsorozat, a € R eqy szdm. A

Z cn(id—a)"

fiigguénysort hatvanysornak nevezzik, melynek egyitthatd-sorozata a (cy), €s a hat-
vdnysor ,kézéppontja” az a € R.

Allapodjunk meg, hogy a tovabbiakban a := 0 az egyszertibb fogalmazas kedvéért.

10.5. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel)
Legyen " cpid® hatvdanysor.

1° Ha ({/|enl) korldtos, éslimsup {/|c,| # 0, akkor legyen

(R a hatvinysor konvergenciasugara ).

1
Ri=——+
lim sup {/|cp|
Ekkor
(-R,R) C KHY cypid® C [-R, R].

2° Ha ({/|cy) felilrél nem korldtos, akkor

KHY  cyid" = {0}.
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3° Ha limsup {/|c,| =0, akkor

KHZ cpid’ = R.

Lathato, hogy egy hatvanysor konvergenciahalmaza mindig intervallum (a 2° esetben
elfajult intervallum), de ez az intervallum lehet az 1° esetben (—R,R), (—R, R],
[-R, R), [-R, R] valamelyike. A hatvanysorok konvergenciahalmazat sszevetve az
5.% példaban szerepls > sin o(k-id) fiiggvénysor konvergenciahalmazaval, szembeo6tls
a kiilonbség.

10.6. Tétel. Legyen > c,id® hatvdanysor, amelyre ({/|cy|) felilrdl korldtos. Ekkor
az f: KHY cpid® — R, f(z):=> 7" cna™ dsszegfigguény azint KH Y cpid" nyilt
intervallumon folytonos is és differencidlhato is; sét barmely x € intKH Y cpid"
esetén

f(x) = chnxn_l.
n=1

A tétel kovetkezmeénye, hogy ({/]c,|) feliilr6l korlatossagabol az (3/|nc,|) = (/n %/|cal)
feliilrsl korlatosséaga is kovetkezik, s6t a ncpid™ ! hatvanysor konvergenciahalmaza
ugyanaz marad, mint a ) ¢,id" konvergenciahalmaza volt. Ezért ennek a hatvany-
sornak az Gsszegfiiggvénye is differencialhaté, s6t

f(x) = Zn(n — Depz™ 2

n=2

minden = € intKH ) ¢,id" esetén.
Ez a gondolatmenet folytathato:

F®)(z) = Z nn—1)...(n —k+1)eca™*, ze intKHchid”.
n=~k

Lathato az is, hogy f(0) =co, f/(0)=c1 ..., fB(0) = kley, . ..

10.7. Tétel. (Abel)
Legyen > cpid® hatvdnysor, amelynek konvergenciasugara R > 0. Tegyiik fel, hogy
még Y c,R" is konvergens. Ekkor az f € C[R], azaz limy_g f(x) =Y 2 cnR™.

10.2. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciahalmazat:

> id”, Z%id”, Z(_;)nid", Z%id”,
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1 AN 1 AN n: n
Z%Id s Zmld s Zn id

Megoldds: limsup /1 = 1, limsup §{ # =1, limsup ¢/ % =0, limsup 7\1/% =
1, limsup /s = %, (¥n™) = (n) feliilrél nem korlatos.

A —
KHY id" = (-1,1)

KHY 1id" =[-1,1) (Leibniz-tétel)
KHY EXan = (—1,1)

KHY Lid" =[-1,1]

KHY id" = [-5,5)

KHY Lid" =R

KHY n™Md" = {0}

2.
1
1+x+x2+x3+...+x"+...:1—, ha |z| < 1.
—x
Igaz-e, hogy
1y 1
2 -1 _ _
142z +3z“+...+na" +..._<1_x> A ha |z| < 17
Igaz-e, hogy
2 3 n z
r+2x°+32°+...+nz"+...= ——, ha|z| <17
(1—x)?
Mivel egyenls az
14+ 2%z +3%2% + ... 40" 4., halz| < 1?
3. )
1—}—:5—|—:L‘2—|—...+3:”+...:17, ha |z] < 1.
-
Legyen x := —t. Ekkor
1
1—t+t?—.. . +(-1)""+...=——, halt| < 1.
+ +(=1)"t" + T2 a t|
Igaz-e, hogy
t2 t3 tn+1
t——+——...+ (=" .=In(1+1), ha |t| < 17
513 + ( )n+1+ n(l+1¢), ha |t
Igaz-e, hogy
1 1
l—=4+-—... —1H" ... =1n27
+3 + ( )n+1+ n
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1
l+z+a®4+... +2"4+...=——, halz|< L
—x

Legyen x := —t%. Ekkor

1
-2+t — ()" + ... = ——, halt| < 1.
FE L D =
Igaz-e, hogy

3 5 2n+1
Bt , 12t

t——4+——...+ (-1 2n+1+...:arctgt, ha [t| < 17

Igaz-e, hogy
1 1 1 T
1— -4+ —-—... (=17 o= =7
stz +(=1) +

10.3. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Nem ismételjiik meg a méar pontosan bevezetett fogalmakat, csupén a fontos és egy-
szertien igazolhato allitasokat vessziik sorra.

10.3.1. Fiiggvénysorozatok
10.8. Tétel. Legyen ¢, € Cla,b] (n € N).

®n la,b] f = f € C[G,b]

Bizonyitas. Legyen a € [a,b] és e > 0 tetszbleges. Mivel ¢, —qy f, ezért az
§ > 0 szamhoz 3N, hogy Vn > N és Va € [a, b] esetén

6nle) = fla)] < <.

Legyen n > N. A ¢, € Cla], ezért az § > 0 szamhoz 30 > 0, hogy Vx € [a,b],

|x — ] < 9§ esetén
€

Bn(z) — nl0)] <

Legyen x € [a, b] tetszbleges, |x — a| < §. Ekkor

[f(@) = f(@)] = |f(@) = $u(@) + du(@) = du(@) + du(e) — f(a)] <
< 1f(@) = 6u(@)| + [6a(2) — 6u(a)] + én(@) — fa)| < S+ 2 +

S—¢
3—.
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10.9. Tétel. Legyen ¢, € Rla,b] (n € N)
b b
b ian f = FERab & [0, [

Bizonyitas. A bizonyitéast csak ¢, € Cla,b] (n € N) esetén végezziik el, mert ekkor
bn oy [ miatt f € Cla,b], igy f € Rla,b].

Legyen ¢ > 0 tetszSleges. Mivel ¢, (5 f, ezért az /(b —a) > 0 szamhoz 3N,
hogy Vn > N és Vx € [a, b] esetén

|0n(2) = f(2)] <
Legyen n > N tetsz6leges. Ekkor

/ab%—/[lbf’: /ab(ebn—f)‘S/ablqbn—f!s/abbeazbsa'(b—a)zg.

Az alahizottak szerint lim f; On = f; I

€
b—a’

10.10. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Tegyiik fel,
hogy van olyan xy € I, hogy (¢n(x0)) konvergens. Tegyiik fel, hogy ¢, folytonosan
differencidglhaté az I intervallumon (¢, € Ci(I), n € N) és ¢, —1 g. Ekkor a
(¢n) fligguénysorozat konvergdl az I intervallumon egy f : I — R fiigguényhez, és
f e D), sét f'(x) = g(x) =lim¢),(x) minden x € I esetén.

Bizonyitas. A Newton-Leibniz tétel miatt barmely n € N és x € I esetén
€T
Pn(z) — Pn(x0) = /(ZS;L
o

Mivel ¢/, egyenletesen konvergél a g fiiggvényhez az [zg, 2| intervallumon, azért

tim [ 41, = [ o,
o To
de ezzel egyiitt létezik a
hm(gbn(iﬁ) - d)n(xO)) = lim ¢n($) — lim ¢n($0)
hatéarérték is. Legyen f(x) = lim ¢, (x). Tehat
f@ - fa) = [g (@€ L)
o

A g folytonos fiiggvény, hiszen a folytonos ¢!, fliggvényekbdl allo egyenletesen kon-
vergens fiiggvénysorozat hatéarfiiggvénye. Igy ¢ integralfiiggvénye differencialhato,
azaz f differencialhato, és f'(z) = g(z) = lim ¢/, (z) minden z € I esetén.
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10.3.2. Fiiggvénysorok

10.11. Tétel. (Weierstrass majordns kritérium,)
Legyen (¢y,) fiigguénysorozat és (a,) C RT szdmsorozat, melyekre

6n(@)| < an (nEN, z € H)

és Y an konvergens. Ekkor > ¢, egyenletesen konvergens a H halmazon.

Bizonyitas. Legyen € > 0 és = € H tetszbleges. Mivel > a,, konvergens, ezért IN,
hogy Vn,m > N, n > m esetén

|Pmt1(2)| + |pma2 (@) + ... + [Pn(@)] < ami1 + amiz +.. .+ an <e

Ez azt jelenti, hogy > |¢r(z)| konvergens, de akkor ) ¢, (x) is konvergens.

Legyen f: H = R, f(z) =377, ¢n().
Legyen m > N és z € H tetszbleges. Ekkor

fl@) =Y dn@)|=| D (@] < D lowl@) < Y ax<e,
k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

hiszen Vn > m > N esetén
am+1—|—am+2+...+an <e€
igaz volt.
Az aldhuzottak szerint > ¢ —pg f.
10.3.3. Hatvanysorok, Taylor-sorok

A Cauchy—Hadamard-tételnek is csak azt az esetét igazoljuk, amelyben:

. n p so 1 n - 1
10.12. Tétel. Legyen ({/|cy|) korldtos, éslimsup ¥/|c,| # 0. Legyen R := T— >
0. Ekkor

o 1°Vx € R, |z| < R esetén a Y c,a™ abszolit konvergens,
e 2°Vx € R, |z| > R esetén a ) c,a™ divergens.

Bizonyitas. 1° Legyen r > 0 olyan, hogy |z| < r < R. Ekkor

1 1 1 .
] > . > 7= lim sup /¢y |-

Legfeljebb véges sok olyan tagja van a sorozatnak, amely a sorozat limesz szuperior-
janal nagyobb szadmnal nagyobb, ezért 3N, hogy Vn > N esetén

1
\n/ |Cn| < ;
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Szorozzuk ezt az egyenlGséget |z|-kel, és emeljiik n-edik hatvanyra. Ekkor

n
T

e - [ < <—| ’> :
r

Mivel @ =:q < 1 és pozitiv, ezért
(e.¢] o0
> el < Y q
n=N+1 n=N+1

Ez mér elég a > |c,a™| sor konvergenciajahoz.
2° Most legyen p > 0 olyan, hogy
|x| > p > R.
Ekkor

1 1
- < ==l \ .
> <R imsup v/|cp|

A sorozat limesz szuperiorjanal kisebb szamnéal nagyobb tagja a sorozatnak végtelen

sok van, ezért végtelen sok olyan n € N van, amelyre
1 n
— < V/lenl-
p

Az |x|-kel beszorozva és n-edik hatvanyra emelve azt kapjuk, hogy végtelen sok n-re

n
x
1< (‘_|> < |enl|x|™.
p

Ha egy Osszeadand6 sorozat végtelen sok tagja nagyobb 1-nél, akkor az a sorozat
nem tarthat 0-hoz, igy > ¢, 2™ nem lehet konvergens.

10.13. Tétel. Legyen f : R — R, f € C®(K(a))(az f figgvény akdrhdnyszor
differencidlhaté az a pont valamely kornyezetében) és AL > 0, A > 0, hogy Vx € K(a)
esetén |f(M(z)| < LA™ Ekkor Yz € K(a) esetén

@)(q (") (4
f@) = fla) + F@)- -+ T D ap s Doy
azaz o (n) .
sy =3 Dy
n=0

Bizonyitas. A Taylor-formula szerint Vo € K (a) esetén minden n € N mellett J¢;,41
az a és x kozott olyan, hogy a végtelen sor n-edik részletosszegének az f(xz)-t6l valo
eltérése

"~ /) (a) FO D )] LA
If(x)—kzo m @ =y k™ < el ™

Mivel % — 0, ezért lim ), %(m —a)k = f(2).
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11.

fejezet

Tobbvaltozés fiiggvények

Szamos jelenség leirasahoz kevésnek bizonyul a valds-valds fliiggvény. Fzért altalano-
sitjuk a méar megismert fogalmainkat is. Az alabbi témakdroket targyaljuk.

Miiveletek vektorokkal és métrixokkal

Tobbvaltozos fliggvény fogalma és szemléltetése
Vektorsorozat hatarértéke

Tobbvaltozos fliggvény hatarértéke és folytonossaga
Metrikus tér

Sorozat konvergencidja metrikus térben

Cauchy sorozat, teljes metrikus tér

Nyilt, zart, kompakt halmaz fogalma metrikus térben
Folytonos fliggvények tulajdonsagai metrikus térben

Kontrakcié fogalma, fixponttétel

11.1. Tobbvaltozoés fiiggvények

11.1.1. Az n-dimenzios tér

A Linearis Algebra tanulmanyozésa sordn megismerkedtiink az R™ vektortérrel. Ha
az x € R" egy vektor, akkor az = = (x1,x9,...,2,), ahol x; € R a vektor i-edik
koordinataja. Az x vektor normaja (hossza)

ol == \fa? + a3 +... +a2 €R.

A vektorok norméjara igaz, hogy

161
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1°||lz|| >0, és ||z =0z =0€R"”
220 eR Az = [Alll]|
3% lz + yll < llzll + llyll-

Legyen e; := (0,...,19,...0) € R" az i-edik egységvektor (||le;]| =1),i=1,2,...,n.
Ekkor x = x1e1 + zoe0 + ... 4+ Tp€n.
Az a,b € R" vektorok skalaris szorzatan az

(a,b) == a1by + agbs + ... + apb, € R
szamot értjuk. A skalaris szorzat tulajdonsagai:
1° {(a,b) = (b, a)
2° (a+b,c) = (a,c) + (b, c)
3° ha A € R, (Aa,b) = (a, A\b) = X (a,b)
1° {a,a) = [la]* > 0
5° |{a,b)| < |la|| - ||b]| (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)

Az a és b vektor ortogondlis (merdleges), ha (a,b) = 0.
Megismerkedtiink a métrixokkal is. Ha A egy m sorbdl és n oszlopbdl 4llé méatrix,
akkor A € R™*" amelynek i-edik soranak j-edik eleme a;;.
Legyen A, B € R™*™ ¢s A € R. Ekkor C := A+ B € R™*" ahol Cij = a;j + byj, és
D := XA € R™*" ahol d;; = Aaj.
Ha A € R™*" és B € R"*P, akkor az S := A- B € R™*P ahol s;; = > }'_; airb;-
Allapodjunk meg abban, hogy az R™ vektorteret azonositjuk az R"*! oszlopméatrixok
terével, aminek legyen az a kovetkezménye, hogy az © € R", = = (x1,29,...,2p)
vektort azonositjuk az

z1

Z2

r = c R™!
Tn

oszlopmaétrixszal. (Jelolésben sem tesziink kiilonbséget kozottiik, s6t vektort mon-
dunk, de oszlopmaétrixot irunk.) Példaul, ha a,b € R", akkor skalaris szorzatuk
felfoghat6 a kovetkezs alakanak is:

by

by
(a,b) = a1by + agba + ... + apby, = [a1 as ... ay) s

by,

azaz egy R ™-beli sormatrix és egy R™*!-beli oszlopmétrix szorzataként.
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11.1.2. Tobbvaltozés fiiggvények

Legyen f : R™ >— R¥ n véltozos, k dimenzios vektor értéki fiiggvény. Ha x € D(f)
és © = (21,29,...,T,) vektor, akkor f(x) € RF, és f(x) = (fi(x), f2(z), ..., fe(z)),
ahol f; : R” — R az i-edik koordinata-fiiggvény (i = 1,2,...,k). Az ilyen f fiigg-
vényt

f1
f2
f=1"
Tk
alakban is megadhatjuk.
Példaul legyen
sin(z1x2)
fiR? =R, fay,ag) = | @1+
Z2

Itt f1 : R?2 — R, fi(x1,22) := sin(z122) az elsé koordinata-fiiggvény, fo : R? —
R, fo(w1,22) := 21 + 22 és f3 : R2 — R, f3(w1,22) = 72 a mésodik illetve a
harmadik koordinéita-figgvény.

Nézziink néhany specialis esetet.

1°n=1, k=1, f: R — R az eddig targyalt valos-valos fliggvény.

2°n>1, k=1, f:R" — R n valtozos, valos vagy skalar értékd fiiggvény.
Szemléltetése n = 2 esetén. Az (z1,x2) € D(f) pontba allitott merélegesre fel-
mérjiik az f(z1,2z2) € R szamot. Az igy kapott pontok egy feliiletet alkotnak
(11.1. abra). Masfajta szemléltetés n = 2 esetén. Legyen ¢ € R és

N.:={(x1,22) € D(f) | f(z1,22) = c}.

Az N, az f fiiggvény c-hez tartozé szintvonala. Néhany ¢; < ca < ... < ¢4
szdmhoz tartozo szintvonal abrazolésa tartalmas képet ad az f fiiggvényrsl. A
térképészetben szintvonalas térképnek nevezik ezt (11.2. abra).

3°n:=1, k>1, r: R— R valos valtozos, k dimenzios vektor értéki fiigg-
vény.

Szemléltetése k = 3 esetén. Legyen D(r) := [a,[]. At € [a, ] paramé-
terértékhez hozzarendeljiik az R3 egy r(t) := (x(t),y(t), 2(t)) koordinatakkal
megadott pontjat. Az igy kapott pontok egy térgdrbét alkotnak (11.3. abra).
(A térgorbe az r fliggvény értékkészlete!)

Peéldaul
2cost
r:[0,6m] — R3, r(t) := | 2sint
0.5t
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f(xl,xz)

()

11.1. abra.

50

11.2. abra.
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r(t)

11.3. 4bra.

egy harommenetes csavarvonal lesz, amely 37 magassagig jut és egy 2 sugari
hengerre tekeredik fel (11.4. abra).

4°n > 1, k> 1, f:R" — RF vektorvaltozos vektorértéki (r6viden vektor-
vektor) fliggvény.

Amikor a légtér minden pontjahoz hozzarendeljiik a pontbeli szélsebességet
(vektort!), akkor egy

v:R3— R3

sebességfiiggvényrsl (néha sebességtérnek is nevezik) beszélink. Amikor egy
tomeg (példaul egy csillag) gravitacios terérél beszéliink, akkor az R3 minden
pontjahoz hozzarendeljiik az abban a pontban érvényes gravitacios erét (vek-
tort), igy egy g : R® — R3 fiiggvény irja le a tomeg (csillag) gravitacios terét.

11.1.3. Hatarérték és folytonossag

Nézziik, hogy milyen tulajdonsagok altaldnosithatok ilyen fiiggvényekre.
Legyen a := (a1,az2,...,am,) : N — R™ vektorsorozat. Az (a,) vektorsorozat
konvergens, ha valamilyen ponthoz tetsz6legesen kozel keriil, pontosabban

11.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (a,) vektorsorozat konvergens, ha van
olyan A € R™, A = (A1, Aq,...,Ay) vektor, hogy barmely € > 0 hibakorldthoz
van olyan N kiiszobindex, hogy minden n > N esetén

llan, — Al < e.
Ekkor is lim a,, = A vagy a,, — A lesz ennek a jele. Kénnyen lathato, hogy
€

N

llan, — Al < € & Jain — Ail < i=1,2,...,m,
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11.4. abra.

ezért egy vektorsorozat konvergens akkor és csak akkor, ha mindegyik koordinéata-
sorozat (szdmsorozat) konvergens. Példaul az ((2, —47)) vektorsorozat konvergens,
mert 1 — 0, a1 — L 1y lim(2, 1) =(0,1). Az ((,(=1)")) vektorsorozat nem
konvergens (divergens), mert ((—1)") nem konvergens.

Legyen f : R — RF ¢s a € D(f). Az f fiiggvényt folytonosnak nevezziik az
a pontban, ha a-hoz kozeli pontokban a fliggvényértékek kozel vannak f(a)-hoz,

pontosabban

11.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos az a pontban, ha minden € > 0
hibakorldthoz van olyan 6 > 0 ingadozdsi lehetdség, hogy minden x € D(f), |[z—al <
§ esetén || f(x) — f(a)| < e.

Ezt is f € Cla] jelolje.
Konnyen lathato, hogy f = (f1, fa,-- ., fr) esetén
If(z) = fa)l <& = [fi(x) - fila)| <

€
va
igy f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden koordinata-fiiggvénye folytonos az
a-ban. Ervényes most is az

i=1,2,... .k,

11.1. Tétel. (dtviteli elv)
f:R"—RF ac D(f).
f € Cla] <= minden(zy,) C D(f), x, — a sorozatra f(z,) — f(a).
Példaul
12
fiR? =R, f(ar,ap) = | af
Z2
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folytonos az a := (1, 3) pontban, mert tetszdleges (z1p,x2,) — (1,3) sorozatra xi,, -
T — 1:3, (210)? — 12 és 29, — 3, ezért f(x1n, 22n) — f(1,3). Tehat f € C[(1, 3)].
Néha sziikség lehet matrixértéki fiiggvényekre is. Ha f : R™ »— R**P akkor fij -
R™ — R az (i,j)-edik komponense. Az f legyen akkor folytonos az a € D(f)
pontban, ha minden f;; komponense folytonos az a-ban. (Elég, ha meggondoljuk,
hogy R**P azonosithaté az RFP vektortérrel.)

Matrixértéki fliggvény az

1
. RQ R2X2 = xT1T2 € .
f — ) f(xlva) [ 0 $1%*$2

Az f folytonos is minden (a1, as) € R? pontban.
Legyen a € R™ és r > 0. Az a pont r sugari kérnyezete legyen

Ky(a) ={z e R" | ||z —a] <r}.

Legyen H C R™ és a € R". Az a pont torlodasi pontja a H halmaznak, ha barmely
K (a) kornyezetben végtelen sok H-beli pont van. Ezt a € H jeldlje.
Legyen f: R" — R¥ és a € (D(f)).

11.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fligguénynek van hatarértéke az a pont-
ban, ha van olyan A € R¥, hogy bdrmely € > 0 hibakorldthoz van olyan 6 > 0, hogy
minden x € D(f), ||z —al| <, x # a esetén

[f(z) = Al <e.

Ezt lim, f = A vagy lim,_,, f(z) = A vagy ha z — a, akkor f(z) — A jeldlje.
Konnyen lathato, hogy az f : R® — RF fiiggvénynek az a € (D(f)) pontban pon-
tosan akkor van hatarértéke, ha minden f; : R” — R koordinéta-fliggvényének van
hatarértéke az a-ban.

Most is érvényes az

11.2. Tétel. (dtviteli elv)
lim, f = A <= minden (z,) C D(f), xn — a, x, # a esetén f(x,) — A.

11.2. Feladatok

1. Igazoljuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenséget: minden a,b €
R™ a = (a1,a2,...,a,) és b= (by,ba,...,by,) vektorra

[{a; b) < [lall - [|b]],

vagy

la1b1 + agba + ... + apby| < \/a%—l—a%—l—...—i—a%-\/b%+b%+...+b%.
Megoldas:
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1° Ha b = (0,0,...,0) vektor, akkor nyilvan igaz.
29 Ha b # 0, akkor barmely A € R esetén

0 < {a+Ab,a+ \b) = (a,a) + 2{a,b)\ + (b, D)N* =
= [ID[I*A* + 2{a, B)A + [|a]|*.

A [|b|| # 0 miatt ez egy olyan masodfoku polinom, amely minden A € R
esetén nemnegativ értéki. Ezért a diszkriminansa D < 0. Igy

4(a,b)* — 4[|p[*||la]* < 0
(a,0)* < |lal?[lo)®
[(a, )| < [|a]l - [|o]]-
Gondoljuk végig, hogy az f : R? — R, f(x1,22) := 2% + 23 szemléltetése egy

forgasfeliilet. Hogyan nézhet kia g : R? — R, g(x1,22) := 22 +23—211 +4wo+1
feliilet?

Legyen F : R*\ {0} — R?, F(r) := — i, ahol 7 = (21,22, 23), M > 0. Adjuk
meg az F' =: (P, Q, R) koordinata-fiiggvényeit!
. Legyen
Ty
g:R* =R, g(z,y):=|z+y |,
r—y

R =R, flu,v,w):=u*v+w’
Irja fel az f o g fiiggvényt!

Legyen

. hax?+y>#0
R2 R = Py
f — R, f(xay> { 07 ha x2+y2:0

Van-e hatarértéke a (0,0) € R? pontban az f fiiggvénynek?
Megoldds: Legyen el6szor (zy,ypn) = (%,0) (n € N). (zp,yn) — (0,0), de
(fEnayn) # (070)'

1.0

T, == =0-—0.
f(nyn) #4_0

Ha viszont (2,,,yn) == (£,1) (n € N), akkor ugyan (25, yn) — (0,0); (25, yn) #
(0,0), de

f@n,yn) = 4" =
ny In #—"_#

Mivel két megfelels, (0,0)-hoz tartd sorozaton kiilonbozs a fliggvényértékek
sorozatanak hatéarértéke, ezért a fiiggvénynek nincs hatarértéke (0,0)-ban.

1.1

N |

—

| =
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6. Legyen
z?y? ha 22 + 2 % 0
‘R? S R, z,y) =<4 @?+y?’ azty #

Mutassa meg, hogy f € C[(0,0)].

11.3. Tobbvaltozos fiiggvények

11.3.1. Metrikus tér
Legyen M # () és p: M x M — R olyan fliggvény, amelyre
19 p(z,y) 20, és p(z,y) =0z =y
2% p(z,y) = p(y, x)
3% p(x,y) < p(x, z) + p(z,y) (haromszog-egyenlStlenség)
Az ilyen tulajdonsagu p fuggvényt M-beli metrikanak nevezziik, és az (M, p) legyen
a metrikus tér.
Példak
1. (R, |z — y|) metrikus tér.
2. M # () tetszbleges halmaz és

lL,hax #y

d: M x M — R, d(x,y)::{ 0.haz =y

(M, d) egy diszkrét metrikus tér.

3. a) (R?%, pe), ahol ha © = (z1,32), y = (y1,¥y2), akkor

pe(z,y) ==/ (x1 —y1)2 + (2 —y2)2 = ||z — y|| (euklideszi metrika)

b) (R?, pn), ahol

pm(x,y) = |x1 — y1| + |v2 — y2| (Minkowski — metrika)
c) (R?, p.), ahol

pe(x,y) := max{|z1 — y1|, |v2a —y2|} (Csebisev — metrika)
d) (R?, p,), ahol p > 1 és

pp(,9) = (Jo1 = " + oz — gl

Lathato, hogy p2 = pe; p1 = pm, és belathatd, hogy

Poo = Pe-
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4. 2) (Cla,bl, pe), ahol pe(f, g) := max{|f(z) — g(x)| | = & a, ]}
b) (C[CL, b]vpi)v ahol pi(f7g) = fa ‘f - g|

Szamos tovabbi példa létezik metrikus térre.
Legyen (M, p) metrikus tér, és (x,) : N — M egy M-beli sorozat.

11.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (z,) konvergens, ha Ja € M, hogy Ve > 0
AN € NVn > N esetén p(xn,a) < €.

Jele: limx, = a vagy x, — a.

Koénnyen lathato, hogy az (R, |z — y|) metrikus térben a valos konvergens sorozatok
lesznek konvergensek.

Az (M, d) diszkrét metrikus térben csak az olyan (x,,) sorozat lesz konvergens, amely-
hez AN, hogy Vi > N esetén x; = z .

A 3/a), b), c), d) metrikus terekben pontosan azok a konvergens (x,) C R? soroza-
tok, melyeknek az (x1,) C R és (z2,) C R koordinata-sorozatai konvergensek.

A (Cla,b], pc) metrikus térben ha (f,) C Cla,b] egy konvergens sorozat, akkor
f € Cla,b] Ye >0 3IN Vn > N

pe(fn, f) = max{|fn(z) = f(2)] | 2 € [a,b]} <&,

ami ekvivalens azzal, hogy Vz € [a,b] esetén |f,(z) — f(z)| < e. Lathatjuk, hogy ez
éppen az (f,) egyenletes konvergenciajit jelenti, és f, (a5 f-

11.5. Definicié. Legyen (M, p) metrikus tér, és (x,) C M egy M-beli sorozat. Azt
mondjuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 AN, hogy Vn,m > N esetén

p(Tn, ) < €.

11.3. Tétel. Ha (z,,) C M konvergens, akkor (z,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitas. Bizonyitésa sz6 szerint megegyezik a valds sorozatok Cauchy konver-
genciakritériuma bizonyitaséanak elss részével (természetesen |x — y| helyett p(x,y)
értendd. . . ).

Megforditva altalaban nem igaz az allitas. Példaul a (Q, |x — y|) metrikus térben
az ((2H)") C Q egy Cauchy-sorozat, viszont az e € R\ Q irracionélis szimhoz keriil
tetsz6legesen kozel a sorozat, ezért nincs Q-beli hatarértéke, igy nem konvergens.

11.6. Definicio. Az (M, p) metrikus teret teljes metrikus térnek nevezzik, ha
V(zn) C M Cauchy-sorozat konvergens.

Az (R, |z — y|), az (R?, pp) minden p > 1 esetén teljes. A (Cfa,b], max|f — g|) is
teljes, de (C|a, b], ff |f — g|) méar nem.
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11.3.2. Nyilt és zart halmazok; kompakt halmaz
Legyen (M, p) metrikus tér, a € M és r > 0.
11.7. Definicié. Az a pont r sugari kdérnyezete a
K (a):={x € M| p(z,a) <r}.
A K (a) halmaz az a pont egy kornyezete, ha Ir > 0, hogy
K(a) D K,(a).
Legyen H C M ésa € H.

11.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja H-nak, ha 3K (a), amelyre
K(a) C H.

11.9. Definicié. Legyen G C M. A G halmazt nyilt halmaznak nevezzik, ha
minden pontja belsd pont.

11.10. Definicié. Legyen F C M. Az F halmazt zart halmaznak nevezzik, ha a
komplementere F := M \ F nyilt halmaz.

11.4. Tétel.
1° M és () nyilt halmaz.

2° Ha G (v € ') nyit halmazok (G C M, v € T'), akkor UyerG~ is nyilt
halmaz.

3° Ha G1,Ga,...,G, véges sok nyilt halmaz (G; C M, i = 1,...,n), akkor
N, G; is nyilt halmaz.

Bizonyitas.
1° Nyilvanvaléan igaz.

2° Legyen a € UycrG, tetszleges. Ekkor 3y € I', a € G5. Mivel G4 nyilt,
ezért 3K (a) C G4, de ekkor K(a) C G5 C UyerG, miatt K(a) C UyerG,.
Tehat a bels6 pontja a halmazok egyesitésének.

3° Legyen a € NI, G; tetszéleges. Ekkor Vi =1,2,...,n esetén a € G;. Mivel
G; nyilt, ezért 3K, (a) C Gi, i=1,2,...,n.

Legyen r := min{ry,ro,...,m}, nyilvan » > 0. K, (a) C G;, i = 1,2,...,n,
igy Ky(a) C NI, G, tehat a bels6 pontja a halmazok metszetének.

11.5. Tétel.



172 11. FEJEZET. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

1° M és () zdrt halmaz.

2° Ha F, (v € I') zdrt halmazok (F,, C M, ~v € I'), akkor NyerF, is zdrt
halmaz.

3° Ha Fy,F,, ..., F, véges sok zirt halmaz (F; C M, i = 1,...,n), akkor
Ui F; is zdrt halmaz.

Bizonyitas.
1° M komplementere (), ami nyilt. () komplementere M, ami nyilt.

2° A De Morgan-azonossag szerint N,erfF, = Uwepﬁ. Minden E nyilt, az
egyesitésiik is nyilt, igy N,erFy zart.

3° UL F; = ﬂ?zlﬁ-. F; nyilt, i = 1,2,...,n, és véges sok nyilt metszete is
nyilt, igy U, F; zart.

Legyen K C M.

11.11. Definicié. A K halmazt kompaktnak nevezzik, ha birmilyen G (v €
I') nyilt halmazok esetén, amelyre K C UyerGy [Gy (v € T') a K halmaz ,nyilt
feddrendszere™|, van olyan v1,72,...,7n € I', hogy K C U G, [van ,véges fedd-
rendszere” is a K halmaznak].

Az (R, |x — y|) metrikus térben az [a, b] zart intervallum, vagy az [a1, b1], [az, ba],. ..,
[ak, bg] zart intervallumok egyesitése kompakt. (Analizis konyvekben Borel-tétel né-
ven megtalalhato, hogy barmely I, C R (y € I') nyilt intervallumrendszerbdl, amely-
re [a,b] C Uyerl,, kivalaszthato véges sok: I, I,,...I,,, amelyre [a,b] C U 1,,.)
A kompakt halmaz a véges sok pontbol all6 halmaz altalanositasa.

R™ben egy H C R™ halmaz korlatos, ha 3R > 0, hogy Va € H esetén ||z| < R.
Igazolhato, hogy a p(z,y) := ||z — y|| metrikaval ellatott R"-ben K C R™ kompakt
pontosan akkor, ha K korlatos és zért.

11.3.3. Folytonos fiiggvények
Legyen (Mz, p1) és (Mas, p2) metrikus tér, és legyen f : My — M.

11.12. Definici6. Az f figguény az a € D(f) pontban folytonos, ha Ve > 0 30 > 0
Vx € D(f), amelyre pi(x,a) < 0, teljesil, hogy p2(f(z), f(a)) < e. Jele: f € Clal.

Legyen A C D(f) C M.

11.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos az A halmazon, ha Va € A
esetén f € Cla]. Jele: f € C(A). Hao A= D(f), akkor f € C.
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11.6. Tétel. Legyen (Mji, p1), (Ma, p2) metrikus tér, f : My — My. f € C < VG C
My nyilt halmaz esetén az f~1(G) dskép is nyilt.

Bizonyitas.

(=) Legyen G C Mj nyilt és a € f~1(G) tetszSleges. (Ha f~1(G) iires halmaz, akkor
nyilt.) Ekkor f(a) € G, és mivel G nyilt, ezért 3K (f(a)) C My kornyezet, amelyre
K(f(a)) C G. Mivel f € Clal, ezért ehhez a K(f(a)) kornyezethez is 3K (a) C M,
kérnyezete az a-nak, hogy Vo € K(a) esetén f(x) € K(f(a)), azaz f(K(a)) C

K(f(a)). Igy f(K(a)) C G is. Ebbsl
K(a) C [THf(K(a)) C [THG),

tehat a belsé pontja f~1(G) Gsképnek, ezért f~1(G) nyilt.

(<) Legyen a € M; tetsz8leges. Belatjuk, hogy f € C|al. Legyen K(f(a)) C Ma tet-
szbleges. Ez a kornyezet egy nyilt halmaz, ezért az 6skép f~ ( ( (a))) C M nyilt.
Nyilvan a € f~1(K(f(a))), ezért 3K (a), amelyre K(a) C f~1(K(f(a))). Ekkor
Vo € K(a) esetén f(x) € K(f(a)), ami éppen azt jelenti, hogy f € Clal.

A folytonos fliggvényeket és kompakt halmazokat kapcsolja 0ssze a

11.7. Tétel. (Weierstrass-tétel)
Legyen f : My — My folytonos fiigguény és K C My kompakt halmaz. Ekkor f(K) C
My is kompakt.

Bizonyitas. Legyen G, (y € I') az f(K) egy tetszsleges, nyilt halmazokbol allo
fedérendszere, f(K) C UyerG,. Mivel K C f7Yf(K)), ezért K C f~H(UyerGy) =
UyerfHG,). Az f € C,igy f~1(G,) C My nyilt (y € T'). Tehat f~1(G,) (y € T)
a K nyilt fedérendszere. Mivel K kompakt, ezért 3vi,v92,...,v, € I', hogy K C
U, f1(G,,). Ekkor viszont

f(K) C f(U?:1f71(Gw)) = U?:1f(f71(G%-)) C UL Gy

Megtalaltuk a G, (y € I') fed6rendszernek azt a véges részhalmazat, amely az f(K)
véges feddrendszere, tehat f(K) kompakt.

Ennek a tételnek a kovetkezménye, hogy ha (M, p) metrikus tér és f: M — R
folytonos, akkor minden K C M kompakt esetén az f, fiiggvénynek van maximuma
és minimuma.

11.3.4. Fixponttétel

Legyen A # () halmaz és f : A — A fiiggvény. Az olyan a € A pontot, amelyre
f(a) = a, az f fiiggvény fixpontjanak nevezziik. Legyen (M, p) metrikus tér és
f+ M — M leképezés.
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11.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy f kontrakcid (0sszehizd leképezés), ha Iq €
[0,1), hogy Y,y € M esetén p(f(z), f(y)) < ap(z,y).

Koénnyen lathato, hogy ha f : M — M kontrakcié, akkor folytonos. Ugyanis
legyen a € M és € > 0 tetszbleges, valamint legyen 6 = /¢ > 0. Ekkor minden

x € Ks(a) esetén p(f(z), £(a)) < qp(a,a) < qs/q = <.

11.8. Tétel. (Banach—Cacciopoli—Tyihonov fixponttétel)

Legyen (M, p) teljes metrikus tér. Legyen f : M — M kontrakcio. Ekkor egyértel-
mden létezik olyan x* € M, amelyre f(x*) = x*, azaz pontosan egy fizrpontja van az
f leképezésnek.

Bizonyitas. Legyen xg € M tetszdleges. Tekintsiik az x1 := f(x¢), z2 := f(x1),...,
ZTnt1 := f(xn),... sorozatot. Megmutatjuk, hogy (x,) C M Cauchy-sorozat.

1° Vn € N esetén

P(Tn+1, ) = p(f(zn), f(Tn-1)) < qp(Tn, Tn-1) = qp(f(Tn-1), f(Tn-2)) <
< @p(Tn—1,7n—2) < ... < ¢"p(x1, 20).

2° Legyen Vn,m € N, n > m. Ekkor a haromszog-egyenlStlenség ismételt
alkalmazasaval, illetve az 1° részben igazoltak szerint

(X, Tm) < p(@n, Tn-1) + p(Xn—1,Tn—2) + ... + p(Tm+1, Tm) <
< q" p(z1,x0) + 4" Pp(x1, x0) + - 4 ¢"p(w1,20) =

= q¢"p(xr, 2L+ g+ ¢+ ...+ ¢ < q"p(x1,m0) -

3° A ¢ €1]0,1) miatt ¢™ — 0, ezért Ve > 0 IN Vn > N esetén

<e.

1
"ol 0) -

Legyen n,m > N, n > m tetszéleges. Ekkor

1
1—

P(xmxm) < qmp(xlal'O) q <g,

tehat (x,) Cauchy-sorozat. Az (M, p) teljessége miatt (z,,) konvergens. Legyen
z* := lim z,,. Megmutatjuk, hogy z* € M a leképezés fixpontja. A folytonos
fliggvényekre vonatkozo atviteli elv szerint

¥ =limz, =lim f(z,—1) = f(limz,_1) = f(z¥).
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Az x* egyértelmiiségéhez tegyiik fel, hogy y € M is olyan, hogy f(y) = y.
Ekkor
pz,y) = p(f(z"), F(y)) < ap(z”,y),
amibdl
0<pa”y) (¢—1)

kovetkezik. A p(z*,y) > 0, ¢ — 1 < 0, ezért szorzatuk csak ugy lehet nemne-
gativ, ha p(z*,y) = 0, amelynek a metrika 1° tulajdonsaga szerint z* = y a
kovetkezménye. Tehat egyetlen fixpont van csak.
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12.

fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvény
differencialhatosaga

Megismerkediink a parcialis derivalttal, a fiiggvény differencialhatoségéval, az irany-
menti derivalttal. SzélsGérték-szamitas eszkoze is lesz a derivalt. Az aldbbi témako-

roket targyaljuk.

Parcialis derivalt

Toébbvaltozos fliggvény derivaltja, derivalt matrix
Parcialis derivaltak és a derivalt matrix kapcsolata
Feliilet érintésikja

Térgorbe érintGje

Szélssérték fogalma és szitkséges feltétele

Young tétele

Mésodik derivalt, Taylor-formula

SzélsGérték elégséges feltétele

12.1. Tobbvaltozos derivalas

12.1.1. Parcialis derivalt

Legyen f : R? >— R fiiggvény. Tekintsiik az értelmezési tartomany egy a = (z,y) €
intD(f) bels6 pontjat. Fektessiink az a ponton at az x tengellyel parhuzamos egye-
nest, ennek egy pontja

(x+ty), teR

177
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12.1. abra.

lesz, majd vegyiik a fliggvény értékeit ezekben a pontokban: f(z + ¢,y). Ekkor egy
¢ R D= R, ¢(t) := f(x +t,y) valos-valos fiiggvényt értelmeztiink, a képe egy, a
feliileten futo gorbe (12.1. &bra).

12.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f figgvény az (x,y) pontban az elsé valtozo
szerint parcialisan differencialhato, ha ¢ differencidlhatd a t = 0 pontban.
Ha ¢ € DI0], akkor az f elsd vdltozd szerinti parcialis derivaltja az (z,y) pontban
legyen a ¢'(0), azaz

01 f(z,y) == #(0).

Emlékezve a valds-valds fligguény differencidlhatosdgdra

f($+t,y)*f($,y)
t

0 T = lim
1f( 7y) tl 0
lesz ez a par cialis derwvalt.

Lathato, hogy az els§ valtozd szerinti parcidlis derivalhatosag csak a feliileti gor-
be simasagat jelenti a t = 0 pontban, és a J; f(z,y) ennek a feliileti gérbének a
meredekségét adja. Az is leolvashato, hogy

f(x—f—t,y)—f(l‘

t 7y) %alf(xay% hat%o?

ami ugy is olvashato, hogy csupén az els§ tengely irdnyaba kimozdulva az (z,y)
pontbol
fle+ty)~ flz,y)+01f(x,y) - t, hat~0.

Az el6z6eknek megfelelGen, ha az (z,y) ponton at az y tengellyel parhuzamos egye-
nest vesziink fel, akkor is kapunk egy ¢ : R >— R, (t) := f(x,y+1) feliileti gorbét.
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Ha ¢ € DJ[0], akkor az f a masodik valtozoja szerint parcialisan differencialhaté az
(x,y) pontban, és

O (w,y) :='(0) = lim flz,y+ ti — f(z,y)

lesz az f mésodik valtozo szerinti parcialis derivaltja az (z,y) pontban. Az el6zdek-
hez hasonl6 a 0y f(z,y) jelentése is.

Gyakran hasznaljak még 0 f(z,y) helyett a %(a:, Y), fi(z,y) és a Dy f(x,y) jelole-
seket is. Ennek megfeleldek a 0o f(x,y) helyett hasznalt jelolések is.

Megfigyelhetd, hogy az f elsé valtozo szerinti parcialis derivalhatosaganal a masodik
koordinata, az y nem valtozik, alland6é marad. Ez indokolja, hogy ha egy tetszéleges
(x,y) pontban akarjuk példaul az

fla,y) =2y’ +20+y ((z,y) €R?)
fiiggvény elss valtozo szerinti parciélis derivaltjat kiszamitani az (z,y) pontban, ak-
kor a derivéilas soran az y konstansnak szamit, tehat

O1f(z,y) = 22y> +240 ((z,y) €R?).

Ugyanigy a masodik valtoz6 szerinti parcidlis derivalas soran = szamit konstansnak,
tehat
Oaf(z,y) = 2*3y° +1 ((z,y) € R?).

Sajnos az f akar mindkét valtozd szerinti parcialis differencialhatosagabol még a
fliggvény folytonossaga sem kovetkezik az adott pontban. Példaul az

2 1, haxy=0

fiiggvényre 01 f(0,0) =0 és 92£(0,0) =0, de f ¢ C[(0,0)].

12.1.2. Derivaltmatrix

Most foglalkozzunk a differencidlhatosag fogalmanak olyan kialakitasaval, amely va-
lodi altalanositasa a valos-valos fliggvény differencialhatosaganak.
Legyen f:R%2 >— R, (z,y) € intD(f).

12.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az (z,y) pontban, ha van
olyan Ay, Ay € R és olyan o : R? — R fiigguény, hogy minden olyan h = (hy, ha) €
R? vektorra, amelyre (x + h1,y + ha) € D(f), teljesiil, hogy

f(x+hi,y+ha) — f(z,y) = Arhy + Asha + a(hy, ha)

és (h)
o
lim ——~ =
h—0 ||hl]
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A limy, g % = 0 az a(h) maradéktag ,kicsiségére” utal. Nyilvan limy,_oa(h) = 0 is
igaz, de ha a(h) értékeit elosztjuk a ||h|| = 0 kicsi szammal, akkor ezzel ,felnagyitjuk”
az a(h) értékeit, igy ha még ez a hanyados is 0-hoz tart, akkor a(h) igazan ,kicsi”.
Amikor a h := (hi,0) alaku, akkor atrendezés és hatarértékképzés utan

o f@ ) — fay) (A1 L0y,
h—0 h1 h1—0

amely azt jelenti, hogy ha f differencialhatoé az (x, y) pontban, akkor A; csak 0; f(x,y)
lehet.

A h:= (0, hy) alaka vektorokra pedig az adodna, hogy Ay csak d2f(x,y) lehet.

Igy ha f differencialhaté az (z,y) pontban, akkor a fiiggvény f(x+hi, y+he)—f(z,y)
megvaltozasa jol kozelithets a

O f(x,y)h1 + 02 f (x,y)ho

Jineéris fiiggvénnyel”, s6t az elkovetett hiba, az «(hi, he) elhanyagolhatoan kicsi:
még a felnagyitott % hanyados is 0-hoz kozeli, ha ||h|| kicsi.

Métrixokat hasznalva az f differencialhatosaga azt jelenti, hogy van olyan a : R? —
R fiiggvény, hogy

ot by + ) = f(o9) = Bufe) 0af ] | 1) ]+l o

és

h)
lim —= = 0.
h—0 ‘h‘

|
Az f fiiggvény differencialhatosagat az (z,y) € intD(f) pontban jeldlje f € D[(x,y)],
és az f derivaltja ebben a pontban

f(w,y) = [01f(x,y) Oaf(z,y)] € RV
Ha f € D[(z,y)], akkor f € C[(z,y)] is, mert

Im f(z+hi,y+he)—f(z,y) = lim 01f(z,y)h+02f(2,y)hs+a(hi, he) =0
hi,he—0 h1,ha—0

A matematika alkalmazasai soran gyakran hasznaljak a hy =: Az, ho =: Ay jelolést;
a fliggvény megvaltozasat

Af = f(l‘—i-hl,y—i-hg)—f(fﬂ,y)

jeloli. Ekkor a
O nwt 2L A

A
U 8x oy
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arra utal, hogy a fliggvény Af megvaltozasat jol kozeliti a parcialis derivaltakkal
készitett linearis fiiggvény. Ennek még van egy alig magyarizhato, ,végtelen kicsi
mennyiségeket” hasznald valtozata is:
of of
df = ——do + ——dy.
/ Ox y 4
A df az ,f figgvény differenciilja” nevet viseli.
A kétvaltozos fiiggvényre kialakitott fogalmakat minden nehézség nélkiil altaléa-
nosithatjuk a sokvaltozos fiiggvényekre is.
Legyen f:R" OD— R, = = (z1,22,...,Ti,...,Ty) € intD(f).

9 f(x) = lim flxi, o, . i+t xn) — f(@1, @2, Xy oo, T)
t—0 t

az f i-edik valtozo6 szerinti parciélis derivaltja.
Az f: R"™ O>— R fiiggvényt az = € intD(f) pontban differencialhatonak nevezziik,
ha létezik olyan

A:=[A1 Ay ... A,] € R " és létezik olyan o : R >— R

fiiggvény, hogy minden h € R"™ vektorra

f(x+h)— f(x) = Ah + a(h), ahol }llii%% = 0.

Itt is igaz, hogy A; = 0;f(x), i =1,2,...,n. Ha f € D[z], akkor
fl(x) = [01f(x) Dof(x) ... Onf(x)].

Végiil legyen f : R® >— RF, z € intD(f). Az f fiiggvény differencialhato az
pontban, ha létezik olyan A € R**" és van olyan a : R® >— R* fiiggvény, hogy
minden h € R" esetén

f(x+h)— f(x) = Ah + a(h), ahol IEL%T\(T}L\) =

Most A;; = 0 fi(x), és igy

Orfi(z) Oafi(z) ... Onfi(x)
Or1f2(z) Oafa(z) ... Onfo(w)

fl(x) = :
Orfr(z) Oafk(x) ... Onfr(z)

az f derivéltja az x pontban, ezt Jacobi-méatrixnak is nevezik.
Példaul
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1. f(z,y,z) = zyz esetén f'(x,y,2) = [yz xz zy]

cost —sint
2. r(t):= | sint | esetén r'(t) := | cost
t 1
P(z,y,z) 0.P 0,P 0,P
3. F(z,y,2) = | Q(z,y,2) | esetén F'(x,y,2z) = | 0;Q 0,Q 0.Q
R(x,y, z) 0.R OyR O0.R

12.1.3. Erints
Feliilet érintésikja

Legyen f : R%2 5= R, (g, y0) € intD(f), és tegyiik fel, hogy f € D[(z0,v0)]. Ez azt
jelenti, hogy

f(@,y) = f(@o,y0) = O1f (0, y0)(x — x0) + O2.f (0, y0) (¥ — Yo),
ha (x,y) = (zo,y0), és ez a kozelités ,elég jo”. Legyen zg := f(xo,yo), akkor a
z := 01f (w0, y0)(z — @o) + 92/ (0, Y0) (¥ — o) + 20
esetén f(x,y) =~ z, ha (z,y) = (xo,y0). Vegyiik észre, hogy ha
n = (01 f(xo,y0), 92f (0, y0), —1),
ro == (%o, Yo, 20),
ri=(z,y,2),

akkor az (n,r — rg) = 0 egyenletd sikrol lattuk be, hogy ,elég jol” kozeliti az f
fliggvénnyel leirt feliiletet.

Az (n,r —r9) = 0 egyenletd sikot az f feliilet (xo,yo, f(z0,y0)) ponthoz tartozo
érintGsikjanak nevezziik.

Térgorbe érintdje

Legyen 7 : R >— R3, tq € intD(r), és tegyiik fel, hogy r € Dlto).

Ha
(t)
r(t) =1 y@) |,
z(t)
akkor

r(t) —r(to) = | y(t) —yto) | =7(to) - (t—to) = | y(to) | (t—to),
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és ez a kozelités ,elég j6”. Ez azt jelenti, hogy a

& (to) z(to)
v:= | y(to) | irdanyvektoru ésry:= | y(tp) | ponton atmend
Z(to) z(to)
x
egyenes r := | y | futépontjara
z

Tr = x(to) + .f(to) . (t — to)
y = y(to) +9y(to) - (t —to)
z = z(to) + £(to) - (t — to)
és ez az egyenes kozel halad a gorbéhez, azaz r(t) ~ r, ha t ~ ty.
Az r =ry+ v(t — to) egyenest az r térgorbe ¢y paraméterértékhez tartozo érintd-

egyenesének nevezziik, amelynek iranyvektora az 7(ty) érintévektor.
(Hagyomanyosan térgorbék esetén a derivaltat nem vesszs, hanem pont jeloli.)

12.1.4. SzélsGérték
Legyen f:R? 5= R, a = (a1, a2) € D(f).

12.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek lokalis minimuma van az
a pontban, ha van olyan K(a) kérnyezete az a pontnak, hogy minden x = (x1,x3) €
K(a) N D(f) esetén

f(@1,22) > f(a1,a2) vagy f(z) > f(a).
Hasonlo o lokalis maximum fogalma is.

12.1. Tétel. (Lokdlis szélsdérték sziikséges feltétele)
Legyen f : R? — R, a = (a1,a2) € intD(f) és f € Dla]. Ha f-nek a-ban lokdlis
szélséértéke (vagy minimuma vagy mazimuma) van, akkor f'(a) = 0.

[f'(a) =0 <= 01 f(a1,a2) =0 és 02 f(a1,a2) =0.]

Bizonyitasként elég arra gondolni, hogy ha f-nek az (a1, a2) pontban lokalis mini-
muma van, akkor a

6iR>R, o(t) = f(t,a2)
fliggvénynek a t = a; pontban lesz lokalis minimuma.
Mivel f € D[(a1,a2)], ezért ¢ € Dlay], ezért ¢'(a1) = 0, ami éppen azt jelenti, hogy
o1 f(a1,az) = 0.

Ugyanez elmondhaté a

P:RO= R, (t) = f(a1,1)
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fiiggvenyrdl is. Igy ¢/(az) = 0, ami ds f(ay, az) = 0.

Ezzel a modszerrel kereshetjiik meg egy differencialhato fliggvény lehetséges szélss-
értékhelyeit.

Eredményeinket szinte valtoztatas nélkil vihetjiik at f : R™ D>— R fliggvényre is.

12.2. Tétel. Legyen f : R D> R, a € intD(f) és f € Dla]. Ha f-nek a-ban
lokdlis szélsGértéke van, akkor f'(a) = 0.

[f,(a’) =0 alf(a) = 07 a?f(a) = 07 s 7anf(a) = 0]

Ha f : R" >— R és f € Dla], akkor az f'(a) € R™" sormétrix helyett a gradf(a) :=
(f'(a))T vektort hasznaljak.

Tehat
o f(a)
92f(a) . .
gradf(a) = . (oszlopmétrix, amit azonosithatunk egy vektorral).
Onf(a)

A gradf(a) szemléletes jelentését a 4. feladatban mutatjuk meg.

12.2. Feladatok
1. Képzelje el az f : R?2 — R,

f(@,y) = 2%+ y*%
flz,y) = 2? +y* + 4o — 2y + 10;
f(z,y) = 2z* + by?;

fiiggvényekkel szarmaztatott feliileteket. Hogyan nézhet ki a
h:{(z,y) | z*+ 9> <100} = R, h(z,y):=—z*—y*>+100
fliggvény feliilete?

2. Irja fel az f : R? — R, f(z,y) := 2%y> fiiggvény (z0,y0) := (1,2) ponthoz
tartozo érintdsikjat.

3. Irja fel az r : [0,47] — R3, r(t) := (2cost,2sint,t) térgérbe barmely tq €
(0,47) ponthoz tartozé érintévektorat. Szamolja ki az (r(tp), es) skalaris szor-
zatot (ez := (0,0,1)). Ertelmezze az eredményt!

4. Legyen f:R? = R, a € intD(f) és e € R%, amelyre |e|| = 1. Az f fiiggvény

a pontbeli e irAny menti derivaltjan a

0.f(a) = lim 7 (f(a +te) — f(a)

t—
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hatéarértéket értjik, ha ez a hatarérték létezik.
Ha f € DJa], akkor megmutathato, hogy

Ocf(a) = (gradf(a),e).

Mutassuk meg, hogy a feliilet a gradf(a) vektorral parhuzamos iranyban a leg-
meredekebb az a pontban.
Megoldds: Azt az é € R?, ||é]| = 1 irdnyt kellene megtalalni, amelyre 0, f (a) <
O:f(a), ha e € R?,|le|]| = 1. Sikbeli vektorok esetén lathattuk a linearis algeb-
raban, hogy

(gradf(a),e) = [lgradf(a)]| - [le]| cos v,
ahol « a két vektor hajlasszoge. Mivel a ||gradf(a)| nem valtozik (az a €
intD(f) rogzitett), az ||le|]| = 1, ezért a szorzat akkor a legnagyobb, ha cosa =
1, azaz e parhuzamos a gradf(a) vektorral.
Ennek a kovetkezménye, hogy egy hegyrdl lefuté patak, de a gleccserek is min-
den pontban az abban a pontban érvényes gradienssel parhuzamosan mozog-
nak.

5. Legkisebb négyzetek modszere
Tegyiik fel, hogy valamilyen 6sszefliggés kimutatasahoz méréseket végziink. Az
x; értékhez y; mérési eredmény tartozik. Az a sejtéstink, hogy az (x;,v;), 1 =
1,2,...,n pontoknak egy egyenesen kellene elhelyezkedniiik. Keressiik meg a
mérési pontokhoz legjobban illeszkeds y = Ax + B alaku egyenest!
Megoldds: A Y | (Az; + B — y;)? a mérési pont és az egyenes kozotti sszes
eltérés négyzetosszege. Szeretnénk, ha ez a legkisebb lenne.
Legyen e(A, B) := > | (Az; + B — y;)®. Ott lehet minimélis az e fiiggvény,
ahol ¢/(4, B) = 0, azaz

Oae(A,B) = 2(Az; + B — y;); =0
Ope(A,B) = 2(Ax;+ B —y;) =0
Részletesebben
AY T2+ BY mi=
A i+ Bn=> y

Ez egy kétismeretlenes (A és B) lineéris egyenletrendszer, amelynek megoldasa
(mindig megoldhato, ha az z; pontok kiilonboznek)

nyai—(Xw)? nya?—(Tw)?

(Az sszegzések mindeniitt 1-t6l n-ig értendsk.) Megmutathato, hogy az ilyen
A és B esetén az y = Ax + B valoban a legkdzelebb megy a pontokhoz.
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Legyen f:R%2 — R, f(z,y) := e cos(z?y?).
Szamitsa ki a 0, f(x,y), Oyf(z,y),0y(0:f)(x,y) és 0(0yf)(x,y) parcilis de-
rivaltakat. Mit tapasztal?

Legyen f:R? — R,

flz,y) =

2 2
Tyirrez.  ha 2?4+ y?#0
0, ha 2?2 +¢y2 =0

Mutassa meg, hogy
9y(0=£)(0,0) # 9:(9y.f)(0,0).

Keresse meg az f : R? = R, f(x,y) := 2* +y* — 22 + 3y + 1 fiiggvény lokalis
szélsGértékeit.

A 22593 + 23y5 — 3aty? + 5wy? = 622 — 1 egyenléség x = 1 és y = 1 esetén
teljestil. Van-e ezen kiviil mas megoldasa az egyenletnek?

Megoldds: Legyen f : R? — R, f(z,y) := 22°y3 + 23y — 321y? + 529> — 622+ 1.
Nyilvan f € C' és f(1,1) = 0.

Oof(x,y) = 62°y? + bady* — 6ty + 15292, ezért Do f(1,1) = 20 # 0.

Az implicit fiiggvény tétele szerint létezik K, (1) és K,(1) kornyezet és van olyan
¢ K,(1) — K,(1) differencialhato fiiggvény, amelyre f(x,¢(z)) = 0 minden
x € (1 — p,1 4 p) esetén, azaz végtelen sok megoldasa van az egyenletnek.
(Természetesen ez nem jelenti azt, hogy az (1,1) szampéaron kiviil van még
mas, egészekbdl allo szampar is ezek kozott!) Mivel

o1 f(x,y) = 10zty3 + 322y° — 122395 + 593 — 122, 91f(1,1) = —6,

ezért 5 f(l 1) 5
/ _ 1 ) _ 2
$(1) = Dof(1,1) 10

Ezt felhasznalva a ¢ fliggvényt kozelitsleg els tudjuk allitani:

¢(z) = (1) +¢'(1)(z — 1), haz ~ 1,

azaz
¢($)%1+i(:1:71), ha z ~ 1.
10
Tegyiik fel, hogy van olyan y : R D— R differencialhato fiiggvény, amelyet az
xy + Y — 92 + 5 = 0 egyenlet definial. Szamitsuk ki a derivaltjat!
Megoldds: Legyen f : R? >— R, f(x,y) := xy+e* Y —y? 4+ 5. A feltétel szerint

minden = € D(y) esetén
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11.

ezért a h figgvény derivaltja is 0, azaz minden x € D(y) esetén
W(x) = (zy(@) + e — g (x) + 5)

= y(z) + 2y () + ") - (14 ¢/ (2)) - 2y()y/ (z) = 0.
Ebbdl ¢/ (z) kifejezhets:

y(z) + er (@)

"(z) = — xeD .
Az eredményt gyakran a feliiletes
’ Y+ e"ty
Yo o ety - 2y

alakban is felirjak.
Megjegyezziik, hogy ilyenkor a feltételek ellenérzése nélkiil az implicit mdédon
definialt fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazzuk valojaban.

Egy gaz allapotat az F(p, V,T) = 0 allapotegyenlettel adjuk meg. (Idedlis gaz
esetén ez pV — nRT = 0 alakd.) Ez az egyenlet harom implicit fiiggvényt
definial:

p=p(V,T)
vV =V(T,p),
T =T(p,V).

)

Mutassuk meg, hogy
Oyp(V.T)-0rV(T,p)- 0,T(p,V) = —1.

Megolddas: Feltételezve, hogy teljesiilnek az implicit fliggvény tételében szerepls
feltételek, az implicit fliggvényeket rendre visszahelyettesitve kapjuk, hogy

(V,T) — F(p(V,T),V,T) =0,
(T,p) — F(p,V(T,p), T) =0,
(p,V)— F(p,V,T(p,V)) = 0.

Az azonosan 0 fiiggvény parcialis derivaltja is 0, ezért

OwEp(V.T),V.T) = O1F - Oyp + 0oF - 0yV + 31 - OyT =0 = dyp = —‘22?,
1

F

OrF(p.V(T,p),T) = DF - drp+ o -0V + 5F - 95T = 0 oV = — 7
2
0F

OpF (. V.T(p.V)) = O1F - Opp + 02F - 0,V +05F - 0,7 = 0= 9,7 = — 5.
3
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_(_%F\ ([ GF\ [ OF\_
8vp-aTV-apT—< 81F>< 62F)< 83F>_ 1.

Megjegyezziik, hogy a feliiletesen gondolkodok csodalkoznak azon, hogy hagyo-
manyos jelolésekkel és formélis torteknek véve a parcialis derivaltakat
op oV oT

W'(‘?—T'a_p_l

Ebbél

lenne a varhato eredmény. .. A pV —nRT = 0 esetet végigszamolva gy6zédjiink
meg rola, hogy a szorzat valoban (—1).

x(u,v) u+ v

Legyen ® : R? — R3 ®(u,v) = | y(u,v) | := | u?> +0? | egy ,kétpara-
z(u,v) ud 4 3

méteres modon adott felilet”. Az (ug,vo) := (1,2) paraméterértékhez tartozo

érintGsikjanak adjuk meg az egyik normalvektoréat!
Megoldds: A
‘ z(u,v) | | u+tv
iwrm ]
fliggvény inverze a

o) | 00|

fliggvény lenne. Ezt a z fliggvénybe helyettesitve a
zog i (z,y) = z(u(z,y), v(z,y))

kétvaltozos valos értéki fliggvényként dllna el a @ feliilet. Az érintGsikjanak
normalvektora

n = (0zz(u(zo,yo), v(20, Y0)), Iyz(u(zo, Yo), v(zo, Yo)), —1).
Lathato, hogy éppen a (z 0 g~1)(x0,y0) derivaltra lenne sziikségiink. Felhasz-
nalva az inverz fiiggvény tételét azt kapjuk, hogy
(zog™ " (x0,0) = Z(97"(x0,90)) - (97") (w0, 50) =

= [ Ouz(ug,v0) 9wz(uo,vo) | - (¢’ (ug,v0)) ' =

[ 3u2 3u§]-{2i0 21110]_1:[3 12}'[; 411]_1
]

9 _1
= . 2 = | —
[3 12] [ 5 } [ —6
Tehét 9,z(u(1,2),v(1,2)) = —6 és dyz(u(1,2),v(1,2)) = 5, gy az érintsik
7_1)'

egyik normalvektora n(—6,

N[O

o
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13. Keressiik meg az f : R? — R, f(z,y) := 2? + y? — 22 + 4y — 1 fiiggvénynek a
Q= {(z,y) eR?* [ 2® +¢* <1}
zart halmazon a lokalis szélsGértékhelyeit.

Megoldds: Az
intQ = {(z,y) € R* | 2* +4* < 1}

nyilt korlemezen ott lehet lokalis szélsGértéke az f fliggvénynek, ahol

nf(ry) = 20-2=0

Ebbdl (zg,y0) = (1, —2) adodik, ami nincs az int@ nyilt korlemezben, azaz f-
nek nincs lokalis szélsGértéke a korlemez belsejében. Mivel () kompakt halmaz
(korlatos és zart), ezért a folytonos f fiiggvénynek van minimuma és maximuma
is @Q-ban. Tehat Q hataran vannak ezek a szélsGértékhelyek.

Keressiik meg az f fiiggvény feltételes minimuméat és maximuméat a g(z,y) :=
22 + 9% — 1 = 0 feltétel mellett!

Készitsiik el az F(x,y) = f(z,y)+Ag(z,y) = 22 +y? —20+4y— 1+ \(22+y> 1)
fliggvényt.

NF(x,y) =20 —2+2\x =
RF(z,y) =2y +4+2\y =
P11 =

Megoldva a haromismeretlenes egyenletrendszert (éppen annyi egyenlet 4ll ren-

delkezésiinkre, amennyi az ismeretlenek szama. .. ), azt kapjuk, hogy x = l—i%\’
Yy = —1%\, amelyekbdl
1 n 4 _1
(1+X)2 (1+12
Két megoldas is van: A\ = /5 — 1 és Ao = —v/5 — 1. Ezekhez a Pl(\/ig, —%)
és a Pg(—\/ig, %) pontok tartoznak.
Legyen el6szor A\; = /5 — 1 és Pl(\/i57 —%)
Fi(z,y) = flz,y) + X g(z,y)
Fl(z,y) = [2z-2+2(V6-1z 2y+4+2(vV5-1)y |
24+2(v/5—-1) 0 2v5 0
F// — —
1@ ) 0 2+2(v/5 1) 0 2v5

egy pozitiv definit kvadratikus alak matrixa, igy barmely h € R?, h # 0 vektor

esetén (FY'(z1,y1)h, h) > 0. Emiatt a Pl(%, —%) pontban minimuma van az
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f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett.
AXo = —V5—1¢s Pg(—%,%) szintén definial egy Fy(z,y) = f(z,y) +
A2g(w,y) fiiggvényt.

Fy(zy) = [20-2+2(—V5-1)2 2y+4+2(—V/5-1)y |
) [ 2+2(-v5-1) 0 [ —2v5 0
Fy(x2,y2) = 0 2+2(\/51)]_[ 0 2\/5]

egy negativ definit kvadratikus alak matrixa, igy barmely h € R?, h # 0 vektor
esetén (FY(z2,y2)h,h) < 0. Emiatt a Pg(—%, %) pontban maximuma van
az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett.

12.3. TSbbvaltozos derivalas

12.3.1. Parcialis derivalt és derivaltmatrix

Legyen f: R"™ D— R, x € intD(f).

12.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f az i-edik vdltozo szerint (i = 1,2,...,n)
parcidlisan differencidlhatd az x pontban, ha

Shim 7 (7 + ter) — f(2) € R

(Itt e; = (0,...,19,...,0) az i-edik egységuektor.)
Ha létezik a hatdrérték, akkor az f i-edik vdltozd szerinti parcidlis derivdltja az x
pontban

0:f () = im = (f(x + te) — [ ()

12.5. Definicié. Legyen f : R" >— R¥ x € intD(f). Azt mondjuk, hogy f diffe-
rencidlhaté az x pontban (f € D[x]), ha 3F, : D(f) — RF*™ mdtrizértéki fiigguény,
amelyre Fy, € Clz] ésVz € D(f) esetén f(z) — f(x) = Fy(2) - (z — x).

Ha f € D[z], akkor f'(z) := Fy(x) a derivdltmdtriz.

12.3. Tétel. f:R" >— R* x € intD(f)
feDz|< fjeDlz], j=1,2,...,k

Bizonyitas.
N1 Py

AZf: . aa’ZFm: . 9

T F,
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ahol Fj € RY*™ sorméatrix. Ezért az

f(2) = f(2) = Fo(2) - (2 —2) & fi(2) = fi(e) = Fj(2) - (z =), j=1,..., k.

12.4. Tétel. Ha g : R" > R™, g € D[z] és f : R™ >— RP, f € Dlg(x)|, akkor
foge D], és (fog)(z) = f(g9(x)) g'(x).

Bizonyitas. A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a valos-valos kozvetett fiiggvény
differencialhatésagarol szolo tételével, csupan a G : D(g) — R™*™ és Fy(,) : D(f) —
RP*™ fiiggvényeket kell szerepeltetni.

12.5. Tétel. Ha f:R" >— R, f € D[z], akkor

ofi(z) ... Ofi(x)
f(x) = : e RM ™,
O fe(z) ... Onfr(x)

Bizonyitas. Ha f € D[z], akkor 3F, : D(f) — R¥*" F, € C[z], amelyre Vz €
D(f) esetén £(z) — f(x) = Fu(z) - (= ).

Legyen j =1,2,...,kési=1,2,...,n. Ekkor f;j(z)— fj(z) = (Fy(2)); - (# —z), ahol
(Fp(2)); az Fy(z) j-edik sora.

Valasszuk a
X1

vektort. Ekkor

fi(z) = fi(x) = fi(z1,.. .ot xn) — fi(wn, .o @iy ) =

= (Fa(2))y | t—as | = (Fa(2))silt — m0).

Ha t # x;, akkor

lim fj(l’l,...,t,...,$n)—fj(l'l,...,l‘i,...,l‘n)

t—x; t — T

Oifj()



192 12. FEJEZET. TOBBVALTOZOS DIFFERENCIALAS

= lim (Fx(z))ﬂ = (Fx(l‘))jza

t—x;

hiszen ha F, € C|z], akkor minden komponense is folytonos az = pontban.
A parcialis derivaltak 1étezésébdl még nem kovetkezik a fiiggvény differencialha-
tosaga.

12.6. Tétel. Ha f : R" >— R* ¢s AK(z) C D(f), hogy Vi = 1,...,n és V] =
1,...,k esetén 0;f; € C(K(x)), akkor f € Dlx].

Bizonyitas. A bizonyitast f : R? D— R esetén végezziik el. Legyen Vz € K (), z #
x. Ha x = (21, 29) és z = (21, 22), akkor

f(2) = f(z) = f(21,22) — f21,22) + f(21, 22) — f(21, 22).

A valés-valos Lagrange-kozépértéktétel miatt 31,99 € (0, 1), hogy
f(z1,22) = f(21,22) = O1f (w1 + V121 — 21), 22) - (21 — 1)
és
f(z1,22) — f(z1,22) = Oaf (21, 22 + V2(22 — 72)) - (22 — 22).
lgy

22 — T2

f(z) = f(z) = [01f (21 + D1(21 — x1),22) Oaf (w1, @2 + V2(22 — x2))] [ o ] .
A 01 f és Oy f folytonossaga miatt az

Fp(z) == [01f (21 +V1(21 — 21), 22) Oaf (w1, 22 + V2(22 — 22))]

valasztassal az Fy, € C[z]. Tehat 3F, : D(f) — RY*2 F, € C[z], amellyel ¥z € D(f)
esetén

f(2) = f(z) = Fu(z) - (z — 2),
azaz f € Dlx].

12.7. Tétel. Legyen f:R™ >— R, f € D[a]. Legyen e € R", |le| = 1.
Ekkor

Ocf(a) = f'(a)e = (gradf(a), e).
Bizonyitas. Legyen ¢ : R D— R, ¢(t) := f(a + te). A kozvetett fiiggvény differen-

cidlhatdsaga miatt

&'(t) = f'(a+te) -e.

Igy
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12.2. abra.

12.3.2. Masodik derivalt; Taylor-formula
12.6. Definicio. Legyen f : R™ D— R. Tegyik fel, hogy a 0;f : R™ D— R i-edik
vdltozo szerinti parcidlis derivdlt fliigguénynek létezik a j-edik vdltozo szerinti parcidlis
deriwdltja. Ekkor

0;(0uf) = D% f.
12.8. Tétel. (Young tétele a vegyes parcidlis derivdltak felcserélhetdségérdl)
Ha f : R" D= R, &if € C(K(a)), i = 1,2,...,n é 9};f € C(K(a)), i,j =
1,2,...,n esetén, akkor

0l-2jf(a) = 832‘if(<1), i,j=1,2,...,n.

Bizonyitas. Ezt is csak f : R? >— R esetén igazoljuk.
Legyen h,k € R, h,k # 0 olyan, hogy (a1 + h,as + k) € K(a). Legyen F : R >— R,
F(z):= f(z,a2+k)— f(z,a2) és G: R D= R, G(y) := fla1+h,y) — f(a1,y) (12.2.
abra).
Helyettesitéssel ellenérizhetd, hogy

F(ay 4+ h) — F(a1) = G(az + k) — G(az). (12.1)

A 01 f és Oof folytonossaga miatt (a Lagrange-kozépértéktétel szerint) 391 € (0,1)
olyan, hogy

F(a1+h)— F(a1) = F'(a; +91h) - h = (01 f (a1 +91h,as + k) — 01 f (a1 +V1h, az))h.

Mivel 9 f differencidlhat6 a masodik valtozo szerint, ezért ismét alkalmazva a Lagrange-
kozépértéktételt, 39, € (0,1), hogy

81f(a1 + 9 h,as + k) — 81f(a1 + 91 h, ag) = 82(81f)(a1 + %1h,as + 792]€) - k.
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Hasonlo gondolatmenettel 393,94 € (0,1) olyan, hogy

G(ag + k) — G(ag) = G/(ag + 193/<;)]{7 =
= (agf(al + h,as + 193/€) — 82f(a1, as + 193k))k =
= 61(82f)(a1 + 94h, as + ﬂgk)hk.

A (12.1) egyenlGség miatt
62(81f)(a1 + Y91h,as + ﬂgk)kh =0 (82f)(a1 + Y4h, as + 293]{5)]{?]1

Mivel h,k # 0, ezért le is oszthatunk (hk)-val. Legyenek (hy,) és (ky) tetszéleges
olyan sorozatok, amelyekre h,, # 0, k, #0és hy, — 0, k, — 0. A 02(01f) és 01(02f)
folytonosséga és a Vn € N esetén fennalld egyenlGségek miatt

(01 f) (a1 + T hp, a2 +95ky) —  02(01f)(ar,a2)

|
01(02f)(a1 + Vyhn, a2 + V5k,) —  01(02f)(a1, az),

ezért 82(61f)(a1, CLQ) = 81(02]”)(&1, CLQ).
12.7. Definicio. Legyen f:R™ D= R és Vi, j = 1,2,...,n esetén 82f € C(K(a)).
Ekkor

ot fla) ... 0f,f(a)

f”(a) = c Rnxn

On f(a) ... On.f(a)
az f masodik derivaltja az a pontban. Hesse-mdtriznak nevezzik.
A Young-tétel miatt f”(a) szimmetrikus matrix.
Legyen f : R™ D— R elég sima fliggvény, ami jelentse azt, hogy 0;f € C(K(a)),
0% f € C(K(a)), ¥i,j =1,2,...,n

Legyen h € R™, h # 0 és t € R olyan amelyekre a + th € K(a).
Legyen ¢(t) := f(a + th). Ekkor

¢(t) = flla+th)-h=> 0if(a+thh,

=1

Pt = <Zn:&f(a+th ) Z{af (a +th)hYh; =

= Zn:{zn:a](af)(aﬂh } ZZ a+ th)hih;.

=1 j=1
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Ezekbdl ¢(0) = f(a), ¢'(0) = f'(a)h és ¢"(0) = (f"(a)h, h). (A legutolsot gondoljuk
végig a matrixszorzas és a skalaris szorzat definiciéinak birtokaban.)
A Taylor-formula alapjan Vt € RT esetén 39 € (0,t), hogy

1
6(t) = 6(0) + ¢ (0)t + ;6" ()",
(A harmadik tag mar a Lagrange-féle maradéktag.)
Nyilvan igaz, hogy

1
2!

1

51 (8"(0) + 6"(9) — (0D = ;0" (0)F + alt),

¢ () =
ahol a(t) := £ (¢" () — ¢”(0))t?, és amelyre

tim 29— i L (67 9) — 67(0)) = 0,

t—0 t2 t—0 2!

mert ¢ folytonos. Tehéat

8(t) = 9(0) + ¢/ (0)t + ;" (O)F + (o),

ahol lim; % = 0. Egybefésiilve a ¢ fliggvényre kapott eredményeket:

6(1) = flatth) = 6(0) +/(0)t + 56" (0" +a(t) =
= (@) S @ht+ (" @), WY+ B(R)
ahol B(th) := a(t), és amelyre

_Bh) . a(®)
0 e T i e =0

Itt a limy, g % = 0 ugy is igaz, hogy h # 0 rogzitett vektor és t — 0, de gy is,
hogy t # 0 rogzitett és h — 0.
Legyen t := 1. Ekkor igaz a kovetkez§ ,, Taylor-formula’:

12.9. Tétel. Ha f : R™ D— R elég sima (0;f, a%f € C(K(a))), akkor van olyan
B:R" >— R, hogy Vh € R", h#0, a+ h € K(a) esetén

L (@), b + B(h),

fla+h)= fa)+ fa)h+ 5

ahol limy,_,q ﬁi}sﬁ% = 0.
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12.3.3. SzélsGérték

12.10. Tétel. (A lokdlis szélséérték sziikséges feltétele)
Ha f € Dla] és f-nek a-ban lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas. Legyen e € R", |le|| = 1. Mivel f-nek a-ban lokalis szélsGértéke van,
ezért a ¢ : R — R, ¢(t) := f(a + te) fliggvénynek a ¢ = 0 pontban van lokalis
szélsGértéke, igy ¢'(0) = 0. Mivel ¢'(t) = f'(a + te) - e, ezért t = 0 esetén

f'(a)-e=0.

Vi=1,2,...,n esetén

igy f'(a) =10 ... 0] =0 € R*™,
A Taylor-formulét felhasznélva elégséges feltételt adunk a szélsGérték létezésére.

12.11. Tétel. (A szigori lokdlis minimum elégséges feltétele)
Legyen f : R™ >— R. Tegyiik fel, hogy 0;f, af]f € C(K(a)), f'(a) =0 ésVh e R",
h # 0 esetén (f"(a)h,h) > 0. Ekkor f-nek a-ban szigori lokdlis minimuma van.

Bizonyitas. Legyen h € R™, h # 0 tetsz6leges. Ekkor

flath) = fla)+ f/(ahh-+ o (f"(a)h, ) + 5(h) =

SR N O SN R U 1 ()
= s+ g (@ )+ 2 )

Legyen S1 := {x € R" | ||z|| = 1} az ,egységgdmb héja”. Mivel ﬁ egységhosszisagiu
vektor, igy e := ﬁ €S51. Ak:S —R, k(e) := <f”(a)ﬁ, ﬁ) folytonos fiiggvény
S1-en. Sp korlatos és zart, ezért a Weierstrass-tétel mintajara végiggondolhato, hogy
van minimuma a k fiiggvénynek, legyen ez m € R és az (f”(a)h,h) > 0 (h # 0)
feltétel miatt m > 0. Ez azt jelenti, hogy Vh € R™, h # 0

I
VTR T =™

Mivel limy,_o % — 0, ezért az e := % > 0 hibakorlathoz 38 > 0, hogy Vh € R", h #

0, |||l < 6 esetén
m _ [Bh)  m
TN

Legyen ezek utan h € R™, h # 0, ||h|| < ¢ tetszoleges. Feltételezve, hogy a + h €
K(a), tovabb becsiilhetjiik f(a + h) eléallitasat

hooh B

fla+h) = fla)+ %thlz <<f”(a)W’ m> * 2W> g

1 2 1
> g+ gl (= 2 = fa) + IR
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vagy
m
fla+h)—f(a) > HhHQZ >0, ha [[n]| <o.

Ez azt jelenti, hogy f-nek a-ban szigoru lokélis minimuma van.
Megjegyezziik, hogy az (f”(a)h,h) > 0 Vh € R", h # 0 esetén nehezen ellendriz-
het§ feltétel. Ezt a nehézséget konnyiti a

12.12. Tétel. (Sylvester-tétel)
Ha A € R™"™ szimmetrikus mdtriz, akkor Vh € R™, h # 0 esetén (Ah,h) > 0 < az
A mdtrix sarokaldetermindnsai pozitiv jeltartdk.

A bizonyitast csak érzékeltetjik olyan A matrix esetén, amely ,diagonélis”, azaz

A ... 0 0
0 X ... O
A= ) )
0 0 ... M\
Az A sarokaldeterminansai
N0 A0 0
Ap:i= N, A ::' 01 LA Agi=) 00 d 0| =M,
2 0 0 A3
Ezek pontosan akkor pozitiv jeltartok, ha
A1>0, A>0, ..., A >0.
hi
ho
Most legyen h € R", h # 0,h =
hy,
A1hy hq
Aaha ha
(Ah,h) = (| . T D = MR R ARE,
Anhn hn

Jol latszik, hogy
(Ah,h) >0 A1 >0,A2>0,...,0, >0 A; >0,A2>0,...,A, > 0.

Nemdiagonalis matrixok esetén is konnyt ellendrizni ezt a feltételt.
A lokalis maximum elégséges feltételét vazlatosan fogalmazzuk meg:
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12.13. Tétel. Ha f'(a) = 0 és (f"(a)h,h) < 0, akkor f-nek a-ban szigoru lokdlis
MaTimuma vamn.

12.14. Tétel. (Sylvester-tétel)

<0, han pdratlan

(Ah,h) <0<+= A1 <0, Ay >0, A3<0,..., An{ >0, han pdros.

12.3.4. Implicit- és inverzfiiggvény tétel

Egyenletek, egyenletrendszerek megoldéasa sordn gyakran taldlkozunk azzal a problé-
méaval, hogy egy f(x,y) = 0 alaka Osszefiiggésbdl kifejezhets-e az y az x segitségével,
van-e olyan ¢ fiiggvény, hogy f(z,¢(x)) = 0 minden = € D(¢) esetén.

Példaul fi(x,y) = 22 +y?— 20 —4y+5 = 0 csupan = = 1 és y = 2 esetén teljesiil (hi-
szen 22 +y? —22—4y+5 = (z—1)%+(y—2)?), mig az fo(z, y) := 22 +y>—22—4y+4 =0

esetében a
¢:10,2] = [2,3], é(x) =2z —2?+2
és a
¥ :]0,2] = [1,2], ¥(z) :=—v2x —22+2
fliggvényre is igaz, hogy fa(x, ¢(x)) =0 (z € D(9)) és fo(z,¥(x)) = 0 (x € D(¥)).
A felvazolt példak nyomén fogalmazzuk meg az implicit moédon definialt fiiggvényt.
Legyen f : R"™ x R™ D>— R™ (m < n) egy fiiggvény.
12.8. Definici6é. Ha van olyan ¢ : R™ >— R™ figguény, amelyre minden x € D(¢)
esetén (z,¢(x)) € D(f) és f(x,p(x)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az f(x,y) =
0 egyenldség egy implicit fiiggvényt definidl (a ¢ figgvény az f(x,y) = 0 dltal
definidlt implicit figgvény).
Felvetsdik a kérdés, hogy milyen feltételek esetén létezik ilyen fliggvény, és ha létezik,
milyen tulajdonsagai vannak.
12.15. Tétel. (Implicit fiigguény tétele) Legyen f : R™ x R™ >— R™, f € CL
Tegyiik fel, hogy van olyan (a,b) € D(f) pont, hogy f(a,b) =0, és ebben a pontban

8n+1f1 (CL, b) e 8n+mf1 (CL, b)
det 0y f(a,b) := : : £0
8n+1fm(a, b) e anerfm((l, b)
Ekkor léteznek olyan K(a) C R™, K(b) C R™ kornyezetek és ¢ : K(a) — K(b)
fiigguény, hogy minden x € K(a) esetén f(z,p(x)) = 0. A ¢ figguény folytonos a-
ban, sét ¢ differencidlhato is az a pontban, és ¢'(a) = —(0yf(a,b))~ - 0y f(a,b).
81f1((1, b) s anfl(a> b)
(A 637f(a7 b) = )
81fm(av b) cee anfm(aa b)
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K(b)

o p
K@) ~—_

X a aty

12.3. abra.

Megjegyezziik, hogy a tétel csak a ¢ implicit fliggvény létezésérsl szol, altaldban nem
tudjuk ezt a fliggvényt elGallitani. Ennek ellenére a ¢ derivaltjat ki tudjuk szamitani
az a pontban!

Bizonyitas. Az n =1, m =1 esetben végezziik el a bizonyitést.

Az f:R? > R fiiggvény folytonosan differencialhato, ezért a s f parciélis derivalt
is folytonos, és Oaf(a,b) # 0 [legyen 02f(a,b) > 0], ezért létezik az (a,b) € D(f)
pontnak olyan r > 0 sugara K;((a,b)) C D(f) kornyezete, hogy minden (x,y) €
K,((a,b)) esetén Oaf (z,y) > 0. Tekintsik a hy : y — f(a,y) fliggvényt. Mivel
ha(b) = f(a,b) = 0 és hl(b) = daf(a,b) > 0, ezért h, lokilisan novekvs, igy van
olyan by < b és by > b, hogy hq(b1) = f(a,b1) <0 és hg(b2) = f(a,b2) > 0 (emellett
(a,b1), (a,bs) € Ki((a,b))). Az f fiiggvény folytonossédga miatt van olyan p > 0 és
q > 0, hogy minden (2/,y') € Kp(a,b1) és (2",y") € Kq(a,b2) pontban f(z',y") <0
és f(2",y") > 0 (emellett Kp(a,br), Kq(a,b2) C Ki((a,b)) is teljesiiljon).

Legyen p := min{p, ¢} és K(a) := (a — u,a + p), mig legyen p := max{b — (b; —
p),ba+q—0b} és K(b) := (b— p,b+ p). Tekintsiink egy tetszdleges € K (a) pontot.
Legyen hy : y — f(z,y). Ekkor létezik olyan (z,y') € Kp(a,b1) és (z,y") € Kq(a, b2)
alakt pont, amelyben h,(y') = f(x,y’) <0, mig h,(y") = f(x,y”) > 0. Mivel h, az
f folytonossaga kovetkeztében egy valos valtozos folytonos fiiggvény, ezért a Bolzano-
tétel miatt van olyan y € (v/,y”), amelyben h,(y) = f(x,y) = 0. Csak egyetlen ilyen
y létezik, ugyanis, ha y* is olyan lenne, hogy h,(y*) = f(x,y*) = 0, akkor a Rolle-
tétel miatt létezne olyan ¢ az y és y* kozott, hogy hl.(c) = 02 f(x, ¢) = 0 lenne, amely
lehetetlen, hiszen a K((a,b)) kornyezet minden pontjaban ds f pozitiv.

Tehat barmely = € K (a) szamhoz egyértelmien rendelhetd olyan y € K (b) szam,
hogy f(x,y) = 0, azaz létezik olyan ¢ : K(a) — K(b), ¢(x) := y fiiggvény, hogy
f(z,¢(x)) = 0 minden x € K(a) esetén. |[Nyilvan ¢(a) = b.|

Megmutatjuk, hogy ¢ folytonos az a pontban. Legyen € > 0 tetszGlegesen
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megadott szam. Ha ¢ > p, akkor § := p, hiszen barmely x € K,(a) esetén
d(x) € Ky(b) C K.(¢(a)), amely szerint ¢ € Cla]. Ha ¢ < p, akkor megismételve
az egész szerkesztést az r := e valasztassal (az (a,b) € D(f) pont K.((a,b)) kor-
nyezetében lesz a Oy f pozitiv...), olyan gZ; fiiggvényhez jutunk, amely a ¢ fiiggvény
lesztikitése. Ekkor az el6z6 mondat nyoman ismét eljutunk oda, hogy ¢ € Cla].

A ¢ fliggvény a pontbeli differencidlhatosdgahoz induljunk ki abbol, hogy tetszd-
leges h # 0, a+ h € K, (a) esetén

0 = fla+h¢la+h))—fla,é(a)) =
fla+h,¢(a+h)) = fla,¢(a+h) + fla,d(a+h)) = f(a, p(a)) =

[a két megvaltozashoz a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt létezik olyan 91,92 €
(0,1) szam, hogy]|

= O1f(a+01h, d(a+ h))h+ 02f(a, p(a) + V2(p(a + h) — ¢(a)))(¢(a + h) — ¢(a)).

Atrendezve az egyenldséget (felhasznalva, hogy Oof a K ((a,b)) kérnyezetbe esé
(a,¢p(a) + 92(¢d(a+ h) — ¢(a))) pontban pozitiv, igy nem nulla), azt kapjuk, hogy

¢plat+h)—¢(a) O f(a+91h,¢(a+ h))
h d2f(a, d(a) +Da2(p(a+N) — ¢(a)))

Mivel 01 f, 02 f € C[(a,b)], O2f(a,b) # 0 és ¢ € Clal, ezért limy,_,0 p(a+h)—¢(a) =0,
és emiatt létezik
¢pla+h)—¢(a)  d1f(a,¢(a))

s h ~ %f(a.¢(a)
tehat ¢ € Dla] és
/ __alf(CL’b)__ -1
¢ (a’) - an(a, b) - (82f(aa b)) 8lf(a’v b)

(Megjegyezziik, hogy ebbdl a gondolatmenetbdl kevés menthets at az n > m > 1
esetre.)

A val6s-valos fliiggvények korében is érdekes volt, hogy egy fliggvény koélcséno-
sen egyértelmii-e. Ez a kérdés tobbviltozos leképezéseknél is fontos. Példaul a p :
[0,27) x [0, R] — R? p(¢,7) := (rcos ¢, rsin¢) Ggynevezett polartranszformacié
a (¢o,70) pontot tartalmazé U C R? nyilt halmazt az (g, yo) := (ro cos ¢, ro sin ¢g)
pontot tartalmazé V C R? nyilt halmazra kélcsondsen egyértelmien képezi le, s6t a
p folytonossaga mellett a p~! inverzfiiggvény is folytonos. (A p inverze az (z,y) —
(arctg¥, \/x2 + y2).)

Kérdés az, hogy egy f : R® D>— R” fiiggvény milyen feltételek mellett rendelkezik
hasonlé tulajdonsaggal.
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Lehet-e n és k kiilonb6z6? Nem. Ugyanis, ha példaul f : R? >— R? folytonos
fiiggvény olyan, amely egy U C D(f) nyilt halmazt a V' C R(f) nyilt halmazra
képez, és az f~! : V — U inverzfiiggvény is folytonos lenne, akkor U-ban felvéve
egy négyzet alapu gulat (6t cstcspontja van), majd barmely két csticspontot olyan
folytonos gorbével kotnénk ossze, amelyek nem metszik egymast (ezt az R3 térben
megtehetjiik. . . ), akkor f, : U — V bijekcioval ezt a gilat (a csicsait és a cstcsokat
osszekots gorbéket) a V' C R? sikbeli halmazba képezziik. A grafelméletbél ismert,
hogy a ,teljes 6tszogponti graf nem rajzolhatéd sikba”, ami azt jelenti, hogy legaldbb
két gorbe képének lesz kozos pontja, amely ellentmond annak, hogy f),, és inver-
ze is folytonos volt. [A példat Lovasz Laszlo talalta egyetemista kordban néhény
masodperces gondolkodés utan. . . |

12.16. Tétel. (az inverz figguény tétele)

Legyen f : R™ >— R" f € C'. Legyen a € intD(f) olyan pont, hogy det f'(a) #
0. Ekkor van olyan U C D(f), az a pontot tartalmazd nyilt halmaz és van olyan
V € R(f), ab:= f(a) pontot tartalmazo nyilt halmaz, hogy az f fiigguény bijekcio
az U és V kozitt, és f=1 amellett, hogy folytonos, még differencidlhato is b-ben, és
(f=1'() = (f'(a)~".

Bizonyitas. Az implicit fliggvény tételét alkalmazzuk egy alkalmasan valasztott
fliggvényre azzal a valtoztatassal, hogy az "z-et fejezziik ki y segitségével”.

Legyen F : D(f) x R® — R" F(z,y) := f(z) —y. Nyilvan F € C'. F(a,b) =
f(a) — b= 0. Mivel 0, F(z,y) = f'(z), ezért det 9, F(a,b) = det f'(a) # 0. Ezért
létezik K (b) és K(a) kornyezet, és létezik olyan ¢ : K(b) — K(a), hogy barmely
y € K(b) esetén F(é(y),y) = f(¢(y)) —y =0, azaz f o ¢ = idg(). Ez az azonossag
mutatja, hogy ¢ az f~! inverzfiiggvény. Ha V := K(b) és U := f~%(V) a V nyilt
halmaz Gsképe (amely f folytonossdga miatt nyilt halmaz), akkor f mar bijekcio U
és V halmaz kozott. Emellett a ¢ = f~! folytonos és differencialhato is. Az f~! deri-
valtjahoz vegyiik észre, hogy 0, F(a,b) = f'(a) € R™™™ méatrixnak van inverzmatrixa
(mivel det f'(a) # 0), tovabba 0y F(z,y) = 0y(f(z) —y) = —I, (itt I, € R™*™ az
n-es egységmatrix), igy dyF'(a,b) = —I,,. Tehat

(f7)(0) = —(0:F(a,0)) '8, F(a,b) = —(f'(a)) ™" - (~1Ln) = (f'(a))™".

12.3.5. Feltételes szélsGérték

Tobbvaltozos fliggvény lokalis szélsGértékét eddig nyilt halmazon kerestiikk. Az al-
kalmazéasok soran gyakran van sziikség egy fliggvény szélsGértékére olyan esetben
is, amikor a valtozok kozott bizonyos Osszefiiggéseket irhatunk el6. Ezek lesznek a
feltételes szélsGérték problémak.



202 12. FEJEZET. TOBBVALTOZOS DIFFERENCIALAS

Legyen f : R™ D= R és ¢1,92,...,9m : R" D— R(m < n) adott fiiggvények.
Legyen
H:={zeR" | g1(z) =0,92(x) =0,...,gm(x) =0}.
Tegyiik fel, hogy H # 0.

12.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek a g1 =0, go=0,..., gy =0
feltétel mellett feltételes szélsGértéke van az a € H pontban, ha az a pontban az
f\u figgvénynek lokdlis szélséértéke van.

A feltételes minimum egy sziikséges feltételét adja a kovetkezd tétel.

12.17. Tétel. (Lagrange-féle multiplikator maodszer)
Legyen f,q1,92, ..., gm € CL. Teqyiik fel, hogy az f figguénynek a g1 =0, g2 =0, .. .,
gm = 0 feltétel mellett feltételes minimuma van az a € H N D(f) pontban. Tegyiik
fel, hogy
dgi(a) dgi(a) ... Ongi(a)
rang : : =m.
O1gm(a) O2gm(a) ... Ongm(a)

Ekkor létezik olyan A, Ao, ..., Am € R, hogy az F = f 4+ Ag1 + Xogo + ... + Amgm
figgvényre F'(a) = 0.

Bizonyitas. A bizonyitast n = 2 és m = 1 esetén végezziik el.
A g € C! és az a := (a1, az) pontban g(ay,az) = 0. Ebben a pontban a rangfeltétel
azt jelenti, hogy példaul dag(ar,az) # 0. Ekkor az implicit fiiggvény tétele szerint
létezik K (a1) és K (ag) kornyezet és létezik olyan ¢ : K(a1) — K(ag) differencidlhato
fiiggvény, amelyre barmely x; € K(ay) esetén g(xy1, ¢(z1)) = 0. Ez azt jelenti, hogy
a

H = {(z1,22) € R? | g(x1,22) = 0} D {(x1, ¢(x1)) € R? | 21 € K(ay)} =: H*.

Tovabba o1 )
iy Oiglar,az
?lm) = dag(ar,az)’
aZaZ
O1g(a1,az) + ¢'(a1)02g(a1, az) = 0. (12.2)

Mivel ¢(a1) = az és (a1,a2) € H*, ezért ha az f|,, fliggvénynek lokalis minimuma van
az (a1, as) pontban, akkor létezik olyan K*(a;) C K(ay), hogy minden z; € K*(a1)
esetén f(x1,¢0(x1)) > f(a1,¢(a1)) = f(a1,az2). Ez azt jelenti, hogy a h : K*(a1) — R,
h(z1) = f(z1,¢(x1)) fliggvénynek minimuma van az a; pontban. A h fiiggvény
differencialhato (differencialhato fiiggvények kompozicioja), ezért h'(a;) = 0. Mivel

W(zi) =] 01f(z1,0(z1)) Oaf(z1,0(z1)) | [ ¢/é€1) } ;
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ezért

W (a1) = 01 f(a1,a2) + ¢'(a1)d2 f (a1, a2) = 0. (12.3)

Legyen A € R egyelére tetsz6leges szam, és szorozzuk meg A-val az (12.2) egyenlGsé-
get, majd adjuk ossze a (12.3) egyenldséggel. Ekkor

o1 f(a1,a2) + Adig(ar, az) + ¢'(a1)[02f (a1, az) + Ad2g(ay, az)] = 0. (12.4)

A X megvalaszthato tgy, hogy

(92f<a1, a2) + A*82g<a1, a2) =0 (12.5)
(lathato, hogy a A\* := 7% megfelels.) Ha a szogletes zarojelben 16v6 tényezd
0, akkor (12.4) miatt

Glf(al, az) + )\*Olg(al, az) =0 (12.6)

is teljesiil. Osszesitve az eredményeket, azt kaptuk, hogy ha az f fiiggvénynek felté-
teles szélsGértéke van a g = 0 feltétel mellett, akkor az F' := f + A\*g fiiggvénynek az
elsé valtozo szerinti parcialis derivaltja 0 (ezt mutatja (12.6)), és a méasodik valtozo
szerinti parcialis derivaltja is 0 (ezt mutatja (12.5)), tehat

F'(al, CLQ) == [ 81F(a1, ag) 62F(CL1, CLQ) ] =0.
Bizonyitas nélkiil kézoljiik a feltételes minimum egy elégséges feltételét.

12.18. Tétel. Ha f,g1,92,...,9m € C? és van olyan \i, Ao, ..., A\ € R, valamint
a € R™ pont, hogy az F := f + M\g1 + Xaga + ... + Amgm fliggvényre F'(a) = 0,
tovdbbd minden olyan h € R™ h # 0 vektorra, amelyre

gi(a)h =0, gy(a)h =0,..., g;,(a)h =0,

teljestil, hogy
(F"(a)h,h) >0,

akkor az f fliggvénynek a g1 = 0,92 = 0,...,g9m = 0 feltétel mellett feltételes mini-
muma van az a pontban.

A feltételes maximumra vonatkozo sziikséges feltétel és az elégséges feltétel is érte-
lemszert valtoztatasokkal megfogalmazhato.
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13. fejezet

Vonalintegral

Az f : [a,b] — R fiiggvény integraljat altalanositjuk. Az [a,b] intervallum szerepét
egy gorbe, az f fliggvény szerepét egy vektor-vektor fliggvény veszi at. Az alabbi
témakoroket targyaljuk.

e A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai
e A potencial fogalma és létezésének kapcsolata a vonalintegrallal
e Paraméteres integral differencidlhatosaga

e A potenciél létezésének elégséges feltétele

13.1. Vonalintegral

13.1.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Amikor egy szankot az A pontbél B pontba hizunk s elmozdulassal az attal parhu-
zamos F' erével, akkor a végzett munka W = F - s (13.1. abra). Amikor az F' er§ «
szoget zar be az elmozduléassal (13.2. &bra), akkor a végzett munka

W =Fcosa=(F,s).

Az 7 : [, B] — R? térgérbe mentén pontrol pontra valtozd F € R3 — R? erdfiigg-

1/

13.1. abra.

205
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13.2. abra.

F(rE)
r(ti)

13.3. abra.

vény (erétér) munkaja ugy kozelithetd, hogy felosztva [, (] intervallumot o = tg <
th<...<ti_1<t;<...<t, =0 osztopontokkal, és felvéve

tz—lggzgtl (7’:1)777’)
tovabbi pontokat az elemi munka
AW = (F(r(&)),r(t:) — r(ti-1)),

és az F erStérnek a gorbe mentén végzett munkaja
WY AW =Y (F(r(&)),r(t) —r(ti1)) = Y _(F(r(&)), Ary).
i=1

Ha r elég sima (differencialhato), akkor az

(i) (ti — tiz1)
y(05)(ts —tic1) | = 7(&)(t —tio1),
2(Gi)(ti — tiz1)
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ha 7 folytonos. Lathato, hogy W ~ >~ (F'(r(&)),7(&))(ti — ti—1), amely hasonlit
egy integralkozelitGoszeghez. Ez a gondolatmenet szolgal alapul a kévetkezs fogal-
makhoz.

Legyen Q C R™ 0sszefiiggd (barmely két pontjat egy Q-ban haladé folytonos
gorbével 6ssze lehet kotni), nyilt halmaz, roviden tartoméany. Legyen f : R" — R,
D(f) := Q folytonos vektorfiiggvény, f € C(Q2). Legyen r : [a, 3] — § egy sima
térgorbe, azaz r € Cla, ], r € D(«, ), 7(t) # 0 (t € («,3)), és barmely t1,to €
(o, B), t1 # to esetén r(ty) # r(ta).

13.1. Definicio. Az f figguény r térgérbe menti integralja legyen

/r /= /j<f(7”(t)),7‘(t)>dt.

Példaul
[z +y
f:R® = R3, flx,y,z):=| z—vy
|z
(itt 2 = R3) és
[t
r:[0,1] = R3, r(t):= | 2t
3t
1
esetén 7(t) = | 2 |, igy
3

t+ 2t

1 1 1 1
/Tf:/[]( )| 2 )dt:/o [(t+2t)~|—2(t—2t)+9t]dt:/0 L0tdt

A vonalintegral tulajdonsagai

1°Hary : [a, 8] — Q, 79 : [B,7] — Qésri(8) = r2(8), akkor az r1Urg : [a, ] — Q,
amelyre r; UT?I[a g = 1 és UT2|W = T2 legyen az egyesitett gorbe.

Ekkor
Jun?= L7507



208 13. FEJEZET. VONALINTEGRAL

2° Har : [a, 3] — Q, akkor az 7 : [0, 3] — Q, 7 (t) := r(a + B —t) legyen az
ellentétesen iranyitott gorbe. Ekkor

[

3° Ha f korlatos az € tartoméanyon, azaz van olyan K > 0, hogy minden z € 2
esetén ||f(x)| < K, és az r : [a, ] — Q gorbe L hossztuséagi, akkor

/rf‘gK-L.

13.1.2. Potencial

A vonalintegralhoz alapveten egy ,erétér munkaja” kapcesolodik. A munkaval (ener-
giaval) kapcsolatban pedig érdekelhet benniinket, hogy zéart gorbe esetén van-e ener-
giaveszteség vagy éppen nyereség. Erdekelhet az is minket, hogy két pont kozott
a munkavégzés szempontjabol milyen tton érdemes haladni. Ilyen kérdésekre ad
valaszt a kovetkezs tétel.

13.1. Tétel. Legyen Q C R™ tartomdny, f : Q — R", f € C(Q). Az f figgvény
(erdtér) kovetkezd hdrom tulajdonsdga egyenértéki (ekvivalens):

1° Bdrmely r : [a, 3] — Q, r(a) = 7(B) sima zart gérbe esetén ¢ f =0 (a ¢ jel
nyomatékositja, hogy zdrt gorbén integralunk).

2° Bdrmely rogzitett a,b € Q0 és tetszdleges (1 : [an, B1] — Q és 1o [, B2] — Q,
ri(ar) = ro(ag) = a és ri(B1) = r2(B2) = b), az ,a és b pontot Gsszekiots”

Q-beli sima gorbék esetén
/ / .
1 T2

3% Van olyan ® : Q@ — R, & € D(Q) un. potencialfiiggvény, amelyre barmely
r€e€Nési=1,2,...,n esetén

0;®(x) = fi(),
vagy témérebben grad® = f.

A tétel tehat arrél szol, hogy ha az f erGtérnek van potencialja, akkor barmely zéart
gérbe mentén végzett munka nulla, és arrdl is, hogy az erétér barmely két pont ko-
z0tt végzett munkaja fliggetlen az uttol.

Nyilvan érdekes lehet ezutéan, hogy milyen f erétérnek van biztosan potenciélja.
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13.2. Tétel. Ha Q2 C R™ olyan tartomdny, amelyhez van olyan a € 2, hogy barmely
x € () esetén az

la,z] :=={a+t(x —a) eR" |t €[0,1]} C Q

(la, z] az ,a pontot x-szel dsszekitd szakasz”, az ilyen Q0 halmaz ,csillagtartomany”

az a pontra nézve), és f : Q@ — R", f € C(Q) és minden i,j = 1,2,...,n esetén
0if; € C(R2) (minden koordindta-fiigguény minden vdltozo szerinti parcidlis derivdltja
folytonos az Q minden pontjiban), tovabbd

0ifj(x) =0;fi(x) mindenz € Q,i,j=1,2,...,n

esetén (ez éppen f'(x) derivdltmdtriz szimmetrikussdgdt jelenti), akkor van ® : Q —
R potencidlja az f fiigguénynek.

Amikor az Q = R3, akkor ez csillagtartoméany. Ha az erétér

P
f=1Q | : R—=R?
R

megfelelden sima P, @, R : R? — R koordinata-fiiggvényekkel (az erdtér , komponen-
seiként” is szokték emlegetni), akkor a 0;f; = 0; f; feltétel azt jelenti, hogy az
81P(a:) 62P(x) 83P(x)
fllx) =] 0:1Q(z) 3Q(x) %Q(z) (z € Q)
61R($) 82R(ac) 83R({L‘)

derivaltmatrix szimmetrikus. Ha még bevezetjiik a rotacié fogalméat is, akkor

er ey e3
rotf = VXfZZ 81 82 (93
P Q R

= (82R — 83Q)61 — (81R — (93P)€2 -+ (81Q — 62P)e3 =0€ R3

az egész R3 téren. Fizikdban igy is emlegetik ezt a tételt: ,Rotaciomentes erétérnek
van potenciélja.”

Végiil nézziikk meg, hogy ha egy f er6térnek van potencialja, akkor hogyan lehet
ezt megtalalni, és milyen tovabbi haszon szarmazik a potencial ismeretébdl.

Az egyszertiség kedvéért legyen

fiR? = R? f(z,y) = [
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Mivel Oy(x +y) = 1 és Oy(x — y) = 1, ezért f'(z,y) szimmetrikus, ezért van f-nek
® potenciélja, és ez az — egyeldre ismeretlen — potenciél olyan ® : R? — R fiiggvény,
amelyre

o ®(,y) =2 + v,
Oy®(z,y) =z —y.

Ha 0,®(z,y) = x + y, akkor ®(z,y) = *”C—; + 2y + ¢(y) alaka, ahol ¢ : R — R, dif-
ferencialhato, de egyébként egyeldre tetszéleges fiiggvény lehet. Ekkor 0,®(x,y) =
x+ ¢ (y) =z —vy, gy ¢(y) = —y, amibdl ¢(y) = —3/2—2 + ¢, ahol ¢ € R tetsz6leges.
Tehat csak a ® : R2 — R, ®(z,y) = % +xy — % + ¢ alaku fliggvény lehet az f
potencialja.

Ha ezek utan egy tetszdleges r : [a, 3] — R? sima gorbe mentén szeretnénk az
f erétér munkajat kiszamitani, akkor (a kozvetett fiiggvény derivalasat szem elStt
tartva)

B8 B B
/ ;= / (), 7 () dt = / (grad® (r(1)), (1)) dt = / & (r(t)) - #(t)dt =

«

8
= / (@(r(1)))'dt = [2(r(1))]5 = ©(r(B)) — 2(r()),

amely azt mutatja (amit a tétel is sugallt), hogy a vonalintegral értéke csupan a gorbe
két ,wégpontjatol” figg, és fiiggetlen attol, hogy milyen goérbével kotottiik Ossze az
r(a) és r(F) pontot. Specialisan, ha r(a) = r(8), akkor zart gorbérsl van szo, és
ekkor ®(r(3)) = ®(r()), igy ¢, f = 0, ahogyan ezt a tétel is allitotta.

13.2. Feladatok

1. Legyen
TH+y+ =z 2cost
fiR = R3 f(x,y,2) = y—z és r:[0,6m] — R? r(t):= | 2sint
T+ z t

Szémitsa ki az [ f vonalintegralt!

e
Szamitsa ki az f er6tér vonalintegraljat egy origé kozépponti, egységsugard,
pozitiv irdnyitasu (az 6ramutatéd jarasaval ellentétes iranyitasa) zéart korvona-
lon.

2. Legyen f:R2\ {(0,0)} — R2, f(z,y):= [ :f? ] :
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3. Mutassa meg, hogy az

T

F:R\{(0,0,0)} = R’, F(a1,22,23) = | ~(agatiaaye
X
erGtérnek van potencidlja. Szamitsa ki a ® potenciélt!
Megoldds: Legyen i,j =1,2,3 és i # j. Ekkor
Z; 3
o [ — J — (=2 (2 2 2y=5/2y . 9. —
! ( (x%—i—x%—i—x%)?)/?) zj( 2(331‘*'332‘1'1‘3) ) - 2
_ 3. 9 2 2\—5/2 _ Li

ezért van potencialja az F erétérnek. Ha @ : R?\ {(0,0,0)} — R, akkor
T
(23 + 23 + 23)3/2’

0;i®(x1, 0, 23) = —

akkor
O(x1,x0,23) = ! +c
1, 42,43 ($%+$%+$§)1/2 )

mert

T
(22 + 23 + 22)3/2’
1 =1,2,3. Megjegyezziik, hogy F' egy origoban elhelyezett M = 1 tomegpont
gravitacios terének is tekinthetd, hiszen az r helyvektort pontban az m = 1
tomegre hato erg (az egységrendszer valasztasa miatt felleps szorzotényezstsl

1 _
8@@(371,1‘2,-%3) = —§($% + ':U% + x%) 3/2(2'%.1) =

eltekintve)
)=~ on (2 #0)
F(r)=—i- -m= ([#0).
Izl Izl
Ennek az erétérnek a potencialja
1
O(r) == ([#0).
Iz
4. Legyen
2
. TR2 2 R
fR _)]Ra f($’y)_|:$2y:|a

és a gorbe legyen egy lemniszkéta, példaul az

Li={(@y) e B | V=232 Vi + 27+ = 8},

(Az L gorbén a sik Osszes olyan pontja rajta van, amelynek a C1(2,0) és
C3(—2,0) pontoktol mért tavolsdgainak szorzata 8.) Mennyi lesz az f vo-
nalintegrélja a lemniszkatan?
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13.3. Vonalintegral

13.3.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Legyen Q2 C R” tartoméany, és f : Q@ — R", f € C(Q). Legyen r : [a, 5] — Q, r €
Cla, B8] és r € Cl(a, B), tovabba Vi1, ts € (o, B), t1 # to esetén r(t1) # r(t2) egy tn.
sima gorbe.

13.2. Definicio. Az f fiigguény r gorbe menti vonalintegraljan az

B
[ 1= [ i
valds integrdlt értyik.

13.3. Tétel. Hary: [, B] — Q ésra: [B,7] — Q, r1,72 sima girbe ésri(B) = r2(f5)
(csatlakoznak), akkor az ri Urg : [a,y] — Q, (r1 Urg) =1y és (riUra)y,

CS&tOlt g(')rbek esetén
r1Urg 71 T2

I, ]

Bizonyitas.

/ g f — /7<f((7“1 @] 7‘2)(25)), (7“1 U 7‘2)(t)>dt —

Y

_ /jg(m(t))ﬂ”’l(t»dﬁ/

ﬁwmm@wW—jj+Lf

Megjegyezziik, hogy (r1 Urs) esetleg B-ban nem differencialhatd, de egy pont nem
befolyasolja az integral értékét.

13.4. Tétel. Ha r : [, 8] — Q sima gorbe, akkor az 7 : [a, B3] — Q, T (t) =
r(a+ 3 —t) ellentett iranyitasa gorbére

fr==lr

Bizonyitas. Vezessiik be az v := a + § — t helyettesitést, ekkor
5
/J = / (f(r(a+B—1),7(a+p —t)dt =
a B
- 4<ﬂd@»ﬂ@ﬂa=£<ﬂmmxmmmu=[f
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13.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : Q@ — R™ korldtos, azaz IM > 0, Vx € Q || f(z)] <
M. Ekkor azr : |a, 3] — Q sima gorbe esetén

/Tf‘SM-L,

ahol L a gorbe ivhossza.

Bizonyitas.

/Tf

B8 B
/ <f<r<t>>,f<t>>dt\s / (F(r (1)) (0))] dt

IN

8 8
[FCr @D - [l7(#)flde < / M -7 (t)||dt = ML,

hiszen | aﬁ |7(t)||dt a gorbe ivhossza. (Kozben a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlStlenséget hasznaltuk.)

13.3.2. Potencial

13.3. Definici6. Az f: Q — R" legyen Z-tulajdonsdgt, ha ¥r : [a, 5] — Q, r(a) =
r(3) sima zdrt gorbe esetén §_f = 0.

13.4. Definicié. Az f : Q@ — R" legyen F-tulajdonsdgi, ha Vr1 : [a1, 1] — Q
és Vry @ [ag, B2] — Q olyan sima gorbék esetén, melyekre még r1(ay) = ro(ag) és
r1(81) = r2(B2) is igaz, teljesiil, hogy

[0=].0

13.5. Definicio. Az f: Q — R™ legyen P-tulajdonsdgi, ha 3® : Q@ — R, & € D(Q)
és grad® = f. A ® az f egyik potencialja.

13.6. Tétel. Legyen f: Q) — R™. Ekkor Z < F < P.

Bizonyitas.

1° Z = F.
Legyen 71 : [a1, f1] — € sima gorbe, ro : [ag, f2] — 2 sima gorbe. Tegyiik fel,

hogy aa = B, és r1(a1) = 12(aw), m1(B1) = 12(B2). Ekkor az i3 : [ag, B2] — €,
T2 (t) := ro(ag + P — t) ellentétesen iranyitott gérbével az rq U 7y zart gorbe

lesz. Igy
0=/ﬁﬁf=/ﬁf+/@f=/ﬁf4ﬁ
IRE R

tehat
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2°F = P.
Rogzitsiink egy a € Q pontot. Legyen ® : Q — R, ®(x) := fn f, ahol a,
jeloljon egy a-t x-szel Gsszekotd sima gorbét. Legyen e; (i = 1,2,...,n) az
i-edik egységvektor. Ekkor

(Lasd a 13.4.

avy:[0,s] — R" ~(t) := x + te; paraméterezéssel allithatjuk el§, melyre

82(1)(21))

’y(t) = €;.
Felhasznaltuk még a folytonos fiiggvény integralkdzepét is. Az utolsé 1épés f;
folytonossdganak a kévetkezménye.

¥P=Z
Legyen r :

/Tf

13. FEJEZET. VONALINTEGRAL

X x+se,

13.4. abra.

i 2@+ se) = (@) _ 1 </ f- / )
s—0 S s—0 8 GI+561

S

1 1
lim — [ (f(x+te;),e;)dt = lim — fz(ac + te;)dt =
s—0s Jy s—0 s Jy

(li_r}r(l) %fi(m+196i) s = fi(x). (13.1)

abrat.) Kozben felhasznaltuk, hogy az [x,z + se;] szakaszt

[a, B] — Q, r(a) = r(B) sima zart gorbe. Mivel 3 € D(Q)
potencial, ezért
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hiszen r(a) = r(8) miatt ®(r(«a)) = @(r(3)).

Mivel Z = F, FF = P és P = Z, ezért az f mindharom tulajdonsiga egyenértéki.
Miel6tt a potencial 1étezésének elégséges feltételével foglalkoznank, egy 6nmagé-
ban is fontos, gyakran hasznalt eredményt mutatunk be.
Legyen g : [a,b] X [¢,d] = R, g€ C. A

b
G:le,d — R, G(y) ::/ g(z,y)dx

fiiggvényt paraméteres integralnak nevezziik (y a ,paraméter”).

13.7. Tétel. Legyen g : [a, b] e, d] — R, g€ C és g € C(la,b] x [c,d]).
Ekkor a G : [c,d] — R, G(y f g(z,y)dx figguényre G € D(c,d), és Yy € (c,d)

esetén X
G'(y) = / dog(x,y)dz

Bizonyitas. Legyen y € (¢, d) tetsz6leges. Ekkor Vs € (¢, d), s # y esetén

s—y /abf?w(ﬂf,y)dw =
~ s i y </ab9(x,s)dx - /abg(:c,y)d:c> — /b Bag(z,y)dz =

b
_ ! (g(:c s) —g(z,y) d:):—/ O29(w,y)dw =

:s— /8ggx77 s—y dx—/aggxy

- / (Drg(a, 1) — Dagle, y))de.

a

Mivel a9 € C, ezért Ve > 0 3§ > 0, hogy ¥(z,s), (z,y) € [a,b] X [c,d], amelyre

(2, s) = (z,9)]| = |s =yl <4,

teljesiil, hogy |02g(x, s)—0ag(x,y)| < €, és mivel ) az y és s kozott van, igy [n—y| < §
is fennall, amibdl
|02g9(2,m) — D2g(z,y)| < &

is kovetkezik.
Legyen s € (¢,d), s # y olyan, hogy |s — y| < . Ekkor

SO0 s

s—Y

b b
S/ |82g(x,77)829(x,y)|dx</ edz =¢e(b—a).
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G(s)=Gy)

Ez éppen azt jelenti, hogy Jlim,_,, p— és

S—Y

_ b
G'(y) = lim %j(y) = /a Oog(x,y)dx

Ezt a tételt a ,paraméteres integral derivalasa” néven szoktdk emlegetni, és for-
malisan azt mondja, hogy

d [° bag
o / o(e,y)de = / (o, y)do

azaz kellGen sima fliggvény esetén az integral paraméter szerinti derivalasat az integ-
ral alatt is el lehet végezni.

Legyen 2 C R™. Az ) tartomany csillagtartomany, ha Ja € Q, hogy Vz € Q)
esetén az [a,z] == {a+t(x —a) € R" | t € [0,1]} C Q (az a pontbdl az @ minden
pontjahoz el lehet ,Jatni”...).

13.8. Tétel. (a potencidl létezésének elégséges feltétele)
Legyen Q C R™ csillagtartomdny. Legyen f € CH(Q) (Vi,j = 1,2,...,n esetén
0if; € C()) ésVi,j=1,2,...,n esetén Va € Q pontban

9ifj(x) = 0; fi(x),

azaz f'(x) € R™"™ szimmetrikus mdtriz. FEkkor 3® : Q — R, amelyre Vi,j =
1,2,...,n esetén Yx € Q pontban 0;®(x) = fi(x), azaz van potencidlja az f fiigg-
vénynek.

Bizonyitas. Legyen x € (), = # a tetsz6leges. Legyen az a pontot x-szel 6sszekétd
szakasz a

0,1]5t—a+tlx—a) e

sima, ,,gérbe”. Jelolje ezt a,#. Az a,2 gorbén vett vonalintegral legyen a ® fiiggvény
z-beli értéke, azaz

d:0 - R, / / (a+t(x —a)),x — a)dt.

Megmutatjuk, hogy ® potenciilja az f fliggvénynek. Legyen i € {1,2,...,n} tetsz6-
leges index. Ekkor Vz € ) esetén

8/ (a+t(x—a)),xz—a)ydt = 8/ Zf]a—i-ta:—a))(j aj)dt =
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[Most alkalmazzuk a paraméteres integral derivalasardl szolo tételt. A  paraméter”
most x; lesz. Igy folytatva a szamolast:|

1 n
= /O > {0ifila+tx—a)t} (v —a;) + fila+tz —a)- 1| dt =
j=1

[hiszen ha j # i, akkor 0;(; — a;) = 0. Most hasznaljuk ki, hogy 9;f; = 0;f:. lgy
kapjuk, hogy:|

1 n
_ /0 S {03 fila+ o — )t} - (w5 — aj) + fila+ bz — a)) | dt =
j=1

[Tekintstik a ¥ : R — R, W(t) :=t- fi(a+t(x—a)) fliggvényt. A simaséagi feltevések
miatt ¥ € D és

(1)

fila+tx—a) +t- fila+tz—a))-(x—a)=

= filat+tlx—a))+t) 0ifia+t(x—a) (z;—aj.

=1

Vegyiik észre, hogy az integral alatt éppen W'(¢) all. Ezért:]

1
_ /0 W (0)dt = [U(8)) = T(1) — U(0) = fila+ 2 — a) = fi<).

|[Kozben tobbszor derivaltunk kozvetett fliggvényt. . . |
Tehat 0;®(x) = fi(x). Mivel f; € C, ezért 0;® € C, amibsl mar kovetkezik, hogy
® € D. Igy valoban ® az f potenciélja.
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14. fejezet

Differencialegyenletek

A természetben, tarsadalomban zajlé folyamatok leirasara alkalmasak a differencial-
egyenletek. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e A differencialegyenlet fogalma
o Szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenletek megoldasa

o Alkalmazéasok

14.1. Differencialegyenletek

14.1.1. Alapfogalmak

Legyen  C R? tartomany, f : Q — R folytonos fiiggvény. Keressiik az olyan
y : R — R fliggvényeket, amelyek D(y) értelmezési tartoménya nyilt intervallum, y
folytonosan differencialhaté, minden = € D(y) esetén (z,y(z)) € Q és

y'(z) = fz,y(x)).

Ezt a problémat elsérendi differencidlegyenletnek nevezziik, és az 3y’ = f(x,y) szim-
bolummal hivatkozunk ra. Latni fogjuk, hogy ennek a problémanak altalaban végte-
len sok megoldéasa van. Ha azonban valamely xy pontban el6irjuk a megoldas y(x¢)
értékét, akkor rendszerint egyetlen megoldéast kapunk. Az

y(z0) = Yo

Osszefliggést kezdeti feltételnek nevezik. A feladatokbdl kideriil majd, hogy ilyen
tipusa feltételek természetes moédon hozzatartoznak a differencidlegyenletekhez.

Felvet6dik a kérdés, hogy az f fiiggvény folytonosséga elegendé-e ahhoz, hogy
legyen megoldasa az y' = f(x,y) differencidlegyenletnek, illetve, ha van megoldésa,
akkor hogyan lehet ahhoz eljutni.
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14.1.2. Szétvalaszthato valtozoéju differenciadlegyenlet

A probléméaval torténd jelenlegi els6 ismerkedésnél csak azzal a specidlis esettel fog-
lalkozunk, ahol az f : R? = R fiiggvény elsall

f(z,y) = g(z)h(y)

alakban, ahol g, h : R — R folytonos fiiggvények, D(g) intervallum, és a h fiiggvény
nem veszi fel a 0 értéket. Az ilyen differencialegyenletet szétvéilaszthato valtozéjunak
nevezzik és tomorebben az

y' = g(z)h(y)

kifejezéssel jeloljik. Tegyiik fel, hogy valamely y : I — R fliggvény megoldasa a
feladatnak, azaz minden = € I esetén y/(x) = g(x)h(y(x)). Ekkor

=g(x) (xel) (14.1)

Legyen H := [1/hés G = [ g az 1/h és a g egy-egy primitiv fiiggvénye. Tetszbleges
z € I esetén
y'(z)

(Hoy) () = H (y(x))y () = M@y G'(z) = g(x).

Mivel a (H oy)’ és a G’ derivaltfiiggvények (14.1) szerint az I intervallumon meg-
egyeznek, azért a Hoy és G fiiggvények csak egy konstansban térhetnek el egymastol.
Azaz van olyan ¢ € R szdm, amellyel minden x € I esetén

H(y(x)) = G(z) +c.
Ha a H fiiggvénynek van inverzfiiggvénye, H !, akkor
H™'(H(y(2)) = H (G(x) +¢),
azaz minden x € I esetén
y(x) = H YG(z) + ¢). (14.2)

Tehat az y' = g(x)h(y) feladat minden megoldésa elgallithato (14.2) alakban. (Be-
helyettesitéssel ellendrizhets, hogy ezek a fiiggvények valoban megoldasok.) Megje-
gyezziik, hogy ezt a gondolatmenetet csupan formalisan kovetve egy konnyen megje-
gyezhetd megoldési eljarashoz jutunk:

y' = g(z)h(y)

Y = o(@)hiy)
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Ezt az egyenletet integralva és bevezetve a H := [1/h és G = [ g primitiv fiiggveé-
nyeket a

H(y) =G(x)+c

egyenlethez jutunk. Mindkét oldalra alkalmazva a H~! inverzfiiggvényt a (14.2)
megoldast kapjuk.

Nézziik meg, hogy ez az egyszertien megoldhaté tipus milyen jelenségek leirasara
alkalmas.

14.1.3. Alkalmazas

Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv anyag a ¢t = 0 idpillanatban mg tomegi. Az id§
elérehaladtaval a t > 0 id6pillanatban jelolje m(t), mig a t+ At id6pontban m(t+ At)
a sugarzo anyag tomegét. Feltessziik, hogy a t és t + At idSpont kozotti Am :=
m(t+ At) — m(t) tomegvaltozas egyenesen aranyos a t id6pontbeli m(t) tomeggel és
az eltelt At id6vel: Am ~ m(t)At. Sugéarzasrol van szo, igy At > 0 esetén Am < 0.

Bevezetve egy k > 0 aranyossagi tényezét a Am = —km(t)At, azaz a
Am
L
AL m(t)

egyenléséghez jutunk. Ha At — 0, akkor a

Am  dm
lim — = — = —km(t
At—0 At dt ( )
differencialegyenletet kapjuk. Ebben most = helyett ¢ a valtozo, és y(x) helyett m(t)
az ismeretlen fiiggvény. A differencialegyenlet szétvalaszthato valtozoja (k most nem
is fiigg a t valtozotol). Oldjuk meg az egyenletet az imént ismertetett modszerrel.
Szétvéilasztva a valtozokat

d
T kar.
m
Mindkét oldalt integrélva
Inm = —kt +c,

melybdl
m = e Fte = oklee
Mivel a kezdeti feltételbsl mg = m(0) = %€ = ¢, azért a megoldas barmely ¢ > 0

esetén

m(t) = moe .
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A sugarzo anyagok egyik jellemzgje a T felezési ids, amely megadja, hogy mennyi id6
alatt ttinik el az anyag tomegének fele. A T felezési id6vel megadhatd a k bomlasi
alland6. Ugyanis

% = m(T) = mge 7T,

melybél
_ In2
=
Kutatasok kimutatték, hogy él6 névényi szervezetben a szén 14-es izotdpjénak kon-
centracioja allandé, mivel a szétsugarzodo C' potlodik a légkorbsl az asszimila-
ci6 soran. Azonban, amikor példaul egy fa elpusztul, akkor tobbé nem épiil be a
C'4, ezért csokken a fa anyagaban a koncentracioja. Talaltak egy korhadt fatorzset,
amelyben a C!* térfogategységre esé mennyisége csak 90%-a a szokasosnak. Hany
évvel ezelStt pusztult el a fa, ha tudjuk, hogy a C'* felezési ideje 5370 év?

Mivel a C'* mennyiséget a fa elpusztulasatol szamitott ¢ idé mulva az

k

m(t) = moe_%t

képlet adja és jelenleg a fa anyagaban a C'* mennyisége 0, 9my, azért a keresett id6t
a

_In2
O, 9m0 = mpe 5370

egyenlet adja. Mindkét oldalt mg-al osztva, majd logaritmust véve

mo,9= B2,
me 5370
melybdl
|
= 5370299 _ 816 4.
In

Tehat a fa 816 évvel ezel6tt pusztult el. Ez a példa illusztralta a C'4-es kormeghata-
rozas modszerét, amelyért 1960-ban W. Libby amerikai vegyész kémiai Nobel dijat
kapott...

14.2. Feladatok

1. (Korlatlan szaporodéas modellje) Legyen a ¢t = 0 id6pontban mg tomegi virus
egy varos lakosaiban. Irjuk le a jarvany kialakulasanak modelljét (ha nincs
ellenszere a virus szaporodéasénak...).

2. (Korlatozott novekedés modellje) Egy szigeten legfeljebb M mennyiségii (pél-
daul tomegii) nyul szamara terem elegends fii. Betelepitenek my mennyiségt
nyulat. Irjuk le a nyulak mennyiségének idébeli valtozasat!
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Megoldds: Jelolje m(t) a kérdéses mennyiséget a t idépontban. Feltehets, hogy
egy t id6pontban ennek At id§ alatti megvéltozésa ardnyos az eltelt At idével,
az m(t) nytilmennyiséggel és a sziget maradék nyuleltarto képességével. Azaz

m(t + At) —m(t) ~ m(t)(M — m(t))At.
Bevezetve a k szaporodasi tényezdt
m(t + At) —m(t) = km(t)(M — m(t))At.

Elosztva az egyenletet At-vel, majd a At — 0 hataradtmenetet véve a

d
d—? =m' =km(M —m)
szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletet kapjuk. Szétvalasztva a valto-
zokat q
m
————— = kdt.
m(M —m)

Felhasznalva, hogy

kapjuk, hogy

1 1 1 m
= dm=-(lnm—In(M —m)) = -1
/m(M—m) m = g7 (m =M =m)) = 7pIn 7

. Az egyenlet mésik oldalat is integralva

1
i In — = kt+ ¢
In = Mkt+ Mc
—-m
M”_”L — oMkt Mc
Ebbsl
oMkt

m(t) =

e—Mec + eMkt®

Az m(0) = mg kezdeti feltételbsl

mo = _—
0 e_Mc+17
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14.1. abra.
melybdl
eMe _ mo
M — mo
Igy a megoldas
(t) eMkt
Momg 4 oMbt
Lathato, hogy
li =Ml L =
tiglom(t) A Momo Mkt
mo

3. Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

a) Yy =
b) ¥ = —ytgx, x € (—7/2,7/2)
y =

c) =V1+y? >0

zy, z €R



15. fejezet
Tobbvaltozo6s fuggvény integralja

A valos-valés fliiggvény integraljat most mas iranyban altalanositjuk. Eljutunk egy
feltilet alatti térrész térfogatdhoz, amelynek kiszamitésat valos fliggvények integral-
janak kiszamitésara vezetjiik vissza. Az aldbbi témakordket targyaljuk.

e Tobbvaltozos fliggvény Riemann-integraljanak definicidja
e Az integral kiszamitéasa téglalapon Fubini-tétellel
e Az integral kiszamitasa normaltartomanyon

e Az integral kiszamitédsa méas tartomanyokon integraltranszformécioval

15.1. Tobbvaltozoés integral

15.1.1. A tobbvaltozoés integral fogalma

Legyen T := [a,b] x [c,d] C R? egy zéart téglalap. Legyen f : R? >— R kétvaltozos
folytonos fiiggvény, amelyre T' C D(f). Készitsik el az [a,b] intervallum egy a =
o< T < ...<Ti1 <x;<...<zp=>bésalcd intervallum egy c =yg < ... <
Y1 < Y < ... < Ym = b felosztasat. Minden [x;_1, ;] részintervallumban vegytink
fel egy & € [xi—1,2;] és minden [yg_1,yx] részintervallumban egy nx € [yr—1, Y]
pontot (i =1,...,n, k=1,...,m). Készitsiik el a

Tpm 1= > F(&smi) (@i — 2im1) (e — Yr—1)

i=1,...,n, k=1,....m
kozelitGosszeget. (A oy m szemléletesen [z, z;] X [yr—1, yi| téglalap alaplapa, (&, nx)

,magassagi” (ez lehet negativ szam is!) hasabok ,el6jeles” térfogatanak az osszege.)
Az f fiiggvény folytonossaga miatt igazolhato, hogy ezeknek a kozelitGosszegeknek
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létezik hatarértéke abban az értelemben, hogy van olyan I € R szam, hogy barmely
€ > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0 szam, hogy minden olyan felosztasra, amelyben

max{z; —x;—1 |1 =1,2,...,n} <9
és

max{yr —yr—1 | k=1,2,...,m} < ¢
és ezekben tetszolegesen felvett & € [x;—1,2;] (i =1,...,n) és nx € [yx—1,yx] (k =
1,...,m) esetén

lonm — I <e.

Az ilyen I € R szamot az f fliggvény T téglalapon vett integraljanak nevezziik

és
[ =1

Erre a fogalomra réviden tugy szoktak hivatkozni, hogy

/Tf = lim > FGmi) (@i — zioa) Yk — yr—1) =
ik

i —x;—1—0, Yp—Yr—1—0

Ax;—0, Ayr—0

= ol S AGm)AnAn = [ flag)dedy
ik la,b] x[c,d]

Az fT f € R szamot az f feliilet alatti

H:={(v,y,2) €R®| (z,y) € T, 0< z < f(x,y), ha f(z,y) >0
vagy f(z,y) <z <0, ha f(x,y) <0}

térrész ,elGjeles” térfogatanak nevezziik.

15.1.2. Az integral kiszamitasa téglalapon és normaltartomanyon

Nyilvanval6é, hogy a bemutatott eljaras végigvitele igen nehézkessé tenné az f fiigg-
vény T téglalapon vett integraljanak kiszamitasat.

Idézziik fel a valos-valds fliggvény integraljanak térfogatszamitasra vald alkalma-
zasat. Legyen most az [a,b] intervallum tetszéleges = € [a,b] pontjaban a H sik-
metszetének teriilete S(z) (15.1. abra). Ez a teriilet a [¢,d] 5 y — f(z,y) fliggvény
[c, d]-n vett integralja:

d
S(z) = / f(y)dy.
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S \

15.1. 4bra.

Ha ezt az [a,b] o z — S(z) fiiggvényt (amely f folytonossaga miatt folytonos)
integraljuk az [a, b] intervallumon, akkor

/T /= /[a,b]x[c,d] f(z, y)dady = / " S(a)de = / b ( / df(x,y>dy) dz.

Hasonlé gondolatmenettel adédna, hogy

/sz/cd </abf<m,y)dx) dy.

15.1. Tétel. (Fubini-tétel)
Legyen f :R%2 R, f folytonos és [a,b] x [¢,d] C D(f). Ekkor

/[a,b]x[qd] f= /ab </cdf(x,y)dy> do = /cd (/abf(:n,y)dx> dy.

Példaul legyen f:R? —» R, f(z,y) = zy. T := [0,1] x [2, 3]. Ekkor
1 3

= o [ o= 322

Az f fliggvény T téglalapon vett integraljanak definicidja nem igényelte, hogy az
f folytonos fliggvény legyen. Ha f nem folytonos, akkor elGfordulhat, hogy nem
létezik az I € R szdm. Ha azonban létezik a kivant tulajdonsaga I szém, akkor az f
fliggvényt integralhatéonak mondjuk a T téglalapon, és ekkor

|-t
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Ezzel a megjegyzéssel tériink at az f : R? D— R fiiggvénynek nem téglalap alaku
halmazokon vett integralhatésdgara és integraljara.

Legyen a, 3 : [a,b] — R folytonos fiiggvény olyan, hogy minden z € [a,b] esetén
a(z) < f(x). Legyen

N, = {(a,y) € B |z € [a,8] & ) <y < B(a)}

,az r-tengelyre nézve normaltartomany”. Legyen f : N, — R folytonos fliggvény.
Mivel «, 8 € Cla,b], ezért van olyan ¢,d € R, hogy minden z € [a,b] esetén ¢ <
a(z) < B(z) < d. Terjessziik ki az f figgvényt a

T :=[a,b] X [¢,d]
téglalapra a kdvetkez6 modon:

;. ; _ | f(z,y), ha(z,y)e N,
fiT =R f(x,y).—{ 0, ha (z,y) € T\ N,.

Ez az f fliiggvény olyan, hogy f| folytonos, mig a 7'\ N, halmazon azonosan 0.

Igazolhato, hogy az ilyen f fuggveny integralhato, és az f fiiggvény T téglalapon
vett integralja segitségével értelmezzik az f fiiggvény N, normaltartoményon vett

integraljat:
| r=[+
N, T
A Fubini-tétel szerint

Lo P o)
_ (/ o ydy+/(j:) Fz,y)dy + ﬁ; f(:c,y)dy) di —
(/ wdy)dx,

hiszen [c, a(z)] 3 y — f(z,y) =0, [a(x), B(x)] 3 y = f(x,y) = f(x,y) & [B(x),d] >
y — f(z,y) = 0 barmely z € [a, b] esetén.
Példaul legyen f:R? —» R, f(z,y) = xy és

Ny ={(z,y) eR? |z e [-1,1]ésa? -1 <y <1-—2a?}.

1 —z? 1 yg 1—x2
f = xydy dx / |:CL‘:| dr =
Ny -1 2 x2—1
g (1 -z .
2 2

Ekkor
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Ertelemszert modositéassal kapjuk az N, y-tengelyre nézve normaltartoményra vett
integralt is.

Az el6zéek mintajara épithets fel az f : R? >— R fiiggvény T := [a1,b;] x
[az, ba] X [as, b3 téglara vett integralja, az erre vonatkozo Fubini-tétel, majd az N,
zy-sikra nézve norméaltartoményon vett integral is.

Az Ny, C R? az zy-sikra nézve normaltartomany, ha létezik az [a,b] C R zart
intervallum, léteznek «, 3 : [a,b] — R folytonos fiiggvények, amelyekre a(z) < B(x)
(z € [a,b]), és léteznek a A, pu : R? D— R folytonos fiiggvények, amelyekre A(x,y) <
u(z,y) (z € [a,b], a(z) <y < B(z)) olyanok, hogy

wa = {(x,y, Z) € R?’ | TE [a7 b]a a(x) S Y S ﬁ(x)a )\(x,y) S < S ,u(x,y)}.

Tegyiik fel, hogy f : R? >— R, folytonos fiiggvény, és N, C D(f). Ekkor

b B(x) w(,y)
o= ([ ) ayg e
Nay a a() Az,y)

15.1.3. Az integral transzforméacidja

Az egyvaltozos helyettesitéssel torténd integralasnak is van megfelelGje a tobbvaltozos
integralasban. A valos valtozos helyettesitéses integral szerint, ha ¢ : [a, 8] — [a, b]
szigortian monoton névd bijekcio, és ¢ € D, akkor

b B
/ f(z)de = / F(6(1)) - & (1)t

Tegyiik fel, hogy az f : R? >— R fiiggvényt a Q C D(f) halmazon szeretnénk
integralni. Ha szerencsénk van, akkor taldlunk olyan ® = (¢,4) : T'— @ bijekciot,
ahol T = [, 8] x [y, 0] C R? egy téglalap, ® folytonosan differencialhaté, és barmely
(u,v) € T esetén

Oug(u,v)  9yd(u,v)
Uy V

de”"(“’”)_‘auwu,v) D) | 7

Bebizonyithato, hogy ekkor
| £= [ 560,60 0) | det@'(u,0)]dudo.
Q T

Példaul Q := {(z,y) € R? | 22 4+ y? < 4}, ami egy origd kézéppontt, 2 sugart zart
korlemez. Az f:R? — R, f(x,y) = 2% +y°.
Mivel a

(¢,1) :=10,2] x [0,27] — @, ¢(u,v):=wucosv, P(u,v) = usinv
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bijekcioé (polartranszformécié néven ismert), és

cosv —usinwv

. =wucos?v +usin®v = u,
sinv  ucosv

det(¢, )" (u,v) =

ezért

/ 2 +yldady = / {(ucosv)® + (usinv)®} ududv =
Q [0,2]x[0,27]

2 2 2 u4 2
= / </ u3dv> du = / [u?’v}%“du = [2%—} = 8.
0 0 0 4 ]y

Az f : R3 D— R fiiggvények integralasanal gyakran konnyitést jelent, ha észre-
vessziik, hogy az

X(r,¢,9) = rsindcos¢
Y(r,¢,9) := rsindsin¢
Z(r,¢,9) = rcos¢

transzformacioval az

[RlvRQ] X [¢17¢2] X [191,192] =T

téglat a Q C R? integralasi tartoméanyra kolesonosen egyértelmtien képezi le a @ :=
(X,Y,Z): T — Q fiiggvény, és det ' # 0 a T téglan. Ekkor

sinvcos¢ —rsindsing 7rcoscosp
det ®'(r,¢,9) = | sin?¥sing rsindcos¢ rcosVsing | = —r’sind.

cos 0 —rsind

Ekkor
/ f(@,y, 2)dedydz = / F(X(r,6,9),Y (1,6, 0), Z(r, $,0)) - 12 sin @ - drddd.
Q T

Az itt alkalmazott térbeli polartranszformacioé olyan @) térrészekre alkalmas, amely
egy gomb valamilyen része (félgomb, gombréteg stb.).

15.2. Feladatok

1. Legyen f : R? — R, f(x,y) := zy + 2 fiiggvény, és T := [0,1] x [1,2] egy
téglalap. Szamitsuk ki az [, f(z,y)dzdy integralt!
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Megoldds: Alkalmazzuk a Fubini-tételt:

1 2 1 y? y=2
/ f(z,y)dady = / dx/ (xy +2)dy = / dx |:JJ— + Qy} dy =
T 0 1 0 2 y=1

! T 13
:/dx(2x+4———2):/ —z +2dz =
0 2 0 2

2 1
= [§x—+2x} =
0

2=—.
22 +

B o

2. Legyen N, :={(z,y) |0<2<22—z<y< %x + 3} egy x tengelyre nézve
normaltartomany, tovabba legyen f(x,y) := 2z +y+1, g(z,y) := = két feliilet.
Szamoljuk ki a

H:={(z,y,2) €R®| (x,y) € Ny &s g(z,y) < 2 < f(z,y)}

térrész térfogatat! (A probléma akar egy granitdarab térfogatbecslésének a
modellje is lehet . ...)
Megoldds: Lathato, hogy az N, tartoméanyon f(x,y) > g(x,y), ezért a H

halmaz térfogata = sz f- me g = sz f—g

2 1o+3 2 o2 y=4a+3
/ (2:c—|—y—|—1—$)dxdy:/ dm/ a:+y+1dy:/ dzx [:L’y—}-——i—y] =
Ny 0 2—x 0 2 y:2—x
2 2 2
1 1/1 1 2 —
:/0 dx(x<§x+3>+§(§x+3) +§x+3—(3:(2—3:)+(7x)+2—x)):
2 3 2
9 5 7 9z 9 7
= 222462+ cdr = |o— + 322+ c2| =22
/08x+x+2x {83+$+240

3. Legyen f(x,y) :=xy ((z,y) € R?) és K := {(z,y) | 2> + y? < 4} egy korlap.
Szamitsuk ki az [, f(z,y)dzdy integralt!
Megoldds: A K korlapot elgallithatjuk a

D:={(r,¢)|0<r<20<¢<2r}

téglalap képeként az
r=rcos¢, y=rsing

polartranszformacioval. A transzformécié Jacobi-determinénsa

cos¢p —rsing

| det(z(r,¢),y(r,¢))'| = sing rcoso

:’[”’
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RV2

15.2. abra.

ezért

/ f(z,y)dzdy = / f(rcoso,rsing) - rdrde =
K D
d=2m

2 2 2 .2 2
/ dr/ rcos¢-rsin¢d¢—/ dr [Tzsm ¢] —/ 0dr = 0.
0 0 0 2 J40 0

. Szamitsuk ki az fooo e dz improprius integralt!

Megoldds: Legyen R > 0 tetszGleges. Az ... dbra jol szemlélteti, hogy az origd
kozéppontt R és Rv/2 sugart negyedkorlap kozrefogja az N (R) = [0, R] x [0, R]

—z2 42 .
négyzetet. Tekintsiik az f(z,y) = e~ @ H¥)=e""¢™"" ((z ) € R?) pozitiv
kétvaltozos fiiggvényt. Egy pozitiv fliggvény alatti térfogat nagyobb teriilet
tartomanyon nagyobb lesz, ezért a K(r) := {(z,y) | z,y > 0 és 2% +y? < r?}

jeloléssel
/ f </ f </ I (15.1)
K(R) Nr K(RV?2)

A Fubini-tétel alapjan

R R . R , R R
/ f :/ dw/ e @Y qy :/ daxe™™ / e YVdy= (/ e " dac)
N(R) 0 0 0 0 0

Az ezt az integralt kozrefogo két integralt polartranszformacioval szamoljuk ki.
Ha R > 0, akkor a

2

D:={(r,¢) | 0<r<R0<¢p<

ol 3

}
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téglalapon értelmezett
r=rcos¢, y=rsing

leképezés a K (R) negyedkorlapot allitja els, ezért

/ f:/ f(rcoso,rsing) - rdrde =
K(R) D

jus R jus r=R
1 1 1
= /2 d¢/ e rdr = /2 d¢ [——erz} = <——eR2 + —> z
0 0 0 2 r=0 2 2 2

Hasonl6an kapjuk az
1 2 1\ 7
(s
eredményt is.

A kiszamitott integralokat (15.1) egyenl6tlenségbe helyettesitve azt kapjuk,
hogy barmely R > 0 esetén

T _R2 R —z2 2 _92R2
Z(l—e ) < ; e " dx <Z(1—e ).

Vegyiik az egyenl6tlenség hatarértékét, mikozben R — +oo. Ekkor

° 2 2 s 2 ™
< ) < lim —(1—-e ) =2
<(f ) < m Jo-e =g

)

lim %(1 - e_RZ) =

=
|
8
=1

amelybdl fooo e dx = 4
Megjegyezziik, hogy ebbdl az eredménybdl a g(z) := e
parossagat kihasznélva kovetkezik, hogy

e 2 o0 2
/ e * dx:2/ e " dx = /7.
0

—00

2

(x € R) fiiggvény

Tovabbi kévetkezményt is belathatunk. Ha m € R és o > 0, akkor kiszamitjuk

az
© 1 _(@-m?
e 22 dx
oo V27O

integralt, amely az m,o paraméterti normalis eloszlasi valdszintiségi véltozo
stiriségfliggvényének az integralja.
Vezessiik be a
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15.3. abra.

helyettesitést. Ekkor
z=0oV2t+m és dz = ov/2dt.

— ” _ ” 4 _ 9 _ Mz
Ha ,,x = —o0”, akkor ,,;t = —o0”, és ha ,,x = 400", akkor ,,t = +00”, igy

o0 1 _@=m)? e 1 2 1 o0 42
e 202 dx = e tovodt = — e " dt =
—x V270 —o V27O VT s

Jr=1.

5=



16. fejezet

Vektoranalizis

Térgorbék jellemzsit értelmezziik és szamitjuk ki (gorbiilet, torzio, ivhossz). Feliilete-
ken is bevezetjiik az integral fogalmat. A Newton—Leibniz-formula &ltalanositasaként
integralatalakito tételeket (Gauss, Stokes) fogalmazunk meg. Az alabbi témakoroket
targyaljuk.

e GoOrbe érintGje, binormaélisa, fénorméalisa
o Gorbe rektifikdlhatosiga és hossza

e Gorbiilet, simul6kor, torzio

e Feliiletek paraméteres megadasa

e Felszin definicioja

e Felszini integral

o Feliileti integral

e Gradiens, divergencia, rotacio

e Stokes-tétel, Gauss-tétel

16.1. Vektoranalizis

16.1.1. Térgorbék

Legyen 7 : [a, 3] — R3 egy megfelelGen sima (7,7, 7 € C és barmely t € (a,3)
esetén 7(t),#(t), 7' (t) # 0) térgorbe. Mar lattuk, hogy 7(¢y) a gorbe ty paramétert
pontjahoz huzott érintévektor. Jeldljik az r(tg) iranyaba mutatd egységvektort
t-vel:
7 (to)
L= — .
17 (o)l

235
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Ezt tangencialis vektornak nevezziik.

Most legyen a gorbe Py pontja az r(tg) vektor végpontja. Vegyiink fel tetszdlegesen
a gorbén P; és Py (P, P # Py) pontokat. Ha a Py, Py, P» nem esik egy egyenesbe,
akkor egy sikot hataroznak meg. Kozeledjen Py és P, is Py-hoz. Tegyiik fel, hogy
az altaluk meghatérozott sikok is kozelitenek egy hatérhelyzethez, ami szintén egy
sik. Ezt a sikot a gorbe Py ponthoz tartozoé simulé sikjanak nevezziik (lényegében
ez a sik tartalmazza a gorbe Py-hoz kozeli kis darabjat). Megmutathato, hogy a
simulé sikot az 7(tg) és az 7(tg) vektorok feszitik ki, ezért a sik egyik normélvektora
az 7(tp) X 7(tp) lesz. Ebbgl a simul6 sik barmely pontjéhoz vezets r helyvektorra
fennall, hogy

((7(to) x 7(tg)),r —r(tp)) =0 (a simulo sik egyenlete).
A simul6 sik norméalvektorabol szarmaztatott egységvektor a binormalis:

__"(to) X (to)
T IR (te) x #(to) I
Nyilvan b binormalis merdGleges a t tangencidlis vektorra. A b és t sikjat rektifi-
kalé siknak nevezziik. Ennek a siknak az egyik normalvektora a ¢ x b, amelybél
szarmaztatott egységvektort az f fénormalisnak nevezziik:

_ (#(to) x #(t0)) x (to)
1(7(t0) x #(to)) x 7 (to) ||’

Az f és b sikja a normalsik (ennck egyik normalvektora az 7(tg) érintévektor.)

A't, f, b paronként egymasra merdleges egységvektorok, amelyek ebben a sorrend-
ben jobgsodrésﬂ rendszert alkotnak. A gorbe r(ty) helyvektora pontjahoz illesztett
t, f, b vektorrendszert kisérd triédernek nevezziik (ty valtozasaval a kisérd triéder
is ;éltozik, a gorbe szamara nagyon természetesnek tiinik ez a rendszer).

A koznapi értelemben is fontos tudni egy ut hosszat. Tisztazni fogjuk, hogy
egy 7 : o, 3] — R3 térgorbének mikor van ivhossza, és ha van, akkor azt hogyan
definiéljuk.

Legyen 7 az [a, 3] egy tetszoleges felosztasa:

[

Tira=ty<t—1<...<t_1<t;<...<t,=0.

Az r(ti—1) és r(t;) a gorbe pontjaihoz vezetd helyvektor, igy ||r(t;) — r(ti—1)|| a két
pontot 6sszekots szakasz hossza. Legyen

n

L(r) =Y () — r(ti-a)||

i=1
az r(to),r(t1), . .. r(t,) pontokhoz tartozo torottvonal hossza. Készitsiik el az Gsszes
ilyen toréttvonal hosszat tartalmazé szamhalmazt:

{L(7) | 7 felosztasa az [a, B] intervallumnak}.
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Ha ez a halmaz feliilrgl korlatos, akkor az r térgorbét rektifikalhatonak (,kiegye-
nesithetd”) nevezziik, és ekkor

sup{L(7) | 7 felosztésa az [«, (] intervallumnak} =: L

R-beli szamot nevezziik a térgérbe hosszdnak. Ha a halmaz feliilr6l nem korlétos,
akkor nincs hossza a térgorbének (vagy végtelen hosszi).
Méar lattuk, hogy sima gorbe esetén

r(ti) —r(tic1) = 7(&) - (L —tio1) (& € [tima, i),

igy

n

L(r) =Y lIr(t) = r(ti)ll = Y lI1#(&) - (8 = tima),
=1

i=1
ami egy integralkozelits osszeg. Megmutathato, hogy ez sima gorbe esetén elvezet a
gorbe ivhosszahoz: sima gorbe rektifikalhato, és

B8
L:/ 17 (1)l dt.

Ha r : [o, 5] — R sima gorbe, akkor barmely ¢ € [«, ] esetén legyen s(t) :=
foi ||7(w)||du a gorbének a ¢t paraméterd pontig terjeds ivhossza (nyilvan ez is lé-
tezik). Az értelmezés alapjan lathato, hogy

S0 =5 [ Iiw]du= (o).

Ha t,t + At € [« 3], akkor
t+At
As = s(t+ At) — s(t) = / |7(u)||du = ||7(t)||At, ha At = 0.
t

Az r térgdrbe mentén mozgd pont palyamenti (keriileti) sebessége ebbdl szarmaz-

tathato: A d
v(t) = li i i

== =)l

Am s =@ ~ POl
Gyakran hasznaljuk a szogsebesség fogalmat. Tegyiik fel, hogy az r(t) és az r(t +
At) vektorok hajlasszoge A¢. Az r térgorbe t paramétert pontjaban a szogsebesség

. Ad
<0 i ar

legyen

Elég sima gorbe esetén kiszamitjuk az w(t) szogsebességet. Ismert, hogy

[r(8) xr(t+ A = [lr@®)]] - [Ir(t + Ab)] - sin Ag.
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Felhasznalva, hogy r(t) x r(t) =0,

x (r(t+ At) — (1)
@I - [l + At)]

Emlékezve arra, hogy limag—.o Sizid> =1, és At — 0 esetén A¢ — 0, tovabb szamo-
hunk: (t+At)—r(t)
sinAg Ad  |Ir(t) x “F ||

Ap At @)l [Ir(t+ A1)
o r(t+ At) —r(t)

_ o A9 _ lIr@) x 2@l
wt) = i N T T OR

Egy autéban atkanyarulathoz érve fontos tudni, hogy mennyire ,gorbilt” az ut,
mennyire tér el az egyenestl. Az elég sima gorbe t és t + At paraméteri pontjai
kozotti gorbeiv hossza legyen As. E két pontbeli érintévektor hajlasszoge legyen Aa.
A t paraméterti ponthoz tartozo goérbiileten a
A«
G(t) := lim —
( ) As—0 As
hatarértéket értjiik. A gorbiilet arrol tajékoztat, hogy As it megtételekor mekkora a
sebességvektor szogelfordulasa. Ha G nagy, akkor ,éles” a kanyar, ha G kozel nulla,
akkor lényegében egyenes az tt.
Kiszamitjuk a gorbiiletet is elég sima gorbe (7,7 € C') esetén. Ha As = 0, akkor
At =~ 0, igy

Sa_ Ao As
As At T At
. o . [0 . S .
G0 = Jimy xg = dimy ar ¢ dimy ag = O IFO:

ahol Q(t) az 7 (ez is térgorbe!) szogsebessége a t paramétert helyen. Tehat

@) x FON oy 7@ x F@)
G(t) = NECIEEE [ ()|l = TFOPF

Legyen G(t) # 0 esetén
1

R(t) := ——= > 0.
(t) <0
Igazolhato, hogy a gorbe ¢ paramétert pontjahoz illeszkeds R(t) sugart kor, mely
a simul6 sikban fekszik, és amelynek a kozéppontja az [ fénormalis egyenesén van,
a gorbéhez jol simuld kort ad. Simulé kérnek nevezik. Az r gérbén valé mozgés

rovid szakaszon a simul6 koron valé mozgassal helyettesithetd.
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A gorbiilet azt mutatja meg, hogy egy gorbe mennyire tér el az egyenestsl. Egy
mésik jellemz6é adat, a torzid arrdl tajékoztat, hogy a gérbe mennyire tér el egy
stkgorbétsl.

A gorbe simul6 sikjanak normalvektora a binormalis. Ha a paramétervéltozassal
a simulo6 sik valtozik, akkor errél a binormalis elhajlasa taniskodik. A As ivhossz-
valtozassal jaré binormaélis szogelfordulas jellemzi a torziot (csavarodast), azaz a ¢
paraméterd helyhez tartozé torzié legyen

Ap
T(t) == lim —.
®) Asso As
ahol Af az r(t) és az r(t + At) gérbepontoknal érvényes simulé sikok norméalvek-
toranak (b(t) és b(t + At)) hajlasszoge, As pedig a két pont kozotti ivhossz. Az
eléz6ekhez hasonloan, elég sima gorbe esetén (7,7, 7 € ()

CAB L AB As o AB L As[p(t) x b))
T(t) = lim ——= = lim —=: — = lim ——: lim — = "—2_——"1
()= dim x5 = A A A~ A A A A T T e

@11

ahol az osztand6 a b binormalis, mint térgorbe szogsebessége. Behelyettesitve a
binormalisra megismert elGallitast, egyszertisitések utan a torziora azt kapjuk, hogy

_ 1600 x 7). ¥ ()
"= "o rar

Megjegyezziik, hogy ha a szamlaloban a ,vegyesszorzatnak” nem vessziik az abszolut
értekét, akkor T'(t) > 0 esetén jobbcsavarodasiu, T'(t) < 0 esetén balcsavarodasi
gbrbérdl beszéliink. Csavarmeneteknél, csigalépcesénél jelentGsége lehet ennek is . ..

16.1.2. Feliiletek

Legyen S egy sik a térben. Az S sik egy pontjdhoz vezessen az r vektor. Legyen to-
vabba az a és b két nem parhuzamos sikbeli vektor. Ismert, hogy az S sik tetszéleges
pontjahoz vezets r vektor elGall alkalmas u,v € R szdmokkal

r=ro+ua+vb

alakban. Koordinadtanként ez azt jelenti, hogy

T = xg+ uai + vb;

Yo + uag + vbo
z = zo+ uas+ vbs.

Tehat az S sik barmely pontjat harom kétvaltozos fliggvénnyel meg tudtuk adni.
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16.1. abra.
Ez altalanosan is igaz. Legyen
X
P:R2o>-R3 d=|Y |,
A

ahol X,Y,Z : R? >— R. Ha Q := D(®) C R?, akkor barmely (u,v) €  esetén az

a tér egy pontjahoz vezets helyvektort ad. Ezek a pontok egy feliiletet (kétparamé-
teres feliilet) hatdroznak meg. Példaul a ® : [0,27] x [0, 7] — R3,

3sinwvcosu
®(u,v) := | 3sinvsinu
3cosv

egy (0,0,0) kozépponti, R = 3 sugara gombfeliilet kétparaméteres elGallitasa (16.1.
abra).

Legyen ® : R? > R3, (ug,vg) € D(®). A p: R >— R3, p(u) := ®(u,v), a feliile-
ten futé gorbe legyen az u-paramétervonal, mig a ¢ : R >— R3, ¢(v) := ®(ug, )
a v-paramétervonal (16.2. abra).

Ha & sima fliggvény (X,Y, Z koordinata-fliggvények parcialis dervialtjai folytono-
sak), akkor p(ug) és ¢(vp) az u-paramétervonal ill. a v-paramétervonal érintévektorai,
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(%)

0 (uvy)

16.2. abra.

és ekkor az n := p(up) x ¢(vo) a @ felilet ®(up,vo) pontjahoz tartozéd érintdsikjanak
a normalvektora lesz. Mivel

OuX (ug, o) Ov X (ug, vo)
P(uo) = | 0uY (uo,v0) & ¢(vo) = | 0vY(ug,v0) |,
OuZ (ug,vo) OvZ (ug, o)

ezért az érintdsik normalvektora az
i J k
n=1\0,X 0, 0,72
0, X 0, 0,7

determinéans, ahol a parcialis derivéaltakat az (ug,vo) helyen kell venni.
Legyen ® sima feliilet, (u,v), (u+ Au,v), (u+ Au,v+ Av), (u,v+ Av) € D(P)
pontok altal meghatéarozott téglalap. Ennek teriilete Au - Av. A

[ 0uX (u,v) ]
O(u+ Au,v) — ®(u,v) = | 9,Y (u,v) | Au=:a,
| OuZ(u,v) |

[ 9uX (u,v) ]
D (u, v+ Av) — ®(u,v) = | 9,Y (u,v) | Av=:b,
| 0vZ(u,v) |

ezért a feliileten fut6 u- és v-paramétervonalak altal hatarolt ®(u,v), ®(u + Au,v),
O(u+ Au, v+ Av), ®(u, v+ Av) ,cstcsokkal” jellemezhets feliiletdarab felszine koze-
litleg a ®(u,v) feliileti ponthoz tartozo érintdsikon 16v6S olyan paralelogramménak



242 16. FEJEZET. VEKTORANALIZIS

\ Au

16.3. abra.

a teriilete, amelynek oldalvektorai a és b. Ez a teriilet a vektorialis szorzattal kife-

jezhet6:
4 J k
la x || = |n)|AvAv = ||| 9,X 8,Y 8.Z || - Aulw.
X 8,Y 0,7

A paramétertartomanyt az u és a v tengellyel parhuzamos egyenesekkel elég stirtin
felosztva AuAwv teriileti celldk keletkeznek (16.3. &bra).

A cella képe a feliileten egy ,,gorbevonali cella” lesz, melynek felszinét szamoltuk
ki az el6bbiekben. Ha ezeket Osszegezziik, akkor a ® feliilet felszinének egy kozelits-
Osszegét kapjuk:

OuX (u,v) Op X (u,v)
S| oY (@) | x| Y (u0) | |AuAw,
u v OuZ (u,v) OpZ (u,v)

amely a felosztas minden hataron tuli stritésével a ® felilet €2 értelmezési tartoma-
nyara vett integralhoz tart. Tehat a @ feliilet felszine

&:/ﬂ%¢xm¢mmu
Q

ahol
OuX Op X
0,2 =1 9, és 0,2 = 9,Y
Ou”Z OwZ

Az integrélandé fiiggvényt egyszertsithetjiik. Mivel a, b vektor esetén

la x BlI* = llal® - [|o]* sin® o = [laf*[IBlI*(1 - cos® @) =
lal*16l* = lal*1B* cos® a = flall*[b]* — ({a. b)),
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ezért

5= [ 1001710817 - (22, 0,8))) duc,
Q

Felszini integral

Legyen ® : R?2 >— R3 Q := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet
minden pontjahoz hozzarendeltiink egy valos szamot, azaz legyen U : R?® >— R,
D(U) := ®(Q2). Tegyiik fel, hogy U folytonos. Az U ,skalarfiiggvény” ® feliiletre
vett integraljat a szokasos moédon értelmezziik:

19 Felosztjuk az € paramétertartomanyt AuAv teriiletd cellakra.
2° A cellakban felvesziink tetszélegesen (u’,v’) pontokat.

3° Elkészitjiik az U(®(u',v")) - [|0,P x 0,®||Aulv szorzatot (az U fiiggvény egy
feliileti pontban vett értékének és a AuAv teriiletd cella képének a kozelits
teriiletét szoroztuk Ossze).

4°A 3,3, U@, v) - [|0u® x 0,®||Aulv egy integralkdzelits dsszeg.
5° Az U skalarfiiggvény & feliiletre vett integraljan a kozelit6osszegek hatarértékét

értjiik:

/U = dim SOST U@, ) - 0,0 x 9,0 AuAv =
[ u v

Au—0,Av—0

= /QU(<I>(u,v)) [0y ®(u, v) X OyP(u,v)|dudv.

Feliileti integral

Legyen ® : R? D— R3, Q) := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet minden
pontjahoz egy vektort rendeltiink, azaz F : R® >— R3, D(F) = ®(Q). Tegyiik
fel, hogy F folytonos. Az F'  yektorértékid” fliiggvény & feliiletre vett integréljat az
eddigiekhez hasonléan értelmezziik:

19 Felosztjuk az € paramétertartomanyt AuAv teriiletd cellakra.
2° A cellakban tetszdlegesen felvesziink (u’,v’) pontokat.
3° Elkészitjik az F(®(u',v")) vektort.

4° A cella (u,v) ,sarokpontjahoz” tartozé ®(u,v) ponthoz tartozik egy érintdsik,
amelynek normalvektora

Ou®(u,v) X 0, ®(u,v).
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Mivel a AuAv teruletd cellahoz tartozo feliiletelem teriilete
S & [0y P (u, v) Au X Oy ®(u, v)Av|| = ||0uP(u, v) X O,P®(u,v)||Aulv,

ezért a

AS = (0, P(u,v) x OyP(u,v))Aulv

vektort felszinvektornak nevezziik. (A AS hossza éppen a feliiletelem teriile-
te, és iranya a feliiletre merdleges, p(u), ¢(v) vektorokkal jobbsodréasu rendszert
alkot.)

5¢ Elkészitjik a
2 2 AR (@), AS)
skalaris szorzatok Osszegét. Fz egy integralkozelité Osszeg.
6° Az F vektorértéki fliggvény & feliiletre vett integraljan a kozelitGosszegek

hatéarértékeét értjik:

L)F = Auﬂlérgvﬂozz ) Ou®(u, v) X OyP(u,v))Aulv =

= /Q<F(q)(u, v)), OuP®(u,v) x 0, ®(u,v))dudv. (16.1)

16.1.3. A nabla

A nabla egy jelképes vektor, amely az x szerinti, az y szerinti és a z szerinti parcialis
derivalasra ad utasitést. Jele V. Vektorként is hasznélhaté, skalaris és vektorialis
szorzatok egyik tényezGje is lehet.

Oy
Vi=| 0y
0.
Ha f : R? >— R sima fiiggvény, akkor
O f
gradf =V f=| 0,f
9. f

(Itt az f ugy viselkedik, mint egy vektor szamszorzoja, csak a szokastol eltéréen most
a vektor mogott helyezkedik el.)
Ha f : R? >— R3 sima fiiggvény, akkor az f'(z,y, z) € R3*3 derivaltmatrix f6atloja-
ban all6 elemek Gsszege legyen a

din(.CE, Y, Z) = amfl(xagh Z) + any(xaya Z) + 8zf3(xa Y, Z)
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Az f divergenciaja a V vektorral:

divf = (V, f)

(a nabla és az f vektor skalaris szorzata).
Ha f : R3 >— R? sima fiiggvény, akkor az f'(z,y, z) € R3*3 derivaltmatrix féatlora

* s 00

nevezzik, és
Oy f3(x,y,2) — 0. fa(x,y, 2)
rotf(:v,y, Z) = azfl(xvyvz) —8xf3(m,y,2)
aIfQ(x7 Y, Z) - 8yf1(x7 Y, Z)
Az f rotacidja a V vektorral:

rotf =V x f

(a nabla és az f vektor vektorialis szorzata).

A gradf jelentését az iranymenti derivalt kapcsan deritettiik fel, a rot f a vonalin-
tegral témakorében, a potencial létezésének elégséges feltételénél keriilt méar els. (A
div f hamarosan megjelenik.) Lathato, hogy a grad, div és rot egy-egy differenciéalési
utasitds, amely a V segitségével attekinthetgvé valik.

A V valéban gy viselkedik, mint egy vektor. Példaul f : R? >— R elég sima
fliggvény esetén

rot(gradf) =V x (Vf) =0,

hiszen V és V f ,parhuzamosak”. (A derivalasok hosszadalmas elvégzése utan is ezt
kapnank.)
Megemlitjiik, hogy a V sajatmagaval vett skalaris szorzata a Laplace-operétor:

A = (V,V),
azaz ha f : R? D— R elég sima skalarfiiggvény, akkor a
Af = div(gradf) = 92, f + 0, f + 02.f

a ,Laplace 1.

16.1.4. Integralatalakito tételek

A valds-valos fiiggvényekre vonatkozo Newton—Leibniz-formuléat fogjuk most altala-
nositani. Ennek a tételnek egyik kovetkezménye, hogy ha f : R D>— R folytonosan
differencialhato, akkor

b
/ =) - f(a),

amit ugy értelmezhetiink, hogy az f fiiggvény derivaltjanak az [a,b] halmazon vett
integralja az f fliggvénynek a halmaz hatardn valé megvaltozasaval egyenld.
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Az egyik altalanositas a kovetkezs:
Legyen @ : R? >— R3 sima feliilet, melyet egy r : R >— R3 iranyitott gérbe hatarol
(a felszinvektorok iranyabodl nézve az r gorbe pozitiv irdnyitasa legyen).

16.1. Tétel. (Stokes-tétel)
Ha F : R3 D>— R3 sima vektorfiigguény, akkor

/rotF:/F,
[ T

azaz a rotF (az F figguényre alkalmaztunk egy differencidloperdtort) felileti integ-
rdlja eqyenld a feliilet hatdrdn az F vonalintegrdaljdval.

A maésik altaldnositas a kovetkezs:
Legyen egy zart, sima feliilet a ® : R? >— R3, amely egy V C R? térrészt vesz koriil
(a felszinvektorokat ,kifelé” iranyitjuk).

16.2. Tétel. (Gauss-tétel)
Ha F : R? >— R3 sima vektorfiggvény, akkor

/&W:/R
1% [}

azaz a 'V térbeli tartomdnyra integralva a divF figgvényt (egy mdsik differencidlope-
ratort alkalmaztunk az F fiigguényre), ez az integrdl a térrész hatdrdan vett felileti
integralba megy dt.

16.2. Feladatok

cost
1. Legyen r : [0,67] — R3, r(t) := | sint | egy csavarvonal. Szamitsa ki a
t
to := 5 paraméterértékhez tartozo

a) kisérd triéder ¢, f, b vektorait,

b) a G(to) gorbiiletet és az R(ty) simulokor sugarat,
c) a T(tg) torziot.

Szamitsa ki a csavarvonal hosszat!

2. Legyen
3sinwvcosu
® : [0,27] x [0,7] — R3, ®(u,v):= | 3sinvsinu
Jcosv
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egy gombfeliilet. Irja fel az (ug,vo) := (0, %) paraméterértékekhez tartozo
p:[0,27] - R?, p(u) :=®(u,5) ésaq:[0,7] - R3, ¢(v) := ®(0,v) parameé-
tervonalakat! (A Foldgémbon mit jelentenének ezek?)
Irja fel az (ug,vo) := (5, 5) paraméterértékekhez tartozo érintGsik egyenletét!
(Mekkora szoget zar be ez a sik az Egyenlits sikjaval?)

3. Az elgbbi ®(u,v) feliiletnek mekkora az
T ™
Q = { s < < -, = < < —}
(uv)|0_u_4 g SVEg

paramétertartomanyhoz tartozo felszine?

4. Mutassuk meg, hogy az f : [a, b] X [c, d] — R sima fiiggvény mint feliilet felszinét

a
d b
[ ([ Vi o + o) ay
integral adja!

Megoldds: Legyen

x
®:[a,b] x [¢,d] — R3, ®(z,y) := Y
fz,y)
a fellilet kétparaméteres elGallitasa.
1 0
Oy ®(x,y) = 0 , Oy®(a,y) = 1
axf(ﬂf7y) ayf(xvy)

10:@ (2, y)II” = 1+ [0uf (x,9)]% [0y @ (2, y)|I* = 1+ [0y f (z, )],
(0@ (2, y), 0y (2, 9)))* = (8] (z,y) - 0y f(x,))%,
10:@1% - 10, @II* — (0:®, 8, ®)* = 1+ (9xf)* + (9,.f)*.
Ebbdl mar kdvetkezik az allitas.
U+ v
5. Legyen @ : [0,1] x [0,1] — R3? ®(u,v) := | u—v |, és U : R® — R,
U(z,y,z):=x+y+ z. Szamitsa ki az fq) U felszini iuntegrélt!

6. Legyen
u+v
®:00,1] x[0,1] = R? ®(u,v):=| u—v |,
u
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és
Y
F:R3—= R F(z,y,2):=|=z
z
Szamitsa ki az [ F feliileti integralt!
7. Legyen
COSV COSU
@ : [0,27] x [0,7/2] — R3, ®(u,v) := | cosvsinu
sinwv
egy ,fels félgbmb”, és hatérold gorbéje
cost
r:[0,27] — R3, r(t) := | sint
0
z2y
Legyen F : R? — R3, F(x,y,2):= | yz | egy vektorfiiggvény. Ellenérizziik
z
a Stokes-tételt!
Megolddas:
tj k
I"OtF(:E,y,Z):VXF(IL‘,y,Z) =| Oz ay 0. :Z(O_y)_l(0_0)+k(0_l’2)v
22 yz oz
—y —cosvsinu
tehat rotF(z,y,z) = 0 , ot F(®(u,v)) = 0
—a? —(cos v cosu)?
—cosvsinu —sinvcosu
Ou®(u,v) = | cosvecosu |, OyP(u,v) = | —sinvsinu
0 COS v
Ou®(u,v) X 0,®(u,v) =| —cosvsinu cosvcosu 0 |=
—sinvcosu —sinvsinu cosv

= i(cos? v cosu) — J(= cos? vsinu) + k(cos vsin vsin® u 4+ cos vsinv cos® u) =

cos? v cosu
= | cos?vsinu |,

cos v sinv
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és ezek , kifelé néz8” vektorok.
A Stokes-tétel bal oldala:

/ rotlt
)

/ (rot F'(®(u,v)), 0y P(u,v) X 0,®(u,v))dudv =
[0,27] % [0,7/2]

o /2 —cosvsinu cos? v cosu
= / / 0 , | cos?vsinu dv | du =
0 0 — cos? v cos? u cos v sin v

2m w/2
= / / (— cos® vsinu cosu — cos® vsinw cos? u)dv | du.
0 0
Mivel

/—cos3 vdv = —/cosv(l —sin?v)dv = —/cosvdv+/sin2vcosvdv =

3

. sin® v
= —sinv -+ 3
ezért )
/2 3 B . sin® v m/ 2
—cos’vdv = |—sinv + = ——.
0 3 1o 3
MAsrészt

/2 4 qm/2 1
/ cos® v(—sinv)dv = [COS v} =——.
0 4

Ezeket felhasznalva

2 92 ) 1
/rotF = / sinu cos u - <——> + cos” u - (—) du
® 0 3 4

92 Isin2u]?™ 1 /2” 1 +CosQud
— —_— - —  du=
3 0 0

2 4 2

o L[t +sin2u 2
= 0—-|zu = ——.
4|2 4, 4

A Stokes-tétel jobb oldala egy vonalintegral:

2 o cos? tsint —sint
[r = [ wenima= [ 0 || eost | )ar=
r 0 0 0 0

2 27 =2 27
2t 1 — cos4t
- / —cothsin2tdt:/ o dt:/ L P
0 0 4 0 8

_ [ 1t sin4t]27T T
0 4

s’ 3 -
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Tehéat ebben a példaban

T
rotF:/F:——.
[p T

2
Yy
Legyen F : R? - R3 F(x,y,2):= | yz | vektorfiiggvény.
z
Legyen

Vi={(z,y,2) €R® |2+ 3 +2°> < R?}
egy origd kozépponti, R sugari gomb, melyet a

Rcosvcosu
®:[0,27] x [-7/2,7/2] — R?, ®(u,v):= | Rcosvsinu
Rsinv

feliilet hatarol. Ellendrizziik a Gauss-tételt!
Megolddas:

divE(z,y,2) = (V, F)(z,y,2) = 0.(z%y) + Oy(yz) + 0.(2) = 22y + z + 1.

A Gauss-tétel bal oldala:
/ divF = / (2zy + z + 1)dzdydz.
1% 1%

Az integral kiszdmitasdhoz célszert egy polartranszformaciot alkalmazni. Le-
gyen

T COS U COS U
W :[0,2n7] x [1/2,7/2] x [0, R] — R3, ¥(u,v,r):= | rcosvsinu
rsinv

A W bijekeio a T := [0, 27] x [1/2,7/2] x [0, R] és a V gomb kozott. Szamitsuk
ki a helyettesit§ fiiggvény derivaltjanak determinansét:

—rcosvsinu —7rsSinvcosu COSVCOSU
/ . . .
det U'(u,v) = rcosvcosu —rsinvsinu cosvsinu | =
0 T COSV sinwv

= —rcosv(—rcos®vsin®u — rcos? v cos® u) +
+ sinv(r? cos v sin v sin® u + 2 cos v sin v cos® u) =
= r’cosw.
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Mivel v € [—%, Z], ezért | det ¥/ (u,v)| = r? cosv. Ezt felhasznalva

/ (2zy + 2z + 1)dedydz =
\%

2 w/2 R
/ (/ </ (2(r cos v cosu) (1 cos vsinu) + rsinv + 1)r2 cos vdr) dv> du =
0 —m/2 \Jo

2 /2 R
/ / (/ (2r* cos® v cos usinu 4 ¥ sin v cos v + 72 cos v)dr) dv | du =
0 —n/2 \Jo

27 7T/2 ) 1 1
/ / “RPcos®veosusinu + ~R*sinvcosv 4+ = R3cosv | dv | du.
0 —r/2 \D 4 3

A 7. feladatbol

/2 .. 3 qm/2
/ cos® vdv = [sinv _ o v} = %

—7/2 3 —7/2 3

/2 2, 77/2 /2
/ sinv cosvdv = [sm U} =0, ¢és / cosvdv = 2.

—7/2 2 —7/2 —7/2

Igy az integralast folytatva:

2m .. 9 2w
4 2 1 2 8 sin“ u 4 4
—.ZRS i “R*+ IR} du= —R’ —R}= —R3
/0 [3 piv cosusinu it g U= g > |, 73 3

A Gauss-tétel jobb oldala egy feliileti integral:

/F :/ (F(®(u,v)), 0, P(u,v) X 0y ®(u,v))dudv.
® [0,27] X [= %, %]

272
—Rcosvsinu —Rsinvcosu
Ou®P(u,v) = | Rcosvcosu |, O0y,P(u,v)=| —Rsinvsinu
0 Rcosv
Ou®(u,v) X 0,®(u,v) = | —Rcosvsinu Rcosvcosu 0 =

—Rsinvcosu —Rsinvsinu Rcoswv
= i(R?cos?vcosu) — j(—R? cos? vsinu) +
+k(R? cosvsinvsin® u + R? cos vsin v cos® u) =

R? cos® vcosu
= RZcos?vsinu
R2cosvsinv
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(Rcosvcosu)?(Rcosvsinu)
F(®(u,v)) = (Rcosvsinu)(Rsinv)
Rsinv

Ezekkel a fiiggvényekkel

R3 cos3vcos? usinu R? cos? v cosu
/ F= / R? cosvsinvsinu .| R?cos?vsinu dudv =
¢ [0.27]x[- 5, 5] Rsinwv R? cosvsinv

[_

2m /2

= / / (R5 cos® v cos® usinu + R* cos® vsinvsin? u 4+ R3 sin? v cos v)dv | du.
0 —7/2

Kiszémitjuk az egyes tagok integraljat.
/0085 vdv = /(1 —sin? v) cos® vdv = /C053 vdv — /0083 vsin? vdv.

A 7. feladatbél f cos® vdv = sinv — %

3 .9 3 . . costv costv
cos® vsin“vdv = (cos® vsinv) sinvdv = — L sine— [ —— cosvdv =

1 1
= ~1 cos4vsinv+1/cos5vdv.

A kapott eredményt beirva, rendezés utan azt kapjuk, hogy

.3
. sinv 1 . 1
/cos5 vdv = sinv — 3 + 1 cos? vsinv — 1 /0085 vdo,

5 5 . sinv 1 4 .
1 cos’vdv = sinv — 3 +ZCOS vsinv,

/W 5 4 [ simdo 1, ]”/2 44 16
cos’vdv = — |sinv — + —cos* vsinv = - = —.
/2 5 3 4 /2 5 3 15

Ezzel az eredménnyel

w/2
/ (R® cos® v cos® usinu + R* cos® vsinvsin? u + R sin? v cos v)dv =

—7/2

16 4 w/2 . 3 /2
= —R’cos’ usinu + R'sin’u [—COS U} +R? [sm v] =
15 4 )2 3 wj2
16 )
= BR5 cos® usinu + §R3'
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Végiil

2w 4 2
16 2 16 2 4
/0 (—15R5 cos® usinu + §R3> du = [—15R5 <—COZ u) + gRgu} . = —;RS.

Tehat A
/divF:/F: ST RS
v > 3
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17. fejezet

Komplex fiiggvények

A valos valtozos, valos értéki fliggvényekkel kapcsolatos fogalmak, tételek egy része
komplex valtozos, komplex értékd fiiggvények korében is érvényes. Erdekes lehet
kitérni a parhuzamokra és az eltérésekre is. A komplex fiiggvénytan segit a mélyebb
Osszefiiggések feltardsaban. Vizsgélatainkban gyakran hivatkozunk a szemléletre.

17.1. Komplex sorozatok, végtelen sorok

Legyen a € C és r > 0. Az a pont r sugari kdrnyezetén a
Ky(a) ={2€C||z—a| <}

halmazt értjiik, amely egy nyilt korlemez a (komplex) sikon. A korlemez lezarasan a
Ky(a):={2€C||z—a| < 71}

zart (kompakt) korlemezt értjiik.

Legyen (zy,) : N — C komplex szamsorozat. A (z,) konvergens, ha van olyan a € C,
hogy barmely € > 0 esetén talalhato olyan N € N kiiszobindex, hogy barmely n > N
(n € N) index esetén |z, —a| < e. (A (z,) sorozat konvergenciajat jelenti az is, hogy
van olyan a € C, hogy barmely ¢ > 0 esetén az {n € N | z, ¢ K.(a)} csak véges
halmaz.)

Ha barmely L > 0 szamhoz van olyan N € N, hogy n > N esetén |z,| > L, akkor
a (z) sorozat végtelenhez tart; ezt z, — oo jelolje. (Komplex sorozatok esetén ne
keressiik a z, — —oo jelentését!)

A(zy) sorozat korlatos, ha van olyan M € R, hogy minden n € N esetén |z,| < M.

17.1. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-féle kivdlasztdsi tétel)
Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

255
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Bizonyitas. Legyen z, = x, + iy, (n € N). Nyilvan |z,| < M és |y,| < M.
Mivel (z,,) valos, korlatos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint van kon-
vergens részsorozata. Legyen ez (xj, ). Tekintsiik az (y,) sorozat (y;, ) részsorozatat.
Nyilvan ez is korlatos szamsorozat, ezért létezik (y; ) konvergens részsorozata. Ha
a (jx,) indexsorozattal tekintjiik az (x; ;) részsorozatot, az konvergens marad [kon-
vergens sorozat minden részsorozata is konvergens ...|. Igy a (z,) = (xn + iyn)
sorozat (zj 1) := (k1 + Yjk,) részsorozata lesz konvergens.

A Bolzano—Weierstrass kivalasztasi tétel segitségével a valos esetre megismert
bizonyitassal parhuzamosan igazolhato a

17.2. Tétel. (Cauchy-féle konvergenciakritérium)
A (zn) C C sorozat konvergens akkor és csak akkor, ha tetszdleges € > 0 hibakorldthoz
létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n,m > N esetén |z, — zp| < €.

A metrikus tereknél megismert szohasznalattal a C teljes metrikus tér, azaz minden
Cauchy-sorozat konvergens.

Legyen (z,) C C, és tekintsiik az s, := 21 + 22 + ... + 2z, (n € N) részletosszeget.
A > (z,) végtelen soron az (s;) részletosszeg-sorozatot értjiik. Ha (s,) konvergens,
akkor Y (zy) is konvergens, és Y o7 | z, 1= lim sy,.

A valés végtelen soroknal megismert fogalmak, tételek egy része most is érvényes.

17.3. Tétel. Ha ) (z,) konvergens, akkor z, — 0.

17.4. Tétel. (Hdanyadoskritérium,)
Ha lim “ZZ—?‘ < 1, akkor > (zn) abszolit konvergens (> |zn| konvergens).

17.5. Tétel. (Gydkkritérium)
Ha lim {/|zn| < 1, akkor Y (zn) abszolit konvergens (Y |zn| konvergens).

A komplex végtelen sorok kozott is megbizhatoak az abszolut konvergens sorok. Ab-
szolit konvergens sor tetszGlegesen atrendezhets, abszolut konvergens marad, és az
Osszege sem valtozik.

Megjegyezziik, hogy majorans kritériumot, valtakozo elGjeli sorokra vonatkozo Leibniz-
tételt ne keressiink a komplex sorokra vonatkozoan. . .

17.2. Komplex hatvanysorok

Legyen a € C rogzitett pont, (¢,) : NU {0} — C. Minden z € C komplex szam
esetén vizsgalhat6 a ) cn(2z — a)”, amelyet a kozéppontt hatvanysornak neveziink.
(A (cn) az egyiitthato-sorozat.) A hatvanysor konvergenciahalmaza

KH Z cn(z—a)t:={z€C| Z cn(z — a)™ konvergens végtelen sor}.
0 0
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17.6. Tétel. (Cauchy-Hadamard)
Legyen Y cn(z — a)™ egy hatvdnysor. Tekintsik az

L halim/]e,] € R és lim {/|c,| # 0
R:=1 o, ha lim ¥/]c,| = 0

0, ha lim {/|c,| = oo

konvergenciasugarat. Ekkor

Kpr(a) C KHch(z —a)" C K,(a).
0

A bizonyitas ugyanolyan, mint amilyen a valés esetben volt. Megjegyezziik, hogy
minden z € Kp(a) esetén a y_;cp(z — a)” abszolut konvergens, ha pedig R’ < R,
akkor a hatvanysor a K p(a) halmazon egyenletesen konvergens. (Sajnos a Kg(a)
halmazon altalaban nem egyenletes a konvergencia. .. ).

Legyen ) cn(z — a)™ olyan hatvanysor, amelyre R # 0. Legyen

f: KHch(z —a)" = C, f(z2):= ch(z —a)"
0 n=0

a hatvanysor Osszegfiiggvénye.
Néhany fontos példat mutatunk. Mindegyik esetben legyen a := 0.

1. Legyen ¢, :=1 (n=0,1,2,...). Ekkor im¥/1 =1, igy R =1 és

1
1—2"

f:K1(0) = C f(2)= Zz” =
n=0

2. Legyen ¢, := & (n=0,1,2,...). Ekkor lim {/ 1 =0,igy R=o006s

nl

— 1
Exp:C— C Exp(z):= Z "

*‘Z
0 n:

3. Legyen

CDIR

o (-1)F i, han=2k
n = 0, ha n =2k + 1.

Ekkor lim {/|c,| = 0, igy R = oo és

- 1
Cos:C—C Cos(z) := Z(—l)k—z%.
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4. Legyen
k1 _
" 0, ha n = 2k.

Ekkor lim {/|c,| = 0, igy R = oo és

- 1
Sin: C— C Sin(z) := Z(—l)kmz%ﬂ.
k=0 '

5. Legyen

o = @, ha n = 2k
0, han =2k +1.

Ekkor lim {/|c,| = 0, igy R = oo és

— 1
Ch:C—C Ch(z):= Z 22k,
= (2k)!

6. Legyen

: —
Cp =1 CEFDD han=2k+1
n -
0, ha n = 2k.

Ekkor lim {/|c,| = 0, igy R = oo és

o0
. o 1 2k+1
k=0
Felttinhet, hogy a valos fliggvények korében az exp (az e alapu exponencialis fiigg-
vény), cos, sin, ch, sh fiiggvények 0 kézéppontu Taylor-sorai nagyon hasonlitanak az
Exp, Cos, Sin, Ch, Sh komplex fiiggvényekre. Ezek a komplex fliggvények a valos
valtozos fiiggvényeknek a C komplex sikra torténd kiterjesztésének is tekinthetdk.
Meély és csak a komplex fiiggvények segitségével feltarhaté osszefiiggések dertilnek ki
a tovabbiakban:
Tekintsiik az Exp fiiggvényt a z := it, ¢t € R helyen:

_ it)" I 7 2 S BT A Y24
Exp(it) = ) oL T

n! 21 31 4" 5 6l 7
n=0
o 2%k 2 4 6
t t t t
_ _1\k —1_ 2
COSt_kZ_O( 1) k) =1 2!4—4! 6!+"'
o0 L t2k+l ’Ltd Zt5 Zt7

z'sint:ikZ(l) W:it—aqLﬁ—th,,,
=0
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Mindharom végtelen sor abszolat konvergens, igy Osszeadva a cost és az isint sorait
akarmilyen médon, abszolut konvergens sorhoz jutunk:

st =14t N S A A 11l _ Bo(it
cost+isint = +Z_§_3!+I+ﬁ_a_ﬁ+'”_ xp(it)

Ezzel a nevezetes Euler-formulédhoz jutottunk:

17.7. Tétel. Barmely t € R esetén Exp(it) = cost + isint.
(Gyakran az e = cost + isint alakban is emlegetik az Euler-formulat.)

Vegyiik észre, hogy a szdmolast barmely z := is, s € C esetén elvégezve az
Exp(is) = Cos s +iSin s és Exp(—is) = Cos s —iSin s
osszefiiggés adodott volna. Osszeadva illetve kivonva a két egyenldséget, a

Exp(is) + Exp(—is) Sig s — Exp(is) — Exp(—is)

C =
oS S D) s %

elsallitast kapjuk. Erdekes, hogy s := t+1i0, t € R esetén is a cost és sint a komplex
exponenciélis fliggvénnyel kifejezhets.

A hiperbolikus fiiggvényeket a valos esetben az exponenciélis fliggvény segitségé-
vel értelmeztiik. Vegyiik észre, hogy z = is, s € C esetén

X (i) 2 g1 46 B
Ch(zs)—kz k) —1—5—1—5—&4—...—(3053,
=0
L (is)?kT1 s isd isT .
Sh('lS)—;m—ls—gﬁ-ﬁ—ﬁﬁ—...—’lSlnS.
=0

Ezek a kapcsolatok az exponenciélis, a trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények
rokonsagat mutatjak.

17.3. Komplex fiiggvény folytonossaga

Legyen H C C, és f : H — C egy komplex fiiggvény. Ha z € H, akkor felirhatd
z =x+1y, x,y € R alakban, és mivel f(z) € C, ezért ez is felirhato a valos és a
képzetes rész segitségével:

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y).
Lathato, hogy u,v : R? >— R tipust fiiggvény. Gyakran az
u=: Ref, v=:Imf

jelolést is hasznéaljék.



260 17. FEJEZET. KOMPLEX FUGGVENYEK

17.1. Definici6. Legyen f : C O>— C,a € D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos az
a pontban (jele: f € Cla]), ha barmely € > 0 (valds) szamhoz van olyan § > 0, hogy
barmely z € Ks(a) N D(f) esetén f(z) € K:(f(a)).

17.8. Tétel. (Atviteli elv)
f € Cla] akkor és csak akkor, ha birmely (z,) : N — D(f), z, — a sorozat esetén

f(zn) = f(a).

A tétel bizonyitésa szinte azonos a valés esettel.

Ha kornyezetek helyett egyenl6tlenségekkel fogalmazzuk meg a folytonossag defini-
ciojat, lathatjuk, hogy a komplex f fiiggvény a := p +iq € C pontbeli folytonossidga
éppen az u, v : R? >— R kétvaltozos fiiggvények (p, ¢) € R? pontbeli folytonossigaval
ekvivalens.

17.2. Definici6. Legyen f : C D— C és Q C D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos
az Q halmazon, ha barmely a € Q) esetén f € Cla]. Ha Q) = D(f), akkor azt mondjuk,
hogy f folytonos figguény, és f € C lesz a jeldlése.

A komplex fiiggvényekkel végzett miiveletek pontosan megegyeznek a valos fliggvé-
nyek kozotti miiveletekkel, ezért érvényesek maradnak a valos fliggvények korében
megismert tételek:

17.9. Tétel. Ha f € C és A € C, akkor A\f € C.
17.10. Tétel. Ha f,g € C, akkor f+g,f g€ C.
17.11. Tétel. Ha g€ C és g(z) # 0,z € D(g), akkor é eC.

17.12. Tétel. Ha f,g € C és g(z) # 0,z € D(g), akkor g eC.
17.13. Tétel. Ha f,g € C, akkor fog e C.

17.4. Komplex fiiggvény hatarértéke

Legyen f : C D— C komplex fiiggvény, a € (D(f))" az értelmezési tartomanyanak
torlédasi pontja, A € C komplex szam.

17.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fligguénynek az a pontban A a hatdrértéke,
ha tetszdleges € > 0 hibakorldathoz van olyan 6 > 0, hogy minden z € D(f),|z —a| <
0,z # a esetén |f(z) — Al < e.

A fiigguénynek ezt a tulajdonsdgdt lim, f = A vagy lim,_,, f(2) = A jeloli.

17.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban a hatdrértéke
végtelen, ha tetszéleges K > 0 szamhoz van olyan 6 > 0, hogy minden z € D(f),|z —
al < 0,z # a esetén |f(z)| > K.

Ezt a tulajdonsdgot lim, f = oo vagy lim,_,, f(2) = oo jeldli.

Megjegyezziik, hogy csak ezt az egyféle végtelen hatarértéket értelmezziik.
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17.5. Komplex fiiggvény differencidlhatosaga

Az Q) C C halmaz egy a € € pontja belsd pontja a halmaznak, ha van olyan r > 0
szam, hogy K,(a) C Q. Ezt a € intQ jelolje. A komplex fiiggvény differencialhato-
sagat a valos esethez hasonléan értelmezziik.

Legyen f: C >— C, a € intD(f).

17.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az [ fligguény differencidlhatd az a pontban, ha
létezik a

I - fa)

z—a z—a
hatdrérték, és ez eqy komplex szdm.
A fiiggvénynek ezt a tulajdonsdgdt f € Dla] jeldlje.
Ha f € Dla], akkor a

i 1) = (@)

z—=a zZ—a

=: f'(a)
szdmot az f fiigguény a pontbeli differencidalhdnyadosdnak nevezzik.
Példaul az f : C — C, f(z) := 22 fiiggvényre tetsz6leges a € C esetén

2 2
. Zf—a . z—a)lz+a .
hm—:hmwzhmz—i—a:%,
z—a Z — Q z—a zZ—aqa z—a

tehat f € Dla], és f'(a) = 2a.
Masik példanak vegyiik az f : C — C, f(z) = z fuggvényt (ahol a z = x+ iy komplex
szam konjugaltja a zZ := x — iy), és legyen a := 0. Ekkor barmely z # 0 esetén

f(z) = fa) _

Z—a

NI

Ha z =t +40 (¢t # 0), akkor =1 =1 migz =it (t #0) esetén Z = =2 = —1,

ezért nem létezik a lim, o 7 hatarérték, azaz f nem differencialhaté a 0 pontban.
(Késébb megmutatjuk, hogy barmely a € C esetén f ¢ Dla].)
Konnyen atfogalmazhato6 a differencialhatésig definicidja:

ISHEN|
ISEEN|

17.14. Tétel. Legyen f : C >— C,a € intD(f). f € Dla] pontosan akkor, ha létezik
olyan F, : D(f) — C, F, € Cla] figgvény, hogy minden z € D(f) esetén

f(z) = fla) = Fu(2) - (2 — a).
Ekkor f'(a) = F,(a).

Peéldaul az Exp € D[0], mert barmely z € C esetén

o0

Py > n > ,n-1
Expz—ExpO:ZF—1:ZH:<Z — )-(2—0),

n=0 n=1
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és az
Zn—l

F:C—-C, F(z):zz

n!
n=1

fiiggvény (hatvanysor osszegfiiggvénye) folytonos a 0-ban. Tovabba
Exp’(0) = F(0) = 1.

Hasonl6 szamolasok eredményeként kideriilne, hogy Exp, Sin, Cos, Sh, Ch € D[a] bar-
mely a € C esetén, és a derivaltak éppen a valos esetben megismert alakaak. A ,de-
rivalasi szabalyok” is érvényben maradnak, hiszen komplex szamokkal ugyanazokat
a miveleteket végezhetjiik, mint a valos szamokkal. Kiilon kiemeljiikk a kozvetett
fliggvény derivalasi szabalyat:

17.15. Tétel. Ha g € Dla] és f € D]g(a)], akkor f o g € Dlal, és

(fo9)'(a) = f'(g(a)) - ¢ (a).

A bizonyités sz6 szerint megegyezik a valos esetben elvégzett bizonyitassal (R helyett
értelemszerten C halmazt irva. . .).
Példaul (Exp(it))" = Exp(it) - i.

Megvizsgéljuk, hogy a f fiiggvény differencidlhatésaga milyen kévetkezményeket
r6 a Ref valosrész és Imf képzetesrész fliggvényekre.
Tegyiik fel, hogy az f : C D— C fiiggvény differencialhaté az a € intD(f) pontban.
Legyen f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), a = p + iq. Ekkor

f(z) = fla) = [flz+iy) - fp+ig)
= u(z,y) +iv(z,y) — {ulp,q) +iv(p,q)} = (17.1)
= u(x,y) —u(p,q) +i{v(z,y) —v(p,9)}-
Mivel f € Dia], ezért létezik olyan F, = Fy + iFy € Cla] (ekkor Fy, Fy € C[(p,q)]),
hogy minden z = = + iy € D(f) esetén
f(z) = fla) = Fu(z) (z—a) = (Fi(z,y) +iFa(z,y)) (@ —p+ily —q)) =
= F(z,y) (z—p) — F(z,y) (y—q) (17.2)
+ i{Fa(z,y) - (z—p)+ Fi(z,y) - (y — )}

Ha 6sszevetjik az (17.1) és (17.2) elsallitast, azt kapjuk, hogy

w(e,y) - ulp.q) = [Fi(e,y) — Fole,y) [ vy ] , (17.3)

o) = o) = [Faen) FiGe] | 577 ] (74)
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Vegyiik észre, hogy (17.3) és (17.4) éppen azt jelenti, hogy az u,v : R? >— R
fiiggvények differencialhatok a (p,q) € R? pontban. Ekkor (17.3) szerint 0yu(p, q¢) =
Fl(pa Q)7 82U(p, Q) = _FZ(p7 Q)7 mig (174) szerint 811)(]), Q) = FQ(pa Q)y 821)(]7, Q) =

Fl (p7 Q)
Eredménytinket 6sszefoglaljuk egy tételben:

17.16. Tétel. (Cauchy—Riemann-egyenletek)
Ha az f : C D= C figgvény differencidlhatd az a € intD(f) pontban, akkor (az
f=u+iv ésa=p+iq jelolésekkel)

O1u(p, q) = dov(p, q) és O1v(p, q) = —au(p, q).

Az elgbbi gondolatmenetbdl (lasd a (17.2) egyenldséget) kideriil, hogy

f'(a) = Fy(a) = Fi(p,q) + iFs(p, q) = 01u(p, q) + i01v(p, q) = B2v0(p,q) — id2u(p, q).

A komplex fliggvény differencidlhatosiganak Cauchy—Riemann-egyenletekkel megfo-
galmazott sziikséges feltételébdl kideriil, hogy szoros kapcsolat van egy differencial-
haté komplex fiiggvény valos és képzetes része kozott.

Példaul az f : C — C, f(z) := Z fliggvény sehol sem differencialhato, ugyanis ha
z = x + 1y, akkor Z = x — 1y, igy u(x,y) = =, v(x,y) = —y, és ekkor

Ou(z,y) =1%# dv(z,y) = —1.

Ha az u, v parcialis derivaltjai, Oyu, dau, O1v, dav folytonosak az a € intD(f) egy kor-
nyezetének minden pontjaban, akkor igazolhat6, hogy a Cauchy—Riemann-egyenletek
teljesiilése a (p, ¢) € R? pontban elegendé feltétel az f fiiggvény a pontbeli differen-
cialhatosagahoz.

17.6. Komplex fiiggvények integralja

Legyen el6szor f : [a, 3] — C valos valtozos, komplex értékd folytonos fiiggvény.
Ekkor f = f1 +ifa, ahol f1, fo : [o, 8] — R folytonos fiiggvények. Allapodjunk meg
abban, hogy ilyen fliggvény integralja

[aﬂf::/jfwz'/jfz

f(t)dt == fi(t)dt +i f2(t)de.
(e, 5] (e, ] (e, 5]

legyen, vagy hagyoményosan

Ertelmezni szeretnénk komplex fiiggvény komplex gérbe menti integraljat is.
Legyen g : [, ] — C, g(t) = g1(t) + iga(t), ahol g1,92 € Ci(Je, B[) (folytonosan
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differencialhato fiiggvények). Az ilyen g fliggvény értékkészletét sima gérbének
nevezziik a komplex sikon. Ha g(a) = ¢(f3), akkor zart gbérbérdl beszéliink. (Az
egyszeriiség kedvéért nem kiilonboztetjiik meg a g fiiggvényt és a gorbét. . .)
Példaul adott a,b € C esetén az a pontot a b-vel Gsszekotd egyenes szakaszt az
e(a,b) : [0,1] — C, e(a,b)(t) := a + t(b — a) figgvénnyel adjuk meg. Az a € C
kozéppontu, r > 0 sugaru pozitiv irdnyitasa kor a c(a,r) : [0,27] — C, c(a,r)(t) :=
a + rExp(it) = a + r(cost + isint) fiiggvénnyel irhato le.

Az Q C C halmaz 6sszefiiggd, ha barmely két a,b € Q pontjahoz van olyan g :
[a, B] — €2 sima gorbe, amelyre g(a) = a és g(5) = b.

Az Q C C tartomany, ha nyilt és Gsszefiiggd.

Az Q) C C csillagtartomany, ha tartoméany, és van olyan a € () pontja, hogy
barmely z € Q esetén az e(a, z) egyenes szakasz az Q-ban fekszik, azaz e(a, z) C Q.

17.6. Definicidé. Legyen f:Q — C, f e C(Q) és g : [, 3] — Q sima gorbe. Ekkor

[r=] " Fa) - o

az f fligguény g gbrbe menti integralja.

Gyakran fg f helyett fg f(w)dw integralt irunk.
Erdemes visszaemlékezni a valos fiiggvények korében megimert helyettesitéssel torté-
né integralas és a vektor-vektor fliggvények vonalintegraljanak értelmezésére. Fzek
Otvozete a komplex fliggvény integralja.

Legyen Q) C C tartomany, f: Q — C, feC.
1. Legyen g : [, 5] — Q és h: [3,7] — Q, g(8) = h(B) egyméashoz csatlakoz6 sima
gorbe. A két gorbe csatlakoztatasaval kapjuk a

(t), hat € |o, O]

gUhsfanl— 0 (gumo={ 10 et

szakaszonként sima gorbét, amelyre

Y B Y
/gUhf= / F((gUR)(1))-(gUh) (t)dt = / Flg(®)g (B)dt+ /ﬁ ) (£t = / et /h ;.

(Elsfordul, hogy a csatlakoztatasi pontban nem létezik a gUh fiiggvény derivaltja, de
ez az integralhatosagot nem befolyéasolja.) Tehat csatlakozd gorbéken vett integral
az egyes gorbéken tekintett integralok Gsszege.

2. Legyen g : [a, f] — Q) sima gorbe. A gorbével ellentétesen iranyitott gorbén a

g o B - Qg () =gla+ B 1)

fliggvényt értjik.

B B
[t=[ 1@ Tod= [ soars-1)-gla+s-b- (D
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Alkalmazzuk az s := a + 3 — t helyettesitést. Ekkor

/? f = /  Fo(s))/ (5)(~1)(~1)ds = — /  Flo(s))d/ (s)ds = - / I3

Tehat ellentétesen iranyitott gorbén az integral a (—1)-szeresére valtozik.
3. Legyen g : [a, f] — € sima gorbe, g(t) = x(t)+iy(t), ahol z,y : [a, 5] = R, x,y €
C1(Jey, B]). Mar ismert, hogy az ilyen fuggvényekkel elGallitott

’Y::[ﬂ o, B — R?

sikgorbe ivhossza L(vy) = ff V22(t) + 92(t)dt. Megbecsiiljiik az f komplex fliggvény
g gorbe menti integraljanak abszolat értékét:

[

A g fiiggvény értékkészlete a sik kompakt részhalmaza (kompakt halmaz folytonos
képe kompakt), ennek az f folytonos fiiggvénnyel alkotott képe is kompakt, ezért
van olyan M > 0, hogy barmely t € [a, (] esetén |f(g(t))| < M. Ekkor

/f é/ﬂM-\g'(t)ldtZM/ﬁvi2(t)+yz(t)dt=M-L,

ahol L a g komplex gorbe ivhossza.

Tehat az f fliggvény g gorbe menti integraljat feliilrél becsiilhetjiik az f fliggvénynek
a gorbére vett egyik fels6 korlatjanak és a gorbe ivhosszanak a szorzataval.

Az elkésziiletek utan megmutatjuk a komplex fliggvénytan alaptételét.

17.17. Tétel. (Cauchy-alaptétel)
Legyen Q) C C csillagtartomdny, f : Q — C folytonosan differencidlhato, és g :
[, B] — Q sima zdrt gorbe. Ekkor
[0
g

Bizonyitas. Tekintsiik az f(z+iy) = u(z,y) +iv(x,y); g(t) = z(t) +iy(t) alakban
a komplex fliggvény integraljat:

B s
[ s wa < [Cistl- I o)

B B8
/ ;= / F(g(t) - o (t)dt = / (u(t), y(1)) + iv(a(t), y(£)) (E(t) + ig(t))dt =

8
= / {u(e(®), y(1)i(t) — v(z(t),y(£)g(0)} + i{o(z(t), y(£) () + u(z(t), y(8)y(t)}dt =
8

= [ty L Lo e [0 1[50 e

(17.5)
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egyszeresen Gsszefiiggs halmaz

17.1. abra.

Vegyiik észre, hogy az els6 integral az [ uv ] : R? >— R?, mig a masodik integral

a Z : R? >— R? fiiggvény v := [ ;C . la, B] — R? zart gorbére vett vonalin-
tegralja (1asd a vonalintegral értelmezését. .. ). A Cauchy—Riemann-egyenletek miatt
az els6 integralnal dou = 01(—v), a masodik integralnal dyv = O1u, azaz mindkét
fliggvény derivaltmétrixa szimmetrikus, ezért mindkét fliggvénynek van potencialja,
amelynek kdvetkeztében barmely zart gorbén vett vonalintegraljuk 0. Tehét fg f=0.
Megjegyezziik, hogy a tétel altalanosabban is igaz. Elég, ha 0 C C egyszeresen
Osszefiliggs tartomany, azaz minden benne haladé zart gorbe altal hatarolt sikrész
is részhalmaza az €2 halmaznak, lasd a 17.1 és a 17.2 abran.

Az f: Q — C figgvénytol is elég a differencidlhatosagot megkovetelni (nem
feltétlentil folytonos a derivalt). A gorbe legyen zart, de elég, ha van ivhossziusaga
(rektifikalhato). Goursat-tol (1915) ered a tétel ilyen gyengébb feltételek melletti
igazolasa, amely természetesen hosszadalmasabb.

Ratériink a Cauchy-alaptétel Riemanntol szarmazé altalanositaséra.

17.18. Tétel. (Riemann-tétel)

Legyen Q C C tartomdny, p € Q és f € C1(Q\ {p}), de f € C[p]. (Az f figgvény
a p pont kivételével folytonosan derivdlhato, de azért a p pontban legaldbb folytonos
legyen.) Legyen g : o, B] — Q\ {p} tetszdleges sima zdrt girbe. Ekkor (is) fg f=0.

Bizonyitas. Ha a g gorbe nem keriili meg a p pontot, akkor a g goérbe olyan
tartomanyban halad, amelyben érvényes a Cauchy-alaptétel, igy fg f = 0. Ha a
g gorbe altal hatarolt részben van a p pont, akkor vegyiink fel egy p kézéppont,
r > 0 sugart c(p,r) pozitiv iranyitast korvonalat, majd kossiik ossze a g gorbe és
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nem egyszeresen Gsszefiiggé halmaz

17.2. abra.

a c(p,r) kor egy-egy pontjat az e egyenesszakasszal. Tekintsiik az e U ¢ (p,r) U
‘e U g szakaszonként sima zart gorbét. A komplex integral tulajdonsagai szerint,
felhasznalva a Cauchy-alaptételt

= /eu‘?(p,r)u‘?Ug /= /ef+/3(p,r) f+f€ f+/g I= /ef_/c(p,r) f_/ef+/g I= /gf_/c(p”) !

azaz fg f= fc(pm) f. Az f fiiggvény az egész () halmazon folytonos, igy ha lesziikitjiik
az f fuggvényt a p kozéppontt, r sugara zart korlemezre (kompakt halmaz), akkor
ezen korlatos lesz, igy van olyan M > 0, hogy minden z € K,.(p) esetén |f(z)| < M.
Legyen r > & > 0 tetszGleges. Az el6bbi eljarast a p kozépponti, € sugara korrel is

végiggondolhatjuk, és ekkor
/ / p
g C( ,E)

amely azt jelenti, hogy | fg f| egy olyan nemnegativ valos szam, amely barmely po-
zitiv szamnél kisebb. Ez csak a 0 lehet, tehét

/gf:O.

A Riemann-tétel birtokdban folytonosan differencidlhaté komplex fliggvények egy
érdekes tulajdonsagat mutatjuk meg. Legyen 2 C C csillagtartomény, f € C1(9),

< M - 27e,
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17.3. abra.

és rogzitsiink egy z € () pontot. Tekintsiik az

fw)—f(2)
riame rw={ L L
Z), aw==z.

fiiggvényt. Mivel f € C1(Q), ezért a z-hez tartozo kiilonbségihanyados-fiiggvény is
folytonosan derivalhaté minden w # z pontban, és a kiillonbségihanyados-fiiggvény
folytonos kiterjesztése z-be (ez éppen az F' fiiggvény) is legalabb folytonos z-ben. Ez
azt jelenti, hogy F' € C1(Q\ {z}) és F' € C[z]. Barmilyen g, az Q tartoméanyban
haladé zart sima gorbét tekintiink, amely korbeveszi a z pontot, a Riemann-tétel

szerint
/ F=0.
g
Részletesebben:

Oz/F(w)dw:/de:/%—f(z)/wl_zdw.

Kiszamitjuk az utolso integralt. A h: Q\{z} — C, h(w) := ﬁ fiiggvény folytono-
san derivalhato, a g gorbére vonatkozé integralja helyett egy z kozépponti, alkalmas
r > 0 sugari ¢(z,r) pozitiv irdnyitasa korre vett integralja is vehetd (lasd a Riemann-
tétel bizonyitasanal kovetett eljarast):

1 1 2 1 2
/ dw = / dw = / , -iExp(it)dt = / idt = 2mi.
g W—2 c(zr) W — 2 o 2+ Exp(it) — z 0
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Eredményitinket visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

0:/ T 4y — 52) - 2.

w—z
Ezért igaz a kovetkez§ tétel:
17.19. Tétel. (Cauchy-formula)

Legyen 2 C C csillagtartomdny, f € C1(R2), és g az Q-ban haladd sima zdrt gorbe.
Akkor a g gorbe dltal hatdrolt G tartomdny tetszdleges z € G pontjdra

1) = o [ I

= - dw.
21 Z—w

g

A Cauchy-formula jelentGsége az, hogy ha az f folytonosan derivalhato fiiggvény
értékeit ismerjitk egy g zart gérbe pontjaiban, akkor a G tartomany minden z € G
pontjaban ki tudjuk szdmolni” az f értékeit. Mas széval az f fiiggvény G-beli érté-
keit csupan a G halmaz hataran (a g gorbén) vett figgvényértékek hatarozzak meg.
Ha ezt a tulajdonsagot Osszevetjiik a valos valtozos folytonosan differencialhato fiigg-
vények hasonlé tulajdonsagéaval, akkor azt kapjuk, hogy egy R-beli tartomany (nyilt
intervallum) hataran (az intervallum két végpontjaban) ismerve egy f € C fiigg-
vény értékeit, ebbdl mar kiszamithato lenne az intervallum minden pontjaban az f
fiiggvény értéke, akkor az f fliggvény csak egy elséfoku polinom lehetne (ez a line-
aris interpolacio”). Valos esetben nagyon sziik fliggvényosztaly rendelkezik azzal a
tulajdonsaggal, amellyel minden f € C] komplex fiiggvény rendelkezik.

17.6.1. Primitiv fliggvény, az integral kiszamitasa
Legyen €2 C C tartomény (6sszefiiggs, nyilt halmaz) és f : Q — C.

17.7. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az F : Q — C differencidlhato fiiggvény az f
eqyik primitiv fligguénye, ha F' = f.

Példaul az f : C — C, f(z) = 22 fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye az ' : C —
C,F(z):= %, mert (?)’ = 22 minden z € C esetén.

Ha ismerjiik egy folytonos f : @ — C fiiggvény egyik primitiv fiiggvényét, akkor
egyszeriivé valik barmely 2-ban haladé g : [«, ] — Q sima gorbe menti integraljanak
a kiszamitasa, hiszen

B B 8
/ f = / Fo(t))-g'(t)dt = / F/(g(t))-4/ (£)dt = / (F(g()dt = [F(g(t))? = F(g(5))—F(g(c)).
g « «@ o

(A kozvetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmaztuk.)

Legyen példaul a,b € C, és g az a pontot b-vel 0sszekots tetszbleges sima gorbe.
Ekkor fg Coswdw = Sinb — Sina, mert Cos = Sin’.

Felvetsdik a kérdés ezek utédn, hogy milyen feltétel garantalja az f fliggvény primitiv
fiiggvényének létezését.
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17.20. Tétel. (Morera tétele)
Legyen Q C C csillagtartomany, f € C(Q). Tegyiik fel, hogy barmely Q-beli h hd-
romszogre fh f =0. Ekkor van primitiv fiigguénye az f fligguénynek.

Bizonyitas. Legyen a € (2 az a pont, amelyre nézve () csillagtartomany. Tekintsiik
az F: Q — C, F(z) := fe (a,2) f figgvényt. Megmutatjuk, hogy F primitiv fliggvénye
f-nek.

Legyen z € () tetszGlegesen rogzitett pont és s € C, s # 0 olyan, hogy z + s € (.
Mivel az a, z, z + s cstucst haromszog (lehet, hogy elfajuld, de ez most nem bayj. . .)
zért gorbe, ezért a feltétel miatt

: =/ Al A LY Y.
e(a,z)Ue(z,z+s)Ue(z+s,a) e(a,z) e(z,z+s) e(z+s,a)
- ([ - f>,
e z z+s) (a,z+s) e(a,z)

Jaeo® ™ L= L
e(a,z+s) e(a,z) e(z,z+s)

kovetkezik. Ezt felhasznalva

F(z+si —F(z) _ % (/G(G’HS) f /e(w) f) — %/HHS / f(z+ts)sdt = / f(z+ts)d

Tetsz6leges s, — 0 (s, # 0) sorozatra

amibdl

/fz+tsndt— /fz—l—tsndt—/f )dt = /(f(z+tsn)—f(z))dt,

igy az f folytonossaga miatt barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kiiszobindex,
hogy han > N és t € [0,1], akkor

1
/ |f(z+tsp) — (z)!dt</ edt = ¢.
0

/ f(z+tsp)dt — f

Ez éppen azt jelenti, hogy lim fol f(z+tsp)dt = f(2), igy létezik a

lim F(z+s)—F(z)
s—0 S

hatarérték, és
F - F

s—0

= /().

Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitasaban modszert is adtunk a primitiv fliggvény
elsallitasara.
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.“w

17.4. abra.

17.7. Taylor-sor, harmonikus fiiggvények

A valds esethez hasonldéan a komplex hatvanysor Ssszegfiiggvénye a konvergenciakor
belsejében akarhanyszor derivalhato. A derivaltakat a hatvanysor kézéppontjaban
kénnyen megadhatjuk, ugyanis legyen

f(2)=cotei(z—a)+ealz—a) +c3(z—a)+...dcp(z—a)"+...,  fla)=
fl(z) =c1+2c(z—a)+3c3(z —a)? + ... +ncp(z—a)" 4., flla) =

f'(2) =2c24+3-2c3(z—a) +...+n(n—Dep(z—a)" 2 +..., f'(a) =

FOCR) = ke +(k+Dk-...-2(z—a)+..., f®(a) =

Tehat ¢, = £ f®)(a) (k=0,1,2,...)

Ilyen elSkésziilet utan induljunk ki egy € tartomanyon folytonosan derivalhato f
fiiggvénybol. (Feltételiink szerint csak az els§ derivaltfliiggvény létezik és az folyto-
nos. )

Legyen a € () tetsz6legesen rogzitett pont. Az ) nyiltsdga miatt van olyan R > 0
sugard, a koézépponta nyilt korlemez, amely része (2-nak. Ha R > r > 0, akkor a
Cauchy-formula szerint barmely z € K,(a) esetén

z) = L de
f( ) '/c(a,r) ’

21 w— 2z

ahol c(a,r) az a kézéppontu, r sugart pozitiv iranyitast zart korvonal.
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Az integrandusban szerepls 1/(w — z) tortet egy mértani sor Osszegeként allitjuk
el6:

1 1 1 1 1 i z—a\" i 1 (z—a)"
= _= = = —_—\(Z—Q
w—z (w—a)—(2—a) w-al-Z2=4 w—afZ\w—a (w —a)ntl

n=0

Azért irhattuk fel a geometriai sort, mert |z —a| < |w — al, ezért |[Z=%| < 1, igy a

sor abszolit konvergens, és mint fiiggvénysor barmely kompakt részén egyenletesen
is konvergens. Ez a tulajdonsiga lehet6vé teszi az Osszegfiiggvény integraljanak ta-
gonkénti szamitasat.

Visszatérve:
1 flw) 1 = 1 na
1&) =355 c(ar) W — Jdw =55 o(ar) fw) n;) (W — )t (z —a)*dw =

minden z € K, (a) esetén.
Vegyiik észre, hogy ezzel az atalakitéssal azt nyertiik, hogy az f fliggvény a K, (a)
korlemezen elGallt egy > > cn(z — a)™ hatvanysor Osszegfiiggvényeként, ahol

cn::i ﬂdw, n=0,1,2,...
270 Je(ary (W —a)"Hl

Ha pedig az f egy hatvanysor Osszegfiiggvénye, akkor akarhanyszor is derivalhato a
K, (a) korlemezen, és
% a) = klep, k=0,1,2,...

vagy

- 2mi

k! f(w)
*)(q) = — A o S =0.1.2....
fH /c(a,r) (w —a)r+t dw b

Gyakran az a helyett z szerepel, és ekkor az

k! f(w)
CYR  fw) _
f (Z) 21 /(Z,r) (’w — Z)k-i-l dw’ k 07 17 27 cee

formula ad6dik, amelyet a magasabbrend derivaltakra vonatkozo Cauchy-formulaknak
neveziink. [A k£ = 0 esetben a Cauchy-formuléat kapjuk.|

Mindenesetre gondolatmenetiink eredményeként azt kaptuk, hogy ha f € C1(Q),
akkor barmely a € ) esetén sorbafejthet§ az a pont egy kdrnyezetében, azaz akar-
hényszor is differencidlhatd. Ezzel eljutottunk a kovetkezd allitashoz.
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17.21. Tétel. (Taylor-sorfejtés)
Ha f € C1(Q) és a € Q, akkor az a pont egy alkalmas K,(a) kornyezetében barmely
z € K, (a) esetén

f(2) =) ealz—a)",

n=0

(n)
o (a)_;/ ) R A
(a,r)(w

n! 2w —a)ntl

ahol

Megjegyezziik, hogy a komplex fliggvénytanban hagyomanyosan holomorfnak ne-
veznek egy fliggvényt, ha egy tartomény minden pontjaban differencialhaté. Ana-
litikusnak nevezik a fiiggvényt, ha egy hatvanysor Osszegfiiggvénye. Most éppen
azt mutattuk meg, hogy a holomorf fiiggvények analitikusak. Ha f € C1(Q2), akkor
f € Cxo(Q) is, igy az f fiiggvény valos és képzetes részének a magasabbrendii parciélis
derivaltjai is léteznek, s6t folytonosak is lesznek. Hasznéljuk fel ezt a tulajdonsagu-
kat! Legyen f = u + iv. Barmely = + iy € (2 esetén a Cauchy-Riemann-egyenletek
szerint

61U($, y) = aQU(wvy)
82U<l',y) = _alv(may)

Készitsiik el az els6 egyenl@ség x szerinti és a masodik y szerinti parcialis derivaltjat:

O (O1u)(r,y) = O1(020)(x,y)
D2(0au)(z,y) = —0a2(01v)(w,y),

majd adjuk Ossze ezeket:
dtu(z,y) + Aulw,y) =0

[Felhasznaltuk a Young-tételt.|
Az olyan h : R? D— R fiiggvényeket, amelyek egy tartomanyon kétszer folytonosan
differencialhatok, és amelyek a tartomény minden pontjaban eleget tesznek a (sikbeli)

Laplace-egyenletnek
Oih 4+ 95h =0,

harmonikus fliggvényeknek nevezik. Kideriilt, hogy ha f € C1(Q) komplex fiigg-
vény, akkor a valos része (de a képzetes része is...) harmonikus fiiggvény. Konnyen
ellendrizhets, hogy példaul az z2 + 32, e® cosy, In(2? + y?) harmonikus fiiggvények.

17.8. Komplex fiiggvények zérushelyei

Legyen f € C1(Q). Az a € Q pontot az f fiiggvény zérushelyének nevezziik, ha
f(a) = 0.



274 17. FEJEZET. KOMPLEX FUGGVENYEK

2

17.5. abra.

Ha az a € Q pontban az f minden derivaltja 0, azaz minden k € N esetén ) (a) = 0,
akkor az a pont koriili korlemezen az f azonosan 0. Hiszen van olyan K(a) C Q
korlemez, hogy minden z € K (a) esetén f(z) el6all a Taylor-soranak dsszegeként:

*)(q
k'( )(z—a)k =0.

r =31

k=0

Ebb6]l mar kévetkezik, hogy az egész ) csillagtartoményon is f azonosan 0, ugyanis
bérmely b € Q) pont az a ponttal egy korlanccal 6sszekothetd, az egyes korlemezeken
pedig f azonosan 0. Ha feltessziik, hogy az ) tartoméanyon f nem azonosan 0, akkor
az a zérushelyen nem lehet minden rendd derivalt 0, azaz létezik olyan n € N, hogy

fla)=0, f'(a)=0, ..., f" V() =0, f(a) #0.

Ekkor az a pontot az f n-szeres (multiplicitast) zérushelyének mondjuk. Ilyenkor az
f figgvény a pont korili Taylor-sora

M (a . frt(q .
" f(n) a f(n+1) a "
= (z-9) m“* <n+1(>!)<z—a>+... = (2~ a)"gu(2)

alaku, ahol g, folytonos fiiggvény, és g,(a) # 0. Emiatt van olyan K (a) kornyezete
az a pontnak, hogy barmely z € K(a) esetén gn(z) # 0. A (z —a)" csak a z = a
pontban 0. Kimondhatjuk ezekbdl kévetkezGen a kovetkezd tételt:
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17.22. Tétel. Ha f € C1(Q) és nem azonosan 0 figguény az Q) csillagtartomdnyon,
akkor az f zérushelyeinek nincs torldddst pontja az Q tartomdnyban.

Ugyanis ha lenne a zérushelyeknek torlodasi pontja 2-ban, akkor f folytonossaga mi-
att ez a torlodasi pont is zérushelye lenne az f fiiggvénynek. Viszont a zérushelynek
van olyan kornyezete, amelyben mas zérushely nincs. Ez pedig ellentmond annak,
hogy ez a pont zérushelyek torlédasi pontja legyen.

17.9. Becslések

A Cauchy-formulakat becslésekre hasznéljuk.
Legyen ©Q C C tartomany, a € Q és r > 0 olyan, hogy a K,(a) korlap a c(a,r)
hatéarolo korével egyiitt legyen az ) része, tovabba f € C1(Q). Legyen

M(r) := max{|f(w)| | w € c(a,7)},
azaz M (r) az |f| figgvény legnagyobb értéke az a kozépponti, r sugart kérvonalon.
Ekkor M)
r
1F™(a)| < nl=—= n=0,1,2,...
Ugyanis tekintsiik a Cauchy-formulékat:

f (a) 27 cla,r) (’UJ — a)n+1 dw’ n 07 17 27 v

A c(a,r): [0,27] — C, c¢(a,r) = a+rExp(it) a kérvonal paraméteres elsallitasa. Igy

)y — f(w) _onl [ 77 fla+rExp(it)
£ a)] = 2 /c(a,r) (w—a)"“dw S 27 /0 (a + rExp(it) — a)"*! rifxp(it)de| =
2m
= 277::% ; f(a+ rExp(it)) 'Exp(—int)dt‘.

Az Euler-formula szerint Exp(—int) egységnyi abszolut értékii komplex szam, amellyel
valo szorzas csak elforgatja a vele megszorzott komplex szamokat (abszolut értékiiket
nem valtoztatja...). A komplex integralokra vonatkozo 3. tulajdonsag szerint

21

; f(a+ rExp(it)) - EXP(—i”t)dt' < M(r) - 2m,

amibdl mar kdvetkezik, hogy

(n) nl
@] < EME), n=0,12,.
Az eredményt Cauchy-egyenlGtlenségnek is nevezik.
Megleps kovetkezménye van a Cauchy-egyenlGtlenségeknek.
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17.23. Tétel. (Liouwville tétele)

Legyen f : C — C, f € C1, és f legyen korldtos (azaz létezik olyan M > 0, hogy
barmely z € C esetén |f(z)| < M ). Ekkor f konstans figgvény (azaz létezik olyan
¢ € C, hogy barmely z € C esetén f(z) = c).

Bizonyitas. Legyena := 0ésr > 0 tetsz6legesen rogzitett. A Cauchy-egyenlStlenségek
szerint (nyilvan M (r) < M)

n!M

1™ (0)] <

, n=0,1,2,...
7477,

Az r > 0 tetszoleges, ezért 1/r™ barmely pozitiv szamnal kisebb, igy f((0) csak
0 lehet. Ezn = 0,1,2,... esetén igaz. Legyen z € C tetszGleges, és irjuk fel az f
fliggvény Taylor-sorat.

f) -, f"0)

2
TR TR

!

1) = 1(0)+ POy ey =
tehat f valoban allando fliggvény.

Erdemes a Liouville-tétel allitasat a valos fiiggvényekre vetiteni. Igaz-e, hogy egy
f:R = R, f e Cq, f korlatos fiiggvény csak konstans fliggvény lehet? Nem,
hiszen a feltételeknek eleget tesz a sin, cos, arctg fiiggvény is, amelyek egyike sem
allando fiiggvény. Most az deriilt ki, hogy ebben a tekintetben a valos fiiggvények a
,gazdagabbak”. ..

A Liouville-tétel szép kovetkezménye az algebra alaptétele.

17.24. Tétel. (Az algebra alaptétele)
Minden legaldbb elsdfoki polinomnak van zérushelye a komplex szdmok halmazdn.

Bizonyitas. (Indirekt bizonyitas) Legyen n > 1, ¢o, ci1, c2,...,¢cn—1 € C, &s
P,:C—C, Py(2):=co+ciz+caz’> +...+cp12""1 + 2" egy legalabb els6foku
polinom, amelyrdl tegyiik fel, hogy barmely z € C esetén P,(z) # 0, azaz indirekt
modon feltessziik, hogy nincs zérushelye a polinomnak.

Legyen f : C — C, f(z) = 1/P,(z). Mivel P, € (4, ezért a reciproka is f € C4.
Megmutatjuk, hogy f korlatos is a C komplex szamsikon.

Konnyen lathato, hogy k € N esetén lim, o, 1/2F = 0. Legyen K € RY tetszoleges,
és L :=1/K. Mivel z — oo esetén 1/zF — 0, ezért van olyan r > 0, hogy ha |z| > r,

akkor |c,_1/2¥| = |cn_k|/|2|¥ < 1/2n minden k = 1,2,...,n — 1 esetén. Legyen
R := max{r, V2L}, és legyen z € C olyan, hogy |z| > R. Ekkor
Cn-1  Cn—2 co
Pl = el - (-2t - 22>

> [2]"

len-1]  len—2] |col 1 1
1—|(— — —_ .= — >z >—-R">L
( ERENEL 2 )| = 2l > g =
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(felhasznaltuk, hogy |a — b| > ||a| — |b|| tetszlleges a,b € C esetén is), azaz a 0
koriili R sugart korlemezen kiviil az f korlatos, hiszen barmely z € C,|z| > R esetén
If(2)] = 1/|Pu(2)| < 1/L = K. Az orig6 korilli R sugart zart korlemez kompakt
(korlatos és zart), az f ezen a zart korlemezen is folytonos, ezért a Weierstrass-tétel
miatt |f| korlatos, azaz f is korlatos.

Azt kaptuk, hogy f korlatos az origd koriili R sugart zart korlemezen és ennek a
komplementerén is, tehat f korlatos az egész C komplex sikon. Emlékezve arra,
hogy f folytonosan differencidlhato és korlatos az egész C halmazon, a Liouville-
tétel szerint f konstans fiiggvény, de akkor vele egyiitt a reciproka, a P, is alland6
lenne. Mivel P,gn)(z) = n! # 0, ez ellentmond annak, hogy P,, konstans fiiggvény, igy
hamis az indirekt feltételezés, azaz igaz az eredeti allités.

Az algebra alaptételébd]l méar konnyen belathatd, hogy egy n-edfokid polinomnak a
multiplicitast is figyelembe véve pontosan n darab komplex zérushelye van (n €
N, n>1).

17.10. Komplex fliggvény maximuma

A Cauchy-formulanak érdekes kévetkezménye a kovetkezd tétel.

17.25. Tétel. (Maximum-elv)

Legyen Q C C csillagtartomdny, f € C1(Q)), és legyen T C Q olyan, sima gorbék
dltal hatdrolt tartomdny, amelyet a hatdrdval egyesitve a T := T U OT lezdrdson az
f € C(T). Ekkor |f| a T lezdrdson a mazimumdt csak a OT hatdron érheti el, azaz
ha M := max{|f(z)| | z € T}, akkor minden z € T esetén |f(z)| < M. (Kivételt
csupdn az dllandd f figgvény jelent.)

Megjegyezziik, hogy |f| valés fiiggvénynek a korlatos T halmazon a folytonossiga
miatt létezik a maximuma. Azt kell csak megmutatni, hogy ha az |f| a maximumét
az a € T bels§ pontban venné fel, akkor f allandé lenne az egész T tartoményon.

Bizonyitas. Legyen a € T egy bels6 pont, és tegyiik fel, hogy |f(a)] = M. Ekkor

megvalaszthatunk egy p € C, |p| = 1 komplex szamot tgy, hogy p - f(a) = M.
Legyen c(a,r) egy olyan zart korvonal, amely altal hatarolt korlap is T-ben van.
Ekkor a Cauchy-formula szerint, felhasznélva, hogy c(a, r)(t) = a + rExp(it)
1 / f(w) 1 T f(a + rExp(it)) 1 [

(a,r)

dw = — ark it)dt = — E it))dt
w—a U 2m 0 rExp(it) irExp(it) 27 Jo flatrExp(it))dt,

fla) =

T 2mi

amibdl
2T 21
M = pf(a) = 217T/0 pf(a+ rExp(it))dt = 2177/0 Relpf(a + rExp(it))|dt,

hiszen a bal oldalon valés szdm all, ezért az integrandus is sziikségképpen olyan,
amelynek a képzetes része 0.
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Legyen g : [0,27] — R, g(t) := Re[pf(a + rExp(it))]. Kideriilt, hogy

1 2m
M=— t)dt
o= OLE

azaz M integralkozepe a ¢ fliggvénynek a [0, 27| intervallumon, de akkor g(t) <
M (t € [0,2n]) miatt minden ¢ € [0,27] esetén g(t) = M. Ha pedig a korvonalon
allando a fiiggvény, akkor ismét a Cauchy-formulara hivatkozva

L[ g, M
£(2) A

2mi clay) W— 2 D

barmely z € K, (a) korlapon 1é6v6 pontra, hiszen

1
/ dw = 2m.
clay) W— %

Tehat a K, (a) nyilt korlapon az f— % komplex fliggvény azonosan 0. A T tartomény-
ban folytonosan differencidlhatd, nem azonosan 0 fiiggvény zérushelyei a tartomény
belsejében nem torlédhatnak, ezért vagy allandé fliggvény az f, vagy nem fordulhat
el6, hogy f a tartomény belsé pontjaban vegye fel az M maximalis értéket.
Megjegyezziik, hogy a folytonosan differencialhaté komplex fiiggvények ezzel a tulaj-
donsigukkal ismét a valds, legfeljebb els6fokt polinomokra emlékeztetnek, hiszen 6k
azok, amelyek egy zart intervallum végpontjaban veszik fel a legnagyobb értékiiket
(vagy allando fiiggvények. .. ).

17.11. Laurent-sor

Legyen ) csillagtartomany, a € € olyan, hogy f € C1(Q\ {a}). Vegyiik koriil az
a pontot egy c(a, Ry) és c(a, Ry) korvonallal, amelyek -ban haladnak, R; < Rs.
A két kor kozotti tartoméanyt jelolje (¢(a, R1),c(a, R2)). Tekintsiink egy tetszdleges
z € (c(a, R1),c(a, R2)) korgytribeli pontot. Kossiik Ossze a két korvonalat egy e
egyenesszakasszal, majd pozitiv koriiljarassal készitsiik el a

G :=c(a,Ry)UeU c(a,R2)U ‘e

zart gorbét, amely altal hatarolt tartomanyban fiiggvényiink folytonosan differenci-
alhato, és amely a z pontot tartalmazza. Az itt érvényes Cauchy-alaptétel szerint

/szo,

azaz hasonloan az eddigi gondolatmenetekhez (Cauchy-formula)

1 S fw L[ fw)

21 Jow —z  2mi (a,Ry) W — 2 270 Jo(a,py) W — Z

f(z) = dw




17.11. LAURENT-SOR 279

17.6. abra.

Az Ry sugaru (kiils6) koron vett integral kezelése megegyezik a Taylor-sorfejtéssel.

1 _ 1 _ 1 1 —Z zZ—aQ
— 2 w—a-—(z—a) w-— —a — 1’
w—z w-a—(2—a) w-al-Z24 — (w—a)™*
hiszen | |
z—a
- <1,
Ry

és ekkor abszolut és egyenletes a konvergencia. Tehét

zZ—Q

w—a

L f(w) dw = icn(z —a)",

211 (a,Ra) W — 2 o

ahol )
L f(w

274 Jo(a,Ry) w—gpdw n=012... (17.6)

(n)
Megjegyezziik, hogy most ¢, nem feltétleniil egyezik meg az ! n!(a) szammal, hiszen
az a pontban lehet, hogy nincs is értelmezve — legtobbszor ez fordul els — a fliggvény.
Az R; sugaru (belss) koron egy masfajta elsallitasa sorfejtést alkalmazunk.

1 1 1 e el
w—z z—ata—w z—al-—-%2 z—amJrl (w—a)—nt+l
z— [) n=1
Itt felhasznaltuk, hogy |%=2| = ‘Z a| < 1, ekkor abszolut és egyenletesen konvergens

a geometriai sor. (Az 1ndexezesne1 a —n :=m + 1 jelolésre tértiink at.)
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Tehat
1 oo
__/ de:ZCin(z—Q)_n7
211 cla,Ry) W — 2 —

= L %dw, n=12,... (17.7)
211 c(a,Ry) (U) — a)

ahol

Con

Az (17.6) és (17.7) integralokban az f fiiggvény folytonosan differencialhato a (c(a, R1), ¢(a, R2))
korgytrtben, a hataran is, ezért a c(a, R1) és c¢(a, Ry) korokon vett integralok helyet-
tesithet6k a veliik koncentrikus, a korgytriben halad6 ¢ korre vonatkozé integrallal

is. Eredményeinket sszefoglalva egy tételt kaptunk.

17.26. Tétel. (Laurent-sorfejtés)

Ha f € C1(2\{a}), és c az a pontot kérilvevd, az a kézépponti korgyirdben haladdo
kor (esetleg az a pontot megkerild zdrt gorbe), akkor a kérgyidribe esd barmely z pont
esetén

f)= )" enlz—a)",
ahol )
Cp = — &dw, n==41+2, ...

- 2mi J, (w— a)nt!

17.11.1. Szingularis helyek

Legyen T' C C tartomany és a € T. Tegyik fel, hogy f € C1(T \ {a}), azaz az
f fliggvény folytonosan differencialhaté az a pont kivételével a T tartomanyon, de
a-ban esetleg nincs is értelmezve. Az ilyen a pontot izolalt szingularis helynek
nevezzik. A feltétel szerint az f fiiggvény Laurent-sorba fejthetd az a pont koriil, ez
a Laurent-sor legyen

o
f(z) = Z cr(z — a)r.
k=—0o0
1. eset. Ha a sorfejtésben ¢, = 0, £k = —1,—2,..., akkor az a pontot meg-

sziintethet6 szingularitasnak nevezziik, ugyanis ha az f fliggvényt az a pontban
f(a) := ¢o értékkel értelmezziik (vagy esetleg megvaltoztatjuk...), akkor az f(z) =
Y oreocr(z — a)® egy folytonosan derivalhato fiiggvényt ad az egész T tartoméanyon.
Gondoljuk meg, hogy az f : C\ {2} — C, f(z) := ZZ2:24 = z+2 fliggvénynek az a = 2
pont megsziintethets szingularitasa, hiszen f(2) := 4 értelmezéssel egy folytonosan
differencialhato fiiggvényhez, az f: C — C, f(z) := z + 2 fiiggvényhez jutunk.

Megjegyezziik, hogy ha f (folytonosan) differencialhato az a € T' pontban is, akkor

: f(w)

(w—a)—"+t

= (w—a)""" f(w)

w —
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fiiggvény is (folytonosan) differencialhato, ezért a Cauchy-alaptétel miatt az integ-
raljuk a ¢ zart gérbén 0. Ekkor a Laurent-sorfejtésben a negativ indextd egyiitthatok
mindegyike 0, és a sor Taylor-sor lesz.

2. eset. Ha csak véges sok negativ indext tag kiilonbozik nullatol, azaz van olyan
n € N, hogy c_, = 0, k > n, akkor az a pont pélus. Ekkor barmely z € T'\ {a}
esetén

f(z) = (ZC:T;)n"F(ZC:ZJ)FLl+"'+ﬁ+CO+Cl(Z—a)+C2(2—a)2+---a

amelybdl latszik, hogy az f fliggvény az a kornyezetében nem is korlatos, de a
g(z) =(z—a)"f(z2) =cop+cpr1i(z—a)+ ... +co(z —a)" + ...

fliggvény mar egy hatvanysor Osszegfliggvénye, akarhanyszor differencialhato fiigg-
vény lesz. Ha c_,, # 0, akkor az a pont n-edrendt polus.

Gondoljuk meg, hogy az f : C\{0} — C, f(z) := %9,1 +Expz Laurent-sora az a := 0
pont kortil

11 1, 1,4 1,
f(z)—§+;+1+z+gz +ﬁz +"'+HZ +...

Ez a fiiggvény a 0 kornyezetében nem korlatos, de a
3 3, .4, 15
g(z2) =2f(z) =1+2+2"+2 +§z +...

mar folytonosan differencidlhatéd az egész C komplex sikon. Az f fiiggvénynek a 0
harmadrend polusa.

3. eset. Ha végtelen sok c_; kiilonbozik nullatol, akkor az a pont 1ényeges szin-
gularis pont.

Példaul az f : C\ {0} — C, f(z):= Exp(l) fiiggvény 0 koriili Laurent-sora az Exp

fiiggvény Taylor-sorabol szarmaztathaté: mivel Expz =1+ z + 22—? + g—? + ..., ezért

_E 1 _q 1 11 11 11

Lathato, hogy c_ = %, k=1,2,..., azaz végtelen sok negativ indexti egyiitthato
kiilonbozik nullatol.

Erdekes tulajdonsaga a lényeges szingularitdsnak, hogy barmely K (a) kérnyezetben
a fliggvény ,lényegében” minden értéket felvesz, pontosabban akérmilyen w € C és
barmely € > 0 szamhoz van olyan z € K(a), amelyre |f(z) — w| < € (Weierstrass-
tétel).
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17.7. abra.

17.11.2. A reziduum-tétel

Legyen az f fliggvénynek az a izolalt szingularis helye. Ekkor a Laurent-sorfejtésében
a (—1) indext egyiitthatot az f fiiggvény a ponthoz tartozé reziduuménak nevez-
ziik:
Res(a) :==c_1 = L f(w)dw,
2mi c(a,r)
ahol c(a,r) egy a kozépponta, alkalmas r sugara kor (amely helyettesithets egy zart
gorbével is, ha az koriilveszi az a pontot. .. )

17.27. Tétel. (Reziduum-tétel)

Legyen f folytonosan differencidlhats a D(f) értelmezési tartomdnyban haladé G zdrt
gorbén és az dltala hatdrolt tartomdnyban is, kivéve véges sok a1, az, . .., ap szinguldris
pontot. Ekkor

/G f(w)dw = 2mi(Res(a1) + Res(az) + ... + Res(ay)).

Bizonyitas. Vegyiik koriil az a; pontot r sugart, pozitiv iranyitasa korrel, ezek
a c(a;,r) korok (i = 1,2,...,p). A koroket kossiik Ossze egyenes szakaszokkal. A
G gorbét is beiktatva egy olyan zart gorbe allithaté els, amely méar nem vesz koriil
szingularitast. Kovessiik az 4bran (p = 3 esetén) a szerkesztést! Ezen a zart gorbén
a Cauchy-alaptétel miatt az integral nulla. Az egyenes szakaszokon a ,tagonkénti
integralas” jarulékai kiejtik egymaést, igy a pontozott gorbét C-vel jelolve

Y RRY RE0 3 B
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amelybdl kovetkezik, hogy

P P ‘
/Gf = ;/C(aﬂ) f= ;2mRes(ai).

A tételbdl latjuk, hogy komplex fliiggvény zart gorbén toérténd integralasihoz elég

ismerni a reziduumokat. A reziduum kiszamitasat f(z) = z%z)) (h(a) =0, g(a) #0)

esetén derivaltakkal is el6 tudjuk allitani. Ugyanis az f reziduuma (elsérendd poélus
esetén)

Rest) = e )6) = i gy = o

Ezzel a fogassal az f : C\{knw | k € Z} — C, f(z) = gf’rfzz fiiggvény szingularis

helyeihez, az ap = km (k € Z) pontokhoz tartozo reziduumokat konnyen ki tudjuk
szamolni:

_ Cos(km)  Cos(km)
~ Sin/(km)  Cos(km)
Ha az f fiiggvényt egy olyan pozitiv iranyitasa zart gorbén integraljuk, amely a km
alaki pontok egyikén sem halad &4t, és amely n darab ilyen pontot zar koriil, akkor
az integral n27wi lesz.

Res(km) =1 (keZ).



