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Hasznos linkek

Termodinamika eladés videdk:

https:/ /www.youtube.com /watch?v=Qr3KbWFSUpklist=PLVHr3;V7T'0061C72¢eiasGI8svh f9sT SO
2015-6s folytkoz kidolgozas:

http:/ /fizweb.elte.hu/download /Fizika-BSc/Folytonos-kozegek-mechanikaja/Jegyzet /folytkoz-emelt-
tetelkidolgozas-2015.pdf

2017-es hétan kidolgozés:

http:/ /fizweb.elte.hu/download / Fizika-BSc/ Termodinamika/Jegyzet / Termo-tetel,idolgozas —
2017.pdf

Megjegyzések és sajat felel6sségi nyilatkozat

Ezt a tételkidolgozast a 2020 BSc hallgatoi készitették kozosen, mivel a targyatalakitdsok utan
nem volt mas rendes tételkidolgozas ehhez a targyhoz. Ez azt is jelenti, hogy bar szamtalanszor
atnéztiik, és idénként egymast is ellendriztiik, el6fordulhatnak a kidolgozasokban hibak illetve
pontatlansagok. Eppen ezért ez a kidolgozas nem potolja a sajat jegyzetet és az eladasokat,
illetve mindenki sajat felelGsséggre hasznélja az iromanyt. Ettdl fliggetleniil ebbdl a kidolgo-
zasbol tanulva jo jegyek is fordultak el6 a vizsgakon.

A legtobb tétel végénél fel van tintetve, hogy ki kovette el, igy ha valaki komoly hibat vél
felfedezni, tudja, ki érte a felelGs. :D

A 24. tétel minden bizonnyal hidnyos, az alacsony hémérsékletek fizikdja nincs benne kidolgoz-
va. Errél az utolsé termodinamikas eladas videdkban van szo.

Sikeres vizsgat!

A szerzsk
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1. EGYSZERU DEFORMACIOK

1.1. Ami kell

Deforméci6 fenomenologiaja: fesziiltség, deformacio, folyasfesziiltség, alakitasi keményedés; Ru-
galmas nytujtas; Young-modulusz; Harantosszehiizodas; Térfogati 0sszenyomas; Nyiras

1.2. Kidolgozas

T sz

Szilard anyagok deforméaci6janal harom meglehetSsen kiillonbozs viselkedési format figyelhetiink
meg. Vegyiink egy acélrudat, erre F erével hatva a drot megnyulik, a terhelés valtoztatasaval
latjuk, hogy ez a megnytlas aranyos a nyujtoé erével. A hiizoerd megsziintetésével a drot vissza-
nyeri eredeti alakjat, azt mondhatjuk tehat, hogy a folyamat reverzibilis. Kiilonb6z6 mtianya-
gokat, példaul damilt nyujtva azt vehetjiik észre, hogy a megnytlas és az eré kapcsolata nem
linearis, azonban a folyamat még mindig reverzibilis. Irreverzibilis jelenséget mutat példaul a
rézdrot. Ezt megnyijtva az er6-megnytlas grafikon képe nem linearis, s6t a terhelés levételével
nem all vissza az eredeti hossz, marad egy maradandoé alakvéltozas. Egy mésik érdekes jelenség
az alakitasi keményedés. Egyes anyagok deformécioval keményebbé teheték. Ezeknek nyilvan-
valdéan nem lineéris az F' — Al grafikonjuk. Ilyen anyag példaul az el6bb emlitett réz is, ami
azonban melegitéssel ismét puhéava tehetd.

Egyszertd deforméaciok vizsgalataval azt kapjuk, hogy a F nyjtoé er§ aranyos a test kereszt-
metszetével, és a Al megnytlésa aranyos a nyugalmi hosszal. Vezessiink be két 1j mértékegy-
séget ezek felhasznélasaval.

Al F
=— és 0o=—

[ A
Az e-t deformécionak, a o-t fesziiltségnek nevezziik. Az elbbinek lathatdéan nincs mértékegy-

3

sége, mig az utébbinak van: % = Pa. Lathato, hogy az F' — Al grafikon alakja megegyezik a
o — ¢ grafikon alakjaval.

Egyszert deformacioknal lattuk, hogy a fesziiltség, és a deforméacié egyenesen aranyos egy-
méssal. Az aranyossagi tényezét E-vel jeloljiik, ez a Young-modulus. o = Fe. Mértékegysége
érthetGen Pascal, értéke anyagfiiggs, de nagysagrendileg a 100 GPa-os tartoményba esik. Az a
fesziiltségérték, ameddig reverzibilisen elmehetiink, 100 MPa koriil van. Ebbdl az el6bbi képlet
szerint kifejezhetd a deformacié. Azt kapjuk, hogy az € értéke aranylag kicsi, 1073, Ez persze
nem igaz minden anyagra, guminal példaul ez az érték 1 is lehet.

Haréant-0sszehtizodéasnak nevezziik azt a jelenséget, amikor egy testet megnytjtva hosszaban,
a keresztmetszete megvaltozik. ErthetGen ha a hossz megnd, akkor a keresztmetszet lecsokken.

Al Ad
YT T
v aranyossagi tényezdt Poisson-szamnak nevezik, értéke v = 0, 3. Vizsgaljunk egy négyzet alapt
hasabot, aminek hossza [, fed6lapjainak oldalai d hossztak. Szamoljuk ki a térfogatvaltozast
Al hosszvaltozas esetén.

AV (14 AD(d+ Ad)* — 1d?

V [d?

A négyzetes tagot kifejtve, és a (Ad)? tagot elhanyagolva (hiszen ez 3 nagysdgrenddel kisebb,
mint a tobbi tag), egyszeri egyenlethez jutunk.

AV Ad Al

V d+l



Felhasznélva az eddig Osszefliggéseinket o és e kozott, az egyenletet atalakithatjuk a végss
formajaba.

AV 1—-2v
PE— g
Vv E
A testet harom iranyboél 6sszenyomva ezt a kivetkezs alakba lehet atirni:
AV 5 1—2v
T

Lathatjuk, hogy ez egy Osszefiiggést hataroz meg a nyomas és a relativ térfogatvaltozas kozott.
A3

szintén anyagi allando, hiszen mind v, mind F &alland6. Egy anyagot egyensulyinak neve-

ziink, ha a kompresszibilitasa pozitiv érték, azaz ha 6sszenyomjuk, akkor a térfogata lecsokken.
10V

Termodinamika: kK = ———

V Op
Egy testre az egyik feliilet normélisara meréleges erével hatunk. Ekkor nyirdsol beszéliink.
Tiszta nyiras estén a térfogat nem valtozik. A folyamatot lehet jellemezni a nyirasi szoggel -,
és az el6bbiekhez hasonloan bevezethetiink egy nyomés dimenzi6ju mennyiséget, hiszen F' ~ A.

v
egyiitthatot kompresszibilitdsnak nevezziik (reciproka a kompresszié modulus). Ez

F
T = — =
A Hy

Ahol i a nyirasi modulus, 7 pedig a nyir6 fesziiltség. Mindketts Pa dimenzioju.

1.3. Megjegyzések

Az els6 bekezdésben sz6 esik a réz sajatos tulajdonségardl, miszerint egy bizonyos fesziiltség-
érték folott ,,megvaltozik" a Young-modulusa. Ezt az értéket folyési fesziiltségnek hivjuk.



2. DEFORMALHATO TESTEK KINEMATIKAJA

2.1. Ami kell

Deformacios allapot altalanos jellemzése; Elmozdulastér; Disztorzié szimmetrikus és antiszim-
metrikus részének jelentése; Relativ megnytlas; Deformacios tenzor bevezetése és tulajdonsigai

2.2. Kidolgozas

Vizsgaljuk a kovetkezd altalanos deformaciot:
U (v)

/ Deformdlt test

Deformaélatlan test \ —

Itt u(r) az ugynevezett elmozdulastér. Az abra alapjan megadhat6 egy pont helye (hely-
vektora) a deformécié utéan:

r=r+u(r)

A test két pontjat osszekotd (Ar) vektor a deformacio utan (az origot eltoltuk r vektorral):

Ar' = Ar +u(r + Ar) — u(r)

Ebbél az u(r+ Ar) —u(r) egy haromdimenzios vektormezs, mely komponensei skalarmezdk.
Ebben az alakban észrevehetjiik a skalarmezs gradiensét (®(r + Ar) — &(r) = 0;®Ar;). Ez
alapjan az elmozdulastér :. komponensére:

wi(r + Ar) — u;(r) = 0ju;Arj = (BA[)

Az igy bevezetett 3 tenzor a disztorzié tenzor. Ez dimenziétlan.
Bij = Ojui
Igy a kovetkezdképpen irhatjuk fol a Ar’ vektort:

Ar' = Ar+ - Ar



Néhany deformécio disztorzidja:

Uy = Uo 000
e Eltolas: ¢ u, =0 = =10 0 O
w, = 0 000
Uy = EQT . €0 0 0
o Nyijtds: Suy, = —-vegy =—=p=|[0 —-ve 0
U, = —VEYZ 0 0 -we
e Nyirads: ¢ u, = = f0=(0 0 0
w, = 0 000

A tenzor folbonthato egy szimmetrikus (€) és egy antiszimmterikus (Q) részre. A szimmet-
rikus részt hivjuk deforméacios tenzornak.

o

0 Q—B%

Egy vektornak egy 3 x 3-as antiszimmetrikus métrixszal valé szorzéasa leirhato egy vektoriélis
szorzassal. Mivel tanulmanyaink soran csak kicsiny deformaciokkal foglalkozunk, igy Q) elemei
is kicsik, tehat az alltala leirt vektorialis szorzas is csak egy kicsi vektorral torténik. Ez alapjan
a A1’ = Ar + QAr csak egy kicsiny forgatést jelent. Ezt lathatjuk a kovetkezs abran is:

=

£ =

M ‘




Vizsgéljuk meg tjra a nyiras disztorziojat két esetben, melyek csak el vannak forgatva
egymashoz képest:

e cu, =0 — =10 0 0
L u, = 0 0O
(uxzzy 0 % 0

o<uy:§x :>B: % 0 0
u, =0 0 0 0

Lathatjuk, hogy a disztorzié mindkét esetben ugyanolyan szimmetrikus résszel rendelkezik,
de az els6 esetben van # (0 antiszimmterikus is, tehat az el van forgatva.
Az eddigi példakbol azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy ¢ f6atlobeli elemei a megnytilést,
azon kiviili elemei pedig a nyirast jellemzik.

Igy a Ar’ folirhato a kovetkezs alakba:

Ar' = Ar + BAr = <f+é+Q> Ar

Ennek abszolatértéke:

IAF| = /AFAL = \/(1 vet Q) Ar ( Yeqt Q) Ar ~ \/AzAz 4 OArEAT + 2ArQAF =
= VArAr + 2ArEAr = |Ar| /o n+ 2nén = |Ar| /14 2nén = |Ar| (1 + nén)

Az atalakitasok sorédn egyszertsitéseket is végeztiink, mint példaul, hogy & ~ 00 ~eQ~0

vagy, hogy kicsiny z-re /1 +x ~ 1+ g Bevezettiik még az 4j n vektort is, mely definicidja:
Ar

A

Igy a relativ megnytlas:

ﬂ:

|Ar’| | 4 pé
= nen
|Ar| T
|Ar'| — |Ar| )
————— =nén
|Ar| T

Tehat azt latjuk, hogy a szimmetrikus € tenzor irja le az alakvaltozast.
Vizsgaljuk meg egy téglatest térfogatvaltozasit. Ennek oldalait leiré vektorok:

Azx 0 0
Az=1| 0 Ay = | Ay Az=1 0
0 0 Az
Ezek a deformécio utan:
1+ B B2 Bis
Ar' = fa |Az Ay =(1+P0n]|Ay A= pxn |Az
Bs1 P32 1+ Pss
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Az igy kialakult test térfogatat az ezen vektorok alkotta matrix determinansaként kaphatjuk:

Azry Azl Azl 1+ B P Bs1
AV = 1Ay Ay, Aygl=| Bz 1+ Pn B |AzAyAz= (14 P+ Pa + f33) AV
Azp Az Azl bis Bas 1+ B33

Itt az utolso 1épésben elhanyagoltuk a legalabb mésodrendten kicsiny tagokat.
Az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy a relativ térfogatvaltozas:

AV — AV

AV = (f11 + Baz + f33) = SP(B) = Sp(é)

Mendei Barna

2.3. Megjegyzések

Mivel ¢ irja le az alakvaltozast, igy értheté a damil érdekes megnyulasa, melyrsl az el6zd
tételben volt sz0, hiszen ennek é-ja nem csak hely, hanem az id6 fliggs is. €gamir(r, t)



3. DEFORMALHATO TESTEK DINAMIKAJA

3.1. Ami kell

Fesziiltség tenzor értelmezése; Kontinuum mozgasegyenletének levezetése; Altalanositott Hooke-
torvény; Energiastirtiség; Izotrop anyagok esete; Lamé-allandok; Osszefiiggések a rugalmas al-
landokkozott

3.2. Kidolgozas

Vizsgéaljuk egy V' térfogatt test V' térfogatu részét. FErre két féle erd hat: a térfogati (pl.:
gravitacios)-, és a feliileti ersk, melyek a felszini pontokra hatnak.
A térfogati erdk ereddjét konnyedén meghatarozhatjuk annak térfogati strtiségével (f):

FO = [ fav

\Z

A térfogatdarabrahato feliileti erék rovidhatotavolsaguaknak feltételezheték, mivel ezek az
atomok /részecskék kozti kolesonhatasokbol szarmaznak. Ezek az erdk egyenesen ardnyosak a
vizsgalt feliilletdarab méretével, valamint fliggnek annak normalisatol is, igy egy kicsiny feliilet-

darabra hato feiileti erd:
dF = odA

A két vektort Osszekapcsolo tenzor a fesziiltségtenzor. Ezt folhasznéalva a térfogatdarabra haté

feliileti erd:
E(f) — j{ 6dA
ov’

Newton II. torvénye alapjan a testre hato erék ereddje megegyezik a lendiiletének elsérend
derivéltjaval. Az elmozduléstérben 1évé test lendiilete a kovetkezSképpen néz ki:

1= | et 0av = [ it nav

Ennek derivaltja:
= | it tav

Hozza kell tenni, hogy ez csak egy kozelités, mivel a siirtiség is valtozhat az idében, de ez Kkis
deformaciok esetében nem fordul elé.
Az eddigieket folhasznalva a kontinuum mozgasegyenlete:

E(k) _ E(t) +E(f)

/ pidV = [ fdV + f{ GdA
’ \VZ ov!

A Gauss-tételt folhasznalva:

/ pidV = [ fdv + / Div 6dV/

7
pi. = f + Div o

Itt Div ¢ a tenzor sorainak divergenciajabol all6 vektor.



Erdekes lehet még megvizsgalni a fesziiltségtenzort.
Vizsgaljuk a kovetkezd kicsiny téglatestet:

Ay - Az
Itt dA, = 0 , igy a fesziiltségtenzorra vonatkozo Osszefiiggés:
0
011
dfy =0dA, = | on | Ay - Az
031

Ha ezt elvégezziik a tobbi lapra is, akkor észrevessziik, hogy a fesziiltségtenzor féatlobeli
elemei a nyujtasért, illetve, 0sszenyomésért felel6sek, az azon kiviiliek pedig a nyirasért.
Sztatikus esetben a testre hato ersk és forgatonyomatékok eredgje 0. Ekkor az erdk:

f+Dive =0

A forgatényomatékok vizsgalatahoz nézziik az el6zé abra fetilnézetét:



ﬁdi}_/

1 4L
__Afz_// “—%:"

/

_dE

Ekkor a forgatényomaték z iranyt komponense:

A A
Mz = 20'21Ay - Az - Tx - 20'12A[E Az - Ty = (0'21 - O'u)AV

Ez csak akkor lesz minden komponensre 0, ha 019 = 091; 013 = 031; 093 = 032. Tehét a sztatikus
esetben ¢ szimmetrikus.

Adjuk meg az eddig hasznélt ¢ fesziiltségtenzort! Az egyszert deformaciok esetében linearis
Osszefiiggés volt a fesziiltség és a deformécid kozott. Foltételezhetjiik, hogy hasonld all fenn
most is. Mivel mar kétindexes tenzorokkal dolgozunk, ezért az arényosségi tényezének egy
négyindexesnek kell lennie. Ez a rugalmassagi tenzor:

Oij = Cijkzé‘kz

Az tenzoregyenletet altaldnositott Hooke-torvénynek hivjuk.

Tudjuk, hogy a deforméacios tenzor, valamint statikus esetben a fesziiltségtenzor is szim-
metrikus, igy a rugalmassagi tenzor szimmetrikus az ¢ — j, valamint a k — [ indexekre. Ezen
szimmetrikussag miatt a ¢ és € tenzorok atirhatoak egy-egy hatelemt oszlopvektorra. Egy kis
segitség a megértéséhez:

011 €11
0922 €22
o . €
o= 33 és &= 33
012 €12
013 €13
0923 €23

Ennek megfelelen C is atirhato egy 6 x 6-0s métrixsza, mely 36 fiiggetlen adattal jellemezhetd.
Térjiink vissza egy kicsit az egyszerti deformaciokhoz és vizsgaljuk meg az energiajukat.
Vegyiik egy huzal vagy egy rugd megnyulasat:

1 1
= ZD(Al? = -FAl=~-— .= Al = o -
W= SD(AI = JFAl= - === Al= oV



Ebbdl az alakbdl konnyedén latszik, hogy a rugalmas energiastirtiség:

1
w = —0¢€

2

Indexesen irva: )
w = §5ijo-ij
Folhasznalva az altalanositott Hooke-torvényt és kicsit triikkkozve:
1 1 1
w = _5ij0ijkl<€kl = _5leklij5ij = _5ij0kzlij5kl

2 2 2
Azt latjuk, hogy a rugalmassagi tenzor szimmetrikus még az i — j, k — [ indexparokra nézve

is, tehat a korabban emlitett 6 x 6-os matrix szimmetrikus, tehéat C csak 21 fliggetlen adattal
rendelkezik.

Erdemes megjegyezni, hogy az energiastirtséghez hasznalt képlet csak linearis rugalmassag
esetében hasznalhatd, mivel a rugalmas energia magasabb hatvanya tagokat is tartalmaz. Az
altalanosan alkalmazhato Osszefiiggés:

_ Ow
N (961']'

gij

Vizsgaljuk meg az izotrop esetet! Ez annyit tesz, hogy az anyagban nincs kitiintetett
irany. Ebben az esetben elvarjuk, hogy a rugalmas energiasirtiség invarians legyen. Mivel
1
w(ei;) = §5ij0ijklekl, ezért az invariancidhoz sziikséges, hogy w-t fol tudjuk irni € invarians
mennyiségeinek valamilyen kvadratikus kombinéci¢jaként.
€ invaridns mennyiségei:
e Sp(é)
* Sp (&)
o deté
Belathato, hogy a keresett alak a kovetkezd:
. A A\ 2 A2 ~
w—g-Sp(a) +u~Sp(5 )+...det5
Linearis esetben a harmadrendtien kicsiny tagok miatt a determinansos tagot elhanyagoljuk,
igy:
. )\ S A\ 2 S ~2
w=-Sp (&) +p-Sp(£)

ahol X\ és p az tgynevezett Pa dimenzioji Lamé-allandok. Kozottiikk p a nyirasi modulus.
Ez indexesen folirva:

A
w(ey) = 5(62‘2‘)2 + HEijEi;
Ebbdl a fesziiltségtenzor:
ow
Oij = (96“ = Askk&j + Q,MEZ'j
ij

G=\-Spél+2ué

Ezen allandok bevezetésével lathatjuk, hogy az izotrép anyag esetében csak két fliggetlen
rugalmas allandé van.

Mendei Barna
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3.3. Megjegyzések

Tudom, hosszt a tétel nagyon, de sokmindent kell hozza tudni. Szerencsére nincsenek nagyon
komoly matematikai bravirok a levezetésekben. Ezt probaltam érthetfen leirni. Ha valami
nem érthetd, akkor érdemes meghallgatni, mit mondott Péter az adott részrél.

12



4. SPECIALIS DEFORMACIOK

4.1. Ami kell

Csavaras; Lehajlas: neutralis zona, méasodrendi feliileti nyomaték; Behajlas; Kihajlas; Mara-
dand¢ alakvaltozas és diszlokacié mechanizmus

4.2. Kidolgozas

Vegyilink egy r sugaru és [ magas hengert és csavarjuk meg egy kicsit. Ennek paraméterei a
baloldali abran latszanak:

-
=g

RX

{

J

\

Mivel « és v is kicsi ezért v a kovetkezSképpen irhaté fol:
_ra
T

Térfogatvaltozas nem tortént, igy ez egy vy szogl nyirassal hozhatd analogiaba, ahol 7 = uy.
Vizsgaljuk meg, hogy a jobboldalon lathat6 gytirtire mekkora erével hatunk:

dF = 7dA = py - 2rmdr = ,u% - 2rmdr
Az ezaltal keltett forgatonyomaték:

dM = rdF = 2#%,ur3dr

Ezt Osszegezve, illetve integréalva:

R
M = / 27rg,u7°3d7’ = " Ria = D*a
0 l 21
A bevezetett D* a torzios modulus. Lathatjuk, hogy ez a sugar negyedik hatvanyéval aranyos.
Ezt a tulajdonsidgot hasznaljuk ki, amikor torzids szalat készitiink, mivel a nagyon vékony
szalnak kicsiny a torzios modulusa.
Vizsgaljunk egy téglalap keresztmetszet L hosszu rudat, mely egyik végét rogzitjiik a mé-
sikra pedig erével hatunk:

13



«—neutrdlis
zéna  h(¥)

l:'

Lathato, hogy a riad az erd hatasara lehajlik, igy a vége lejjeb kertil s-sel. Definidltuk még a
neutralis zonat. Ez az a vonal a testben, melynek hossza a lehajlas kdvetkeztében nem véltozik.
Folotte megnytlik, alatta dsszenyomodik a rad. Ennek alakjat leirhatjuk egy h(x) fiiggvénnyel
az abran lathato x-tengelyt hasznalva.

Most kozelitsiink ra az elhajlitott rad egy rovid szakaszara (ahol h(z) gorbiilete kozel allan-
do):

/

neutrdlis zdna

SA AN

/
/

A ¢ = all. egyeneltd gorbék deformécioja:

_ Al (R+§AI—RAV _ ¢

e(8) = 5 RAD R

14



Vizsgaljuk meg az egyenstlyi helyzetet, ekkor az erék és a forgatéonyomatékok ered&je nullal

WVagjunk bele" a radba merdlegesen egy tetszéleges ponton és vizsgéljuk az igy kialakult ke-
resztmetszeten az er6ket! Ennek egy kis feliileti elemére hato erd = (rad hosszéval parhuzamos)-
komponense:

dF, = 0,,dA = Fe,,dA

Igy az egész keresztmetszetre hato erederd z-komponense, melynek nullanak kell lennie:

¢
E=>=dA =0
/A R

Ebbél megadhato a neutralis zona helye a kivalasztott keresztmetszeten.

Az erdk fiiggsleges (y) komponensét a hajlito erd és a nyird erdk adjak.

Az er6k mellett vizsgalnunk kell még a forgatonyomatékokat is. Vegyiik ismét az el6bbi
keresztmetszetet. Ennek és a neutrélis zonanak a metszéspontjara vett forgatonyomatékok:

ZMZ:O

—F-(L—x)+/de-fdA:O
A
—F-(L—x)Jr/E}%fdA:O
A

Tudjuk, hogy a neutralis zona gorbéjének gorbiileti sugara (annak reciproka) a kovetkezd-
képpen fehjezhetd ki:
1 [h(z)]
R (14 w(2)2):
Mivel az elhajlds mértéke igen kicsiny, ezért h/'(z)? ~ 0, igy
1

R ~ |n"(z)]

Ezt folhasznéalva az el6bbi forgatonyomaték integréilos tagja:

5 ~ . " 2 _ . " .
/AEﬁgdANE h (x)\/AgdA_E ()] - T

A bevezetett I mennyiség a masodrendi nyomaték, mely m* dimenzioja.
Igy a kivetkezd differencialegynlet adja meg a keresett h(x) fiiggvényt:
EIN' () = F(x — L)

A megfelels peremfeltételek mellett egyszeri integralassal ez megoldhato:

F (23 x?
"= (E - L?)

103

Kovetkezének vizsgaljunk egy kétvégénél alatamasztott rudat:
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N F

A jelenséget behajlasnak nevezziik.
Erre hasonlé modon meglehet oldani az el6z6 egyenleteket és a kdvetkezét kapjuk:

11 /I\N*F 1 I3
3EI\2) 2 48 EI

Ehhez hasonlo jelenséggel talalkozhatunk, ha egy lapos testet hosszaban Gsszenyomunk:

J,F

-
N\

B ‘

k___ /

0

Ez a kihajlas jelensége.
Ebben az esetben a kiils§ 6sszenyomo erd forgatonyomatéka F' - h(x), tehat a megoldando
egyenlet:

F-h(z)+ EIN' (z) =0
B (z) + %h(x) =0
R (x) + k*h(x) = 0
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Ez a harmonikus oszcillator mozgasegyenlete, tehét:
h(z) = Asin(kz + ¢o)

2
ahol k az tgynevezett hullimszam: k = il

Hatarfeltételeink, hogy a test két végénél a kitérés nulla legyen. Ezt folhasznalva végtelen sok
megoldast kapunk, mivel (L) = 0 feltétel azt vonzza magéval, hogy kL = nm, ahol n € Z
Néhany megoldés:

en=0: Fp=0
2
en=1F = EIE (ez az Euler-erd)
o n =2 F2:4F1
o

Erdekes még megvizsgalni a fémek maradandé alakvéltozasait. Ha egy fémhuzalt hosszaban
megnyudjtjuk, akkor azt vehetjiik észre hogy apré nyirasokkal valosul meg a maradandé alak-
valtozas.

Mekkora nyirofesziiltségre van sziikség, hogy a fémracs egyes rétegeit elmozditsuk?

Az é&bra alapjan:

A
v = T =t
a 1 a
A rendszer szimmetriaja miatt 7 = 0-nak kell fennalnia, ha az egyes rétegeket egész, illetve
fél racsallandonyival toljuk el, tehat a 7(Axz) fliggvénynek szinuszosnak kell lennie:

o, Ax
T(Azx) = 5, Sin (27T - >
Ebbdl 7,4, elméleti folyasfesziiltség koriilbeliill 10 GPa, de a kisérletek joval kisebb értéket
eredményeznek. (kb.: 10 — 100 MPa)

Ennek okéra 1936-ban jott ra egymaéstol fiiggetleniil Orovan, Taylor, és Polanyi. Apré diszlo-
kaciok nyirofesziiltség hatésara elmozdulnak, mely hatasara létrejon a maradando alakvaltozas.
Ha egy diszlokaci6 végighalad a kristalyon, akkor jon 1étre egy racsallandonyi alakvaltozéas. Ezt
jol szemlélteti a hatodik eladéason lejatszott animacio, ahol egy forditott T jeldli a diszlokacid
helyét:
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Mendei Barna

4.3. Megjegyzések

A diszlokacios részhez érdemes megnézni a hatodik el6adas els6 tiz percét, mivel ez egy mesé-
16sebb rész és Péter elég jol elmagyarazta ezt benne.
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5. HIDROSZTATIKA

5.1. Ami kell

Hidrosztatikai nyomas; Pascal-torvény; Arkhimédész torvény; Forgo folyadék felszine; Baro-
metrikus magassagformula

5.2. Kidolgozas

Folyadékokrol van sz, ezért a kordbban bevezetett @(7) helyvektorokat mér nem célszeri hasz-
nalni. Inkabb érdemes a folyadékra egy kicsi ablakbol rénézni, és egy kis résznek a sebességét
vizsgalni. Igy kapjuk a tovabbiakban nagyon serényen hasznalt o(7,t) sebességmezét, ami fiigg-
het a helytdl és az id6tsl. Tovabba fontos mennyiség a strtiség p(r,t) skalarmezs is. Ennek
utobbinak a hely és az id6fiiggése gazok esetén lesz nagyon fontos.

A hidrosztatikdban a folyadék vagy gaz (angolul egyszoval 'fluid’) nyugalomban van, nem mo-
zog. Ez nagyon leegyszertsiti a dolgokat, mert pl. nem fognak fellépni kiilonb6zd surlodésok,
nyirasok. Igy a tovabbiakban az egyenleteinkben nagyon kényelmes kozelitéseket tudunk majd
csinélni.

Irjuk fel egy nyugvo folyadék fesziiltség tenzorat. Vegyiink egy pici dA Feliiletet. Az erre hato
ers: dF = 6dA. Az er§ a folyadék nyomésabol ered, igy

—p(r) 0 0
o= 0 —p(r) 0
0 0 —p(7)

A matrix diagonalis, mivel nincsenek nyirderdsk (a sztatika miatt), sem kitiintetett iranyok.
p(7) a nyomas. Mértékegysége a Pascal (Pa). A fesziiltségtenzor ilyen alaki meghatéarozasat
szokas Pascal-torvénynek hivni. Pascal-torvény demonstraciora lattuk a Pascal-buzoganyt. To-
vabbi megfogalmazasa: Nyugvo folyadékban a nyomas minden irdnyban gyengitetleniil terjed,
és nyugvo folyadékban nincsenek nyiréerdk.

Mivel egyensulyban van a sztatikus folyadék, kezelhetd szilard testként, igy érvényes a div(d) +
f = 0, ahol f a kiils6 erck. Igy divé = —grad p. Tehat a nyugvo folyadékok egyenstlyi
feltétele:

grad p = f

Amennyiben a kiils§ eré a gravitaciobol szarmazik, akkor f = pg, ahol g helyére behelyet-
tesithets —grad ®. Igy

grad p = —p grad ¢

p-t vigylik be a gradiensbe. Ezt azért tehetjiik meg, mert a folyadékot 6sszenyomhatatlannak
tekintjiik, igy a strtiség nem fog fliggeni a helytsl. p = pg = &ll. Ez viz esetén egy ésszert
feltételezés. (Nagyon pici a kompresszibilitds. Gazok esetén ez nem lenne igaz.) Igy

grad p = —grad (po®)
Tehéat

P+ po® = po
ahol py egy konstans, lathato, hogy mértékegysége Pascal. (Ez az egyenlet a Pascal-torvény
egyik legfontosabb kovetkezménye.) A nehézségi erétér & = gz = —gh, ahol h a vizmélység.
lgy

p = po+ pogh (1)
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Igy mar lathato, pontosan mi is py. O az a nyomas lesz, ami h = 0-nal van, tehat a legkori
nyomas. pogh pedig a hidrosztatikai nyomés. Vegyiik észre, hogy ez csak a mélységtdl fiigg, a
folyadékoszlop szélességétdl nem!

Archimédész torvényének levezetéséhez vegyiink egy feliil és alul A feliilet, x magas hasa-
bot, ami A mélységben van viz alatt. Archimédész térvénye azt allitja, hogy a ra hato felhajtod
eré megegyezik a kiszoritott viz stlyaval. Irjuk fel ra [Il egyenletet. Amit felirunk, az a test
tetején és aljan a ra hato erd:

Fy = pg(h+ x)A — pghA = pgzA = pgV’

ahol V a test térfogata, és p a folyadék siirtsége. Es valoban ez a ra hato eré. De nézziik ezt
meg egy nem ennyire specialis formara. Vegylink egy tetszéleges alaku, V' térfogati testet. Az
6réa hato erdket az aldbbi egyenlet adja meg, amit azonnal a Gauss-tétellel at is alakithatunk,

Ff:j{(%dA:/div&dV
F \%

Z—/pngz—ng
\%

De mi div -t mér ismerjiik:

Igy egy teljesen altalanos testre is levezettitk Archimédész-torvényét. Fontos megjegyezni,
hogy ez nem csak akkor igaz, ha egy szilard test van a folyadékban, akar egy folyadékrészre is
felirhato, akkor is igaz lesz. (Ez kisérleti tapasztalat.)

Bonyolitsuk életiinket azzal, hogy nézziik meg mi torténik egy forgéd rendszerben. Viszgéljuk
meg egy forgo folyadék felszinét. (Erdekesség: ezzel Newton is foglalkozott, a Principianak az
angol forditasaban a 81. oldalon ki is fejti. Angolul a jelenség neve is 'Newton’s bucket’.)

Azzal, hogy forgatjuk a rendszert, egy 1j kiilsé erd 1ép fel, a centrifugalis ers. De elGtte
vizsgaljuk meg a viz felszinét, amikor még nem forgattuk. Tudjuk, hogy

p="po— po®
De mivel mi most a vizfelszinen vagyunk, biztos, hogy p = pg, hiszen pg a kiils6 légkori

nyomas. Tehéat po® = 0, azaz & = 0. Ebbdl az a lényeg, hogy a vizfelszin egy ekvipotenci-
alis feliilet. Amikor forgatni fogjuk a vodrot, akkor is a vizfelszin egy ekvipotencialis feliilet lesz.

2

Na de akkor forgassuk meg az edényt. A centrifugalis er6 F, = mw“r. Tehat igy a kiils6

erék:

grad p = f = pg + pw’r

ahol r = (x,y,0). Ismét felirhato a kovetkezs egyenlet:

f=—pgrad & = —grad (p®)

de most & = gz — w2# + C. C egy integracids konstans. Mi most a korabban emlitett
ekvipotencialis feliiletet keressiik, ami nem mas, mint amikor a gradiens nulla. Tehét

grad (p+ pP) =0

Mivel a felszinre vagyunk kivancsiak:

p+pP =pg
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Ahol pg ismét a légkori nyomas. Mivel a felszinen vagyunk p(x, y, z) = po, tehat p®(z,y, z) =

0. Ebbél gz = w?TE2 Igy:

W2 2?4 o
z=—
g 2
Ez egy forgas paraboloid egyenlete. Tehat a vizfelszin ekkor forgasparaboloid forméat vesz
fel. Ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy az ekvipotencialis feliiletek is forgasparaboloid ala-

kuak.

Eddig olyan eseteket vizsgaltunk, ahol a stirtiség allando volt. Viszont f6ként gazok esetében
ez altalaban nem igaz. Irjuk fel az idealis gaz allapot egyenletét: pV = 17 BT. Kis atrendez-
getés utan Lp) = %T. Jol lathatoéan van valami kapcsolat p és p kozott. Viszont felbukkant
egy Uj valtozo, a hémérséklet, T. Kozelitsiik a problémat izotermikus tton, azaz vegyiik T-t

allandonak, ez nagyban megkonnyiti életiinket. Igy

_Mp
P=RT
Most pedig irjuk fel, hogy nehézségi erétérben hogyan valtozik a nyomas:
d Mp
rad p = ——=
st r="gr?

(Nem tettiink méast, mint behelyettesitettiink grad(p) = —pgrad(®) egyenletbe.) Amit kaptunk,
az egy differencidlegyenlet p-re. g-nek csak z irdnyt komponense van, igy

dp My
dz ~  RT!
Ennek megoldasa:

p(2) = poe At

Ezt hivjuk barometrikus magassagformuldnak. A lényege az, hogy a nyomés fligg a magas-
sagtol, méghozza exponencialisan. py nem mas, mint a felszinen a nyoméas. Természetesen ez az
Osszefiiggés nagy magassagoknal méar nem tul pontos, hiszen a feltételezés, hogy a hémérséklet
allando akkor mar nem lenne igaz.

Tovabba fontos észrevenni, hogy ez a nyomés fiigg a molaris tomegtsl. Tudjuk, hogy R =
Nakg, és M = Nam. Igy a kovetkezéképp alakithato az egyenlet:

—mgz Epot
p(z) = poe BT = poe FuT

ahol az exponencialisban 1év6 tag a Boltzmann-faktor.

5.3. Megjegyzések

Link a Principiahoz

Kadlecsik Adam
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6. MOLEKULARIS EROK

6.1. Ami kell

Feliileti fesziiltség; A gorbiileti nyomaés; Illeszkedési szog; Kapillaris jelenségek;

6.2. Kidolgozas

Feliileti fesziiltség folyadékok felszinén tud kialakulni. Nagyon gyakran lehet vele talalkozni,
gondoljunk szappanbuborékokra, vagy a Balatonon a vizen chillel§ molnarkakra.

Végezziink egy kisérletet: Vegyiink egy keretet, melnyek az egyik oldala cstisztathatd. A
kereten beliil hozzunk létre egy szappanhartyat. Azt tapasztaljuk, hogy a szappanhartja Gssze
akarja huzni a keretet. Azaz ahhoz, hogy egy helyben tartsuk, ahhoz nekiink F' erét kell
kifejtentink. Kisérleti tapasztalatokbodl:

F = 2al

ahol « a feliileti fesziiltség. [a] = %

1. abra. Feliileti fesziiltség. A bal oldali kép azt jeloli, hogy igazabol két szappanhartyafeliilet
van, nem egy, ezért szerepel az egyenletben egy 2-es szorzo.

Nézziik meg, mekkora munkat végez:

AW = F - Az = 2alAz = aAA
(Hiszen kettd AA feliilet van.) Tehat a munkatételbdl

AE, = AW = aAA

Most mar latjuk, pontosan mit is jelent ez a feliileti fesziiltség: egységnyi feliiletre jutd poten-

cidlis energia. a mértékegységét is Gjraértelmezhetjiik: [a] = 2.

Azt latjuk, hogy valamiért tobb potencialis energia jon abbdl, hogy az anyagnak feliilete
van. Nézziink meg egy masik jelenséget:
Egy vizen 1sz6 pénzérmét probaljunk meg felemelni. Azt tapasztaljuk, hogy ahogy emeljiik, a

viz feliilete az érme végeihez 'tapadva’ hizza vissza azt. A viz részecskék kozott valami kol-
csonhatéasnak kell lennie. A vizmolekuldk k6zott valami vonzo erd van. Fel szokas rajzolni a
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kovetkezd potencial grafikont két molekula kozott:

2. abra. Vizmolekulak ko6zotti potencial gddor.

Tehat van valamilyen tavolsag két atom kozott, ahol potencidl minimumban vannak. Ma-
ganak az egész kad viznek a potencialis energiaja:

1
Epot - §anzevv

ahol N db. molekula van, ng, db szomszéddal. Ez aranyos V-vel. Viszont a felszinen 1év§

vizmolekuldknak kevesebb szomszédjuk van (mondjuk fele annyi), tehat hozzajuk kevesebb
potencial csokkenés tartozik. Vegyiik ezt is figyelembe:

1 Sz
Epot = ianzevv + an_evv

2
és a masodik tag az A-val aranyos. Pont ez jott ki az el6bb is.
Tehat a folyadékok arra torekednek, hogy minél kisebb legyen a feliiletiik, mivel nagyobb felii-
lettel kisebb a potencial csokkenésiik. Ez az oka a feliileti fesziiltségnek.

Vezessiik le a gorbiileti nyomast altalanosan. A [3] abran felttintetem a hasznalt mennyisé-
geket.
A feliiletet kozelithetjiik két simulokorrel, az abran felttintetett modon. Irjuk fel az eredd erét
(lefelé fog mutatni):

F. = 2F| sin % + 2F5 sin g

Ha [ és ~ kicsik:

Fe = Fl’}/ + Fgﬁ

Viszont mi Fj-et és Fy-t ismerjiik, hiszen pont olyanok, mint amik a szappanhartyas keretnél
voltak. Igy:
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3. abra. A vizsgalt feliiletrész. A jobb oldali kép az oldalnézet. Fontos!! Az &bran az a-val
jelolt szog az béna jelolés, a szamolasban a helyett v szerepel. (Mert a-val méast jeléliink.)

a b 1 1
F,=ab— — =aab| — + —
«Q ) —|—aaR2 aa (Rl +R2>

Igy megkaptuk Laplace I. torvényét:

A F, 1 n 1

= — = —_— _
P="a R R,
Ez azt adja meg, hogy gorbe feliiletnél mekkora a tulnyomaéas. Vegyiik észre, hogy minél gérbébb
a feliilet, (azaz minél kisebbek a sugarak) annal negyobb ez a tulnyomés. Ezt tapasztalhatjuk
akkor, amikor példaul egy lufit fajunk fel. Ahogy tagul, egyre kénnyebb fajni. Illetve erre

kisérletet lattunk. Egy cs6 két végén kiilonb6z6 méretii szappanbuborékok voltak. Azt tapasz-
taltuk, hogy a kisebb még jobban 6sszement, a nagyobb pedig kitédgult.

Kisérleti tapasztalat, hogy egy vizcsepp egy iivegen hegyesszoget zar be az liveggel, mig

példaul egy higanycsepp inkabb golyobis format vesz fel, azaz tompaszoget zar be. Nézziik
meg, hogy miért.
A [l abran lathatunk egy vizcseppet {ivegen. Vizsgaljuk a ’bal sarkot’. Harom réteget latunk:
iiveg-viz, iveg-levegs és viz-levegs. Mindharom rétegen alakul ki feliileti fesziiltség. Hiszen
példaul a vizmolekulak még mindig kevésbé szeretnek iiveg részecskék kozelében lenni, mint
vizmolekula barataik korében. Tehat a sarokban mindharom feliilet irdnyaban hatni fog feliileti
fesziiltségbdl szarmazo erd.

A feliilettel bezart szoget p-vel jeloljiik. Mivel egyensuly van, érvényes a kovetkezs egyenlet:

Fiil = FVii"'FVlCOSQO
Az er6k heylére behelyettesithetjiik a feliileti fesziiltség egyenletét.

anAl = oz Al + ay Al cos @

Al itt most olyan értelmet nyer, mintha picit arrébb vittiik volna azt a pontot. De azonnal le
is egyszertsithetiink vele:

Qi) = Qv + Qy] COS

Ebbdl

24



4. &bra. Illeszkedési szog levegs, viz és iiveg kozott. Milyen pontra hatnak az erék? Nincs
értelme a kérdésnek. F' = —grad U. Es itt is ezt jelenti az erd: ha azt a pontot arrébb vinnem
egy picit, akkor ennyivel valtozna meg az energiaja.

Q] — Qi
cosp = ———
Oy

Megkaptuk Laplace II. torvényét. Nézziik meg, mit kaptunk! Ha ay > oy, akkor cose > 0,
tehéat ¢ < 7. Tehat hegyesszoget kapunk. Ez a viz és liveg esete. Fizikailag azt jelenti, hogy az
iveg-levegd hatarhoz nagyobb energia tartozik, mint az tiveg-viz hatarhoz. Azaz, a viz nedvesiti
a feliiletet. A feliilet 'oriil’, ha vizes.

Ha ay < ayg, akkor cosp < 0, tehdt ¢ > 7. Ekkor tompaszoget kapunk, ez van példaul
higany-iiveg esetén. A higany nem nedvesiti a feliiletet.

Ezt a jelenséget akkor is latjuk, amikor egy tivegpohérban van a folyadék. abra.)

5. abra. Kiilonbozd illeszkedési szogek.

A feliileti fesziiltség nem csak akkor relevans, amikor folyadék érintkezik szilard anyaggal.
Példaul a feliileti fesziiltség miatt van az is, hogy ha olajat cseppentiink a vizfelszinre, az ha-
talmas teriileten fog szétfolyni.
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Vizsgaljuk meg a kapillaritast, azaz a hajszal csovességet. A példa ismét viz és higany lesz

(6 abra.)

6. abra. Kapillaritas kiilénb6z6 anyagoknal.

Azt tapasztaljuk, hogy a viz a keskenyebb csében magasabban allapodik meg, mig a higany
a vékonyabb cs6ben alacsonyabban &ll. Ez a jelenség kéz-a-kézben jar a kordbban targyalt
jelenséggel: a viz benedvesiti az iivegfeliiletet, mig a higany nem. A [7] abran ez még jobban
latszik.

7. abra. Viz kapillaritasa.

A viz ahhoz, hogy minél nagyobb teriiletti liveget tudjon benedvesiteni, felkiszik a vékony
cs6ben. Bar igy magasabban van, az 0ssz energidja igy még mindig alacsonyabb lesz, mivel
kisebb feliilete érintkezik levegGvel, és tobb iiveggel. Irjuk fel a potencialis energia valtozast,
ami amiatt van, mert a viz magasabbra keriilt:

h
AFE,o = ,07"27rhg§

ahol m = prmh a csében 1év6 viz tomege. Most pedig irjuk fel a megnétt viz-iiveg hatarfeliilet
miatti energia csokkenést:

AEfelﬁlet = (avﬁ - Oéﬁl) 2rmh

Ha 0sszeadjuk ezt a két energia valtozast, akkor megkapjuk, 6sszesen mennyivel valtozott a viz
energidja azzal, hogy h magassagra felkuszott ebben a csében.
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AE(h) = AEwpot + AI?feliilet

Mi ennek keressiik a szélsGértékét. Ahhoz, hogy megtalaljuk, egyszeriien lederivéaljuk, és annak
keressiik a zérushelyét:

dAE(h)
dh
Ebbdl az egyenletbdl a kapillaris emelkedés kifejezhetd:

= pr?ghm + (g — ag) 2rm =0

2 (o — vl

pgr
Behelyettesithetjiik a nemrég levezetett Laplace I1. torvényét, igy egy masik alakban is felirhato
az egyenlet:

h:

_ 20y cos
pgr

Erdekesség, hogy mind a fak, mind példaul a szivacs ezen elv alapjan mikodik.

h

6.3. Megjegyzések

Itt annél az egyenletnél, amelyiknél tgy irjuk le az egész kad viz potencidljat, hogy a felszinen
1évé molekulakat is figyelembe vessziik, ott parakat zavarhat, hogy a masodik tagba nem irtunk
%—es szorzot. Maga az %—es szorz6 az elsé tagban azért van, hogy ne vegyiik a molekula parokat
kétszer, csak egyszer. Viszont amikor csak a felszinieket nézziik, akkor vannak felszini-felszini
parok, és felszini-bels6é parok. Tehat itt akkor valamilyen 0.8-as szorzo kellene, vagy valami.
De ez az egész dolog inkabb ilyen 'kamuzas’, a lényeg az az, hogy az els§ tag V-vel aranyos, a
méasodik tag A-val, és az els6 taggal tud lek6tédni tobb energia, ezért A minimalizalodik.

Kadlecsik Adam
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7. IDEALIS FOLYADEKOK ARAMLASA
7.1. Ami kell

Aramlasok tipusai; Az aramlasok matematikai leirasa; Kontinuitasi egyenlet; Aramlési cs6;
Bernoulli-torvény folyadékokra; Magnus-effektus; Torricelli ill. Bunsen-féle kiomlési torvények

7.2. Kidolgozas

Folyadékokrol van sz, ezért a korabban bevezetett @(7) helyvektorokat mér nem célszert hasz-
nalni. Inkabb érdemes a folyadékra egy kicsi ablakbol rdnézni, és egy kis résznek a sebességét
vizsgalni. Igy kapjuk a tovabbiakban nagyon serényen hasznalt o(7,t) sebességmezét, ami fiigg-
het a helytdl és az id6tol.

Aramlasoknak tobb tipusa van. Elszor is megkiilonzoztethetiink surlodasos és surlodas
mentes aramlast. Surlodas mentes aramlas idealis folyadékban szokott lenni. Természetesen a
valosagban ilyen nem nagyon létezik.

Megkiilonboztethetiink 6rvényes és orvénymentes aramlast, melynek elnevezései énmagukért
beszélnek. Orvénymentes aramlasnal a kovetkezs egyenlet all fenn: I' = $uvdr=0,ahol I az
orvényességet jellemzi.

Kiilonbséget teszlink laminaris és turbulens aramlasok kozott. Laminaris &ramlés soran az egyes
aramlasok egymas mellett rendezetten helyezkednek el, mig turbulens aramlésoknal 6ssze-vissza
kaotikusan is el6fordulhatnak.

Végiil létezik stacionarius és nem stacionarius aramlés. A stacionérius aramlas idében allando.

Az adramlasok leirasahoz a kovetkezd mennyiségek adottak: p(r,t), v(r,t) és p(r,t) mezdk.
Ezek azt adjék meg, hogy adott helyen, adott pillanatban mi a sebesség, nyomés, vagy stirtiség.
Ezek kozott szeretnénk kapcsolatokat talalni.

A kontiunitasi egyenletek lényege didhélyban az, hogy ami befolyik, az ki is fog folyni. Szeb-
ben megfogalmazva egy feliileten egységnyi id6 alatt bearamlé anyagmennyiségnek meg kell,
hogy egyezzen a feliileten beliil 1év6 anyag koncentraci6janak a megvaltozasaval. Ezt nem csak
anyagokra lehet felirni, de pl. toltésekre is. Vezessiik le a kontiunitasi egyenletet anyagral
Legyen egy A feliiletiink, aminek pici dA feliilet elemein At id6 alatt dm tomegi anyagmennyi-
ség aramlik at, v sebességvektorral. Legyen n a feliillet norméalvektora, igy dm = p dA(vn)At,
ahol a feliiletelemvektort bevezetve:

dm = pvd AAt

ahol pv = j az dramstirtség. Igy az egész felilleten a tomegvaltozas:

Am:—j{pydA-At
A

(Negativ el6jel, mert csokken a tomeg.) Az Ossz témeg m = [, p dV. Ennek az id§ szerinti

megvaltozasa:
m = / pdV
\%

Az els6 egyenletet 'leosztva’ At-vel, ott is megkapjuk m-et, tehat a kovetkezd relacio all
fenn:
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/pdV:—]{pydA
\% A

A Gauss-torvény segitségével atirhato differencialis alakra:

p+div (pv) =0

%. Ez a kontiunitasi egyenlet differencialis alakja.

ahol p =
Nézziik meg a korabban emlitett stacionarius aramlas esetét. Ekkor a sebességmezs az
id6ben &llando, azaz az egyenlet a kovetkezSképp alakul:

div (pv) =0

[lyen dramlasokat abrazolni a legkonyebb aramvonalakkal. Fontos, hogy ebben az egyenletben
még nem szerepel a folyadék 6sszenyomhatatlansaga. Amennyiben az a kitétel is élne, p is
eltiinhetne a divergenciabol.

A kontiunitéasi torvénynek van egy érdekes kdvetkezménye stacionarius aramlasra. Vegyiink
egy aramlasi csovet, aminek dtmérGje térben valtozik. . abra.) Irjuk fel erre a mar erre az
esetre egyszertsitett kontiunitasi egyenletiinket:

8. dbra. Aramlasi cs6 szemléltetése.

div (pv) =0

fpydA=0
A

Az abran felttintetett jelolésekkel a kovetkez6t kapjuk:

Ennek integral alakja:

p1A1vr = paAsvy

Ez a kontiunitési egyenlet dramlési csé esetén. Amennyiben a folyadék Osszenyomhatatlan,
akkor p; = po, tehat egyszerisithetiink:
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Arv; = Asvy

Ebbdl azt olvashatjuk le, hogy ha né a keresztemtszet, akkor csokken a sebesség, ha csokken
a keresztmetszet, akkor né a sebesség. Jo példa erre a csapbol kifolyd viz. A vizsugar egyre
keskenyebb lesz, ahogy egyre gyorsabban folyik a viz.

Viszont eddig nem beszéltiink nyomésokrol, hozzuk be ezt is a buliba. Vegyiik tjra az dram-

lasi csoviinket, és frjuk fel r4 a munkatételt. W = AE. A munka lehet kiils§ erébél szarmazé
Wi, vagy bels6 erébdl szarmazo W),. Viszont mi most a folyadékrészecskéket kis billidrdgo-
lyoknak fogjuk tekinteni, nem gumilabdaknak, illetve a folyadékot is Gsszenyomhatatlannak
tekintjiik, igy Wy, = 0. Tehat W = Wy
Az energia megvaltozas lehet kinetikus AFEy és potencialis AE,.
Azt csinaljuk, hogy rénéziink erre az aramlasi csére most, és At id6 mualva. Ugyan azt fog-
juk latni (hiszen az aramlas stacionarius), viszont ami 0 pillanatban anyag ott volt, az kicsit
odébbment. Azt a mennyiséget, amennyi kicsit odébbment a két végénél, annak a tomegét
jeloli Am.

9. abra. Az egyes mennyiségek feltiintetése.

Irjuk fel AEj-t.

1 1
AFEy = QAmvg — éAmvf

ahol Am = pAjv1 At = pAyvsAt, hiszen hasznalhatjuk az el6bb levezetett kontiunitéasi egyen-
letet Gsszenyomhatatlan folyadékra.
AFE, nem mas, mint a potencialkiilonbségekbdl szarmazo energia kiilonbség:

AEp = ((I)l - <I>2)Am

Adjuk meg Wy-t, a kiils6 er6k munkajat. Egyrészt hatnak az dramlasi csé két végénél erék
(lasd abra), masrészt a palast oldalara is hathatnak valamilyen erck. Viszont a palastra hato
erGk merélegesek az elmozduléasra, igy azok itt nem jatszanak szerepet.
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Wk = plAllet - pQAQUQAt = P1— P2 Am
P

Most, hogy minden megvan, irjuk be ezeket a munkatételbe:

D1 1 D2 1
;+®1+§U%:;+®2+5’U§
Tehat
2
]—9+%+c1>:au.
P

Ez Bernoulli-torvénye. Ez csak idedlis, surlédasmentes, Osszenyomhatatlan folyadékokra
igaz. Ebbdl példaul azt lehet leolvasni, hogy altalanossagban egy aramlasnal, ahol gyorsabban
aramlik az anyag, ott kisebb a nyomaés, mig ahol lassabban, ott nagyobb.

Nézziik meg Bernoulli-torvényének par kovetkezményét. ElGszor nézziik a Magnus-effektust.

(((

<
°

F

10. dbra. A Magnus-effektus szemléltetése.

Ha egy forgod test egy 'fluid” &ramlatban van, akkor hozza képest a két végénél a "fluid’ més
sebességekkel dramlik. Egyik végénél gyorsabban, mint a masik. Amelyik oldalt gyorsabban
aramlik, ott lecsokken a nyomas, mig a mésik oldalt megng, igy a kisebb nyomés iranyaba
eré fog 14 hatni. Aramlasoknal ilyen sebességkiilonbségekbél eredd nyomaskiilonbségek miatti
erGket szokés 'Bernoulli-szivasnak’ is nevezni.

Tovabba nézziink meg két kiomlést is. ElGszor vegylink egy kadat, aminek a falan alul van

egy lyuk, ahol ki tud folyni a folyadék. Irjuk fel Bernoulli térvényét a kadban 1évs folyadék
tetejére, és a lyukra.

(A kad tetejénél a sebességet 0-nak tekintjiik.) Ebbsl

v =1+/2gh

Ez a Toricelli-féle kiomlési torvény. Vegyiik észre, hogy ez pont akkora sebesség, mintha h
magassaghol esett labdanak néztiik volna a sebességét.
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11. abra. Toricelli-féle kiomlési torvény.

Most nézziink egy masik dobozt, amiben a nyomést tekinstiik allandonak, és az oldalan van
a lyuk. Erre is irjuk fel Bernoullit: (beliil a nyomas p, a sebesség 0.)

p_po v
_:_+_
pp 2

Ebbél

2
v = —(P—Po)
p

Ez példaul egy kilyukasztott lufibol kiaramlo levegs pillanatnyi sebességét tudja leirni Ez a
Bunsen-féle kiémlési-torvény.

12. abra. Bunsen-féle kiomlési torvény.

7.3. Megjegyzések
Kadlecsik Adam
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8. SURLODO FOLYADEKOK ARAMLASA

8.1. Ami kell

Viszkozités fogalma; Newton-féle viszkozitasi torvény; Fesziiltségtenzor viszkézus folyadékok-
ban; Folyadékok mozgasegyenlete; Navier-Stokes-egyenlet; Laminéris és turbulens aramlas;
Reynolds-szam; Bernoulli-torvény altalanos levezetése; Stacionarius laminéris aramlas csében;
Hagen-Poiseuille-térvény

8.2. Kidolgozas

Ennek a tételnek az értelmezéséhez sziikséges az 5. és 7. tétel ismerete, mivel sok ottani elne-
vezést, ott definialt dolgokat fogok hasznalni, mert ha mindezt tjra kéne definialnom, akkor ez
a tétel 42 oldal lenne.

Eddig surlodasmentes folyadékokat vizsgaltunk, most surlédo folyadékokrol lesz szo, és beve-
zetésre keriil a viszkozitas, mint fogalom. Ennek a két folyadéktipusnak a matematikai leirdsa
ég és fold, mivel egyenleteink (és egyben a hidrodinamikai jelenségeink) a surlodasok miatt
hatvinyozottan bonyolultabbéa valnak. Feynman vezetett be taldloé neveket ezen két folyadék-
tipusra: szaraz és nedves viz. A szaraz viz a surlédasmentes vizre utal, hiszen azzal a modellel
pont a viznek a vizességét, a viszkozitasat hanyagoljuk el. Most ezt nem fogjuk megtenni,
nedves vizzel fogunk foglalkozni.

Korabban lattuk, hogy szilard anyagoknal a fesziiltségtenzor a deforméciotol fiigg. Folya-
dékoknal ez nem igaz, ugyanis itt nem é-t6l, hanem annak id6 szerinti derivaltjatol fiigg.
Nézziink egy kisérleti példat. Egy edényben egy viszkézus folyadékon 1isz6 deszkat a felszinen
htzunk.

13. abra. Newton-féle viszkozitasi torvény szemléltetése.

Azt latjuk, hogy ahogy mozgatjuk a folyadék tetején a deszkat, gy a folyadék hozzé tapadva
mozog vele, és ahogy egyre mélyebbre megyiink, az abran lathaté moédon csokken a sebessége,

majd a tanyér aljan a falhoz képest all. Igy a folyadék sebességére a kovetkezs egyenlet 4ll fenn:
vy = Y. Linearisan fiigg a mélységtol.

Kisérleti tapasztalatokbol, mérésekbdl adodik a kdvetkezd egyenlet:

vA
F—p
l
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Ahol 7 valamiféle aranyossagi tényezs. (O lesz a viszkozitas.) Ez a Newton-féle viszkozitasi
torvény. Mi n dimenzi6ja? A nyirofesziiltség:

F v
T = — = —_
A~
7 Pascal dimenzioju, igy [n] = Pa - s. Az egyenlet tovabbirhato:
Ovy
T =
"oy
Es szilard testeknél a disztorziénak az 12-es nyiré komponensére tanultuk:
Ouy
Bra = By
aminek az id6 szerinti derivaltja:
: Oy
Bra = oy

Ez pedig beirhato a korabbi egyenletiinkbe. Igy:

T=10" 5.12
Ez pont egy nyiras, nagyon hasonlit, mint ami szilard anyagoknal volt. Ha felidézziik a nyira-
soknél felirt o, B és € tenzorokat, akkor a kovetkezdt kapjuk:

Ol =T =2n"€12

A lényeg az az, hogy ilyen folyadékokban nyirdsoknal a o5 kapcsolatba keriil 15 derivaltjaval
ugy, hogy a viszkozitas, mint egy egytitthato 1ép fel. Tehéat 015 nem e15-vel ardanyos, hanem
£19-val.

Vezessiik le a surlodo folyadékok mozgasegyenletét. Szilard testeknél igaz volt a kévetkezd
egyenlet:

pit = div 6 + f

Ebbdl fogunk kiindulni. Elszor vizsgaljuk meg a fesziiltség tenzort. Az el6bb lattuk, hogy
ez folyadékok esetében mas lesz, mint szilard testeknél, hiszen é-t6l is fiiggeni fog. & (¢,£).
Newtoni folyadékoknal a kovetkez mod felyezhetd ki:

-p 0 0
=10 —p 0 |+5E
0 0 —p

o valtozoi szétszedhetSek ezen modon. Az elsG tag mar volt hidrosztatikdnal, és ez nem fiigg
sem £-t6l, sem £-t6l. A masodik tagban a ’ nem derivaltra utal, csak megkiilonboztetés miatt
van ott. A lényeg az, hogy ¢’ (é) egy linearis kapcsolat, ettsl lesz Newtoni a folyadék. Nem
Newtoni folyadék esetén vagy ez a kapcsolat nem linearis, vagy o fiigg £-t6l is.

[zotrop szilard anyagra felirhaté a Hooke-torvény:

055 = 2pes + Ajjeik

Ezt atirhatjuk izotrop folyadékra, kisebb modositasokkal. Egyrész é derivaltjanak kell szere-
pelnie az egyenleteinkben, illetve mas egyiitthatok szerepelnek, névszerint a viszkozités:
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ol = 2ngi; + 101
A masodik tagban szereplé n’ mennyiség, az egy viszkozitds dimenzi6ju mennyiség, de nem
ugyan az, mint a sima viszkozitas. Maga a 2. tag altaldban nulla. Ez akkor van, ha a folyadékot

osszenyomhatatlannak tekintjiik.
Fejezziik ki e-t a sebességekkel, hiszen mi azokkal szeretnénk leirni folyadékok mozgasat:

C_ 1 (%i i an
72\ o

. Ovy .
Exk = — = div
aTk

Ami 6sszenyomhatatlan folyadék esetén nulla. Ezért nem foglalkozunk mi most annyira 7’-vel.

IS

Viszont a most kapott dolgokat serényen visszahelyettesithetjiik az eddigi egyenleteinkbe:

doi; 0 ov;  Ovy 0 Ov;
d. A/i: 1] _ 1 ] / -7
( 1VJ) 8rj 8rjn(8rj+8ri>+n8r18rj

— 8_21).4_( + ’) a%
_"avf i dr; Or;

Tehat azt kapjuk, hogy

divé' =nlv+ (n+1') grad div v

Es dsszenyomhatatlan folyadék esetén

div o’ =n v

Tehat a fesziiltség tenzor divergenciaja, ami a mozgasegyenletiinkben is szerepel:

div e = —grad p+n v+ (n+1n") grad div v

A mozgasegyenlet jobb oldaléval készen vagyunk, hiszen ott mar csak a kiilsé erék szerepel-
nek, f, ami mar jo nekiink. Tehat ) F' = ma egyenletbsl meg van nekiink a ) F', még kell az
ma.

Ezt viszont nem lesz annyira egyszerd kihozni, mivel egy részecskének a gyorsulasanak a
meghatarozasahoz nem hasznélhatjuk az eddig jol bevallt id& szerinti derivalast, mivel ahogy
varunk At idG6t, a részecske amit vizsgalunk odébb is ment, mas kérnyezetben van. Ezért be kell
vezetniink az anyagi, avagy szubsztanciélis derivaltat. Neve arra utal, hogy egy olyan dolognak
a valtozésat nézziik, ami valamilyen szubsztancia, ami dramlani tud, nem ttnik el és bukkan
fel valahol mashol.

De akkor vizsgaljuk meg egy folyadékrészecske gyorsulasat. A [14] abran lathato részecskét
vizsgaljuk. Azt fontos észrevenni, hogy ha megnézziik a részecskének a sebességét most, és At
id6 milva, akkor nem csak az idépont valtozott, de 6 is odébbment. Ebben nyilvanul meg az &
'szubsztanciasaga’. Tehat:

At t + At) — t
a(rt) = lim o(r + vAt t+ AL) — u(r, t)
At—0 At
ahol a részecske elsé rendid kozelitésben At id8 alatt vAt-vel ment arrébb.
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14. abra. A szubsztancialis derivalt levezetéséhez vizsgalt folyadékrészecske.

A kovetkezd tritkkhoz folyamodunk:

a(r.t) = lim LEHLALEHAY —u(t+ AY | o(r t+ AL —o(r, )
At—0 At At
Vegyiik észre, hogy a limeszben a mésodik tag a régi baratunk, a mezei id6 szerinti parcialis
derivalads. Tovabbé az els6 tagot bévitsiik v-vel, illetve a szamlaloban a ¢t + At-knél mindkét
helyen lehtizhatjuk At-t, mivel a legvégén azzal ugy is 0-ba fogunk tartani. Igy

£—0 f

Ha jol megnézziik, itt is ugyan errél van sz6. Tehét a kovetkez6t kapjuk a részecske gyorsulésara:

a(r,t) = (v V)v + %

Ez az anyagi derivalt. Ha ezt megszorozzuk p-val, akkor meg is kapjuk a mozgésegyenletiink
bal oldalat. Ezt tegyiik is meg. Igy idealis folyadékra a kovetkezdt kapjuk mozgésegyenletnek:

0
p [(2 V)v+ a—ﬂ = —grad p+ f

Es strlodo folyadékra:

p {(y Vv + %] = —grad p+nlv+(n+n)grad div v+ f (2)
Ez a Navier-Stokes egyenlet, a folyadékok mozgasegyenlete. (Ez itt csak Newtoni folyadékokra
érvényes. De egyébként a jobb oldalt tudnank tovabb tetszés szerint bonyolitani. Példaul ha
mégneses, vagy elektromosan téltott folyadékot szeretnénk lefrni, akkor mas erdk is szerepelné-
nek.) Barmilyen aramlast le tud frni. Fontos észrevenni, hogy nem linearis differencial egyenlet,
igy a megoldasok Osszege nem megoldas. A legtobb esetben nincsen analitikus megoldasa, de
numerikus szimulécidkat példaul lehet ez alapjan késziteni.
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A célunk ugye az volt, hogy irjuk le a folyadékok mozgasat. Eddig 5 valtozorol beszéltiink:
v(r,t), p(r,t) és p(r,t). Ezeket szeretnénk kiszamolni, ehhez 5 egyenlet sziikséges. A Navier-
Stokes csak 3 egyenlet, ezért a legtobbszot a kontiunitasi egyenlettel egyiitt szokas felirni, mert
igy mar 4 egyenletiink van. Az 5., az valamilyen p(p) fiiggvény. Igy meg van az 5 egyenlet.
(Gazoknal el szokott fordulni egy 6. valtozo, a hdmérséklet, ilyenkor kell még egy 6. egyenlet
is.) Viszont igy valéban barmilyen aramlast le tudunk irni.

Most, hogy meg van ez az egyenlet, korabbi allitasainkat j fényben latjuk, példaul a lami-
naris és turbulens aramlasok kozotti kiilonbséget.
Nézziik azt az esetet, amikor v kicsit. Ekkor annak a masodrendd derivaltja, (v V)v elhanya-
golhato. Igy az egyenlet szépen leegyszertisodik. Ez a laminaris aramlas esete. Ugyanakkor ha
v nagy, akkor nem végezhetiink el ilyen egyszertisitéseket. Ilyenkor az dramlas turbulensé tud
valni.

15. 4bra. Laminéaris és trubulens aramlas.

A [I5] abréan jobb oldalt lathatunk példat turbulens aramlasokra. Itt most éppen Karman-
b'rvényeketﬂ latunk, melyek akkor tudnak kialakulni, amikor egy henger alaku test koril aramlik
gyorsan a folyadék, vagy géz.

Erezhetd, hogy kell lennie egy kritikus sebességnek, ve-nek, ami felett egy adott aramlas tur-
bulens lesz, alatta laminéris. Maga az, hogy egy dramlas turbulens lesz-e, vagy sem, felfoghato
a kovetkezd két mennyiség "csatajanak":

(v Vv =<=nlv

Ha a bal oldali tag nagy, akkor az aramlas turbulens, ha a jobb oldali tag nagy, akkor nincs
turbulencia. Fontos felismerni, hogy itt szerepet kap a viszkozitas, méghozza gy, hogy ha nagy
a viszkozitas, akkor nincsen turbulencia.

Hogy jobban reprezentalni tudjuk ezt, mint egy mennyiséget, nézziikk meg a két tag aranyat.
Bar ez az arany helyrdl helyre valtozik az aramlasban, megtehetjiik, hogy egy karakterisztikus
pontra irjuk fel. Tehat néziink egy karakterisztikus sebességet, v.-t és egy karakterisztikus
tavolsagot [-t. Igy

USzimuldcio Kdarmdn-orvényekrol
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https://www.youtube.com/watch?v=dQw4w9WgXcQ

Re = '(—)vool

Ez a Reynolds-szam. A két mennyiségnek a tipikus aranyit adja meg. Ha ez a szam
nagy, akkor az dramlas lehet turbulens. Reynolds-szamnak akkor van nagy jelent&ssége, ha
két aramlast akarunk sszehasonlitani. Amennyiben két méretben nagyon kiilonb6z6 aramlast
vizsgalunk, melyeknek a Reynolds-szama azonos, akkor a két aramlast ugyan azok a képletek
irjak le, és nagyon hasonloak lesznek.

Most, hogy keziinkben van a Navier-Stokes, vezessiik le altalanosan Bernoulli torvényét.
ElGszor is irjuk fel egyenletiinket stacionaris, érvénymentes, 0sszenyomhatatlan idealis folya-
dékra, és a kiilsé er6kbe helyettesitsiik be a gravitaciot:

p(v V)v = —grad p — p grad ®
A kovetkezs relacio levezethetS (most nem teszem meg, igy is elég hosszi ez a tétel):

U2

y><(2><2)=2(‘;>—(22)y

Tehat

2

(v Z)Q=Z<%) —ux (V%)

Viszont mi most érvénymentes folyadékot néziink, ezért a mésodik rotaciés tag lehagyhato.
Tehat (v V)v =V (%2) Ezt helyettesitsiik be egyenletiinkbe:

2
p grad (%) = —grad p — p grad ¢

Mivel p-t bevihetjiik a gradiens belsejébe, a kivetkezst kapjuk:

2
grad(v——l—z—?—kq)):O
2 p

Ez pedig nem més, mint Bernoulli-torvénye.

Vizsgaljunk meg egy stacionarius laminaris aramlast csében. Erezhetd, hogy a falhoz kozel
a surlodéas miatt a folyadék lassabban fog aramlani, mint a csé kozepében.

16. Abra. Stacionérius aramlés cs6ben.
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Irjuk fel ra a Navier-Stokes-ot. Az egyenlet bal oldala 0 lesz, hiszen stacionérius az aramlas,
azaz nincsen gyorsulas. Igy:

0=—grad p+nlAv+0+4+0

Ahova 0-t irtam, azokat a tagokat most nem vessziik figyelembe. Ebbdl az egyenletbdl az
kovetkezik, hogy div 6 = 0. Nézziik ezt meg:

F=(p—p)r’m+7A
ahol TA = 12rml = 7]%‘27“7?[. Tehat

duy
F = (p, — po)rm + nEZTWl =0

Ezt atrendezhetjiik:

% __Ph—p
dr 2ln

r

[ehat
P1—DP2 o
« - - ~“ C
v (7") 1 re 4+

ahol C' valamilyen integréacios konstans, amit majd a hatarfeltételek adnak meg. A leggyakoribb
hatéarfeltétel az az, hogy a falnal a folyadék sebessége nulla. Azaz v (R) = 0. Ebbdl

or) = H R (R =)

Azt kaptuk, hogy a sebesség masodfokuan fiige a sugartol. Tehat ha abrazoljuk a sebeségpro-
filt, akkor a sebességvektorok egy parabolat fognak kifesziteni, melynek a maximuma pont a
csének a kozepében lesz.

17. abra. Az aramlas sebességprofilja.

Pontosan miért is aramlik itt a viz? Természetesen a nyomaéskiilonbség miatt a cs6é két
végén. Feltételezhetjiik, hogy a nyomés igy néz ki:

pla) =p1 — (0~ p2) ]

azaz linearisan csokken a cs@ben.
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Nézziik meg, hogy mennyi viz is folyott &t. j = pv az dramsiiriiség. Ez mondja meg, hogy
egységnyi id6 alatt egységnyi keresztmetszeten mennyi ment &t. A teljes cs6 keresztemteszére
vonatkozo dramstriséget ®-vel fogom jelolni. Azaz ennyi anyag folyik 4t mésodpercenként.

R
P = / J dA:/ pux(r)2mr dr =
A 0

_ R
= p27rp14lnp2 /o (R* — r*)r dr

Tehat a kovetkezét kapjuk:

- P1— D2 4
O =—"prR
sip "
Ez a Hagen-Poiseuille-torvény. Kovetkezményei: nagyobb nyomés kiilonbség esetén gyorsabban
aramlik a folyadék, hosszabb csoévon nehezebben aramlik at, viszkézusabb folyadék is lassabban
folyik, és vegyiik észre, hogy a cs6 sugarara nagyon érzékeny, hiszen R* szerepel az egyenletben.

Ez az egyenlet nagyon jol leirja példaul a hajszalerekben a vér dramlasat.

8.3. Megjegyzések

A fizweben elérhet tételkidolgozas eléggé masképp kozeliti meg ezt a tételt, mint amiket 6ran
vettiink. Ahol két modon is meg lehetett volna kozeliteni valamit, ott én az érai anyagot irtam.
Most igy ranézve erre a tételre, elnézést, hogy ilyen hosszura sikeriilt, de végigmentem rajta, és
én ugy latom, hogy ez mind kell. Igazabol kicsit kevesebb, mint tiinik, mert egyrészt a folyadé-
kos tételek kozott sok atfedés van, masrészt az altalam kidolgozott tételek nagyon szovegesek.
Ettol fliiggetleniil nem lepddnék meg, ha ez lenne az idei leghosszabb tétel.

Kadlecsik Adam
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9. HULLAM TERJEDES

9.1. Ami kell

Hanghullamok; A hullamegyenlet szarmaztatasa; Egydimenzios megoldasok; Terjedési sebesség;
Visszaverédés; Allohullamok; Diszperzio; Féazis- és csoportsebesség; Sikhullamok

9.2. Kidolgozas

Lsd. képek.

9.3. Megjegyzések

Eléggé véazlatos és hosszu is lett, ha valami nem értelmezhets, vagy hibés akkor bocsi és ke-
ressetek, mert javitom, a sikhullamos részben kicsit tobb van mint amennyit Ispa elmodott, de
mindent az utolso o6ra jegyzetébdl szedtem. (Malatinszky Adél)
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10. A TERMODINAMIKA ALAPFOGALMAI

10.1. Ami kell

A termodinamika targya; Hémérsékletmérés: skalak, feltevések; Idedlis gaz: Boyle-Mariotte
és Gay-Lussac kisérletei és torvényei, allapotegyenlet; Kelvin-skila; Termodinamikai rendszer
fogalma; Egyszert rendszerek; Allapotjelzék és osztélyozasuk; Termodinamikai egyenstly és 0.
fotétel

10.2. Kidolgozas
#Itt hasznos a 11. el6adéshoz tartozo jegyzet

Termodinamikai rendszerek:
Szémtalan olyan jelenség van, ahol a hémérsékletnek szerepe van; a termodinamika ilyen folya-
matokat illetve rendszereket vizsgal. Termodinamikai rendszerrél beszéliink, amikor
e a rendszer mérete sokkal nagyobb, mint az alkoto részecskéké,
e a benne lezajloé bonyolult folyamatokat nem akarjuk részletesen leirnil, mert a makroszkopi-
kusan is vizsgalhaté mennyiségek enélkiil is megérthetek.

Hoémérséklet és mérése
Itt a kiindul6opontunk sajat elemi érzékszervi tapasztalataink, melyek segitségével meg tudjuk
kilénboztetni a hideget a melegt6l. A hémérséklettsl, mint fizikai mennyiség-t6l azt varjuk el,
hogy a test hdéallapotat jellemezze olyan modon, hogy a hidegebb illetve melegebb testekhez
mérészamot rendeljen, és ezeket a hidegtsl a meleg felé néve gy rendezze sorba, hogy az meg-
egyezzen érzékszervi tapasztalatainkkal. Ilyen modon hémérsékleti skilakat definidlhatunk.
Két fontos tapasztalat a hémérséklet bevezetéséhez:
- adott stacionarius kornyezetben a test héfoka allandosul, amit a kornyezete szab meg,
- az érintkezésbe hozott testek (termikus kolesonhatés) hofoka kiegyenlitédik.

Kelvin-skala:
a fizikai szamolasok szempontjabdl ez a legfontosabb, a tovabbiakban minden h&mérsékleti
kifejezést ebben értiink, kivéve ha azt kiilon nem jelezziik. Ez az abszolit hémérsékleti skéla.
Az abszolit 0 fok:0K = 273,16°C. Abszolut 0 fokon a részecskék nem végeznek hémozgast,
azonban a 0K tetszdélegesen megkozelithetd, de nem érhetd el. Emlitettiik mar kordbban, hogy a
hémeérsékletméréshez referencia-pont is sziikséges, ami a Kelvin-skéla esetében a 0K és a viz an.
harmaspontjanak homérsékletkiilonbségének (0°C') 1/273,16-o0d része. Ennek megfelelgena két
skala kozotti atvaltas: K = C' + 273, 16, ahol K és C jeloli rendre a Kelvin-illetve Celsius-skalan
mért hémérsékleteket.

Termodinamikai rendszerek

izotrop: nincs kitilintetett irany

homogén: nincs kitiintetett pont

e nincsen semmilyen elektromégneses jelenség,

a feliileti jelenségek elhanyagolhatdak

két darab fiiggetlen allapotjelzé van.
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Allapotjelzének nevezziik az olyan fizikai mennyiségeket, melyek egy egyszert termodinamikai
rendszer esetén

e jellemzik a rendszer makroszkopikus allapotat,
e cgy allapotban egyértelmiien meghatarozottak,

e nem fiiggenek a rendszer multjatol.

Végtelen sok allapotjelz6é van, mert allapotjelzék kombinacioja is allapotjelz6. Két csoportba
soroljuk Sket: extenziv amik 6sszeadodnak (V,N,U,S) és intenziv amik egyenstlyban kiegyen-
lit6dnek, fiiggetlenek a rendszer mennyiségétdl (p,T,u). Gyakran nem fiiggetlenek egymastol,
a koztiik fenallo egyenleteket allapotegyenletnek nevezziik. Ez utobbiak az allapotjelzék
fiiggvényei, melye

k minden esetben az alabbi alakban irhatéak fel:

flp,V,T,..)=0

Allapotegyenlet meghatarozasa alt. kisérleti Gton és az adott anyagra jellemzé.
Termodinamikai egyensily, 0. fététel
Termodinamikai egyenstlyroél beszéliink, ha a rendszer makroszkopikus tulajdonséagai, és
ezaltal az allapotjelz6i id6ben allandoak. Legyen hérom rendszeriink, jeloljiik ket A, B és
C-vel. Fontos megéllapitas, hogy ha A és B rendszer, illetve B és C rendszer is egyensilyban
vannak, akkor A és C rendszer is egyensiilyban vannak egymassal, azaz ha termikus kapcso-
latba keriilnek, akkor az nem okozza az allapotjelz6k megvéltozasat. Ezt az axiométhivjuk a
termodinamika 0. f6tételének.
Idealis gaz
Az egyik legfontosabb egyszert termo. rendszer. Id gaz, ha:

e a gazt alkoté atomok vagy molekulak térfogata a géaz altal kitoltott térfogathoz képest
elhanyagolhato,

e gazmolekulak egymassal iitkoznek, azonban mas (taszité vagy vonzd) kolesonhatasban
egymassal nem allnak,

e a gazmolekulak egymaéssal illetve a fallal vett iitkozése tokéletesen rugalmas,

e gazmolekulak atlagos sebességét és kinetikus energiajat a gaz hémérséklete szabja meg,
valamint

e az azonos hémérsékleten, azonos szamu gazmolekula kinetikus energidja megegyezik,és
fiiggetlen a géz anyagi minGségétol.

Harom fontos kisérlet és abbol levont kovetkeztetés vonatkozik az id. gazokra:
Boyle-Mariotte-torvény: 1669-ben. Allando T -> pV = const. Ennek igazolasara:

P @ ]

Ja abra: Boyle Mariotte-torvény kimeérése

18. abra. Caption
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Gay-Lussac I.tv: 1802. Alland6 nyoméason V és T kozott egyenes aranyossag, méghozza
a kovetkezsképp:
V(t) = Vo(1+pt)

==

NUIRARRAN

°c

tC]

3b abra: Gay-Lussac 1. és I torvényének

mérési elrendezése 2. dbra. Gay-Lussac 1. torvénye.

19. abra. Caption

Gay-Lussac IL.tv: Alland6 V -> a p és T kozott ugyanolyan aranyossag mint az elsbb:

p(t) = po(1 + Bt)

[ a két egyenletben ugyanaz értéke pedig 8 = 1/273.16C
Id gaz allapotegyenlete

lizek alapjan az idedlis gaz allapotegyenletét mar meghatarozhatjuk az alabbi gondolatki-
sérlettel. Induljunk ki egy 0°C-os idealis gazbol, melynek térfogata Vg, nyomasa pedig py.
ElGszor allandé nyomason noveljik meg a homérsékletét t-re, majd allandod hémérsékleten a
térfogatat viltoztassuk V-re. [gy tetszoleges ¢ és V elérhets. A folyamatot lasd a 4a. abrén.
A fenti torvények alapjan ekkor:

Vi = V(1 + Bt
1 o1+ ft) pV =poVo(1 + Bt) = pVoBT = pV =nRT, (4)
—_—

Vi = pV
—nH,
ez merheto
ahol T = t + 1/8 a Kelvinben mért hémérséklet, n jeldli az anyagmennyiséget'®, R —

8,314 J/ (mol K) az univerzilis gazallandé. Az n anyagmennyiség meghatdarozhato egyrészt
az Avogadro'-allandd (N4 = 6 - 10%) segitségével és az Osszes részecske szamaval mint
n — N/N,, illetve ha ismert a teljes rendszer tomege (m), illetve a molaris tomeg (M),
akkor n = m/M. A 4b. dbran lithaté, hogy tényleg Kelvin-skalara dttérve OK-en lesz a giz

térfogata zérus.

20. abra. Caption

49



Vﬂ WV L
‘-1" E
\
\
\
‘i}."].... ................... "!,“
S : tg(p) =4
Lo
A NG
i s, Og‘ -
V +- E """:?‘m@"? 1. ? 1
E Yy 7
":){-.l E o o )
' - :"J'J-J-
Po P P —27316 aue
4a abra: Folyamat a p—V sikon, melybdl az 4b abra: Kelvin-skalara attérve 0K-en lesz a
allapotegyenlet meghatarozhato. gaz térfogata »érus, az egyenes meredeksége
pedig pont .
Az elozoek alapjan az idedlis gaz dllapotegyenlete tehit:
pV = nRT. (5)

21. dbra. Caption

10.3. Megjegyzések

20



11. ANYAGI TULAJDONSAGOK

11.1. Ami kell

Hétagulas:linearis és térfogati;Kiilonleges viselkedésd anyagok; Kompresszibilitas; Fesziiltségi
egylitthato; Harmasszabaly; Osszefiiggés az anyagi paraméterek kozt; Idealis gaz anyagi tulaj-
donsagai

11.2. Kidolgozas

Isd. képek

11.3. Megjegyzések

A kidolgozés a 12.6ra jegyzete alapjan késziilt. Ha barmi hiba van vagy nem olvashaté stb..
—> Malatinszky Adél
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12. KINETIKUSGAZELMELETESREALISGAZOK

12.1. Ami kell

Kinetikus gazelmélet: Feltevések; Idealis gaz allapotegyenletének szarmaztatédsa; Homérséklet
értelmezése; Ekviparticio; Szabadsagi fokok szama és hémérsékletfiiggéseRedlis gazok: Felte-
vések; van der Waals allapotegyenlet levezetése; a és b paraméterek jelentése; Kritikus pont;
Allapotegyenlet redukalt alakja

12.2. Kidolgozas
Isd. képek

12.3. Megjegyzések

A kidolgozas a 13.6ra jegyzete alapjan késziilt.Van benne egy sziirke kérdGjeles rész amire ra
fogok kérdezni Ispanal, hogy az hogy is van. Ha barmi hiba van vagy nem olvashato6 stb.. —>
Malatinszky Adél
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13. A TERMODINAMIKA I. FOTETELE

13.1. Ami kell

Hé6 fogalma és kialakulédsa; Munka és hé ekvivalenciaja; Bels§ energia; Joule-kisérlet; 1. fGtétel;
Energiamegmaradas elve; Kvazisztatikus ill. adiabatikus folyamatok; Ideélis gaz és vdW-gaz

belsd energiaja

13.2. Kidolgozas

22. abra. Caption
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24. abra. Caption
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13.3. Megjegyzések
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14. FOLYAMATOK ES HOTANI ALAPMENNYISEGEK

14.1. Ami kell

Fajhs; Hokapacitdas; Nyilt folyamatok idedlis gazokkal: izoterm, izochor, adiabatikus, po-
litrop folyamatok; Robert-Mayer-egyenlet; Gay-Lussac-kisérlet ideélis és vdW-gazzal; Joule-
Thomson-kisérlet; Entalpia fogalma; JT-egyilitthato; Inverzios hémérséklet
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14.2. Kidolgozas
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15. A TERMODINAMIKA II. FOTETELE

15.1. Ami kell

Reverzibilis/irreverzibilis folyamatok; Kvézisztatikussag és reverzibilitas kapcsolata; Példak re-
verzibilis folyamatokra; II. f6tétel: Clausius és Kelvin—Planck-féle megfogalmazas; Carnot-
korfolyamat fogalma;Hatéasfok idedlis gaz esetén; Hiit6gép és hdszivattya hatasfoka; Termodi-
namikai hémérsékleti skala; Carnot-korfolyamat specialis tulajdonsagai; Kelvin-Planck-gép és
Clausius-gép ekvivalenciaja; Stirling-motor és hatasfoka

15.2. Kidolgozas
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16. ENTROPIA

16.1. Ami kell

Redukalt hé korfolyamatokra; Entropia bevezetése; Entropia viselkedése hdmérséklet-kiegyenlitGdés
és a Gay-Lussac-kisérlet soran; Irreverzibilitds mikroszkopikus értelmezése; Fluktuaciok; Ent-

ropia mikroszkopikus defnicioja; I. és II. f6tétel egyesitett alakja

16.2. Kidolgozas
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17. TERMODINAMIKAI POTENCIALOK

17.1. Ami kell

Kémiai potencial; Termodinamikai potencial és fundamentalis egyenlet fogalma; Legendre-
transzformécio; Termodinamikai potencidlok: szabadenergia, entalpia, szabadentalpia, nagy-
kanonikuspotencial; A potencidlokra vonatkozé differencialis egyenletek

17.2. Kidolgozas
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18. II. FOTETEL KOVETKEZMENYEI

18.1. Ami kell

Maxwell-relaciok és alkalmazasuk a JT-folyamat és a RM-egyenlet esetén; FEuler-osszefiiggés;
Gibbs-Duhem-relacio

18.2. Kidolgozas
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19. EGYENSULYI FELTETELEK

19.1. Ami kell

Osszetett rendszerek: hé- és térfogatcesere; Belss valtozo fogalma; Egyensuly feltétele; Energia
reprezentécio; Kapcesolat hétartallyal; Allando nyomaés ill. allandé nyomas és hmérséklet esete;
Egykomponenst rendszer egyensulya: Egyensulyi allapot meghatérozasa; Mérlegszabaly; Tobb
valtozo esete; Stabilitasi feltételek

19.2. Kidolgozas
Osszetett rendszerek modellje

Vegyiink két tartalyt, amik egymastol fallal vannak elvalasztva! Az els§ tartalyban az anyag
belsé energidja, térfogata és anyagmennyisége legyen rendre Ui, Vi, ny, mig a maéasodikban
1évéé Us, Vo, mo. A teljes rendszer zéart, azaz hészigetelt, dllando térfogati és a benne 1év§
anyagmennyiség is alland6. Ez alapjan a teljes rendszer adatai:

U=U+U;=konst. V=V, +V,=konst. n=mny+ ny = konst.

Hdécsere 0sszetett rendszerekben

Tegyiik fel, hogy a két tartaly kozott hGcsere torténhet, az anyagmennyiség és a térfogat vi-
szont mindkét oldalon alland6 marad! Azt vizsgaljuk, ekkor milyen feltételek kozott alakul ki

c st

S = Sl + SQ = S(Ua‘/ana Ula‘/lanl) = Sl<U17‘/17n1) + SQ(U - U17V - ‘/17n - n1)7

Ebben az U; valtozhat egyediil, ez a rendszer bels6 szabadséagi foka. A megadott S;(Uy, Vi, n4)
és So(Us, Vo, ma) fiiggvények a két tartalyban 1évé anyag termodinamikai potencialjai, igy az
anyag teljes termodinamikai viselkedését leirjak. Kvazisztatikus hécserét feltételezve az entropia
az egyik tartalyban csokkenni, mig a masikban néni fog, hiszen 0Q) = Tds. Mivel a két
részrendszerben a mikorédllapotok egymaéstol fiiggtelenek, a teljes rendszer mikorallapotainak
szdma ezek szorzataval egyenl6. A rendszer akkor van egyensilbyan, ha a mikoréallapotok
szama maximaélis. A Boltzmann-entropia viszont a mikorallapotok logaritmusaval aranyos (S =
kplnQ), igy akkor van egyenstly, ha a rendszer S entropidja is maximélis. Benne viszont csak
U; tud megvaltozni,ezért az Osszentropia eszerinti derivaltja el kell hogy tiinjon. Egyensulyban
tehat:

o5 05 08 U
aUl (U’ V’n7 Ul"/l’nl) :a_[}(Ulyvl?nl) + a—[;(U — U1,V — Vl,n — nl) . _an —
1 1
—E—E—OiTl—TQ

Tehat nem tal meglepd modon az entropia akkor maximalis, ha a h&mérsékletek kiegyenli-
t6dnek. Fontos kiemelni, hogy egyenstilyben az S fiiggvénynek csak U; belds valtozd szerinti
derivaltja nulla, hiszen csak ez a mennyiség tudott megvéltozni a hécsere eredményeképp.
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H6- és Térfogatcsere

Most a két taralyt elvalaszto falat cseréljiik ki egy sturloddsmentesen mozgd dugattytra. Igy
mar nem csak héaramlas 1ép fel, hanem térfogatuk is valtozni fog. Ekkor egyensiily esetén U,
és V1 bels6 valtozok derivaltjanak is el kell ttinniiik.

oS
=0=1T =1
aUl 1 2
S b1 b2
—=0=====

Tovabbra sem tul meglepd moédon most a hémérséklet mellett a nyomas is kiegyenlitédott. Ha a
rendszernek lennének egyéb belsé szabadsagi fokai, az el6bbi gondolatmenetet elvégezhetnénk
azokra is. Példaul ha megengednénk a részecskearamlast, belathato, hogy akkor a kémiai
potencialok egyenlitédnének ki.

Energia reprezentacié

Képzeljiink el egy olyan rendszert, amikor az entrépia dramlik a két tartdly kozott. Ilyen
rendszer egyébként nem létezik, tobbek kozt ezért kell elképzelniink. Ekkor:

S =514 5 =konst, Vi =konst, Vy=konst, V =V;+4+V,,
ny = konst, ng = konst, n=n8 + ny

[tt a részrendszereket Uy (Sy, Vi, ny) illetve Us(Ss, Vo, n2) termodinamikai potencialok irjak le.
Keressiik meg a bels6 energia entropia szerinti szélsGértékét!

oUu o, oU,
051(5 Vim, 81 Vim) =5a S

:Tl—TQZO:>T1:T2

0S5,

(Sla‘/l;nl) 8_511 =

(S Shv ‘/17 1)'

Belathato, hogy ez a szélsGérték egy minimum lesz, tehat egyensulyi allapotban a h6mérsékletek
megegyeznek és energiaminimum van.

Kapcsolat hétartallyal

Helyezziink kapcsolatba egyméssal egy Osszetett rendszert (r) és egy hétartalyt (¢) tgy, hogy
kozottiik hé aramolhat. A II. f6tétel miatt az S = S, + S; Osszentropia maximalizalodni
fog. Legyen a rendszer belss energiaja U,.(S, S, X;), ahol X;-vel jeloljiik altalanosan a belss
valtozokat. A hétartaly energidja U,(S;). Ezen kiviil a htartalynak van még egy olyan kellemes
tulajdonsaga, hogy akarmennyi hét tesziink bele, vagy vesziink belGle ki, a hémérséklete T
marad. Mindezek alapjan a bels energia:

UO(S7 STaXi) = Ur(87 Srin) + Ut(S - Sr)

A mar megszokott moédon keressiik ennek az S, és X; szerinti minimumait.

ou, 6U 8Ut 8U
8U
r, Xi) =T
= 55 (5 Xi) =
letve: 8U 8U
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Ez az egyenletrendszer megoldhato, de kellemetlen, Ezért sajat magunkat megkiméalve atirjuk
az egészet szabadenergiara:

Fr(TT7 X@) = UT(ST(TT7 X1>7 Xz) - TT‘ST‘(TT) Xz)

Ennek keressiik az X; szerinti derivaltjat 1. = Tj helyen:

OF, ou, 25, ou, 95, -
X, (To, Xi) = ﬁ(SMXi) . 8_Xi<TO7Xi) + E(Ssz’) — Toﬁ_)Q(TO’Xi> =0

Azaz ezen a helyen a rendszer szabadenergiaja szélsGértéket vesz fel (rdadasul minimumot).
Igy ha ismerjiik a szabadenregiat, csak az X; valtozo szerinti minumumot kell megkeresniink a
probléma megoldasahoz. Azt kaptuk tehat, hogy Osszetett rendszert hétartallyal kapcsolatba
hozva az energia minimalizalodik, az alrendszeren beliil pedig a szabadenergia minimalizalodik.
Igy lathato, hogy nem is érdemes a teljes (hétartalyos) rendszert nézni, elég az alrendszerrel
szamolni. Egyéb esetekben mas termodinamiak potencidlok minimalizalédnak, ezeket az alabbi
tabldzatban lathatjuk:

’ Kiils6 kapcsolat \ Egyensily feltétele ‘

Termosztat (Tp) | F minimalizalodik
Barosztat (po) | H minimalizalodik
Do, 1o G minimalizalodik

Egykomponensi rendszerek egyenstlya

Eddig lattuk, hogy két egyforma V térfogatu, n anyagmennyiségt alrendszer esetében akkor van
egyensuly, ha minkét oldalon az energia Uy. Ekkor a teljes entropia 25(Uy, V,n) lesz. Tegyiik
fel, hogy anyagunk nem teljesen homogén, hanem két fazisban van: Uy — AU, és Uy + AUs.
Minden mas tovabbra is azonos. Ekkor az dsszentropia S(Uy — AUy, V,n) + S(Uy + AUs, V, n).
Ez az 0sszeg akar t6bb is lehet, mint homogén anyag esetében, azaz az inhomogenités novelheti
az Osszentropiat. Ekkor a fliggvény képe konvex lenne. Korabban viszont lattuk, hogy % < 0.
Ez itt nem teljestil, tehat szét fog esni az egész két alrendszerre, mert igy né az Osszentropiaja.

Al Al L

Tegyiik fel, hogy ekkor az anyagnak x; része keriil az egyik alrendszerbe, és x, a maéasikba
(x1 4+ x2 = 1). Ennek segitségével felirhatjuk (kis algebra utén), hogy:
AUQ Ale
= —-— :L’ -
AU, + AU, 27 AU, + AU,

A
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Az Osszentropia ez alapjan:
AUy
AUy + AU,

A fenti Osszefliggést hivjuk meérlegszabélynak, ami szerint az anyag akkor eshet két részre, ha
igy megnd az Osszentropidja, aminek az értéke az Uy helyen vett érint6 lesz.

S* = xlS(Ul, V, n) -+ IQS(UQ, V',Tl) = 1:151 +x — 252 = Sl -+ (SQ — Sl)

Y

Al ALy L

Ekkor az entropia maximalis értéke a gorbe burkoloérintGjén érhets el, ahogy az a fenti abran is
lathato. Ilyenkor a két pontbeli (Uy, Us) derivalt megegyzik, tehat hémérsékletiik egyenls lesz.
Hasonléan felirhato, hogy amennyiben a rendszeriink két alrendszerre esik szét, a nyomasuknak
¢és a kémiai potenicaluknak is meg kell egyezniiik. Ezeket a kiilonb6z6 tulajdonsagu, de azonos
intenziv allapotjelzkkel jellemzett allapotokat nevezziik fazisoknak, melyek tehat ugyanannak
az anyagnak kiilonbo6z6 megjelenési formai. Az S(U) fiiggvény kozbiilsé tartomanya az instabil
tartomany, ahol nem létezhet stabil egyensilyban az anyag. Ezek alapjan megfogalmazhatunk
stabilitasi feltételeket, azaz mikor lesz homogén a rendszer. Ehhez az entrépiafiiggvénynek
konkavnak kell lennie, tehat:
9’s 01 10T 11 11

oU " oUT | TPoU | TP TenRey <

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢y > 0. Ezt nevezziik Le Chatelier-elvnek. Ha ez nem teljesiilne és kis
hémérsékletkiilonbség alakulna ki két térrész kozott, akkor hé dramolna a nagyobb hémérsékleti
hely felé és a rendszer instabilla valna. Mivel az entrépia nemcsak a belsé energia fliggyvénye,
hanem példaul a térfogaté is, arra is ki kell terjeszteniink a stabilitasi feltételt. Képezziik tehat
az S(U, V) fiiggyvény Hesse-matrixat!

928 928

_ ouy? UV
n- (B 1)

ouov ov?2

Ennek a matrixnak kell negativ definitnek lennie. Ebbdl kovetkezik, hogy

cy < 0ésdet H<0 = sy > 0.

Ha mindkettd teljesiil, azt nevezziik Le Chatelier-Braun elvnek. Ha k¢ pozitiv lenne, akkor pl
egy dugattyd a nagyobb nyomas felé mozdulna el.

19.3. Megjegyzések

20. el6adas jegyzete hasznos itt, gyakorlatilag az az egész tétel (Gajdan Gréta)
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20. FAZISATALAKULASOK ES ALACSONY HOMERSEK-
LETEK FIZIKAJA

20.1. Ami kell

Van der Waals-gaz viselkedése Tc alatt; Kémiai potencidl meghatarozéasa; Maxwell-szerkesztés;
Elsérendti fazisatalakulasok; Gibbs-féle fazisszabaly; CO2 és viz fazisdiagramja; Léatens hd;
Masodrendii fazisatalakulasok; Kritikus opaleszcencia

20.2. Kidolgozas
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21. IDEALIS GAZ ENTROPIAJA

21.1. Ami kell

Fazistér fogalma; Konfguracios entropia; Termikus entropia; Allapotegyenlet szarmaztatésa;
Ergodicitas; Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié szerepe; Entropia extenzivitasa; Ideélis
gaz U(S,V,n) fiiggvénye

21.2. Kidolgozas
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22. KANONIKUS SOKASAG

22.1. Ami kell

Maxwell-Boltzmann-eloszlas; Boltzmann-faktor levezetése; Allapotosszeg fogalma; Mikrokano-
nikus és kanonikus sokasag fogalma

22.2. Kidolgozas
Lsd. képek.

22.3. Megjegyzések

Orai anyag alapjan késziilt, az elején a hosszu levezetés a Maxwell-Boltzmannal ennek alap-
vet§en a f6bb lépéseit kell tudni, viszont szerintem atlathatobbak igy a szamitasokkal, viszont
koszonhetGen az online vizsganak ez konkrétan nem lesz szamon kérve (Ispa allitasa alapjan).
Ha béarmi hiba vagy nem olvashato stb.. —> Malatinszky Adél
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23. OLDHATOSAG

23.1. Ami kell

Old6das mikroszkopikus modellje allandé T és p esetén; Mikroallapotok szama; Keveredési
entropia; Egyensily feltétele; Oldhatosagi hatar; Fazisdiagram

23.2. Kidolgozas
Old6das mikroszképikus modellje

Az oldodas modelljét 6ran egy egyszert sdoldat viselketésével vizsgaltuk, allandd hémérsékleten
és nyoméason. Egy pohar vizben N, db viz és N db s6 van, a sot 1 molekulanak tekintjiik (NaCl).
Jeloljiik c-vel azt a belsé valtozot, ami azt jeloli mennyi s6 oldodik fel. Ekkor felirhatjuk hogy:
¢ * Ng db részecske oldodik a vizben, illetve (1 — ¢) * N, részecske marad a pohar alajan.
(ha minden feloldédik c¢=1) Mivel T,p rogzitett, ezért tudjuk hogy a szabadentalpia (Gibbs-
potencial) minimalizalodik. Ekkor felirhatjuk az egyensiulyi helyzetet:

G(t,p, Nvu NS,C) = U(T,p, Nvanac) +pV(T,p, N57 Nvac) (3)

Most, ennek az egyenletnek, minden fliggvényét probaljuk meg kiilon-kiilon megkereseni. Néz-
zik meg a sO és viz belsd energiajat, legyen Uy a viz energiaja abban a pillanatban amikor a s6
bekeriil, de még nem kezdett el oldodni.

U(T,p, Ns, Ny, ¢) = Up(T, p, Ny, No) + cN,AU (4)

A ¢N,AU az oldodas soran létrejovs energia valtozas. Felirhatjuk a térfogatot is a fennti
modszerrrel, de azt a kozelitést tessziik, hogy:

V(T,p, Ns, Ny, c) = Vo(T,p, Ng, N) (5)
Az entrépia valtozéas pedig:
S(T,p, N5, Ny, ¢) = So(T', p, N5, Ny) + Snia(N, Ny, €) (6)

Ahol az S,,;., fligg Q2-t6l, mivel a beold6dott részecskék vandorolhatnak a pohra vizben, amivel
megnd a mikro allapotok szama, tehat €2y megszorzom egy keveredési (2-val.

Qo(T,p, NS,NU) *Qmix(Ns,Ny,C> (7)

(A keveredési entropiat a kovetkezd fejezetben irtam le) x = %V itt kozelitiink, ezt hozza kéne

adni, mivel azt mondjuk sokkal tébb a vizrészecske,az lentebb kiszamolt S-nek csak az elsé
tagjat veszziik, mivel a masodik elhanyagolhatdan kicsi

cN,
Ny

cN,
Ny

S(T,p, N, N,,c) =Sy — kgNy[—In( )] (8)

Ahhoz hogy megkapjuk G-t, le kell derivélni a fliggvényeineket ¢ szerint, hogy a belst valtozot
minimalizaljuk

oG 0 CNS CNS !
%G(tpa NU7 NS7 C) = a_C(UO + CNSAU +p% - TSO + k:BTNU[Tvln< Nv )]) =0 (9)
oG N, cNg N
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oG cN,
Fe = AU + kgTlin( i

c v

)+ 1] (11)

Az egyet elhanyagoljuk a logaritmus mellet, a rendetett egyenlet (vagyis Ispi nem szamolt azzal
a taggal ami kiejtené, ezért ezt mondta)

cN, =AU

In N, kT (12)
N, —AU
c= N exp T (13)

Kiindulasként régzitettiik,hogy minden allapot valszintisége ugyan az. Van N db részecském,
egy zart rendszerben,én 1 db részecskére koncentralok, és abbol az 1 részecskébdl akartam
kiszamolni az egész rendszer tulajdonségait, de mivel N nagy, ezért ugy viselekedik mintha egy
hétartalyban lenne, igy 1 részecskére kijon a Boltzman-faktoros eloszlas.

Mikroallapotok szama és keveredési entropia

N db részecske, N db piros (1—xz)N db kék, ezeket hogy tudom lerakni ebbe a racsba? Ugyanis
a mikroaallapotok szama aranyos azzal hogy a golydkat hanyféle képpen tudom elrendezni.

| N N
it = (:uv) ~ @ND (1 —2)N! (14)

Ebbdl felirhatjuk a keveredési entropiat, a logaritmus kozelitésében a Stirling formula segit
minket (a kozpéss [10] In-es lehet nem jo):

Smiz = kInQuiz = kE[NIn (NIn(N) = N) — (zN)In(zN) + (zN) — (1 —2)NIn(l —zN) + (1 — ) N]
(15)

Smiz = K[NIn(N) —aNIn(z) —2NIn(N) — (1 —2)NIn(N)(1 —z) — (1 —2)N In(1 — z)] (16)

Sz = —NklzIn(z) — (1 — ) In(1 — 2)] (17)

Barmilyen keveredésre igaz, 0 és 1 kozott keressiik xin(z)-et mivel x aranyszam, In(x) végig
negativ. A fiiggvény meredeksége, 0-ban végtelen, 1-ben 0.
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Az entropia fliggvénye

Ebbdl latszik hogy ugrasszertien megugrik az entropia még kicsi megvaltozas esetén is.

Oldhato6sagi hatar
Oldhatosag
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T,: oldhatosagi hatar Az oldhatosagi hatar minden %—i—re mas,ezért a fels§ diagram adott pontra
érvényes csak. A telitett oldatra igaz:

N, —AU
— =1 1
N, exp T (18)
Amit atrendezve megkapjuk belSle a Tt
N, —AU
In(=2) = 19
nG) = o (19)
A 1
- (20)

o~ kBTO ln(%)

Fazisdiagramm

Az oldhatosagi hatar 2 részre osztja a diagrammunkat, az egyik rész az tiszta oldat,a mésik rész
az ahol az oldat és oldand6 anyag egyszerre van jelen. Hémérséklet csokkenésével, ha atlépiink
a hataron elkezd kivalni az anyag

Fazisdiagramm

A c fiiggs Gibbs potencial fiigg a kezdeti allapottol, Ac-t6l = AU ami az oldédasbol szarmazott,
illetve Beln(c) ami az entropia fliggvénye. A, B az Osszes konstans tomoritve

G(c) = Gy + Ac+ Beln(c) (21)

Ennek az egyenletnek kerestiik ¢ szerinti minimumét, és latjuk, hogy mindig oldodik anyag a
vizbe kivéve T = 0

23.3. Megjegyzések
WR
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24. ALACSONY HOMERSEKLETEK FIZIKAJA ES HO-
VEZETES

24.1. Ami kell

Thomsen-Berthelot-szabély; A termodinamika III. f6tétele; Anyagi éllandok viselkedése 0 K
kozelében; Planck-tétel; Héterjedési folyamatok megkiilonboztetése; Egyes folyamatok jellemzsi
és koztiik 1év6 kiilonbségek; Fourier-torvény; Hovezetési-egyiitthato értelmezése.

24.2. Kidolgozas

110



16.TETEL

Hitugelse fobgpmtok ‘

CHlotaels, - flfanos Mw)ml:wgp\ "\nsw@{b\ﬁx )

o frowvtheid < oleambiond gy, Mo iean s

Mo, L by LT L it
) (=] 0 . : wo{

M= Cpe 8T J}lur =l
Y

s : Q M S5 §
ag g = O P T &_Jy;:o

?.r» YT 5 "‘ /5.=—K- S]j :Fomt«,iv-éf/‘-

(ab.ifi}-._. L (—k-(_]T') . -WKdvU T = -KAT

¢
T
S Rl

L Ly

M - (Hdoackins /oo ok
AE | G §

Uswiakor o, K] <% . v
[Atm-.(' m- WK

Scanned with CamScanner

N B e T T T R D B 1 T S 01 M T e ) =3




	EGYSZERU DEFORMÁCIÓK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	DEFORMÁLHATÓ TESTEK KINEMATIKÁJA
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	DEFORMÁLHATÓ TESTEK DINAMIKÁJA
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	SPECIÁLIS DEFORMÁCIÓK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	HIDROSZTATIKA
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	MOLEKULÁRIS EROK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	IDEÁLIS FOLYADÉKOK ÁRAMLÁSA
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	SÚRLÓDÓ FOLYADÉKOK ÁRAMLÁSA
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	HULLÁM TERJEDÉS
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	A TERMODINAMIKA ALAPFOGALMAI
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	ANYAGI TULAJDONSÁGOK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	KINETIKUSGÁZELMÉLETÉSREÁLISGÁZOK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	A TERMODINAMIKA I. FOTÉTELE
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	FOLYAMATOK ÉS HOTANI ALAPMENNYISÉGEK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	A TERMODINAMIKA II. FOTÉTELE
	Ami kell
	Kidolgozás

	ENTRÓPIA
	Ami kell
	Kidolgozás

	TERMODINAMIKAI POTENCIÁLOK
	Ami kell
	Kidolgozás

	II. FOTÉTEL KÖVETKEZMÉNYEI
	Ami kell
	Kidolgozás

	EGYENSÚLYI FELTÉTELEK
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	FÁZISÁTALAKULÁSOK ÉS ALACSONY HOMÉRSÉKLETEK FIZIKÁJA
	Ami kell
	Kidolgozás

	IDEÁLIS GÁZ ENTRÓPIÁJA
	Ami kell
	Kidolgozás

	KANONIKUS SOKASÁG
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	OLDHATÓSÁG
	Ami kell
	Kidolgozás
	Megjegyzések

	ALACSONY HOMÉRSÉKLETEK FIZIKÁJA ÉS HOVEZETÉS
	Ami kell
	Kidolgozás


