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6. A Lagrange-formalizmus

A Lagrange-formalizmus alkalmazéasaval bizonyos fizikai rendszerek mozgasegyenleteit irhatjuk
fel egyszerti moédon. Az alapvetd fontossagu lépés a Lagrange-fiiggvény felirdsa, ebbd6l mar
automatikusan szarmaztathatjuk a mozgasegyenleteket.

A Lagrange-fiiggvény konzervativ mechanikai rendszerekben’ a rendszert alkot6é tomegpon-
tok, mechanikai testek vagy egyéb mechanikai objektumok 6sszes kinetikus és potencialis ener-
gajanak a kiilonbségeként irhato fel:

1

L=T-V. (1)

Egy ilyen kifejezést azonban csak akkor neveziink Lagrange-fliggvénynek, ha a képletben nem
szerepel mas valtozo, mint az un. &altalanos koordinatak (a definiciot lasd a kidolgozott példa
3.) lépésében), ezek idGderivaltjai (az un. Aaltaldnos sebességkomponensek), és expliciten az
id6. Nem kell, hogy ezek koziil mind megjelenjen, de csak ezek szerepelhetnek, definicié szerint
kizarolag ezek a Lagrange-fliggvény valtozoi:

L:L(Ql)"'7QH7QI7"'7Q7L7t)a (2)

ahol n € Z* az &altalanos koordinatédk szama a vizsgalt fizikai rendszerben. Ezt szokas a sza-
badségi fokok szamanak is nevezni.

Ha a Lagrange-fiiggvényt parcialisan derivaljuk valamely valtozoja szerint, ek6zben minden
més valtozot konstansnak tekintiink (barmilyen tobbvaltozos fiiggvényt igy derivalunk parcié-
lisan). Igy példaul, ha a Lagrange-fiiggvényt valamenyik altalanos koordinata szerint derival-
juk parcialisan, még az adott altalanos koordinatdhoz tartozoé altalanos sebességkomponenst is
konstansnak gondoljuk a derivalt kiszamitasa soran. A két valtozo ekkor ,nem tud egymasrol”.
Ugyanakkor késébb majd emlékezniink kell arra, hogy valamely altalanos sebességkomponens
valojaban egy altalanos koordinata idéderivaltja, és mindketts az idének lesz a fliggvénye a meg-
valosuld mozgés soran: ¢;(t), ¢;(t), i € {1,...,n}. A rendszer allapotat az altalanos koordina-
takkal fogjuk jellemezni egy adott idSpillanatban, és ezek iddfejlédése fogja leirni a rendszerben
létrejovs mozgasokat.

Az el6z6 bekezdés utolsé mondatanak az értelmében mi valojaban a ¢;(t) fiiggvényeket ke-
ressiik, minden i € {1,...,n}-re. Ahhoz, hogy ezeket a fiiggvényeket meg tudjuk hatarozni, n
darab differencialegyenletet kell felirnunk. Sajnos tipikusan nem tudunk minden g¢;(t) fiiggvény-
hez egy kiilonallo differencidlegyenletet folirni, az n darab differencidlegyenlet csatolodni fog,
és egy n valtozos differencidlegyenlet-rendszeriink lesz. A szoban forgo differencidlegyenleteket
Euler-Lagrange-egyenleteknek nevezziik, és a kovetkezs képlet adja meg Sket:

oL d (0L ‘
m,-‘&(aqi) Vie{l,...,n}, (3)

vagyis minden kiilonb6z6 i indexszel szarmaztatnunk kell egy differencidlegyenletet. A (3) kép-
letben szerepel egy nem parcidlis id6 szerinti derivalas is. Ez azt jelenti, hogy ennek az elvégzése
soran mar mindent derivalunk idé szerint, amit lehet. Igy a ¢;(t) és ¢;(t) valtozokat is az id6

IM4s rendszerekben is létezik Lagrange-fiiggvény, de ilyenekkel nem foglalkozunk.
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fliggvényének tekintjiik, és a szamitas soran, amikor eljutunk hozzajuk, az 6 id§ szerinti deri-
valtjukat egyszertien egy tovabbi ponttal jelezziik az eredeti jelolés felett:

dg; . dg; ..
—, — 4, = ;- 4
o 4 3 (4)

Ha a leirtak szerint, a (3) képletet kovetve szarmaztatjuk az n darab differencidlegyenle-
tet a Lagrange-fiiggvénybdl, akkor ezek a differencidlegyenletek a ¢;(t) fliggvényekre vonatkozo
méasodrendd differencidlegyenlet-rendszert fognak alkotni. Ezt a differencidlegyenlet-rendszert
altaldban nem tudjuk analitikusan megoldani, de numerikus megoldast mindig tudunk sza-
molni. A lényeg, hogy az egyenletrendszer a ¢;(t) fliggvényeket, vagyis a rendszer mozgasat
egyértelmien meghatarozza. Konkrét (partikularis) megoldast akkor kapunk, ha ismerjik a
kezdeti feltételeket, egyébként altalanos megoldast irhatunk fel. Mindennek értelmében a szo-
ban forg6 differencidlegyenlet-rendszer, vagyis az Euler—Lagrange-egyenletek a vizsgalt fizikai
rendszer mozgasegyenlet-rendszerét alkotjak.

Példa

Egy m, tomegii kocsi vizszintes iranyban tud elmozdulni. A kocsin egy a hajlasszogt lejté talal-
hato, amire egy mo tomegi testet helyeziink. Az ms tomegi test tomegkozéppontjanak a kocsi
tomegkozéppontjahoz viszonyitott helyzetét kezdetben az abran jelolt c, ill. d hossziisagu sza-
kaszok jellemzik. A test a lejté mentén elmozdulhat. Irjuk fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét,
és szarmaztassuk bel6le az Euler-Lagrange-egyenleteket!

ms;

my

O]0) O]0)
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A feladat megoldasahoz jol koriilhatarolhato 1épesek sorozataval juthatunk el:

1)

Milyen koordinatak felhasznalasaval tudom definicié szerint felirni a kinetikus
és a potencialis energiat?

Ha a rendszerben egyik test sem foroghat, akkor tipikusan az egyes testek tomegkdzép-
pontjanak a koordinataira van sziikség.

A feladatban ez az 1-es test z; és y;, tovabba a 2-es test x9 és ys koordinatajat jelenti
valamely tetszSlegesen megvélasztott (az alabbi abréan jeldlt) koordinata-rendszerben. Ez
osszesen 4 db koordinata. Mivel a lap sikjara merélegesen semmi nem tud elmozdulni,
ezzel az irannyal nem foglalkozunk.

Milyen kényszerek vannak a rendszerben?

A kényszer valtozokra vonatkozo, eldirt dsszefiiggést (egyenletet) jelent. A kényszerek leg-
egyszeriibb esete a geometriai kényszer, amikor csak koordinatakra vonatkozik az Ossze-
fliggés, és sebesség nem szerepel expliciten benne.

A feladatban 2 db kényszer van:

e Az 1-es testnek a talajon kell mozognia, azaz y; = konstans (ez egy olyan Gsszefiiggés,
ami csak az y; valtozora vonatkozik).

o A 2-es testnek a lejtén kell mozognia. Ez forméalisan az
Yo — 1 —d = —tga(zy — w1 — c) Osszefiiggést jelenti, de ennek a felirasara valojaban
nincs sziikség.

Altalanos koordinatak kivalasztasa

Ebben a lépésben olyan véltozokat kell kivalasztanunk, amelyekkel az Gsszes sziikséges (az
1.) lépésben felsorolt) koordinatat ki tudjuk fejezni, vagyis a rendszer éllapota veliik tel-
jeskortien jellemezhetd. Az altalanos koordinatdkra méar nem vonatkozhatnak kényszerek,
az el6z6 mondattal egyiitt ez adja a definiciéjukat. Ennek megtelelGen az altalanos koor-
dinatak szama az Osszes koordinata szamanak és a kényszerek szamanak a kiilonbségeként
adodik. Az altalanos koordinatak szama megadja, hogy hanyféle fiiggetlen mozgéast végez-
het a rendszer, ezért ezt a szamot a szabadsagi fokok szamanak is nevezziik. Ez gyakran
egyszerten ,leolvashato” az abrarol. Ha ezt meg tudjuk tenni, akkor a kényszereket nem
is muszaj sorra venniink. A szabadsagi fokok szamanak a megallapitasahoz a Filiggelék ad
tovabbi segitséget.
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A feladatban 4 —2 = 2 db altalanos koordinatat kell valasztanunk, ezt onnan is lehet latni,
hogy az egész kocsi (a rajta 1éve testtel egyiitt) vizszintes iranyban tud mozogni, és a 2-es
test ettdl fliggetleniil a lejté mentén is mozoghat. Legyenek az altalanos koordinatak x; és
&: x1 az l-es test tomegkozéppontjanak a vizszintes koordinataja (ezt mar az 1.) 1épésben
bevezettiik), ¢ pedig a 2-es test lejté menti elmozdulasat jeloli (lasd a lenti &brat). &
elGjeles mennyiség: pozitiv, ha a test lefelé mozdul el, és negativ, ha felfelé.

A koordinatak és idéderivaltjaik kifejezése az altalanos koordinatak és altala-
nos sebességkomponensek segitségével

A Lagrange-fiiggvény olyan fiiggvény, ami definicié szerint csak az altaldnos koordinataktol
és ezek iddderivaltjaitol, az altalanos sebességkomponensektdl fiigghet. A teljes definicio
szerint kézvetleniil az id6tél is fiigghet még, de ebben a jegyzetben ilyen esetekkel nem
fogunk foglalkozni. A Lagrange-fiiggvényt a kinetikus és a potencialis energia kiilénbsége-
ként tudjuk kiszamitani (L = T —V ), ezt a két mennyiséget azonban a definiciéjuk szerint
az 1.) pontban Osszegytjtott koordinatakkal és azok idéderivaltjaival tudjuk felirni. Ah-
hoz, hogy az igy kapott kifejezést Lagrange-fiiggvénynek nevezhessiik és a feladat tovabbi
részében felhasznalhassuk, a kinetikus és a potenciélis energidban megjelend valtozokat (a
mar emlitett koordinatakat és idéderivaltjaikat) ki kell fejezniink az altalanos koordinatéak
és ezek iddderivaltjai segitségével.

A feladatban tehat ki kell fejezniink az 1.) pontban Gsszegytjtott véltozokat és ezek
idéderivaltjait xq, &, 2, és £ fiiggvényeként. Tekintsiik elGszor az 1-es testet:

Xy =T,

Y1 =dy .

x1-et  Onmagaval fejeztiik ki”, lényegében csak tudomast vettiink rola, hogy & egy altalanos
koordinata. y;-r6l tudjuk, hogy a fentebb emlitett kényszer szerint konstansnak kell ma-
radnia a mozgas soran, ezt muszaj jelezniink, mivel a késGbbiekben egy ilyen mennyiséget
méar nem tekinthetiink valtozonak. d; a konstans konkrét értékét jeloli, ilyen messze van
az 1-es test tomegkozéppontja az origotol fiiggsleges iranyban. d; pontos értéke attol fiigg,
hogyan vélasztjuk meg a koordinata-rendszeriinket, igy d; nem egy megadott paramétere
a feladatnak, hanem egy altalunk tetszéleges modon felvett érték.

A 2-es test kapcsan visszagondolhatunk a jelen feladat geometriai elrendezését targyalo
hézi feladatra, ahol a lényegi lépéseket mar elvégeztiik. £-t megfeleltethetjiik s-nek, ha &
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pozitiv. Uténa lehet gondolni, hogy a hazi feladatban felirt dsszefiiggések az s — £ csere
utéan akkor is igazak maradnak, ha & negativ. Igy tehéat:

T9=x1+c+Ecosa,
Yo =1y +d—Esina=d; +d— Esina.

Megallapithatjuk tehat, hogy az 1.) lépésben Gsszegyjtott koordinatakat ki lehet fejezni
az altalunk valasztott altalanos koordinatak segitségével.

Ha ez sikeriil, és az altalanos koordinatak szama megfelel a varakozasunknak, akkor az
azt jelenti, hogy helyesen vilasztottunk altalanos koordinatakat.

Ha idaig eljutottunk, még az 1.) 1épésben Gsszegytjtott koordindtdk idgderivéltjait kell
felirnunk x,, &, 27 és £ fliggvényében. Ezt egyszertien az imént levezetett Osszefiiggések
id6 szerinti derivalaséval tehetjiik meg, ilyenkor mindent derivalunk id6 szerint, amit csak
lehet:

jz‘lza‘r’llv
91:()7
Ty =21 +Ecosa,

Yo = —fsinoz.

Ezzel a 4.) 1épés végére értiink, az itt levezetett Osszefiiggések felhasznalasaval mar felir-
hato a kinetikus és a potencidlis energia mint az altalanos koordinataknak és ezek idéde-
rivaltjainak a fiiggvénye, igy fel tudjuk irni a Lagrange-fiiggvényt.

A Lagrange-fiiggvény felirasa

A rendszer teljes kinetikus energidja a rendszerben jelenlévd testek vagy témegpontok
kinetikus energidinak az dsszege. Valamely test vagy tomegpont kinetikus energiaja m/2-
szOr a test sebességnégyzete.

A konkrét feladatban két testiink van, igy a kinetikus energia definicié szerint a kdvetkezd
lesz:

1 1
T = §m1v% + §m2v§
1 1
= §m1 (Uﬁl + U§1) + §m2 (v§2 + Uf/z)
1 1
= g (#1 +47) + 5ma (i +45)

Eddig a definici6. Szamunkra ez az alak nem megfelels, ugyanis itt nem csak a 3.) 1épésben
valasztott altalanos koordinatak vagy ezek idéderivaltjai jelennek meg. Ehhez be kell
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helyettesiteniink a 4.) lépésben kapott Osszefiiggéseket:

1 1 . .
T = gm (47 +0) + 3™m2 ((33'1 + Ecosa)? + (—Esin a)2>
1 1 . . .
= §mljc% + 3™M2 <m% + 21 cos a 4 €% cos? o + €2 sin? a)

1 ) 1 ) .
= §(m1 + mg)a7 4 madi € cos a + 5 <§2 cos® o + &% sin? a)

1.
= §(m1 + mg)d? 4 my cos ad & + §m2§2 )

Ez a kifejezés méar valoban nem tartalmaz nem kivant valtozot, ebben a konkrét példaban
kizarolag az altalanos sebességkomponensek jelennek meg.

A rendszer teljes potencialis energidja szintén a jelenlévé mechanikai objektumok potenci-
alis energiainak az osszege. Az Elméleti mechanika gyakorlaton leggyakrabban gravitacios
potencial és rugok fordulnak elé a tekintett feldatokban.

Jelen feladatban potencialis energia kizardlag a gravitaciés mez6tdl szarmazik:

Vo =maigys + magys
migdy + meg (di + d — Esin )
—magsin a& + mygdy + mag (dy + d) = —mag sin o€ + konstans.

Az elsé sor jelenti a potenciélis energia definicivjat. A mésodik sorban behelyettesitettiik
a 4.) lépés osszefiiggéseit (ezt ugye muszaj megtenniink, ill. éppen ezért csinaltuk a 4.) 1é-
pést), az utolso sorban pedig kiilon gytijtottiik a konstans tagokat. Ha visszagondolunk az
Euler-Lagrange egyenletek (3) alakjara, felttinhet, hogy benniik csak a Lagrange-fiiggvény
valamilyen derivaltjai szerepelnek, igy a Lagrange-fiiggvényben megjelen§ konstans ta-
gok mar nem jelennek meg a rendszer mozgéasegyenleteiben, ezek valojaban nem kapnak
semmilyen fizikai szerepet. Igy a potencidlban megjelend konstans tagokat is joggal ,fe-
lejthetjik el” a késébbi szamitasaink soran, ez Osszhangban van a fizikai vilagképilink
potencialokra vonatkozo részével is (ti. hogy a potencidlok egy additiv konstans erejéig
hatarozatlanok).

A Lagrange-fiiggvény a kinetikus és a potencialis energia kiilonbségeként adodik:

1 . T S .
L= 5(7711 + my)33 4 my cos ad & + §m2£2 + mogsin aé — mygd; — meg (di + d) .
Ne feledkezziink meg arrol, hogy a potencialt kivonjuk a kinetikus energiabol. Tovabba
allapitsuk meg egyszer utoljara, hogy a felirt Lagrange-fliggvényiink valoban csak a meg-
felels valtozoktol fligg.

Az Euler—Lagrange-egyenletek szarmaztatasa

Most mar semmilyen méas dolgunk nincs, mint alkalmazni a (3) képletet a 3.) pontben
eléfordulé Gsszes altalanos koordinatara.
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A feladatban két altaldnos koordinatank van, igy két Euler—Lagrange-egyenletet kell fol-
irnunk. Egyrészt:

oL
— =0,
(91:1
OL — (mn + ma)in + 3
— = (my + my)T; + me cosa
9i, 1 2)T1 2 )
d /0L (1 + ma)i + 5
— | =— | = (my +my)E; + macosa
a \ o5, 1 2)T1 2 )
vagyis )
0 = (mq + meg)E, + mycosal .
MAésrészt:
oL )
— = Mmygsin«
85 29 )
oL ) .
8_5 = Mgy COS a1 + Mok,
d /0oL i 5
— | — | =macosai; +m
dt ag 2 1 2S5
azaz

Mg Sin @ = My COS Aty + Mok .

Lathatoan tényleg két masodrendd differencidlegyenlet rendszerét kaptuk, ami a keresett
x1(t) és £(t) fliggvényekre vonatkozik. A differencidlegyenletek azt mutatjak, hogy a gyor-
sulasok konstansok, igy a megoldés egyenletesen gyorsulé mozgasokra vezet.

A végére értiink tehat a feladatnak. Ha alaposabban megnézziink, gondolkozni, 6tletelni lénye-
gében csak az 1.), a 3.) és a 4.) lépésben kell. A 2.) lépés elhagyhato, ill. a 4.) lépés kivaltja.
(,Forditva” is lehet haladni, azaz a 2.) 1épést ténylegesen végiggondolni, és ezzel megkonnyiteni
a 4.) lépést.) Az 5.) és a 6.) lépés méar csak egy algoritmus egyértelmii alkalmazasarol szol.
A konkrét példat még meg tudtuk volna oldani Newton-képben is, de a Lagrange-formalizmus
hasznalata konnyebben vezetett eredményre (azaz mozgasegyenletekre). Szamos olyan feladat
létezik, ami Newton-képben praktikusan végiggondolhatatlan lenne.
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Filiggelék

Az altalanos koordinatak egy-egy szabadsagi fokhoz, vagyis kiillonbo6z6 valtozdval jellemezhetd
és egymastol fiiggetleniil megvaldsulni képes mozgéshoz rendelheték. Ha van két véltozonk,
amelyek jeloltjeink arra, hogy altalanos koordinatak legyenek, a kovetkezd modon bizonyosod-
hatunk meg a két valtozo fliggetlenségérsl: Rogzitsiik le az egyik valtozot valamilyen éllando
értékre, azaz allitsuk meg a rendszer minden olyan mozgésat, ami az adott valtozé megvalto-
zasaval jarna. Vizsgaljuk meg, hogy ebben az allapotban tudjuk-e tigy mozgatni a rendszert
(természetesen figyelembe véve a rendszer geometriai kotottségeit), hogy a méasik valtozo értéke
ekozben valtozzon. Ha igen, akkor a valtozok fiiggetlenek, és hasznalhatjuk Gket két altalanos
koordinatanak. Ha nem, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a két valtozo kozott van valami-
lyen geometriai Osszefiiggés, még akkor is, ha ezt kordbban nem sikeriilt felirnunk vagy szdmba
venniink.

http://theorphys.elte.hu/~drotos/



