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1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Tomegpont mozgasegyenlete

Legyen A egy pontsokasag és tételezziik fel, hogy létezik egy n-dimenzios V,,
vektortér ugy, hogg/ minden V (M, N) € A x A rendezett pontparnak megfelel-

tethetiink egy M N € V,, vektort a kovetkezs feltételekkel.

1. MN =—-NM

2. VP € A esetén MN = MP + PN

3. YO € A esetén, Vv € V,, vektorhoz 3IM € A gy, hogy O—]\>4 =V

A felsorolt tulajdonsagokkal bir6 A pontsokasagot n-dimenziés affin tér-
nek hivjuk és A,-nel jeloljiik. Ha a megfeleltetett vektortér E,, euklideszi tér, a
megfelel affin teret R, euklideszi ponttérnek nevezziik. Az R,, euklideszi pont-
térben értelmezhetjiik két, M és N pont tavolsagat gy mint a két ponthoz

o —
rendelt F,, térbeli M N vektor |M N ‘ norméjat, amit az E, valodi euklideszi

TR
térben definialt skalarszorzattal adunk meg: ‘M N ‘ =VMN-MN

A klasszikus, nemrelativisztikus mechanika tanitasa szerint az események
egy egydimenzios R; és egy haromdimenzios R3 euklideszi ponttér R = Ry X R3
direkt szorzatterében (vilag) irhatok le. Egy O € R; (kezdd) id6pont és az
R, térhez rendelt E; vektortér e; baziselemének, valamint egy O3 € R3 pont
(origo), és az Ry térhez rendelt E5 vektortér egy {e;}, (i = 1,2, 3) bazisrendsze-
rének rogzitésével egy tin. vonatkoztatési rendszert vezetiink be. A vonatkoz-
tatasi rendszer bevezetése minden P € R ponthoz (vildgpont, esemény) négy
szamot: ¢,z 2% 2 (egy id6 és harom térkoordinatat) rendel.




Azt mondjuk, hogy két olyan esemény, amelynek ¢ koordinitaja megegye-
zik egyideji. Beszélhetiink két egyideji esemény (vilagpont) egyméstol mért
tavolsagarol, amit a megfelel§ R3 térbeli pontok tavolsagaként értelmeziink.

Alapfogalomnak tekintjiik a tomegpont vagy méas néven anyagi pont fogal-
mat, ami a fizikai testek mozgasarol szerzett tapasztalatok koziil kett6t jelenit
meg: a tomegpontnak helye és tomege van. Az els6 tulajdonsig szerint minden
tomegponthoz hozzarendelhets egy P (t) : Ry — R, (t € (—o0, +00)) folytonos
leképezés, azaz létezik a P (t) gorbe (vilagvonal) az R térben.

A mésodik tulajdonsag szerint a tomegponthoz egyértelmtien hozzarendel-
hetiink egy m (> 0) valos szamot (témeg), amelynek értéke a mas tomegpon-
tokkal, fizikai objektumokkal torténd kolecsonhatasokban nyilvanul meg.

A P (t) gorbe rogzitett vonatkoztatéasi rendszerben egyben kijelol egy r (),
r € B3, (r = z'e; + x%ey + 23e3) fiiggvényt az 3 térben is. Az r vektort szokas
a tomegpont helyvektordnak nevezni, ami nyilvanvaléan fiigg a vonatkoztatasi
rendszertsl. Az r (t) fliggvény ugyanakkor kijelol egy P (t) gorbét az Rj térben
is, amit a tomegpont palyajanak neveziink. A Pj (t) pont ¢ szerinti derivaltjat
az r (t) vektor v (t) € Ej t szerinti derivaltjaként definialjuk, ha létezik. Ezt a
tomegpont sebességvektoranak nevezziik. Jel6lésben:

v(t):%:i*(t).

A v sebességvektor derivaltja az a gyorsulasvektor:
at)y=v(t)=1t(t).

Bevezetjiik a tomegpont impulzusdnak vagy méasnéven mozgasmennyiségének
a vektoréat:
p =mv.

Newton elsé torvénye azt a tapasztalatot rogziti, hogy mindig lehet talalni
olyan vonatkoztatasi rendszert, amelyben a mas objektumokkal kélesonhatés-
ban nem &ll6 tomegpontok p impulzusa alland6. Mivel a kdlcsonhatasban nem
allo tomegpontok m tomege allando, ez azt jelenti, hogy a sebességvektorok
értéke alland6. Az ilyen vonatkoztatasi rendszert Galilei-féle vagy masnéven
inerciarendszernek nevezziik.

Ha v = vy allando, akkor az r helyvektor a t idének lineéris fiiggvénye kell
legyen:

r(t) = vot + 1.

A szokasos megfogalmazas szerint, inerciarendszerben a magara hagyott to-
megpontok egyenes vonald, egyenletes mozgast végeznek, gyorsulasvektoruk
nullvektor.



Ha egy tomegpont kolesonhatésba 1ép mas tomegpontokkal (fizikai objek-
tumokkal), azt mondjuk, hogy ersk hatnak ra, aminek kovetkeztében az a
gyorsulésvektor nem tiinik el. Az erék a tapasztalatok szerint, szintén Ej tér-
beli vektorok, és ha pl. egy tomegpontra egyidében tobb eré hat, azok hatéasa
a tomegpont mozgasara olyan, mint a vektori 0sszegiikb6l képzett eré hatéasa.

Newton masodik térvénye szerint inerciarendszerben a tomegpontra haté
er6k F eredd vektorara fennall az altalaban Newton-egyenletnek, vagy mozgés-
egyenletnek nevezett Osszefliggés:

d
F=p, azazea(mv).
Ha a tomegpont m tomege alland6, amit a nemrelativisztikus mechanikdban
feltételeziink, akkor
F = mvVv = ma. (1.1)

A tapasztalatok szerint a tomegpontra hato F er6 csak a helytdl, sebesség-
t6l és az id6tol fiiges, kisérleti iton meghatarozando fiiggvény: F = F(r, v, 1),
aminek kovetkeztében az (1.1) mozgésegyenlet kozonséges, méasodrendi diffe-
rencidlegyenlet (-rendszer).

A differencidlegyenletek elmélete szerint az ilyen egyenletek éltaldanos meg-
oldasa mindig tartalmaz két szabadon valaszthato konstans vektort, amelyek
az 1o kezdeti hely- és a v kezdeti sebességvektorral hozhatok osszefiiggésbe.

Elemi példa a homogén (pl. gravitacios) erétér esete, ahol F = mg kons-
tans. A mozgésegyenlet megoldasa:

1
r(t) = §gt2 + Vot + ro,

ahol vq és ry a kezdeti (t = 0 id6pontbeli) sebesség- és helyvektorok.

Masik fontos példa az tn. centralszimmetrikus erétér esete, amelyben az
F erdfiiggvény F = F (r) T alaki, azaz az eré tdmadasvonala atmegy az Os
origdn, és nagysaga csak az origotol meért r = |r| tavolsagtol fiigg. A megoldas,
az F (r) fiiggvény tobb speciélis alakjanal, ebben az esetben is elgallithato. A
részletesebb szamitésokra a bolygomozgas targyaldsanél tériink vissza.

1.2. Mozgas egy dimenziéban

Ha a tomegpont mozgasa egy egyenes mentén torténik, elegendé az R3 tér
helyett egy, a mozgés egyenesére illesztett egydimenzios Ry teret hasznalnunk,
és a mozgast egy R = R; x R; alaka ponttérben lefrnunk. A témegpont



helyét a t id6pontban az x (t) koordinata segitségével adjuk meg. Az (1.1)
mozgasegyenlet ebben az esetben:

mi (t) = F (z,2,1), (1.2)

aminek a megoldésa altaldban nem adhat6 meg zart alakban. Vannak azonban
olyan specialis esetek, amelyekben az egyenlet kvadraturaval megoldhato.
1. Az egydimenzidés mozgas fontos esete, amikor az erdfiiggvény csak az
idstdl figg:
mi (t) = F (t).

Ekkor az (1.2) mozgasegyenlet kétszeri integralassal oldhato meg:

/ dt + o,

/ / ") dt'dt" + v (t — to) + xo.
m

Megjegyzendd, hogy az inhomogén differencialegyenletek Green-fiiggvényérdsl
tanultak szerint ezt az eredményt egy integralassal is elGallithatjuk:

/ t—t dt—FUo(t—to)—Fxo
m

Egyszeri példa a fiigg6leges hajitas esete, amikor F' = mg és igy

1
z(t) = 59t —t0)% +vo (t — to) + 0.
2. Ha az erdfliggvény csak a v (t) = @ (t) sebességtdl figg, azaz F = F (v),
akkor az (1.2) mozgésegyenlet a v (t) sebességre nézve elsérendii szeparabilis
differencidlegyenletté valik:

A megoldés a szokésos modon torténhet, azaz atrendezve

mu

v

és integralva ty-t6l t-ig kapjuk, hogy

dt’
t— to m



ahol vy jeldli a sebesség értékét tp-ban. Ebbdl

bt /” dv’
= 0 m
v F (V)

ami integralas utan a sebesség id§ szerinti v (¢) fliggvényének inverz fliggvényét
eredményezi. Az x hely a v (1) sebességfiiggvény tovabbi integralasaval all els,
ahol z( jeloli a hely értékét tp-ban:

t
z(t) = xo +/ v (t)dt'.

to
Példaként vizsgéaljuk meg a p stirtiségi viszkozus kozegben sajat G stlya
hatasa alatt es6 kis méretd gomb mozgasat. A Stokes-féle hidrodinamikai el-
lenallastorvény szerint az r sugart gombre hato strlodasi eré aranyos a gémb
kozeghez viszonyitott sebességével: Fg = —kv, ahol k = 67nr és n a kozeg bel-
s6 sturlodasi egylitthatoja. Ha G'-vel az allando G = myg sulyerd és Fy = ar? =
hidrosztatikai felhajtoers G' = G — Fy kiilonbségét jeloljiik, akkor az F eredo

erd:

F(v) =G — kv.
A megoldas a fenti recept szerint:
O
- G’ — kv’

Végezziik el az integralast
fg G' — kv
f— — —In -
"k \G — k)
és fejezziik ki a sebességet

v(t)=%+<vo—%)e><p (%(to—t))

amit az id§ szerint integralhatunk. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a
to = 0 id6pontban a kezd&sebesség vy = 0, ekkor

Id6 szerint integralva ty = 0-tol t-ig

(t)— +gt+G/_m —Et _G/_m
T ) i 12 exp -



ahol xy a kezdeti helykoordinéta.

3. Az egydimenzios mozgas talan legfontosabb specialis esete, amikor az
er6figgvény csak az x helykoordinatatol fiigg, tehat F' = F'(x). Ekkor az (1.2)
mozgasegyenlet:

mi (t) = F (x).

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat z-tal, és vegyiik észre, hogy a bal
oldalon teljes derivalt &ll:

% (%mx’z) — iF (z). (1.3)

Allitsuk el6 az erdfiiggvény primitiv fiiggvényét, ami a fizikailag eléfordulo
esetek modelljeinél mindig létezik. A fizikdban hasznalatos konvenci6 szerint
ennek ellentettjét jeloljiik U-val:

Ui - - | "Fy)dy. (1.4)

Ez egyben azt is jelenti, hogy az eréfiiggvény elGallithato az U fiiggvénybdl:

_dU (z)

F(z) = T

Az U (x) primitiv fiiggvény csak egy additiv konstans erejéig van meghatarozva,
ami lényegében tetszGlegesen valaszthatd, mivel a derivalas soran az eréfiigg-
vénybdl kiesik. Ertékét altalaban a szamitasok egyszertsitését célzo modon
szokas rogziteni.

Az (1.3) egyenlet jobb oldalan &ll6 #F () tag egyenls —<U-val, és igy a
két derivaltat egy oldalra rendezve és kozos derivalas ala hozva kapjuk, hogy:

d (1
%(émx +U(x)>—0.

A zardjelben allo kifejezés ezek szerint egy id6t6l nem fiiggs E konstanssal
egyenld:

%mdﬁQ +U(z)=F. (1.5)

Az els6 tag neve kinetikus (mozgasi) energia, a méasodik tagot pedig potencialis
(helyzeti) energianak hivjuk. Az (1.5) egyenlet azt fejezi ki, hogy a kinetikus és
potencidlis energia Gsszege, amit a tomegpont teljes E energidjanak neveziink,
a mozgas soran allando, tn. megmarad6 mennyiség.



Az (1.5) egyenlet ugyanakkor a helykoordinatéra nézve egy elsérendii, sze-
parabilis differencidlegyenlet, ami megfelel§ atrendezés utan latszik jol:

i= /2 U@,
JEE-Uv@)

Integralva a két oldalt £y-tol t-ig

/ adt T
VEE-U @)

Elvégezve a helyettesitéses integralast, a megoldast implicit alakban kapjuk,
ahol xg a tomegpont helye a ty id6pontban:

=1t df .
o +/IO Vi (E=U(9)

Példaként oldjuk meg a D direkcids ereji rugora erdsitett m tomegi to-
megpont mozgasegyenletét:

azaz

(1.6)

ma = —Dx.
A potenciélis energia:
1
2

/ DEdE = —Dx —Da"%.

« .0,

lasszuk x' = 0-nak, amlvel a potencialis energia értékét © = 0-nél valasztjuk

nullanak: 1
Ulzx) = §Dx2.

A megoldés (1.6) szerint:

x d¢
t:t0+/x0 \/%(E_%DSZ)

Az integral a ( = %f helyettesitéssel az alabbi alakra hozhato

t—to—l—\/7 / \/1_7@



Az integralés elvégezhetd

t=ty+ m i \/D 1 \/D
=T D arcsin 2EZL‘ arcsin QEZ‘O

és ebbdl x kifejezhets:

x = Asin (wt 4 §),

ahol az amplitidéo A = 4/ %, a korfrekvencia w = \/% és a kezd§ fazisszog

0 = —wty + arcsin ( %(EO).

1.3. Rezgések egy dimenziéban

Az el6z6 fejezetben lattuk az idealis rugora erdsitett tomegpont mozgasegyen-
letének megoldasat, amikor semmi mas hatas nem zavarta meg a mozgast.
A redlis helyzetekben azonban, a rugo6 erején kiviil méas, altalaban a mozgast
akadalyozo, csillapito erdk is fellépnek, amit a legegyszertibben tigy modellez-
hetiink, hogy a mozgasegyenletben egy, a sebességgel aranyos nagysagu, az-
zal ellentétes iranyt —kaz erdfiiggvényt alkalmazunk. Szintén fontos lehetség,
hogy egy kiils6, id6fliggs F (t) erd is hathat a tomegpontra, amely folyamatos
"gerjesztést" jelent a mozgas szamara. Ennek a két tovabbi erének a figyelem-
bevételéhez a mozgéasegyenletet az alabbi médon kell kiegésziteni:

mi = —Dx —ki+ F(t).

Az egyenlet megoldasanak elsd 1épéseként, az egyenletet a differencidlegyen-
letek elméletében szokéasos alakra hozzuk:

i+ 200 +wir = f (1), (1.7)
ahol a kovetkezs jeldléseket vezettitk be: 20 = £ w2 = L (1) = %

Az (1.7) egyenlet kozonséges, masodrendd, linearis, inhomogén differencial-
egyenlet, aminek altalanos megoldasat a homogén egyenlet altalanos megol-
désanak és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak 6sszegeként
kapjuk meg.

Keressiik meg el6szor a homogén egyenlet altalanos megoldasat:

i+ 200 + wir = 0. (1.8)

A matematikai analizis tanitdsa szerint az ilyen tipusii egyenlet megoldasait
exponencialis fliggvények formajaban kell keresni: © = Aexp (At), ahol A és A
két konstans. Behelyettesitve a probafiiggvényt azt kapjuk, hogy

M Aexp (M) + 2adAexp (M) +w?Aexp (M) = 0.
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Kiemelve a kozos tényezdket a
(A + 20X + wj) Aexp (M) =0

alakra jutunk. Az exponenciélis fiiggvény nem tiinik el, ezért a szorzat akkor
lehet csak nulla, ha az els6 tényezd nulla, vagyis:

A 4 20\ + wi = 0. (1.9)

Az (1.9) feltétel a X ismeretlen paraméter szaméara egy méasodfoku egyenletet
jelent, aminek a megoldasai:

_ / 2
Ao =—at/a?—w.

Az (1.8) egyenletnek tehét altalaban két fliggetlen, partikularis megoldasa
van, amik az egyenlet in. alaprendszerét képezik:

x1 (t) = exp (Mt), x2(t) = exp (Aat).

Az alaprendszer fiiggvényeinek linearis kombinacioja adja (1.8) altalanos meg-
oldéasat:
x (t) = Ayexp (A\it) + Ay exp (Aot) (1.10)

ahol A; és A, allandok.
Az 2 (0) = xy, ©(0) = vy kezdeti feltételekhez torténd illesztés feltétele
példaul, a kovetkez6 egyenletrendszer kielégitését teszi sziikségessé:

Ay + Ay = 2o,
A1 + Asdg = vy,

aminek megoldasa:

Vg — A2

A =220

1 )\1—)\2’
UO—/\ll’O

Ay = ———.
S W

Az (1.8) differencidlegyenletnek a fenti kezdeti feltételekhez illesztett partiku-
laris megoldésa igy:

Vg — A2

t) =
z (1) NN

Vg — A1

t
exp (Mt) + N

exp (Aof) . (1.11)
A csillapodast jellemz6 o értéke soha nem lehet negativ, igy \; » els tagjanak
értéke soha sem pozitiv. A diszkriminans elGjele attol fligg, hogy az « és a

rug6t jellemzd, szintén pozitiv wy értéke hogyan viszonylik egyméshoz.

11



1. Ha a csillapitas kicsi, azaz a < wy, az (1.9) egyenlet megoldasai komplex

szamok lesznek:
)\172 =—ax iw,
ahol bevezettik az w = y/w? — a2 jelolést. Mivel \; és Ay egymés komplex
konjugéltjai, az (1.11) fiiggvényben megjelend két tag is egyméas komplex kon-
jugaltja, amivel
Vo — A2
AL — Ao

Bevezetve a 2% = Aexp (i0) jelolést, ahol A és 0 valos, azt kapjuk, hogy:

x(t) =2Re exp (At)] .

z(t) = Re[Aexp (—at +iwt + )] = Aexp (—at) cos (wt + ).

A kapott mozgas harmonikus rezgés, aminek az amplitidoja exponenciali-
san csokken. A T rezgésidét ugy allapithatjuk meg, hogy megnézziik, mennyi
id6 alatt valtozik a fazis 27 értékkel:

wt+o+2r=w(t+T)+9,

amibdl

T==
w

és a rezgés korfrekvenciaja:

— Jw? — a2
w = 5 — af.

Egy t idépontbeli és egy T rezgésidével késébbi ¢t 4+ T id6pontbeli kitérések
hanyadosa:
z (t)
————— =-exp(ad).
z(t+1T) p(aT)
Ezt az értéket csillapodési hanyadosnak nevezziik. Szokés a csillapodéasi ha-
nyados logaritmusat hasznalni a csillapodas jellemzésére:

RGN

1
na:(t+T)

aminek a neve logaritmikus dekrementum.

2. Ha a csillapitas nagy, azaz o > wp, a A\; és Ay megoldasok értéke két
kiilonb6z6, negativ valos szdm, ami azt jelenti, hogy a megoldasfiiggvény két,
idében csokkend exponencialis fiiggvény Osszege, ami nem mutat periodikus
viselkedés. A kezdd feltételekts] fliggd elsd kilendiilés utan a tomegpont az
origbhoz kozeledik.

12



Specialisan, ha z (0) = 0, a \/a? — w? = w jeldlés bevezetése utan a megol-
dés

z(t) = ;}—2) exp (—at) [exp (tw) — exp (—tw)] =
= % exp (—at) sinh (tw) .

3. A fenti két eset hataran helyezkedik el az un. kritikus csillapitas esete,
amikor o = wy. Ekkor \; és A\ értéke egyenls:

és a differencidlegyenletnek latszolag csak egy fiiggetlen megoldasa van:
21 (t) = exp (—at). (1.12)

Az (1.11) "altalanos" megoldasban a nevezékben zérus all, ami kiértékelhetet-
lenné teszi a képletet.

Tekintsiik azonban (1.11) hatarétékét midén o — wy, azaz a A} — —«
és Ay —> —a hatarmenetben.

lim xz(t)= lim {1}0_—)\2% exp (\t) + Yo — Aio exp ()\2t):| =
§1—>—0¢ AM——a | AL — A2 A2 — A
2@ Ag—r—a
W exp (Ait) —exp (Aat)]
A——a >\1 - )\2
)\2—>—Oc
— lim I’Q)\l)\g |:eXp ()\125) B exXp ()\2t):| _
M——a AL — A2 A A2
)\2—>—Ol
. dexp (At) . )\28%(”) _
S e T o

= vot exp (—at) + zg [at exp (—at) + exp (—at)] =
= [(UD + OZIEQ) t+ .170] exp (—at) .

A kapott fiiggvény valoban megoldas lesz, amirdl egyszerii behelyettesitéssel
meggyGzédhetiink. Ez a fiiggvény megfelel a differencialegyenletek elméletébsl
ismert allitasnak, ami szerint kétszeres gyok esetén az alaprendszerben az (1.12)
alakt megoldas mellett megjelenik egy

x(t) =texp (—at)
alaki megoldas is. Az altalanos megoldas:

x(t) = (A; + Agt) exp (—at),
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ami hasonléan a masodik esethez, nem mutat periodikus jelleget.

Az eredeti inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésahoz most meg
kell keresniink az inhomogén egyenletnek egy partikularis megoldasat. A dif-
ferencidlegyenletek elmélete szerint tobbféle modszerrel is talalhatunk partiku-
laris megoldast. Ezek egyike az allandok varidlasanak modszere, amely szerint
az inhomogén egyenlet megoldasat a homogén egyenlet altalanos megoldésanak
alakjaban keressiik ugy, hogy a kombinacios egyiitthatokat idsfiigg6vé tessziik:

Tp (t) = Al (t) exp (>\1t) + Ag (t) exXp ()\Qt) .

A moédszer szerint, ha a masodrendii egyenlet alaprendszerének két fiiggvénye
xq () és x5 (t), akkor az Ap (t) és As (t) egyiitthatoknak a kovetkezd lineéris
egyenletrendszert kell kielégiteniiik:

AL () () + Ay () da () = f(1).
A fenti alaprendszer esetén ez a kovetkezs egyenletrendszert eredményezi:

Ay (t) exp (Mt) + Ay (1) exp (Aot) = 0,

Ay () M exp (Mt) + Ay () Ay exp (Mot) = f (1),

aminek megoldasa:

[ (t) exp (—Ait) Ay = f(t)exp (_)\Qt).

A = _
! A — A\ Ao — A

A keresett partikularis megoldas tehéat:

— Mt t' Aot
zp (1) = exp (A1) / It exp ! )dt'—l—exp Aot) / il eXp ()\ 2 )dt'.
to to 1

A kapott megoldas az x (ty) = 0 és @ (ty) = 0 kezdeti feltételekhez illeszke-
dik, igy az = (tg) = o és & (tg) = vy altalanos kezdeti feltételeknek megfelels
megoldést gy kapjuk meg, hogy a homogén egyenletnek megkeressiik az ezek-
hez a kezdeti feltételekhez illeszked6 megoldasat, és hozzaadjuk a fent kapott
partikularis megoldast.

Erdemes kiilon megvizsgalni az o < wy esetét, amikor Ay = Ay 65 A\p — Ay =
2iw. Mivel az f (t) fiiggvény valos, a megoldasfiiggvény két tagja egymasnak
komplex konjugaltja és igy a fiiggvény értéke egyenls az egyik tag redlis részé-
nek kétszeresével:

. () = Ro {exp Ouf] /ttf(t’) exp(-Mt) ]

w
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A konkrét alak kiszamitasahoz f (t) ismerete sziikséges.
Fizikailag fontos eset, amikor a kiils6 eré periodikus,

F (t) = Fycos (Qt)
alaki. Bevezetve az fy = Fy/m jelolést, f(t) = focos(Q2t) lesz. A megoldas-
fiiggvény:
exp (iwt

t
)/ exp (at’ —iwt’) cos (Qt') dt'| .

16 = foesp (—at) e |

Ha nem ragaszkodunk a fenti kezdéfeltételt kielégitd partikularis megol-
déashoz, az integral kiszamitasa helyett gyorsabban ériink célba, ha a megoldas
alakjéra fizikai alapon tesziink feltevést. Tételezziik fel ugyanis, hogy van olyan
megoldasa az egyenletnek, ami a kiils6 er6t kovets, periodikus mozgasnak felel
meg:

x, (t) = Re [Aexp (iQ2t)].
Az f er6t szintén irjuk fel komplex alakban:
f(t) = Re[foexp (iQ2t)] .

Mivel az (1.7) mozgasegyenlet valos egyiitthatokat tartalmaz, érdemes mindjart
a komplex megoldast keresni, hiszen annak valés része kiilon is megoldas lesz.
Behelyettesitve a komplex alakot:

A (iQ)? exp (i) + 200 AiQ exp (i) + w A exp (iQt) = foexp (iQt) .
Az egyenletet egy oldalra rendezve és kiemelve az exp (iQ2t) kozos tényezot:
[A ((29)2 + 20 + wg ) — fo] exp (i) = 0.

Az egyenlGség fennallasanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az elsd té-
nyez6 nulla legyen:

A((i9)* + 2002 + wd) — fo =0,

amibdl

ue b
wg — 02 4 2042
Kiilonvalasztva ennek az |A| = fo abszolut értékét és bevezetve
V(©3-92)"+(200)°
a 0 = — arctan 33“%2 komplex fazisat, az eredmény:

Wo

Jo
V(62— 02) + (209)°

z, (t) = Re[|A|exp (i (U +0))] = cos (Qt +6) .
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Az altaldnos megoldas a kapott partikularis megoldas és a homogén egyen-
let fent leirt altalanos megoldésanak osszege. Lattuk, hogy a homogén egyenlet
altalanos megoldasa id6ben exponencialisan nulldhoz tart, ez egy tn. tranzi-
ens megoldas. A rendszer egy id6 mulva mintegy "megfeledkezik” a kezdeti
feltételekrdl, és a mozgas az utobbi partikularis megoldashoz, un. attraktorhoz
kozelit.

Erdemes megvizsgalni a rezgés

Jo
\/(wg —02)” + (2a0)?

amplitidojanak Q-fiiggését. A nevezd a gyok alatt az Q2 "razo" frekvencia
négyzetének masodfoku fliggvényét tartalmazza, aminek minimuma van az
Q' = Jwi —2a? értéknél. Azt mondjuk, hogy az Q' frekvencianél, ahol a

rezgés amlitudoja az
Jo

)
20/wi — o2

maximum értéket veszi fel, a rendszer rezonanciaba kertilt. Ha a csillapodast
meghatarozé o értéke nullahoz tart, az amplitido divergél, és bekovetkezik a
un. "rezonanciakatasztrofa'.

1.4. Anharmonikus rezgések

Valodi rendszerek esetén, kiilonosen nagyobb kitéréseknél a visszatérits erd
mar nem lesz aranyos a kitéréssel, és a megoldandé mozgasegyenlet elveszti
lineéris jellegét:

mi = R (z) — ki+ F(t),

ahol —Dx helyébe az altalanosabb R () alak kertilt. Az egyenlet megoldasanak
egyik lehetséges modszere szerint az R () fiiggvényt Taylor-sorba fejtjiik:

R(z) = Ry + Riz + Ryz® + - - - .

Osszehasonlitva a linearis esetre kapott egyenlettel latjuk, hogy R, elhagyhato,
ha az origdt olyan helyen valasztjuk, ahol az erd elttinik. Az R; egyiitthato
felel meg a linearis erejid rugod jelenlétének, Ry = —D. Az els6 olyan tag,
amely a nemlinearitassal fiigg Ossze az Ryx? tag. Az egyszertiség kedvéért a
megoldéasi modszer bemutatasénal a tovabbi tagokat nem vessziik figyelembe.
Természetesen ha Ry = 0, Gijabb el nem tiiné tagig kell elmenni a sorfejtésben.
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Az egyszertiség kedvéért a surlodas és kiils6 kényszer nélkiili rendszer moz-
gasegyenletének a megoldasat keressiik, ahol alkalmazzuk az wi = —R;/m és
az € = Ry/m jelolést:

i+ wiz —ex? = 0.
A kapott egyenlet masodrendd, nemlineéris differencidlegyenlet, aminek meg-
oldasa analitikus modszerrel nem lehetséges, ezért egy olyan kozelit eljarast
alkalmazunk, aminek alapgondolata sok fizikai probléma megoldasdnal hasz-
nalhaté modszert eredményez.

Vezessiink be egy hatarozatlan értékid, a [0, 1] intervallumban folytonosan
valtoztathato A paramétert és tekintsiik az

i+ wir — ez’ =0

egyenletet, ami A = 1 esetén atmegy a megoldandd egyenletbe. Keressiik a
megoldéast A\ szerinti hatvanysor alakjaban:

v (t) =m0+ vy + Vg + -

Behelyettesitve az egyenletbe,

(x0+)\x1+)\2x2+)+w(2) (I’o—i‘)\xl+)\2$2+"')—)\8($0+>\$1+)\2l’2+"'

Elvégezve a négyzetre emelést, és A hatvanyai szerint rendezve,
T +w(2)a:0+)\ (511"1 +w8x1 — 59:(2)) +\? (;ig +w8x2 — 25$0x1) + A3 («+-)+---=0.

Az egyenlet minden A\ értékre akkor oldédik meg, ha a A hatvanyai szerinti
egylitthatok elttinnek:

o + wirg = 0,
i+ wiry —exf =0, (1.13)

Ty + ngg — 2exgr; = 0,

A végtelen sok egyenletbdl allo rendszer szerkezetén latszik, hogy a megoldas-
fliggvény tagjai egyenként 1épnek be az tjabb egyenletekbe és igy a rendszer
lépésenként megoldhato. Az elsG egyenlet a harmonikus rezgémozgas egyenlete,
aminek a megoldasa

xg = Acos (wot + 0) .

Ha kezdeti feltételként az xo(0) = a és &y (0) = 0 értékeket valasztjuk, a
megoldas
xo = acos (wot) .
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Az (1.13) rendszer méasodik egyenletébe helyettesitve
¥ + wizy — ea® cos® (wot) = 0.

Hasznaljuk fel a
1 + cos (2wot)

cos? (wot) =
2
. 4 . 2 . , . . L.
azonossagot és vezessiik be a & = x1 — 5% 1] valtozot, amivel az egyenlet 4j
0

alakja
2

€+ wit — 6% cos (2wpt) = 0.

A nyert egyenlet a kényszerrezgés egyenlete, aminek partikularis megoldasat
korabban lattuk:
& = Bcos (2wot +0) .

Vegyiik észre, hogy a kapott megoldéasfiiggvény szintén harmonikus rezgémoz-
gasnak felel meg, aminek a korfrekvenciaja 2wy. Az erdfiggvényben fellépd
négyzetes tag ezek szerint az wqy alapfrekvencia kétszeresének a megjelenésé-
hez vezet. Hasonl6 modon tovabb lépve, az (1.13) egyenletrendszer harmadik
egyenletének megoldasaval megjelenik wy haromszorosa is. A tovabbi egyenle-
tek megoldésa magasabb felharmonikusok megjelenéséhez vezet.
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2. fejezet

Mozgas harom dimenzidéban

2.1. Tomegpont energiaja
Ha a tomegpont mozgasa nem egy egyenes mentén zajlik, az altalanos, harom-
dimenzios térben felirt (1.1) mozgéasegyenletet kell hasznalnunk:

d
_E(

Szorozzuk meg az egyenletet skaldrisan r-tal:

F

mv) = mf.

Fi = mir

és vegylik észre, hogy a jobb oldalon teljes idéderivalt all:

d [ mi?
Fr=—{|—].
g dt( 2)

Integraljuk az egyenlet két oldalat t1-t61 to-ig:

t2 2
/ Fidt = *&
t1 2
mi-2

A jobb oldalon a kezdeti és végsé id6pontban mért K = "5~ mennyiség kii-
lonbsége all. K-t, aminek értéke a tomegpont pillanatnyi mozgésallapotatol
fiigg, kinetikus, vagy mozgési energianak nevezziik.

A bal oldalon all6 integral értékét az F erd altal az r(t) palyan mozgo
tomegponton végzett W munkajanak, az Fr szorzatot az er6 (pillanatnyi) tel-
jesitményének hivjuk. Az egyenlet alapjan kimondhatjuk az in. munkatételt.
A tomegpont mozgasi energiajanak megvéltozasa egyenls a ra hato ersk ere-
dgjének munkéjaval:

B mit () mi? (h) @.1)
" 2 2 '

W =K, — K,
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ahol K; = ™20 ¢ f, — mE(t2),

Ha az F er¢ csak az r helytdl fiigg, és nem fiigg a ¢ id6t6l valamint az 1 (t)
sebességtdl, sztatikus erétérrsl beszéliink. Ebben az esetben a bal oldalon allo
integral a mozgas palyajara vett vonalmenti integréllal is kifejezhets:

/t2 F(r(t)) rdt = /r2 F (r)dr.

t1 ry

Az integralasi hatarokra az r1 = r (t1) és ro = r (t2) jelolést vezettiik be.
Ha a statikus erétér olyan, hogy F minden zart gorbére vett integralja nulla:

der: 0,

akkor azt mondjuk, hogy az ers(tér) konzervativ. Ilyen erdtér esetén a rogzitett
r; és ry pontok kozott végzett munka nem fiigg a palyatol. Irjuk fel ugyanis
két kiilonbo6z6 palyara vonatkozéan a munkat:

ro ra
Il—/ F (r') dr' és IQ—/ F (r") dr”.

r1 rp
Készitsiik el azt, a zart palyara vett integralt, amit az r; pontbél az ro pontba
az els6 gorbén, majd az ry pontbdl az r; pontba a méasodik gorbén haladva
kapunk.

I

A masodik gorbeszakaszra vett integral értéke egyenlé — Is-vel, mivel a hatéarok
forditott sorrendben vannak megadva. A tér konzervativ, ezért

Il+’«_Lﬁ ::07

AZaZ
[1216.

Ha az integral értéke nem filigg az uttol, az ro alsé hatar rogzitése utan az

I(r,rg) = /rF (r') dr’

ro
fliggvény egyértelmiien meghatéirozott fiiggvénye az r helynek. A fizikdban
ennek (—1)-szeresét hivjuk potenciélis energianak:

Ulr,ry) = — /rF (r') dr'.

ro
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A potenciélis energia fiiggvényébdl az F erd gradiensképzéssel all eld:

F(r) = —grad, U (r,r,).

Irjuk fel ugyanis a gradiens i-edik komponensét gy hogy az i-edik iranyba
mutato egységvektort jeloljiik e;-vel:

r+Azte; r i,
aU ’ (fr0+ F (I‘l) dI‘/— fI‘O F (r’) dr’) . frl“-i-A:c €; F (I‘,) dI‘/
oxrt A;irgo Az’ o Aégo Azt N
FAzi
= — lim x.ez =— lim Fe; = — lim F;=—F;(r),
Aziso At Azi—0 Azi—0

ahol F-pal jeloltiik az F er6 r és r + Ax'e; kozotti integralkozepét és F-vel
annak i-edik komponensét.

Annak eldontése, hogy egy adott F erStér konzervativ-e, a Stokes-tétel al-
kalmazasaval torténhet. Ennek alapjan egy egyszeresen Osszefliggd tartomé-
nyon egy erétér konzervativ, ha a rotacioja elttinik. A tétel szerint ui.

}{Fdr = / rot FdA,
A

ahol az A feliilet peremére hajtottuk végre a vonalmenti integralast. A feliileti
integral akkor tiinik el tetszéleges hurokra illeszkedd feliiletre, ha rot F = 0.
Tehat F akkor konzervativ, ha rot F = 0.

Irjuk fel a munkatételt konzervativ erétér esetére:

ra ro r2
KQ—Kl,:/ Fdr:/ Fdr+/ Fdr =U (ry,ry) — U (ra, 1) .

ry ry ro

Atrendezve:
K2 + U(I‘Q,I‘O) = K1 + U (I‘l,I‘O) ,

azaz szavakban, a K kinetikus és U potencialis energia I/ = K + U Osszege a
mozgas soran allando. F a teljes mechanikai energia.

A potencialis energiat definialo integral értéke fligg az ry integralasi hatar
megvalasztasatol. Ha megvaltoztatjuk ro értékét egy allando értékkel, a po-
tencialis energia értéke is megvaltozik egy additiv allandéval. Ez azonban nem
okoz probléméat, mivel a mozgast meghatarozo erd értéke ettsl nem valtozik.

Speciélis eset a homogén erétér helyzete, amikor F = éallandé vektor. Erre
példa a Fold felszinén lokalisan mért silyers:

F =G =mg,
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ahol, ha a z-tengely fiiggslegesen felfelé mutat, g = (0,0, —g). A potencialis
energia:

U(r,ro):—/ Gdr' =mg (z — 2),

ahol z és zy rendre az r és ry helyvektorok harmadik komponensét jelenti.

2.2. Tomegpont impulzusmomentuma,

Héaromdimenzios térbeli mozgas esetén definialni lehet az impulzusmomentum
(pszeudo)vektorat:
L=rxp.

Az idébeli valtozas vizsgalatdhoz készitsiik el az id6 szerinti derivaltat:

L=rxp+rxp.

Az els6 tag azonosan nulla, mivel ¥ || p. A mésodik taghban a Newton-egyenlet
szerint p = F. Ennek megfelel6en az egyenlet atirhato:

L=rxF.

A jobb oldalon szerepl§ kifejezés neve forgatonyomaték M = r x F, amivel

végiil is:
L =M.

Az eredmény alapjan kimondhatunk egy 1j megmaradasi tételt. Egy to-
megpont impulzusmomentuma allandé, ha a ré haté forgatonyomaték nulla.

A forgatonyomaték definicidja szerint lehet nulla, ha az erd nulla vagy ha az
er6 parhuzamos a helyvektorral. Ilyen, utoébbi tulajdonsaggal birnak, tobbek
kozott, a centralis erGterek.

2.3. Centralis és centralszimmetrikus erdtér

Sokszor el6fordulé specialis erétér az tn. centrélis erétér. Ilyen er6térben az
eré az ercentrumbol huzott sugar irdnyaban hat. Mivel r || F, az erétér for-
gatonyomatéka eltiinik, és igy a fenti megfontolasok alapjan L alland6 vektor.

Az L = r x p impulzusmomentum definici6jabol kovetkezik, hogy a p
impulzus- és ennek megfelelGen a v sebességvektor merdleges az L impulzus-
momentum vektorra, és igy a mozgéas L-re mer6leges sikban zajlik.

Célszert a mozgas sikjaban polarkoordinatakat alkalmazni, azaz a részecske
helyét az erScentrumtol mért r = |r| tavolsaggal és az r vektornak egy kijelolt
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féltengellyel bezart ¢ szogével (azimutszog) jellemezni. Az L vektor definici-
6jaban szereplé mennyiségeket fejezziik ki a lokalis e, és e, bazisban, ahol e,
jeloli az r irdnyaba es6 és e, a ra merdleges egységvektort:

L=r x p=mre, X (fe, + r¢e,) = mr’y (e, x e,) .

A két egységvektor egymésra merdleges, ezért az impulzusmomentum L ab-
szulut értékére azt kapjuk, hogy

L =mr?p. (2.2)

Szokés bevezetni a f teriileti sebességet, ami egyenl§ a centrumtol a ré-
szecskéhez huzott un. vezérsugar altal At id6 alatt sarolt A f nagysagu tertilet
és az eltelt At id6 hanyadosaval.

T=ar
Legyen Ay a At id6 alatt létrejott azimut szogvaltozas. Ekkor kicsi szogvalto-
z4s esetén Ay ~ @At, és a sarolt teriilet Af ~ Apr?/2 ~ Atr?/2. A teriileti
sebesség igy: _

f=¢r?)2.
Az impulzusmomentum (2.2) alakjaval kifejezve

. L
f=on
m
A teriileti sebesség tehéat allandd. A Nap gravitacios terében keringé bolygokra
vonatkozoan ez Kepler mésodik torvénye.
A centralis eréterek specialis esete a centralszimmetrikus erétér, amelyben

az erG abszolut értéke csak a centrumtol mért tavolsagtol fligg:

r
F=F(r)-,
()"
ahol r = |r| és F' (r) = |F|. Egyszeri behelyettesitéssel belathato, hogy a cent-
ralszimmetrikus er6tér mindig konzervativ. Vegyiik ui. az F er6tér rotaciojat.
A koordinatak szimmetrikus szerepe miatt elég az egyik, pl. x komponensre
szamolni:

rot, F = a% {Fy)z} — a% {Fy)y} _
A P
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Figyelembe véve, hogy r = /2?2 + y? + 22, a mésodik tényezs, fliggetleniil
F (r) alakjatol, azonosan nulla.
Irjuk fel a potencialis energiat:

I,/

r
U(r,rg) = —/ F(r’)pdr’.
ro
Mivel az integréalast tetszGleges vonal mentén végezhetjik, célszertd az integ-
ralasi utat két részre bontani. Integraljunk elGszor az ro ponttoél az r sugarta
gomb feliiletéig tartd, az ry sugar iranyaba esé egyenes mentén, majd folytas-
suk az r sugari gdomb feliiletén az r pontig. A gdmb feliiletén integralva dr’
mindig meréleges r'-re, és igy az integral értéke a mésodik szakaszon nulla.
Az els6 szakasz mentén torténd integralasnal dr’ parhuzamos r'-vel, ugy
hogy a r'dr’ skaléaris szorzat értéke r'dr’-vel lesz egyenls. Az integral ennek
alapjan: )
U(r,rg) = —/ F(r')dr'.
To
Az U potencidlis energia fiiggvény igy az r helytdl csak a centrumtol mért r
tavolsagon keresztiil fligg, amit jeloljiink V' (r,rg)-lal. A sikbeli polarkoordinéta-
renszerben a sebesség sugar- és érinté iranya komponensei rendre 7 és r¢, ami-
vel felirhatjuk az allandé E Osszenergiét:

1 1
E = émv2 +V (r,ry) = g™m [7*2 + (rgb)2] +V (r,ro).

Fejezziik ki a (2.2) egyenletbdl r¢ értékét és helyettesitsiik be:

L 2
()
mr

Vegyiik észre, hogy a masodik tag szintén csak r-t6l fligg és ezért érdemes Gssze-
vonni a harmadik taggal. Az 6sszeadas eredménye az un. effektiv potencialis
energia

1
E=-m

5 +V(r,ro).

2

2mr?

‘/Eff (T7 710) = +V (T, TO) 5

amivel az energia:

1
E = §m7'“2 + Vg (1, 70) -

A nyert egyenlet az egydimenzids mozgasra kapott egyenlettel azonos, igy
a mozgasegyenlet megoldésanak modszere hasonld lehet. Fejezziik ki r-ot:

r= \/% [E = Veg (r,70)]. (2.3)
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A szeparélhato differencidlegyenlet megoldasa:
dr’

AR

2mr’?

t—t*

(2.4)

Az integral kiszamitasat V (r,rg) konkrét ismeretében kisérelhetjiik meg.

2.4. Bolygémozgas

Jol ismert példa az M tomegd gombszimmetrikus tomegeloszlasu anyagi test
gravitacios erGterének hatasa egy téle tavol 1évé m tomegd tomegpontra:

mM r

)
rz r

F=—v

ahol 7 az Gn gravitacis allandé (7 = 6,67259 x 107" m®kg~'s™2) Vezessiik
be a ymM = « jeldlést, a potenciélis energia fiiggvény ekkor:

e 1 1
V(r,r :—/ —dr’z—a(———).
= [ 2 -l

Célszeri ry értékét végtelen nagynak valasztani, ami azt jelenti, hogy a
potencialis energia értéke a végtelenben valik nullava. Ekkor (ro — 00)

Vir)=—. (2.5)

A Nap gravitacios terének hatasa alatt 1év6 bolygd mozgéasanak felirdsahoz
a (2.4) képletben a V' (r,7¢) potencialis energia fiiggvény helyébe a (2.5) egyen-
letben adott fiiggvényt kell helyettesitentink. Az igy kapott integral azonban
nem végezhets el kvadratira segitségével. Ezért a tovabbiakban nem a hely
idofliggését probaljuk meghatarozni, hanem a pélya egyenletét. Polarkoordi-
natakban keressiik a ¢ = ¢ (r) fiiggvényt.

Ehhez készitsiik el a ¢ derivaltat gy, hogy a lancszabalyt alkalmazzuk:

._d_szﬁq.a
L

Fejezziik ki ‘fl—f—et, és helyettesitsiik be ¢-ot (2.2)-bél, valamint 7-ot (2.3)-bol:

dp ¢ et

Y EN T
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A szeparabilis differencialegyenlet megoldasa, ha ¢* jeloli valamilyen adott r*
sugarhoz tartozo szoget, ¢* = ¢ (r*):
dr’

) /T L
p—¢" = :
v 2, fom [E - 5l + 2]

2mr/2

A kapott integral elvégezhetd az alabbi valtozohelyettesitéssel

, Lyp , p
xz—(——l),azazr: ,
e \r! ex' +1

ahol a kovetkezé jeloléseket vezettiik be:

L* 2EL?
p=—=¢ée=1/1+ -
mao mao

Elvégezve a helyettesitést

N /a: —dSL'/ /T 1 <p 1) '
_ = ———— = arccosx | . = arccos — ( — —
yow o V1 — 22 ¢ €T

r*

Rendezziik at igy az egyenletet, hogy a jobb oldalon all6 — arccos % ( % — 1)

konstanst atvissziik balra és 6sszevonva a bal oldalon allo p*-gal S-val jeldljiik.

1
go—i-ﬂ:arccos—(Z—?—l).
e \r

Kifejezve r-et:
p

r= .
1+ ecos(p+f)

A nyert Osszefliggés olyan kupszelet egyenlete polarkoordinatdkban, amelynek
egyik fokuszpontja az origéban van, és fGtengelye [ szoget zar be a polarten-
gellyel. Az egyenletben szerepld e neve numerikus excentricitas és p a kipszelet
paramétere.

A kupszelet jellege e értékétsl fiigg. A palya

(2.7)

1. ellipszis ha e < 1, azaz E < 0,
2. parabola ha e =1, azaz E = 0,

3. hiperbola ha e > 1, azaz E > 0.

Az els6 eset Kepler elsg torvénye. Vizsgaljuk meg az ellipszis geometriai
paramétereit. Az egyszertiség kedvéért valasszuk a polartengelyt ugy, hogy
essen egybe a nagytengellyel, ekkor § = 0.
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eda a

S~

Mivel a (2.7) fiiggvényben a cosinus fiiggvény értéke +1 és —1 kozott val-
tozik, r maximumat és minimumat kénnyt felirni:

P p

Tmax = =, Tmin = .
max 1_67 min 1+6

A nagytengely 2a hossza rpi, €S rmax Osszege, vagyis

Lip p P
— — 2.8
¢ 2(1—e+1—|—e) 1— e’ (28)
A fokusznak centrumtol mért tavolsaga
a — Tmin = Lir __»p L ——
"2 \l—e 1+e 1—e2 '

A b fél kistengely ezek utdn Pitagorasz tételével felirhato:
v + (ea)’ = a?,

amibdl

b=av1—e%=,/ap.
A = mab = m\/a3p,

amit szintén fel tudunk irni a %7"2 (allando) tertileti sebesség és a keringési id6
szorzataként:

Az ellipszis teriilete:

2.2
A1 _p L
2 2m
amibdl I
T% = m\/ a3p.



Emeljiink négyzetre, rendezziink at és hasznaljuk ki, hogy p = Tﬁ—i

T 4n?
_ (2.9)

a’d o

Ha a bolygémozgasnal figyelembe vessziik, hogy o = ymM az kapjuk, hogy

T2 B 472
F Ve
ami Kepler harmadik térvénye.
Az a fél nagytengely (2.8) alakjaba helyettesitsiik be a (2.6) egyenletekkel
definialt paramétereket:
p  —«

a=—"=—.
1—e2 2F
Az eredmény alapjan a T keringési id§ az energia segitségével is kifejezhetd

—m
T =y Mmmy | —=.
T oEs

2.5. Részecskék szorasa

Ha a centrélis erétér olyan, hogy a hatasa alatt mozgd témegpont potencialis
energidjanak nullpontjat a végtelen tavoli pontban is valaszthatjuk (ro = c0),
az F teljes energia pozitiv értéke esetén, a palya altalaban nem korlatozodik
véges tartoményokra. Ha ugyanis a Vg (r) fiiggvény véges r értéknél eléri F
értékét, a centrumhoz kozeledd tomegpont radiélis sebesseége a (2.3) Osszefiig-
gés szerint nullara csokken és a tomegpont djra tavolodni kezd a végtelenbe.
Mivel ilyen esetben az er6 értéke nagy tavolsdgokban nulldhoz tart, a viszony-
lag nagy tavolsagban — Un. asszimptotikusan — egyenesnek tekinthets palya
mentén kozeledd részecske az erGtér hatasa alatt eredeti mozgasiranyatol el-
tér és a szordcentrumtol eltdvolodva, az eredeti iranytol eltérs egyenes palyan
halad tovabb. A tomegpont tn. szoérasi folyamatban vesz részt.

A részecskeszorasi kisérletekben a kiilonboz6 iranyokba eltériils részecskék
relativ aranyat mérik, és ennek eredményébdl kovetkeztetnek a szérdcentrum
tulajdonséagaira.

Tételezziik fel, hogy az = tengellyel parhuzamosan, nagy tavolsagban egy-
forma v, sebességgel inditott m tomegl tomegpontok kozelednek az origbban
talalhato szorécentrumhoz, amit centrélis erétérként kezeliink. Az xz tengely
neve ebben a helyzetben: iitkozési tengely.

Legyen egy nagy tavolsdgbol kozeleds részecske tavolsaga az ilitkdzési ten-
gelytdl p, amit itkozési paraméternek hivunk. Ezekkel az adatokkal a részecske
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. .« , . 2 ’ P Z 3
teljes energidja ' = "= és a szorocentrumra vonatkoztatott impulzusmomen-

tumanak abszolut értéke L = pmus,. A kirepiils részecske repiilési iranyanak
az eredeti irannyal bezart szogét jeloljiik x-vel (szorasi szog).

Adott m és v, esetén a részecske mozgasegyenletének megoldésa egyértelmti
kapcsolatot teremt p és x kozott, azaz létezik a p = p (x) fliggvény.

A kozeledd részecskék fluxusa egy tavoli, az litkozési tengelyre merdleges
sikban mérve legyen n. Ekkor egy infinitezimélis do teriiletd feliiletelemen
idGegység alatt athalado részecskék szama ("arama')

dN = ndo.

Az adott helyzetid do feliiletelemen at bearamlo részecskék a szorocentrumtol
nagy tévolsagban mérve a p = p(y) fiiggvénynek megfelel helyzeti d) elemi
térszogben fogjak elhagyni a szérocentrumot. Az egységnyi térszoghen idGegy-
ség alatt kireptils részecskék szama igy dN/dS2, amibdl az egységnyi bearamlo
fluxus esetén adott irany koriil egységnyi térszoghben kirepiils részecskék szama
az un. (teriilet dimenzi6ju) differenciélis hataskeresztmetszet:

LdN  do

ndQ  dQ’
Ha az er6tér centralszimmetrikus, a szorasi folyamat az iitkdzési tengelyre nézve
hengerszimmetriat mutat, és a p = p (x) fiiggvény nem fiigg az x tengely koriili
elforgatastol. A do elemi feliiletnek, ekkor érdemes az iitkozési tengely koriili
|dp| vastagsagu és p sugari korgytriit valasztani

do = 2mp|dp| .

A p és p + dp titkozési paraméter kozott érkezs részecskék a p (x) fiiggvény
altal meghatarozott y és y + dy nyilasszogi kipok kozott repiilnek ki, aminek
megfelel térszog

d) = 2msin x |dx| .
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Figyelembe véve, hogy |dp| = ‘g—)’;‘ |dx|, ahol g—)’z a p(x) fliggvény derivaltja, a

differencialis hataskeresztmetszetre azt kapjuk, hogy

do p |dp
—. 2.10
‘dX ( )

dQ  sin X
Szamitsuk ki egy R sugart merev gombon torténd szoras differencialis ha-
taskeresztmetszetét.

Ha az iitkozési paraméter p (S R), az {itkozd részecske a gémbot olyan ¢
nyilasszogid sugarnal talalja el amire:

p = Rsingp.
A ¢ nyilasszogi sugar egyben a lokélis beesési merdleges is, igy a szorasi szog
X =T — 2.

Behelyettesitve kapjuk a sziikséges p () fliggvényt:

p = Rsin (%) = Rcos (%) .

A differencialis hatéskeresztmetszet ezzel, a (2.10) elallitas szerint:

do  R*cos¥sin¥ R?

_—= < . 2.11
ds} 2sin y 4 ( )

A merev gomb tehét izotrop modon szor.
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Nevezetes szorasi probléma az in. Coulomb-szoras: rogzitett, ¢; elektromos
toltést ponttoltés terében szoératunk ¢o toltésd tomegpontokat, pl. elektrono-
kat. A potencialtér ugyanolyan, mint a témegpont gravitaciés terének a po-
tencialtere, ahol a = —q ¢k, (k = 8,98755 x 10° Nm2C_2). Ezért a mozgas-
egyenlet megoldasa ugyanazokkal a lépésekkel torténhet, mint a bolygémozgas
esetén. Ha a két toltés egyenld elGjeld, az erdtér taszito jellegd. A mozgas pa-
lyaja hiperbola, amelynek polarkoordinatakban megadott alakja (2.7) szerint
a kovetkezs (a negativ):

_ P
e e L (2.12)

/ 2
ahol (2.6) alapjan p = % — MR ag o =4 /1 4 (2EL2)2 — 1+ (mpvgo> '

@ ma? «a
A bejovs és kirepiil§ részecske palyajanak megfelel asszimptotak tavoli
pontjainak ¢; és ¢ polarszogére, amikor (2.12)-ben r — oo, fennall, hogy:

ecos (P12 + ) =1,

azaz

1
¢12 = E£arccos — — f. (2.13)
e
A szoérési szog a két asszimptota altal bezart kiils6 szog:
X=7—(¢1 — b2)

azaz (2.13) szerint

X = T — 2arccos —.

e
Osszuk az egyenletet 2-vel
X 7 1 1
=~ = — — arccos — = arcsin —
2 2 e e

és helyettesitsiik be e-t:

Atrendezve kapjuk a p () fiiggvényt

|l 1 laf X

o 2
muvs, |\ sin

o<
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Szamitsuk ki (2.10) alapjan a differenciélis hatéskeresztmetszetet:

do « 1
A \2mv% ) sin*X’
A kapott eredmény az tn. Rutherford-féle szoérasi formula.

Definialjuk a o un. totalis szoréasi hataskeresztmetszetet, ami a differenciélis
hataskeresztmetszet integréalja a teljes 47 térszogre:

d
J:/daz/d—gdﬂ.

Szamitsuk ki (2.11) felhasznalasaval az R sugart merev gomb totalis hatés-

keresztmetszetét: R? R?

Az eredmény szemléletesen megfelel annak a teriiletnek, amelyen a gomb ki-
szorja a részecskéket az eredeti mozgasi iranyukbol.

A Rutherford-féle szoras ettsl erGsen eltérs eredményt ad. A hengerszim-
metria miatt az integralast elGszor egy y nyilasszogl, dy vastagsagi gombdvre
végezzik, azaz elvégezziik a df) = 2msin ydyx helyettesitést, majd y szerint
integralunk 0 és m kozott:

a \* 1 a \° [ 1
= df) = 27 sin xdx =
? / (vago) sin* (vago> /0 sin! TRIXAX

X
2
2
«Q ™ cos i p
=7 )
mu2 sin® X X
00 0 2
1

Az integrandus primitiv fiiggvénye —~, ami az integralasi hatarok behelyet-
2

tesitése esetén divergens Kkifejezést eredményez! A totalis hataskeresztmet-
szet a klasszikus Coulomb-szoras esetén végtelen, amit szokds a Coulomb-
kolesonhatés "végtelen" hatotavolsagaval indokolni.

2.6. Pontrendszerek

Témegpontokbol all6 rendszer (pontrendszer) mozgéasanak vizsgalatahoz az egy
tomegpont esetére definialt fogalmakat altalanositjuk. Az n anyagi pontbol allo
rendszer P impulzusat a rendszert alkotd tomegpontok impulzusanak vektori
osszegeként értelmezziik. Legyen az i-edik tomegpont témege m;, helyvektora
pedig r;, amivel

P= Zp“ ahol P = mzrz
=1
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Vizsgéljuk meg P idébeli véltozasat. Galilei-rendszerben irjuk fel az i-edik
tomegpontra a Newton egyenletet:

pi=F; + zn: Fi;.
j=1

Az i-edik tomegpontra a rendszeren kiviilrél hato erét Fi-vel és a j-edik t6-
megpont részérdl hato erét F;;-vel jeloltiik. Az el6bbi un. kiils6 erd, az utébbit
pedig bels6 erének hivjuk. Megjegyzends, hogy F;; = 0, mivel a tomegpontok
nem hatnak énmagukra.

Adjuk Ossze az egyenleteket ¢ = 1-t6l n-ig:

TS IS e
1=1 i=1

i=1 j=1

A bal oldalon &all6 Gsszeg egyenl6 a teljes impulzus id6 szerinti P derivaltjaval.
A jobb oldalon all6 elsé Osszeg a kiils§ er6k F ereddje. A mésodik 6sszeghben
minden belsé er6 szerepel, aminek értelmében minden ¢ — j parhoz taldlunk
egy j — ¢ part. A hatas-ellenhatés elve szerint viszont F;; = —F; és igy
az Osszeg értéke nulla, aminek eredményeképp a pontrendszerre a kovetkezd
Newton-egyenletet kapjuk:

P=F.

Vezessiik be a pontrendszer tomegkozépponjanak fogalmat, amelynek R

helyvektora: .

Ly T (2.14)
D i1 M
A kifejezés nevezGjében a rendszert alkoté pontok témegeinek 6sszege szerepel,
amit jeloljiink m-mel. A tomegkozéppont definicidja korrekt, ami alatt azt
értjiik, hogy fiiggetlen a vonatkoztatési rendszer megvalasztasatol. Tételezziik
fel ui., hogy megvaltoztatjuk a vonatkoztatasi rendszert, és az 4j origd helye
az ro helyvektorral megadott helyen lesz. Ekkor minden helyhez az r' = r —r
helyvektort rendeljiik, és igy a tomegkozéppont helyvektora a definicié szerint

R:

n /
R — Zi:l mr;
m

lesz. Végezziik el a behelyettesitést:

R — iz mi(ri—ro) R,
m

ami éppen megfelel a tomegkdzéppont 1j rendszerbeli helyének.
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A tomegkozéppont (2.14) definicios egyenletét szorozzuk be m-mel és deri-
valjuk id6 szerint. A jobb oldal a rendszer 6sszimpulzusaval egyenld:

mR =Y m; =P. (2.15)
=1

A rendszer témegkozéppontjanak V = R sebességére tehat fennall, hogy
mV = P.

Az egyenlet Gijabb, id§ szerinti derivalasa pedig a Newton-egyenlethez vezet a
tomegkozéppont mozgasara nézve, hiszen:

mR=P=F.

Ha a kiilsg ersk F eredGje zérus, V allando lesz, azaz a tomegkozéppont
egyenes vonali, egyenletes mozgast végez.

R =Vi+ Ry

Ez az eredmény az tn. tomegkozéppont-megmaradas tétele.

A témegkozéppont ezen fontos tulajdonsaga miatt szokas bevezetni az tn.
tomegkozépponti (TK) rendszer fogalmat, ami olyan vonatkoztatasi rendszert
jelent, amelynek origbja a tomegkozéppont. Az a kiils§ vonatkoztatési rend-
szer, amelyben megfigyeléseinket végezziik, ezzel szemben az tn. laboratoériumi
(L) rendszer.

Az i-edik tomegpont L-rendszerbeli helyvektorara fennall, hogy

TK
ri=R+4r ",

ahol rI'X jelsli a tomegpont TK-rendszerbeli helyvektorat.
Szorozzuk meg az egyenletet m;-vel és adjuk Ossze az egyenleteket ¢ index

minden értékére
n n n
i=1 i=1 i=1

Mivel a (2.14) egyenlet szerint a bal oldal egyenls a jobb oldalon all6 elsd

taggal,
Z mir?K =0.
i=1

A kapott Osszefiiggés megfelel annak, hogy a TK-rendszerben a tomegkozép-
pont az origéban helyezkedik el. Derivaljuk az egyenletet id6 szerint:

n
i=1
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TK-rendszerben tehét a rendszer 6sszimpulzusa mindig zérus, ami megfelel a
szemléletnek is, hiszen a tomegkoézéppont sebessége ebben a rendszerben zé-
rus. TK-rendszert sokszor elényos hasznélni, pl. a részecskeszorasi folyamatok
tanulmanyozasanal, vagy az tn. kéttestprobléma vizsgalata esetén.

2.7. Kéttestprobléma

A pontrendszer fontos specialis esete a két tomegpontbol allo rendszer, aminek
mozgasa jol tanulmanyozhato.

Tételezziik fel, hogy r; és ry helyvektorokkal adott helyeken m; és mqy t6-
megi tomegpontok zart rendszert alkotnak, azaz csak egymésra hatnak. Az
els6 pontra a masodik részérsl hato erst jeloljiik Fio-vel, ennek reakciderejét
pedig Fyi-gyel. Ekkor a mozgasegyenletek a kévetkezSképpen alakulnak:

mity = Fio, (2.16)

mgi"g = F21. (217)

Adjuk Gssze a két egyenletet, és vegyiik figyelembe, hogy a két erd egymas
ellentéte:
ml'f‘l + mgi:z =0.

A nyert Osszefiiggés nem més mint a tomegkoézéppont megmaradas tétele két
tomegpont esetére, hiszen ebbsl

mqr mor
mar ety Ny 4R,
mq + Mma

Célszert ezért a rendszert TK-rendszerben vizsgalni, ahol V = (0 valamint
Ry = 0 és igy a két helyvektorra fennall, hogy:

miry + Mmely = 0. (218)

Most szorozzuk be a (2.16) egyenletet mo-vel és a (2.17) egyenletet m;-gyel,
majd vonjuk ki egymasbol a két egyenletet:

mymg (Yo — 1) = (mq + ma) Foy,

ahol kihasznaltuk, hogy Fi5 = —F5;. A két helyvektor kiilonbségét jeloljiik
r-rel (r =ry —ry), és osszuk el az egyenletet a két tomeg Gsszegével. A kapott

egyenlet:
,ur = Fgl, (219)
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ahol bevezettiik az tin. redukalt témeget:

myms
H= mi + mo '
Az egyenlet alakja megegyezik az egy tomegpontra felirt mozgasegyenlettel,
aminek megoldasa a kordbban leirt moédszerekkel kisérelheté meg. Ha az r
relativ helyvektorra megoldottuk a (2.19) egyenletet, az r; és ro helyvektorok
a (2.18) segitségével kifejezhetsk:

mgy
rH=-r—,
ma + mo
my
ro=r——— .
my + Mo

Vegyiik észre, hogy ezek a megoldésok aranyosak az r vektorra nyert meg-
oldéssal.

A bolygok mozgasara kapott eredményiinket igy pontosithatjuk. A Nap-
bolygd rendszert kéttestproblémaként kezeljiik, és igy figyelembe vehetjiik,
hogy a Nap is elmozdulhat. Legyen a Nap helye ry és a bolygd helye rs.
A fenti megjegyzés értelmében a bolygd és a Nap r relativ helyvektora és igy
a bolygo helyét megadoé ry vektor is ellipszispalyat ir le.

A keringési idére a bolygomozgas vizsgalatanal a (2.9) Osszefiiggést nyertiik:

T2 B 4m°m

as o

Ha most figyelembe vessziik, hogy a (2.19) mozgéasegyenletben az m tomeg
szerepét a p redukélt tomeg jatssza, valamint, hogy o = ymyms, akkor Kepler
harmadik torvényének a kiévetkezd modositott formajat nyerjiik:

T2 47 472

a3 v (my+mg)  ymy (1 4+my/my)’

ahol my a Nap, msy a bolygd tomege és a a bolygénak a Naptol mért relativ
helyvektora altal leirt ellipszispalyanak a fél nagytengelye.

2.8. Impulzusmomentum, energia

Pontrendszer impulzusmomentumat a rendszert alkot6 tomegpontok impulzus-
momentumainak Osszegeként definialjuk:

L= iri X P;-
=1
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Vizsgaljuk meg ennek id6 szerinti derivaltjat:
i=1

Az els6 tag nulla, mivel 1; és p; parhuzamosak. A méasodik tagban az impulzus
derivaltja a tomegpontra hato erével egyenld, amiben tujra kettévalasztjuk a
kiils6 és bels6 erdket:

L = Zn:ri X FZ—I—zn:zn:I'l X Fzy
i=1 i=1 j=1

Az els6 tag az F; kiils6 erck forgatényomatékinak ereddje:

n

Mk:Zri X Fz

=1

A masodik tag a bels§ er6ktsl szarmazo forgatonyomaték:

Mb—iiri X Fij;

i=1 j=1
amivel i
L=M +M"
A belsé ersk forgatonyomatéka az akcid-reakcio "gyenge” elve értelmében,
(F;; = —F,;) atirhato a kovetkezs alakra:
1 n n 1 n n
b
M" = §Zz(ri X Fij+1; x Fji) = 522@1‘—%) x Fij.
i=1 j=1 i=1 j=1

Ha a tomegpontok kozott hat6 erd centralis, azaz (r; —r;) parhuzamos
az F;; er6vel, a bels6 erck forgatonyomatéka zérus. Ez a feltevés az akcio-
reakcio elvének "erds” valtozata, ami "tisztan mechanikai jellegli” erék esetén
altalaban fenéll. (Az, hogy milyen erdk tartoznak ebbe a kategoriaba, fiigg az
alkalmazott elmélettsl. Az adott modell keretében kapott eredmények alapjan
lehet eldonteni, hogy a feltételezés helyes volt-e. A gravitacios kolesonhatés
Newton-féle elmélete szerint pl. a gravitacios eré eleget tesz az akcid-reakcid
erGs elvének. Ha egy pontrendszerben elektromégneses erdk is hatnak a részek
kozott, az elv nem tarthato fenn.)

Ha a bels6 erdk forgatonyomatéka eltiinik:

L=M"
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Ha kiils6 er6k nem hatnak (pl. zart rendszer esetén), vagy eredd forgatonyo-
matékuk zérus, a rendszer impulzusmomentuma megmarad6é mennyiség lesz:

L =0

Olyan bels6 erck fellépése esetén, amelyeknek a forgatonyomatéka nem
tlnik el, a mechanikai impulzusmomentum nem lesz megmaradé mennyiség.
Ilyen esetben mindig meg lehet talalni azt, az erShatast kozvetits "kozeget”,
fizikai objektumot (pl. elektromégneses tér), amivel a rendszert ki kell egé-
sziteni, hogy zart rendszert kaphassunk. Ezeknek az objektumoknak szintén
van sajat impulzusmomentumuk, amit a mechanikai rendszer momentumaéval
egyltt kell vizsgalni. A teljes rendszer impulzusmomentuma mar megmarado
mennyiség lesz.

Irjuk fel az impulzusmomentumot a TK-rendszerbeli helyvektorokkal:

L= ZR+rTK X p; = ZRpo—l—ZrTK : (2.20)

Az els6 tagban R kiemelése utan a teljes impulzust kapjuk a szumma jel mo-
gbtt, tehat:
L=RxP+> 1" xp;.
i=1
A masodik tagban szereplé impulzus kifejezheté a TK-rendszerben definiélt

helyvektorral:
pi = mit; = m;R + mtl (2.21)

Behelyettesitve, (2.20) masodik tagja igy alakul:

n n n

TK TK _ T TK TK
E r; X p;= E m,r; ><R+E r; X p;,
i=1 i=1 i=1

ahol bevezettiik a TK-rendszerbeli p/® = m;#7% impulzust. Az els6 tagban
R jobbrol kiemelhets. A szorzo Gsszeg viszont nulla, mivel az nem més mint
a tomegkodzéppontnak a TK-rendszerben definialt helyvektora szorozva m-mel.
Igy végiil az impulzusmomentumra kapjuk, hogy

L:RXP%—ZriTpriTK

=1

A felbontasnak szemléletes jelentése van: az els6 tag egy olyan tomegpont
impulzusmomentuma, amelyik a tomegkoézéppontban a rendszer impulzusaval
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mozog. A masodik tag pedig, a rendszernek a TK-rendszerben a tomegkozép-
pontra vonatkoztatott LT impulzusmomentumaval egyenls:

L=RxP+L"¥,

Vizsgaljuk meg L idébeli valtozasat ebben az alakban:

L=RxP+RxP+) il xp/*+> v/ xp/~.
=1

=1

Az els6 tag nulla, mivel a két tényezé parhuzamos. A masodik tagban az
impulzus derivaltja a rendszerre hato er6k F eredgjével egyenls. A harmadik
tag szintén nulla, mivel a szumma minden tagjaban a tényezSk parhuzamosak:

L=RxF+) r/%xp/~
=1

Itt a masodik tagban szerepls p! X tényezs a (2.21) egyenlet derivalasa utan
kifejezhetd:
I = pi— P
m

alakban, ahol viszont p; = F; + 2?21 F;;. Behelyettesitve nyerjiik, hogy

. TK m’L o
L:R><F+Zri X (Fﬁ—ZFlj—EP) :
=1 J=1
Elvégezve a szorzést, az utolso tag, ami y r/ i x %P, értéke nulla lesz, mivel
ez aranyos a tomegkozéppontnak a TK-rendszerben megadott helyvektoraval.

Igy végeredményben nyerjiik, hogy:

L:RxF+Zn:erx <F+zn:F]>
j=1

i=1

Feltételezve, hogy a bels6 erck centralisak, a korabbi gondolatmenet értelmé-
ben, a vektori szorzas a belsé erékkel nullat eredményez. Ilyenkor:

L:RxF+ZriTK><Fi.

i=1

Az egyenlet szemléletes tartalma szerint, az impulzusmomentum idészerinti de-
rivaltja két taghol allo forgatonyomatékkal egyenls: az els6 olyan forgatonyo-
maték, amelyet akkor kapunk, ha a kiils6 erék eredgjét ugy tekintjiik, mintha
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a tomegkozéppontra hatna, a masodik pedig a kiils6 er6knek a tomegkdzép-
pontra vonatkozé forgatonyomatéka. Ez a felbontéas kiilondsen a merev testek
mozgasanak vizsgalatanél jatszik fontos szerepet.

Pontrendszer kinetikus energiajat a rendszert alkoté tomegpontok kinetikus
energiajanak osszegeként definialjuk:

Id6 szerinti derivaltja:

n

C;_f; =3 iy = Xn: Fii;
i=1 i=1

a tomegpontokra hato erdk teljesitményével egyenls. Integraljunk idé szerint
a ty és ty id6pont kozott:

n to
K(ty) — K (t1) =) / F,i;dt.
i=1 7t
Ha az er6k csak a helytdl fiiggenek, minden integral vonalmenti integralla ala-

kithato: .
n 2
i=1 7l

A jobb oldalon &ll6 kifejezés a rendszerre hatoé er6k munkaja, amelyben
mind a kiils§, mind a bels6 erék szerepelnek.

Konzervativ erétér esetén létezik az n db helyvektortol fiigg6 U = U (ry,ra, . . .

potencialfiiggvény, amelynek negativ gradiense az alabbi médon elGallitja az
eréket
F; = —grad, U (ri,ro,...1,),

a teljesitmény is idGszerinti derivaltként allithato els:

E Fi'i:—g d. U(ry,rg,...T,) 1 = ———.
2 r 2 grad,, U (r1,ry r,) T o
Ennek megfelelGen

d

—(K+U)=0

4 (k) =0,

amibdl kovetkezik, hogy
K + U = allando.
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Erdemes a pontrendszer kinetikus energiajat is felirni a TK-rendszerbeli
helyvektorokkal:

K = %zn:ml <R+I";FK>2 = %zn:mif{z + zn:mif.{i'?[{ + %zn:mz (rZTK)2
i=1 i=1 i=1 =1

Az els6 tagban R? kiemelhet6 és a szumma értéke a teljes tomeggel lesz egyen-
16. A mésodik tagban R emelhetd ki, ami utdn a szumma a tomegkozéppont
definicidja szerint egyenld lesz nullaval. Igy a kinetikus energia a

1 . 1< TR\ 2
K = EmRQ—l— i;mz (riTK)

alakot veszi fel, aminek szemléletes a jelentése. Az els6 tag a tomegkozéppont-
ban elhelyezkeds m 6ssztomegii tomegpont kinetikus energiajaval egyenls, mig
a masodik szumma a pontoknak a TK-rendszerhez képes bekdévetkez mozga-
sabol szarmazd energiajarulékat adja. Az utobbi pl. egy merev test mozgasa
esetén a forgasbol szérmazo energidval egyezik meg.

A konzervativ rendszer esetén definialhaté az Gsszenergia:

I . 1o TR\ 2
E:§mR2+§;mi(r?K) +U.
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3. fejezet

Gyorsul6 vonatkoztatasi
rendszerek

A Newton-egyenlet eredeti formajaban csak Galilei-rendszerben hasznéalhato,
gyorsul6 rendszerekben tovabbi megfontolasokat kell tenni.

Tételezziik fel, hogy a K Galilei-rendszerhez képest tetszélegesen mozgod
K’ rendszerben szeretnénk leirni egy tomegpont mozgasat. Az egyszertiség
kedvéért elfogadjuk, hogy a K’ rendszer merev, azaz a bazisvektorok skalaris
szorzatai allandok maradnak. Az ilyen tulajdonsaga K’ rendszer legaltalano-
sabb mozgasa, Euler tétele szerint, egy merev test eltolasbol és merev test
pillanatnyi tengely koriili elforgasabol tevédik 6ssze. A tétel bizonyitasa pl. az
ortogonalis transzforméciok alaptulajdonsagainak kihasznalédsaval torténhet.

Tekintsiik el6szor egy, a két rendszer kozos origdjan atmend tengely ko-
riili elfordulést és vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik egy tetszéleges, a K’
rendszerben rogzitett A vektor a K rendszerbdl nézve. Tegyiik fel, hogy a K’
r_}endszer dt id6 alatt dy szoggel fordul el. Erdemes bevezetni az elemi elfordulas
dy vektorat, aminek irdnya, definicié szerint egybe esik a pillanatnyi forgasten-
gely iranyéval, és abszolut értéke egyenls dy-vel. Ekkor az A vektor valtozasa
elsé rendben dA =dp x A-val lesz egyenls. A valtozas sebessege ennek megfe-

lelsen A = x A lesz, ahol bevezettiik a szogsebesség ﬁ— £ vektorat. Ha az
A vektor a K’ rendszerben is valtozik, a K rendszerbeli Valtoza81 sebessége a
két valtozas Gsszege lesz

dA dA

ahol d A jeloli a K’ rendszerbeli valtozasi sebességet.
Spec1ahsan a szogsebesség vektor derivaltjara fennall, hogy

dod  d'o d'ﬁ
dt - dt + X = dt

(3.2)
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A fenti megfontolasok alapjan egy K’ rendszerben felvett r’ helyvektor val-
tozasi sebessége
e’ d'r’
— = + W xr.
dt dt
Itt % = v’ a K’ rendszerben mért sebesség. Végiil, ha K’ rendszer origoja vy
sebességgel mozog K origdjahoz képest, a megfelel6 pont K-ban mért sebessége

Vv=vo+Vv + W xr

lesz.
Vegyiik a fenti egyenléség id6 szerinti derivaltjat:

_%er_"'ﬂ(ﬁxr')
P TR dt

Az els6 tag az origd ay gyorsulaséaval egyenls. A mésodik és harmadik tagban
hasznaljuk fel a (3.1) Osszefiiggést:

!/

d d(d xr
a:ao—irav’—l—ﬁxv’—l—%%—ﬁx(E?xr’).

Elvégezve a szorzat derivalésat:

!
a:a0+a'+2ﬁxv'+%><r’+ﬁ><(7><r’).

Figyelembe véve a (3.2) Gsszefiiggést, az egyenlet végiil a kovetkezd alakot veszi
fel:

a:a0+a’+2ﬁxv’+gxr’+ﬁ>< (W xr),
ahol a bevezettiik a szoggyorsulas :dd—? vektorat.
Ha most a K’ rendszerben vizsgaljuk a pont mozgasat, ki kell fejezniink a

K’-ben mért gyorsulast:
a’:a—ao—Zﬁxv’—?xr’—E?x(er’). (3.3)

A jobb oldalon all6 —2 x v’ tagot Coriolis-gyorsulasnak, a —? x 1’ tagot
Euler-gyorsulasnak, a — & X (ﬁ x ') tagot pedig centrifugélis gyorsulasnak
hivjuk. A centrifugélis gyorsulast attekinthetébb alakra hozhatjuk az aldbbi
vektoralgebrai azonossag alkalmazasaval:

ax (bxc)=Db(ac)—c(ab). (3.4)

Tehat
Wx (& xr)=d (W) —rd?
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Ha u-val jeloljiik az r’ vektornak az W vektor irAnyaba esé komponensét, az

els6 tag az
W (W) = T

alakot 0lti, amivel a centrifugélis gyorsulés
— W x (T xr)=W (' —u).

Az s =1 — u vektor a tomegpontnak a forgastengelytsl mért iranyitott
tavolsaga, amivel a centrifugélis gyorsulas végiil az W2s alakot Slti.
Szorozzuk be a gyorsulasra kapott (3.3) Osszefiiggést a tomegpont m téme-
gével:
ma’ =ma —mag — 2mw X V’—mﬁ x 1 +mas

és vegyiik észre, hogy a jobb oldal els6 tagja a Newton-egyenletnek megfelelGen
a pontra hatd F erével egyenls:

ma' =F —may —2mw x v/ — mﬁ X' +mws. (3.5)

A kapott egyenlet a gyorsuldé vonatkoztatasi rendszerben érvényes mozgas-
egyenletnek tekinthet§. A valodi F fizikai erén kiviil an. fiktiv, vagy tehe-
tetlenségi erdk is fellépnek, amiket a fizikai er6hoz kell adnunk. A jobb oldalon
allo tagok koziil a harmadik neve Coriolis-erd, a negyedik neve Euler-erd és az
otodiké pedig centrifugalis erd.

Egyszert példaként vizsgaljuk meg a K Galilei-rendszerben &ll6 tomeg-
pont mozgasegyenletét egy allando o szogsebességgel forgo K’ vonatkoztatéasi
rendszerbdl nézve. A K rendszerben a test nem gyorsul, rd er6 nem hat, a
mozgasegyenlet trivialitast fejez ki. A forg6 K’ rendszerben a (3.5) korrigalt
mozgasegyenletet kell alkalmaznunk. A jobb oldal els§ két és negyedik tagja
nulla, amibél a mozgésegyenlet:

ma' = —2me x v + md3s.

A bal oldalon all6 ma’ kifejezés a forgd rendszerben kérmozgast végzs to-
megpont a’ = —W?s centripetélis gyorsulasanak és m tomegének a szorzataval,
azaz a centripetalis erével kell megegyeznie. Nézziik meg a jobb oldalon szerep-
16 fiktiv eréket. A v’ sebesség a K’ forgd rendszerhez viszonyitott sebesség, ami
esetiinkben a K’ rendszernek a K rendszerhez viszonyitott o szogsebességgel
torténd forgasa miatt 1ép fel, mivel a test K-ban all. Igy v/ = — W xs. Ennek
eredményeként a (3.4) Osszefiiggést tjra felhasznalva és figyelembe véve, hogy
sés W merdGlegesek egymasra

—2mW x v/ = 2mW x (I xs) = 2m [W (Ws) — sw?] = —2msW?.
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Osszeadva a jobb oldali tagokat végeredményben valoban a megfelels
ma' = —mw?s

egyenletet nyerjiik, ami szerint a centripetalis erét ténylegesen a fiktiv erék
eredGje szolgaltatja.

Amennyiben a Foéld felszinén végziink mechanikai kisérleteket, pontosabb
mérések esetén szintén figyelembe kell venniink, hogy a foldgoly¢ forgé rendszer.
Vizsgaljuk meg, hogy ebben a forgd rendszerben egy szabadon esé témegpont
milyen mozgast végez.

Tartézkodjunk a Fold valamely ¢ foldrajzi szélességii pontjan, és vegyiink
fel egy olyan Descartes-rendszert, amelyben a z tengely mutat a lokalis, fiig-
géomnal definialt fliggbleges iranyban felfelé, az x tengely mutat a lokalisan
vizszintes déli irdnyba és az y tengely mutat keletre.

Legyenek a tomegpont r helyvektoranak koordinatai r = (z,vy,z2), a v se-
bességvektor koordinatéi v, = &,v, = ¥,v, = 2. A tomegpontra fizikai erével
hat a nehézségi erétér, ami aranyos az m tomeggel. A fiktiv er6k kézott a moz-
gastol fliggetleniil mindig fellép a tomeggel szintén aranyos centrifugalis erd,
ami lokalisan allandénak vehets. Ezek ereddje fogja kijelolni a helyi fliggéleges
és vizszintes iranyt, és ezért ezek ereddjét fogjuk a szamolasban a pontra hato
nehézségi erének tekinteni, aminek vektora igy G = mg = (0,0, —mg). A Fold
forgasa miatt egyéb fiktiv ersk is fellépnek, amelyek kiszamitasahoz feltételez-
ziik, hogy a Fold allando o szogsebességvektorral jellemezhets forgast végez
az inerciarendszerhez képest. Ennek a szogsebességvektornak a komponensei a
lokalis Descartes-rendszerben

W = (—wcos ¢,0,wsin @),

ahol w jeldli a forgas szogsebességének nagysagat (w = 21/24 h™" = 7/43200 s_l).
A (3.5) mozgasegyenlet ennek alapjan

mv =mg — 2mﬁ><v,
ami a tomeggel osztva az alabbi differencidlegyenlet-rendszerre vezet:
v=g— 2w XV.
Irjuk fel az egyenleteket komponensenként:

T = 2yw sin ¢,
= —2Zwcos ¢ — 2Tw sin ¢,

Z = —g+ 29w cos ¢.
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Integraljuk az elsé és harmadik egyenletet:

T = 2ywsin ¢ + Cf, (3.6)

Z = —gt + 2yw cos ¢ + C.
Ha olyan ejtési kisérletet hajtunk végre, amelynél a kezdeti hely- és sebességér-
ték nulla, C és C5 nulla kell legyen. Helyettesitsiik a két derivaltat a kozépsd
egyenletbe:

ij = 2gtw cos ¢ — dyw? cos® ¢ — dyw? sin® ¢,
és rendezziik at
i + dyw? = 2gtw cos .

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuléris megoldéasa:

g cos @
Y= 2w

t
a homogén egyenlet altaldnos megoldasa:
Yo (t) = Asin 2wt + B cos 2uwt,

ahol A és B allandok. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa ezekkel

g cos ¢
w

y (t) = Asin 2wt + B cos 2wt + t.

A kezdeti feltételek szerint t = 0-ban a koordinatak és a sebesség is nulla.

Ebbdl kovetkezik, hogy B = 0 valamint, hogy A = _qu%w, amibdgl:

y (1) = g cos ¢ (t— Sin2wt> '

2w 2w

Visszahelyettesitve (3.6)-be, integralas utan kapjuk meg az z (t) és z (t) meg-
oldasokat is:

o (t) = g sin 2¢ <t2+ cos 2wt — 1) 7

4 2w?
t2  gcos® ¢ cos 2wt — 1

Az effektus nagysagrendjének érzékeltetéséhez helyettesitsiink be ¢ = 10 s
értéket. Legyen a foldrajzi szélesség ¢ = w/4 és g = 10 m/s?
z (10s) = 0,024 m,
y (10s) = 0,171 m,
2 (10s) = —499, 98 m.

Tehat egy 500 m magasbol torténd esés esetén a fiiggslegestsl valo eltérés
néhény cm nagysagrendi.
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4. fejezet

Merev test mozgasa

4.1. Impulzusmomentum, energia

Euler tétele szerint egy merev test elemi elmozdulasa egy tetszéleges pontjanak
allithato el. Ennek értelmében, ha kivalasztunk egy rg helyvektorral jellemzett
pontot, akkor a merev test i-edik tomegpontjanak sebessége az alabbi médon
adhatd meg:

Vi=vo+ & X (r; — o),

ahol vy = 1y, wa pillanatnyi szogsebesség vektora és r; az i-edik tomegpont
helyvektora. Az egyszeriiség kedvéért a vonatkoztatasi pontot az origonak
valasztva (ro = 0), a sebességvektor a

Vi:VQ—i—ﬁXI‘Z‘ (41)

alakot 6lti. Irjuk fel a ¢ tomegpontot tartalmazé merev test impulzusmomen-
tum vektorat:

q q q
L:ZI'Z' Xmi<V0+ﬁ XI'Z') :Zmiri Xvo—i—Zmiri X (ﬁxri) =
i=1 =1 i=1

q
:mevo+Zmirix(ﬁxri).

i=1

Az els6 tag a transzlacids mozgassal kapcsolatos és értéke nulla ha:

1. a vonatkoztatasi pont nem mozog: vy = 0,

2. a vonatkoztatasi pont (origo) a tomegkozépponttal egyezik meg (TK-
rendszer): R = 0.
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A masodik kifejezés tartalmanak megvilagitasdhoz hasznaljuk ismét a (3.4)
azonossagot:

L= Z m;r; X ﬁ X r;) i m; [rfﬁ -1 (rzﬁ)} ) (4.2)

Attekinthetébb képet kapunk, ha indexes frasmodra tériink at. Az L vektor
n-edik komponense

q 3

Ln == Z Z m; ('Tipxipwn - minxipwp) ) (43>

i=1 p=1

ahol z;, jeloli az r; vektor p-edik komponensét. Az elsé tagban az w, = 22:1
Onrwy azonossig alkalmazéasa utan cseréljiik fel a p és k Osszegzd indexet, ami
utan w, kiemelhetd:

Z Z m; (6np Z TikTik — xmxw> Wp. (4.4)

i=1 p=1

A két szumma jel felcserélése utén latjuk, hogy a szogsebesség w, komponensei

egy ;
q
an == Z m; <5np Z LikLike — l‘mxip> (45)
i=1 k=1

alaku kétindexes (n, p) kifejezéssel (matrixszal) vannak megszorozva, azaz:

3
L, = Z O npWp-
p=1

A ©,, matrix a ©-val jelolt, Gn. tehetetlenségi nyomaték tenzor méatrixa.

Az impulzusmomentum L vektora tehat altalaban nem parhuzamos az W
szOgsebesség vektoraval. Mivel az elGallitasbol latszik, hogy a ©,,, matrix szim-
metrikus, kell legyen olyan koordinata-rendszer, amelyben diagonélis alakot
vesz fel (f6tengelyrendszer). Ha az o szogsebességvektor iranya egybe esik
valamelyik f6tengely iranyéaval, akkor viszont L és o egyiranyu.

Erdemes ® komponenseit részletesen is, matrix alakban kiirni, ugy hogy a
Descartes-koordinataknal szokasos jelolést hasznaljuk, azaz x; = x;1, y; = 20,
Zi; = X433

i (Y7 +2) =i () — o ()
O = — 3 1My (yzxz) 3 1My (1‘2 + 2-2) ;] 1M (yzzz) : (46)
Comi(z) S SLim ) S m )
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Egyszerd példaként irjuk fel az r = (0,y,0) helyen taldlhato, m tomegi
tomegpont tehetetlenségi nyomaték tenzorat. Mivel csak egy tomegpontunk
van, az Osszegzés egy tagot tartalmaz:

my> 0 0
e = 0 0 O
0 0 my?

Ha pl. a tomegpont a z tengely koriil w szogsebességgel kering, akkor

=10 ],

w
és igy az impulzusmomentum vektora abban a pillanatban, amikor r = (0, y, 0),

0
L= 0
my?w

lesz.

Folytonos tomegeloszlasi tomegrendszer esetén (4.5) alakjat értelemszert-
en ugy valtoztatjuk meg, hogy a diszkrét tomegpontok jarulékait osszegytjté
Osszegzés helyett integralunk. Ehhez a tomegeloszlast jellemzé p (r) tomegsi-
riséget meg kell adnunk, amivel a tehetetlenségi nyomaték tenzoranak méatrixa:

3
O = / o (r) <5np S weay - ;cnxp> dv.
k=1

Vizsgaljuk meg a merev test energidjat. A kinetikus energia a tomegpontok
energiajarulékainak osszegéhdl all eld:

! ’fTLZ‘Vi2
E:Z1 5

Ismét alkalmazva a sebességvektor (4.1) felbontasat

B= 300 [V 2w (@ )+ (& xm)] =
:%VS—FVO <wlemzrz> +Zl%(ﬁxri)2'
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Az els6 tag a transzlacidos mozgasbol szarmazé FEy jarulék. A masodik tag

eltiinik, ha tomegkozépponti rendszerben vagyunk mivel ekkor Y7 | m,r; = 0.

A harmadik tagban alkalmazzuk az (a X b)c = (b x c) a azonosségot, amivel
(Wxr) =(Wxr) (& xr;) = x (& xr;)] .

Részletesen felirva:

E:@vg+2%[rix(ﬁxri)]ﬁ.

i=1

A mésodik tagban kiemelve W-t, annak egytitthatoja ( 4.2) szerint éppen az
impulzusmomentum felével egyenld:

1
E:&+§U?
A forgomozgashol szarmazo Er energiajarulék igy
1 1

ahol W7 jeloli o transzponaltjat, azaz a hozza rendelt sorvektort.
Tekintsiink egy rogzitett tengely koriil torténd forgast. A tengely irdnyat
jellemezziik n egységvektorral. Ekkor az w nagysagu szogsebességvektor alakja:

W = nw, (4.7)

amivel a forgasi energia az

1
Er = éwznTGn
alakot veszi fel, ahol n” az n vektor transzponaltja. Az I = n” ®n mennyiség
neve tehetetlenségi nyomaték, amivel az adott tengely koriili forgasbol szarma-

z0 energia
1
EF = 5&.)2[.

Szamitsuk ki I értékét:

q

3
T
I =n"©®n=0,, = E ™m; <5np E TikLik — a:ma:ip> Ny Ny,
1 k=1

n,p t=

ahol n,, és n, az n egységvektor komponenseit jeloli. Hasznaljuk ki, hogy
Z OnpNenNyp = annp =1,
n,p p
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és igy

q 3 q
2 2
1= E m; E TikTik — E N NpLinLip | = E m; [ri — (r;n) } )
i=1 k=1 n,p i=1

A Pitagorasz tétel szerint a szogletes zardjelben allo kifejezés értéke egyenls az
i-edik tomegpontnak a forgastengelytsl mért (2 tavolsagnégyzetével és igy:

q
I=> m}. (4.8)
=1

Erdemes megvizsgalni, hogy hogyan fiigg az I tehetetlenségi nyomaték
a forgastengely helyzetének megvalasztasatol. Jeldljiik a tomegkdzépponton
n iranyban atmend forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékot
ITK_val. Az ettél | tavolsagban vele parhuzamosan futé forgastengelyre vo-
natkoztatott tehetetlenségi nyomatékot I-vel. Helyezziik el ugy a koordinata-
rendszert, hogy az origd a tomegkoézéppontba essen és a z tengely mutasson n
irdnyaba. A masik forgastengely messe az x tengelyt az origotol [ tavolsagban.
[rjuk fel I értékét (4.8) alapjan és végezziik el a négyzetre emeléseket

4 q
1= [ =124+ 97 = 3 [ — 20+ P 2] =
i=1

i=1
= Eq: m; (27 + y7) + Eq: mil® — zq: m2,l.
=1 i=1 i=1

Az elsé tag értéke 17X | a masodik tagban [? kiemelhetd, a harmadik tag pedig a
tomegkozéppont definicioja miatt elttnik ()7, m;x; = 0). A nyert Gsszefiiggés
Steiner tétele:

[=TI"%+ml

ahol m = >"7  'm; a teljes tomeg.

A tehetetlenségi nyomaték tenzor féatloban taldlhato elemei, a fentiek sze-
rint, a megfelel6 tengelyhez tartozo tehetetlenségi nyomatékkal egyenlék. A
tobbi elem jelentésének megvilagitasdhoz tételezziik fel, hogy a test a tomeg-
kozéppontjan atmend rogzitett z tengely koriil forog. Ez azt jelenti, hogy az
i-edik tomegpont koordinataira fennall, hogy

x; = A;cos[p (t) + oy, (4.9)
yi = A;sin [ (t) + 4],
2 = Bi7
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ahol A;, B; és «; allandok, a szogsebesség vektor alakja pedig

0
W= 0 : (4.10)
W=
Irjuk fel az impulzusmomentumra vonatkozo dinamikai egyenletet:
M =L

és helyettesitsiik be az impulzusmomentum (4.6) métrixat és szogsebesség
(4.10) komponenseit.

d d —W Y L%
M = g7 (OW) = pr —Ww Y MYz
A harmadik M, komponensben (4.9) szerint 27 4+ y? = A? allando és a deri-
valtbol kivihets

M, = % [sz:mZAf

Ha tengelyiranya nyomatékkal nem hatunk a testre (jok a csapagyak), akkor
M, = 0 és igy w = alland6. Hasznaljuk ki ezt az x és y komponensekre fennall6
egyenletekben:

= by mA} = Lo,

q q
. 2 2
M, =—w g ML 2 = W g MYz = —w Oy,
i=1 i=1

q q
. 2 2
M, =—-w E mV; 2 = —w 5 mTiz; = wO,,.
i=1 =1

Az utolso lépésekben kihasznaltuk, hogy (4.9) miatt

T, = —WYi,
yi = Wi,

Latjuk, hogy az M, és M, komponensek &ltaldban nem téinnek el, hanem
a tehetetlenségi tenzor nem diagonélis elemeivel aranyos értéket vesznek fel,
azaz a testre a tengelyre merdleges forgatonyomatékot kell kifejteni ahhoz,
hogy megtarthassa alland6 tengelyét. A tehetetlenségi nyomaték tenzor ezen
elemeit ezért deviacids nyomatékoknak hivjuk.

Fétengelyrendszerben a deviacios (eltéritd) nyomatékok elttinnek, a megfe-
lels tengelyek az tn. szabad tengelyek, amelyek koriil a test allando6 szogsebes-
séggel tud forogni anélkiil, hogy kiils6 forgatonyomatékot kellene alkalmazni
ré.
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4.2. Euler-egyenletek

Az egy pontjaban rogzitett merev test altaldnos mozgasdnak tanulmanyozé-
sa céljabol alkalmas valtozokat kell valasztanunk a test helyzetének leirasara.
Ehhez el6szor rogzitsiink a merev testhez egy (2/,y,2') tengelyekkel biré K’
Descartes-rendszert, amelynek origbja egybeesik a fix ponttal.

A test kiindulé helyzetében a testhez rogzitett koordinatatengelyek esse-
nek egybe a kiilsé K inerciarendszer (x,y, z) tengelyeivel. A test tetszdlegesen
elforditott allapotanak jellemzésére vezessiik be az in. Euler-szogeket a kovet-
kez6 modon. A z és 2’ tengelyek altal bezart szog legyen 9. Az (2/,y) és az
(x,y) sik metszeti egyenesét, amit csomovonalnak hivunk C-vel jeloljiik. A C
csomovonalnak az x tengellyel bezéart szoge legyen ¢, az =’ tengely és a csomo-
vonal kozti szog pedig legyen ¢. A merev test tetszdleges allasahoz eljuthatunk
az igy bevezetett harom szoggel jellemzett elforgatédsokon keresztiil.

. -
A ¥ szbg 1dG szerinti ¥ derivaltja a csomoévonal iranyaba es§ o szogse-

bességvektor abszulut értékét adja meg. Hasonlé modon vezethetjiik be a ¢
szogsebességvektort, amelynek nagysaga ¢ és iranya egybeesik a z tengely ira-

nyéval, valamint a w szogsebességvektort, amelynek abszolit értéke egyenld
w tal és iranya a 2’ tengely iranyaba mutat. A test pillanatnyi w szogsebes-

S kto k al :
égvektora ezek alapjan: . .

T=d+3+7. (4.11)

Az W szogsebességvektornak a K’ rendszerben felvett koordinatainak szokasos

23



jelolése: wyr = p,wy = q éswy =r. p,q ésrértékét a fenti (4.11) vektoregyen-
let komponensenkénti kifrdsaval kapjuk meg:

p = psinVsin + J cos 1, (4.12)
q= gbsinﬁcomb—ﬁsinw,
r=pcost+ .

A jobb oldalon az Euler-szogek és derivaltjaik allnak, mig a bal oldalon a K’
egylitt mozgd koordinata-rendszerben mért szdgsebesség-komponensek. A bal
oldal ismeretében kisérelhetjiik meg az Euler-szogek kiszamitasat.

A K’ rendszernek megvan az az elénye, hogy benne a tehetetlenségi nyo-
maték tenzor komponensei nem véltoznak, hiszen a test ebben a rendszerben
all. Ugyanakkor a K’ rendszer nem inerciarendszer, amire a mozgésegyenlet
felirasakor figyelemmel kell lenni.

Valasszuk a K’ rendszer tengelyeit gy, hogy egybeessenek a tehetetlenségi
nyomaték tenzor f6tengelyeivel. Ekkor a tehetetlenségi nyomaték tenzor alakja
egyszeriibbé valik:

A0 0
@=|0 B o |,
00 C

ahol a f6tengelyekhez tartozo értékeket a szokasos A, B, C-vel jeloltiik. Az im-
pulzusmomentum komponensei az L = 0w egyenlet szerint a K’ rendszerben:

Lz/ = Apv
Ly’ = Bq,
Lz’ == CT.

Alkalmazzuk az L impulzusmomentumra a két rendszerben mért derivaltakra
vonatkozo (3.1) atszamitési szabalyt:

dL dL
dL_dL ooy,
a at T
és irjuk ki az egyenletet komponensenként. Vegyiik figyelembe, hogy a jobb

oldalon az impulzusmomentum vektor inerciarendszerbeli derivéltja all, ami
egyenld az M forgatényomatékkal. Tehat a K’-beli koordinatakra:

Ap=M, +qr(B-C0C),
Bg= M, +rp(C—A),
Cr =M, +pq(A—B).
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A nyert Osszefiiggéseket Euler-egyenleteknek hivjuk. Az egyenletek egy
nemlineéris differencidlegyenlet-rendszert alkotnak, aminek a megoldésa alta-
lanos esetben nem egyszertd. Fontos specialis esetet képez az erémentes szim-
metrikus porgettyt, aminek mozgaséat részletesebben is megvizsgaljuk.

Az er6mentesség azt jelenti, hogy a testre nem hat forgatonyomaték, tehét
M = 0. Ez pl. homogén gravitacios térben tugy biztosithatd, hogy a testet
a tomegkozéppontjaban (sulypontjaban) fiiggesztjiik fel. Szimmetrikus a por-
gettyi, ha f6 tehetetlenségi nyomatékai koziil ketté megegyezik pl.: A = B.
Ennek tovabbi specialis esete, ha a harmadik nyomaték is egyenls ezekkel, az-
az A = B = C. Az utobbi esetben az egyenletek megoldésa trivialis, hiszen
az Fuler-egyenletek jobb oldaldn mindenhol nulla &ll és igy p, ¢ és r allandok.
Ekkor (3.2) miatt a test a kiilsé rendszerbdl nézve is allando tengely koriil,
allando6 szogsebességgel forog.

Az altaldanosabb, B # C' esetben az Fuler-egyenletek az aldabbi modon re-
dukalodnak. Mivel B = A, B helyett mindenhol A-t irhatunk:

Cr=0.

A harmadik egyenlet azonnal megoldhato:
r=ry (allando).

Az els6 két egyenletben osszunk A-val, és vezessiik be az a = ro% allandot,

amivel az els6 két egyenlet a

alakot olti. A rendszer megoldésahoz derivaljuk idG szerint az els§ egyenletet
és ¢ helyére irjunk a mésodik egyenlet szerint ap-t

p=—a’p.
A megoldas kozismert:
p=asin(at+9).

Ugyancsak az els6 egyenletbdl

q= P —acos (at+9).
«
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A K’ rendszerben tehat tudjuk a szogsebességvektor és ennek megfelelGen
az impulzusmomentum vektor komponenseinek idéfiiggését.

Mivel kiils§ forgatonyomaték nem hat, a test L impulzusmomentuma al-
land6. A K rendszer z tengelyét szabadon valaszthatjuk, ezért érdemes azt az
impulzusmomentum vektorral azonos iranytnak venni, tehat

Lx:()v
L, =0,
L,=1L.

Az abrabol leolvashatjuk, hogy L., = Lcost, amit Osszevetve az L, = Cr
alakkal, kapjuk, hogy
Lcosd = Cry.

Az egyenlet ¥-ra nézve megoldhato:
To . .
Y = arccos 7 = Yo (&llando) .
Mivel 9 = 0, (4.12) els6 és mésodik egyenlete egyszertibbé valik. Adjuk Ossze
a két elsS egyenlet négyzetét és vegyiik figyelembe, hogy p? + ¢% = a®.
a® = ¢?sin? vy
azaz a pozitiv gyokot valasztva
a = @sin V.

Az els6 egyenlet szerint

p = asiny,
amit Osszevethetiink p megoldasaval. Az eredmény:
%D =at + QZ}07

ahol a konstansok helyett bevezettiik a 1 kezdeti értékét jelols 1y allandot.
(4.12) harmadik egyenletébdl

rog = pcosthy + «

adodik, amibdl a harmadik Euler-szog idéfiiggése is kiszamithato:

o — &

p = Lt + .
To
Mivel ¢ allando, a test 2z’ tengellyel egybeest szimmetriatengelye a rogzitett
L iranyaban all6 z tengely koriili kupot ir le (nutécio). A K’ rendszerben a
szOgsebesség W vektora ir le a 2/ tengely koriili kapot, hiszen \/p? + ¢ = a,

valamint r is allando.
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5. fejezet

A mechanika elvei

5.1. Kényszerek

Tomegpontok mozgasanak vizsgalatdanal gyakran lépnek fel olyan erdGterek,
amelyek bizonyos iranyu elmozdulasokat szinte lehetetlenné tesznek. Egyszert
példa a lejtén mozgo test esete, amikor a lejtd felszinére merdleges iranyban tor-
ténd elmozdulés esetén az elmozdulassal ellentétesen olyan gyorsan novekszik
a potencialis energia, hogy az elmozdulés a lejtével parhuzamos mozgasokhoz
képest elhanyagolhatd. Masik példa a korabban targyalt merev test, amelyben
az alkot6é tomegpontok egymastol mért tavolsaga elhanyagolhaté mértékben
tud csak megvaltozni.

A fenti példakhoz hasonlo esetekben elfogadjuk azt a kozelitést, amely sze-
rint a kérdéses elmozdulasok egyéltalan nem jonnek létre. Azt mondjuk, hogy
a rendszerben kényszerek vannak jelen, amiket Gn. kényszerersk valésitanak
meg. A kényszerek vizsgalatat elGszor az egyensulyi rendszereken kezdjiik.

Egy n tomegpontbol allé rendszer akkor lehet egyensilyban, ha a tomeg-
pontokra haté erék komponensei mind eltiinnek, azaz az i-edik tomegpontra

hato erd

minden i-re.
Ezt a feltételi egyenletrendszert atfogalmazhatjuk. Vezessiik be a kdvetkezd,
virtualis munkanak nevezett 0sszeget:

0A = i Fiéri,
i=1

ahol Jr; az i-edik tomegpont egy un. virtualis elmozdulasét jelenti. Virtuélis
elmozdulasok alatt a rendszer pillanatnyi helyzete és az adott idépillanatban
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infinitezimalisan kozeli, lehetséges helyzetek koordinatainak kiilonbségét ért-
jik. Egyensuly esetén minden er6komponens eltiinik, igy a d A virtualis munka
is nulla lesz.
Forditva, ha tudjuk, hogy a virtualis munka tetszéleges virtualis elmozduléas
esetén elttinik:
0A =0, (5.1)

akkor a rendszer egyensilyban van, hiszen az Gsszeg csak gy tud eltiinni, ha
minden er6komponens eltiinik. Ez az un. virtualis munka elve.

Ha a rendszerben kényszerek is jelen vannak, a dr; virtualis elmozdulasok
méar nem lesznek tovabbra is mind fiiggetlenek egymaéastol. Egyszerd példa az
x —y sikban az origdén atmend, M meredekségi lejtén mozgd tomegpont esete.
Mivel a lejt6 egyenlete

y= Mz,
a 0x és oy virtudlis elmozdulasokra fenn kell alljon, hogy
oy = Moéw.

Az altaldnositds matematikai megfogalmazasa céljabol érdemes 1j jelolést
bevezetni. A tomegpontok r; helyvektorainak 71,79, ;3 koordinatai helyett
a tomegpontok sorrendjének megfelelGen egységes indexes jelolésre tériink at
ugy, hogy az 1j index 1-t6l 3n-ig fusson:

rn = I,
T12 = T2,
r13 = I3,
ro1 = T4,

Too = Ts,
P
Tn3 = T3n-

Hasonl6 modon az F; er6komponenseket is jeloljiik at:



A virtualis munka az 10j jeloléssel

3n

i=1

Az x; (i =1---3n) koordinatak altal kifeszitett 3n-dimenzios teret konfi-
guracios térnek nevezziik, amelyben egy pont felel meg a rendszer pillanatnyi
helyzetének. Kényszerek fellépése esetén a konfiguracios tér egy pontja kor-
nyezetében nem minden pont érhetd el a rendszer szamara. A legegyszertibb
esetben, az x; koordinatak kozott, a lejt6hoz hasonlé modon, egy vagy tobb
fiiggvénykapcsolat all fenn. Ha s db kényszerkapcsolat van jelen, azokat egy
oldalra rendezve igy irhatjuk fel:

@1 (xla Xy« T3n, t) - 07 (53)
0

0o (T1, 29, Tan, t) =

Ps (371,![’2, o 'x3n7t) = 0.

A rendszer egy esetlegesen megvalosulé mozgasa soran ¢;-k értéke nem valto-
zik, azaz

O, dz; ﬁgpj_ o
Z(%Z ot =0 i=1. s (5.4)

A megfelels differencialok kozotti Osszefiiggeés:

Za%d +a%dt—0

Mivel a virtualis elmozdulasok a konfiguracios térben, egy adott pillanatban
lehetséges helyzetek kozotti kiilonbségnek felelnek meg, a ¢; értékében az adott
idépillanatban, azaz dt = 0 esetben nem engediink valtozast (virtualis valtozas
@j-ben):

Sp; = Zl (?)Z Sz = 0, (5.5)
ami s db lineéris kapcsolatot jelent a virtualis elmozdulésok kozott.

Ez azt jelenti, hogy ha most az egyensulyi allapot megkereséséhez alkal-
mazni szeretnénk a virtualis munka elvét, a JA virtualis munkat el6allito (5.2)
képletben a dx; virtualis elmozdulasok nem lesznek mind fiiggetlenek. A prob-
léméat a feltételes szélsGérték szamitasnal megismert Lagrange-féle multiplika-
torok modszerével tudjuk megoldani.
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Minden kényszerkapcsolathoz hozzarendeliink egy egyelére ismeretlen A;
szamot (Lagrange-féle multiplikator), és az eredeti (5.2) elgallitast kiegészitjiik
a kényszereket figyelembe vevé \;0p; tagokkal:

3n s
§A = Zl X,0w; + Zl X005,
1= Jj=

Kifejtve dp,-t és kiemelve a kozos tényezdket:

3n s
A=Y (Xi + ZA%?) 5.

Az 1j tagok bevezetése nyoman a virtualis elmozdulasok fiiggetlennek tekint-
hetdsk, és igy a 0 A = 0 feltételbdl kovetkeznek az

S

XﬁZA-%’ —0 (5.6)

egyenstlyi egyenletek.

A 3n db egyenlet 3n + s db ismeretlent tartalmaz: az x; és \; szamokat. A
megoldast ezért a az (5.3) egyenletekkel egyiitt kezelve kell megkeresni, ame-
lyekkel egyilitt mar megvan a sziikséges szamu egyenlet.

Az (5.6) egyenlet fizikai értelmezése kézenfekvs. A rendszer egyensilya
ugy johet létre, hogy az X; tn. szabader6 komponensek mellett a rendszer
elemeire kényszererdk is hatnak, amelyeket szintén figyelembe kell venni. Az
egyenletbdl azonnal leolvashatjuk a j-edik kényszert6l szarmazo X7 kényszererd
1-edik komponensét: 5

j_ Pj
X) =) oz,

Egyszert példa egy olyan silyos témegpont egyensulyi helyzetének megke-
resése, amelyik csak egy R sugart gombon tud mozogni. A gémb kozéppontja
essen egybe az origoval, és mivel csak egy tomegpontrol van szo, hasznaljunk
index nélkiili jelolést, azaz a pont harom koordinataja legye z,y, 2. Ekkor a
kényszerfeltétel fiiggvénye ¢ = 22 + 4% + 22 — R? amire fennéll, hogy

p=0.

Irjuk fel az (5.6) egyensilyi egyenletet. Haromdimenziés térben mozgunk,
igy harom egyenletet kell felirnunk. A szabaderd a tomegpontra hatd nehézségi

erg, aminek komponensei: F, =0, F}, = 0, F, = —mg. A harom egyenlet:
2 x =0,
2 \y =0,
—mg + 2Xz = 0.
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Az els6 két egyenletbdl x = 0 és y = 0, a kényszeregyenletbdl pedig z = £R.
Az egyensulyi helyzet tehat a gomb tetején és aljan talalhato. A kényszererd
komponensei pedig:

FF = )\22 =0,
k _ —

Fj =2y =0,

FF = )\2z = my.

Az egyensiily keresésének fenti modszerét a dinamikai egyenlet felirdsara is
felhasznalhatjuk. Irjuk fel a Newton-egyenletet az 1j jelolés hasznalataval:

Xi = m;di,
ahol a tomegek jelolésénél is 1j indexekre tértiink at:

my = my,
mi = My,

mi = ms,

m, = msn—1,

my, = M3y.

Ha a mozgasegyenletet egy oldalra rendezziik, az egyensulyi egyenlethez ha-
sonl6 alakot kapunk:

A kiilonbség csak annyi, hogy a bal oldalon az X; mellett megjelent egy tjabb
eré jellegii tag, amit tehetetlenségi erének szokas nevezni.
Készitsiik el a virtuélis munka bevezetésénél latottakhoz hasonlé moédon a

kovetkezd Osszeget:
3n

i=1
0A akkor lesz tetszGleges virtudlis elmozdulas esetén nulla, ha a zardjelben
allo kifejezés elttinik. Ez éppen a mozgasegyenletnek felel meg. Forditva, ha a
mozgasegyenletek fennéllnak, d A elttinik. Ez d’Alembert elve, ami a mechanika
alapegyenletének egy 1j megfogalmazasat jelenti.

Az elv alkalmazasa feltételezi, hogy a virtualis elmozdulasok fiiggetlenek.
Kényszerek fennéllasa esetén azonban lattuk, hogy ez nincs igy. A megoldast
megint a Lagrange-féle multiplikatorok alkalmazasa teszi lehetévé, amiknek
segitségével a virtualis elmozdulasok "fiiggetlenné" tehetdk.
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Vezessiik be ismét az s szamu kényszerhez a megfelel6 \; multiplikatort és
egészitsiik ki a d’Alembert-elv §A = 0 egyenletét a kényszereket figyelembe
vevs tagokkal:

3n s
i=1 j=1

(5.5) szerint ismét kifejtve dp;-t és kiemelve a koz0s tényezSket a

3n s
0p;
;( m;x —1—2 Jaxi> x

egyenletet nyerjik. Most mar minden virtualis elmozdulas fiiggetlennek tekint-
hets, amibdl kévetkezik, hogy

vagy atrendezve

0w,

A nyert mozgasegyenletek az in. Lagrange-féle els6faju egyenletek. A meg-
oldas soran az (5.3) kényszeregyenleteket is az egyenletrendszer részének kell
tekinteniink, és igy az ismeretlenek széma egyenld lesz az egyenletek szaméval.

Osszetett rendszerek vizsgalata azt mutatja, hogy a kényszereknek csak egy
része adhato meg az (5.3) alakban. Az ilyen kényszert holonom kényszernek,
és a megfelel6 rendszert holonom rendszernek nevezziik.

Tekintsiink egy példat az in. anholonom rendszerekre is, ahol a fenti feltétel
nem all fenn. Legyen egy vizszintes tengelyt, R sugari biciklikerék, amelyik
csuszasmentesen gordiilhet a vizszintes x, y sikon. A kerék tengelye a vizszintes
sikban elfordulhat tigy, hogy a kerék tetszGleges iranyban gordiilhet. Zarjon be
a kerék tengelye az x tengellyel a szoget és jeloljiik az egyik kijelolt kiillének a
fiiggbleges 2 tengellyel bezart szogét [-val.

Mivel a kerék az x, y stk barmely pontjara el tud jutni, és a két iranyszoget is
tetszGleges értékire be tudjuk allitani, pl. megfelel§ sugari korpalyan torténd
korbenjaréassal, a rendszer az x,y, a,  koordinatakkal megadott konfiguracios
terének tetszéleges pontjat elérheti. Ez kizarja annak lehet&ségét, hogy egy

o (z,y,a,8,1) =0

alakt kikotést tegyiink. Ha azonban megvizsgaljuk, hogy a konfiguracios tér
egy adott (z,y, a, ) pontjaban milyen virtualis elmozdulasok lehetségesek, azt
talaljuk, hogy azok komponensei nem mind fliggetlenek.
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Egyszeri geometriai megfontolasokbol adodik (a csuszéasmentes gordiilés
miatt), hogy a virtualis elmozdulasokra fennall, hogy:

0x — Rsinadp = 0,
0y + Rcosadfs = 0.

Az altalanosabb kényszerkapcsolatok az (5.4) egyenletek alapjan a kovet-
kezGk lehetnek:

3n 3n

d;
Z ajid_ff + ajo = 0, vagy differencialokkal Z ajidr; + ajodt =0, (5.8)

=1 =1

ahol az aj; egyiitthatok altalaban nem szarmaztathatok a;; = %,
9% alakban. A virtualis elmozdulasokra vonatkozo Osszefiiggések ezek alapjan

és ajo =

ot

(dt = 0 miatt):
3n
Z aj,»c;xi = 0.
i=1

Az (5.7) els6 faju Lagrange-egyenletek ennek megfeleléen modosulnak:

j=1

Az (5.9) Lagrange-egyenletek megoldasat a az (5.8) egyenletekkel egyiitt
kell megkeresni.

Vizsgéaljuk meg a rendszer energiajanak valtozasat. Szorozzuk meg az (5.9)
mozgasegyenletet ;-tal és Osszegezziink i-re:

3n 3n 3n s
i=1 i=1

i=1 j=1

A bal oldalon all6 tag éppen a K kinetikus energia idGszerinti derivaltja, mig a
jobb oldali els¢ tag a szabaderdk teljesitményével egyenls. Ha a szabaderdk po-
tencidlosak, az utobbi egyenls az U potencidlis energia idGszerinti derivaltjanak

ellentétével:
d d 3n s

Rendezziik at az egyenletet, és hasznaljuk ki, hogy (5.8) miatt

3n

E aji:vi = —ajo.

=1
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Ekkor az egyenlet igy alakul

d 5
E(K—i_U) = —Z)\jajo.
j=1

A kényszereket ennek megfelelen két csoportra osztjuk.
Szkleronomnak nevezziik a kényszert és a rendszert, ha holonom esetben a

©; kényszerfiiggvények nem fliggenek az id6tél <% = ), vagy ennek megfele-
16en anholonom esetben, az a;; egyiitthatok nem fliggenek az id6tél (% =0

és az ajo egyiitthato eltiinik. (Anholonom kényszer esetén ezeket kiilon-kiilon
meg kell kovetelni, hiszen az els6 kovetelmény teljestilésébdl nem kovetkezik a

o s 2112 . L s . o Op;
masik fennéllasa, ahogy holonom kényszer esetén is lehetséges hogy o =
. Dpj . .
és % # 0). Ha a kényszer és a rendszer nem szkleronom, akkor reonomnak
hivjuk.

A fenti egyenlet szerint a szkleronom rendszer teljes energiaja nem valtozik
(a kényszerer6k munkaja nulla), mivel ekkor a;o = 0 (holonom esetben a;, =
%). Reonom rendszerben a kényszererdk teljesitménye altalaban nem tiinik
el, a rendszer energiaja nem allando.

Egyszert példa a meghatarozott mozgast végzd lejtén mozgd tomegpont

esete. Legyen a lejté (kényszer) egyenlete

o (z,y,t) =y — M (x -z (t)) =0,

ahol az adott ¢ (t) fiiggvény megadja a lejté = tengellyel valo pillanatnyi met-
széspontjat.
A Lagrange-féle mozgasegyenletek:
mx = —AM,
miy = A —mg.

A kényszeregyenlet kétszeri derivalasa utan
ij = M (i — i) .

Helyettesitsiik be az els§ egyenletbdl kifejezett i-ot és a masodik egyenletbdl
kifejezett gj-ot:
A —mg = —AM? —mMé,
amibdl:
~ m(g — Miy)
14 M2
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A kényszerfiiggvénybdl leolvashatjuk, hogy:
dyp
ot
és igy a lejtd kényszerereje altal nytdjtott teljesitmény:
dE  Mmiy(Miy — g)
dat 1+ M2
Az eredmény altalaban nem nulla!

ag = MQZ(),

5.2. Altalanos koordinatak, Lagrange-formalizmus

A Descartes-koordinatak hasznalata nem minden helyzetben elényos. A moz-
gasok leirasdnak altalanosabb modszerére van lehetéség, ha nem ragaszkodunk
a derékszogi, egyenes vonalu koordinata-rendszerhez.

Altalaban vezessiink be annyi fiiggetlen valtozot a rendszer helyzetének
megadésara, ahédny sziikséges a rendszer allapotanak egyértelmi jellemzésére.
Ha a rendszerben nincsenek holonom kényszerek, a valtozok szama egyenld
lesz a konfiguracios tér 3n dimenzidszémaval. s db holonom kényszer jelen-
léte esetén a sziikséges fliggetlen valtozok szama csokken: f = 3n — s lesz a
rendszer szabadsagi fokainak szama. Az igy bevezetett 4j g; (j =1,..., f) val-
tozokat altalanos koordinataknak hivjuk. Segitségiikkel a rendszer pontjainak
x; Descartes-koordinatéit ki tudjuk fejezni:

xi:xi(q17QZ7"'7Qf7t>'

A mozgasegyenletek altalanos koordinatakban torténd felirasidhoz induljunk
ki ajra a d’Alembert-elvbdl:
3n

=1

A virtualis elmozdulésokat szintén fejezziik ki az altaldnos koordinaték virtuélis

valtozasaival
z 5
Oq]
Helyettesitsiink be a d’Alembert-elv ket tagjaba:

Zxaxz sz&“(sq],

]111

3n
Z mML;00; = Z Z m;L; 81:%

7j=1 =1
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Az els6 taghan vezessiik be a kdvetkez jelolést:

(9951-
i 8(]]' )

3
Qj =

=1

amivel a virtualis munka

3n f
i= j=

alakt lesz. Ennek alapjan (); neve altalanos eré(komponens). A maéasodik
tagban az id6 szerinti masodik derivalast szorzat derivaltjava alakitjuk:

Zmle(smz 3 a (ﬁxf) S i a (axl)(sqj. (5.10)

7j=1 =1 Jj=1 =1

A jobb oldal elsé tagjénak étalakitéséhoz vegyiik figyelembe, hogy az altalanos

s stz

Zaxz.

aminek megfelelGen
an‘ 8qj '

A masodik tagban fejtsiik ki az id6 szerinti teljes derivaltat:

ox; ox; \ . 0 [ 0z;
Z G+
0q; Oqr, \ 0g; ot \ g,
Ha a Young-tétel alapjan felcseréljiik a derivalasok sorrendjét és a két g; szerinti
derivalast egybe gytjtjik, azt kapjuk, hogy:

! f .
d (0x; 0 ox; \ . 0 [0z 0 or; \ . 8:70, ot;
dt (aqj) aq; 2 (aqk) " g, ( ot ) dq; [; (aqk) ot ] dq;

k=1

(5.11)

(5.10) els6 tagjaban hasznaljuk fel az (5.11) Osszefiiggést, a méasodik tagban
pedig az utols6 egyenlGséget:

on ! ot f g ot;
Z;mifv'iéxizzz:mldt (xla Z) z;mel Z qj-
1= J

7j=1 =1 =1
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Mindkét tagban az i; és a parcialis derivaltjat tartalmazo szorzat i? derivalt-
java alakithato:

3n
> it = Sy 2 (5

j=1 i=1

Don - 35 5,

7j=1 =1

Lathato, hogy minkét tagban szerepel a K = Z?m mlx kinetikus energia,
aminek befrasa utan a teljes 6sszeg igy alakul

3n f

d 0K oK
g iLi0T; = ——=—0q; — g ——0g;-
z‘:1maC ’ j=1 dt (7qj v Jj= an v

Ezt a d’Alembert-elvbe visszairva kiemelhetjiik dg;-t

f
dOK 0K
Z (Qj iag o J> 5g; = 0. (5.12)

Jj=1

Ha az altalanos koordinatakat tgy vezettiik be, hogy azok maéar figyelembe
vették az esetleges holonom kényszereket, és igy egymastol fiiggetleniil valtoz-
hatnak, dg;-k tetsz6leges értéket vehetnek fel. Az egyenlet csak akkor allhat
fenn, ha a zarojeleben allo kifejezés 7 minden értékére eltiinik, azaz:

— -5 =0 (5.13)
A kapott egyenletek a holonom rendszerek mozgésegyenleteinek altalanos alak-
ja, neviik Lagrange-féle masodfaju egyenletek.

Anholonom kényszerek esetén, vagy ha nem minden kényszert kiiszoboltiink
ki az 0j koordinatak valasztasaval, amikor a k-adik kényszerfeltétel

vagy ennek megfelelen a virtualis elmozdulasokkal

f
Z akjéqj =0
j=1

formaban adhato csak meg, a d’Alembert-elv fenti (5.12) alakjaba tjra be kell
vezetniink a > ;_; A\gag; alaka pottagot. Ekkor a dg; virtualis elmozdulasok
mar fiiggetlennek tekinthet6k, ami azt jelenti, hogy az egyenletet csak akkor
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tudjuk kielégiteni ha minden dg; egytitthatoja elttinik. A megfelel6 Lagrange-
egyenletek ekkor:

d K 0K -

~ 2 T 0. Aedles

alaktiak lesznek. Ekkor az s darab A\, Lagrange-multiplikdtor meghatarozasa-
hoz azonban hasznalnunk kell az s darab kényszerfeltételt is.
Ha a holonom rendszer konzervativ, az er6komponensek egy U potencial

derivaltjaiként allnak els:
ou

Ha a @); altalanos eré komponenseket definicio szerint felirjuk, a lancszabély al-

kalmazasaval azt kapjuk, hogy ezek is a potenciélfiiggvény altaldanos koordinata
szerinti parciélis derivaltjaként allithatok eld:

Xi:

O AU O oU

J i1 8q] —1 83&2 aq] 8q]

Ennek az elgallitasnak lehetséges egy olyan altalanositésa, amikor az er§ a
sebességtdl is fiigghet tgy, hogy:

Az ilyen U fiiggvényt altalanositott potencialfiiggvénynek nevezziik. Az (5.13)
egyenletbe torténd helyettesités eredménye:

doK 0K doU oU

dtdg; dq;  dtdq; gy
Vonjuk 0ssze a megfelel6 derivaltakat:

dO(K-U) (K -U)

= 0.
dt  9q; dg;

A zarojelben allo fliggvény neve Lagrange-fliggvény, aminek szokasos jelolése
L =K —U. Ezzel az egyenlet a

el )| (5.14)

alakot veszi fel. Szokas ezt az alakot is (méasodfaju) Lagrange-egyenletnek
nevezni.
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Példaként irjuk fel az [ hossztusagi matematikai sikinga Lagrange-fliggvényét
és mozgésegyenletét. Mérje a fliggblegestsl valo kitérést a ¢ szog, ami altalanos
koordinataként szolgél az adott rendszerben. A kinetikus energia K = ml;‘pZ,
a potencialis energia pedig U = —mgl cos p. A Lagrange-fiiggvény:

I ml2¢2
2

+ mgl cos .

A Lagrange-egyenlet:
ml*p 4+ mgl sin o = 0,

ami megegyezik az elemi megfontolasok alapjan nyert egyenlettel.

A fenti gondolatmenetben kihasznaltuk, hogy az erék egy potenciélis ener-
gia negativ gradienseként &llithatok el6. Ha a rendszerben nem konzervativ
erdk is hatnak, azokat kiilon kell figyelembe venni. Ekkor

Qi =Q+Q;,

ahol Q) = —%—(5 alakban az U° potencialbol szarmaztathato, és Q% jeldli a nem

konzervativ osszetevét. A mozgasegyenlet ezzel a felbontéassal

alakban all fenn, ahol L° = K — U°.

Erdemes észrevenni, hogy ha a rendszerben a konzervativ erék mellett, csak
idotiiggs @, (t) erck is hatnak, azokat az L Lagrange-fiiggvényben egy ¢;Q; (1)
tag hozzaadasaval lehet figyelembe venni:

L=L"+qQ,;t),

hiszen a
4oL oL _
dtdq;  0g;
egyenletbdl valoban azt kapjuk, hogy
doL® oL
oS =)
dt 9q;  0g;

Az er6komponensek a sebességtdl is fligghetnek. A gyakorlatilag fontos
esetek egyike, az olyan surlodasi eré megjelenése, amelynek nagysaga ardnyos
a sebességgel:
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Az ilyen alakt er6komponens a kivetkezs derivalt formajaban allithato eld:

oD
X — _
‘ ot
ahol D = %2?21 k7 az tn. disszipacios fliggvény. A megfelels altalanos
erGkomponensre kapjuk, hogy
S " 9D 9, " 9D di; 9D
Q-Yxign ooy Do 5o
i=1 4 i—1 9119 i—1 994 4

ahol kihasznaltuk a korabban levezetett (5.11) Osszefiiggést. A Lagrange-
egyenlet jobb oldalat igy szintén altalanos formaban kapjuk meg:

Az altalanositott potenciél hasznalatara fontos példa az elektroméagneses
mezGben mozgo e toltést, m tomegd ponttoltés esete, aminek mozgasegyenlete
Descartes-koordinatakban:

ma = eE 4 ev x B. (5.15)

Az altaldnositott potencial megtalédlasdhoz irjuk fel az elektromagneses me-
z6 viselkedését leir6 Maxwell-egyenleteket:

divD = p,
0B
tE=——
1o BT
divB =0,
oD
rotH=j+ —

ot

A harmadik egyenletet ki tudjuk elégiteni, ha a mégneses indukci6 vektorat
valamilyen A (r,t) vektormezd rotaciojaként allitjuk el:

B =rot A.

Helyettesitsiik be ezt az elGéllitdst a masodik egyenletbe:

rot E = —2 rot A.
ot
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A Young-tétel alapjan cseréljiik fel a rotécioképzés és az idG szerinti parciélis
derivalés sorrendjét és egyben rendezziik az egyenletet egy oldalra:

rot <E—i— %—?) =0.

A feltétel szerint a zardjelben allo kifejezés valamilyen skalarmezd gradienseként
allithato els:

A
E + aa—t = —grad ¢,
amibdl E kifejezhetd
0A
E=—grad®— —.
gra BT

Latjuk, hogy mind a mégneses indukcié mezGje, mind az elektromos mez§
elallithato az A (r,t) és a ®(r,t) fliggvény segitségével. Ezek neve rendre
vektorpotenciél és skalarpotencial.

Behelyettesitéssel meggy6zddiink arrol, hogy az alabbi fiiggvény altaldnosi-
tott potencialként szolgal a mozgd ponttoltés szaméra:

U=¢ed—eAv.
A Lagrange-fiiggvény ekkor

L= %v2 —ed + eAv.

A Lagrange-egyenletet indexes irasmodban irjuk fel

d oL 0L
— —=—=0,1=1,2,3.
dta'l}l 8% 07 ! ’ 73

Az els6 tagban:

= mu; + eA;,
81}2-

ahol A; az A vektorpotencial i-edik komponensét jeloli. Az id6 szerinti teljes
derivalt

p
A masodik tag:
OL __ 0% ~0A;
ax, n 8@ &El I
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A teljes egyenlet tehat atrendezés utéan:
84; 0D L (04; 04
n=e -t — - ’ 5.16
me 6( ot 8$i)+€;<0xi axj)vf (5.16)

Az els6 zarojelben allo kifejezés a fenti definiciok szerint az E elektromos
térerdsség i-edik komponense. A mésodik Osszegrdl pedig belatjuk, hogy az
nem més mint a Lorentz-eré (ev x B), i-edik komponense. Ehhez definialjuk
az €;;, Un. Levi-Civita-szimbolumot:

1;0=1,7 = 2,k = 3 és ezek ciklikus cseréje esetén,
cijk = —Lii=2,5=1k=23 & ezek ciklikus cseréje esetén,
0; mas esetekben.

Két vektor vektorszorzatanak n-edik komponensét pl. ennek segitségével az
(axb), = Z?,k:l enjka;br alakban irhatjuk fel. Hasonl6 médon egy a vektor
rotaciojanak n-edik komponense a (rota), = Z?,k:l anjkgix’; alakban adhato
meg.

Irjuk fel a Lorentz-erdt, és fejezziik ki a magneses indukciot a vektorpoten-
cial rotaciojakeént:

0A,,
(GV X B)z =€ E Eijk:’UjBk =€ E €ijkViCklim—(7 -
- ) oz,
J’k J7k7l7m
Hasznaljuk fel a Y, €;jx€xim = 0i10jm — Oimd; azonossagot, amivel:

0A,, 0A; 0A;
02 B = 5 =i 52 = o (G- 5.

Jtm j

Igy valoban megkaptuk az (5.15) mozgasegyenletet.

5.3. Normalkoordinatak - normalrezgések

Az egy szabadsagi foku rendszerek rezgéseit korabban targyaltuk. Egy tobb
szabadsagi foku, konzervativ rendszerben is kialakulhatnak rezgések, ha a po-
tencialis energia lokalis minimummal bir. A mozgés leirdsahoz alkalmas keretet
szolgaltat a Lagrange-formalizmus.

Tételezziik fel, hogy egy f szabadséagi foku rendszer V' (¢1, go, - - . , ¢) potencialis
energiajanak a konfiguracios tér (qgio, ¢a0, - - - , ¢r0) helyén lokalis minimuma van.
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Fejtsiik Taylor-sorba a potencialt a minimum-pont koriil

ov

7

Vg @2, qr) =V (0, &0, - - - qro) +Z (¢ — gio) +

1 9*°V
* Z 58%3%

,j=1

qi0

(@ — qi0) (g5 — qjo) + -+~

qi0

Az els6 tag allando, ami a potencialis energiaban tetszélegesen valasztha-
t0, és igy érdemes nullanak venni. A masodik tagban a potencialis energia
derivaltjai szerepelnek, amik a minimumhelyen elttinnek. Az els6 megmarado
tagok, amelyek mar szerepet jatszanak a mozgasban, a koordinatakban mé-
sodrendtiek. Ha kis kitéréseket tekintiink, a magasabb rendid tagok jarulékat
elhanyagolhatjuk. Ha az origot a (qio, go0, - - -, q0) koordinatakkal megadott

92V
0qi0q;

energia a koordinataknak pozitiv definit kvadratikus alakja lesz:

minimumhelyre toljuk és a derivaltakat b;;-vel jeloljiik, a potenciélis

V(QlaQQa-"7Qf szjqija % :bjl)

1,7=1

A kinetikus energia a sebességkomponenseknek szintén pozitiv definit kvad-
ratikus alakjaban allithato el6

1 f
= 5 Z aijdi@j,

i,j=1

ahol a;; = aj;. A Lagrange-fiiggvény

f
L= Z (@ijdiq; — bijqig;) -

4,j=1

N | —

A megfelels Lagrange-féle mozgéasegyenletek

f
Z a;;G; +bijq;) =0, i=1,....,f,
7=1

amik egy masodrendt, kozonséges, homogén, lineéris, alland6 egyilitthatoju
differencialegyenlet-rendszert alkotnak.
A megoldast
¢; = Cj cos (wt + 9)
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alakban keressiik, amit behelyettesitve, a

M\

— w?a;j| Cjcos (wt+6) =0
j:l

egyenletrendszerre jutunk. A kozos, idsfiiggs tényezével osztva, Cj-re homo-
gén, linearis egyenletrendszert kapunk

M\

— wa;;) C; = 0. (5.17)

J=1

Szorozzuk be az (5.17) egyenletet C;-vel és Osszegezziink i szerint is.

w au CJCZ = 0,

i M“ﬂ

amibdl w? kifejezhetd

e Z” 1 0:;C5C;
E] =1 a’Z]C C
Az eredmény két pozitiv definit kvadratikus alak hanyadosa és igy w? értéke

pozitiv valos szam kell legyen.
Az (5.17) egyenletrendszernek akkor lehet nemtrivialis megoldésa, ha

det (bZ] — w2aij) = 0.

A determinans w?-re nézve f-ed foku Pj(w?) polinom, aminek altalaban f
darab w? megoldésa van (a =1,2,..., f). A megfelels w, értékeket a rend-
szer sajatfrekvenciainak hivjuk. Ha az (5.17) egyenletrendszer w,-hoz tartozo
megoldasat C,; jeloli, a mozgasegyenlet megfelel¢ partikularis megoldésa

Qoj = Do Cyjcos (wat + 04) ,

ahol D,, és ¢, tetszGleges alland6. Az altalanos megoldas a partikuléris megol-
désok Osszege lesz

f
= Z D, Clyj cos (wat + d4) ,

a=1
ami azt mutatja, hogy a rendszer altalanos mozgasa egyszer harmonikus rez-
gések szuperpozicidjaval allithato els.
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Vezessiik be a megoldéasban a ©,, (t) = D, cos (wat + d,) jelolést, amivel

f

6 (t) =) CajOu (1).

Ez az Osszefliggés értelmezhets a g; koordinatékrol az 4j O, altalanos koordi-
natakra torténd attérés definiciojanak is. Irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt az 1j
valtozokban

/ !
1 . 1 o
L= 5 ”21 (aijdid; — bijqiq;) = 5 aﬁzl (aijCangjG)a@ﬁ - bijCai(Jﬁj@a@B> '

Az (5.17) egyenlet szerint

f f J f
Z bz-jCai = Zwiaiij és Z bijcﬁj = ngaingj.
=1 i=1 j=1 j=1

Szorozzuk be az elsé egyenletet Cg;-vel, a masodik egyenletet pedig Co;-vel és
szummazzunk a mésik index szerint is

f f f f
Z biij'ng = wi Z ClijCai05j és Z bijCangj = w% Z aijCQngj.

ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
(5.18)
A két egyenlet kiilonbsége

!
(wi —w2) Y aiCaiCsy =0,

ij=1
ami azt jelenti, hogy kiilonb6z6 frekvencidk esetén

/
Z (lijom'ogj =0.

1,j=1

A C,; értékek homogén egyenlet megoldasabol adodtak, igy csak egy kons-
tans szorzo erejéig vannak meghatarozva. Hasznaljuk ki ezt arra, hogy a fenti
Osszeget az o = [ esetében viszont, egységnyi értéktre allitjuk be, amit Ossze-
foglalhatunk egy egyenletben

f
Z a,-jC’mC'gj = 50‘6‘

1,j=1
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Az (5.18) egyenletek szerint viszont

f
Z bijCaiC,Bj = widaﬁ.

ij=1

Felhasznalva az utobbi Osszefiiggéseket a Lagrange-fiiggvény végiil az

L= S (0250405 — 20,0405 = %i (62 -wze?)

a,f=1 a=1
alakot Olti. A megfelel6 mozgasegyenlet
O, + wi@a =0,

ami valoban a harmonikus rezgés egyenlete. Az igy bevezetett ©, altalanos
koordinatakat normalkoordinataknak, a rendszerben kialakul6 rezgéseket nor-
maélrezgéseknek hivjuk.

Tekintsiink példaként két darab m tomegi tomegpontot, amelyek az x ten-
gely mentén mozoghatnak tugy, hogy egyenként egy-egy D direkcios ereji ru-
gbhoz csatoltuk Sket. A két tomegpontot csatolja egyméshoz is egy D’ rugo-
alland6ju rugd, ami nytjtatlan allapotban van a tomegpontok csatolés nélkiili
egyensilyi helyzetében. Ha a tomegpontok koordinatai x, és xzo, a Lagrange-
fiiggvény

m., m., D, D, D

2
L:5$1+§$2—5$1—5I2—7($1—$2> .

Leolvashatjuk, hogy
m 0
W= o0 om )

b — D+D =D
] T _D/ D + D/ .
A frekvencidkat meghatarozo determinans

D+ D —wm D’

D D+D,_w2m’:(D—w2m)(D+2D’—w2m)=0.

A rendszer sajatfrekvenciai a masodfoku egyenlet megoldésabol

| D |D+ 2D’
wp =4\ —, Wy =/ ———.
m m

Az (5.17) egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk C,; lehetséges értékeit: w;
esetén C1; = Oy és wy esetén Cy; = —Cys.
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5.4. Hamilton-elv

Az el6z6 szakaszban a Lagrange-egyenletet a d’Alembert-elvbdl vezettiik le,
ami un. differencialis elv. Az aldbbiakban a levezetést més modszerrel is
elvégezziik, ami tovabbi kévetkeztetésekre ad lehetdséget.

A matematikai modszer alapelvének megismeréséhez vizsgaljuk a kdvetkezs
problémat.

Az (z,y) sikban keressiik az adott (zq,y1) és (x2,y2) pontokat Osszekots
a legrovidebb (rektifikdlhato) gorbét. A lehetséges gorbék hosszat az alabbi

integral adja meg
to
I :/ V2?2 + y2dt,
t1

ahol a gorbét x = x (t), y = y(t) paraméteres alakban adtuk meg. A t pa-
raméter a gorbe kezdGpontjaban veszi fel a t; és a végpontjaban a ty értéket,
azaz v1 =z (t1), y1 = (t1) és o = x (t2), Y2 = (t2).

A probléma az tn. varidcioszamitas alapfeladata, ami szerint egy vagy tobb
olyan ismeretlen y; (t) fiiggvényt keresiink, amelyek mellett egy, a fiiggvénye-
ket tartalmazo integral értéke szélsGértéket vesz fel. Az integral a kévetkezd
altalanos alaki lehet:

I:/tQF[y,;(t),yg(t),...,y,(”) (t),t] dt,

t1

ahol az F' un. alapfiiggvény el6re adott modon fiigg a k darab ismeretlen y; (t)
fiiggvénytsl (i = 1,...,k), azok derivaltjaitol, valamint t-t6l.

Vizsgéaljuk meg, hogyan valtozik az I integral értéke, ha az y; (t) fiiggveé-
nyeket kismértékben megvaltoztatjuk, azaz minden t értékénél eltérs értéket
adunk nekik azzal a kikotéssel, hogy a ¢ és ty értékeknél az eltérés nulla ("A-
variacio"). Jelolje az y; (t) értékében bekovetkezett véltozast oy; (t), amire
dy; (t1) = dy; (t2) = 0. Ezt a fiiggvényt az y; (t) fiiggvény variaciojanak hivjuk.
az 1j, megvaltozott y; (t) + dy; (t) fliggvénnyel az értékét, és levonjuk beldle az
eredeti y; (t) fliggvényre kapott értéket.

to
51:/ F[y () + Sy (8) s (1) + 0yl (8) -y (8) + 6™ (¢) , t| di—

t1

[P w0l 0]

t1

Mivel a két integralt ugyanarra az intervallumra képezziik, kdzos integrél ala
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lehet Sket vonni:

i /@ P [0 0) 4+ 6 (1) (0) + 00, 1) . ul™ (0) + 0™ (1) ] N

3 F | (6) 500 (0).1]

Az integrandus nem maés, mint az F fiiggvénynek az y; (t) fiiggvények valtozésa
miatt bekovetkezett §F' megvaltozasa (variacidja):

to
5]:/ OFdt.
t1

Fejtsiik ki d F-et az argumentumok megvaltozasa szerinti elsé rendd kozelités-
ben

amivel

Az integralast azért vittilk be az i indexre vald Osszegzés mogé, hogy egy-
egy integralban csak adott ¢ indexd y; fiiggvény és derivaltjainak variacioja
szerepeljen.

A tovabbiakhoz hasznaljuk ki azt, hogy a varialas és derivalas sorrendje
felcserélhets, azaz ‘
djéyl
dti
hiszen itt a variacié alatt két fliggvény egyezd t argumentumnal vett kiilénb-
ségét értjiikk, amiben derivaltat tagonként lehet képezni. Az i-edik integral

ezzel
oF & 5yl
ol —/ Z@y(j) i ¢

t i

by =

alakot vesz fel. A 7 = 0 indext tagban a szorz6 tényezé a dy; variacio. A j =1
indextd tagon végezziink parcialis integralést:

— / 6F Oy;dt.
t1 dt 8y

)

2 OF doy; oF
/ g = 5 o
t Oy, dt dy;

Definici6 szerint dy; értéke t; és to-nél nulla, igy az els6 tag eltiinik.

78



A j > 1 indexi tagokkal hasonl6 médon jarhatunk el, de a klasszikus
mechanikaban ezek a tagok altaldban nem jelennek meg, azaz az F' alapfiigg-
vényben az y; (t) fiiggvényeknek legfeljebb az elsé derivéltja szerepel. Ennek
megfelelGen a 61 variacioé igy alakul:

d OF
51 = 2/1 (y dta >5yldt

Ha az y; fiiggvények megvalasztasa olyan, hogy az I integral szélsGértéket
vesz fel, a 01 variacio el kell tiinjon. Ennek megfelelGen, mivel a szumméban
a tagok filiggetleniil veszik fel az értékiiket, minden tagnak kiilon-kiilon el kell

tlnnie.:
2 (OF d OF
/ = oy;dt =0

Az integralban dy; szabadon megadhaté fliggvény, igy az integral csak gy
tlinhet el azonosan, ha a zardjelben allo tényezd értéke nulla:

oF _d oF _
dy; di 8yi(1)

A nyert differencidlegyenlet(ek) neve Euler-Lagrange-egyenlet(ek). Az ere-
deti 01 = 0 variacios probléma megoldasanak keresését ilyen moédon differenci-
alegyenletek megoldasdnak keresésére vezettiik vissza.

Oldjuk meg az eredeti példankat, ahol F' = /12 + 32 volt. A két keresendd
fliggvény x (t) és y (t). Vegylik észre, hogy a legmagasabb foka derivalt, ami
szerepel benne, els6 foku, ugyanakkor maguk a fiiggvények nem fordulnak elg,
igy az egyenletek a kévetkezSképpen alakulnak:

d8\/$2+y _0

dt
d 0\/I2 +y

=0.
dt ay

t szerint integralva és a kijelolt parcialis derivalasokat elvégezve kapjuk, hogy:

T

— = A,
ViR
y =B.

Ny
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Az egyenletrendszer & és y-ra nézve algebrai egyenletrendszer, aminek megol-
désa:

z=0C,
y=2D
alaktu. A megfelel6 gorbe az egyenes, ahogy az varhato volt.
Vegyiik észre, hogy a mechanikai rendszerek (5.14) Lagrange-egyenlete szin-

tén variacios feladat Euler—Lagrange-egyenleteként szarmaztathato, amennyi-
ben az F' alapfiiggvénynek a Lagrange-fiiggvényt valasztjuk:

to
5= / Ldt.
t1

Mivel a klasszikus mechanikdban a Lagrange-fiiggvény altalaban nem tartal-
mazza a koordinatak elsénél magasabb rendd id6 szerinti derivaltjat, az S tn.
hatasfiiggvényre kirétt

to
0S = / OLdt =0
t1

variacios feltételbdl szarmaztatott Euler—Lagrange-egyenletek alakja

oL d oL
dq;  dtdg

lesz, ami megegyezik az (5.14) egyenletekkel.

A mozgasegyenletek tehat szarmaztathatok a 0.5 = 0 variacios feltételbdl,
amelynek neve Hamilton-elv. Ez a mechanika egy tn. integralis elve, szemben
a korabban megismert differencialis elvekkel.

A Hamilton-elv fenti megfogalmazéasa holonom, konzervativ rendszerekre
vonatkozik. Lehetséges azonban az elvet gy altalanositani, hogy nem konzer-
vativ és anholonom rendszerekre is alkalmazhato legyen.

Irjuk fel ismét a d’Alembert-elvet, amiben vegyiik észre, hogy a dz; virtualis

.....

3n

i=1
Beszorzas utan az elsé tag az X; er6komponensek virtuélis munkéajat adja:

3n

SA = Z X;0z;.

i=1
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A masodik tagot alakitsuk szorzat derivaltjava:

3n 3n

S d (&:0z, . d (0w,

és a jobb oldal masodik tagjaban hasznaljuk ki, hogy a varidlas és a derivalas
sorrendje felcserélhetd:

3n 3n

=1 =1 i=1

A mésodik tag nem mas, mint a kinetikus energia variacija:

3n 3n 2

A d’Alembert-elv ezek alapjan:

3n .
azaz
d 3n
OA+0K = - Zl (mid;0;)

alakot 0Olti. Integraljuk az egyenletet id6 szerint:

t2
to ts d 3n 3n
t t i=1 i=1 t

Mivel az idGintervallum elején és végén a varidlasi szabalyunk szerint dx; elti-
nik, nyerjik az un. altalanositott Hamilton-elvet:

t2
/ (5A+ 6K)dt = 0.

t1

Fejezziik ki a virtudlis munkat és a kinetikus energia variacidjat az altalanos
koordinatak szerint

f
0A =" Qidy;,
=1
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' oK

Z e +Z

. 0K, d oK d - 0K
Z dqi dt (il a_%5qi> dt aq’ 20,0~
f

> (

4 a_K(; |
dt \ & 04,7 )

A Hamilton-elvbe helyettesitve az alabbi egyenletet nyerjiik:

to [ t
2 oK d 0K 2 oK
/t1 ;(aqi—aa—q.i—FQi)(Sqidt—i-/tl E( 2, —dq )dt—o.

A masodik tag integralasaval nullat kapunk

oK d 0K
Jq; Cdt dq;

to
g (JI~oK T oK

- ——0q; | dt = ——0¢;

/t; dt (i:l aql i=1 an '

mivel a végpontokon a varacié elttinik. Mivel a kozbensd helyeken d¢; tetszo-
legesen valaszthato, az els¢ integranus tinik el:

=0,

1

0K B i@K
dq;  dt 0q

+Ql:07

ami a mar megismert mozgasegyenlettel egyenld.
Anholonom kényszerek esetén az altaldnos koordinatakat nem tudjuk ugy
megvalasztani, hogy a

f

dg;

G =0
ZZ:;CLJ dt ‘|‘a]0

kényszerfeltételeket ne kelljen kiilon figyelembe venni. Ennek megfelelGen a

to [
2 0K d oK
55—/t1 ;(aql —aa—qz—FQl) 5ql~dt

variacio elttinésébdl nem kovetkezik kozvetleniil a zardjelben allo kifejezés el-
tlinése, hiszen a dq; varidciok kozott fenn kell alljanak a

f

Z ajiéqi =0

i=1
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kényszerkapcsolatok. Ezt a Lagrange-féle multiplikitorok alkalmazéasaval ve-
hetjiik figyelembe, aminek megfelelGen az integrandust kiegészitjiik a

s !
Z Ak Z aidg; = 0
k=1 1

Osszeggel.

el (oK d 0K :
0S = - — ; Al | 0g;dt
A modszer elve szerint a dg;-k ekkor méar fiiggetlennek tekinthetdk, és igy az

integral elttinésének feltétele, hogy

o oK |
dg;  dt 0¢;

Qi + Z A =0
=1

legyen. Ez valoban a keresett mozgasegyenlet, ami a fenti kényszeregyenletek-
kel egyiitt oldand6 meg.
Anholonom, konzervativ rendszer esetén az els6 harom tag Lagrange-fliggvénybsl
szarmaztathato:
oL d oL >

- Attps = 0.
dq; dtaq}—i_ 1kak

5.5. Megmarad6 mennyiségek

Vizsgaljuk meg a L (q;, ¢;, t) Lagrange-fliggvény idébeli valtozasat, azaz készit-
siik el az id6 szerinti teljes derivaltjat:

AL~ (0L, 0L,y 0L
i~ = \og" " 94,") " ot

Az Euler—Lagrange-egyenlet szerint

OL  d oL
8q,~ N dt 8(]17

%—Z i a_L _|_a_L _|_8_L
at at \og ) T o) T o

i

tehat
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A zarojelben allo kifejezés szorzat derivaltja, igy:

AL d <~0L . oL
==

=4 T -
<94, " ot

d (0L, \_ oL
a\ &0 ") " o

adodik. Konzervativ rendszerben a Lagrange-fliggvény explicite nem fiigg az
oL

1d6tol, azaz 57 = 0, igy a

E_dti:

Atrendezve

mennyiség megmarado mennyiség. A kifejezés értékének meghatarozasahoz al-
kalmazzuk Euler tételét a homogén fiiggvényekrsl. n-ed rendd homogén fiigg-
vény egy f (x1,a,...,x;) fliggvény, ha tetszbleges x; behelyettesitési értékekre
az « paraméter tetszéleges valasztasa esetén fennall, hogy

f(axy, g, .. axy) = " f (1,29, ..., Tk) -

Ekkor Euler tétele szerint

k

Zﬁf@?l,ﬂfz,---,ﬂ?k)
&Ly

x; =nf (r1,22,...,Tk).
i=1

(A bizonyitashoz elég képezni a fenti egyenlet «v szerinti derivaltjat az o = 1
helyen.)

Konzervativ rendszer esetén a Lagrange-fiiggvénybeli kinetikus energia a
sebességeknek csak kvadratikus alakjat tartalmazza, azaz K a sebességeknek
masodrendd homogén fiiggvénye. Ekkor

f
L K
i—1 9q;

A C mennyiségre pedig azt kapjuk, hogy
C=2K-L=2K-K+U=K+U,

azaz a teljes energidval egyenld.
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Vezessiik be a Lagrange-fiiggvény segitségével az tn. kanonikus vagy alta-
lanos impulzus fogalmét. A ¢; koordinatahoz kanonikusan kénjugalt impulzus:

)
R

bi

Amennyiben a Lagrange-fliiggvény nem fiigg explicite valamelyik ¢; koordina-
tatol, azaz g—qLi = 0, a megfelel6 p; kanonikus impulzus megmaradd mennyiség

lesz. A mozgéasegyenlet szerint ui.

oL _ d
8(]@ - dtpla

és igy p; allando. A megfelel§ g; koordinatat ciklikus koordindtdnak hivjuk.

Erdemes megvizsgalni a kanonikus impulzus jelentését. Egy Descartes-
koordinatakban megadott konzervativ rendszer esetén, ahol L = K — U, a
kanonikus impulzus

0L 0K
-~ Oi; Oy
megegyezik a korabban bevezetett impulzussal.

Fontos példa a centralszimmetrikus erGtérben mozgd tomegpont sikbeli pol-
arkoordinatakban felirt Lagrange fiiggvénye:

Di = M;T;

L:%Vhwwﬂ—vvy

A ¢ koordinatahoz kanonikusan konjugalt impulzus:

oL .
P = 77 = mry,
¥ 8@

ami nem més, mint az impulzusmomentum abszulut értéke. Mivel ¢ ciklikus
koordinata, (nem szerepel a Lagrange-fliggvényben) ez megmarad6 mennyiség.

Tekintsiik azonban az elektromégneses térben mozgd ponttoltést, aminek a
Lagrange-fiiggvénye altalanositott potencialt tartalmaz:

L= %vz —ed + eAv.

Az i-dik sebességkomponenshez konjugalt kanonikus impulzus ebbdl
pi = mu; + eA;,

ami eltér muv;-t6l. Az utobbit, a megkiilonboztetés céljabol kinetikus impul-
zusnak nevezziik, mivel ez valoban a részecske mozgasaval fligg Ossze, és a
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kornyezettel valo pillanatnyi kolesonhatasokban (pl. iitkozés) ez jatszik szere-
pet.

Legyen valamely x; koordinata ciklikus, azaz g—i = 0, akkor a megfelel§
megmarad6é mennyiség a p; = muv; + eA; lesz.

Ha az elektromégneses tér sztatikus és ennek megfelelGen ® és A nem fiigg
az 1d6t6l, akkor a toltott részecske Lagrange-fliggvénye sem fligg az id6tél és a
fent bevezetett C' mennyiség allando lesz:

C=pv—L=(mv+eA)v— (%V2—6®+€AV>,

azaz
C=K+ed,

ami a kinetikus és az elektrosztatikus (potencialis) energia Osszege.

A megmaradé mennyiségekrdl egy altalanos tételt is ki tudunk mondani, a
Hamilton-féle variacios elv tulajdonsagainak vizsgalataval.

A Lagrange-egyenlet alakjabol kovetkezik, hogy adott mozgésegyenletre
vezet6 Lagrange-fiiggvények nem egyértelmtien adhatok meg. Vegyiik észre
ui., hogy egy adott L Lagrange-fiiggvényhez hozzaadhatjuk egy tetszéleges
f(q1,q2, ..., qp,t) figgvény teljes idGszerinti derivaltjat:

d
L'=L+—
+dtf7
azZaz ;
. of [ of
jz:; ]8q]

Helyettesitsiik be L'-t a Lagrange-egyenletbe.

f
o, 0, 0 L of of
aoq" " og " dt 04; <Z 4 0g; 8t> dq; (jl V0, 8t> b

Irjuk le kiilon a harmadik és negyedik tagot és végezziik el a derivalasokat
gaf_i_ ’f 00f Z 0 Z ’f  &f
dtdg; =" 9q.0q;  Oa; Ot 8% 8q@ T ou0g 2 Y00, o100

és hasznaljuk ki, hogy a Young-tétel szerint az utolsé atalakitas utan megje-
lent els6 és harmadik tag értéke egyenls. A nyert Osszeg tehat elttinik, ami
azt jelenti, hogy az eredeti L Lagrange-fliggvénybdl szarmaztatott egyenletre
jutunk.
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Nézziik meg, hogy ez az eredmény milyen kapcsolatban &ll a Hamilton-
elvvel. Irjuk fel az L' fiiggvény integraljanak variaciojat:

to to to
55’:5/ L’dtzé/ Ldt+6/ L rar (5.19)
t1 t1 t1 dt

A masodik tagban elvégezziik az integrélast:

s/ =5 [ Lt 55 (q(ta) 1) — 0f (a(t) ).

t1

A szabély szerint a végpontokban, azaz a t és ty id6pontban ¢ (t)-t nem vari-
aljuk, igy a masodik és harmadik tag nulla. Ennek megfelelGen

to
5&:5/ Ldt,

t1

ami azt jelenti, hogy 05" akkor tiinik el, ha az eredeti L Lagrange-fliggvény

A Lagrange-fliggvény fenti tulajdonsaga kapcsolatot teremt a megmarado
mennyiségek és a fizikai rendszer szimmetriai kozott. Szimmetria alatt olyan
transzforméaciot értiink, amellyel szemben a fizikai rendszer tulajdonsagai nem
valtoznak, azaz nem valtozik meg a mozgéasegyenlete.

Tekintsilink ui. egy olyan altaldnos, infinitezimélis koordinatatranszforma-
ciot, amelyet egy infiniteziméalis As paraméterrel jellemezhetiink a kévetkezd
modon:

¢ — q; = ¢+ As,

ahol &; (¢;) adott, véges fliggvény. A koordinatak, valamint id6derivaltjaik val-
tozasa ennek megfelelGen

Ag; = As¢;,

Ag; = As;.

Irjuk fel a Lagrange-fiiggvény megvaltozasat és masodik 1épésben vegyiik figye-
lembe a koordinatak megvaltozasanak fenti elGallitasat:

f

f

oL OL

Ag; + E —-A¢; =

1 dq; i—1 dq; P

f f
OL oL . .

AL = Asti+ 3 S Ast: 2
) 1 9 s& + 2 20 s& (5.20)

Az els6 tagban hasznéljuk ki a Lagrange-egyenletet

f f
d oL oL , .
(z’l dt 0; ot ; Odi ¢ )
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A zardjelben 4all6 kifejezés szorzat derivéltja, ahol kiemeltiik a As k6zos ténye-

z6t: ;
d oL
AL=2(AasS" e ).
dt ( 5; aqifz>

Ha a fenti transzforméacioval generalt valtozas olyan, hogy egy fiiggvény teljes
derivaltjaval egyenls, akkor nem valtoztatja meg a mozgéisegyenleteket. AL
alakja ekkor:

d
AL = 2 Asf (a1, a5 1)

lesz, ahol mesterségesen levalasztottuk a As szorzot azért, hogy az f fliggvény
véges lehessen.
Tegyiik egyenlévé AL két alakjat és rendezziik egy oldalra az egyenl&séget:

f
d oL
As_dt (iZI —aqifi - f) =0.

Az eredmény szerint a zardjelben allo kifejezés egy megmaradd mennyiség:

f
oL
= 04
Példaként vizsgaljuk meg milyen megmaradé mennyiséget kapunk, ha a g;
koordinata ciklikus, azaz g—(f = 0. A koordinatatranszformaciot ekkor kézen-

fekvs gy valasztani, hogy a j-edik koordindtaban hajtunk végre As mértékd
eltolast. Ekkor & = d;;) és & = 0, ahol a zardjellel azt jeleztiik, hogy j
rogzitett. A megfelels valtozasok:
Ag; = As& = Asdy(j),
Ag; = Asg; =0,
amibol (5.20) alapjén 22 = 0 miatt
q;j
AL =0.
Az f fiiggvény azonosan nulla lehet, amibél (5.21) szerint a megmaradd mennyi-
ség
oL
—_— = p.,
(9(]]' J

ami a j-edik koordinatahoz rendelt kanonikus impulzussal egyenld.
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Masik fontos példa a centralszimmetrikus erétérben mozgo témegpont ese-
tében taldlhatdé megmaradé mennyiség. Egyszertiség kedvéért rogton csak két-
Eiimenziés mozgast vizsgalunk. A Lagrange-fiiggvény alakja L = mf —Vi(r).
Irjuk fel hogyan valtoznak a Descartes-koordinatak, ha az origo koriil infinite-

zimalis As szoggel forgatjuk el a rendszert.

Az = —Asy,
Ay = Asz.

A megfelels paramétereket leolvashatjuk:

gx =Y,

§ = .
A Lagrange-fiiggvény megvaltozasa (5.20) szerint

d d
AL = _d—zg—; (—Asy) — d—‘?g—;Asx — mayAs + myzAs = 0,

mivel & = Z ¢g & — ¥
oz r oy r

A megmaradd mennyiség (5.21) alapjan
—may + myx

lesz, ami az impulzusmomentum z-komponensével egyenls. Mint lattuk korab-
ban, ez az eredmény kozvetleniil is adodik, ha polarkoordindtakat hasznalunk,
hiszen ilyenkor ¢ ciklikus koordinéta és alkalmazhatjuk az el6z6 példa eredmé-
nyét, ami szerint

L., =mr*p

megmarad6é mennyiség.
Kevésbé nyilvanvalé példa az x tengely mentén, g gyorsuléssal szabadon
es6 tomegpont esete, amelynek Lagrange-fliggvénye:

2
mx
L= T—irmgx.

Toljuk el a rendszert az = tengely mentén As-sel:
Azxr = As,
azaz

£=1.
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A Lagrange-figgvény valtozasa (5.20) szerint:
AL = mgAs,
amihez konnyt f fiiggvényt talalni:
f =mgt.
A megmarad6 mennyiség ebbdl:
mx — mgt,

ami valoban konstans a szabadesés esetén.

A fenti megfontolasok kiterjeszthet&k olyan transzforméciokra is, amelyek
idébeli eltolasokat is tartalmaznak. Az energiat, mint megmaradd mennyiséget
ezzel az altalanosabb megkozelitéssel talalhatjuk meg.
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6. fejezet

Kanonikus formalizmus

6.1. Kanonikus egyenletek

Az L (q;,q;,t) Lagrange-fiiggvényt a hely, a sebesség és az id§ fliggvényeként
értelmeztiik, aminek eredményeképp a mozgasegyenletek mésodrendi differen-
cidlegyenletek voltak.

A korabban kifejtett Lagrange-formalizmus mellett 1étezik egy vele egyen-
értékid, masik megkozelités is, amelyben az egyenletek els6rendtiek, és nagy-
mértékd szimmetriat mutatnak.

Ebben a targyaldsban a Lagrange-fiiggvény segitségével definidlunk egy 1j
fiiggvényt, az in. Hamilton-fiiggvényt:

f
H = sz'(ii - L,
i=1

ahol p; = ‘g—i, a korabban mar bevezetett i-edik kanonikus impulzuskomponens.
A H = H (g;, p;, t) Hamilton-figgvényt a g;, p; és a t valtozok fiiggvényének te-
kintjiik, és igy a ¢; altalanos sebességkomponenseket a kanonikus impulzusokat
definialo osszefiiggésekbdl torténs ¢; = ¢; (qr, pr, t) kifejezés utan kiejtjiik. A
Hamilton-fiiggvénynek a Lagrange-fiiggvénybdl torténd fenti elGallitasa példa
az un. Legendre-féle fiiggvény-transzformacioé alkalmazasara.

Irjuk fel a H Hamilton-fiiggvény g szerinti parcialis derivaltjat:

a_H_i(aq'i_aL@qe)_@_L
0q. = \""0q. " 04:0qc) ~ D

A zardjelben allo két tag a kanonikus impulzus definicioja értelmében kiesik.
Az utolso6 tag a Lagrange-egyenlet szerint —p;-vel egyenls, aminek eredménye-
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képp fennéall, hogy
oH

g
A Hamilton-fliggvény pj szerinti parcialis derivaltja:

f . .
— =qrt g in T - :
ope (p Opr. 0¢; Opy,

=1

—Dk-

A zarojelben allo kifejezés a kanonikus impulzus definicioja szerint eltiinik:

oH _,

Irjuk fel az id6 szerinti parcialis derivaltat:

OH _ 5~ (06 OLOGy 0L
ot Pioe ~ Bg, ot ot

i=1

azaz

OH 0L
ot ot
Foglaljuk 0ssze a nyert egyenl&ségeket egy egyenletrendszernek tekintve Sket:
oH .
a_qk = — Dk,
oH .
a—pk = Gk,
0H oL
ot ot

A kapott egyenletek az tin. (Hamilton-féle) kanonikus egyenletek, amelyek a
qr(t) és pi(t) fiiggvényekre nézve elsérendd, kozonséges differencidlegyenlet-
rendszert alkotnak. Latjuk, hogy a hely és impulzus komponensek egyenjogt
szerepet jatszanak.
Példaként irjuk fel a szabadon es6 tomegpontra vonatkozé kanonikus egyen-
leteket. A Lagrange-fiiggvény
ma?

L= —
5 + mgx,

ahol az x tengely fiigg6legesen lefelé mutat. Készitsiik el a kanonikus impulzust
oL .
= — =mx,

b= %
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R T
amib6l & = L ¢és gy ,

H:pa’:—L:p——mgx.
2m

A kanonikus egyenletek:

—mg = _pa

P
— = T.
m

Masik példaként vizsgaljuk a U (r) centralszimmetrikus potencialtérben
mozgd tomegpont mozgéasat. Sikbeli r és ¢ polarkoordinatak hasznalata esetén
a Lagrange-fiiggvény:

L:%(fz—i—ngbz)—U(r).

A megfelel kanonikus impulzusok:

oL

= — =mr,
Pr="5y

oL .
Pp = = =mr .
¥ 8@

A Hamilton-fiiggvény definicidja szerint:
oL
H = —q; — L,
2531

amirdl korabban lattuk, hogy konzervativ, holonom-szkleronom rendszer esetén
az értéke egyenld a megmarado energiaval, azaz

H=K+U.
Irjuk fel a kinetikus energia jarulékat:

K = 2 (7 +17%).

A Hamilton-fliggvényben a sebességek helyett a kanonikus impulzusoknak kell
szerepelniiik, igy a megfelels alak:

1 2
H_—(p§+p“">+U(r)

2m 72
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lesz. Irjuk fel a kanonikus egyenleteket:

0H . d (mr?p)
G = e amz 0= ——,
OH , -p;  OU iy
B = e amn G = i

A masik két egyenlet a kanonikus impulzusokat definialé egyenletekkel ek-
vivalens:

OH . Dy .
— =, azaz —— = ¢,
Op,, v mrz ¥
oH . pro_ .

=7, azaz — = 7.
op, m

Fontos példa az egydimenziés harmonikus oszcillator, amelynek Lagrange-
fiiggvénye:

L=—i"——x
2 2
A kanonikus impulzus:
oL .
= — =ma,
b= %
amivel a Hamilton-fliggvény
2
p D ,
H=—+4 —x~
om 2"

Tanulsagos példa a csillapitott, harmonikus oszcillator, aminek a mozgas-
egyenlete

mx + ax + Dz = 0.

Behelyettesitéssel meggy6zédhetiink arrol, hogy a mozgasegyenlet a kovetkezd,
idsfiiggs Lagrange-fiiggvénybdl allithato els
1

. t
L= 5 (mx2 — sz) exp <%) .

A kanonikus impulzus

OL _ (at)
p=—=miexp | — |,
0% m

ami csak t = 0 id6pontban egyezik meg az ma kinetikus impulzussal. A
Hamilton-fiiggvény



szintén id6fiiggs.

Kiilon emlitést érdemelnek az elektroméagneses térben mozgd m tomegi és e
elektromos toltést részecske mozgasegyenletei. Lattuk, hogy ekkor a Lagrange-
fiiggvény:

m., )
L= 5t —ed + eAr,

és a kanonikus impulzusvektor:
p = mr + eA.

A Hamilton-fiiggvény ennek alapjan:

1
H=pi—L="2i+ted=— (p—cA)®+ed.
2 2m

Térjiink at indexes frasmodra (i = 1,2, 3) és irjuk fel a mozgasegyenleteket:

oH _ [23: (p; — eA;) 9A; aq>] |

pi= ar; =t m ar;  Or;
7= =
Gpi m

a mésodik egyenlet alapjan az els6 egyenlet bal oldalaba helyettesitsiink p; =
mi; + eA;-ot, a jobb oldalon pedig az els6 tagban 7;-ot:

mh—i—eA,-:e(Zr]%f: gf) .

7j=1

. 0
=€ (Z ’I"j 87"Z i a—rl) .

) derivaltat:

Atrendezve:

Fejtsiik ki az A; ( dt

3 3
oA 0A, 0B\ S (04, A DA 0D
e (Z” o, " Yo, T ot am-) =ed (an ar])_e ( ot 87°i)'

7j=1

Az (5.16) képlet elemzésénél belattuk, hogy az elsé tag (ef x rot A).-vel, mig
a masodik tag (eE),-vel egyenld, és igy

mi=e(t xrot A+ E).
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Erdemes felfigyelni arra, hogy a skalar- és vektorpotencialok nem egyértel-
mien adhatok meg. A vektorpotenciélt a

B =10t A

egyenl@séggel definidltuk. A meghatarozasa nem egyértelmi, hiszen talédlhatok
olyan, A-tol eltéré A’ vektormezdk, amelyek rotacioja megegyezik A rotacio-
javal:

B = rot A =rotA’,

azaz
rot (A — A") =0.
A feltétel kielégithetd, ha a zarojelben allo kifejezés egy tetszéleges f fliggvény
gradiensével egyenld:
grad f = A — A/,
vagyis
A’ = A—grad f.
A megfelels &' skalarpotencial ugyanazt az elektromos teret kell generalja,

tehat
OA’

ot

A
E:—gradq)—aa—t:—gradq)’—

kell legyen.
Beirva a vektorpotencidlokra nyert feltételt kapjuk, hogy

af
! — _ — =
grad <CI> d 875) 0.

Ez a feltétel is kielégithets a

of
=0+ —
"o
valasztassal.
Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik a mozgéasegyenletekkel, ha a Hamilton-

fiiggvényben is végrehajtjuk a fenti in. mésodrendd mértéktranszformaciot?

Ekkor az 1j kanonikus impulzus p’ = mr + eA’ segitségével a Hamilton-
fiiggvény a fenti definicié szerint
1 2
Hl - /I A/ q)/
v ( eA)Y" +e

lesz, ami eltér H-tol. Azt a kérdést, hogy a kanonikus egyenletek a megvaltozott
Hamilton-fiiggvénnyel hogyan tudjak ugyanazt a mozgést leirni a koévetkezd
szakaszban vizsgaljuk meg.
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6.2. Kanonikus transzformaciok

A Lagrange-formalizmus alkalmazéasanal lattuk, hogy a koordinéata-rendszer,
azaz a q; altalanos koordinatak megvalasztasaban nagyfoka szabadsagunk van,
ami a mozgasegyenletek felirasanal és vizsgalatanal rendkiviil el6ny0s.

A kanonikus egyenletekben a koordinatéak és a kanonikus impulzusok egyen-
rangi szerepet jatszanak. Igy felmeriil annak a lehetdsége, hogy a koordinata-
transzforméaciok értelmezését kiterjessziik, és olyan transzforméciokat is megen-
gedjiink, amelyek a koordinatak mellett az impulzusokat is transzformaljak. A
q; koordinatak altal kifeszitett f-dimenzios in. "konfiguracios” tér koordinéta-
transzforméacioirol attériink a g;-k és p;-k altal kifeszitett 2 f-dimenzids "fazistér”
"koordinata-transzformacioira".

A kanonikus egyenletek pl. nagyon kénnyen megoldhatova valnak, ha meg-
felels transzformacioval a ¢; altaldanos koordinaték ciklikussé teheték, amikor
H nem fiigg a ¢; koordinataktol. A Hamilton-fliggvény tehat nem tartalmazza
a koordinatakat, és igy:

OH
) = — =0.
P dq;
Az egyenlet megoldasa konstans:
Pi = Qy.

Ha ezeket a konstansokat visszahelyettesitjiik a Hamilton-fiiggvénybe: H =

H (0, 00,...,af), a kanonikus egyenletek masik csoportja is egyszertien meg-
oldhato, hiszen a Hamilton-fiiggvény derivaltjai is allandok.

. OH

q; = oy Wi
amibdl

¢ = wit + ¢;.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételeknek kell eleget tenniiik a régi g; és p;
valtozokrol az 4j Qy és Py valtozokra torténd attérést a
Qk = Qk (q1’q27 < qdfyP1,P25 - - - 7pf7t) 3
Pk = Pk <QI7q27"'7Qf7p17p27"‘7pf7t)7
(k=1,2,...,f).
egy-egy értelmi fliggvénykapcsolatokkal definial6 osszefiiggéseknek ahhoz, hogy
a mozgasegyenletek tovabbra is a kanonikus egyenletek

. OH'
Qk; — a_Pk7
. OH'
P, =—
" 0Qk
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alakjaban legyenek felirhatok, ahol H' = H' (Qy, Px, t) az 4] valtozokban felirt
Hamilton-fiiggvényt jeloli. Az ilyen transzformécié neve kanonikus transzfor-
macio.

A feltételek megtalalasihoz el6szor vizsgéaljuk meg, hogy a kanonikus for-
malizmusra torténd attérés milyen kovetkezményekkel jar a Hamilton-elvre vo-
natkozoan.

A Hamilton-elv eredeti megfogalmazasa szerint a mozgés sorédn 65 = 0,

ahol .
(55':/ oLdt

t1
a ¢q; koordinatak altal kifeszitett f-dimenziés konfiguraciés térben felirt vonal-

menti integralt jelol. Szamitsuk ki ugyanezt az integralt tgy, hogy most L
helyébe az L = Z{:l pi¢; — H alakot helyettesitjiik:

to f
68 = / ) (Zpiqi - H) dt.
t1 i=1

Fejtsiik ki a variaciokat:

to [
: OH . OH
n; Pids + Pidd; = 500 = 5 -0p

A masodik tagban hajtsuk végre a parcialis integréalast:

to

to [ f
2 . OH oOH
05 = / Z ((5291'%‘ — Di0q; — 8—(5%’ — 8—5]%) dt + Zpid%‘
S di pi i=1

t1

Az utolso tag értéke nulla, mivel a végpontokban nem varidlunk. Az integran-
dusban csoportositsuk a tagokat:

ta [
2 OH OH
5= [ 2o (25 o
tr ;1 1 apl b aql b ¢

A p; és q; valtozok fiiggetlen varidlasa esetén §.S akkor és csak akkor tinik el,
ha fennéllnak a kanonikus egyenletek, azaz a kerek zardjelben allo kifejezések
nullak.

Latjuk tehat, hogy a Hamilton-elv a kanonikus formalizmus kereteiben ugy
alkalmazando, hogy a hely és impulzus komponenseket fiiggetlen valtozoknak
tekinthetjiik, és ennek megfelelGen az S = fttf Ldt integralt a ¢;-k és p;-k al-
tal kifeszitett 2f-dimenzios fazistérben kell kiszamitanunk és varialnunk. A
megfelels elvet szoktdk modositott Hamilton-elvnek nevezni.
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A fentiek alapjan, az 1j valtozokban akkor fognak fennéllni a kanonikus
egyenletek, ha a modositott Hamilton-elv az j valtozokban is alkalmazhato:

to f .
/ ) (Z PO, — H’) dt = 0.
t i=1

Korabban lattuk, 1 (5 19) hogy ugyanarra palyéra vett Vonalmenti integ—

.....

id6 szerinti derivalttal tér el egyméastol. Ennek megfelelGen felirhatjuk, hogy:

szqz H= ZPQZ O 6.1)

Mivel a két variacié értéke nulla, még egy szorzofaktort is megengedhetiink
a bal oldalon. Tekintve, hogy a szorzofaktor nem vezet lényegesen 1j transz-
formaciokra, azt a tovabbiakban 1-nek fogjuk vélasztani (Gn. unimoduléris
transzforméciokat vizsgalunk).

A W fiiggvény az id6n kiviil, a koordinatéak és impulzusok fiiggvénye lehet.
Mivel a régi és 0j valtozok egyértelmten elGallithatok egymasbol, a W fiigg-
vényt célszerd f darab régi és f darab 6j valtozo fliggvényében megadni. Négy
alaptipust szokéds megkiilonboztetni, attol fliggden, hogy mik a valtozok:

Wi (g, Qi t) , Wa (qi, Py t) , Wi (ps, Qis t) , Wa (ps, P, 1) .

Alkalmazzuk az l-es tipust, amikor W = Wi (¢;, @i, t). A teljes derivaltat
kifejtve nyerjiik, hogy

Zplqz = ZPQZ H’+Z‘9W1qg Zggj + 2

vagy csoportositva a tagokat

f f
oWL\ . oW\ . , E)Wl
§ - :§ P+ — H +H
(pz 4, >qz ( : + 8@)@1 +H + o

i=1 i=1

Mivel a régi és uj koordinatak fiiggetlen véltozok, az egyenldség akkor allhat
fenn azonosan, ha ¢; és Q); egyiitthatoi elttinnek:

oW,

pl - aqz )
oWy

PZ' = T A~
0Q;
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valamint

ot
kell legyen. A W fiiggvényt, ami a fenti egyenleteken keresztiil megteremti
a kapcsolatot a régi és 1j valtozok, valamint a régi és uj Hamilton-fliggvény
k6zott, a kanonikus transzformacié alkotofiiggvényének hivjuk.
A 2-es tipusu Wy alkotofiiggvényt a Wi-bdl definialjuk az alabbi fiiggvény-
transzforméacioval:

f
W2=W1+ZPka< Wi — Zawl )

k=1

H =H +

Ekkor W, sajat valtozoi ¢;, P; és t lesznek. Helyettesitsiik be a (6.1) egyenletbe
a Wy = Wy (g, P t) — Y21, PuQy, el6allitast:

f f
zpzqz H = zp@z Hf+zaw2ql+z% + RS Py PO
=1 =1

Rendezziik az egyenletet és vegyiik figyelembe, hogy a jobb oldal els§ és utolsod
tagja kiesik:

f f W
oWy \ . oW, : / oWy
i —— ¢ = -Q; | P—H +H .

E ( aqi)qz ;:1 (8B Qz) ; +H+

=1

Mivel a q; és P; valtozok fiiggetlenek, az egyenlGséget akkor lehet azonosan
kielégiteni, ha a zardjelben allo kifejezések elttinnek

O,
pi = Bg;
oW,
Q= 2
és ennek megfelelGen
OW5
H =H :
o

A 3-as és 4-es tipust alkotofiiggvények szintén hasonld médon definidlhatok:

! ! oW,
WS (pza let) = Wl - Zkak (: Wl - 8(]k Qk> ;
k=1

k=1

f f f
oW, oW
Wilpi Pt) = Wi+ > PiQr— > jpqu( Wy — §j 1Qk— ;qk>.
k=1 k=1 1
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A (6.1) egyenletbe torténd behelyettesitéssel az alabbi transzformécios egyen-
leteket nyerjiik:

o _8W3
QZ - apz 9
o0Ws
Pi = T A~
0Q;
oWs
H=H+22
T
valamint
oW
QZ - 8]?@ 9
oWy
Qi — (‘9_PZ~’
oW,
H =H .
ot

Vizsgaljunk meg néhany példat.
1. Legyen az alkotofiiggvény 1-es tipust

f
W, = Z Q.-
=1

A transzformacios egyenletek:

oW,
pi = 04 = Qs,
oW,
P, =— = —q;.
i 90, q

A transzformaécio felcseréli a koordinatékat és impulzusokat, ami mutatja, hogy
a kanonikus formalizmusban a koordinatak és impulzusok valoban egyenjogi
szerepet jatszanak.

2. Valasszuk az alabbi 2-es tipusi alkotofiiggvényt

f
Wy = ZQkPk-
=1
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A megfelels transzformacios egyenletek:

oWy
i=——=F
b 0g;
oWs
Qi = op, = q;.

Ezek az identitas transzformécié egyenletei, azaz az 4j és régi koordinaték és
impulzusok megegyeznek egymaéssal.

3. Tételezziik fel, hogy a konfiguréacios térben a Qr = Qk (¢;,t) leképezés-
sel szeretnénk koordinata-transzforméciot végrehajtani. Belatjuk, hogy ez is
kanonikus transzformacioval érhets el. Vélasszuk az alkotofiiggvényt

f

Wy = ZQk (¢i,t) Py

k=1

alakban. A transzformécios egyenletek:

_ oW, zf: 0Qx (i, t)

i P )
P 9g; 1 dq; ¢
oW,
Qi— aR —Qz <QZ7t)-

A masodik egyenlet valoban azt a koordinata-transzformaciot irja le, amit
végre akartunk hajtani. Az ilyen, tin. ponttranszformécié ezek szerint, min-
dig kanonikus. A szamitas tobbleteredményeként, megkaptuk az impulzus-
komponensek transzformacios szabalyéat is. Erdemes megemliteni, hogy ha a
ponttranszformaciot a qx = qx (Q;, 1) inverzfiiggvényekkel definialjuk, a W3 =
— Z£=1 qr (Qi, t) pr alkotofiiggvényt érdemes hasznalni. Ekkor a

oWs3
!
o _8W3 . an (Q’wt)
D Sy

k=1

alakban kapjuk az eredményt, ami mar a régi impulzusok fiiggvényében allitja
el6 az 4j impulzusokat.

4. Ponttranszformaciora elemi példa a sikbeli Descartes-koordinatak és
polarkoordinatak kozotti attérés. Tanulsagos ezt 3-as tipust alkotofiiggvénnyel
felirni:

W3 = —p,r cos @ — pyrsin p.
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A szamolasi szabaly szerint

oWs o
Tr=— = rcos
Opa &
W3 .
y=— = rsin .
Opy

Az attérés masodik egyenletcsoportja szerint

P, = p, cos ¢ + py, sin g,
P, = —p,rsing + p,rcos g,
ahol az impulzuskomponensek indexei a megfelel6 konjugalt koordinatakra

utalnak.

5. Legyen a rugora erdsitett tomegpont Hamilton-fiiggvénye
1 D
H=—p*+ =22
om? T2

Vélasszunk egy 1-es tipusu alkotofiiggvényt:

W, =

D
5 rctg Q.

A transzformacios Osszefiiggések
oW
p= 5 L = vmDzctg Q,
x
an V mD 9 1
= x
0Q 2 sin? Q’

A Hamilton-fliggvény értéke nem valtozik, de at kell térniink az 4j valtozokra.
1 D
H' = —mDz%ctg?Q + —2°.
2m 2
Fejezziik ki 22-et a masodik egyenletbsl
2 2P sin® Q)
vmD

és helyettesitsiik be H'-be

Psin? P /D
H':D%DQctg%)vLD\/_DsinQQ: EP:wP.
m m
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A Hamilton-fiiggvény rendkiviil egyszertivé valt, és az 0j () koordinata ciklikus.
A kanonikus egyenletek

Q=w,
amiknek a megoldasa:

P =« (allando)
Q = wt + 5.

Az eredeti x valtozo kifejezhets @Q-val és P-vel:

2P inQ 22 sin (wt + B)
€Xr = Sin = S1 w .
vmD vmD

6. Az elektromégneses térben mozgd ponttoltés Hamilton-fiiggvénye
H= (p — eA)’ +ed
- — — e [SAS 28
2m p
Hajtsunk végre kanonikus transzformaciot a Wy = P -r + ef (r, t) alkotofiigg-

vénnyel, ahol f (r,t) tetsz6legesen adott fiiggvény. A transzformécios Osszefiig-
gések:

oW, df
= = P _—
P~ "or * “ar
oW,
Q= P r.
Az 4j Hamilton-fliggvény
oW, af
H=H+-—==H+e—
o MY

Helyettesitsiik be az 0 valtozokat:

, 1 df ? of
H _%(P—l—e%—eA) —l—e(@—l—a).

Latjuk, hogy a transzformaci6 eredménye olyan Hamilton-fiiggvény, amely-
ben az 1j helyvaltoz6é megegyezik a régivel. Ugyanakkor végrehajtottunk egy
mértéktranszforméciot az f mértékfliggvénnyel, mivel az A’ = A — grad f és
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O = o+ 88—{ helyettesitéssel éppen az 0j P kanonikus impulzusokkal felirt
Hamilton-fiiggvényt nyertiik:
H = 1 (P —eA)” + ed’
2m '
Szintén lathato, hogy az mir = p — eA kinetikus impulzus nem valtozott a
transzforméacioé soran, hiszen fennall, hogy

p—cA=P—cA’
Ennek megfelelGen a részecske allapotat Descartes-koordindtakban megado
hely- és sebességvektorok értéke nem valtozik!
6.3. Hamilton—Jacobi-egyenlet

Keressiink olyan kanonikus transzformaciot, ami a kanonikus egyenleteket a
lehetd legegyszertibb alakra hozza:

oH' .

a5 = @i=0, (6.2)
oH .

oo~ h=0 (6.3)

Ezt elérhetjiik, ha az uj H' Hamilton-fliggvénytsl azt koveteljiik meg, hogy
tiinjon el. Legyen a transzforméacio alkoto fiiggvénye 2-es tipusa S (¢;, P;, t),
amivel a transzformacios szabaly:

08
;= = A4
%= 35 (6.4)
08
pi = P
05
H =H+ —.
o
Az 4j Hamilton-fiiggvény eltiinésének feltétele:
0S
H iy iat — =0.
(a5, pi,t) + =,

Mivel az j P; impulzusoktol a kanonikus egyenletek mésodik csoportja, (6.3)
szerint megkoveteljiik, hogy P; = «; konstansok legyenek, az S alkotofiiggvény
tulajdonképpen csak a ¢; és t valtozoktol fiigg:

S = S(qi,ozi,t) .
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Figyelembe véve a masodik, (6.4) transzformacios egyenleteket, a Hamilton-
fiiggvényre vonatkozo fenti feltétel a

08 08

alakot 6lti, ami S-re nézve egy parciélis differencidlegyenlet. Az egyenlet ne-
ve Hamilton—Jacobi-egyenlet és az S alkotofiiggvényt principalis fiiggvénynek
hivjuk.

A Hamilton—Jacobi-egyenlet, ami egy nemlineéris parciélis differencidlegyen-
let, nem mindig oldhaté meg zart alakban, de ha talalunk megoldést, a kano-
nikus egyenletek megoldasa mar koézonséges algebrai egyenletek megoldasaval
adodik.

Vizsgéljuk meg az S principélis fliggvény idébeli valtozasat:

f f

ds oS 05

— = — ¢+ — = ¢; — H = L.
7= i+ G = Yo

Integréalva az Osszefliggést:

S(t)—S(to):/tLdt

to
latjuk, hogy a principalis fliggvény értéke megegyezik a Hamilton-elvet kielégits
hatasfiiggvény értékével.
Ha a Hamilton—Jacobi-egyenlet egy megoldéasa S(g;, o, t), ahol a megoldas
tartalmaz f db «; paramétert, alkalmazhatjuk az elsé transzformécios egyen-

leteket
0 = as oS
b 8R N 8041-'
Ugyanakkor az elsé kanonikus egyenlet (6.2) szerint (); = 3; konstans , amibdl
ﬁ- _ 85’ (q]', O{j,t)
’ 80[1‘ '

Az igy nyert algebrai egyenletek rendszerét (i = 1... f) ¢;-re megoldva kapjuk
az eredeti probléma ¢; = ¢; (o, 8;,t) megoldasat, amiben az o és (3; konstansok
megfelels valaszthatosiga teszi lehet6vé az adott kezdeti feltételekhez torténd
illesztést.
Tekintsiik az egydimenzios harmonikus oszcillator esetét:
1 D ,

H= —p>y 252
oml T
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A megfelel6 Hamilton—Jacobi-egyenlet:
2m \ Oz 2 o

Az egyenlet megoldasét az ilyen tipusu parciélis differencialegyenletek esetén
szokasos valtozoszétvalasztas modszerével kisérelhetjiilk meg. A modszer ér-
telmében feltételezziik, hogy a megoldasfiiggvény két olyan tagra esik szét,
amelyek csak egy valtozotol fiiggenek, azaz

Behelyettesitve, az

dS; (t)
2 t _
5 7+ i 0

2m

1 (dS;aEx))2+Q

egyenletre jutunk. Mivel az els6 két tag csak x-t6l, a harmadik tag pedig csak
az ettdl fiiggetleniil megadhato t-t6l flige, az Osszegiik csak gy lehet konstans
nulla, ha kiilon-kiilon konstans az értékiik.

1 (dSo(x)\* D ,
%( dx ) o =5
s, (t)

dt

A nyert egyenletek kozonséges, szeparabilis differencialegyenletek, amelyek meg-
oldhatok. A masodik egyenlet megoldasa kozvetleniil felirhato

S, (t) = —Et.

- _F.

Az additiv konstans tagot el is hagytuk, mivel a principalis fliggvény értéke
ugyis csak egy konstans erejéig van meghatéarozva, hiszen a Hamilton—Jacobi-
egyenletben S-nek csak a derivaltjai szerepelnek!

Az els6 egyenlet megoldasahoz a szokasos atrendezés utan jutunk el:

dSo (I)
dx

= \/m (2E — Dz?),

amibdl

So () = / Vm (2E — Dz?)dz.

Erdemes észrevenni, hogy a tovabblépéshez a primitiv fiiggvény explicit
alakjat nem is sziikséges megadni, mivel a principalis fiiggvény «; paraméterek
szerinti derivaltjait kell egyenl6vé tenniink 1j ; konstansokkal, azaz a
oS
n 8061'

Bi
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feltételt kell felirnunk. Az S = Sy + S; fiiggvényben egyediil az E paraméter
jelent meg, amibdl a

aso+5t _

e = /\/m D)

feltételhez jutunk. Az integral kiértékelhetd

Byt t m / 1 p m / 1 p m_ D
= o —_—axr = — ———————— = — arcsin —T.
£ 28 ) 1= D D) iz’ D V 2E

Invertalas utan kapjuk a keresett megoldast:

z = \/%sin (@(BEH))

A fenti példabol az is lathato, hogy ha a Hamilton-fliggvény nem fiigg az
id6tsl, a (6.5) Hamilton—Jacobi-egyenlet megoldasanal az idévaltozora vonat-
kozo szétvalasztast altalaban is megtehetjiik, és feltételezhetjiik, hogy

S:SD(Ql,QQ,---,qf)+St(t)

alakban kereshets. A behelyettesités a

0Sy 0S5,
H —
(1,25 25,

egyenletre vezet, amiben az els6 tag csak a koordinataktol, a mésodik tag pedig
csak az id6tdl fiigg. A két tag Osszege csak tgy lehet nulla, ha mindkét tag

allando 95 95
H(qg -22)=Feé¢ 2L = F.
(q’ aqz-) <o

A masodik egyenletet azonnal meg tudjuk oldani:
Sy = —Et + allando.

Az els6 egyenlet neve roviditett Hamilton—Jacobi-egyenlet, amiben a keresett
Sp roviditett hatasfiiggvény mar nem fiigg az id6tol.

Tekintsiik a ferde hajitas példajat. Descartes-koordinatakban a Hamilton-
fiiggvény:

1
H:%(pi—i-pszp?)—l—mgz.
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A megfelel roviditett Hamilton—Jacobi-egyenlet

L [(95)* (050", (9%0)?
2m Ox dy 0z
ahol Sy az x,y, z fliggvénye. Az egyenlet megoldasdhoz djra alkalmazhatjuk a
valtozok szétvalasztdsanak modszerét, azaz a roviditett hatasfliiggvényt

+mgz = E,

So (,y,2) = Sz (x) + 5, (y) + S: (2)
alakban allitjuk el6. Behelyettesitve, a
ds,\* = [(ds,\?  [dS.\?
a —4 = 2m2gz = 2mE
()« () () womte o
egyenletet nyerjiik. Az els6 tag csak z-t6l, a méasodik csak y-to6l, mig az utolsod

két tag Osszege csak 2-t6l fligg. Ezeknek a tagoknak az Osszege csak tgy adhat
allandot, ha mindegyik kiilon-kiilon allandéval egyenld:

as,\?>
=«
dx v
dSy ? 9
dy Y

ds.\’
( S) +2mPgz = o’

dz

Fejezziik ki a megfelel§ derivaltakat

as. _
d:L' - T
as

P

d
5 = /a2 —2m?gz,
dz

amibdl
S, = Ta,
Sy = Yoy,
3
5, |3
S, = / VaZ—2migzdz = (o3 — 2m7g2)"
? * 3m?2g



A megoldas receptje szerint most képezni kell az S = S, + S, + 5, — Et
principalis fiiggvény «; paraméterek szerinti derivaltjait, és azokat egyenlévé
kell tenni az 1j f; konstansokkal. Most figyelembe kell venni, hogy az allandok
nem fiiggetlenek, a Hamilton—Jacobi-egyenlet szerint ugyanis fennall, hogy

a§+a§+a§ = 2mkE,

azaz
5 o +al + ag‘
2m
lgy
oS Oy
=r——t= T
Oay, o m 2
oS Qy
2 - Y=
Jay, YT m By
0S  a.y/a2—2m2gz  «,
= - —t= Bz-
oo, —m?2g m

A kapott egyenletekbdl fejezziik ki a koordinatékat:
T = %t + Bx:
m
o
Yy = _yt + ﬂya
m

2
2, |m’ (ax
A [az (mHﬁz)] _ _9p_mgb, o m’gB

2m2g 2 a, 2m2g 202

Az elektromégneses térben mozgd részecske Hamilton-Jacobi-egyenletét ér-
demes kiilon felirni. A mar bevezetett Hamilton-fliggvényben végrehajtva a
p— g—f helyettesitést:

1 [0S 2 S

A Hamilton—Jacobi-egyenlet megoldéasa altalaban nem egyszerti, ezért fon-
tos felismerni a Hamilton-fliggvénynek azokat a speciélis alakjait, amelyek stan-
dard moédszerek alkalmazasat teszik lehetévé. A valtozok szétvalasztéasanak al-
talanosabb esete, amikor az egyenletben megjelens Hamilton-fiiggvény a g;, p;
valtozokat valamilyen g; fiiggvényeken keresztiil tartalmazza:

H=H g (q1,p1),92(q2,02) -, 97 (a7, 05)] -
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A roviditett Hamilton—Jacobi-egyenlet ekkor a

050> ( 850) < 88())}
H IRV ) IRV R y =F
{91 ((h o g2 | 92 0 gr \ qf Dy

alakot Olti. A bal oldal allandé lesz, ha H minden argumentuma allando:

hiszen ekkor
Hloy,a0,...,0f =E

ami az «; értékek allandosaga miatt allando.
Ezt biztosithatjuk az S, fliggvény valtozok szerint szétdarabolt alakban valo
keresésével

So (QLQQ,-u,Qf) :Zsi (Qz) (6~8)

7

f
=1
A felbontés alapjan a (6.7) feltételek az S; fliggvényekre vonatkozo

dS; .
gz(%,d—i> = Oy, (Z:L""f)

alakt kozonséges differencidlegyenletek alakjat oltik.

A Hamilton—Jacobi-egyenlet megoldési problémaéja szintén kozonséges diffe-
rencidlegyenletek megoldasara redukalodik, ha a Hamilton-fiiggvény egymasba
agyazott g; fiiggvényeken keresztiil tartalmazza a valtozokat:

H=g:{q5.0s 911,03, 92 (a2, 02, 01 (q1.11))]} -

A roviditett egyenlet ekkor

gy L 05 o5 (0% (VYL
_gf Qf7 8qf7gf*1 - Q3, aq3792 q2, 8q27gl q1, aql - .

Az S, fuggvényre ujra feltételezve a (6.8) alakot, kapjuk, hogy

o f s, dS (s aS\\ L,
=9grN4qf, dqf7gf71 - q3, dq37g2 q2, dq27gl q1, dq1 — L.
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A megoldast kereshetjiik egyméasba agyazott konstansokkal:

ds;
— _ = =F).
gy {va dg; O 1} ay (= E)

A parcialis differencialegyenlet megoldasdhoz a fenti kozonséges differencial-
egyenleteket kell megoldani.

Az utobbi alaku lesz a centralszimmetrikus erétérben mozgd tomegpont
Hamilton-fiiggvénye, ha térbeli polarkoordinatakat hasznalunk. A Lagrange-
fiiggvény

_ 2,2
L= B <r + 9% + 7% sin 19g0> U(r).

A kanonikus impulzusok

oL i
7‘:—':Tn/]"’
b or

oL 9

= — = mr-,

Py Py

aL 2 .. 9 .
Do = — = mr-sin“ J¢,
® 8g0

amibdl a Hamilton-fliggvény

1 p p2
2,2 U(r) — i @
H = 2<T —|—?9r+r s1n19g0>+ (r) %( +ﬁ+m

)+U(7~).

MegfelelGen zardjelezve a Hamilton-fliggvény

1 1 P
H = -
o [ 5 (1 g5 )|+ 0 0)

alaki lesz, ahol

2

gl,D :p@7
2 Yo
= p2 + —2—,
90 = Py sin? ¢
1 1
9 =5 { r+ﬁgﬁ] +U(r).
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Az S =S, () + Sy (V) + S, (r) felbontas bevezetése utan a szeparalt differen-
cidlegyenletek

L(ds) L
2m dr r2a§

Mivel a ¢ ciklikus koordinata, p, 4lland6, amivel

ay = po.
A hérom egyenlet megoldasa ezzel

Sap = Pp®,

2
So= [ \|ay— ——dV
v / “ sin9

S, = / \/Qm [E—U @) - r—lzaﬁdr.

A teljes megoldéas

/ P} 1
S = —Et—l—pwgpjt/ ay — singﬁdﬁ—i_ / \/2m [E—U(r)] — r—2a19dr.

A mozgéasegyenletek dltalanos megoldéasat agy kapjuk, hogy az E, p,, és oy
szerinti derivaltakat 1j konstansokkal tessziik egyenlévé.

6.4. Poisson-zardjelek

Egy rendszer allapotat kimeritGen leirja a fazistérben elfoglalt helyzete, azaz
a ¢; hely- és p; impulzuskoordinatainak értéke. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
tetszbleges, a rendszer allapotatol fliged fizikai mennyiség megadhatdé F' =
F (g, pi,t) alakban. Vizsgaljuk meg, hogyan véltoznak idében az ilyen tun.
tazistiiggvények.
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A kanonikus egyenletek alapjan a hely és impulzus szerinti derivaltakat helyet-
tesitsiik a Hamilton-fliggvény megfelels derivéltjaival.

dF zf: <aF OH OF 8H> OF

@t~ 2 \oqope  Opeoa) ot

A nyert kifejezés konnyebb kezeléséhez vezessiik be a tetszéleges A és B
tazistiiggvények un. Poisson-zarojelét, amit az alabbi moédon definidlunk

f
0A 0B 0A 0B
A B} = _——— .
{’ } ;(a%apk apka%)

Az 4j jeloléssel az F fazisfliiggvény idébeli valtozéasa

dF OF
= {FH}+ o (6.9)

alakban adhaté meg.
Példaként vizsgaljuk meg az ¢ indexii g; helykoordinata id&fiiggését:

f
- B 0 OH  0q; OH\ 0H
4 = {ai H} = ; (aqk opx Opx 8%) - opi’

ami nem mas mint a megfelel6 kanonikus egyenlet. Hasonl6 médon irhatjuk
az impulzusok idébeli valtozasara, hogy

o0H
dq; '

pi={pi, H} = —

Ha egy F' fazisfiiggvény explicit médon nem fiigg az id6t6l, akkor az id6-
fiiggésre adodik, hogy .
F={F H}.

Az id6tél explicite nem fiiggs F' fazisfliggvény ezek szerint akkor lesz megma-
rad6 mennyiség, ha
{F,H} =0.

A Poisson-zarojelek néhany altaldnos tulajdonsagat érdemes felsorolni, mi-
vel ezek kihasznalasaval a szamitasok sokszor leegyszertisithet6k. Amennyiben
az A, B és C fazisfiiggvényeket jelol, az alabbi azonossagok behelyettesitéssel
igazolhatok:

1. {A,B} = — {B, A},
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2. {f (A, Ay,...,A), By =1 A a1 1Ai, B}, ahol f tetszleges n-valtozos,
derivalhato fliggvény,

3. A{A, B} = {AA, B} + {A, AB}, ahol A tetsz6leges paraméter szerinti
derivalést jelent,

4. {{A, B}, C+{{B,C},A} + {{C, A}, B} = 0, Jacobi-azonossag.

Az els6 harom azonossag a Poisson-zarojel definicidjanak felirdsa utan koz-
vetleniil adodik. A Jacobi-azonossag igazolasa azonban, kozvetlen szamoléssal
rendkiviil hosszadalmas, ezért mas modszerrel szokés bizonyitani. Megjegyzés-
re érdemes, hogy a Jacobi-azonossag kvantummechanikai megfelelgjének iga-
zolésa sokkal "konnyebben" elvégezhetd, mint a klasszikus mechanikaban.

Szamitsuk ki egy tetszbleges A fazisfiiggvény Poisson-zardjelét egy rogzitett
indexti koordinatéval és egy régzitett indext impulzuskomponenssel:

dg; 0A  9g; 0A\  0A
{q“ } Z (3% Opy, B Opy, 3%) B api’

hiszen ng = 0;1 €S qL = 0. Hasonl6 modon kapjuk, hogy

Op 0A  Op DA\ A
b A} = Z<anapk apka_%)_ q;

Fontos 6sszefiiggéseket kapunk, ha A helyébe a ¢; vagy p; kanonikus valtozot
helyettesitjiik:

{Qu%} = 07
{pwp]} = 07
{ai, v} = dij.

A nyert Osszefliggések az un. fundamentalis Poisson-zéarojelek.

Felmeriil a kérdés, hogy a Poisson-zardjelek, hogyan transzformélédnak egy
g, pi — Q;, P; valtozocserével jaré kanonikus transzformacio esetén, azaz mi-
lyen viszonyban éllnak egymaéssal a {A, B} w62 {A, B}Q p mennyiségek, ahol
az indexek a régi q;, p; és az 4j @;, P; kanonikus valtozokra vonatkoz6 Poisson-
zardjelekre utalnak.

[rjuk fel a 3-as tipust Ws (p;, Q;) alkotofiiggvény haszndlata esetén adodo
transzformécios egyenleteket:

o _8W3
q’L - apZ I
oWs
p=_——_3
J a@]

115



és derivaljuk az egyenleteket a méasik valtozo szerint:

aqi _ 82W3
0Q;  0Q;0p;’
or; 0*Ws
Op; Ipi0Q;
A Young-tétel szerint
8qi OP;
20 = 8pj-' (6.10)
j )
Hasonlé moédon nyerjitk a Wy (p;, P;)-bdl szarmaztathato
oW
a4 = Op;
oW,
egyenletekbdl, hogy
dq; 0Q;
55 =~ ap]' (6.11)
J i

[rjuk most fel a {g;, A} op Poisson-zarojelet:

f f
- g 04 0g A\ <~ (0P 0A  0Q. A
{a AYor =D (an ob. P, an) )3 (8pz~ ob. | op, an) )

k=1

k=1

ahol kihasznaltuk a (6.10) és (6.11) Osszefiiggéseket. Vegyiik észre, hogy az
eredmény nem mas mint az A mennyiség p; szerinti derivaltja, amit a lancsza-
baly alkalmazéasaval irtunk fel, azaz

0A

Errél mar bizonyitottuk, hogy a {¢;, A} g Poisson-zarojellel egyenls, és igy
{qi7 A}QP - {QM A}qp .
Hasonl6 lépésekkel lathatjuk be, hogy

Most irjuk fel a keresett {A, B},p Poisson-zarojelet, és tekintsik A-t a
régi valtozok fliggvényének, amire alkalmazhatjuk a Poisson-zardjelek méasodik
tulajdonsagat

f
0A 0A
{A (g, i), B}Qp = Z <a_(]k {aw, B}Qp + a_pk Pk B}Qp) .

k=1
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A jobb oldalon fellép Poisson-zarojelekrsl mar belattuk, hogy kicserélhetsk a
megfelel konjugélt valtozo szerinti derivaltakra, amivel:

f
{A, B}op = Z (aAa_B _ %3_B> = {A. B}, .

—~ 9qr Opr,  Opk Oy

A Poisson-zarojelek tehat fazisfiiggvények, és igy a fundamentélis Poisson-
zardjelek egy valtozotranszforméacié kanonikus jellegének eldéntéséhez kritéri-
umot adnak. Az 4j Q;, P; valtozokra teljesiilniiik kell a fundamentélis Poisson-
zardjelekre nyert azonossagoknak:

{Qia Qj}qp = 07
{Pi? Pj}qp = 07
{Qi? Pj}qp - 61.7
Be lehet latni, hogy az egyenlGségek fennéllasa elegendd is a transzformécio
kanonikus jellegéhez.
A fizikai mennyiségek Poisson-zéaréjeleinek vizsgalatat folytassuk a tomeg-

pont impulzusmomentum-komponenseinek Poisson-zardjeleivel. L = r X p,
aminek x és y komponensei

L, =yp. — 2py,
L, = zp, — ap..

Erdemes attérni az indexes jelolésre, azaz x = x1, y = T, 2 = x3. Az 1j
jeloléssel a fenti két komponens Poisson-zéarojele:

3
0L,0Ly 0L, 0L,
{LhLQ} = Z ( - ) = paxy — Tapy = L.

Ciklikus indexcserével azonnal kapjuk, hogy
{LQ, Lg} = L1 és {L3, Ll} = LQ.
A harom egyenlet 6sszefoglalhato egy egyenletben:

3
{Li7 L]} = Z 5ijkLk~
k=1

Most irjuk fel az impulzusmomentum j-edik L; komponensének és az im-
pulzusmomentum L? = Zle L? négyzetének Poisson-zéarojelét, és alkalmazzuk
a 2. tulajdonségot.

3 3 3
{L2,L;} = 2Li{Li,L;} => Y 2LigijLi =0,
i=1

i=1 k=1
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mivel a Z?:1 22:1 €ijkSik Osszeg mindig elttinik, ha Sj;, szimmetrikus matrix.
Egy a mennyiség id6 szerinti derivaltja (6.9) szerint @ = {a, H } + %. Ennek
alapjan frjuk fel két mennyiség, a és b Poisson-zardjelének idéderivaltjat:

d 0
E{a,b}:{{a,b},H}nL&{a,b}.

Az els6 tagban alkalmazzuk a Jacobi-azonossagot, a méasodik tagban pedig
végezziik el a derivalast.

ot =~y 5~ 010y {20} o {0 2L
- {{a,H}+%,b}+{a,%+{bJH}} _

o) f,
 dt’ “a

A fenti derivalési formula alapjan azonnal adédik Poisson tétele, ami szerint
ha a és b mennyiség megmarad, a Poisson-zarojeliik is megmaraddé mennyiség
lesz. Ha ugyanis % = 9 = 0, akkor a fenti szabély szerint £ {a,b} = 0 lesz,
ami azt jelenti, hogy {a, b} allando.

A tétel az esetek jelentds részében nem szolgaltat 1j megmarado mennyisé-
geket, az {a, b} Poisson-zarojel értéke az a és b mennyiség valamilyen f (a,b)
fiiggvénye lesz. Fontos kivétel az impulzusmomentum komponenseinek esete.

Ha L; és Ly megmarad6 mennyiség, akkor { L1, Lo} = L3 is az lesz.

6.5. Infinitezimalis kanonikus transzformaciok

Vizsgéljunk olyan kanonikus transzforméciokat, amelyek alkalmazasa soran az
1j koordinatak és impulzusok csak kis értékekkel térnek el az eredetileg beve-
zetett koordinataktol ill. impulzusoktol, azaz legyen

Qi = q; + g,
P; = pi + 0p;

ugy, hogy dq; és dp; kicsi legyen ¢; és p; mellett. Az ilyen transzformacio csak kis
mértékben tér el az identités transzforméciotol, aminek az alkotofiiggvényére
lattuk, hogy

!
Wy = ZQkPk-
k=1
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alakban adhaté meg. Az alkotofliggvényt ezért célszert a fenti fliggvénytél
kissé eltérd fiiggvény alakjaban keresni:

f

WQ = ZQkPk—i_gG(leR?t)a
k=1

ahol a bevezetett ¢ paraméter értékét fogjuk kicsinek valasztani azért, hogy
a G (¢, P;) figgvény értéke mar véges lehessen. Irjuk fel a transzformacios
szabalyokat:

oWy oG
i = PZ )
P 94 e dq;
0 = oWy . 586‘
7 OPL qZ aPZ .
Leolvashatjuk, hogy
oG
0q; = e—,
4 = ¢ op;
oG
5 i — — .
P saqi
Mivel p; és P; egyméstol csak infinitezimélis értékkel tér el, ha a G fliggvény-
ben a Pt p;-re cseréljiik az 5% értékében csak mésodrendben jelenik meg

hiba. Ezért a G generatorfliiggvénynek nevezett fiiggvényt szokis a ¢; és p;
fiiggvényében megadni, amivel végiil a

6g; = e P
1 c Op;
opy = —2C (¢, i)
dq;

Osszefiiggésekre jutunk.
Valasszuk most generatorfiiggvénynek a H = H (g;, p;, t) Hamilton-fliggvényt,
és legyen € = dt. A fenti szabaly szerint:

0q; =d = dtq; = dg;,
Op;
H (q;, p;. t
op; = —dt% = dtp;, = dp;.
qi

Tehat a dt id6tartam alatt a rendszer ¢; koordinataiban és p; impulzusaiban
bekovetkezett dg; és dp; valtozas is egy kanonikus transzforméacionak felel meg.
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A rendszer kanonikus egyenletek szerinti fejlédése kanonikus transzformaciok
sorozatabol all! Specialisan, a rendszer egy t; és ty id6pontban létrejovs alla-
potainak egymaésra valo leképezése kanonikus transzforméacionak felel meg.

Vizsgaljuk meg, mi torténik egy idéfiiggetlen U (g;, p;) fazisfiiggvény értéke-
vel egy infinitezimalis kanonikus transzformacio esetén. Irjuk fel elsé rendben
a valtozast:

/ f
oU ou ou oG oU oG
U=2 (a—qf%’ * a—pfpi) > <aqfapi A aE) —e e

i=1 i=1

Alkalmazzuk a kapott Osszefiiggést a H Hamilton-fiiggvényre:
0H =<{H,G}.

Lattuk, hogy ha egy id&fiiggetlen fazisfiiggvénynek a Hamilton-fiiggvénnyel
vett Poisson-zéardjele elttinik, akkor az egy megmaradé mennyiség. A fenti-
ek szerint, a megmarad6é mennyiségek olyan infinitezimalis kanonikus transz-
formaciokat generalé generatorfiiggvények, amelyek nem valtoztatjak meg a
Hamilton-fiiggvény értékét.

Els6 példaként valasszuk generatorfiiggvénynek a k-adik kanonikus impul-
zuskomponenst: G = p,. A transzforméacios szabaly szerint

oG
0q; = o E0ki
oG
op; = —58% =0,

ami szerint py a k-adik koordinatatengely mentén torténd eltolas generatorfiigg-
vénye. A fentiek értelmében viszont igy py akkor lesz megmaradd mennyiség,
ha egy ¢, mentén torténd eltoldsnal a Hamilton-fiiggvény nem véaltozik.

Miésodik példankban a generatorfiiggvény legyen a tomegpont impulzusmo-
mentum vektordanak Descartes-koordindtakban megadott z-komponense: G =
Tpy — Ypy. A transzformacios szabaly

oG oG
or =¢ =—cy, dy=e—— =¢x, 0z =¢ =0,
Opa vy dpy Ip
oG oG oG
0Py = —5% = —€py, Opy = —5a—y = EPy, Op, = —55 =0.

A fels6 sorbol leolvashatjuk, hogy a generélt transzformécié a z tengely ko-
riili elemi € szoggel torténd elfordulasnak felel meg, hiszen az infinitezimalis €
szoggel torténd elfordulas Descartes-rendszerbeli matrixa:

cose —sine 0 1 — 0
A= sine cose O ~ e 1 0
0 0 1 0 0 1
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cose &= 1 és sine = ¢ miatt. A masodik sor szerint az impulzus komponensek
kovetik a helyvektor komponensek transzformacios szabalyat. Megismételve a
fenti gondolatmenetet, levonhatjuk a kovetkeztetést miszerint, ha az impulzus-
momentum egy adott tengelyhez tartozé komponense megmaradé mennyiség,
a Hamilton-fiiggvény érzéketlen lesz az ezen tengely koriili elforgatasokra.

Erdemes észre venni, hogy a z tengely koriili elforgatasok generatorfiiggvé-
nyét, amirdl kideriilt, hogy az impulzusmomentum z-komponensével egyenld,
az eltolasokra vonatkozo megfontolasokkal egyszertibben is megkaphatjuk. Le-
gyen ui. a polarkoordinatakban felirt rendszer kitiintetett koordinataja a ¢
azimutszog. Az € elemi szoggel torténd elforgatas nem mas, mint ezen koordi-
néata irdnydban torténd e mértékd eltolas. A ¢ szoghoz konjugalt p,, kanonikus
impulzusrol viszont mar korabban lattuk, hogy egyenls a z tengelyhez tartozo
impulzusmomentummal.

Mivel a z tengelyt tetszélegesen valaszthatjuk, fenti eredmény tetszéleges
tengelyre altalanosithat6. A vizsgalt tengely iranyat adjuk meg egy n egy-
ségvektorral. Ha az impulzusmomentum vektora L, akkor a tengely koriili
elforgatas generatorfiiggvénye, a fentiek alapjan az impulzusmomentum ten-
gelyiranyu vetiilete lesz:

Gn =nL.

6.6. Fazistérfogat, fazisstiriiség

Mint azt koraban is lattuk, egy mechanikai rendszer allapotat egy fazistérbeli
pont reprezentalja. A fazispont mozgasat az idében a kanonikus egyenletek
hatérozzék meg, amelyek a ¢; (t), p; (t) fliggvényekre nézve egy elsérendt, ko-
zonséges differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.

Helyezziink el a fazistérben a t; idépontban a fizikai rendszer kiilénbo6zd,
lehetséges "kezdd" allapotainak megfelels (fazis)pontokat ugy, hogy a stri-
ségiik p (qi, pi, to) legyen. A fazispontok a kanonikus egyenleteknek megfelels
mozgast fognak végezni, aminek kdvetkeztében egy t > ¢y id6pontban eloszla-
suk stirtsége p (q;, pi, t)-re valtozik. Szemléltethetjiik a mozgést ugy, hogy egy
2 f-dimenzios térbeli folyadékot képzeliink el, aminek neve fazisfolyadék. A fa-
zisfolyadék egy-egy eleme, azaz a pont helyzetének megfelelg allapotban 1évé
fizikai rendszer a kanonikus egyenleteknek megfelel6 mozgést végez. A fazistér
egy I' tartomanyaban talalhato fazispontok P széma a t idGpillanatban ennek
megfelelGen:

PZ/ﬂ(Qiypiat)dF
r

lesz, ahol dI'-val jeloltiik a 2 f-dimenzios fazistér elemi fazistérfogatat.
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Az id6 mulasaval a fazispontok a kanonikus egyenleteknek megfelelGen mas-
hova vandorolnak és az eredeti I' tartomanyban talalhato fazispontok a ¢’ > ¢
idépontban egy mas I tartoményt foglalnak el.

M D

4

Mivel a fazispontok, definicié szerint, nem tiinnek el és nem keletkeznek, az
1j tartoményban a fazispontok szama megegyezik az eredeti tartomanyban
talalhato fazispontok szamaéaval:

/ r

Redukaljuk az egyenletet nullara, és az integralasi tartoméanyt osszuk két részre.
Az 0j TV és a régi I tartoméanyok I \ T' kiilonbségén kell az j t' idépontban
integralnunk, valamint az 0j és régi tartomanyok I' NI metszetén kell az 1j és
régi idépontban felvett értékek kiilonbségét integralnunk:

[+ [t - plapldr =0 (612)
\T rnr’
Ha az eltelt ¢’ — t = At id6tartam kicsi, a I” \ I tartomany egy a I' tarto-
manyt koriilolels Atv, vastagsagu réteget jelent, ahol v, a fazispontok lokélis
v sebességének a I' tartomanyt koriilolels F' feliilet df feliiletelemeire merdleges
vetiiletét jeloli. Egy a df feliiletelemre merélegesen allitott Atv, magassagi ele-
mi hasab térfogata dI' = Atv, |df|, ahol v, |df| kifejezhets a v sebességvektor
és a feliiletelem df vektoranak skalaris szorzataként, amivel:

dI’ = Atvdf.

Az els6 integral igy az F' zart feliiletre vett integralla alakul
/ p (g, pi, t') dl = %p (qi, pi, t') Atvdf.
T\

A (6.12) egyenlet masodik integraljaban az integralasi tartomany At — 0
hatarmenetben I'-hoz tart, az integrandus pedig, elsérendii kozelitésben he-
lyettesithets a p stirtiség id6 szerinti parcidlis derivaltjanak At-szeresével:

/ 0
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At-vel tortént egyszertsités utan nyerjiik, hogy

dp

Ha az els6 tagot a Gauss-tétel segitségével térfogati integralla alakitjuk, egy
térfogati integralt kapunk

/F {% +div (pv)} dl = 0.

Szamitsuk ki div (pv) értékét a 2f-dimenzios fazistérben. A v sebesség kom-
ponensei a fazistérben (¢;, p;)-tal egyenlsk, igy

f . . f . .
- 9 (pgi) 8(%)) (ap . d¢  0Op . api>
div (pv) = E + = E i+ + ; + .

Hasznaljuk ki, hogy a kanonikus egyenletek szerint ¢, = OH/Op; és p; =
—0H/0q;, amit behelyettesitve kapjuk, hogy:

f
. - dpOH — O°H  9pdH  PH
diviov) = ; (3% Op; * '08%0]% i Og pap,@qi) '

A masodik és negyedik tag a Young-tétel alapjan kiesik, a megmarado két tag
pedig egy Poisson-zardjel formajaban irhaté fel, amivel

/F {% 1 H}] dr 0.

Az integral csak gy tiinhet el tetszéleges tartomanyon, ha az integrandus

nulla: 9
L, {p,H} =0. (6.13)
ot
A nyert Osszefiiggés a "fazisfolyadék mozgasegyenlete", aminek neve Liouville-
egyenlet.

A Liouville-egyenlet egyik trivialis megoldésa a

p=1

eloszlasfiiggvény. Ha erre az eloszlasra vonatkozoan felirjuk egy tetszéleges
tartomanyon a fazispontok P szaméat, az éppen egyenld lesz a tartomany tér-

fogataval:
P:/P(Qi,pi7t)dF=/dF:F.
r r
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Mivel az egyiitt mozgd tartomany térfogata egy tetszéleges idépontban is ugyan-
ezzel az integrallal adhatoé meg, ami viszont a fentiek szerint idében allando,
levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy a fazistér tetszéleges tartomanyanak térfo-
gata a fazispontok kanonikus egyenletek szerint torténd mozgasa soran allando
marad. A fazispontok, szemléletesen szolva Gsszenyomhatatlan folyadékként
viselkednek. Ez Liouville tétele.

A Liouville-egyenletnek mas megoldasai is 1éteznek, amelyek koziil kiilono-
sen fontosak a stacionarius eloszlasnak megfelel6 megoldésok:

o0 _

T =0.

A Liouville-egyenlet szerint ennek feltétele, hogy

{p,H}=0

legyen. A nyert egyenletnek konnyt megoldasat talalni, ha a H Hamilton-
fiiggvény nem fiigg az id6tdl, azaz

oH
E—O.

Ekkor, ha a p stirtiség csak a Hamilton-fiiggvényen keresztiil fiigg a fazistérbeli
helytdl, azaz p = p (H (¢;, p;)) alakban allithato els, az megoldas lesz hiszen a
Poisson-zarojelek 2. tulajdonsiga miatt

{p() 1} = 50 (5, 11}

és az 1. tulajdonsaga miatt
{H,H} =0.

A stacionarius megoldéasokat a statisztikus fizikiban azonositjak a termodina-
mikai egyenstly helyzetével, igy ezek ismerete rendkiviil fontos.
Emlitsiik meg a rendszerek T hémérsékletd kanonikus sokasdganak specialis

esetét, amelyben
H
=poexp | —— | .
P = Po €Xp T

k az an. Boltzmann-alland6. Az eloszléds neve Boltzmann-eloszlés.
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7. fejezet

Relativisztikus Altalanositasok

7.1. Lorentz-transzformacié, négyesvektorok

A klasszikus mechanika mozgasegyenletei minden Galilei-rendszerben ugyan-
olyan alakban allnak fenn. A vonatkoztatasi rendszer megvalasztasiaban nagy-
foka szabadsagunk van, amit altalaban a feladatok megoldésanal ki is haszna-
lunk tgy, hogy igyeksziink olyan vonatkoztatasi rendszerben felirni a mozgés-
egyenleteket, amelyekben konnyebb megoldani Gket.

A tovabbi megfontolasokat Descartes-rendszerekben fogjuk elvégezni, és ki-
kotjiik, hogy a hely- és id6koordinatak mértékegységét a kiilonbozd rendsze-
rekben ugyanolyannak valasztjuk. Ezzel kikiiszoboliink egy transzformacios
lépést, amire akkor lenne sziikségilink, ha kiilonb6z6 rendszerbeli eredményeket
szeretnénk Osszehasonlitani. Descartes-rendszerek kozott is eltérések lehetnek
az origd megvalasztasaban és az (x, y, z) koordinatatengelyek iranyitasaban. Az
inerciarendszer definicidja szerint egy adott idépillanatban teljes fedésben 1évé
két rendszer is mozoghat egyméshoz képest allandoé sebességgel, hiszen ha az
egyikben allando sebességgel mozognak a magukra hagyott tomegpontok, ak-
kor egy ehhez képest allando sebességgel mozgo rendszerben is ezt fogjak tenni.
A kiilénb6z6 inerciarendszerekben (Galilei-féle vonatkoztatasi rendszerekben)
a tomegpontok koordindtai, valamint az azokbdl szarmaztatott mennyiségek
(pl. sebesség) altalaban eltéréek lesznek. Kénnyen belathatjuk azonban, hogy
a rendszerek kozotti lehetséges atszamitasi szabalyok kozil az un. Galilei-
transzformécié szabalyai nem véltoztatjak meg a Newton-egyenleten alapuld
mozgasegyenletek alakjat.

A Galilei-transzformacioé szabalyai, ha azt a legegyszertibb esetet tekintjiik,
amikor a tengelyek parhuzamosak, és a K’ rendszer a masik K rendszer x
tengelye mentén tgy mozog allandé w sebességgel, hogy t =t = 0 id6pontban
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egybeestek az origok (standard elrendezés), az alabbiak:

=t
¥ = —wt + z,
y =y,
7 =z

Az inverz transzforméacio egyenletei pedig

t=t,
x=wt + 2,
y=1q,
z2=12

lesznek, ahol a mértékegységek egyezd volta miatt w értéke megegyezik a két
rendszerben. Itt értelemszertien a K rendszerben mért id6t és koordinéata-
kat jelzik a (¢, x,y, z) mennyiségek és a K’-ben meért értékeket a (t',2',y/, 2’)
mennyiségek.

Egy tomegpont sebességére a két rendszerben szintén eltérs értékek adod-
nak. A K és a K’ rendszerben mért sebességkomponensek kozotti transzfor-
méacios szabalyt egyszeri helyettesitéssel kapjuk meg:

/ / / /
. T — T . T, + wt; —x, —wt
v, = lim = lim " L=, +w,
ti—t2—0 11 — 19 t]—thL—0 tl — t2
/ /
1 Y=Y . " Y
vy, = lim = lim = ==y,
t1—t2—0 1 — Ty #—th—0 t] — T
/! !/
. 21— 22 . 1 — %
v, = ==,

im = lim —
ti—t2—0 §; —t9  ¢,—t,—0 1] — 5

Lathato, hogy ha a K’ rendszerben tetszdlegesen adott v = /v +v7 + v
nagysagu sebességgel repitiink el egy tomegpontot, akkor annak a K rendszer-
ben mért sebessége ettdl, a repités irdnyatol fiiges, azaz anizotrop modon el
fog térni:

v = vg—l—vquvg:\/(v;,+w)2+v;2,+vf,:\/v’2+21);,w+w27év'.

A Kklasszikus elektrodinamika kereteiben targyalhato elektromégneses jelen-
ségeket a Maxwell-egyenletek nagy pontossiggal irjak le, és a Newton-egyenlet
klasszikus mechanikaban jatszott szerepéhez hasonlé médon, az elektromagne-
ses tér mozgasegyenleteinek tekinthetjiik 6ket. A Maxwell-egyenletek nagyon
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fontos megoldasai a haladé elektromégneses hullamokat leir6 megoldésok, ame-
lyeknek vakuumbeli sebességére az egyenletekbdl az irdnyfiiggetlen, konstans
c=2,99...-10% m/s értek adodik. Az elektromagneses hulldmok specilis
fajtaja a fény, aminek sebességére a mérésekben is iranyfiiggetleniil ugyanezt
az értéket kapjuk, ami éles ellentmondasban all a fenti sebességtranszforma-
ciés szabéllyal. Az ellentmondas akkor oldhato fel, ha megkeressiik azokat a
koordinatatranszformaciokat, amelyek kielégitik a Galilei-rendszerek ekvivalen-
cidjanak kovetelményét, tigy hogy kozben nem valtoztatjak meg a vakuumbeli
fénysebesség értékét.

A fenti Galilei-transzformaciohoz hasonléan a standard elrendezést vizsgél-
juk, amikor a tengelyek parhuzamosak és a K’ rendszer a masik K rendszer x
tengelye mentén gy mozog allandd w sebességgel, hogy t =t = 0 id6pontban
egybeesnek az origok. Mivel a hossz- és idémérési-eredmények additiv jellegét
szeretnénk megtartani, a transzformaciot linearisnak fogjuk vélasztani. Fel-
tételezziik, hogy a mozgasra mer6leges iranyokban a transzforméacié a Galilei-
transzforméciohoz hasonlé6 médon nem véltoztatja meg a mérési eredményeket.
Az ilyen transzformécio altalanos alakja az alabbi lehet:

t = ot + B, (7.1)
' =yt + sz,

y =y,

7 =z,

ahol o, 3,7, ¢ a tovibbiakban meghatarozand6 paraméterek. Mivel az y és z
koordinatak nem valtoznak és nem "keverednek" a t és x koordinatakkal, az
el6bbieket kihagyjuk a tovabbi megfontolasokbol, azaz (7.1)-bdl csak az elsé és
masodik egyenletet fogjuk hasznalni.

Az attekinthetdség érdekében érdemes matrixos formaban is felirni a transz-

forméacios szabalyt:
! A
(o) = (5 ) () =2(2)
x v x x

A transzformécié L matrixanak komponenseire a K és K’ rendszer ekvivalen-
cidjanak feltételébsl kovetkeztethetiink.
1. A K’ rendszer origoja a K rendszerben w sebességgel mozog, igy minden

(0)-(22)( %),

0 =t + »uwt,

amibdl
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és
v = —xw.

2. A mértékegységek egyenld valasztédsa miatt a K rendszer origdja —w
sebességgel halad a K’ rendszerben, tehat

()= (2 2) (o)

t' = at,

—wt' = —xuwt.

amibdl

A két egyenletet osztva kapjuk, hogy
o = .

3. A két rendszerben a fénysebességnek egyenls ¢ értékiinek kell lennie.
Igy, ha elinditunk egy fényjelet az origobol a 0 idépillanatban, akkor az a K
rendszerben ¢ id6 mulva az © = ct helyen, K’ rendszerben t' id6 mulva a 2’ = ¢t/

helyen lesz:
o\ » f t
ct’ ]\ —xw x ct )’

t'=1t(s+ Bc),

ct' = st (c —w).

Kifejtve

A két egyenlet osztasa utan nyerjiik, hogy

—wx

8=

2’

amivel a transzformécié matrixa:

—wx
L= ~* "= )
— 2w V4

4. Mivel a két rendszer ekvivalens, az inverz transzformécié matrixa az
eredeti L matrixtol csak abban térhet el, hogy w-t —w-re cseréljiik. A szami-
tast nem kell részletesen elvégezni, mivel felismerhetjiik, hogy L determinénsa
nem érzékeny w elGjelvaltasara, ami azt jelenti, hogy az L' inverz matrix
determinansa megegyezik az eredeti L matrix determinansaval

det L = det L™" <: (det ﬁ)l) .
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Ez tgy lehetséges, hogy det L abszolut értéke egységnyi, azaz

—wx 2
detL:‘ 7 c? :%2<1—w—2)=i1.
— W a4 C

Mivel s valos, 2% nem lehet negativ, ami fénysebességnél kisebb sebesség estén
(w < ¢) csak a pozitiv eredményt teszi valaszthatova:

1
%2: 3
1-"=
Ebbol
1
M = R
w?2
T

ahol ismét csak a pozitiv gyokot valaszthattuk, mivel a negativ elGjel koordi-
natatiikrozésre is vezetne. L végss alakja igy

- 1 =2
L—%(_w 1 )

A nyert transzformécios 6sszefliggések neve speciélis Lorentz-transzformdcio:

w
ﬂ:%@—gﬂ, (7.2)
= (—wt +x),
v =y,
2=z

Az inverz-transzforméacio képletei pedig:

t:%(#+%f>, (7.3)
r =2 (wt' + '),

- y/7
z=2.

Lathato, hogy a Lorentz-transzformacié w < ¢ sebesség esetén, amikor
»x &~ 1, és az origdtol nem tal nagy tavolsagban, ahol r < %, a Galilei-
transzforméacioba megy at, az attol valo eltérést csak nagy sebességek esetén
érzékeljiik.

Vizsgaljunk meg néhany kovetkezményt.
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1. Tekintsiink egy [y hosszisagn rudat, amelyet a K’ rendszer x’ tengelye
mentén helyeziink el ugy, hogy az eleje a 7/, a vége pedig az x, = x| + o
helyen legyen talédlhat6. Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy a K rendszerbél
nézve milyen [ hosszisdginak mérjiik a rudat, azt kell kiszamitani, hogy a K
rendszerben a mérés ¢ idépillanatdban mekkora lesz a rud elejének és végének
koordinatakiilonbsége. (7.2) masodik egyenlete szerint

x) = s (xy —wt) és 1y = s (19 — wt).

A két egyenlet kiilonbségébdl kapjuk az [ = x5 — x1 hosszra, hogy

Az egyiittmozgo megfigyeld altal mért [y hosszisag (in. nyugalmi hossz) he-
lyett a kiils6, nyugvo koordinata-rendszerbdél a rud hosszat [ < [, értékiinek
mérjiik. A jelenség neve Lorentz-kontrakcio.

2. Tekintsiink két eseményt, amelyek a K’ rendszer ' pontjaban kovet-
keznek be két kiilonbozd idépontban. Az els6 esemény kovetkezzen be a t,
a masodik a t, = ¢ + At’ > t| id6pontban. A két esemény K-ban mért
idgskoordinataja (7.3) elsé egyenlete alapjan

t, = t’+wx/ és ty = t’+w—x/
1= 172 2= N

A két esemény kozt eltelt idGtartam a két id6koordinata kiilonbsége:

At =ty —ty = 5 (th — 1)) = %Al

A kiils6, nyugvo koordinédta-rendszerben mért idGtartam tehat hosszabb, mint
az egyiittmozgod K'-beli megfigyels altal mért idétartam. A jelenséget szoktak
"idédilatacio"-nak hivni, bar az id6 természetesen nem tud megnytlni, hiszen
nem fizikai targy.
Az egylittmozgo megfigyels altal mért At (= At') id6tartamot sajatidGtar-
tamnak nevezziik:
2
w
3. Tekintsiink két eseményt, amelyek a K’ rendszerben ugyanabban a ¢/
idopillanatban az x| és xf, helyen torténnek. Ezeknek az eseményeknek a K

rendszerbeli ¢; és t5 id6koordinataja (7.3) els6 egyenlete szerint
tro= s (1 + 2 sty = (1 + 2!
1= 201) ety = 272) -
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A kiilonbség
w (zy — a})

tg—tlz% D) y

C

ami x) és zf, kiilonbozgsége esetén nem nulla. A K’ rendszerben egyidejtinek
talalt események a hozza képest mozgd K rendszerben nem lesznek egyidejtek.
Az, hogy melyik esemény el6zi meg a méasikat a helykoordinatak viszonyatol
fiigg.

4. A K’ rendszerben haladjon egy tomegpont az x’ tengely mentén allando
v’ sebességgel. Szamitsuk ki, hogy milyen v sebességgel mozog a K-beli megfi-
gyels szerint. Ez az érték a Galilei-transzformécio szabéalyai szerint v = v’ +w
lenne.

A Lorentz-transzformécio szabalyait alkalmazva eltéré eredményre jutunk.
A sebesség K-beli értéke:

L xp—m m(wyFwty) - (zy Hwt)  ah -2 Fwty 1) v +w
o=t (lpt Ban) (4 B0n) Lot E@-n) 14

5. Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink arrol, hogy a Lorentz-transzformacio
az események tér és id6koordinataibol alkotott s* = 22 —72, (72 = 2% + y? + 2?)
kombinaciot érintetlentil hagyja:

w 2 2
Rt _ g g (25 <t——2w> P (r—wt): -yt — 2t =
c

2
w
= 3° (02t2 — 2wz + —a* — x° + 2wt — w2t2) —yt =2 =
c

e R
Azt mondjuk, hogy az s? mennyiség invarians a Lorentz-transzforméaciéval
szemben. (Megjegyzendd, hogy s? értéke lehet negativ is, és igy az s’-tel tor-
ténd jelolés formalis.)

Erdemes a (ct,r,y, z) alaki szamnégyeseket egy négydimenziés vektortér
elemeinek tekinteni, amelyben s? a vektor invarians abszolat érték négyzetét
jeloli. Ennek alapjan két vektor skalarszorzatat is el tudjuk allitani, mivel két
vektornak az a skaldrszorzata, amelyik elGallitja az abszolut érték négyzetét
egy lépésben adodik:

(ab) = (a+b) ;(a—b) '

Irjuk fel egy tetszdleges a = (ct,x,y, z) és b = (ct*, x*, y*, 2*) vektor skalar-
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szorzatat:

A4+t —(r+2) = (y+y) — (2 +2%)°
(ab) = I —
A=t (- = (y—y) - (=2
4
= At — xat — gyt — 227,

ami értelemszertien invarians a Lorentz-transzformécioval szemben. A fen-
ti skalarszorzattal ellatott négydimenziés pszeudo-euklideszi teret Minkowski-
térnek, a pontjait pedig vilagpontoknak hivjuk. Egy vilagpont koordinatai egy
elemi esemény helyét és idépontjat adjak meg.

A Minkowski-tér vektorainak komponensei az egyméshoz képest egyenes
vonalil egyenletes mozgast végzs inerciarendszerek kozotti attérés esetén a spe-
cidlis Lorentz-transzformacié szabalyai szerint transzformalédnak. A tovabbi-
akban ezért fontos a fizikai mennyiségek Minkowski-térbeli alakjat megkeresni,
azaz azokat a négydimenzios (un. négyes-) vektorokat, amelyeket mért vagy
definialt fizikai mennyiségekhez rendelhetiink.

A relativitaselméletben szokas a koordindtakat atnevezni olyan modon,
hogy a helykoordinatakat egyt6l haromig szamozzuk és az id6koordinatat nul-
ladik koordinatanak vessziik. Fzzel

Ty = ct,
Ty =@,
T2 =Y,
I3 =z,

amivel az x négyesvektor hossznégyzete

2 _ 2 2 2 2
x° =ux5—x] — x5 — T3, (7.5)
Zo x
Ty Ty
Az x = - és x* = 951 négyesvektorok skalaris szorzata ennek meg-
2 2
T3 T3
felelGen:
rTt = xToxy — T1X] — Taky — T3T3. (7.6)

A Lorentz-transzformécio szabalyai az (o, 1, x2, 23) alaka négyesvektorok-
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ra a (7.2) egyenletekbdl olvashatok le.

w
Ty = 3 (xo - Zm) , (7.7)
/ w
Ty, =x|——x0+ 1),
c
Ty = Tg,

A megfelel inverz transzformacié pedig:

w
/ /
o= x (:L‘O + —a:1> : (7.8)
c
w / /
r1=x|—xy+ 2],
c
o /
:I/'Q —_— .1'2,
T3 = T

A Minkowski-térben talalhatd négyesvektorok kozotti téjékozodast meg-
konnyiti a négyesvektoroknak hosszuk szerinti csoportositasa. A (7.5) defini-
ci6 szerint a négyesvektorok hossznégyzete lehet pozitiv, negativ és nulla is.
Ha a négyesvektor hossznégyzete pozitiv, negativ vagy nulla, a vektort rend-
re idGszertinek, térszertinek vagy fényszertinek hivjuk. Mivel a hossznégyzet
Lorentz-invarians, ez a tulajdonsag is Lorentz-invarians, azaz egy négyesvek-
tor térszertd, vagy idGszerid volta nem valtozik meg, ha masik inerciarendszerre
térlink at.

A transzformacié linearis volta miatt két kozeli vilagpont koordinatainak
kiilonbségét megadd

(d]ﬁ'o, dl‘l, dfﬂg, dl’g) s

szamnégyes is ugyanezen képletek szerint, azaz négyesvektorként transzformé-
lodik:

dry = 3 (dxg - %da:l) , (7.9)
dz, = » (—%dwo + dm1> , (7.10)
dxly = dzx,
dry = dxs.

Ha a (dzg,dxy, dzy, dxs) négyesvektor egy tomegpont helyzetének megfe-
lels két vilagpont kozotti kiilonbségnek felel meg, érdemes ennek invaridns
ds? hossznégyzetét a tomegponttal egyiittmozgd koordinata-rendszerben fel-
frni. Ekkor ugyanis dz}| = dx}, = da%y = 0 és dxj, = cdt = cdr, amivel

ds® = c*dr?,
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vagyis
ds = cdr.

7.2. Az alapmennyiségek és -Osszefiiggések relati-
visztikus alakja

Ha a K-beli (dxg, dzy, dzs, drs) négyesvektor komponenseit elosztjuk a megfe-
lel§ sajatidtartam invarians dr értékével, szintén négyesvektort kapunk

_dxo cdt

Uy = — = ——— = xc, (7.11)
dr di . 13_22
dz,, dz,,
U‘Oé _= = = %UOM
dr dt _ 160_22
ahol v, = d;”—;‘ (v =1,2,3) jeloli a mozgd részecske haromdimenzios térbeli v

sebességének harom komponensét és w? = v? = v} + v + v3. Itt kihasz-
naltuk a sajatidétartam és a koordinataidé-tartam kozott (7.4)-ben kapott

2 .. . , 2 2
dr = dt\/1 — % Osszefiiggést. Az u = (uo, u1,us, uz) négyesvektor neve né-
gyessebesség, aminek invarians hossznégyzete

ds?
2 _ 2 2 2 2 _ 2

dr?

Ha a négyessebesség komponenseit megszorozzuk a tomegpont nyugalmi
helyzetében megmért és rogzitett mg tomegével, tjra négyesvektort kapunk,
aminek a neve négyesimpulzus:

pi = mou;, (1=0,1,2,3).
A p négyesimpulzus invarians hossznégyzete:
p*=pi—pl—ps— Pz = mou® = mic’. (7.12)
A Galilei-transzformacioé az a gyorsulésvektor komponenseinek értékét nem
valtoztatta meg, és ennek megfelelGen a Newton-féle

F =ma

mozgasegyenlet is invarians volt a Galilei-transzformécioval szemben.

A Lorentz-transzforméacio szerint a sebességvektor, és ezért a gyorsulas-
vektor komponensei is eltérGen transzformalodnak. A Newton-egyenletet nem
érizhetjiik meg a fenti forméban.
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Mivel a Lorentz-transzformacio soran a négyesimpulzus komponensei transz-
formalodnak (négyes)vektor komponenseiként, az impulzusmegmaradas torve-
nyét, ami Lorentz-invarians torvény kell legyen, a négyesimpulzus haromdi-
menzios térbeli komponenseire vonatkozoan kell feltételezniink. Ha egy zart
pontrendszer k-adik tomegpontjanak négyesimpulzus-komponensei p*, akkor

Z p* =P (allando).
k

Kézenfekvs ennek megfeleléen a Newton-egyenletet Einstein nyoman ugy
korrigalni, hogy az egy tomegpontra haté F (harmas-)er6 komponensei a p
négyesimpulzus p-vel jelolt harom térbeli komponensének id6 szerinti derivalt-

jaival legyenek egyenldk:

d
F=_p. 7.13
7P (7.13)

Az egyenlet helyességét mérések igazoltak.
Fejtsiik ki a jobb oldalt:

d d d
F=- (mou) = pr (semov) = pm (mv), (7.14)
ahol bevezettik az

m = xmyg (7.15)

jelolést.

Az eredmény szerint, ha a Newton-egyenletben szerepls (harmas)impulzust
a v sebesség és az m tomeg p = mv szorzataként értelmezziik, akkor a tomeg
értéke nem allando, a sebességgel novekszik. Az m tomeg értéke v = 0 sebesség
esetén egyenlévé valik az mg tomeggel, amit ezért nyugalmi tomegnek is szokas
nevezni.

Végezziik el a (7.14) egyenletben kijelolt derivalast:

F—d( v)—dmv—l— a= dm dv v+ ma= VOVT—l—f a
N m o dt ma = dv dt ma=m 2 —v ’

ahol kihasznaltuk, hogy

dm mv?

dv 2 —v?

transzponalt vektor. Itt a = % a harmas térbeli gyorsulast és I az egységmat-

rixot jeloli. Mivel a zarojelben allo
V O VT

c2 — v2
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méatrix (linearis operator) altalaban nem aranyos az egységmaétrixszal, az ers
és a gyorsulasvektor nem is parhuzamosak egymassal. [gy az F = ma egyenlet
nem allhat fenn még az m témeg "ligyes" valasztasaval sem.

Az er§ munkajanak, (teljesitményének) vizsgalatahoz hasznaljuk ki, hogy
(7.12) szerint egy részecske négyesimpulzusanak p? hossznégyzete allando és
igy id6 szerinti derivaltja eltiinik:

dp
2p— = 0.
Pt
A kettes szorzot elhagyva, kifejtjiik a skalarszorzatot (I.(7.6)) és atrendezziik
az egyenletet

dpo _ _d
Po i —Pdtp-

A négyessebesség (7.11) szerinti definicidja alapjan
Po = cm. (7.16)

Ezt helyettesitve a bal oldalon, a jobb oldalon pedig a Newton-egyenlet (7.13)
alakjat hasznalva kapjuk, hogy

m
Am— = mvF,

dt

ami m-mel valo egyszertisités utan végiil a

d
02£m =vF

Osszefiiggést eredményezi.
A jobb oldalon a részecskére hato erd teljesitménye all. Integraljuk idé
szerint az egyenlet két oldalat egy ¢, és ty idépont kozotti idGintervallumra:

to
mec? — mqc? = / vFdt,

t1

ahol bevezettiik az my = m (t1) és my = m (t3) jelolést. A jobb oldalon az F
er6 munkéja all, ami konzervativ er6tér esetén egyenld az U potencialis energia
megvaltozasanak —1-szeresével

mac® —myc? = — (Uy — Uy).
Atrendezve kapjuk az energiamegmaradas relativisztikus alakjat

mac® + Uy = myc® + Un.

136



A részecske teljes energiaja igy
Eteljes = ch +U.

A potencialis energia mellett egy a részecske mozgasatol fliggd, a kinetikus
energia korabbi alakjatol eltérs energiakifejezés jelent meg. A tovabbi analizis
azt mutatja, hogy ez a kifejezés a részecske sajat, a kiils6 potencialis energia
nélkiil is megjelend energidjanak tekintends:

E = mc® = sxmyc® = poc, (7.17)

aminek értéke azonban, nem tiinik el v = 0 esetén. Zérus sebesség mellett és
kiils6 erétér hijan az energia értéke

EO = m002

lesz. Ennek neve nyugalmi energia.
A K kinetikus energiat, ami a részecske mozgésa miatt jelenik meg, ugy
értelmezziik mint az ettdl valo eltérést:

K =mc* — moc® = moc® (5 —1).

A -t ‘0’—22 szerint sorbafejthetjiik, amiben kis sebességek esetén megallhatunk
az els6 rendd tagnal:

2 2 2
B 9 A% N S A
K—moc (1+2—02+—1> ~ moC 2—62—m0?
Ez az eredmény megegyezik a kinetikus energia nemrelativisztikus képletével.
Irjuk fel a négyesimpulzus p? invarians hossznégyzetét, ugy hogy a négyes-
impulzus nulladik komponensére alkalmazzuk a (7.17) Osszefiiggést:

E s B
c? 2
vagy
E? - *p® = E}. (7.18)

A 7.18) egyenlet akkor is értelmes marad, ha a részecske nyugalmi témegét,
és ezzel nyugalmi energiajat is nullanak vessziik: mg = 0 és Ey = 0. Ekkor

E=clp|.
Mivel |p| = m|v| és E = mc?, az

me* = cm |v|
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Osszefliggésbdl a részecske sebességére azt kapjuk, hogy
lv| = c.

A természetben léteznek ilyen objektumok, az elektromégneses tér vakuumban
terjed6 hullaimcsomagjai, amik a Maxwell-egyenletek szerint is csak fénysebes-
séggel mozoghatnak és nyugalmi tomegiik nulla.

A négyesimpulzus véltozasat elosztva a megfelel§ sajatidétartammal Gjra
négyesvektort nyeriink, aminek neve négyesers:

_ dp;
- dr

K;

A négyeser6 harom térszerti komponense és a haromdimenziés térben mért
F ers komponensei kozotti kapesolat (7.14) alapjan kaphato meg

Koo e _ g (7.19)

dt /1 — %

c2

A négyeser6 nulladik, id6szerd komponense

oo dpp _ xdE
7 dr di 1 cdt

c2

Ennek alapjan a a (7.19) képlet értelmezését ki lehet terjeszteni a nulladik
komponensre is, ha Fy-at a teljesitmény konstansszorosaként vezetjiik be:

1dE
Fy=—-——
T cdt’
mivel ekkor valoban fennéll, hogy
KO = %Fo.

A négyeser6 négyesvektorként transzformalodik, ami lehetévé teszi a harmaserd
komponenseire vonatkozé transzformacios szabalyok megkeresését.
Tekintsiink u.i. egy tomegpontot, amelyik all a K-hoz képest z irany-
ban, v sebességgel mozgd K’ rendszerben. Az egyiittmozgd K’ rendszerben
a tomegpontra hato F' er6 komponensei legyenek FY, Fy, és Fj. A megfelels

négyeserd-komponensek
r /A ]
K,==xF,=F,,

mivel » = 1, valamint



. , ’
hiszen v’?2 = 0 és dﬁ =0.

A K rendszerben a megfelel§ komponensek a(z inverz) Lorentz-transzformacio
szabalyai szerint

Ky = (Kg + 2K{> ,
C
Ky = s <9K3 n K{) ,
C
Ky = K,
A%iZ.K%.

A mozgasirannyal parhuzamos komponensre a masodik egyenletbe helyet-
tesitve kapjuk meg az eredményt

»F) = xF],

azZaZ
/
F, = F..

A mozgésra meréleges komponens transzformécios szabalya a mésodik (har-
madik) egyenletbdl kovetkezik

%FQ = F2,,
azaz

Fy=F/1 v
2 — 14’9 - §7

valamint
2
v
F;=Fiy/1— —.

A mechanika kordbban bevezetett variacios elveinek relativisztikus altalé-
nositasdhoz tekintsiink egy tomegpontot, amelyik az 1-es vilagpontbdl a téle
iddszert vektorral elvalasztott 2-es vilagpontba jut el valamilyen palyan. A
palya egy elemi darabjanak ivhossza ds = cdr. A teljes hosszat az

2 2
s:/ds:c/ dr
1 1

integral adja. A két rogzitett vilagpont kozotti palya ivhossza fiigg a palya
valasztasatol. A sajatidtartam kifejezhets a koordinataidével, amivel

2 2
S:c/ \ll—v—2dt.
1 c
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Ennek az integralnak az értéke mindig kisebb, mint a két pontot 0sszekdtd
egyenes palyan mozgd megfigyels altal mért sajatidGtartambol szamitott s
ivhossz, hiszen ekkor dr = dt:

2
SSS(]:C/ dt.
1

Eredményiink szerint a Minkowski-térben a két pontot 6sszekots vonalak koziil
az egyenes a leghosszabb!

Mivel a Hamilton-elv alkalmazaséhoz olyan Lagrange-fiiggvényt keresiink,
amelynek az integralja a koordinataid§ szerint az egyenes mozgés esetén mini-
mumot ad, a fenti eredmény alapjan kézenfekvd a szabadon mozgd részecske

Lagrange-fiiggvényét
v2
L = — 1-— g

alakban megvalasztani, ahol a olyan paraméter, amivel illeszteni tudunk a ko-
rabban bevezetett Lagrange-fliggvényekhez. o értékének megkereséséhez fejt-
sitk L-et sorba Z—j szerint

V2 OéV2
L—=—all1-—2——...)=_ =Y oL
a( 52 ) a+202—|—

Az els6 tag konstans, amit elhagyhatunk. A masodik tagtol, ami kis v esetén
dominal, varhatjuk el, hogy a nemrelativisztikus Lagrange-fiiggvénnyel essen
egybe:

av? mov2
22 2
amibdl
o= chO.

A Lagrange-fiiggvény végsé alakja igy

V2
L=—mpc*\/1— x (7.20)

A Lagrange-fliggvénybdl az erémentes részecske kanonikus impulzusa az
elsd alak derivalasaval irhato fel

OL mov
= —F— =MV,

pk:a—v —
\/ c2

ami megegyezik a (7.13) egyenletben hasznalt alakkal.
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A Hamilton-fiiggvény értéke definicié szerint:
V2
H:pkv—L:mVQ—i—moc2 1——2:m02:E.
c

E értékét (7.18)-bol az impulzus valtozoval kifejezve nyerjiik a megfeleld alakot:

H= \/c2pi + E2 = c\/pi + m3c?.

Erdemes felirni a részecske Hamilton-Jacobi-egyenletét

0s\* ,,. 0S
C\/(a) + mgc +§—O,

amit gyokvonés nélkiili alakban szokis megadni:

2 2
() - (3 -

Az eddigiekben az erémentes részecske Lagrange- és Hamilton-fiiggvényét
kerestiik meg. Kérdés, hogy a Lagrange-fiiggvény (7.20) alakjat hogyan kell
kiegésziteni, hogy az elektroméagneses tér hatasa is megjelenjen?

Az 5-ik fejezetben lattuk, hogy az elektromégneses térben mozgd tomeg-
pont nemrelativisztikus Lagrange-fliggvényét az erémentes részecske Lagrange-
fliggvényébdl az

U=ed—ecAv (7.21)

altalanositott potencial levonasaval allithatjuk el6. A Maxwell-egyenletek vizs-
galataval bebizonyithato, hogy a (9, A) szamnégyes szintén négyesvektor kom-
ponenseit alkotja. Szokés ezért a 7 = A jelolést is bevezetni, aminek megfe-
lelsen az A; (i = 0,...,3) szamnégyest A négyespotencialnak hivjuk. A (7.21)

kifejezés ezzel az
02
U:€AU 1-— -
c

alakban is felirhat6, ahol Au a négyespotencial és négyessebesség négyestérbeli
skalaris szorzata. Az U altalanositott potencidlnak ezen alakja azt mutatja,
hogy alkalmas arra, hogy vele a a (7.20) relativisztikus Lagrange-fiiggvényt is
kiegészitsiik, hiszen dt-vel szorozva ez is relativisztikusan invarians mennyiséget

a¢( —gﬁ:m)
A teljes, relativisztikus Lagrange-fliggvény tehat

/ 2
L = —myc® 1—U—Q—GCI)+6AV=m(V2—02)—G(I)—f—GAV
c
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lesz, amibdl a kanonikus impulzus

L
pk:a— — _ MoV 4+ eA = mv + eA. (7.22)
ov 1_ @2
02

A Hamilton-fliggvény értéke

H =ppv—L=mv?+eAv+m (02 — V2> +ed — eAv =mc® + ed.

A négyesimpulzus p? hossznégyzetére lattuk, hogy allando

2 2 2 2 2,2
moc” =m-°c” —m-v’,

me® = cy/m2v2 + m2c2.

mv = pp — €A,

amibdl

(7.22) szerint

amivel végiil a Hamilton-fliggvényt a kanonikus impulzus fliggvényeként kap-
juk:

H = c\/ (pp — eA)* + m2c + .

A részecske Hamilton—Jacobi-egyenlete

oS 2, oS
C\/<§—6A) + mge —l—e(I)—i-E—O,

amit szokas gyokvonast nem tartalmazé alakban megadni:

2 2
(8_5 + e@) —c (8—3 — eA) = mgct.

ot or
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8. fejezet

Folytonos kozegek mechanikajanak
elemei

8.1. Alapfogalmak

Véges méret testek, kiterjedt kdzegek nem csak merev testként viselkedhetnek.
Nagyon sok részecskét, atomot, molekulat tartalmazo rendszerek nemrelativisz-
tikus mozgasénak leirdsara sokszor alkalmazhato a folytonos kozeg modellje.
Feltételezziik, hogy a rendszert alkoto diszkrét részecskék olyan strtin helyez-
kednek el, hogy a haromdimenzios tér tetszéleges kis térfogatban talalunk a
térfogattal ardnyos 6ssztomegd részecskét. Egy adott r hely kis dV térfogati
kornyezetében talalhato részecskék dm tomege ennek megfelelGen

dm = p(r)dV

alakban adhat6 meg, ahol p a tn. tomegsiriség. Egy véges V térfogatban
talalhato részecskék Ossztomege ezzel:

m:/vp(r)dV.

A tomegpontok azonosithatésagahoz indexelniink kell ket. Ezt a legcél-
szeriibben gy tehetjiik meg, hogy a részecskékhez a kezdeti ¢y id6pillanatban
elfoglalt helyzetiiket megadd r helyvektorokat rendeljiik. Az id6 mulaséaval
az eredetileg r helyen talalhato tomegpont elmozdul és a t id6pontban egy
r' (r,t) = r + s(r,t) helyen lesz megtalalhat6. Az elmozdulésokat jellemzs
s (r,t) vektormezst elmozdulasmezének nevezziik. A tomegpont sebessége az
s vektor id6 szerinti parcidlis derivaltja lesz:

v (r,t) = Os (r,1),
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ahol az id§ szerinti parcialis derivalast 0,-vel jeldljiikk. Hasonl6 modon fogjuk
a hely szerinti parcialis derivélas jelolését egyszertsiteni: 0; = % (1=1,2,3),
ahol az r helyvektor Descartes-koordindtai xi,xs és x3. A sebesség szintén
helyfiiged, neve: sebességmezs.

A tovabbiakban a vektoregyenleteket az indexelt komponensekre vonatkozo
egyenletekként fogjuk felirni és alkalmazni fogjuk az Einstein-féle Gsszegzési
konvenciét, ami szerint, ha egy "szorzatszerd" kifejezésben két azonos index
fordul els, akkor arra osszegezniink kell és a szumma jelét nem irjuk ki: Ay, =

3
Zk:l Apk-
Indexes irdasmodban a sebességmezd komponensei tehat:

V; = &gsi (ili'j, t) .

Az elmozdulasmez6 komponenseit érdemes a helyvaltozok szerint a tetszo-
legesen elhelyezhet§ origd koriil hatvanysorba fejteni:

si (zj,t) = s (x; = 0,8) + sipxp + .. -, (8.1)

ahol
Sik = 8ksi (C(]j, t)

;=0
az un. elmozduléstenzor. Ha a vizsgéalt pont kis kornyezetében mozgunk, a
sorfejtésben a masod- és magasabbrendd tagokat elhagyhatjuk. Ekkor az el-
mozdulasmezé linearis fliggvénye lesz a helynek és Gn. lineéris elmozdulasok
kovetkeznek csak be. A tovabbiakban azt is feltételezziik, hogy az elmozdulas-
tér térbeli valtozasa olyan lasst, hogy a derivaltak szorzatait is elhagyhatjuk,
ekkor un. infinitezimalis linearis elmozdulasokat engediink csak meg.

Bontsuk fel az s;;, elmozdulastenzort szimmetrikus és antiszimmetrikus rész-

re
Sik = Eik + Ak,
ahol
(9ksi + &-sk
Eik = T’
Oksi — 0; Sk
Aip, = T

Ezzel az elmozduldsmez§ az
Si (SL’k, t) = S; (:z:k = O, t) + EikTk + QT

alakot Olti. Az els6 tag konstans vektor, ami az anyagdarabka merev test
eltolasanak felel meg, és nincs kapcsolatban a belsé relativ elmozdulasokkal,
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deformaciokkal. A harmadik tag tartalméanak kideritéséhez irjuk fel az elmoz-

c stz

(I‘Ot S X I‘)i = Eipk (5pqrc9qsr) Ty = (5kq6ir — 5kr5iq) aqS,«ZL‘k

= OpSixr — 0;SpTr = 2012k

Az eredmény azt mutatja, hogy ez a tag egy Ay = %rot s szogvektorral torteé-
né merevtest-elfordulést ir le, ami a lokalis deformacios allapot szempontjabol
érdektelen. Az anyagdarabka belsé deformaciojat ezek szerint az €, tn. de-
formaciotenzor jellemzi.

A deformacidtenzor elemeinek szemléletes jelentést is tulajdonithatunk. Te-
kintsiink ehhez két, egymashoz kozeli pontot, amelyek eredeti koordinatai x}
és 27 = x; + Az;. Ha létrejon az s; (z;) elmozdulas, a két pont 4j koordinatai:

P

v_ .1 1\ s 2 2 (2
T, =x; +S; (x]) ésx; =x; +5; (xj)

Az 1j koordinatak kiilonbsége ebbdl
Axi =27 +s; (le + Azj) —x; — s (le) = Ax; + i Axy + aipAxy.

A merev test eltoldsnak megfelels jarulék eleve kiesik. Ha a merev test el-
fordulastol eltekintiink, akkor a koordinatak kiilonbségei kozott a valtozast az
elmozdulasmezének a deformaciotenzorral kifejezhets része szolgaltatja:

/
Al’i — AI‘l = EikAZL‘k.

Ha a két vizsgalt pont egy az x; tengellyel parhuzamos d hossztusagu szakaszt
feszit ki, akkor
A%k = délk

Ennek relativ megnytlésa

Az — Az e Az,
d - d

= £11- (82>
Ugyanez a szakasz el is fordul az (zq, z5) sikban, az ora jarasaval ellentétes

irdnyban tortént kis elfordulas szoge

Az — Az, e Amy,
d - d

= &91.
Hasonl6 modon az eredetileg a x5 tengely iranyaban allo d hosszisagu szakasz,

amelynek koordinatéi

sz = d(s%
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is kifordul eredeti iranyabol az (x1, z2) sikban. Ennek az éra jarasanak megfe-
lels szoge
Azy — Axy e Axy
d - d
Igy a két, egyméssal eredetileg derékszoget bezaro szakasznak az (1, z5) sikban
vett vetiilete a derékszogtsl 1o = 2615 szoggel eltérs szoget fog bezarni.
Vizsgéljuk meg egy elemi anyagdarab térfogatanak relativ valtozasat. Egy
a, b, c élhosszisagu téglatest eredeti térfogata

= €12 (Z 521) .

dV = abc.
Az 1j térfogat (8.2) alapjan
dV’ =a (1 -+ 511) b (1 -+ 522) C (1 + 833) ~dV (1 + €11 —+ £929 -+ 833) ,

ahol a deformacios tenzor elemeinek szorzatait kicsinységiik miatt elhagytuk.
A relativ térfogatvaltozas

av' —dv
av

ami a deformécios tenzor spurja.

Folytonos kozegre hatd erShatésokat eredetiiknek megfelelen kiilénbozé
matematikai eszkozokkel irhatjuk le. Ha a vizsgélt tartomany részecskéire olyan
tavolabbi test hat, amellyel nincs kozvetlen érintkezésben, feltételezziik, hogy
az erGhatas aranyos a kiszemelt térfogattal. Ilyen pl. a gravitasios erGtér,
vagy toltott test esetén az elektromos erétér hatésa. Egy kiszemelt kis AV
térfogatelemre hato eré ekkor

=en +ex +e33(=¢i),

AF =fAV

alakban adhato meg, ahol f az un. (térfogati) erdsiirtiség. Egy véges térfogatra
hato erét a megfelels térfogatra vett integréllal allithatjuk el6:

F:/de.

A tartomany feliiletével érintkezhet egy maésik folytonos kozeg, aminek az
érintkezésben résztvevs, a feliilethez kozel elhelyezkedd részecskéi is erével hat-
nak a vizsgélt kozegre. A molekuléris erék rendkiviil kis hatdtéavolsaga miatt ez
az erGhatas makroszkopikus szempontbol a feliiletre koncentralodik. Egy kis-
méretti, mar siknak tekinthetd A A teriileti feliiletelemre hato eré nagysagarol
feltételezhetjiik, hogy a feliilet teriiletével aranyos:

AF = pAA,
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ahol p a helyi "fesziiltség" értéke. A vizsgalt pontban azonban kiilonb6z6 iranyt
feliiletelemek képzelhetSk el, amit matematikailag gy vehetiink figyelembe,
hogy a feliiletelemet egy AA vektormennyiséggel adjuk meg. A AF erd szintén
vektormennyiség, aminek iranya altaldban nem esik egybe AA iranyaval. A
ketts kozotti viszony felderitéséhez vegytlink fel egy kicsiny méreti tetraéder
alakt testet tgy, hogy a tetraéder csiicsa essen egybe az origoval, a harom
oldallapja pedig essen egybe sorban a harom koordinétasikkal.

A x

Irjuk fel a tetraéder lapjaira hato eréket. Legyen az j-edik tengelyre merd-
leges oldallap teriilete AA;. Az oldallapra hato erd (j-re nincs Osszegzés):

AFJ = p]'AAj7

ahol p; az j-edik lap egységnyi teriiletére hato erd (fesziiltség). A tetraéder
alaplapjara hato erd hasonl6 alaki, ahol index nélkiil jeloljiik a megfelels érté-
keket:

AF = pAA.

A tetraéderre haté teljes erd a Newton-egyenlet szerint egyenls a tetraéder
tomegkozépponti a gyorsuldsanak és pAV tomegének szorzataval

3
D piAA; + pAA+ AV = pAVa.

j=1

Allitsunk az alaplapra egy kifelé mutaté n egységvektort, aminek i-edik
komponense n; = cos «; lesz, ha «; jeloli a vektornak az i-edik tengellyel bezart
szogét. Mivel az n vektor meréleges az alaplapra, az i-edik oldallap pedig
merdleges az i-edik tengelyre, az oldallap és az alaplap altal bezart szog szintén
a;. Mivel az oldallapok teriilete az alaplap teriiletének meréleges vetiiletei ezért

AA; = AAcosa; = AAn;.
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Helyettesitsiink a Newton-egyenletbe:

3
(Z p;n; + p) AA = (pa—1£f)AV
j=1
Osszuk el az egyenletet A A-val és vizsgéaljuk meg a jobb oldalon kapott % té-
nyez6 értékét. Ha a tetraédert alakja megtartasa mellett ardnyosan zsugoritjuk
az origora, a AV térfogat a linearis méretek kobével, az alaplap A A teriilete a
lineéris, nulldhoz tarté méretek négyzetével tart nullahoz és igy a hanyadosuk
nulldhoz tart. Hatarmenetben nyerjiik, hogy

3
> pnj+p=0.

J=1

Ha a —p; vektor i-edik komponensét o;;-vel jeloljiik, akkor az n egységvektorral
jellemzett lapra hato p fesziiltség i-edik komponense

3
bi = E 0T
j=1

alakban all el6. Az igy bevezetett o;; haromszor-harmas matrix az an. fesziilt-
ségtenzor komponenseinek a métrixa. Ennek a segitségével fel tudjuk irni az
objektum tetszdleges, véges A feliiletére hato erd i-edik komponensét:

Fi:/O'ijdAj,
A

ahol a j-re vonatkoz6 szumma jelét mar nem irtuk ki.

8.2. Fizikai mennyiségek, mozgasegyenlet

A tovabbiakhoz néhany matematikai osszefiiggést tisztdzunk. Legyen C'(r,t)
valamilyen hely és id6fiiggs fizikai mennyiség, ami lehet egy skalarmezg, vagy
valamilyen vektor- ill. tenzormezd adott komponense is. Egy rogzitett r he-
lyen C valtozasanak sebessége a 0,C id6 szerinti parciélis derivalttal adhato
meg. Ha azonban az r helyen 1évé megfigyel§ v sebességgel mozog, a fizikai
mennyiség valtozasi sebességére ettdl eltérd értéket mér, ui. az elemi idGinter-
vallummal elvalasztott két mérést nem ugyanazon a helyen hajtja végre. Ha
a megfigyel§ sebessége megegyezik a mozgd kozeg sebességével, a nyert deri-
valtat szubsztancidlis vagy materialis derivaltnak hivjuk és d,C-vel jeldljiik.
A szubsztancialis derivalt kiszamitasa gy torténik, hogy a hely r vektorat is
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idsfiiggének tekintjiik: r = r(t), ami megadja a kiszemelt elem palya menti
mozgasat. A C mennyiség szubsztancialis, id§ szerinti derivaltja ennek megfe-
lelen a lancszabaly szerint

dtC = @C’ + 'Uiaic,

ahol v; jeloli a v sebességvektor i-edik komponensét.
Most tételezziik fel, hogy van egy olyan [ fizikai mennyiség, amit a C' mez6
valamilyen V' térfogatra vett integréaljaval definialunk:

[:/CdV.

Az I mennyiség valtozasi sebessége is kétféle médon vizsgalhatd. Ha rogzitjiik
az integralasi tartomanyt, az integral értékének megvaltozésa a C fliggvény
valtozasi sebességével fog Osszefliggeni

Ha azonban a kijelolt V' tartomany egyiitt mozog a kozeggel, az I valtozési
sebessége (az I szubsztanciélis derivaltja) eltérd lesz:

A masodik, zart feliiletre vett integral azért lép fel, mert a tartomény feliilete
lokalisan v sebességgel mozog, ami az integréalasi térfogatot lokalisan idSegysé-
genként v;dA;-vel noveli. A masodik tagot alakitsuk 4t a Gauss-tétel segitsé-
gével térfogati integralla:

i1 = / 0,0 + 05 (Cvi)| dV- (8.4)

Ha végrehajtjuk a divergenciaképzésben el6irt derivalast és 6sszevonjuk az elsé
két tagot, a kovetkez§ atalakitott formaban kapjuk az eredményt:

Alkalmazzuk a fenti Osszefiiggéseket arra az esetre, amikor a C' mennyiség a
kozeg p strtiségével egyenls. Az integral ekkor a V' térfogatba zart m tomeggel

lesz egyenld
m = / pdV.
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Ha a tartomény belsejében nincsenek témegforrasok, és érvényes a tomegmeg-
maradas elve, ennek az integralnak szubsztancialis id6derivaltja nulla:

dan = [ 0o+, (pu)) v 0.

vagy

Mivel az egyenlGség tetszGleges tartomanyra fennéll, az integrandusnak el kell
tinnie:

3tp + (‘Z (,01)1) = 0,
azaz,

A kapott két Osszefiiggés az in. kontinuitasi egyenlet differencialis formajanak
két ekvivalens alakja.

Amennyiben a V' tartomanyban ¢ tomegforras-stirtiség van jelen, a fenti
gondolatmenet annyiban moédosul, hogy dym nem nulla, hanem az idSegység
alatt keletkezé tomeggel egyenl6:

dim = /qu,

O + 0; (pv;) = q. (8.5)

amibdl a kontinuitési egyenlet

A kontinuitasi egyenlet fizikai tartalmat jol megvilagitja a kdvetkezs atalaki-
tas. Vegyiik ismét a (8.5) egyenlet térfogati integraljat, és rendezziik at az
egyenletet:

/atpdV - / lq — 0; (pv;)] dV.

A bal oldal az m tomegnek rogzitett tartomanyon szamitott 0,m valtozasi se-
bességével egyenls. Ha a jobb oldalon szerepld divergenciakifejezést tartalmazo
integralt a Gauss-tétel segitségével a térfogatot koriilvevs zart feliileti integralla
alakitjuk azt kapjuk, hogy

Ez az egyenlet a kontinuitasi egyenlet integralis formaja. Az egyenlet értel-
mében az m tomeg novekedésének iliteme két taghol all: tartalmazza a pv tn.

150



tomegaram stirtség ellentétének feliileti integraljat, ami megadja a V' térfogat-
ba idGegység alatt bedramld tomeget, valamint ¢ integréaljat, ami a térfogatban
idGegység alatt keletkezd tomeggel egyenld.

Vizsgaljunk most olyan esetet, amikor a C' integrandus a p tomegstirtiség
egy tetszéleges B mennyiség C' = pB szorzata:

I= /dev.

Alkalmazva a fenti altalanos (8.3) szabalyt a szubsztanciélis derivéltra, irhat-
juk, hogy

At = [ 10.oB) + 01 (pBu)] av =
= / [BOyp + pO,B + BO; (pv;) + pv;0; Bl dV =

Az utolso kifejezésben az els§ szogletes zardjel értéke a tomegforras nélkiili
esetben - a kontinuitasi egyenlet miatt - zérus. A mésodik tagban a szogletes
zardjelben a B mennyiség szubsztanciélis derivaltja, tehat:

Alkalmazzuk az eredményt egy adott térfogatban taldlhaté anyagmennyiség
impulzusara. Adott V tartomanyban talalhaté kozeg P impulzusénak i-edik
komponense egyenld a pv impulzusstiriiség i-edik komponensének térfogati in-
tegréljaval:

P, = /pv,-dV.

P; szubsztancialis derivaltja Newton 2-ik axidomaja szerint egyenl$ a tartomany-
ra hato F er6 i-edik komponensével:

dtp’i = E7

/pdtvde = /deV—F faijdAj,

ahol az erét az f térfogati erdstiriiség térfogati és a o fesziiltség feliileti integ-
raljaval adtuk meg. Ha a feliileti integralt térfogati integralla alakitjuk és az
egyenletet egy oldalra rendezziik, azt kapjuk, hogy:

azaz

/ (pdyv; — fi — 0j045) dV = 0.
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Mivel az Osszefliggés tetszGleges tartomanyra fennall, az integrandusnak el kell
tlinnie, amibdl a kovetkez6 mozgasegyenletet nyerjiik:

pdiv; = fi + 004 (8.7)

[rjuk fel d,P; értékét az eredeti, atalakitas elstti formaban is, azaz (8.4)-ben
legyen C' = pu;:

[ 101(00) + 0, (puiey) = i~ ) av o
Az integrandus ismét nulla kell legyen, tehat:

O (pvi) + 05 (pvivy — 035) = fi.

Az Osszefliggés a pv impulzusstriségre fennéllo kontinuitasi egyenlet, azaz az
impulzustétel differenciélis alakja. A bal oldal masodik tagja a p;; = pv;v; — 0y
impulzusaram strtiség divergencidaja. A jobb oldalon az f erésiirtiség szolgal az
impulzusaram forrasstiriiségeként. Integralis alakban

A bal oldal a V' tartomanyban talalhato kozeg sszimpulzusénak rogzitett tar-
toményra szamitott valtozasi sebességét adja, ami az egyenlet szerint egyenld
a tartomany feliiletén idGegység alatt bearamlo impulzus és a tartomény belse-
jében az f erGstirtiség hatésara idGegység alatt keletkez6 impulzus Osszegével.

Vizsgaljuk meg a V' tartoméanyban talalhaté kozeg L impulzusnyomatékat.
Ha a kozeg részecskéinek sajat, a palyamozgastol fliggetlentil 1étezé impulzus-
nyomatéka (spinje) elhanyagolhatd, az impulzusnyomaték stirtisége az r hely-
vektor és a pv impulzusstiriség vektorialis szorzataval adhaté meg. Az L vektor
L; komponense ennek térfogati integraljaként all elé:

L, = /eijkrjpvde.

Mivel ez is olyan integréal, amelyben a p strtiség szorzéfaktorként szerepel, az
L; szubsztancialis derivaltjara (8.6) szerint irhatjuk, hogy

dtLi = /Eijk:pdt (ijk) dv.
Végezziik el az integrandusban a derivalast:

dy (rjvg) = Oy (1j0k) + 0,0, (1jv8) = 17;0v% + Vb0 + V1OV, = ViU + 7jdyUg,
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amivel

dtLi = /éfijkp (Ujvk + Tjdtvk) dV.

A zarojelben allo els6 tag egy a (j, k) indexparban szimmetrikus méatrix. Ha
ennek mindkét indexét Gsszeejtjiik a (7, k) indexparban antiszimmetrikus €,
métrix indexeivel nullat kapunk. A mésodik tagtol szarmazo szorzatban a (8.7)
mozgasegyenlet alapjan cseréljiik le a pd;v; tényezét.

diL; = /€ijk7”j (fi + Osons) dV.

Az integrandus masodik tagjat alakitsuk at teljes divergenciava, és alkalmazzuk
a Gauss-tételt:

dtLi = /a-jkrjfkd‘/%—/ajkrj@saksdv =
= /éfl'jijfde—i‘/Eijkas (rjaks) dV—/aijkaksﬁsrjdV:
= /€Z‘jk7’jfkdv+%62'3'}@7“]'0']@86@43 _/5ijk0-kjdV

Az els6 tag a kiszemelt térfogatban talalhato kdzegre hato f térfogati erd-
stirtiség forgatonyomatékanak i-edik komponense. A mésodik tag a feliileten
hato o fesziiltség forgatonyomatékanak i-edik komponense. A harmadik tagban
kihasznaltuk, hogy O,r; = ds;.

Az els6 két tag Osszege a kozegre kiviilrsl hato M forgatényomaték M;
komponense:

Mi = /Eijijfkdv + f&jijO'deAs.

Az impulzusmomentumra ezek szerint fennall, hogy
dtLi = Mz — /5ijk0'kjd‘/-

A dinamika alaptorvénye szerint, ha a kozegre forgatonyomaték nem hat, az
impulzusmomentum allandoé kell maradjon, azaz:

/eijkakjdv =0.
Mivel az integral tetszdSleges tartoméanyon eltiinik, az integrandusnak el kell

tinnie:
5ijk0kj =0.
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Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat e;,,-val és alkalmazzuk az €;p.e;x =
0pjOqk — Opily; azonossagot:

(OpjOqk — Oplqj) Ohj = Ogp — Opg = 0.

Tehat a fesziiltségtenzor szimmetrikus kell legyen. Az impulzusmomentumra
pedig a vart egyenletet kapjuk:

A kovetkez6 1épésben megvizsgéljuk a rugalmasan deformalhato testben az
energiaviszonyokat. Irjuk fel egy kiszemelt V' tartomany K kinetikus energiajat

K:/pvi;id\/,

és vegyiik ennek a szubsztancialis derivaltjat Gjra alkalmazva (8.6)-t:

4K = / od, (“;) AV = / 00, <”2”) v+ / ;0 (%) AV = / pvidyvsdV.

A (8.7) mozgasegyenlet alapjan helyettesitsiik be az integrandusba a pdv; té-
nyezo6t:

dtK:/Ui (fz—f—a]JZ])dV

Alakitsuk at a jobb oldalon all6 integral méasodik tagjat divergenciava, és von-
juk le a tobblet tagot:

d K = /vifidv—i- /6j (Uz‘m’j) av — [ o;;0;v;dV. (8.8)

A v (r,t) sebességmezs v; komponense definicio6 szerint az s (r, t) elmozdulastér
s; komponensének id§ szerinti 0;s; parcialis derivaltjaval egyenls. Ha ennek ké-
pezziik a 0;0;s; parciélis derivaltjat és alkalmazzuk a Young-tételt, azt kapjuk,
hogy 0;v; = 0,0;s;. Ez a kifejezés a szimmetrikus o;; métrixszal szorozva, csak
az €;; szimmetrikus részével ad jarulékot

aijﬁjvi = aij(?t@jsi = O'ijaté“ij. (89)

A (8.8) egyenl@séget ennek segitségével atalakithatjuk:

/ [@ (pvi;i) +0; (pvﬂ}zivj) —0; (viaij)] dV = /vifidV — [ 04;0,£4;dV,

ahol d;K-t a (8.4) alkalmazéaséaval részletesen kiirtuk, és a jobb oldalon &llo
masodik tagot atvittiik balra.
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Ismét kozos integralba gytjtve az Osszes tagot nyerjiik az energiara vonat-
kozo6 kontinuitasi egyenlet differenciélis alakjat:

8t (pvgjl) + aj <pvi'l)2ivj — Uio-z'j) = Uifi — O'Z‘jat&‘j. (810)

A tagok értelme a kovetkezs: az elsG tag a kinetikus energia strtiségének a
valtozési sebessége. A masodik tag az energiaaram

V; V05
2

stirtiségének divergencidja, ami két jarulékbol all: az elsé tag az un. konvek-
tiv rész, ami a mozgd kozeg altal szallitott kinetikus energianak felel meg, a
masodik tag pedig az in. deformécios energia aramstiriisége. A jobb oldalon
allo, energiaforras-striiséget reprezentdld tagok megfelelnek egyrészt az f to-
megerdk teljesitménystriiségének, mésrészt a o fesziiltséggel szemben végzett
deformacios teljesitménystirtiségnek

“, e,

— Vi0ij

és integraljunk a térfogatra. A divergenciat tartalmazo tagot pedig feliileti
integralla alakitjuk:

at/pvi;id‘/—l— /Jijateijdv = /vifidv+7{ (viaij —pUﬂ;in> dA;.

Az egyenlet tartalma a kovetkezs. A bal oldal els6 tagja a kinetikus energia
valtozasanak sebessége, a masodik tag pedig az tn. deformacios teljesitmény.
Ezek 6sszegével egyenld a jobb oldalon allo 6sszeg, amelynek elsé tagja a kiilsg
tomegerdk teljesitménye, a mésodik tagja pedig az idGegység alatt a feliileten
végzett deformacidos munka és a kidramlé anyag altal elvitt kinetikus energia
Osszege.

Ha a kozeg rugalmas tulajdonsagai id6ben allandok, és a benne felhalmozott
(rugalmas) deformacios energia ¢ stirtisége egyértelmien kifejezhets a lokalis
deformaciés allapotot jellemz6 ¢;;-vel, akkor a teljes ® deformacios energiara
irhatjuk, hogy:

q):/cp(z—:ij(r,t),r)d‘/.

Az integral rogzitett tartomanyban bekovetkezs valtozasi sebessége a lancsza-
baly szerint

5, = / Op (e5; (x, 1), 1) dV = / 0 (5%?”5) ’r)atgijdv.
ij

Mivel ennek egyenlének kell lennie a deformécios teljesitményt leird [ 0;;0,¢;;dV
taggal, azt kapjuk, hogy

_ 9
N 85@' ’

(8.11)

Uij
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Ekkor 0;;0,e;; = (0p/0e;j) Oreij = Opp és az energiamérleg differencialis
alakja (8.10) szerint
V;U; V; ;U5

%oy ) 1o (0

lesz. Az integralis alakot térfogati integralas és a divergencia feliileti integralla
alakitdsa utan kapjuk:

- Uiaij> = v;f; (8-12)

ViUV

&g (K + (I)) = /fﬂ)ldv + f <U¢O'l'j —p 5 ) dAj,

aminek interpretacidja kézenfekvs. A rogzitett térfogatban taldlhatd kozeg
teljes energidja F = K + &, aminek idSegységre es6 novekedése egyenld a
térfogatba kiviilrél idGegység alatt bearamld energidval.

Ha a o fesziiltségtenzornak van olyan o’ 6sszetevije, ami nem allithato el
a ¢ rugalmas potencialsiirtiség ¢;; szerint vett parcialis derivaltjaként, mert
pl. bels sirlodasbol szarmazik, akkor o5 = o}, + Jp/dz;; felbontas esetén, a
0,j0;v; deformécios teljesitménystirtség (8.9) szerint kibdviil

O'ijaté‘ij = az’j&gsij + (890/851]) atEij = agjﬁjvi + atgp

Ha a (8.10) egyenlet jobb oldalan ezt helyettesitjiik be, a d;p tag mellett megje-
lenik a 07;0;v; tag is, ami a (8.12) egyenlet jobb oldalan tovabbi forrassiirtiséget
jelent:
V;U; ViV U5
) 1
Az tjabb tag neve disszipécios fiiggvény, amit akkor tudunk megadni, ha tud-
juk, hogy a kozeg mozgasi allapotatol hogyan fiigg a o surlodasi tenzor.

/
— 'Uiaij> = Uifi — az-jé?jvi.

8.3. Hooke-torvény

Ha a kozeg potencialos, azaz a lokalis deforméacios allapotnak egyértelmi fiigg-
vényeként adhaté meg a deformacios energiastirtiség, akkor, mint lattuk a fe-
sziiltségtenzor egyértelmiien megadhaté a deformaciok fiiggvényeként: o;; =
oij (er) = O/ 0ey;.

Kis deforméciok esetén o;;-t sorba fejtve kapjuk, hogy:

9o,
Uij:Uij(O>+( Uj) Ept o
0

Mivel deformalatlan allapotban nincsenek fesziiltségek, az els6 tag zérus. (Az,
hogy milyen allapotot tekintiink deformélatlannak megegyezés kérdése. Ké-
zenfekvs a fesziiltségmentes allapotot kiindul6 pontnak tekinteni.) Ha a de-
formaciok kicsik, a tapasztalat szerint megallhatunk a lineéaris kozelitésnél, és
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ekkor az in. Hooke-torvényt nyerjiik:

045 = Uijki€kl, (8-13)

aO'Z'j
Cat = ((%kl ) 0

jelolést. A Cjji tn. rugalmas egyiitthatok altalaban fiigghetnek a helytdl is,
de homogén kozeg esetén az értékiik dllando. Alkalmazva a (8.11) Gsszefiiggést

ahol bevezettik a

I
- C’L €kl
Ders jKIEKL
amibdl egyrészt kovetkezik, hogy
0
Cight = =——,
akl 85,61652-]-

masrészt, hogy
. Cijkl&jé“kl 045845

2 2

vagy
1
Y = §Cijklaj5ial5k-

Egy Cijn alaki négyindexes matrix altalaban 3* = 81 kiilonboz6 elemet tar-
talmazhat. A szimmetriatulajdonsagok miatt azonban, a Hooke-tenzor elemei
ko6ziil nem mindegyik fliggetlen. A (8.13) Hooke-térvényben mind a fesziiltség-
tenzor, mind a deformécios tenzor szimmetrikus, és ezért a Cjjy, is szimmetrikus
az (i,7) valamint a (k,[) indexparokban. A rugalmas egyiitthatoknak a ¢ po-
tencialstrtiséghdl torténd, fenti elGallitasa pedig a Young-tétel kovetkeztében
azt mutatja, hogy Cii az (i,7) és (k,l) indexparok egyidejii cseréjére nézve is
szimmetrikus. Mindezen szimmetriak csak 21 kiillonb6z6 elemet engednek meg.

Egy anizotrop, kristalyos kdzegben a fiiggetlen elemek szama ténylegesen 21
marad. Ha azonban a kristalyszerkezet bizonyos szimmetridkkal bir, a fliggetlen
elemek szama tovabb csokken. A szabalyos vagy mas néven kobos kristalyban,
amelyet az jellemez, hogy a tiikrozések és a 90%-os elforgatasok onmagéba viszik
ét, csak 3 kulonbozs értékd elem marad: 01111, 01122, 01212. A szamitasok
szerint a megfelel§ rugalmas energiastiriiség

1
Y= 501111 (8%1 + &5+ 5?;3) + Chi2 (€11622 + €11€33 + €20€33) +

+ 201212 (8?2 + 5%3 + 833) .
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Amorf, izotrop kozegben, amelyben a rugalmas tulajdonsagok nem csak
diszkrét szogekkel torténd, hanem tetszéleges elforgatas esetén is invariansak
maradnak, a fenti energiastirtiség invariancidjanak kévetelménye tovabbi Gssze-
fiiggés fennallasat roja ki: Ch117 = Chige + 2C1212, ami végiil két fiiggetlen al-
landé hasznélatat teszi sziikségessé. Szokas bevezetni a A és p tn. Lamé-féle
allandoknak nevezett konstansokat, amelyekkel

Chi22 = A, Chaie =,
és igy
01111 = A + 2u

A rugalmas energiastiriiség ebben az esetben

Ao
Y= 5% T e
A fesziiltségtenzor komponenseit derivalassal nyerjiik:
_ Y¢
N 8517

Oij = Aéijgkkz + 2H5ij7 (814)
amibdl a Hooke-tenzor tjabb derivalassal adodik. A derivalasnal figyelembe
kell venniink, hogy ¢;; szimmetrikus, amit a legegyszertibben ugy tehetiink,
hogy a méasodik tagot szimmetrizaljuk:

1
gij = 5 (i + €5i)
amibdl 9
Oij
Ciji = ?kj = A0ij0n + pt (Oirdji + 0udj) - (8.15)

A deformécios tenzort felbonthatjuk a tiszta nyirasnak megfelel6 spurmen-
tes és az egyenletes Osszenyomasnak megfelels tagjaira:

1 1
€ij = <5ij - g@ﬁkk) + g&'ﬁkk-

A Hooke-térvény szerint a fesziiltség ennek megfelelGen szintén felbonthato
spurmentes és a teljes spurt hordozo tagra

1
Oy =21 (61']' - g(sij&“kk) + K6k, (8.16)

ahol bevezettiik a K = \ + %" un. kompressziomodulust.
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Sokszor van sziikség a forditott iranyu kifejezésre: a deforméciok fiiggésé-
re a fesziiltségektsl. Ennek megtalalasahoz képezziik a Hooke-térvény (8.16)
alakjanak spurjat. Mivel az els6 tag spurmentes

0 = 3K e,
amibdl
. oy
kk = S5
3K

A kapott Osszefiiggést a (8.16) Hooke-torvénybe helyettesitve, atrendezés utan
nyerjiik, hogy:

1 1 1
€ij = 5 (Uij - §5z‘j0u) + —=0ij0u,

21 9K
ahol az els6 tag spurja nulla. Osszevont alakban ugyanez:
1 A
Eij = 050 (8.17)

2479 2u(3) + 2)

Erdemes a deforméciok néhany egyszerd esetének példajat kiilon is kiemel-
ni.

1. Ha az x tengely iranyaban fekvé A keresztmetszetd rudra a tengely
irdnyaba es6 F nagysagu huzoerst gyakorolunk, a fesziiltségtenzor

p 0 0
045 = 0 00
000

alakot 6lti, ahol p = £. A deformécios tenzor (8.17) szerint

At
p u(3/\+u2/t) 0 \ 0
Eij = 0 RS 0 R
0 0 N MEYSM)

A rugalmas tulajdonségok leirdsara bevezetik az E Young-moduluszt, amivel

az %, egységnyi feliiletre hato erd és a 61/1 relativ megnytlas ardnyat jellemzik:

sl F
“p==.
l A
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Mivel az £1; komponens az x tengely irdnyaban létrejott 61/l relativ megnyu-
lassal egyenld, felirhatjuk, hogy

A p E—F
p,u(S)\—i—Q,u) A

amibdl
f(3A + 2p)
F=———-
A+ p
Vegyiik észre, hogy a deformécidtenzor €99 és €33 elemei nem nullédk, hanem

negativ értéket vesznek fel. A kozeg a hiizasra meréleges iranyban zsugorodik,
un. harant-osszehiizodast szenved. A harédntosszehiizodas mértékének jellem-
zésére, annak a relativ megnyulashoz viszonyitott (negativ) aradnyat szoktak
bevezetni (Poisson-szam):

G2 A

€11 2()\"’//6)

2. Ha a vizsgalt testet pl. a kiils§ légnyomas hatésénak tessziik ki, egyen-
letes p nyomaés jelenik meg a felszinén, ami a test belsejében is tovaterjedhet.

p

A kialakult fesziiltség tenzora

lehet. A deformacio6 (8.17) alapjan

p
=g
Eij 3K
A relativ térfogatvaltozas
oV .
V A3



azaz

oV
V )
ami indokolja, hogy K-t kompressziomodulusnak neveztiik.

3. A kozeg z (= x3) tengelyre merdleges sikjaban egy A mérett feliiletre
F nagysagt y (= z2) irdnyt (nyir6)erdvel hatunk, aminek a segitségével tiszta
nyirast szeretnénk létrehozni.

p=-K

z F Cz

A megfelels elmozdulés tér
0

S; = Cz
0

alaki lehet, ahol C konstans jellemzi a nyiras szogét. A deformacioétenzor ennek
megfelelGen

g o O
o O

0 0 O
og;j=(0 0 nC |,
0 puC 0

kell legyen. Az s; elmozdulastér megadott komponensei szerint a nyiras szoge
éppen egyenls C-vel ami azt jelenti, hogy p Lamé-allandé nem mas, mint a
kisérleti fizikdban megismert G nyirasi modulus

w=_G.
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8.4. A mozgasegyenlet megoldasa, hullAmok

A rugalmas, anizotrop kozeg mozgasat meghatarozo egyenletek a fentiek sze-
rint:

pdv; = fi + 0;0;; (mozgasegyenlet),
0ij = Cijmen (Hooke-torvény),
Op + 0; (pv;) = 0 (kontinuitési egyenlet).

A Hooke-torvény alapjan a fesziiltségtenzort behelyettesithetjiik be a moz-
gasegyenletbe:
pdiv; = fi + 0;CijriEn.

A sebesség szubsztanciélis derivaltja dv; = dywv; + v,;0;v;, amiben a masodik,
konvektiv tag rugalmas testekben elhanyagolhatoéan kicsi jarulékot ad az elsé,
helyi gyorsulasnak megfelel6 tag mellett. Homogén kozeg esetén a Hooke-
tenzor nem fiigg a helytsl. Ha ezek utén figyelembe vessziik, hogy v; = 0;s;,
valamint azt, hogy mi a deformaciés tenzor definicidja, az s; elmozdulasmezére
a kovetkezd differencidlegyenletet nyerjiik:

pOis; = fi+ Cijri0j (Oksi + Oysi) /2.

A Hooke-tenzor harmadik és negyedik indexében szimmetrikus és igy a zaro-
jelben talalhato két tag a Hooke-tenzorral megszorozva ugyanazt az eredményt
szolgaltatja. Ezt is figyelembe véve, az egyenlet végss alakja:

pO;s; = fi + Ciju0;0ks1.

A nyert egyenletrendszer egy linearis, inhomogén parciélis differencidlegyenlet-
rendszer, aminek standard alakjat atrendezés utan kapjuk:

p07s; — Cijra0;0ks) = fi. (8.18)

Fontos speciélis eset a statikus egyensuly esete, amikor az elmozdulastér
idében nem valtozik, azaz d;s; = 0. Ekkor az egyenlet a

Cijri0jOks; = — [

parcialis differencidlegyenlet rendszerre redukalodik, aminek a megoldasat f;
és a peremfeltételek ismeretében kisérelhetjiik meg.
Amorf kozeg esetén a Hooke-tenzort (8.15) adja meg, amivel

[A0ijOrt + o (03051 + 6adjk)] 0;0ks1 = — fi.
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Az indexek Osszeejtése utan az egyenlet

(A4 1) 00k Sk + pOkOks; = — fi
alaki lesz, ami vektorjeloléssel:

(A + p) graddivs + pAs = —f.

Amikor kiils6 erétér nincs jelen, a (8.18) egyenlet homogén, linearis, ma-
sodrendi, parcialis differencialegyenlet(rendszer).

Keressiik ennek az egyenletnek a sikhulldim megoldésait. Az n, komponen-
sekkel bird n egységvektor (n,n, = 1) irAnyaban, v terjedési sebességgel mozgod
sikhullam r hely- és t id6fliggésének altalanos alakja

si (r,t) = S;V¥ (nr — vt),

ahol S; egy rogzitett vektor komponenseit jeloli és U tetszéleges (kétszer de-
rivalhato) egyvaltozos fiiggvény. Indexes frasmodot alkalmazva (nr = n,r,),
helyettesitsiik be a probamegoldast a mozgasegyenletbe:

pSzaf\I/ (inp — ’Ut) = SlCijklajak\If (inp — Ut) .

Elvégezve a derivalasokat, latszolag egy W-re vonatkozo kozonséges, masodren-
di differencialegyenletet kapunk

pSi\If” 2 = SlCijkmjnk\IJ”.
Az egyenletet az egyik oldalra rendezziik és W”-t kiemeljiik
(,OSﬂ)Q - SlCijklnjnk) \I/// =0.

Lathato, hogy az egyenletnek akkor lehet nemtrivialis megoldasa, ha a zardjel-
ben allo kifejezés elttinik

pSZ‘UQ — SlCijkmjnk = 0. (819)

Az Gsszefiiggés, ami a Cjjyn,ny, matrix pv? sajatértékhez tartozo sajatvek-
toregyenlete, feltételi egyenletet jelent a bevezetett S;, v, és n, konstansokra
nézve. A kiértékeléshez az els6 tagban felléps S; tényez6t az S; = 6,5, alakkal
helyettesitjiik, ekkor az egyenletben kiemelhetjiik S;-et:

Sl (péiﬂ)2 — C’Z-jkmjnk) =0. (820)

A kapott egyenlet egy homogén, linearis, algebrai egyenletrendszer az S; kom-
ponensekre nézve, aminek akkor van nem trivialis megoldésa, ha az egyenlet
determinansa elt{inik:

det (pdﬂvz - Cijkmjnk) =0. (8.21)
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Irjuk fel részletesen a determinénst:

2
pv° — Cijanng - —Chjpanng —Cljkgning
2
—C’ijlnjnk puvT — ngkgnjnk —ngkgnjnk = 0. (822)
—Csip1naing —ClyipoMin 0?2 — Csipsning
3jk11%) 3jk21%5 3jk31%5

Lathato, hogy kifejtés esetén a determinans v?-re nézve egy P3 (v?) harmadfoki
polinom, aminek altalanos esetben hérom kiilénb6z6 gyoke lehet. Megoldva a
P (v?) = 0 egyenletet, v?-re nézve és elvégezve a négyzetgyokvonast, hat kiilon-
b6z6 sebességértéket kapunk, amelyek kozott azonban, paronként szerepelnek
egymas ellentétei: vy, —vy, v, —v9, v3, —v3. Az ellentétes parok ugyanah-
hoz a terjedési sebességhez tartoznak, csak ellenkezd iranyu hullamterjedésnek
felelnek meg, amit nem sziikséges kiilon vizsgalni.

Igy, ha n, rogzitésével kivalasztunk egy terjedési iranyt, a P3 (v?) = 0 egyen-
let megoldéasaval harom kiilonféle lehetséges sebességértéket nyeriink (vy, ve, v3).
Kivalasztjuk a g-adik lehetséges sebességértéket, amit v(,)-val jelolink és meg-
oldjuk a (8.20) homogén egyenletet S(,),-re nézve. Az elmozduléstér ezzel:

S(q)i (r,t) = S(gy¥ (nprp - U(q)t) )

ahol U tetszéleges fiiggvény.

Adott terjedési iranyhoz tehat haromféle hullam tartozik, amelyek rezgési
irdnya a térben rogzitett és altaldban, a terjedési irannyal bezéart szoge nem
vesz fel specidlis értéket (a hullam nem longitudinalis vagy transzverzalis).

Erdemes kiilon megvizsgalni az izotrop, amorf kizeg esetét. Az amorf ko-
zegre vonatkozo (8.15) Hooke-tenzort a (8.22) determinénsba térténd behelyet-
tesitése helyett helyettesitsiik be a (8.19) egyenletbe:

pUQSi — [Aéwékl + u (5ik6jl + 6115]k)] lenkSl =0.

Az egyenletben a lehetséges indexegybeejtések elvégzése utan két oldalra gytjt-
jik az i és az [ indexet visel6 S komponenseket

2 _
GO, (8.23)
A+
e iz : (pv?=n) ..
Az egyenlet az n;n; matrix sajatvektor-egyenlete, aminek a A = o sajat-

értékhez tartozo sajat vektora S. Az n;n; matrix projektor méatrixa, azaz olyan
P lineéris operator matrixa, amire fennéll, hogy

A A

PP=P (8.24)

Y

hiszen n;n; = 1 miatt
(ngn;) (nyny) = ngny.
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Egy projektor A sajatértéke 0 vagy 1 lehet mivel, ha a hozzatartozo sajatvektor
w és igy A
Pw = Aw,
akkor egyrészt o
PPw = A*w,
masrészt (8.24) miatt B K
PPw = Pw = Aw.
Osszevetve kapjuk, hogy

A* = A, tehat A (A —1) =0,

amibsl A = 0, vagy A = 1.
Az els6 esetben:
(pv* — )
A+

amibdl vy o = i\/g . A masodik esetben

)

(pv® — )
A+

Y

242 Ogszesen kétfele sebességertéket kaptunk, mivel a

amib6l v34 = £
valtott elGjel az ellentétes irdnyd hullamterjedésnek felel meg.

Vizsgéljuk meg az S; vektorkomponenseket. Az els§ esetben, amikor vy 9 =
j:\/%, a (8.23) egyenlet szerint

nmlSl =0

lesz. Mivel az n; értékek koziil nem lehet mindegyik nulla, a n;S; szorzat el
kell tiinjon, azaz a rezgés irdnyat megadd S vektor merdleges a terjedés ira-
nyat megadd n vektorra. A kapott hullam tehat transzverzalis hullam, aminek

terjedési sebessége v = %.

Vizsgaljuk meg a mésik esetet, amikor v? = @. A (8.23) egyenlet szerint
Si = nmlSl (825)

A jobb oldalon az S és az n vektor skalaris szorzata van megszorozva az n;
vektorkomponenssel és igy S parhuzamos n-nel. Ez longitudinalis hullamot

2pu+X

jelent, aminek sebessége v = B
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Erdemes megmutatni, hogy a longitudinalis hullim rotaci6ja eltiinik. Ve-
ponensét:
rot [s (r,t)], = €x;i0;s; (r,1).

Behelyettesitve a fenti alakot:
£kji0j8i (v, 1) = €1:0;9:¥ (npry — vt) = x;m; SV (nyr, — vt).
Hasznaljuk ki S; (8.25)-beli elgallitasat:
rot [s (r,t)], = exjinnimSi¥’ (nyr, — vt) .

Mivel n;n; szimmetrikus matrix, e;;; pedig antiszimmetrikus az (7, ¢) indexpéar-
ban, a mindkét indexet egybeejtd szorzatuk nulla.
Hasonloan, a transzverzalis hullam esetén, irjuk fel s (r,¢) divergenciajat:

divs (r,t) = 0;si (r,t) = n;S;V' (nyr, — vt).

Transzverzalis hullam esetén az n;S; szorzat értéke volt nulla, tehat s(r,t)
divergenciaja tiinik el.

8.5. Folytonos rendszerek Lagrange-formalizmusa

Tekintsiik egy olyan kifeszitett, rugalmas (pl. gumi)szal viselkedését, ame-
lyen longitudinalis hullamok keletkezhetnek. Legyen a szal keresztmetszete A,
Young-modulusza F, térfogati tomegstrtisége p, és ennek megfelelGen a lineéris
tomegstrisége n = pA.

Modellezziik a szal viselkedését egy stirtin, egyenletes a tavolsaghan elhelye-
zett m tomegid tomegpontokbol és azokat 0sszekotd D rugdallandoji rugdkbol
allo linearis rendszerrel. Az x tengely mentén elhelyezett j-edik tomegpont
egyensulyi koordinataja a; = ja, és az ettdl valo eltérést jeloljik g;-vel. A j-
edik rugd megnytlasa Ag; = gj41 —¢;. A rendszer L, Lagrange-fiiggvénye (ahol
az index az a paraméterre utal) felirhat6 a tomegpontok kinetikus energiaja és
a rugokban felhalmozott potencialis energia segitségével:

L, .
Lo=) 5 [mg} = D(gjs1 — 9]
J
A Lagrange-egyenleteket felirva

d o0 0
92,
dt 0q; 9q;
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a kovetkezd Newton-egyenleteket nyerjiik:
md; = D (gj+1 — 245 + ¢j-1) - (8.26)

A rendszer potencialis energidja a ¢; koordinatak kvadratikus formaja, igy az
egyenlet megoldéasat

4 = Aj exp (—iwt)
alaki normalrezgések alakjaban kereshetjiik. Behelyettesitve a (8.26) mozgas-
egyenletbe, az A; egytitthatokra a kovetkezo feltételt nyerjiik:

w?mA; + D (Aj 1 —2A;+ A; 1) = 0. (8.27)

A (8.27) homogén egyenletrendszer megoldasa A; = Aexp (ikaj) alakban ke-
reshetd, ahol £ kés6bb meghatarozandé paraméter. Behelyettesitve, az

w*mAexp (ikaj)+D {Aexp [ika (j + 1)] — 2Aexp (ikaj) + Aexplika (j —1)]} =0
feltételi egyenletet kapjuk. Egyszertisités utan
w?m + D [exp (ika) — 2 + exp (—ika)] = 0,
vagy
w*m + 2D [cos (ka) — 1] = 0.

Fejezziik ki w-t, amivel az w = w (k) , un. diszperzids dsszefiiggést nyerjiik

w = 2\/gsin (%) . (8.28)

A megoldés hullamszerti:
q; = Ajexp (—iwt) = Aexp [i (kz — wt)],

ahol z = aj jeloli a j-edik tomegpont egyensulyi helykoordinatajat. Az w
korfrekvencidhoz tartozo k, un. hullamszam lehetséges értékét pedig a (8.28)
diszperzios Osszefiiggés szolgaltatja.

Hasonlitsuk 0ssze a szamitést a modellezett rugalmas szal viselkedésével.
A szél n linearis tomegstrtsége kifejezhets az m tomeg és az a téavolsag segit-

ségével:
m
n=—.
a
Masrészt, a j-edik rugéban ébreds erd F' = DAg;, aminek meg kell egyeznie a

rugalmas szalban ébredd erével. A rugalmas szalban fellépd fesziiltség egyenld
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Ag; 1 ) RS . «
a % lokalis relativ megnytlés és az F Young-modulusz szorzataval. Az erdt
a fesziiltség és a keresztmetszet szorzata adja:

DAg; = AEAq]

azaz

EA

7.

Stritsiik a tomegpontokat gy hogy n és F allandok maradnak. Vizsgaljuk
meg, mi torténik hatarmenetben a mozgasegyenlettel. Ehhez a (8.26) egyen-
letben helyettesitsiink m = aAp és D = EA/a szerint és osszuk az egyenletet

aA-val:
.. E Aq] Aq]'_l
P = E D

a a

D =

Ha a tomegpontok siiritése esetén, a szél egy adott z helyén valo viselkedését
vizsgaljuk, mindig azt a 7 indexet kell tekinteniink, amire fennall, hogy x = aj
alland6. Ennek értelmében az egész értékd j helyett x-szel is indexelhetjiik
a tomegeket, aminek megfelelen az idéfiiggs g, (t) helyett g(x,t), ¢; helyett
pedig 8‘1(”: 94D frandé, ahol z = aj.

Teklntsunk most egy xo = aj helyet, és tartson a nullahoz a fenti felté-

telekkel. Az egyenlet bal oldala 7 &2‘ -hoz fog tartani. A jobb oldalon a
m o

zardjelben allo két tag pedig, rendre 3—2 N +a—hoz és g—g m:xo—hoz tart. Ezek

kiilonbsége osztva a-val, W) -hoz tart, aminek eredményeképpen az egyen-

let hatarértékben a kovetkezs alakot veszi fel
0? 0?
20 _ g
ot? Ox?
A kapott egyenlet a hullamegyenlet egydimenzios alakja, ami megegyezik a
rugalmas szalra mas modszerrel levezetett mozgasegyenlettel.
A (8.28) diszperzios Osszefliggésbe is irjuk be a rugalmas szal paramétereit

2 |F k
w (k) = —4[—sin (_a) :
all p 2
aminek hatarértéke midén a tart nulldhoz:

|E
limw (k) = ky/—.
a—0 1%

A kapott eredmény megegyezik a folytonos rugalmas szél esetében ismert ered-
ménnyel.
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Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik az @ — 0 hatdrmenet hatésara az L,
Lagrange-fiiggvénnyel. Helyettesitsiik be a szal paramétereit

1 o FA
L, = Z 5 {aﬁqu T . (gj+1 — %)2] ,
J

és emeljiik ki a-t

Ha a tart nulldhoz, a gémbdlyt zardjelben &ll6 hdnyados % I:aj—hez tart.
Ugyanakkor az 6sszegben, valamilyen rogzitett x, és xo értékek kozotti sza-

kaszon vett jarulék éppen az egyenletes a tavolsdgokban vett tagok Osszege,

ami ilyen modon éppen az (1, x2) szakaszon vett téglanyosszegnek felel meg.

Igy ha a tart nulldhoz, a Lagrange-fiiggvény hatarértéke a kovetkezd integral

lesz
B ”1 dq dq
i [ () e (20

Szokéas az integrandust (linearis) Lagrange-stirtiségnek nevezni és L-lel je-
161Ini. Tehat

1 dq q . ™
L= [ (at) EA ((938) ] , amivel L = /xl Ldz. (8.29)

A hullamegyenlet elbbi "levezetése” a Newton-egyenletbdl tértént. Most
viszont alkalmazzuk a 6S = 0 Hamilton-elvet a fenti Lagrange-fiiggvényre.

Kiirva, a
to
) / Ldt =0
t1

variacios egyenletet kell megoldanunk. Részletesen

to T2
) / / Ldxdt =0,
t1 xr1

ahol £ argumentuma ?)3 és 1. Altalanos esetben L fiigghet még ¢ (z,t)-tdl, és
az x,t valtozoktol is.

Fejtsiik ki a 05 variaciot, figyelembe véve azt, hogy a Hamilton-elv értel-
mében az id6§ szerint nem varidlunk, és igy a varialas bevihet§ az integraljel

moge:

ta po2 dq 0Oq dq 0Oq
55—5/t1 /I1 E(E’a ,q, T, t) dxdt = / / 5/:(825 o ,q,x,t) dxdt.
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Az integrandus variaciojat a szokasos modon irjuk fel:

OL ;0g  OL 0 , OL
a% ot aaqa dq

oL 8(] oL 0q 0L
0 — —5 — 0q | dzdt.
s [ (S S o)
Mivel az id§ szerint nem varidlunk, a variacié és a t szerinti parcialis derivaléas
felcserélhetd:

(5£ - q,

amivel

99 _ 0(5q)
ot ot
Hasonl6é médon, mivel az x indexvaltozo, ("az z-edik tomegpont” azonositdja)

ami szerint az integralban a varidcié miiveletétsl fiiggetleniil elvégzendd Gsszeg-
zést hajtunk végre, az x szerinti parcialis derivélas is felcserélhets a varialassal:

00 _ 900
ox or

Az integrandus két els6 tagja ennek alapjan atirhato:

0L 9(5q) | L (3g) , OL
5S = // (aaq 5 +a§—g 5n + gg0a ) dudt. (8.30)

Most alakitsuk at az integrandus els6 két tagjat az alabbiak szerint:

aca((sq) a(az) 00L

ocot) _ o (oc,\ 0o,
8% or  Ox 83—2 4 6x8% q
Helyettesitsiink be a (8.30) integralba:

59 — // _90L _90L). O(OL.\ 9 [OL,
aq o192 0xp2i |17 ar \ 9™ ) T Ba \ 92"

ot
(8.31)

dxdt.
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A masodik tagon végezziik el a t id§ szerinti, a harmadik tagon pedig az x
hely szerinti integralést:

55:/ / (ac 0oL 0 M) 5q (w, t) dadt+ (8.32)
t1 1

t
2oL oL
+/ —— | 0q(x,ty) — —=
o (a% 0%

to ot

dq (z, t1)> dx+
t

oL
0q (z2,t) — 591

9 oz

dq (xq, t)) dt.

A Hamilton-elv szerint a mozgas kezdd t; és végss ty idGpontjanal nem
varidlunk, azaz dq(x,t;) = 0q (x,t3) = 0, aminek kovetkeztében, a masodik
integral értéke nulla.

A (8.29) Lagrange-fiiggvény az x; és x5 pontokban rogzitett, kiilsé erhatas-
nak ki nem tett har mozgasanak leirasara alkalmas, mivel sem a hir belsejében,
sem a végein nem vettiik figyelembe egy esetleges kiils§ er6 munkajat, aminek
megfelelGen 0q (z1,t) és 0q (z2,t) szintén nulla és igy a harmadik integral szin-
tén eltiinik.

Az els integralban viszont dq (x,t) a teljes (t1,t2) ® (21, x9) tartoméany
belsejében szabadon adhato meg, igy az integral csak gy ttinhet el, ha dq (z,t)
egylitthatoja zérus:

oL 0 oL 0 oL
a—q—aﬁ—%a—@:o. (8.33)
ot or
A kapott egyenlet a hir Euler-Lagrange-egyenlete, ami a (8.29) egyenletben
adott £ Lagrange-stirtiség felhasznalasaval valoban a kiils6 erék hatasa nélkiil,
szabadon mozgd hur mozgasegyenletét szolgaltatja. Helyettesitsiink be:
oL oL dq 0L dq

o, g patl
) 8 n ) 8 )
dq O ot 052 ox

amibdl a mozgasegyenlet:

0%q 0%q 0%q 0%q

—nN—=—=+FA— =0, azaz p— = F—.

"o 02 e T o
Erdemes észrevenni, hogy a Lagrange-fiiggvény szerkezete a hur esetén is
olyan alak volt, mint a véges szabadsagi foku rendszereknél, tehat a kinetikus
¢és potencialis energia kiilonbségeként volt felirhaté: L = K — U. Az eltérés
mindossze abban all, hogy a diszkrét esetben felléps Osszegzések helyett in-

. . . 2 5. . s,
tegrélok szerepelnek A kinetikus energia az %,0 (%) kinetikus energiastirtiség
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integraljaként all els:

K= /ml (—q) Adz.

Az U potencidlis energia a kozeg ® rugalmas energidjanak felel meg, amit
szintén energiastriiség integraljaként adhatunk meg:

@:/QIE(&J) Adz.
. Ox

A diszkrét tomegpontokbol allo rendszer Lagrange-fiiggvényében az i-edik
tomegpontra hato kiils6 F; (t) erd jelenlétét egy ¢, F; (t) tag bevezetésével ve-
hettiik figyelembe. Ha a hurra (kozegre) egy kiils6 térfogati erd is hat, az
altalaban egy helytdl és id6tdl fiiges, € (x,t) linearis, azaz & (z,t) /A térfogati
erGstirtiséggel jellemezhets. Folytonos esetben, ennek megfelelGen a Lagrange-
fiiggvényben megjelend korrekcios tag f;f q(z,t) € (z,t) dr alaki lesz. Hasonlo
modon, ha az 1 és xe végpontokban Fy (t) és F; (t), el6re definialt erck hatnak,
hatasukat a Lagrange-fiiggvényben az

Fy (1) g (w,) = Fi () g (21,1)

tag hozzaadaséaval kell megjeleniteni. A Lagrange-fiiggvény alakja tehat ekkor
dx—i_FQ (t) q <x27 t)_Fl (t> q (‘1'17 t) :

o [ (3 - (3)
(8.34)

Az L Lagrange-fiiggvény kétféle tagot tartalmaz. Az elss, egy az L =

[ n (g?) %EA (%)2 + € (x, t)} linearis (vonalmenti) Lagrange-stiriiség in-
tegraljaként elGallo, a hur belsé tartomanyanak tulajdonsagait leir6 tag. A
tovabbi két tag, nem strtiségintegralként elallo jarulék, a hiur végpontjainak
(peremének) viselkedésével kapcsolatos.

Készitsiik el a 05 = ¢ ftjz Ldt variaciot. Az elss tag 0.5 variaciojat a (8.32)
egyenletbe helyettesitve nyerjiik, amelynek a jobb oldalan all6 méasodik tagjarol
lattuk, hogy értéke a Hamilton-elv szerint nulla, igy azt nem irjuk ki:

0 oL o oL
ot t
/ / <(9q 8t@8q ox 8811) 0q (z,t) dedt+

5q (xb t)) dt?

oL
0q (z2,t) — 501
oz

1
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ahol a (8.34) Lagrange-fiiggvény szerint

oL oL dq 0L A dq

a_ng(;at)?

0% ~Top aaq - or

Az utolso6 két tagbol szarmazd 05, jarulék pedig a szokésos eljaras szerint &l-
lithato eld:

55, — / (B> () 5q (20, 1) — Fy (1) 6q (21,1)) dt.

t1

A teljes 0.5 variacio ezek szerint

55 = 651 + 065, = // <8q 90L _ aaﬁ)aq(m)dxm

ot 9% Or 9o
f2 oL oL
azaz behelyettesitve

+ I (t)) 0q (xl,t)] dt,

9z

1

d%q d%q
4S = / /xl ( 7701? + FEA m) 0q (z,t) dedt+
dq dq
+ / EA@x + F5(t) | 6q (wo,t) — EAa + Fy (t) | dq (z1,t)] dt.
t1 x1

A (t1,t2) ® (a1, z2) tartomény belsejében dq (x,t), valamint az xq és x5 érté-
kekhez tartozo éleken dq (z1,t) és dq (x2,t), egymastol fiiggetleniil valaszthato
meg, és igy a 05 = 0 feltétel kielégitéséhez mind a harom integrélkifejezésnek
kiilon-kiilon el kell tinnie. Az els6 integral akkor valik azonosan zérussa, ha
dq (z,t) egyiitthatoja nulla:

oL 0oL 0 0L

i nd Y
dqg Ot a% ox 8%
azaz 82 5
q — P
N5 EA82+§(xt)

ami éppen a hir mozgasegyenlete kiils§ & (z,t) linearis erGstrtiség jelenléte
esetén.
A mésodik és harmadik integral kétféle modon tiinhet el.

1. A har egyik, vagy mindkét vége rogzitett, akkor a megfelels dq (x1,t) =0
és/vagy 0q (z2,t) = 0 feltétel all fenn.
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2. A hur egyik, vagy mindkét vége mozoghat, akkor dq (z1,t) és/vagy dq (xo, t)
szabadon valaszthato és az integral eltiinésének feltétele, hogy

oL . oL
a—ggjm +F1(t):Oes/vagy %x +F2(t):0,
azZaZzZ 9 9
EA ag — Fy (t) = 0 és/vagy EAa—qu - F(t)=0

legyen, ami a megfelel()’ hatarfeltételeket rogziti.

A har példaja alapjan fel tudjuk irni a haromdimenzios, rugalmas kozeg
L Lagrange-fliggvényét. Ebben kétféle tag szerepel: egyrészt a kinetikus és
rugalmas potencialis energia kiilonbségét tartalmazo, valamint az f; strtségi
tomegerdk hatasat leird L Lagrange—sﬁrﬁség térfogati integralja, masrészt a
kozeg feliiletén, kiviilrél hato O' - fesziiltségek jaruléka, ami feliileti integral

formajaban adhatd meg:
:/ﬁdV—l—/a{;sidAj,
\4 f

1 851 851 10 0s; (9Sk
“ 2P0t ot T 2 Mo, ;O

.....

ahol

+ fisi. (8.35)

térfogati integral variacidja

oL 832 oL _0s; 0L
55, = //(aasl 2 5axj+aiaj>m

A varialas és a hely és id6 szerinti derivalas itt is felcserélhetd, azaz

Js;  0(054q)
o ot

)
és

58&‘ . 8(582)

al’j N aZL‘j ’

Alakitsuk at az integralt a kovetkezs azonossagokkal

oL 0 (6s;) O (ac 5 ) 0L,

0s; — o 0s; § T 91 a0s;
o5 Ot ot \ 05¢ Ot 05+
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oL 0(ds;) 0 oL 0 oL
oo = 5081 | — 5 ——5.08i
0 a;«; oz Oz, 0%‘9; 0z, 0 a;;

és irjuk fel a feliileti integral variaciojat

to
582 _/ /Ufjésszjdt,
t1 Jf
amivel a teljes variacio:

0 oL 0 oL

//[at (aas ) aa (;f ) dth+/ / o dsd Ayt

A maésodik integrél els tagjan elvégezve az id6 szerinti integralast ismét olyan
kifejezést kapunk, amely ¢, és t, id6pontokban szorzotényezdéként tartalmazza
az elmozdulastér (térvaltozo) variaciojat, ami a Hamilton-elv szerint nulla. Az
integral méasodik tagjat a Gauss-tétel alapjan alakitsuk feliileti integralla:

//ax3<8as )dth // OL At

Igy végeredményben dS-re a kovetkezs alakot nyerjiik:

0 oL o oL
65 = / / (83Z Ea% - oz, 8%) 0s;dV dt+

/ / (885 UZI]{) (5SszJdt

A tartoméany belsejében a teljes idGintervallumban Js; tetszéleges lehet,
ezért az elsG integral akkor tiinhet el, ha

oL _2 oL B 0 0L

—0. (8.36)

A nyert eredmény a haromdimenzios térben érvényes mozgésegyenlet.
A masodik, feliileti integral kétféle modon is elttinhet.

1. Ha a felszinen a kozeg rogzitett, ds; nulla.
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2. Ha a felszinen a kozeg nem rogzitett, ds; egylitthatdja kell elttinjon:

oL

Ox;

Az egyenlet a kozeg mozgasegyenleteit kiegészité peremfeltétel, aminek
konkrét tartalmarol behelyettesitéssel gy6zGdhetiink meg.

A Lagrange-stirtiség (8.35) alakjat behelyettesitve a (8.36) egyenletbe a
mozgasegyenletet nyerjiik, ugyanis

oL f 0 oL pazsi 0 oL o 0?%sy,
a— =ri s = ; — = —Cijir———,
0s; 8ta% o’ Oxy 8({330; T 0z0x)
amibdl
0%s; 0?5y,

T ol g
fimrge +Cing

A kapott egyenlet megegyezik a (8.18) egyenlettel, mivel Cjjj; szimmetrikus a
masodik indexpéarban.
Vizsgaljuk meg a peremfeltétel masodik esetét.

oL 0sy,
= = O
ag_;; jkl a$l

ami a Hooke-torvény szerint a fesziiltségtenzor ellentétével egyenld:

(9sk

- ijkla_xl = —0ij-
Egyenletben:
(—O’ij + O'ZIJ() dA] = 0, tehéat O'ZI]{CZA] = O'ijdAj

azaz a kozegben ébredd, a feliiletre hato fesziiltségnek meg kell egyeznie a
feliiletre kiviilr6l alkalmazott aff fesziiltségbdl szarmazo erével.
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