s.s. Bere Aniko Zsuzsanna

Statisztikai modszerek a fizikaban

% statisztika: adatokon alapulo kisérlettervezési, gytijtési, rendezési, 0sszesitési, abrazolasi, analizalasi,
értelmezési €s kovetkeztetési modszerek 0sszessége
» vizsgdlat tervezése
= megfigyeléses vizsgalat: valtoztatas nélkiili kiilsé megfigyelés.
= Kkisérlet: valamilyen kezelést végziink, majd megfigyeljiik a hatasait
» idobeli lefolyas
= Keresztmetszeti vizsgalat: az adatokat egy idépontban mérjiik, gytjtjik
= utoélagos vizsgalat: multbéli adatokat hasznalunk
= elére tervezett: az adatokat a jovoben gytjtjiik olyan csoportokbol melyek valamilyen k6zos
faktorban megegyeznek
> mintavételezése
= teljesen véletlen: a populaci6 minden tagjanak ugyan akkora esélye van arra hogy a mintaba
bekeriiljon
= szisztematikus: valamilyen kezd6ponttdl indulva kivalasztjuk minden K-adik elemet a
populaciobol
= kényelmes: hasznaljuk azt a mintat amit a legkdnnyebb beszerezni
= rétegzett: oszd fel a populaciodt kettd vagy tobb csoportra, melyeken beliil bizonyos fontos
tulajdonsagok azonosak, vagy hasonlok majd vegyél mintat mindegyik rétegbdl
= klaszter: oszd a populaciot valamilyen természetes modon klaszterekre, véletleniil valassz
koziiliik, hasznald az 6sszes tagot.
» buktatoi
» rossz mintak: melyekre nem igaz a Benford torvény (haranggorbe szerint helyezkednek el a
minta elemei)
= publikacids elfogultsag: csak vagy foleg olyan mintakat mutatok be amik alatamasztjak a
megallapitasaimat. Az ellenpélddkat nem, vagy nem a valdsagos aranyban mutatom be.
= tul kicsi mintak:
= félrevezeté grafikak: mindig figyelniink kell a megjelend szamokra!
= onkéntes valasztasi adatok?! torekedni kell a jo reprezentalasra
= becsapos kérdések, kérdések sorrendje, sugallé kérdések
= részleges ismeretek, hianyzé adatok
= készakart hamisitasok
» korrelacio
= A—-B;A<B;AeB
= C—-AB
% populacio (alapsokasag): a tanulmanyozando6 elemek Osszessége, teljessége. A gyiijtemény teljes
abban az értelemben, hogy tartalmaz minden tanulmanyozandé targyat.
» paraméter: a populaciot jellemz6 numerikus érték
» cenzus: adatok gylijteménye a populacié minden elemérdl.
% minta: a populaciobol véletlenszeriien kivalasztott elemek halmaza.
> statisztika: a mintat jellemz6 numerikus érték
% adatok: osszegylijtott megfigyelések (mérések, kérddives valaszok, felmérések)
» mindség szerinti csoportositds:
= Kvantitativ adatok: méréseket vagy leszamlalasokat jellemz6 szamok.
o diszkrét: amikor a lehetséges adatok szama véges, vagy legalabbis szamlalhato.
e folytonos: ami végtelen sok lehetséges értéket vehet fel valamilyen folytonos skalan és
nincsenek benne lyukak, szakadasok.



_2_

= Kbvalitativ adatok: kategoriakra bonthatok, melyeket valamilyen nem-numerikus jellemzok
alapjan kiilonboztethetiink meg.

mérési szintek szerinti csoportositds:

= Nominalis: nem rendezhetd, kategorikus

= Ordinalis: rendezhetd, de nincs értelmezve az adatok kiilonbsége

= Intervallumos: értelmezve van az adatok kiilonbsége és rendezhetGsége

= Aranyszintii: van értelmezhetd null pontja az adatoknak

tulajdonsagai:

= Kozéppont: egy reprezentans vagy atlag érték ami megmutatja hogy hol van a kdzepe az
adathalmaznak
e centrum: az az érték, ami a kozepén van az adathalmaznak

, e pe s = XX ., X Y
o szamtani kozép: X = =~ mintdra, vagy p = = populaciodra.
S wex
w

o medidn: k6zEépso érték, ha az adatok rendezett sorrendben vannak: X
nincs ra hatassal egy-egy kiugro érték

o sulyozott datlag: X =

o modusz: az az érték ami a leggyakrabban fordul elé: M

nominalis adatokra lehet értelmezni
legnagyobb—lekisebb

2
= Terjedelem: legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbsége

o kozéptartomany:

x—nél kisebb értékek szama

100

= Percentibilis: x per. értéke =

0sszes érték szama

k N e,
L= oM ahol n az 6sszes adat, k a percentibilis szama

= Eloszlas: az adatok eloszlasanak természete, alakja

o gyakorisdagi eloszlas: osztalyok bevezetése
osztalygyakorisag

o relativ gyakorisagi eloszlas: rel. gyak. =
8y 8 < 9y 0sszes gyakorisag

e kumulativ gyakorisagi eloszlas: 6sszegz0
= Széras: az adatok atlag koriili variabilitasanak mértéke

S D) Y O 59 e LI Y o [t i
s _\/ n-1 _\/ n-(n-1) mintara, vagy o = m populaciora

az értéke dinamikusan nd egy-egy outliers adattol
mértékegysége megegyezik az adatok mértékegységével

X=X _  [nEwx?)-(Zwx)?
s n-(n—-1)

=  Standard eltérés: z = mintara,

x—u ;e
vagy z = —- populaciora
ha z < X - —z, megszokott értéke —2 < z < 2
e Csebisev tétel: Az adatok legalabb 1 — %-ad része mindig kozelebb van az atlaghoz, mint
K standard eltérés, ahol K > 1 pozitiv egész
» Variancia: szorasnégyzet
® varidcids egyiitthaté: megadja a szorast az atlag szdzalékaban: CV
CV = i - 100 mintéra, vagy CV = % - 100 populéaciora
= Qutliers: olyan mintaértékek melyek a mintaértékek dontd tobbségétdl messze helyezkednek el
= Idé: az adatok id6ben valtozo tulajdonsagai
abrazolas
= Hisztogram: oszlopdiagram
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Ogiva: vonaldiagram, ami kumulativ gyakorisagokat mutat

Poligon: egyenes szakaszokkal koti Ossze az osztaly felezpontok értékeit

Dot Plot: pontként jeleniti meg a diagram adatainak jellemzését.

Levél-ag diagram: minden adatot két részre bontunk: 4g és levél

Pareto grafikon: kvalitativ adatokbol képzett oszlopdiagram, melynél az oszlopokat nagysag
szerint rendezziik.

Kordiagram: kvalitativ adatokat, mint egy torta szeleteit, mutatjak be.

Szérasdiagram: adatparokba rendezett adatok abrazolasa

Idésor grafikon: kiilonb6z6 idépontokban gyiijtott adatok abrazolasara

«* Valoszinliség szamitas

» alapfogalmak

esemény: valamilyen véletlen kisérlet eredményeinek gyiijteménye

elemi esemény: olyan esemény, amit nem lehet egyszeriibb komponensekre bontani

esemény tér: a lehetséges elemi események 0sszessége

lehetetlen esemény: valosziniisége 0

bizonyos esemény: valosziniisége 1

fiiggetlen események: ha az egyik esemény bekovetkezése nem befolyasolja a masik esemény

bekovetkezésének valoszinlisegét.
bekovetkezés szdma __  bekovetkezésének esetei

valosziniiség: P(A) = 0<P<1

dsszes kisérlet szima  osszes elemi esemény szama

komplementer (A): mindazok az események amikor A nem kdvetkezik be
. T 1. _ P(A) .

o igazi esély: esély = 5k 1

e diszjunkt esemény: kdlcsondsen kizard események

> miiveletek

osszetett esemény: P(A + B) = P(4) + P(B) — P(AB)
komplementer események: P(4) + P(A) = 1
multiplikaciés szabaly: P(AB) = P(A) - P(B), ha A és B fliggetlen

’;(?g), B bekdvetkezik feltéve, ha A is

feltételes vaslésziniliség: P(B|A) =

» valosziniiség eloszldsok

véletlen valtozo: az egyes szamértékeit a véletlen kisérlet véletlenszerti kimenetei hataroznak
meg
o diszkrét: vagy véges sok vagy megszamlalhatéan sok szamu értéket vehet fel
¢ varhato érték: E = Y [x - P(x)]
o folytonos: végtelen sok értéket vehet fel, folytonos skalan megadhaté mérés
eredményeiként adodnak és nem tartalmaznak szakadast
¢ egyenletes eloszlas: ha értékei egyenletesen oszlanak el valamilyen intervallumban;
téglalap formaju.

% Eloszlasok
> Valosziniiségi eloszlas: leiras, ami a véletlen valtozo minden egyes értékéhez hozzarendeli annak
valoszinliségét

striség fiiggvény: egy folytonos valosziniiség eloszlas gorbéje.
e a gorbe alatti tertilet 1.

e a gOrbe minden pontja nem negitiv.

szokdsos érték: max. minimuma = u *+ 20

ritka esemény szabdly: x siker n probalkozasbol

e szokatlanul sok: P(x + Ax) < 0,05



e szokatlanul kevés: P(x — Ax) < 0,05
= jellemzoi:
e 0<SP(x)<1; XP(x)=1
e atlag: u =[x P(x)]
e variancia: 62 = X[(x —w)? - P(x)] = [ x? - P(x)] — u?
o szoras: 0 = X[(x — )2 - P(x)] = /[Zx? - P(x)] — p?
» Binomialis eloszlas
= feltételei:
e a kimenetelt két csoportra lehet osztani

e fixen rogzitett szamu kisérletet végziink
e akisérletek fliggetlenek
e asiker valoszinlisége allando a kiilonbozo kisérletekben

= jelolések: n kisérletek szama; X n-probalkozas koziili sikeres szama; p X-valosziniisége; g a
sikertelen probalkozasok valoszintisége (1-p); P(X) annak a valosziniisége, hogy pontosan x
probalkozas lesz sikeres n probalkozas koziil

»  képlet: P(x) = p*qn*

n!

(n—x)!x!
o atlag: u=np
e variancia: 62 = npq
e szZOras: g = \/rﬁ
= kozelités: normalis eloszlassal
e hanp =>5ésng =15, akkor az atlag és a szoras adatok felhasznalhatok a normalis eloszlas
kiszamitasahoz.
e folytonossagi korrelacio! [x-0,5; x+0,5] intervallumot kell nézni
> Poisson eloszlas
= feltételei:
e ritka események eloszlasok leirdsara hasznaljak
e egy adott intervallumra vonatkoztatott x események el6fordulasanak szamara
e az eléfordulasoknak véletlenszeriinek, fliggetlennek és egyenletes eloszlasunak kell lennitik
= jelolések: X a (véletlen valtozd) események el6forduldsi szdma;

= képlet: P(x) = 2"

x!
e atlag: p adott
e szoras: o =+u
"  megjegyzés: a binomialis eloszlas jo1 kozelithetd Poisson eloszlassal han> 100 ésnp < 10 —
U = np.
» Standard normalis eloszlas:
= folytonos eloszlasu fliggvény (haranggorbe) — pl: hdmérséklet
= jellemzdje:
e atlaga: 0
e szorasa:l
e siirliség fiiggvénye alatti teriilet: 1
= jelolések: z tavliosag a fliggvényben 0-tol (feltétel); teriilet a valosziniiséget jeloli (gorbe alatti)
» Normalis eloszlas:
» hanemyu = 0és o = 1 akkor standardizalni kell! z = %

= normalitdas vizsgdlata:



e hisztogram készités
e 1 outliers megengedhetd, tobb nem
e szimmetrikusnak kell lennie

Statisztika eloszlasa

a statisztika minden lehetséges értékének eloszlasa abban az esetben, amikor értékét a
populacié minden lehetséges n elemszami mintajara kiszamitjuk
az ardany eloszldsa: mintabeli arany eloszlasa a populacié minden lehetséges elemszamu
mintdjara
e minta aranyanak atlaga = populacié aranyaval
e normalis eloszlassal kdzelithetd
az dtlag eloszldasa: mintabeli atlag eloszlasa, ha a populaciobol vett 6sszes lehetséges ne
elemszaml mintat vessziik
e 3ltaldban képlettel, tablazattal prezentaljak
e valtozik a bevitt adatok értékeitd]l — minta variabilitas
interpretdcio:
e torzitatlan becslés: a populacids paraméterekhez tartd statisztikak
(atlag, variancia, részarany)
e torzito becslés: nem tartanak a populacié paramétereihez
(medidn, terjedelem, szoras)
kozponti hatareloszlas tétele:
e a minta méretét ndvelve (>30) a minta normaleloszlashoz tart.

¢ m=nisa =2

e ha véges a populaci6 akkor: oz = \% /E:rll

Aranybecslés

feltételei

e a minta egy egyszerl véletlen minta
e Dbinomialis eloszlas feltételei fennallnak
e van legalabb 5 sikeres ¢és 5 sikertelen eset

pontbecslés

. 3 V4 r r 4 =z x . 4 -~ -~ . 14
e jelolések: p populacio aranya; p = — minta aranya; q = 1 — P minta arany.
e a mintaarany (p) a legjobb pontbecslése a populacié aranynak (p).
intervallumbecslés (konfidencia intervallum)
e megbizhatosag (konfidencia szint): az az 1 — a valdszinliség, ami megadja, azon esetek

aranyat, ahanyszor az intervallumbecslés valdjaban tartalmazza a populdcidé paraméter
érétkét, ha a becslést sokszor megismételjiik. (pl: 5%)

konf. szint o Z%
90% 0,1 1,645
95% 0,05 1,96
99% 0,01 | 2,575

pq

e ap becslés hibaja: £ = Ny

e intervallum becsléseigy: P —E <p < D+ E



> Atlagbecslés

o ismeretében (X)

o feltételek
¢ minden ugyan olyan hosszisdgt minta kivéalasztasanak egyenld az esélye
¢ apopuldcié ¢ szérdsa ismert
¢ apopulacidé normalis eloszlast és/vagy n > 30

e a minta atlaga (X) a populacio atlag (u) legjobb becslése

o hiba: E =za—=

\/—

PRAL
e intervallum becsléseigy: x —E<u<x+E
o nem ismert (1)
o feltételek
¢ minta véletlenszerii
¢ normalis eloszlasbol szarmazik és/vagy n > 30

(X—m)vn,
S )

e jelolések: ta kritikus érték: ¢ = S a minta szorasa
2

e szabadsagi fok: n — 1

e hiba: E _t%\/ﬁ

e intervallum becslése igy: X —FE <u<x+E

> Varianciabecslés (X%

feltételek

e a minta legyen egyszerl véletlenszerii

e a populacionak normalis eloszlasunak kell lennie (a nagy minta nem elégséges)
a minta variancia (s%) a legjobb pontbecslése a populacié varianciajanak (c¢°)

_ (n-1)s?

képlet: X? = —

szabadsagi fok: df =n—1

tulajdonsagai

e aszabadsagi fokok novekedésével egyre szimmetrikusabb lesz
e ¢rtékei nem negativ szamok

—1)s2 —1)s2
intervallumbecslése igy: /(n Xlz)s <o< ’(n X12)s
R L

« Hipotézis vizsgalat
> Definiciok

hipotézis: a populacio valamilyen tulajdonsagara vonatkozo allitas, vagy kijelentés.

ritka esemény szabdly: ha adott feltevések mellett egy bizonyos esemény valoszintisége kicsi,
de mi mégis megfigyeljiik egy ilyen esemény bekdvetkezését, akkor arra a konkluzidra jutunk,
hogy a feltevés nem igaz.

null hipotézis: egy allitas a populacio valamilyen paraméter értékérdl miszerint az egyelé
valamilyen feltételezett értékkel.

alternativ hipotézis: egy allitds, ami szerint a paraméter értéke valamilyen modon kiilonbozik a
nulla hipotézistdl

teszt statisztika: egy szamérték, aminek segitségével dontést hozunk a null hipotézisrél

e aranyra: z =%

\/ﬁ
e atlagra: z = @



(n—1)s?
0-2
kritikus tartomany: (elutasitasi tartomany) a teszt statisztika értékeinek az a tartomanya ami

e varianciara: X? =

arra vezet, hogy a null hipotézist elutasitsuk

e clvetjiik a Ho-t ha a teszt statisztika a kritikus tartomanyba esik

e nem tudjuk elvetni a Ho-t ha a teszt statisztika nem a kritikus tartomanyba esik
szignifikancia szint (a): az a valoszinliség, amivel a test statisztika kritikus tartomanyba esik
amikor a null hipotézis val6jaban igaz

kritikus érték: amik elvalasztjak a tartomanyt azoktol az értékektdl, ahol nem utasitjuk el.

e nagyban fiigg a null hipotézis fajtajatol, szignifikancia szintt6l

P-érték: (valosziniiségérték) annak a valosziniisége, hogy a teszt statisztika olyan értéket adjon,
ami legalabb annyira sz¢&lséséges, mint az az érték amit a mintakbol kaptunk, azzal a felvetéssel

hogy a null hipotézis igaz.

e a null hipotézist elvetjiik, ha a P-érték nagyon kicsi < 0,05

e nem tudjuk elvetni Ho-t ha a P-érték > a

elsdfaju hiba (P(E;) = «): amikor hibds mddon elutasitjuk a null hipotézist amikor az igaz
mdsodfaju hiba (P(E,) = [): amikor nem utasitjuk el a null hipotézist akkor amikor nem igaz.
e minden adott o esetén a minta elemszam n névelése a B csokkenését okozza

¢ minden fix minta elemszam n esetén a csokkenése  ndvekedését okozza

e haa és f egyiittes csokkenését akarjuk elérni akkor a minta elemszamot kell ndvelniink.
hipotézis teszt erdssége: az 1 — 3 valosziniiségi érték, ami a helytelen null hipotézis
elutasitasanak valoszinilisége. A hipotézis teszt erOssége egy igaz alternativ hipotézis
tamogatasanak valdszintisége.

+» Korrelacio és regresszio

» Korrelacio: két valtozo kotott Iép fel, ha az egyik a masikkal valamilyen médon kapcsolatban van

linearis korrelacios egyiitthato: r méri a linearis kapcsolat er0sségét egy x €s y parokbol 4llo
minta értékei kozott (p a populacio linearis korrelacios egyiitthatoja)

feltételek:

e az (X, y) parokbol all6 adatok véletlen fliggetlen minta adatai legyenek

e vizualisan (dbrazolva) koriilbeliil stimmel az egyenes alak

e az outliereket el kell tavolitani, amennyiben hibas adatok voltak
nyxy-Ex)Xy) Lxi=%)¥i-y)
vagy 1y = ————
-G nE -G Y Y T T sys,
tulajdonsagai
e —1<r<i1
e azr értéke nem valtozik, ha barmelyik valtozonak megvaltoztatjuk a mértékegységét

képlete: r =

e azr értékét nem befolyasolja az x és y felcserélése
e nem oksagi kapcsolat a korrelacio!
teszt statisztika: kozelithet6 a hipotézis student t statisztikaval df = n — 2 esetén t =

1-12
n-2

> Regresszié
«+ Kombinatorika

» Permutacié: n elem lehetséges sorrendjének szama

. r,qr k 1 n!
ismétléses: P. 1 = ———
n kql'kp!. k!

ismétlés nélkiili: P, = n!

» Kombinacié: n elembdl k elemet kivalasztunk, ugy hogy a sorrend nem szamit.



= ismétléses: Cﬁ’i = (n + l}i B 1)
o e g k_L—(n)
ismétlés nélkiili: C§ = ko - \k
» Variacio: n elemb6l kivalasztva k darabot, igy hogy a sorrend szamit.
= ismétléses: Vrlf’i = nk
o ierndidie walligi. vk — 1!
ismétlés nélkiili: Vi = -1

Ezt a jegyzetet a Statisztikai modszerek a fizikaban cimi elsééves fizika bsc-s targyhoz készitettem. A
definiciokat és egyéb képleteket ebbdl a targybol kiadott jegyzetbdl irtam Kki. Ha barmilyen eliras
belekeriilt azért elnézést kérek. Barminema megjegyzést a jegyzettel kapcsolatban (amely épité) szivesen
fogadok: xantoxlilian[kukac]gmail.com cimen.



