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Mire jO a statisztika?

« Merési eredmények kiértékelésére
« Kiserletek megtervezésére
o Szamitogéppel szimulalt adatok feldolgozasara

Hasznaljak

e atudomanyokban (fizika, kémia, bioldgia, ...

« a fejlesztésben (mérnokok, orvosok ...
 atechnologiaban ( minOségbiztositas ...

« a gazdasagban ( marketing, vallalati statisztika ...

* akormanyzasban (felméresek, népszamlalasok ...
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Hogyan szerzunk jegyet ?

« Gyakorlati jegy:
— Szerezz be egy e-mail cimet (gmail nagyon jo) és irj egy levelet az
elemistatisztika@gmail.com cimre!

— Szerezz be egy tablazatkezelOt €és grafikon készitésre alkalmas
programot (Excel, Open Office, google spreadsheet, GNUPLOT ...)

— Eldadason kiadott feladatokat a http://complex.elte.hu/elemistatisztika
— Megoldasokat e-mailen kiildd vissza kovetkezo vasarnap ¢jfélig

— Beadott hazi feladatok pontszama alapjan

» Tablazatkezelovel megoldhatdé numerikus feladat (20%)
» Szoveges feladatok (80%)
* 110 pont érheto el, 100 pontot elég elérni, 50 pont alatt elégtelen

— Onallé munka, koppintott megoldasok pontlevonassal jarnak
« Eldadas jegy: irasbeli vizsga
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Hat lepés tavolsag probléma

Six degrees of separation
1967 Stanley Milgram pszihologus

Hany 1smerdssel kothetd ossze két véletlentil
valasztott amerikai lakos?

level 60 kiserlet: személynek (Wichita, Kansas)

tovabbitsak 1ismer0sokon keresztiil egy ndnek
Cambridge-be (Massachusetts)

50-en résztvettek a kisérletben

3 levél érkezett meg

késobb tobbszor megismételték, 35%-0s sikerrel
atlagos kozbeesoO 1smer0sok szama 6-nak adodott
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S1x Degrees of Kevin Bacon jaték

Www.cs.virginia.edu/oracle

Erdos szam

Ke¢zfogas probléma (Usama bin Laden)

A ,kics1 vilag probléma”

Megbizhatok voltak-e Milgram adatai?

Alatamasztjak-e Milgram eredeti adatai a ,,hat
Iépes tavolsag” koncepciojat ?
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Bevezetes a statisztikaba
1-1 AtteKintés
1-2 Az adatok tipusai
1-3 Kritikus szemlélet

1-4 Kisérlettervezés
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1-1. rész
Attekintés
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Attekintés

A mérések, felmérések és mas adatgylujtési eszkozok
célja, hogy egy nagy csoport kis részérol gyujtsunk be
adatokat annak érdekében, hogy megtudjunk valamit a
nagy csoportrol. Ezen az el6adason arrél lesz sz6,
hogy mire kell ugyelnunk ekozben.

Példak:

...Szokott on idonként alkoholos italokat, mint sor, bor
vagy égetett szeszes italok, hasznalni vagy on teljesen
antialkoholista?” A megkérdezettek valaszaibol (pl.
1000 ember) prébalunk a teljes népességre (pl.
10000000 ember) kovetkeztetni.

* Népszamlalas (Cenzus) Megprobalunk mindenkit
megkérdezni.
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Definiciok

» Adatok

osszegyujtott megfigyelesek ( meéresek,

kérddives valaszok, felmerések)
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Definiciok

o» Statisztika

adatokon alapulo kis¢rlettervezesi,
gyljtest, rendezesi, 0sszesitest,
abrazolasi, analizalasi, ertelmezesi €s

kovetkeztetesi modszerek 0Osszessege
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Definiciok

“*Populacié (alapsokasag)

a tanulmanyozando elemek Osszessege,
teljessege (pl. eredmenyek, meresek,
sth.). A gylijtemény teljes abban az
ertelemben, hogy tartalmaz minden
tanulmanyozando targyat.
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Definiciok

s»Cenzus

adatok gytjteménye a populacido minden elemérdl
“*Minta

a populaciobol kivalasztott elemek rész halmaza
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Kulcsfogalmak

< A mintat megfelelo médon kell
gyujteni, mint amilyen a véletlen
kivalasztas.

<+ Ha az adatok nem igy lettek gyujtve,
akkor altalaban statisztikai
modszerekkel sem lehet ezt kijavitani,
az adatokat nem lehet hasznalni.

13. oldal
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1-2.
Az adatok tipusai
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Definiciok

% Paraméter
a populaciot jellemzo numerikus érték

populacioé

1

parameter
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Definiciok

‘s Statisztika
a mintat jellemzo numerikus erteék.

minta

$

statisztika
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Definiciok

“*Kvantitativ adatok méréseket vagy leszamlalasokat
jellemzo6 szamok.

Pl.. az emberek sulya

‘»Kvalitativ (kategoria vagy tulajdonsag) adatok

kategoriakra bonthatok, melyeket valamilyen nem-
numerikus jellemzok alapjan kulonboztethetok meg
Példa: profi atléetak nemei (férfi/no).
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Kvantitativ adatok

* A kvantitativ adatokat tovabb bonthatjuk
diszkrét és folytonos tipusokra
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Definiciok
2 Diszkreét

amikor a lehetséges adatok szama veges
vagy legalabbis megszamlalhato.

0,123, ...

P¢lda: Tyukok altal tojt tojasok szama.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 1 9 . O I d al



Definiciok
“*Folytonos

(numerikus) adat ami végtelen sok lehetséges

erteket vehet fel valamilyen folytonos skalan, €s
nincsenek benne lyukak, szakaglérsek. |

3

Pl.. A tehén altal naponta adott tej mennyisége
(8.86965517 liter) .

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 20 . O I d al



A mereések szintje

Egy masik lehetoség az adatok
jellemzesere, hogy megadjuk a
»,Szintjuket”. Negy peélda jon.
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Definiciok

** nominalis szintu mérések

elnevezéseket, cimkeket, vagy kategoriakat
tartalmazo adatok, melyeket nem lehet
valami szerint rendezni (pl. kicsitol nagyig

)

Példa: kérddives valasz igen, nem, nem -
. 0lGa
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Definiciok

o» ordinalis szintl mérés

olyan adatok, melyeket lehet rendezni, de az
adatok kozti kiilonbségeknek nincs értelmiik,
vagy nem lehet meghatarozni

Példa: Egyetemek sorrendje, érdemjegyek jeles,
10, kozepes, elegseges vagy elegtelen
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Definiciok

** intervallum szintii mérések

rendezhetd adatok, melyeknél a kiilonbségnek IS
van értelme, de nincs természetes 0 pont (olyan ami
valamilyen mennyiség jelen nem 1étét jelezné)

P¢lda: evek 1000, 2001, 1848, €s 1526
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Definiciok

“* arany szintll meres

az adatok rendezhetok, a kiilonbségnek van
értelme és van természetes 0 pont, ami azt jelzi,
hogy az adott mérendé mennyiség nincs jelen
egyaltalan. Ebben az esetben az aranyoknak IS van

ertelme.

Példa: A tankonyvek ara (0 Ft azt jelentl25 | (9
0
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Osszefoglalas -
A meresek szintjei

e Nominalis - csak kategoriak

* Ordinalis - kategdridk ¢s rendezhetOség

“ Intervallum - kiilonbségeknek van
ertelme, de nincs termeszetes 0 pont

X Arany — akiilsnbségeknek és ardnyoknak
van ¢rtelme ¢s 1etezik termeszetes kezdOpont
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Ismétlés

Az 1-1 és 1-2 fejezetekben volt:

Néhany az adatokat jellemzo6 kulcsfogalom

+» Parameéter vs. statisztika

“» Az adatok fajtai (kvantitativ és kvalitativ)
< A mérések szintjei

27. oldal
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1-3 fejezet
Kritikus gondolkodas
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A statisztikal modszerek sikere és
buktatol

*%* Az elemi statisztikai médszerek hasznilatakor 2 jozan
¢sz fontosabb mint a matematikai jartassag.

Manapsag a szamitogépek és szoftver csomagok nagyban
megkimélnek az elemi szamitasok elvégzésétol, de nekiink
kell tudnunk, hogy mit miért csinalunk, és hogyan
interpretaljuk az eredményeket.

*** Most atnézziik, hogy altalaban mire Kell iigyelni az
adatok gyujtésenel és interpretalasanal.
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Buktatok

+» Rossz mintak

HF.: Dobj fel 500-szor egy pénzdarabot és ird le az eredményt!
6-szor egymasutan fej?

Benford torvény: az elso digit 1 (30%), 2 (18%), 3 (12%), 4 (10%),
5(8%), 6 (7%), 7 (6%), 8 (5%0), 9 (5%0)

Publikacios elfogultsag: csak vagy foleg olyan mintakat mutatok
be, amik alatamasztjak a megallapitasaimat, az ellenpéldiakat nem

vagy nem a valosagos aranyban mutatok be

Készakarva rosszul készitett felmérések, laboratéoriumi mérések
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Buktatok

»+ Tul kicsi mintak

Megkérdeztunk 1000 véletlenul kivalasztott
magyar lakost a partpreferenciajarol.

A 18-25 éves korosztaly partpreferencia
megoszlasa ilyen és ilyen volt ....
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% Félrevezeto grafika
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Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 32 . O I d al



Hogy korrektul interpretaljunk
egy diagrammot vagy mas
grafikus megjelenitest, a benne
szereplo szamokat kell
figyelembe vennunk, és nem
szabad engednunk, hogy a kep
formaja felrevezessen!

33. oldal
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Buktatok

Ha a kocka oldalhosszusagait megduplazzuk, a
terfogata a nyolcszorosara no!

1-2 abra
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Buktatok

<+ Onkéntes valaszadoktol gyiijtott adatok,

[ 4

onkényesen Kivalasztott mérési adatok

ahol a valaszadok dontik el, hogy valaszolnak-e (pl. SMS szavazas),
ahol a lemért adatok koziil valami onkényes modon szelektalunk
(pl. a tobbitol nagyon eltéro, outlier adatokat eldobjuk)

Ilyen esetekben nem lehet valos kovetkeztetéseket levonni.

A mintanak mindig jol kell reprezentalnia sokasagot. A
sokasagbol csak veletlen kivalasztas utjan szerezhetiink
torzitatlan képet.
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Becsapos kérdések

19% igen: Tul keveset koltunk
szocialis kiadasokra.

63% igen: Tul keveset forditunk a
szegények megsegitésere.

36. oldal
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A kérdések sorrendje

On mit mondana, a kozlekedési vagy
az ipari legszennyezés magasabb?

On mit mondana, az ipari vagy a
kozlekedeési légszennyezés

magasabb?

45% -27%
24%- 57%
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Nem valaszolok

* Michael Wheeler: Hazugsagok, szemenszedett
hazugsagok, statisztika

,,Azok, akik nem valaszolnak a telefonos
kérdésekre

altalaban kilonboznek azoktol, akik
valaszolnak.”

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 38 . O I d al



Preciz szamok

* Magyarorszag lakossaganak szama
10 198 315 {6 (2001-es népszamlalas)
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Korrelacio és kauzalitas

* A korrelaci6 nem jelenti azt, hogy valami
valamit okoz Is

* Pl.: az IQ ¢s a vagyon korrelalt, mé¢gsem oka
az egyik a masiknak
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Onérdekeltség

* ,.Egy orszagos, 250 emberi erOforras szakember kozott végzett
felmerés kimutatta, hogy a kopott cipd a vezetd ok abban ha a
ferfi munkakeresOk rossz els@ benyomast tesznek”

* A felmérést a ,,Kiwi Brands” tdmogatta

« A gyogyszercegek fizetnek azoknak a klinikail orvosoknak,
akik valamely termékiiket hasznaljak €s errdl fontos orvosi
lapokban cikket jelentetnek meg.

« Altalaban nem szabad elhinniink az olyan statisztikai
vizsgalatok eredményét, ahol a tamogato anyagilag érdekelt az
eredményben.
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Reészleges ismeretek

 ,, Az altalunk az utolso 10 évben az orszagban
eladott autok 90%-a még mindig az utakat
jarja”

* A ceg valojaban csak harom ¢éve adta el az elso
autodt az orszagban ...
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Hianyzo adatok

 Eldfordul, hogy veletlen okokbol hianyzik egy-egy
adat.

« Ha valami specialis okbol hianyzik, akkor az
hasznalhatatlanna teszi az adatsort.

* Pl.: Népszamlalasi adatokbol hianyoznak az
otthontalanok. Jovedelmi adatok esetén az emberek
nem mondanak 1gazat. A laboratoriumi mérések
koziil kihagyjuk azokat, amik tal nagyok ...
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Készakart hamisitasok

o http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_miscon
duct

* Mendel, Millikan ,,megerdsitési torzio”
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Buktatok

“*Hibas mintak “*Valasz megtagadas
“*Kicsi mintak “*Korrelacio és
“»Félrevezet6 abrak kauzalitas

< Becsapés abrak < Onérdekeltség a
“»Jaték a szazalékokkal vizsgalatban

o 1 ;
“*Beugrato kérdések Preciz szamok

“* A kérdések sorrendje *Reszleges kepek

s Készakart hamisitas
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben:

< Attekintettiink néhany buktatét.

< Bemutattuk miért fontos a jézan ész
mielott statisztikai vizsgalatokat végeznénk
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1-4 fejezet
A kisérletek megtervezese
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Fo pontok

<+ Ha a mintat nem megfeleléo médon
gyujtjuk, akkor az annyira hasznalhatatlan
lesz, hogy semmiféle statisztikai
manipulaciéval sem tudjuk megmenteni.

< A veletlen tipikusan kritikus szerepet
jatszik abban, hogy mely adatokat gyujtsuk
0ssze.

48. oldal
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Definicio

* Megfigyeléses vizsgalat
(Observational study)

bizonyos jellemzo tulajdonsagok megfigyelése és
mérése anélkul, hogy megvaltoztatnank a
vizsgalat targyat/alanyat

pl.: kozvélemeénykutatas, csillagaszati/asztrofizikai
medfigyelesek

49. oldal
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Definicio

* Kisérlet (Experiment)

valamilyen kezelést veégzunk és azutan
medgfigyeljuk a hatasait a kisérlet targyan/alanyan

Pl.: klinikai gyogyszervizsgalat, részecske
utkozések a CERN gyorsitéjaban
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Definiciok

<+ Keresztmetszeti vizsgalat (Cross Sectional
Study)

Az adatokat egy idopontban meérjuk, figyeljuk
meg és gyujtjuk be.

<+ Utodlagos vizsgalat (Retrospective Study)

Multbéli adatokat hasznalunk. (pl.: az autébalesetben
meghaltak és nem abban meghaltak osszehasonlitasa)

< ElOre tervezett (Prospective Study)
Az adatokat a jovoben gyiijtjuk, olyan csoportokbal,

melyek valamilyen kozos faktorban megegyeznek. (pl.:

a mobil telefont hasznald és nem hasznalo vezetok
csoportjainak osszehasonlitasa)

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Definicio

«» Zavar (bezavaras)

akkor lép fel egy kisérletben, ha a kisérletet
végzo nem tudja megkulonboztetni az egyes
faktorokat

Pl.: Mindenkitél levonunk 1 pontot, ha nem jelenik meg az el6adason,
javul-e a részvételi arany? Tfh. hogy javul. De lehet, hogy idén jobb
volt az idéjaras. A két faktor nem kulonboztethet6é meg.

Ugy kell a kisérletet megtervezni, hogy ne lépjen fel zavar!
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A valtozok hatasanak kontroll alatt
tartasa
<+ Vak vizsgalat (Blinding), duplan vak vizsgalat

a vizsgalat alanya nem tudja, hogy kezelést kap-
e vagy placebét, duplan vak, ha a kisérletezé6 sem tudja
(pl.: a gyermekbénulas Salk vakcina kiprobalasa az
USA-ban 1954-ben)

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 53 . O I d al



-~ Blokkositas — felosztjuk a populaciét

olyan alcsoportokra amelyekben a kisérlet szempontjabol
fontos tulajdonsagai megegyeznek . Mindegyik blokkban

veletlenszeruen valasztjuk ki a kezelteket
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<+ Teljesen randomizalt (véletlenszerisitett) kisérleti
elrendezeés

véletlen kivalasztassal valasztjuk ki azokat, akik kezelést
kapnak

pl.:
<+ Szigoruan kontrollalt elrendezés

nagyon korultekintéen kivalasztott egyedek

pl,: ha pl. véernyomascsokkentot tesztelunk, akkor ha az
egyik blokkban van egy 30 éves tulsulyos cigarettazo
férfi, aki szereti a sos és zsiros ételeket, akkor a masik
blokkba is teszunk ilyet

55. oldal
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Ismétlés és a
minta meérete

s+ Ismeétlés

a kisérlet megismétliése amikor van elegendo
alany ahhoz, hogy észrevehessuk a kulonbozo
kezelések kozti eltéréseket

v+ Minta mérete

akkora mintat kell hasznalni ami elég nagy
ahhoz hogy kimutathassuk benne az effektust
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Definiciok

s+ Véletlen mintaveétel

a populacié minden tagjanak ugyanakkora
eseélye van arra, hogy a mintaba bekeruljon

*Egyszeru veletlen mintavetel n
hosszusagu)
a minta tagjait ugy valasztjuk ki, hogy

barmelyik N hosszusagu mintanak ugyanakkora a
kivalasztasi esélye
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Veletlen szamok generalasa

427-5620
931-9823
. 953-1113
| =l 434-6193
231-0098
k=2\129-0909
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Szisztematikus mintavétel

Valamilyen kezdoponttél indulva kivalasztjuk
minden K adik elemet a populaciébol

RLARL

problémas lehet, ha a populacid is szisztematikusan van rendezve
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Kényelmes mintavetel

hasznaljuk azt a mintat, amit a legkonnyebb
beszerezni

E}d
Do you believe
in the death

penalty?
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Rétegzett mintavetel

oszd fel a populaciot ketté vagy tobb csoportra
(retegre), melyeken belul bizonyos (a kisérlet
szempontjabol fontos) tulajdonsagok azonosak
vagy hasonloéak,
majd vegyunk mintat mindegyik rétegbaol
Women Men
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Klaszter mintavétel

oszd a populaciét valamilyen természetes moédon
klaszterekre; véletlenul valassz kozuluk, hasznald
az osszes tagot

[
recinc

Interview all voters in

shaded precmcfs,
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A mintavételezés modszerei

* Véletlen

*s* Szisztematikus
** Kényelmi

** Rétegzett

** Klaszter
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Definiciok
** Mintavételi hiba (Sampling error)
a minta és a populacio eredménye kozti
eltérés, ami a mintak fluktuaciojabol
szarmazik

‘0

+* Nem mintavételi hiba (Non-sampling
error)

olyan eltérés, ami az inkorrekt
adatgyujtésbol, adat felvitelbol vagy
analizisbol ered
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben:

< A vizsgalatok és meérések tipusait
< A valtozok hatasanak kontrollalasat
“* Randomizaciot

< A mintavételezés tipusait

< A minta hibait

tekintettuk at.
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Az adatok leirasa, megismerése es
osszehasonlitasa
2-1 Attekintés
2-2 Gyakorisag eloszlasok
2-3 Az adatok vizualizacioja
2-4 A centrum méroszamai
2-5 A szoras méroszamai
2-0 A relativ elhelyezkedés méroszamai

2-7  Explorativ adatelemzés
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2-5. fejezet
A variabilitas méroszamai
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A variabilitas
meroszamail

A szoras a statisztika egyik legalapvetobb fogalma,
ezert fontos hogy megértsuk a lényeget
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Varakozasi ido kulonbozo bankokban
percekben

Bank of Nyl 65 66 67 68 71 (3 74 1.7 1.7 7.7

42 54 58 6.2 6.7 (7 7.7 85 93 10.0

Csaiaerocsogel Bank
J [«) [«

Bank of Nyul Csajagrocsogei Bank
Atlag 7.15 7.15
Median 7.20 7.20
Moédusz 7.7 7.7
Midrange 7.10 7.10
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Definicio

Az adat halmaz terjedeleme
(range) a legnagyobb ¢€s a
legkisebb érték kozti kiilonbség

legnagyobb _ legkisebb
érték ertek
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Definicio

A minta halmaz szorasa (standard
eltérése, standard deviation) az
adatok elterését meri az atlag korul
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A minta szorasanak keplete

> (X - X)?
n-1

2-4. képlet

P¢lda: 1, 3, 14 (tabla)
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A szoras kiszamitasanak
proceduraja
Szamold ki az atlagot X
Vond le az atlagot minden egyes adatbol (X o )_()
Minden igy kapott eltérést emelj a negyzetre (X — )—() 2
Add 6ssze ezeket az eltéréseket Z (X — )_() :

Az eredményt oszd el az adatok szama -1 n—1 -el.

Vonjal beldle gyokot
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Egyszerusitett keplet

N (Xx?) - (XX)?

> n(n-1)

2-5. képlet

Levezetjlk a tablanal!
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Szoras -
kulcspontok

“ A széras az atlag koruli variabilitas mértéke
“* Az s szoras pozitiv (vagy 0)

“ A szoras s ertéke dramatikusan megno, ha egy vagy
tobb outlier (a tobbitol messze es6) adat is van koztuk

< Az s mértékegysége megegyezik az adatok
meértekegységeével
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A populacio szorasa

Hasonlo, mint a 2-4. képlet, azonban itt a
populacio atlagat és a populacié nagysagat
hasznaljuk (és nem vonunk le 1-et).
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Definicio

% A variancia (vagy szérasnégyzet) a szoras
négyzete.

“* Minta variancia: A minta szérasanak négyzete.

\/

< Populacié variancia: A populacio szérasanak
négyzete.
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Variancia -
Jeloléesek

néegyzetre emelt szoras

82 Minta variancia
Jeloles
62 Populacié variancia

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Miért van n-1 a 2-4. kepletben?

Szeretnénk, ha a mintabél kiszamitott s?
szorasnégyzet a leheto legjobban
megkozelitené a populacidé o varianciajat.
Nagyon sokféele modon valaszthatunk ki n
db mintaelemet az N elemu populaciébal,
és igy sok-sok kulonbozo becslést kapunk
a populacio szoérasara. Szamitasokkal
alatamaszthato, hogy a 2-4. képlet az n-1
osztoval atlagosan a helyes becslést adja
a szorasra, amit torzitatlan becslésnek
nevezunk.

Példa: 3 elemi populacio, véletlen
(visszatevéses) mintavetelezes
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Példa: 3,6, 9

.0
39¢s93 =6 s?=((3—6)*+(9—16)?)/1=18.0
A S CEL ECE DS
6,6 T =06 2= ((6—6)2+ (6—6)2)/1 =0.0
9,9 T=09

g2

((9—9)2+(9-9)%)/1=0.0
(4.5+4.5+4 .5+4.5+18.0+18.0+0.0+0.0+0.0)/9=54.0/9=6.0
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Miert nem hasznaljuk az
abszolut eltérést?

.

>y &
-

Atlag abszolut eltérés =

nem additiv és nem torzitatlan becslése a populacio atlagtdl valo abszolut elterésének
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Definicio

A variacios egyutthato (CV) megadja a szorast az
atlag szazalekaban kifejezve

Minta Populacié
cv = = ¢100% cv= Ze100%
X H

Arra j0, hogy kiilonb6z06 skalakon mert
variabilitasokat 0ssze tudjunk hasonlitani.
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Példa:

Megvizsgaltuk 100 férfi magassagat ¢s sulyat

, X
Magassag: —

Magassag atlaga = 173.58 cm
Magasség@hrésa S=7.67 cm
Suly:
Suly atlaga = 78.26 kg

Suly szordasa S=11.94 kg

CV =7.67cm/173.58cm=4.42%

magassag

* G Vaivm kb d4K0/78.26K0%10.26%
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A szoéras kiszamitasa
gyakorisag eloszlasbol

2-6. képlet

n [Z(F - x )] - [Z(F « X))
S= nn-1)

Hasznaljuk x értékeknek az osztalyfelezo
pontokat
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Definicio

Csebhisev tétel

Az adatok legalabb 1-1/K? —ad része mindig kozelebb
van az atlaghoz mint K szoéras, ahol K egy 1-nél
nagyobb pozitiv szam.

* K = 2 esetén, legalabb %:-e (vagy 75%-a) az adatoknak nem tér
el jobban az atlagtdl mint 2 széras

¢ K = 3 esetén, legalabb 8/9-ada (vagy 89%-a) az adatoknak
nem tér el jobban az atlagtol mint 3 széras

85. oldal

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



Definicio

Empirikus (68-95-99.7) szabaly

Kozelitoleg haranggorbe alaku eloszlas esetén a
kovetkezo tulajdonsagok igazak:

“ Mintegy 68%-a az értékeknek az atlag 1 szérasnyi
kornyezetébe esnek

“* Mintegy 95%-a az értékeknek az atlag 2 szérasnyi
kornyezetébe esnek

“ Mintegy 99.7%-a az értékeknek az atlag 3 szérasnyi
kornyezetébe esnek
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Az empirikus szabaly

< 687 within —
| standard
deviation

34% 347%

X— s X x+ s
2-13. abra

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 87 . O I d a-l



Az empirikus szabaly

A

957 within

2 standard deviations

Y

<« (87 within —
| standard
deviation

135%

F—I Zs X — s X x+ s ;?-}-' Zs
2-13. abra
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Az empirikus szabaly

99.7% of data are within
3 standard deviations of

the mean (x — 3s to x + 3s)

A

95% within

Z standard deviations

A
Y

-~ 8% within —-
I standard
deviation

24%

0.1%

1357

)?—IBS AT_IZS X — s x x+ s x + 2Zs ,\_f+l35
2-13. abra
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben foglalkoztunk a:

<+ Az adatok terjedelmével

< A populacio és a minta szorasaval (SD)

< A populacioé és a minta varianciajaval (VAR)

< A variacios egyutthatoval (CV)

“+ A szdras kiszamitasaval a gyakorisag eloszlasbol
“* Empirikus szabaly

% Csebisev tételével
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2-6. fejezet
A relativ helyzet
meroszamai
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Definicio

o 7 eltéres (vagy standard eltérés)

X pozitiv vagy negativ elteérése az
atlagtol szoras egysegekben merve.
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Az elterées merese
Z erték

Minta Populacio
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Példa:

 Lyndon Johnson volt a legmagasabb amerikai
elnok, 190.5 cm.

* Shaquille O’Neal a Miami Heat legmagasabb
kosarlabda jatékosa, 216 cm.

» Johnson volt-e sokkal magasabb mint az
osszes elnok, vagy O’Neal a csapattarsainal a
Miami Heat-ben?

* Elnodkok atlaga 181.6 cm, szordsa 5.3 cm.

« Miami Heat atlaga 203.2 cm, szorasa 8.4 cm.
o Eemisfit@iRsg Q1 RY/E 2— iR For ELTE KRFT 94. oldal



A z elterés interpretacioja

2-14. abra
Unusual Values Ordinary Values Unusual Values
] | ] 1 1 I 1
-3 -2 —1 0 ] 2 3

Ha egy értéek kisebb mint az atlag, akkor a z érték
negativ.

Megszokott értékek: z értéke -2 és 2 kozott
Szokatlan értekek: z érték < -2 vagy z ertéek > 2
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Einstein 1Q-|a

Az IQ eloszlasa 10 kozelitéssel haranggorbe

alaka

Az emberek 1Q atlaga 100, szorasa 16.

Einstein 1Q-ja 160-volt.

7=(160-100)/16=3.75

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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Definicio

<+ Q, (Alsolelso kvartilis) nagysag szerint
rendezett adatok also 25%-at valasztja el a
fels6 75%-tol.

<+ Q, (Masodik kvartilis) ugyanaz mint a
median; elvalasztja az adatok also6 és felso
50%-at egymastol.

< Q, (Felsé/harmadik kvartilis) az alsé 75%-
ot a felso 25%-tol valasztja el.
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Percentilisek

Ugyanugy, ahogy a kvartilisek negy részre
osztjak az adatokat, a 99 percentilis
(kvantilis)

P., P,, ... Py, az adatokat 100 csoportra
0Ssztja.
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Hogyan talalhatjuk meg, hogy egy
ertek melyik percentilis esik?

L x-nél kisebb ertekek szama
X percentilis ertéke= » 100

az osszes értékek szama
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Konverzié a k-adik percentilis és a
megdfelelo adat ertékek kozott

Jelolés
N az adatok szama
L _ k N K  akvantilis szama
100 L lokator, ami meghatarozza a keresett

adat sorszamat

P, k-adik kvantilis
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Keressuk meg
0.8152 kvantilis
értéket

m Sorted Weights (in pluunds) of Regular Coke in 36 Cans

00l 09 08k 08673 09079 0410 11/36°100

o6 0 0sE 0850 0850 =30.55556

08152 08161 08161 08163 0.8165 08170 ]
08172 08176  0.8181 08189 08192 (.8192 Kerekitve 31

08194 08194 08207 08211 0822 (1.8244 0.8152 a 31.

0844 08247 08251  0.8204 08284  0.8295 kvakntilisbe
i ik | - - esi
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m_":urte'd Weights (m pﬁ-unds.) of Regular Coke in 36 Cans

0701 0.4 08962 08673 0.8479 0.M10
08726 0808 0843 0.8450 0.850 4ﬂIIEED
08152 08161 08161 08163 08165 08170
08172 08176 08181 08189  0.8192  0.8192
08194 08194 08207 08211 08229 0.8244
0.0244 08247 08251 08264 08284  0.8295

Keressuk meg P,, ertéket (a 31. kvantilist).
31

| =
100

Kezdve a legkisebb ertekkel, szamoljunk el a 12 -
Ig a rendezett listaban. P,, = 0.8152.

e36=11.16 Kerekitsiik fel: 12.
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Sort the data.
(Arrange the data in

order of lowest to
y y

highest.) A ko nve rZiO Seméja

Compute

L= (f%) n  where

n = number of values
k = percentile in question

The value of the ,th Percen'h’fe

Is is midway between the Lth value
L a whole Yeis and the next value in the sorted
number : : set of data. Find 7 by adding
? the Lth value and the next value

and dividing the total by Z.

No

Change L by rounding
it up to the next
larger whole number.

The value of 7, is the 2'15- ébl'a

Lth value, counting from
the lowest. I
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Néhany fontos jellemzo

< Interkvartilis terjedelem (IQR): Q.- Q,
-QB_ Ql

“ Fél-interkvartilis terjedelem:
2

< Kvartilis felezé: st Qs
2

“ 10 - 90 kvantilis terjedelem: P, - P,
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

** a z értékeket

*» z értékeket és szokatlan értékek

*» Kvartilisek

*» kvantilisek

*» A kvantilisek konvertalasa adatértékekre és vissza

< Mas jellemzok
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2-1. fejezet
Explorativ adatanalizis
(EDA)
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Definicio

“» Explorativ adatanalizis a statisztkal
modszerek (mint abrazolas, a
centrum ¢s a variabilitas
meghatarozasa) alkalmazasanak a
folyamata, amit azért vegziink, hogy
megismerjuk az adatok legfontosabb
statisztikai jellemzoit
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Definicio

< Az outlier egy olyan érték, ami
nagyon tavol esik a tobb1 adat
tobbsegetol.
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Fontos elvek

< Egy outlier-nek dramai hatasa lehet az atlagra

“ Egy outlier-nek dramai hatasa lehet a
szorasra

“* Egy outlier-nek dramai hatasa lehet a
hisztogramra, ami miatt az eloszlas teljesen
zavaros lesz
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Definiciok

% Egy adathalmazra vonatkozo6an, az 5-szam
0sszesitd a minimum értékbdl; a Q, elsd
kvartilisbdl; a medianbol (Q,); a harmadik
kvartilisbdl, Q4; €s a maximum ertekbol all.

“* A boxplot egy a minimumtol a maximumig
terjedo vonalbol all, valamint egy dobozbdl,
amiben fuggoleges vonal huzodik az also
kvartilisnél, Qq; a mediannal; €s a felso
kvartilisnél, Q4
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Boxplot

Minimum Q; Median Q3 Maximum
y ! V V !
0 865 170 2515 U9
| | | | |
' | | | !
0 100 200 300 400 500

Cotinine Level of Smokers

2-106.
abra
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Boxplot-ok

V\ | |/\

Bell-shaped Uniform Skewed

2-17. abra
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Modositott boxplot

 Qutlier, ha Q; —at 1.5 X IQR-el meghaladja
 Qutlier, ha Q, —nél 1.5 X IQR-el kisebb

» Ezeket kihagyjuk €s csak jeloljuk (csillaggal),
a maradekra csinalunk boxplotot.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben attekintettuk:

< Explorativ adatanalizist
% Az outlier-ek hatasat

** 5-szam osszesitot és a boxplot-ot
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4. eloadas
Valoszinlséeg
4-1 Attekintés
4-2 Alapok
4-3 Addicios szabaly
4-4 Multiplikacios szabaly: Alapok

4-5 Multiplikacios szabaly: Komplementer és
feltételes valoszinliséeg

4-6 A valoszinuségek meghatarozasa szimulacioval

4-7 Kombinatorikus szabalyok
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4-1 fejezet
Attekintés
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Attekintés
A ritka esemeény szabaly a
kovetkezteto statisztikaban:

Ha, valamilyen feltevések mellett valamilyen
medgfigyelt esemény valészinlisége kicsi, akkor arra
kovetkeztetunk, hogy a feltevés nem igaz.

A statisztikusok aritka esemeny szabalyt hasznaljak

kovetkeztetési szabalykent (a logikai kovetkeztetes
helyett).

Példa: egy adott moédszer hasznalata mellett 98 lany és 2 fiu
szuletik
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4-2. fejezet
Alapok
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben az események
valoszinuségének alapfogalmat
vezetjuk be. Harom kulonbozo
modszert mutatunk be a valészinlseég
ertekeinek meghatarozasara.

A legfontosabb célkitizésunk, hogy
megtanuljuk, hogyan kell interpretalni a
valoszinuseg szamertekeit.

119. oldal
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Definiciok

< Esemeény
valamilyen folyamat vagy procedura (tovabbiakban
véletlen kisérlet) eredményeinek vagy kimeneteinek
gyujtemeénye
“* Elemi esemény

egy olyan esemeény, amit nem lehet egyszeriibb

komponensekre bontani
“* Esemeény ter

a lehetséges elemi esemeények osszessége;
minden lehetséges kimenet, amit nem lehet tovabb

bontani

120. oldal
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Peldak

esemeény/folyamat: egyszerli (nem iker) sziilés
esemeny: lany (elem1 esemény)

teljes eseménytér [fia, lany]

esemeny/folyamat: harom sziilés

esemeny: 2 lany €s egy {10 (nem elemi, mert:

£, 151, fll)

teljes esemeényteér [t i1, f1£, 11, f11,111,11£,111] 8 elem
esemeny
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Jelolések

P — jeloli a valészinuséget
A, B, es C — adott eseményeket jelol.

P (A) = Jjeloli annak a valoszinlseéeget,
hogy az A esemeény bekovetkezik.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 1 2 2 . O I d al



A valoszinliseg kiszamitasanak
szabalyal

1. szabaly: A valészinliség kozelitése a
relativ gyakorisaggal
Vegezz el egy kisérletet (vagy figyel] meg egy
folyamatot), és szamold meg, hanyszor
torténik meg az A esemény. Ezeken a

konkrét eseményeken alapulva, P(A) a
kovetkezo modon becsulheto:

F) ( A) — A bekovetkezéseinek szama
hanyszor ismetlodott a kisérlet osszesen

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 1 23 . O I d a-l



Példa: Mi a vsz.-e annak, hogy
egy rajzszog a talpara esik?

* Dobjuk le 1000-szer és szamoljuk meg
hanyszor esik talpra.

 Hasonlo feladat macskaval ...
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A vsz. kiszamitasanak
szabalyali

2. szabaly: Klasszikus/kombinatorikus

megkozelites (Egyforman valoszini
kKimeneteket feltetelez)

Tegyuk fel, hogy egy véletlen kisérletnek N kulonbozo
elemi esemény a kimenetele és minden egyes kimenet

bekovetkezésének ugyanakkora az eselye. Ha egy A
esemeény s esetben kovetkezhet be az n kimenet kozul,

akxoy _ A bekdvetkezésének estei
P(A) =S

az osszes elemi
esemenyek szama

125. oldal
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Péelda: Mi a vsz.-e, hogy a

dobokockaval 6-ost dobunk

Idealis kocka vagy valodi kocka?

Elem1 események: 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-

Ost, 6-0st dobunk

Ha mindegyiknek ugyanakkora a vsz.-e, akkor

P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6
Hasonl6 problémak: urna golyodkkal,

lottoszamok, kartyajatekok, ....

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT
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Szokasos hiba

Azért, mert nem tudjuk egy esemeny vsz.-¢€t,
még nem jelenti azt, hogy 50% - 50% hogy az
megtorténik vagy sem:

Atmegyek-e az elemi statisztika vizsgan?

Milyen 1d0 lesz holnap?

Szeret? Nem szeret?

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT
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A vsz. kiszamitasanak
szabalyali

3. szabaly: Szubjektiv valdszinliség

P(A), az A esemeény valoszinuséget a
relevans korulmények figyelembeveételével
becsuljuk.
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A nagy szamok torvénye

Ha a véletlen kisérletet ujra és ujra
megismeteljuk, a relativ gyakorisagbol
kapott (1. szabaly) valészinlség az
esemeény valodi valdészinliseget kozeliti
meg.
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A valoszinuseég hatarai

“* A lehetetlen esemény valészinlusége 0.

< A bizonyosan bekovetkezo6 esemeény
valészinisége 1.

“ Minden A eseményre, A vsz.-ge 0 és 1 kozé
esik, beleértve a hatarokat is.
Vagyis, 0<P(A) <1.
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Magyarazat

Osszes kisérlet szama: N
Amiben A bekovetkezett: N,
A vsz. becslése NA/N 2 P(A)
O<NL/N<1-2>0<PA)<I
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| — Certain

A valésziniiség [« |
lehetseges erteke

0.5 —50-50 Chance
— Unlikely U
0 Impossible
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Definicio

Az A esemény komplementerét A jeloli,
ami mindazokbol az esemeényekbaol all,
melyekben A nem kovetkezik be.
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Példa

* A valOsagban tobb fia sziiletik, mint lany. 205
yszulott kozul 105 fia. M1 a valoszinlisége
annak, hogy egy véletlenul kivalasztott
szulott nem fia.

P(nem fit1)=P(lany)=100/205=0.488
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Definiciok
Az igazi esélyek az A esemény megtorténése ellenében

P(A)/P(A), altalaban a:b alakban kifejezve (vagy “a a b-
hez”), ahol a és b egész szamok (kozos oszto neélkul).

Az igazi esélyek az A esemeény megtorténése mellett
az elobbi reciproka. Ha A ellenében a:b az esély,
akkor A mellett b:a.

A nyerési esély az A eseménnyel szemben a netto
profit (ha nyersz) viszonya a feltett osszeghez.
nyerési esély egy A eseménnyel szemben
A = (nettod profit) . (feltett osszeq)
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Példa

A kaszindban tegytnk a 13-as szdmra 5$-t.

A nyerés vsz.-e: 1/38

A kaszin¢ 35:1-aranyban fogad.

Mekkora az 1gazi esely?

a 13-assal szemben az es¢ly=P(nem
13)/P(13)=37/38 / 1/38 = 37 vagyis 37:1

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT

136. oldal



Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
< A ritka események szabalyat
< A valészinuség szabalyait.
< A nagy szamok torvényeit.
< A komplementer eseményt.
< Eselyeket.
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4-3. fejezet
Addicios szabaly
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Kulcsfogalmak

A fejezet célja, hogy bemutassuk az addicios
szabalyt ami egy jo eszkoz arra, hogy vele
olyan vsz.-eket szamitsunk ki melyek P(A
vagy B) alakuak, azaz annak a vsz.-e hogy
vagy A esemeény bekovetkezik, vagy B
esemeény bekovetkezi (esetleg mindketto) a
véletlen kiseérlet kimenetekeént.
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Halalos aldozatok gyalogos

gazolasnal
[ttassag Gyalogos igen Gyalogos nem
Vezetd 1gen 59 79
Vezetd nem 206 5381
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Példa

« Mi avsz.-e annak, hogy vagy a vezetd vagy a
gyalogos ittas volt?

e Osszes eset 985
 |ttas volt valaki: 404/985 = 41%

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 14 1 . O I d al



Definicio

Osszetett esemény

barmely 2 vagy tobbe elemi eseménybol osszetett
esemeny
Jeloles
P(A vagy B) = P(A + B) = P (egy kisérletben, A
esemeny vagy B esemeény vagy mindketto
bekovetkezik)
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Az osszetett esemeények vsz.-
ének altalanos szabalya

Ha ki akarjuk szamitani annak a vsz.-ét,
hogy A bekovetkezik vagy B
bekovetkezik, meg kell szamolni, hogy
A hanyszor kovetkezik be és hogy B
hanyszor kovetkezik be, de nem
szabad tobb mint egyszer megszamolni
a lehetséges kimeneteket.
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Példa

Mekkora annak a valoszintisége, hogy a vezeto
vagy a gyalogos Iittas volt?

Vezeto ittas: 138
Gyalogos Ittas: 325
Osszesen 463

de, kétszer szamoltuk azt az 59 esetet, amikor
mindketten ittasak voltak 463-59=404
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Osszetett esemény

Formalis osszeadasi szabaly:
P(A vagy B) =P(A+B)= P(A) + P(B) — P(A és B)

ahol P(A és B) jelenti annak a vsz.-ét, hogy A és B
mindketten egyszerre bekovetkeznek a kisérlet
kimenetekent.

Intuitiv szabaly:
Na+g=Na*tNg-Na ¢s B
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A és B)
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Definicio
Az A és B esemeények diszjunktak (vagy
kolcsonosen kizarok) ha nem tortéenhetnek
meg egyszerre. (Vagyis, diszjunkt
esemenyek nem fedhetnek at egymassal.)

Total Area = 1 Total Area = 1

A D) PLA) (B

P(A and B)

Nem diszjunkt események Venn

Diszjunkt események Venn
diagrammja

diagrammja
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Komplementer esemenyek

A és A
diszjunkt események

Egy esemény és a komplementere nem
kovetkezhetnek be egyszerre.
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Komplementer esemenyek
szabalyali

P(A) + P(A) =1
P(A) =1-P(A)
P(A) =1-P(A)

sztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 148 . O I d al



A eés komplementerenek
Venn diagrammja

Total Area = 1

PA=1— PA
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben targyaltuk az:

<+ Osszetett eseményeket.
< A formalis osszeadasi szabalyt.
< Az intuitiv osszeadasi szabalyt.
“* Diszjunkt eseményeket.

< Komplementer eseményeket.
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4-4. fejezet
Multiplikacios szabaly
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Kulcsfogalmak

Ha az els60 A esemény kimenete
valahogy befolyasolja a masodik B
esemeény kimeneteét, fontos hogy a B
esemeny vsz.-enek kiszamitasakor
figyelembe tudjuk venni hogy A
bekovetkezett.

P(A és B) = P(A*B) kiszamitasanak
szabalyat multiplikacios szabalynak
nevezzuk.
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Felteteles valoszinuseg

A masodik esemény B vsz.-ében
figyelembe kell vennunk, hogy A
bekovetkezett.
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A felteteles vsz. jelolese

P(B|A) jeloli annak a vsz.-ét, hogy a B
esemeny bekovetkezik, feltéeve hogy A
esemény mar bekovetkezett (B [A mint “B
felteve, hogy A.”)
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Példa

Mi a valdszinlisége annak, hogy a vezeto ittas volt (A
esemeny)?

P(A)=138/985 = 14%

Mi a valoszinlisége annak, hogy a gyalogos ittas volt

(B esemény)?

P(B)=325/985=33%

Mi a valdszinlisége annak, hogy a gyalogos ittas volt,
ha tudjuk, hogy a vezetd ittas volt?

Vezeto ittas 138 esetben, ebbol 59 esetben a gyalogos
IS.

P(B|A)=59/138=43%
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Definicio
Egy esemeény feltételes valoszinlisége az a
valoészinuség, amit akkor kapunk, ha
figyelembe vesszuk, hogy egy masik esemény
mar megtortent. P(B | A) jeloli B esemény
feltéeteles vsz.-ét, feltéve, hogy A
bekovetkezett. Kiszamitasa:

P(A és B)
P(A)

P(B|A) =

156. oldal
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Pelda (tovabb)
+ P(A és B)=59/985

. P(A)=138/985
« P(B|A)=P(A és B)/P(A)=59/138 mint el&bb.
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Definicio

Fuggetlen események

Két esemény, A és B fuggetlenek ha az egyik
bekovetkezése nem befolyasolja a masik
bekovetkezésének valoszinuseget. (Tobb
esemény hasonlé modon fuggetlen, ha
barmelyikuk bekovetkezése nem befolyasolja a
tobbiek bekovetkezésének valoszinuséget.) Ha
A és B nem fuggetlenek, akkor egymastol
fuggonek nevezzuk oket.

158. oldal
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Formalis szorzasi
szabaly

< P(A és B) = P(A)* P(B|A)

“ Ha A és B fuggetlen esemeények,
akkor P(BJ|A) = P(B).
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Intuitiv szorzasi szabaly

Na es 8 = (Nasg/Na)Np
Na s B/N = (Nasg/Na)NA/N
P(A*B)=P(B|A)P(A)

P(A*B)=P(B)*P(A), ha A és B fuggetlenek
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Osszefoglalas:

“* Feltételes valosziniuseéget.

“» Formalis szorzasi szabalyt.

< Intuitiv szorzasi szabalyt.
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4-6. fejezet
Valoszinuséegek
kiszamitasa szimulacioval

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 1 62 . O I d al



Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben egy masik
modszert mutatunk be a
valoszinusegek kiszamitasara,
amivel az elozo fejezetekben
bevezetett formalis modszerek
nehézségeit ki lehet kerulni.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Definicio

Egy folyamat szimulacioja egy
olyan masik folyamat, ami ugyanugy
viselkedik, és igy hasonlé

eredmeényeket produkal mint az elso.
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Szimulacios pelda (nagyon
egyszeru pelda)

Nemek (F,N) szelekcioja Ha valamilyen nemi
szelekcidos modszert tesztelunk, akkor
tudnunk kell, hogy mi a valészinlisége annak,
hogy 100 ujszulott kozul legalabb 60 lany.
Felteve, hogy a fiu és lany szuletések
egyforma gyakoriak (vagy nem). Talaljunk ki
egy egyszeru szimulaciot, amivel ki tudjuk
szamitani ezt a valoszinlUseéget.
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Pelda: Generaljuk 100 ujszulott

1. megoldas: nemet
“* Dobjunk fel 100-szor egy érmét és fefj =no
iras = férfi
F F i F i i F F F F
A S N N N SR S S
noé noé ferfi né ferfi  férfi né nod noé noé

2. megoldas:
“* Generaljunk 0’ és 1’ sorozatokat egy szamitégeéppel, ahol

0 = feérfi
1=no
0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
[ R R N R D N S
ferfi ferfi né férfi né né n6 ferfi ferfi férfi
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* Generaljunk nagyon sokszor (N alkalommal)
100 db veletlen 0 vagy 1 szamot 50-50%
valoszintséggel (vagy pl. 51,12% - 48,88 %).

* Szamoljuk meg hanyban van 60 vagy tobb 1-
es (Ng, alkalommal).

« P(60 vagy tobb lany 100 sziiletésbol)=Ng,/N
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Véletlen szamok

Sok szimulacioban, véletlen szamokat hasznalunk a
valédsagos események szimulaciodjara. Kulonboz6
véletlen szam generalasi modszerek:

<+ Véletlen szamok tablazata

< Excel (VEL() fiiggvény, 0 és 1 kdozott egyenltesen)

% C (y=random(100) ) véletlen 0 és 100 kozotti
egész egyenletesen

168. oldal
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk a:

<+ Szimulaciokat.

“* Véletlen szam generalast.
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5. eloadas
Valoszinuseg eloszlasok

5-1 Attekintés

5-2 Véletlen valtozék

5-3 A binomialis eloszlas

5-4 A binomialis eloszlas atlaga, varianciaja
és szoérasa

5-5 A Poisson eloszlas

6-1 Attekintés

0-2 A normalis eloszlas
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5-1. fejezet
Attekintés
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Attekintés
Ezen az eloadason

diszkreét valoszinuseég eloszlasok

tulajdonsagaival foglalkozunk a 2.-3.
eloadason bemutatott leiro statisztika és a 4.
eloadason bemutatott valoszinlseqg
targyalasa soran hasznalt modszerek
kombinalasaval.

A valészinliséeg eloszlasok azt irjak le, hogy
valoszinuleg mi fog torténni és nem azt,
hogy valéjaban mi tortéent.
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A leirod modszerek és a
valoszinuseg kombinalasa

Ebben a fejezetben valészinliség eloszlasokat
konstrualunk, amik a lehetséges kimeneteket és a
hozzajuk tartozo varhato relativ gyakorisagukat mutatjak

be.
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5-2. fejezet
Véletlen valtozok

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 174 . O I d al



Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben bevezetjuk a valoészinlségi
eloszlas fogalmat, ami megadja egy valtozo véletlen
altal meghatarozott értékeinek a valoésziniséget.

Figyelembe veszi, hogy egy adott kimenet gyakran
kovetkezik-e be, vagy pedig egy szokatlan értékkel van
dolgunk, ami ritkan fordul elo véletlenul.
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Definiciok

s+ Veéletlen valtozo

egy valtozo (tipikusan x jeloli) aminek az
egyes szamertékeit a veletlen kiseérlet
véletlenszerli kimenetei hataroznak meg

** Valoszinuség eloszlas

egy olyan leiras, ami a véletlen valtozé minden
egyes értékéhez hozzarendeli annak
valoészinuségeét; gyakran grafikonként vagy
tablazatkent vagy képlettel van kifejezve
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Definiciok
» Diszkreét véletlen valtozoé

vagy véges sok, vagy megszamlalhatoan
sok szamu ertéket vehet fel

“* Folytonos véletlen valtozo

veégtelen sok értéket vehet fel, melyek
valamilyen folytonos skalan megadhato
meéreés eredményeiként adodnak, és nem
tartalmaznak hianyokat vagy szakadasokat

177. oldal
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Példa

» Texasban, Hidalgo jarasban annak a
valoszinusége, hogy az eskuidtszek 12 tagja
kozul hany Mexikoi-Amerikal. A lakossag
80%-a Mexikoi-Amerikal.

« Szokatlan-e, hogy egy eskiidtszék 7 tagja
Mexikoi-Amerikal vagy nem?
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Grafikonok

A valoszinuség hisztogram nagyon hasonlo a relativ
gyakorisag hisztogramhoz, de a fuggoleges skala most
a valoszinluségeket mutatja.

0.3 +

02 1

Probability

0 1 2 3 45 67 8 91011 12
Probability Histogram for Number of

Mexican-American Jurors Among 12
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A valoszinuseg eloszlas
fontos tulajdonsagai

> Px)=1

ahol P pozitiv értékeket vehet fel.

O<PX)<1

minden X ertékre.
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A valoszinliseg eloszlasok
atlaga, varianciaja és szorasa

H=3[x+PX)] Atlag
F=2[(x=u) -PXx)] Variancia

o=[Zx*P(X)]-p° Variancia (réviditett)

G:MZ [Xx 2.P(x)] —u? Szoras
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Ritkan elofordulo értékek
azonositasa

Az értekek nagy resze az atlag 2 (3) szorasnyi
kornyezetéebe esik. Ezen kivul talalhatok a ritka
ertekek.

A “szokatlan” értékek az alabbi hatarokon
kivulre esnek:

A szokasos értekek maximuma =y + 20

A szokasos értekek minimuma = y- 20
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A ritka éertékek azonositasa

Ritka esemény szabaly

Ha bizonyos feltevés mellett (mint pl. hogy egy
érme szabalyos) egy bizonyos bekovetkez6 esemeény
medfigyelése (mint pl. 992 fe] 1000 dobasbadl) nagyon
kicsi, akkor arra kovetkeztetunk, hogy a feltevés nem
igaz.

% Szokatlanul sok: x siker n prébalkozasbol
szokatlanul sok ha P(x vagy tobb siker) < 0.05
(0.003).

< Szokatlanul kevés: x siker n probalkozasbhol
szokatlanul kevés ha P(x vagy kevesebb siker) £ 0.05
(0.003).
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Definicio

A diszkreét véletlen valtozo6 varhato erteket
altalaban E jeloli, ami a kimenetek atlaga.
Ertékét igy kaphatjuk meg, ha kiszamitjuk a
> [x * P(X)] kifejezés értéeket.

E =2 [x°*P(X)
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

< A leiro statisztika és a valoszinliségek
kombinalasat.

% Véletlen valtozokat és eloszlasukat.
< Valoszinliség histogrammokat.
< A valoszinuség eloszlasok tulajdonsagait.

< Atlagot, varianciat és szérast a vsz. eloszlas
eseteén.

+» A kulonos esetek azonositasat.

«* A varhato értéket.
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5-3. fejezet
Binomialis Eloszlas
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben bemutatjuk a binomialis eloszlas
definiciojat és a valdszinuségek ertékeinek kiszamitasi
maodjat.

A binomialis eloszlast akkor tudjuk hasznalni, ha a
kimeneteket ket csoportra lehet osztani, mint
elfogadhaté/nem elfogadhato, tulélo/elpusztult sth.
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Definiciok

A binomialis eloszlas akkor lép fel, ha a véletlen
kisérletre a kovetkezo feltételek teljesulnek:

1. Mindig fixen rogzitett szamu kisérletet végzunk .

2. A kisérletek fuggetlenek. (Barmely egyes kisérlet
kimenetele nem befolyasolja a tobbit.)

3. Minden kisérlet kimeneteleit két csoportba lehet
sorolni (altalaban sikeres és sikertelen).

4. A siker valosziniisége allando a kulonboz6
kisérletekben.
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Jelolesek a binomialis
eloszlassal kapcsolatban

S és F (success és failure) jeloli a két lehetsges
kKimenet csoportot; p és g jeloliazSés F
valoszinluseégeit, azaz

P(S)=p (p = a siker valészinusége)

P(F)=1-p =9 (g =a sikertelenség vsz.-e)
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Jelolesek (folyt.)

n jeloli a probalkozasok fix szamat.

X jeloli n probalkozas kozul a sikeresek

szamat, igy x barmely egész szam lehet O és n
kozott, beleértve a hatarokat is.

o jeloli a siker valoszinlségét egy-egy
kisérletben.

q jeloli a sikertelenség valészinuséget egy-egy
kisérletben.

P(x) jeloli annak valésziniliségét, hogy pontosan x

prébalkozas lesz sikeres n probalkozas
kozul.
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A binomialis eloszlas keplete

PO = L p - g

e

aholx=0,1,2,...,n
és
n = a kisérletek szama
X = a sikerek szama az n proébalkozasbol

p = a siker valoszinusége egy-egy kisérletben

g = a sikertelenség valésziniisége (q = 1 — p)
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A képlet indoklasa

P(x) = (nE!X)!X!. px - g™
IV—I

A pontosan X
sikert
tartalmazo
kimenetek
szama az n
kisérlet esetén
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Indoklas (folyt.)

P(X) = T+ pX « g

[
(N — X )IX!
A I E—
v v

A pontosan X barmilyen
sikert sorrendben
tartalmazo bekovetkezo x
Kimenetek siker
szama n valészinlisége az

kisérlet esetén n kisérlet esetén
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben bemutattuk a:

< A binomialis eloszlas definiciojat.
< Jelolések.

< A képlet indoklasa.
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5-4. fejezet
A binomialis eloszlas atlaga,
varianciaja, es szorasa
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a binomialis eloszlas fontosabb
tulajdonsagait tekintjuk at, kiszamitjuk az atlagat, a
varianciajat és szorasat.

Ugyanugy mint eddig, a cél nem az, hogy ezeket
kiszamitsuk, hanem hogy interpretaljuk és megertsuk .
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Diszkrét eloszlasokra
vonatkozo kepletek:

Atlag g =2[x e P(X)]

Variancia  o? =[X X2« P(x)]- p?

Szoras o :M [22 X2 ¢« P(X) ] — p?
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A binomialis eloszlasra vonatkozo
kepletek:

Atlag g =nep

Variancia o° =nep-q

| 4 y

Szérdas o = \hep+qQ

Ahol

n = a kisérletek rogzitett szama
p = a siker valoszinusége
g = a sikertelenség valoészinilisége
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk az:
< A binomialis eloszlas atlagat, varianciajat és
szorasat.

< Az eredmény interpretalasat.
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5-5. fejezet
A Poisson eloszlas
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Kulcsfogalmak

A Poisson eloszlas azert fontos, mert
nagyon gyakran hasznaljuk ritka (kis
valoszinusegu) események
eloszlasanak leirasara.
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Definicio

A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ami bizonyos
események eléfordulasanak szamat adja meg egy adott
intervallumban. Az x véletlen valtoz6é az események
elofordulasi szama abban az intervallumban. Az

intervallum lehet id6, tavolsag, terulet, térfogat vagy
hasonlé.

Keplete:

X o -H
P(X) = £ %" ahol e ~2.71828
X!
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Példa

Rutherford ¢s Geiger (1910)

Polonium radioaktiv bomlasa soran az alfa-
részecskék szamat mértek

10.097 alfa részecske 52.16 ora alatt

0.0538 alfa részecske/masodperc

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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A Poisson eloszlas feltéeteleli

% Az x véletlen valtoz6 bizonyos események el6fordulasanak
szamat adja meg egy adott intervallumban.

++ Az elofordulasoknak véletlenszeriieknek kell lenniuk.

< Az elofordulasoknak fuiggetleneknek kell lenniuk
egymastol.

< Az elofordulasoknak egyenletesen kell eloszlaniuk az
intervallumon belul.

Paraméterek
< Az atlaga M.

< A széras =R
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Eltérés a binomialishoz
kepest

A Poisson és a binomialis kozott a kovetkezo fontos
kulonbségek vannak:

< A binomialis eloszlas kulon-kulon fugg a minta n
meéretétol eés ap valészinuségtol, mikozben a
Poisson csak a p atlagtol.

< A binomialis esetén az x lehetséges értékei O, 1, . .
. N, mig a Poisson eloszlasnal x lehetséges értékei
0,1, ..., felso hatar nélkul.
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A binomialis kozelitése
Poissonnal

A Poisson eloszlassal jol kozelitheto a
binomialis, ha n nagy és p kicsi.

Okolszabaly
“ n =100
“np<10
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A binomialis eloszlas
kozelitese Poissonnal - u

**n =100

“np <10

M kifejezese

B =Nep
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk a:

“* Poisson eloszlas definicidjat.
+» A Poisson eloszlas feltételeit.

“» A Poisson és a binomialis kozotti kulonbséget.

+++ A binomialis Poisson kozelitését.
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6-1. fejezet
Attekintés
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Attekintés

A kovetkezo fejezetek a:

* Folytonos valtozokrol

« Normalis eloszlasrol szolnak

Harang
alaku
V4 X_
és | e%(ﬁ,”‘ 2
szi u f(X) ="
1}
Value 6-1 képlet
0-1 abra
210. oldal
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6-2. fejezet
A standard normalis
eloszlas
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a standard normalis eloszlast
mutatjuk be, aminek harom o6 tulajdonsaga van:

1. Harang alaku.
2. Atlaga 0.

3. Szorasa 1.

Nagyon fontos, hogy megtanuljuk, hogyan kell
kiszamitani a standard normalis eloszlas kulonboz6
részei alatti teruleteket (valéoszinuségeket vagy
relativ gyakorisagot).

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 2 1 2 . O I d al



Definicio

< Egy folytonos véletlen valtozo6 eloszlasa
egyenletes eloszlas, ha értékei
egyenletesen oszlanak el valamilyen

Intervallumban. Az egyenletes eloszlas
teglalap formaju.
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Definicio

« Suruseég fuggveny egy folytonos
valoszinuség eloszlas gorbéje. A kovetkezo
tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. A gorbe alatti teljes terulet 1.

2. A gorbe minden pontja 0 vagy annal nagyobb.
(A gorbe soha nem eshet az x tengely ala.)

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 2 14 . O I d al



Terulet es valoszinuseg

Mivel a gorbe alatti terulet 1,
kapcsolat van a terulet és a
valoszinuség kozott.
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Példa

* Mivel az elem statisztika eloadasok olyan
1zgalmasak, hosszuk 50 ¢s 52 perc kozotti
egyenletes eloszlast mutat ©.

* Neked 51.5 percnel el kell menned. M1 a
valoszinlisége annak, hogy lekeésed a 6-0S
villamost?
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A valészinlség kiszamitasa a

teruletbol
P(x) Area = 0.5 x 0.5
N, = 0.25—¢
O X

50.0 50.5 51.0 515 52.0
Class Length (min)

6-3. abra
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Példa - Homeérok

Legyenek homeéroink, amelyek
atlagban 0-t mutatnak 1 fok szérassal
ha fagypontban lévo vizbe helyezzuk
oket. Szamitsuk ki, mi a
valoészinusége, hogy egy ilyen
homero kevesebb mint 1.58 fokot
mutat, ha fagypontban lévo vizbe
helyezzuk.
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Definicio

“ A standard normalis eloszlas egy folytonos
valoszinuség eloszlas, aminek 0 az atlaga,
szorasa 1 és a suriseég fuggvénye alatti
terulet is 1.

Area = 1

z Score
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Pelda — folyt.

P(z< 1.58) =

Area = 0.9429
(from Table A-2)

0 ,— 1.58

6-6. abra
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Standard Normal Eloszlas

Standard Normal (2) Distribution: Cumulative Area from the LEFT

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
—-3.50

and

lower .0001

—-34 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002
-3.3 .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0003
—-3.2 .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005
-3.1 .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007
-3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 0011 0011 .0010 .0010
—-2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 0014 .0014
—-2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
—-2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 0027 .0026
—-2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
—-2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 0051 *.0049 .0048
—-2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 A .0066 .0064
—-2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
—-2.2 .0139 0136 0132 .0129 .0125 .0122 0119 0116 0113 .0110
=2.1 .0179 .0174 0170 0166 0162 .0158 0154 0150 0146 .0143
—-2.0 .0228 .0222 0217 0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
-1.9 .0287 .0281 0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
-1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
-1.7 .0446 .0436 0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
-1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 = .0495 .0485 0475 0465 .0455
-1.5 .0668 .0655 0643 .0630 .0618 * 0606 .0594 .0582 0571 .0559

Elemi Statisztika Fizikusoknak 22 1 . O I d al

Vattay Gabor ELTE KRFT




VNSRSV (continued) Cumulative Area from the LEFT

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

I

.5000 .5040 .5080 .5120 5160 5199 5239 .5279 5319 5359
.5398 .5438 .5478 5517 .5557 5596 .5636 .5675 5714 5753
.5793 .5832 5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 6141
6179 6217 6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 6517
.6554 6591 .6628 .6664 .6700 6736 6772 .6808 .6844 .6879
6915 .6950 .6985 7019 .7054 .7088 7123 7157 7190 7224
7257 7291 7324 7357 .7389 7422 7454 .7486 7517 .7549
.7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 .7823 7852
.7881 7910 7939 7967 7995 .8023 .8051 .8078 .8106 8133
.8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 8315 .8340 .8365 .8389
.8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 8621
.8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
.8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 9015
.9032 .9049 9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 .9292 E "l 9319

©Co000000000
WooSNONWL B WwWN=0O

Mmoo NaLAEWN=O!

9332 9345 9357 9370 .9382 .9394 9406 9418 9441
.9452 9463 9474 .9484 9495 = 9505 9515 9525 I5? 9545
.9554 9564 9573 .9582 9591 A .9599 .9608 9616 9625 9633
9641 9649 9656 .9664 9671 9678 9686 .9693 9699 9706
9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
9772 9778 9783 .9788 9793 9798 .9803 .9808 9812 9817
.9821 9826 .9830 .9834 .9838 9842 .9846 .9850 9854 9857
9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 .9884 .9887 9890
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A tablazat hasznalata

Z érték (z score)

Tavolsag a standard normal eloszlas vizszintes
skalajan a baloldali oszlopban ¢és a legtelso
sorban.

Terulet (area)

A gorbe alatti terulet baloldalrol mérve a
tablazat belsejében levo értekek.
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Pelda — folyt.

P (z < 1.58) = 0.9429

Area = 0.9429
(from Table A-2)

0 2 — 158

6-6. abra
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Pelda — folyt.

P (z < 1.58) = 0.9429

Area = 0.9429
(from Table A-2)

0 - — .58

Annak a valoszinusége, hogy az egyik homéro kevesebb
mint 1.58 fokot mutat 0.9429.
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Pelda — folyt.

P (z < 1.58) = 0.9429

Area = 0.9429
(from Table A-2)

0 2 — 1.58

94.299%0-a a homéroknek kevesebbet mutat mint
1.58 fok.
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Pelda — folyt.

Ugyanolyan homeérok esetén mi a vsz.-e,
hogy egy véletlenul valasztott homeéro
tobbet mutat mint —1.23 fok.

P (z>-1.23) = 0.8907

Area

= 1—0.1093
= 08907

Area found
in Table A-2

z=—1.23 0
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Pelda — folyt.

P (z>-1.23) = 0.8907

Area found Area
in Table A-Z = 1— 01073
= 08907

z=—1.23 0

89.07%0-a a homéroknek tobbet mutat mint -1.23 fok.
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Pelda — folyt.
Mi a vsz.-e, hogy egy veéletlenul valasztott

homéro —2.00 és 1.50 fokok kozotti értéket
mutat.

(2) Total area from left up to #: P (Z < _200) =0.0228
z = 1.50 is 09332 (from Table A2) | P (z<1.50)=0.9332
| P(-2.00<z<1.50)=

(1) Area is B _
0.0228 0.9332 — 0.0228 = 0.9104

(from Table A-2)

2= —200 0 2 = 150

Annak a vsz.-e hogy a homéro - 2.00 és 1.50 fokok
kozotti értéket mutat 0.9104.
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Jelolés

P(a<z<Db)

jeloli annak a valdsziniiségét, hogy a z érték a és b kozé esik.

P(z > a)

jeloli annak a valoszinuségét, hogy egy z érték nagyobb mint a.

P(z < a)

jeloli annak a valoszinuségét, hogy egy z érték kisebb mint a.
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A z értéek meghatarozasa a
valoszinlségbol

1. Rajzolj egy haranggorbét és hatarozd meg az a
teriiletet, ami egy adott valosziniuséghez
tartozik. Ha ez nem egy baloldalrol kumulalt
teriilet lenne, akkor vezesd vissza valahogy a
problémat ilyenre!

2. Keresd meg a tablazat belsejében a megfelelo
balrol kummulalt valoszinuséget, és keresd Ki
hozza a z értéket.
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z ertek meghatarozasa a
valoszinliséghez

5% or 0.05

Area = 095

(z érték pozitiv lesz)

6-10. abra
A 95. Percentilis meghatarozasa
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z ertek meghatarozasa a
valoszinliséghez

5% or 0.05

/

0 z=1.645

Area = 095

(z érték pozitiv lesz)

6-10. abra
A 95. Percentilis meghatarozasa
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z ertek meghatarozasa a valoészinliséghez

Area = 0.025 Area = 0.025

—z 0 z

( Az egyik z érték negativ, a masik pozitiv lesz)

6-11. abra
Az also6 2.5% és a fels6 2.5% meghatarozasa
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z ertek meghatarozasa a valoészinliséghez

Area = 0.025 Area = 0.025

196 0 ,

( Az egyik z érték negativ, a masik pozitiv lesz)

6-11. abra
Az also6 2.5% és a fels6 2.5% meghatarozasa
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z ertek meghatarozasa a valoészinliséghez

Area = 0.025 Area = 0.025

—19¢ 0 196

( Az egyik z érték negativ, a masik pozitiv lesz)

6-11. abra
Az also6 2.5% és a fels6 2.5% meghatarozasa
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

“ A suruseg fuggveényt.

“ A terulet és a valoszinluség kozti kapcsolat
< Standard normalis eloszlas.

+» A tablazatok hasznalata.
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6. Eloadas
A normalis eloszlas

6-3 A normalis eloszlas alkalmazasai

6-4 Statisztikak eloszlasa és becslo fuggvények
6-5 A kozponti hatareloszlas torvénye

6-6 A binomialis eloszlas kozelitése normalissal

6-7 A normalitas vizsgalata

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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A fejezet peldaja:

Nemrég Baltimore belso kikotojeben elsiillyedt egy
vizitaxi.

A 25 rajta tartdzkodo ember koziil 5-en meghaltak, 16-
an

megsebesiiltek. A vizsgalat kimutatta, hogy a
biztonsagos

0ssz utas tomeg 1600 kg lett volna. Feltéve, hogy egy
utas atlagos tomege 64 kg, 25 utas felvétele volt
engedelyezve. A 64 kg-os atlagot 44 ¢vvel ezelott
allapitottak meg, amikor az emberek sokkal konnyebbek

voltak. (Az elsiillyedt hajo 25 utasanak atlagos téme%e
e SatpikaRizkusokns - oz Vam@ibg BEKRFT. 10 1.1, 14239. oldal



6-3. fejezet
A normalis eloszlas
alkalmazasai
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben atnézzuk, hogy hogyan kell
olyan normalis eloszlasokkal dolgozni,
amelyek nem 0 az atlaguk és nem 1 a
szorasuk.

A legfontosabb, hogy egyszerien
atkonvertalhatunk egy nem standard eloszlast
ugy, hogy az eredmény standard normalis
eloszlas legyen és igy a korabban hasznalt
modszereket alkalmazni tudjuk.
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Konverzios formula

(standardizalas)
X s
6-2. képlet / = O IJ
X=U+0-Z
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Konvertalas nem-
standardbol standardba

(a) Nonstandard (b) Standard
Normal Distribution Normal Distribution

6-12. abra
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A hiba fuggveny

v B r— U 1
Pll[JL'i_ir]—tIJ( . ) 2(1+Elf(r?\/_))
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Péelda — a vizitaxi utasainak
sulyeloszlasa

A fejezet elején a vizitaxi megengedett utas
tomege 1600 kg volt €s az atlagos utas
tomeget 64 kg-nak feltételeztek. Tegytk fel
a legrosszabb esetet, hogy az 0sszes utas
férfi. Es tegyiik fel, hogy a férfiak tomege
normalis eloszlast kovet 78 kg-os atlaggal
¢s 13 kg szorassal. Ha véletlentl valasztunk
egyet, m1 a valoszinlisege annak, hogy
tomege kisebb mint 80 kg?
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Példa - folyt

u= 78 . :80—78
13

— x(weighf)
=78 X x=80
. z scale
= 0z= 0.15
6-13. abra

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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Példa - folyt

P(x<80kg)=P(z<0.15)
= 0.5596

J /\'(WE!ghf)
u= 78 XN x= 80
- z scale
= 0z= 0.15
6-13. abra

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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A valtozo ertekeinek
megtalalasa
b-2. keplet se tsegevel

1. Rajzolj egy normadlis eloszlas go¥bét, rajzold be, hogy hol és
milyen valoszinuségeket vagy szazalekokat keresel, és
rajzold be a keresett x értékeket!

2. A tablazatot hasznalva keressiik meg azt a z értéket, amelyik
az x-tol balra eso terulethez tartozik. A tablazat belsejében
keresd ki a teriiletet és abbol a z értéket!

3. A 6-2. képletet hasznalva, ird be u, o, értékét és a z értéket és
szamitsd ki x-et:

X=u+(z°o) (6-2. masik alakja)

(Ha z a haranggorbe baloldalian van, akkor z negativ a
képletben.)

4. N Eleml smm meg az ( eredeti abran ho(gy ert e mes-e az eredmenyg|dal

soknak Va ttay KRFT



Példa — A legkonnyebb és a
legnehezebb

A példa adatait hasznalva hatarozzuk meg mekkora
az a suly, ami a legkonnyebb 99.5%-ot elvalasztja a
legnehezebb 0.5%-t61?

Area = 0.9950
: . X (wefghf)
H=78 ¥ =1
] | z scale
z=20 z=2575
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Példa — folyt

X=pt(zeo0)
X = 78 + (2.575 o 13)

Xx =111,47/5
Area = 0.9950
: : X (we:‘ghf)
“:78 x =7
T | z scale
z=20 z=257>
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Pelda — folyt.

Kb. 111 kg a valasztépont a 99.5%
legkonnyebb és a 0.5% legnehezebb kozott.

Area = 0.9950
: : x (weight)
M=78 x =7
I , z scale
z=10 z=257
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

+* A nem standard normalis eloszlast.

<+ A standard normalisba konvertalast.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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6-4. fejezet
A statisztikak eloszlasai
és becslések
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Kulcsfogalmak

A fejezet célja, hogy bevezessuk a statisztika
eloszlasat, ami az adott statisztika ertékeinek
eloszlasa abban az esetben, amikor az
értékeket a populacidobol kivalasztott minden
lehetséges adott elemszamu mintara
kiszamitjuk.

Latni fogjuk, hogy bizonyos statisztikak
jobbak mint masok a populacioé
parametereinek becsléseére.
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Definicio

“ A statisztika eloszlasa (mint példaul a minta
arany vagy a minta atlag eloszlasa) a statisztika
minden lehetseges értékéenek eloszlasa abban
az esetben, amikor ertéekét a populacié minden
lehetséges n elemszamu mintajara kiszamitjuk.

255. oldal
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Definicio

“* Az arany eloszlasa valami mintabeli
aranyanak eloszlasa, a populacié minden
lehetséges n elemszamu mintajaban.
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Tulajdonsagok

“* A minta aranyok a populacios aranyhoz
tartanak. (Azaz a lehetséges mintak aranyainak
atlaga egyenlo az ,,igazi”’ populacios arannyal.)

“* Bizonyos feltéetelek mellett a mintabeli
aranyok eloszlasa normalis eloszlassal
kozelitheto.

257. oldal
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Definicio

“ Az atlag eloszlasa a mintak atlagainak
eloszlasa abban az esetben, ha a
populaciobol vett osszes lehetséges n
elemszamu mintat vesszuk. (Az atlag
eloszlasat altalaban tablazatosan megadott
valésziniség eloszlasként, hisztogramkeént
vagy keplettel prezentaljuk.)

258. oldal
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Definicio

* A statisztika ertéke, mint példaul a minta
atlag X, fugg a mintaba kerulo konkrét
éertékektol, és altalaban mintarol mintara
valtozik. A statisztikanak ezt a variabilitasat
minta variabilitasnak nevezzuk.

259. oldal
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Becslo fuggvények (becslések)

Bizonyos statisztikak sokkal jobbak,
mint masok a populacio
paramétereinek becslésére. A
kovetkezo példa ezt mutatja be.
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Példa

A populacié alljon az 1, 2, és 5 értekekbol.
Véletlenulszerlien, visszatevéssel valasztunk 2
elemszamu mintakat. Osszesen 9 minta lehetséges.

a. Minden mintara megkeressuk az atlagot, a
mediant, a terjedelmet, a varianciat és a szérast.

b. Mindegyik statisztikara szamitsuk ki ezek
atlagat.
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Table 6-7 Sampling Distributions of Statistics (for Samples of Size 2
Drawn with Replacement from the Population 1, 2, 5)
Standard Proportion
Mean Variance Deviation of Odd

Sample X  Median Range s? s Numbers Probability
1,1 1.0 1.0 0 0.0 0.000 1 1/9
1,2 1.5 1.5 1 0.5 0.707 0.5 1/9
1,5 3.0 3.0 4 8.0 2.828 1 1/9
2,1 1.5 1.5 1 0.5 0.707 0.5 1/9
2,2 2.0 2.0 0 0.0 0.000 0 1/9
2,5 3.5 3.5 3 4.5 2121 0.5 1/9
51 3.0 3.0 4 8.0 2.828 1 1/9
5,2 3.5 3.5 3 4.5 2.121 0.5 1/9
55 5.0 5.0 0 0.0 0.000 1 1/9

Mean of 8/3 8/3 16/9 26/9 1.3 2/3

Statistic

Values

Population 8/3 2 4 26/9 1.7 2/3

Parameter

Does the Yes No No Yes No Yes

sample

statistic

target the

population

parameter?

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Interpretacio

Lathatjuk, hogy bizonyos statisztikak jok abban az
értelemben, hogy a populacio parameétereihez
tartanak. Az ilyen statisztikakat torzitatlan
becsléseknek nevezik.

Olyan statisztikak, melyek a populacios
parameéterekhez tartanak: atlag, variancia, részarany

Olyan statisztikak, melyek nem tartanak a populacio
paramétereihez: median, terjedelem, szoras
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
< Statisztika eloszlasat.

%< Az arany eloszlasat.

< Az atlag eloszlasat.

< A minta variabilitasat.

+» Becsléseket.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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6-5. fejezet
A kozponti hatareloszlas
tetel
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben megalapozzuk a populacio
parametereinek becsléseét és a hipotezis
vizsgalatokat, melyrol a kovetkezo6 eloadasok

szolnak majd.

266. oldal
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Kozponti hatareloszlas tetel

Adott:

1. Az X véletlen valtozonak u atlaga és o szorassal
rendelkezo eloszlasa van (ami vagy normalis vagy
sem).

2. Egyszeri N elemszamu véletlen mintakat
valasztunk a populaciobdl. (A mintakat agy
valasztjuk, hogy barmely n elemszamu mintat
ugyanazzal az eséllyel valasztunk ki.)
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Kozponti hatareloszlas tétel
— folyt.

Konkluziodk:

1. A minta atlag X, ahogy a minta meéretet
noveljuk, a normalis eloszlashoz tart.

2. A minta atlagok atlaga .

3. A minta atlagok szorasa pedig o/,/ .
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Altalanos gyakorlati tanacsok

1. Altalaban ha a minta n mérete nagyobb
mint 30, akkor a minta atlagok eloszlasat
meglehetosen jol lehet normalis eloszlassal
kozeliteni. A kozelités egyre jobb, ahogy n
novekszik.

2. Ha az eredeti populacio maga is normalis
eloszlasu, akkor a minta atlagok eloszlasa
mindig normalis barmely n-re (nem csak a
30-nal nagyobb értékek esetén).

269. oldal
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Jelolés

a minta atlagok atlaga

Mx— M

a minta atlagok szorasa
_—-_0O
Gx W

(gyakran az atlag standard hibajanak Is nevezik)
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Szimulacio véletlen szamokkal

Generaljunk 500,000 véletlen 0 és 9 kozotti egész szamot,
csoportositsuk 5000 mintaba, mindegyikben 100 szammal.
Keresd meg mindegyik minta atlagat.

20000 +

40000 -

30000

Frequency

20000

10000 +

0

0 2 4 6 8
500,000 Digits

Annak ellenére, hogy az eredeti 500,000 szam
egyenletesen oszlik el, az 5000 minta atlag
eloszlasa normalis eloszlas lesz!
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5000 db 100 elemu minta
atlagainak eloszlasa

400 ' e
R
s 1 W
30K 4
— e
- ]
) : on
-
amad
100 3
«-(fi—{—I{ ' M )
T 3 7 T 1 l_ x 1 Y X - 3 1
3.79 4.00 4.25 4.50 4.75 5.00 5.29

Sample Means

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 2 7 2 . O I d al



Fontos felismereés

Ahogy a minta nagysag no, a
minta atlag eloszlasa egyre
inkabb normalis lesz.
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Pelda — vizitaxi biztonsag

A ferfiak egy adott populacidjanak tomege
normalis eloszlasu, atlagosan 78 kg a
sulya 13 kg szoérassal,

a) ha kivalasztunk egy ferfit, mi a
valészinlsége annak, hogy a tomege tobb
mint 80 kqg.

b) ha 20 kulonbozo ferfit véletlenul
valasztunk, szamitsuk ki, hogy mi annak a
valészinlusége, hogy atlagsulyuk
meghaladja a kritikus 80 kg-ot.
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Pelda — folyt.

a) egy embert kivalasztva hatarozzuk
meg, hogy mi a valészinisége annak,
hogy tomege tobb mint 80 kg.

Z =80-78=0.15
13
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Pelda — folyt

b) ha 20 kulonbozo ferfit valasztunk
véletlenul, szamitsuk ki annak a
valészinlseget, hogy atlagsulyuk tobb
mint 80 kqg.

Z =80-78=0.68
13

/20

t—x= 80
Mx = 78
(07 = 7= 13/V20=2,906

(b)

276. oldal
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Példa — folyt.

a) egy veletlenul kivalasztott féerfinal annak a
valésziniisége, hogy 80 kg-nal nehezebb

P(x > 80) = 0.4404

b) véletlenul kivalasztott 20 férfi esetén annak a
valészinlisége, hogy atlagosan nehezebbek mint 80 kg

- P(x > 80) = 0.2482

Egyvalaki esetén sokkal valészinibb, hogy 80 kg-nal
nagyobb, mint hogy 20 férfi esetében az atlaguk
nagyobb, mint 80 kg.
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Az eredmeények éertelmezese

Ha a biztonsagos kapacitas 1600 kg, akkor
elég nagy esélye van annak (24%-0s
valoszinusege), hogy 20 férfi tomege ezt meg
fogja haladni!

278. oldal
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Veges populacios korrekcio

Ha visszatevés nélkul mintavételezunk, és a minta n
meérete nagyobb mint 5%-a a véges N elemu
populacionak, akkor a minta szérast korrigalnunk
kell az alabbi faktorral:

véges populacios
korrekcids faktor
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* A kozponti hatareloszlas tételt.
“* Praktikus megfontolasokat.

< A mintameéret hatasat.

“* Véges populacios korrekciot.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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6-6. fejezet
A binomialis kozelitése
normalissal
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan lehet
egy binomialis eloszlast normalis eloszlassal
kozeliteni.

Ha az np 2 5 és az nq 2 5 feltételek egyszerre
teljesulnek, akkor a binomialis eloszlast egy y = np
atlagu és o = Vnpg szérasu normalis eloszlassal jol
kozelitheto. -

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 2 82 . O I d al



Példa

Egy Boeing 767-300 repiilon 213 iildhely van.
A noOk atlag tomege 65 kg, a férfiake 78 kg.

Ha 122 ferfinel tobb van, akkor vigyazni kell
az utasok tiltetéscre

Tegyuk fel, hogy 50-50% a férfi ¢s no utasok
valoszinlisége

Mi annak a valoszinlisége, hogy legalabb 122
ferf1 utas van a gepen.

Az eloszlas binomialis, de nekiink most 92

esetre kellene kiszamitanunk ...
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Attekintés
Binomialis eloszlas

1. A véletlen kisérletek szama allando.
2. A Kisérletek fuiggetlenek.
3. Minden kisérletnek keét kimenete van.

4. A siker valoszinusége allando a Kiserletek
soran.

284. oldal
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A binomialis kozelitése normalis
eloszlassal

np =5
ng=>5

ekkor y=np eés o= \/npQ

és a véletlen valtozo

eloszlasa /\

(normal)
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A binomialis normalissal valo

kozelitéese

1. Bizonyosodj meg, hogy np =5 és ng =5 tényleg
fennall.

2. Szévlitsd ki a u és oparaméterek értékeit a u = np
és o = npg képlettel.

3. Azonositsd X diszkrét értékeit (a sikerek szamat). A
diszkrét X értéket helyettesitsiik az X — 0.5 -t6l X +
0.5 —ig intervallummal. (Ld. folytonossagi
korrekciok még ebben a fejezetben.) Rajzoljuk
meg a normalis gorbét u , o, parameterekkel.
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A binomialis normalissal valo
kozelitése
Folyt.

4. Helyettesitsiik X —et vagy x — 0.5 —el, vagy x + 0.5 -el,
a feladatnak megfeleloen.

5. Az x — 0.5 vagy x + 0.5 értéket (a feladatnak
megfeleloen) hasznalva x helyett, keresd meg a
kivant valoszinuséget ugy, hogy eloszor a megfelelo z
értékhez kikeresed a tole balra fekvo teriiletet.
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Példa — A ferfiak szama az
utasok kozott

A “legalabb 122 férfi” valoszinliségének
meghatarozasa 213 utas esetén

This interval
represenfs

122 men.
w = 1065 1215241225
122
: : z scale
;=0 > = 2.06

6-21. abra
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Definicio

Amikor a normalis eloszlast hasznaljuk (ami
egy folytonos eloszlas) arra, hogy a
binomialist kozelitsiik (ami pedig diszKrét),
egy folytonossagi korrekciot kell
végrehajtanunk és a diszkrét egész x-et a

X —0.5-tél x + 0.5 —Ig
intervallummal Kkell helyettesiteni
(hozza Kell adni és levonni 0.5-6t).
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A folytonossagi korrekcio

menete
1. Ha a binomialist normalissal kozelited,

mindig hasznald a folytonossagi korrekciot.

2. Eloszor keresd meg a diszkrét egész x-et a
binomialis problémanal.

3. Rajzolj egy normalis eloszlast, u atlag kore,
és rajzolj egy fuiggoleges X-re centralt savot X
— 0.5 és x + 0.5 hatarokkal. Példankban X =
122, rajzoljunk be egy savot 121.5-nél és
122.5-nél. A berajzolt teriilet reprezentalja a

diszkrét egész X értek. yaloszinuseget.  290. oldal



- folyt.

4. Aztan gondold meg, hogy X maga benne van-e
abban a valoszinuségben, amit Ki akarsz
szamitani. Utana gondold meg, hogy a ,legalabb
X”, ,legteljebb X”, ,,tobb mint X”, ,,kevesebb mint
X”, vagy ,,pontosan X” valoszinuségére van-e
sziikséged. Satirozd be a savtol balra vagy jobbra
eso teriiletet és a savot magat is akkor, és csak
akkor ha x maga is benne van. A teljes besatirozott
teriilet adja a keresett valoszinuséget, amit
keresunk.
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. At lea
6-22. abra il

X =leqgalabb 122

(tartalmazza 122-t és felette)

121.5

More than
/\Q X =tobb mint 122

1225 (nincs benne a 122)

At most .
/\ X = legfeliebb 122
(tartalmazza 122-t és alatta)

Fewer .

’A X =kevesebb mint 122
- (nem tartalmazza 122-t)
Exactly 122

A\y X = pontosan 122

12154 41225
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
% A binomialis normalissal val6 kozelitését.
< A normalis kozelités procedurajat.

“ A folytonossagi korrekciokat.
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6-7. fejezet
A normalitas vizsgalata
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben meghatarozzuk hogy
valamilyen eloszlas mikor tekintheto
normalisnak.

A kritériumok a hisztogram vizualis
megdfigyelése és a haranggorbével valo
osszehasonlitasatol az outlierek azonositasan
keresztul a normalis kvantilis-kvantilis plot
bevezetéséig fognak terjedni.
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Definicio

Normal QQ plot (vagy normal
valoszintiség plot) egy pontokbél (x,y) allé
osraf, ahol az X érték az eredeti minta
adatokbol all és az y érték a megtelelo z
érték, ami a standard normalis
eloszlasbol szarmazo kvantilis eérték.
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Modszerek az adatok
normalitasanak vizsgalatara

1. Hisztogram: Készits hisztogramot. Ha eltér
a haranggorbétol, akkor vesd el a
normalitast.

2. Outlierek: Keresd meg az outliereket. Ha
tobb mint egyet talalsz, vesd el a normalitast.

3. Normal QQ plot: Ha a hisztogram
alapvetoen szimmetrikus, és legfeljebb egy

outlier van, készitsd el a normal QQ plotot
Eewiptiylatidvyirsnnaoadon - Vattay Gébor ELTE KRFT 297. oldal



- folyt

3. Normal QQ plot

a. Rendezd sorba az adatokat a legkisebbtol a
legnagyobbik iranyaban.

b. A n elemi minta esetén, minden érték a minta
1/n-ed részét jelenti. Hasznalva az n értékét,
hatarozzuk meg az 1/2n, 3/2n, 5/2n, 7/2n, ...
teriileteket. Ezek lesznek a megfelelo minta értéktol
balra esés valoszinuségei.

C. Felhasznalva a standard normalis eloszlast
(tablazat , szoftver vagy kalkulator) szamitsuk ki a
fenti teriiletekhez tartozo z ertekeket
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- folyt

d. Parositsd a kiszamitott z értékeket az x értékekkel,
majd készitsd el az (X, y) grafikont, ahol x az eredeti
adatok és y a megfelelo z érték.

e. Vizsgald meg az igy készitett QQ plotot az
alabbi kritériumok alapjan:

Ha az adatok nem fekszenek egy egyenesen, vagy
valamilyen szisztematikus, de nem egyenes alakzatot
oltenek, akkor az adatok nem normalis eloszlassal
rendelkezo6 populaciobol szarmaznak. Ha az adatok
elfogadhatoan kozel vannak egy egyeneshez, akkor a
populacio normalisnak tinik.
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Példa

* Vegylink emberek magassaganak adatait
« Eleg pl. 5-0t 178, 168, 182,172, 174

* n=5 minden adat 1/5-6de a teljesnek

o teruletek: 0.1,0.3,0.5,0.7 és 0.9

e 2=-1.28,-0.52,0,0.52 ¢s 1.28

. (x,y)= (168, -1.28) (172, -0.52) (174,0)
(178,0.52) (182, 1.28)

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Pelda

-8.5

’data.'txt’
fix)

o

-1.5
168

1
178

1
172

1 1 1
174 176 178

1
186

182

Interpretacié: Mivel a pontok elfogadhatéan kozel vannak

egy egyeneshez és nem latszik bennik semmilyen mas

szisztematikus eltérés, arra kovetkeztetunk, hogy az eredeti
adatok egy normalis populaciébdél szarmaznak.

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
< A normal QQ plotot.

<+ Azt a procedurat, amivel eldonthetjuk, hogy az
adatok normalis eloszlasuak-e.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 302 . O I d al



/. elbadas
Becslések és minta elemszamok

7-1 Attekintés

7-2 A populacioé arany becslése

7-3 A populacio atlag becslése: o ismert

7-4 A populacio atlag becslése: o nem ismert

7-5 A populacio varianciajanak becslése
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/-1. fejezet
Attekintés
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Attenkintés

Ebben a fejezetben elkezdjuk a kovetkezteto
(induktiv) statisztika targyalasat.

* A kovetkezteto statisztika két legfontosabb
alkalmazasa, amikor a minta adatokat arra
hasznaljuk hogy (1) megbecsiiljiik a
populacio valamelyik paraméterének
értékét, illetve hogy (2) teszteljiink
valamilyen a populaciora vonatkozo allitast
(hipotezist).

 Modszereket mutatunk be a populacio
legfontosabb parameétereinek becslésere:
arany, atlag és variancia.
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[/-2. fe|ezet
A populacio arany
becslése
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a
populacié aranyt hogyan becsulhetjuk a minta
aranybol, és hogyan adhatjuk meg a
konfidencia intervallumot. Bemutatjuk azt is,
hogy a becsléshez mekkora minta elemszam

szukseges.

307. oldal
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A populacio arany becslesenek
feltetelel
1. A minta egy egyszeru véletlen minta.

2. A binomialis eloszlas feltételei fennallnak.

3. Van legalabb 5 sikeres és 5 sikertelen eset
(a binomialisnal bevezetett értelemben).

308. oldal
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Jelolések

P = populacio arany
3 — X : ,
P = -5 mintaarany
(kimondva az X sikernek egy N elemi mintaban
‘p-kalap’)

A A

g = 1-P = minta arany
a sikertelen eseteknek egy n
elemU mintaban
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Definicio

Egy pontbecslés egy szamérték (vagy
pont), amivel a populacié paraméter
ertékeét becsiuljuk.
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Definicio

A

A minta arany P a legjobb pontbecslése
a populacio aranynak p.
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Példa:

Energia atadas kezzel (Emily Rosa, 9
eves, ,A close look at the therapeutic
touch”, Journal of the American

Medical Association, Vol. 279, No. 13)

21 terapeuta, 280 kiserlet, 123 siker.

Altaldban egy terapeuta milyen
aranyban talalja el a helyes kezet?

Mivel a minta arany a legjobb pontbecslés a
populacio aranyra, ezért a legjobb
pontbecslésiink p=123/280=0.44 .

312. oldal
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Definicio

A konfidencia intervallum (vagy
intervallumbecslés) egy tartomanya
(vagy intervalluma) az értékeknek,
amivel a populacio paraméterének
értékét becsiiljilk. (Kl-vel
roviditjuk né¢ha.)
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Definicio

A konfidencia szintje az az 1- a valdsziniiség
(gyakran szazalékban megadva), ami megadja,
azon esetek aranyat, ahanyszor a konfidencia
intervallum valojaban tartalmazza a populacio
paraméter értékét, ha a becslést sokszor
megismételjiik. (A konfidencia szintet a
megbizhatosag fokanak vagy szintjének Is
elegdyakoribb értékek 90%, 95% és 99%.

(a=10%), (a=5%), (a= 1%)
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Pelda: Adjuk meg az el6z06 peldanal
azt a 95%-0s konfidencia
intervallumot, amibe a populacié arany
beleesik.

“ 95%-ban biztosak vagyunk abban, hogy a 0.381
tol 0.497-1g intervallum tartalmazza a p igazi

f TV Fa 9
ELtskhienti, hogy ha sok kiilénbézé 280 elemi
mintat valasztanank, és megkonstrualnank
hozzajuk a konfidencia intervallumokat, akkor
95%-uk tartalmazna a p igazi ertéeket.

315. oldal
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Kritikus ertek

1. Tudjuk, hogy bizonyos feltételek mellett (kozponti
hatareloszlas tétel) az arany minta eloszlasat
normalis eloszlassal lehet kozeliteni, mint ahogy azt
a kovetkezo 7-2. abran latjuk.

2. A minta aranynak Kicsi az esélye arra, hogy a 7-2.
abran a piros részbe essen.

3. Annak a valosziniisége, hogy barmelyik farok
részbe esik a minta arany, osszesen c.
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Kritikus értek

4. Annak a valoszinusége, hogy a minta
arany a zold, belso részére esik 1-aa 7-2.
abran.

5. Azt a z értéket, ami elvalasztja a jobb
farok részt z ,-val jeloljiik és kritikus
erteknek nevezziik, mivel azon a hataron
van, ami elvalasztja a valoszini és a
nemvaloszinu értékeket.
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Kritikus ertek  Z_,

o/l

Elemi Statisztika Fizikusoknak

zZ — O Zo/?

F ound from J
Table A-2

(corres pmnds to

area of | — a/2)

7-2. abra

Vattay Gabor ELTE KRFT
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A z_, meghatarozasa a 95%-0s
konfidencia szinthez

a=5%
a/2 =25%=.025

Confidence Level: 957

a2 = 0.025 a2 = 0.025

—Zg/?2 — _796 z = O Zol? = ]96

Loy %

| Kritikus értékek I

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 3 1 9 . O I d a-l



A z_, meghatarozasa a 95%-0s
konfidencia szinthez - folyt

a=0.05
a2 = 0.025 a2 = 0.025

Z,,=T1.96
a2 = 0.025 a/2 = 0.025

—1.96 0 1.96
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Nehany fontosabb kritikus

ertek
Konfidencia szint o Kritikus érték z,,
90% 0.1 1.645
95% 0.05 1.96
99% 0.01 2.575
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Definicio

Amikor egy egyszeru véletlen mintabol becsiiljiik
a populacio aranyt (p-t), a hiba, amit E-vel
jeloliink, a maximalis eltérés (1 - o
valoszintiiséggel) a megfigyelt p arany és az igazi
populacios arany (p) kozott. A hibat (E-t) a becslés
maximalis hibajanak is nevezik. Ertékét a Kkritikus
érték és az arany szorasanak szorzataként kapjuk
a kovetkezo /-1. képlet szerint.
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A p becslesenek hibaja

7-1. képlet

A A

— P Qg
E_Za/Z n

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 323 . O I d al



A populacio arany konfidencia
Intervalluma
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A populacié arany konfidencia
Intervalluma

p—E <p < p+E
p+ E

(P-E p+E)
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A p-re vonatkozo konfidencia

iIntervallum megkonstrualasa

1. Ellenorizd, hogy a sziikséges feltevések
teljesiilnek-e. (A minta egyszeri véletlen
mintavetelezesu, a binomialis feltételeil
fennallnak, a normalis eloszlas hasznalhato a
minta aranyra, mivel np >5és ng=51s
fennall.)

2. A normalis eloszlas tablazata segitségével

hatarozzuk meg a 7, Krﬁigus ertéket.

n
3.Elemi&lé<m1’stc&d ki a hibét/atEGéErELTEKRFT 326. oldal




A p-re vonatkozo konfigencia
intervallum megkonstrualasa-
folyt

4. Felhasznalva a hiba E €rtékét és a minta aranyt p,
hatarozd meg p — E és p + E értékeit.
Helyettesitsd be oket az altalanos konfidencia
intervallum képletbe:

A

D—E <p <p +E
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Peélda: ugyanaz

a) Keresd meg az E hibat 95%-0s konfidencia
szintnél.

Ellenérizziik a feltételeket. np = 123 >5, és na =157 > 5.

Aztan kiszamitjuk. Azt talaltuk, hogy p = 0.44, § = 1 — 0.44
=0.56,z_,=1.96, és n = 280.

E=1. 96/\/ (0.44)(0.56)

280
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Pelda: ugyanaz

b) Hatarozzuk meg a 95%0-0s konfidencia
intervallumot a populacio aranyra p.

Behelyettesitve az el6z6 értékeket:
0.439 — 0.058 < p < 0.439 + 0.058,
0.381 < p < 0.497

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Peélda: ugyanaz

c) Ennek alapjan mit mondhatunk a médszer
hatasossagarol?

A kisérlet alapjan 95%-o0s biztonsaggal mondhatjuk, hogy a
38.1% és a 49.7% kozti intervallum tartalmazza azt az aranyt,
ami esetén az energiaatvitelt a terapeutak érzékelik. Ez
rosszabb, mint amit a véletlen prébalgatassal (50%)
kapnank.
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Minta elemszam

Tegyuk fel, hogy adatokat gyujtunk
annak érdekében, hogy a populacié
valamilyen tulajdonsagat
meghatarozzuk. Kérdes, hogy hany
mintat kell ehhez osszegyljteni?
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A minta elemszam
meghatarozasa

_ p g
E = Z05/2 /\/;

(oldjuk meg n-re)

\ 4

_ (Zoz/2)2 6a
N = = 2
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Az p arany meghatarozasahoz
szukseges mintaszam

vy , A
Ha van elozetes becsles p-re:

n — (Za/2_)2 6& 7-2. képlet
E 2

i ., , A
Ha nincs elozetes becslés p-re:

_(Za/2)?0.25 73 keplet
N = =

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 333 . O I d al




Example: Meg akarjuk hatarozni, hogy hany
haztartasnak van Internet hozzaferese
Magyarorszagon. Hany haztartast kell
megkeérdezni, ha 95%-0s biztonsaggal 4%-
nal kisebb hibaval akarjuk ezt

meghatarozni?
a) Korabbi eredmény felhasznalasa: 2004

decemberében, a haztartasok 17%-ban volt Internet

hozzaférés.
n = [z.,,1%0 ¢ Ha 95%-os biztonsaggal igaz
£2 lesz, hogy a 338 haztartas

_ 5 megkérdezésével keletkezo
= [1.96]°(0.17)(0.83) arany a valodi aranytél nem
0.04% tér el jobban mint 4%.

= 338 haztartas

334. oldal
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Pontbecslés keszitése a
konfidencia intervallumbol

A D pontbecslése:
6 _ (felsé hatar ) + (alsé6 hatar )

2

Hiba:
E - (felso hatar) — (also hatar)

2
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
 Pontbecslést.

« Konfidencia intervallumot.

« Konfidencia szintet.

o Kritikus értek.

e Hiba.

 Minta elemszam
meghatarozasa.
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7/-3. fejezet
Populacio atlag becsles:
olsmert
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a populacié atlag
pontbecslésére és konfidencia
intervallumanak meghatarozasa adunk
modszert. Ebben a fejezetben
feltesszuk, hogy a populacio szorasa
ismert. (Ez a feltétel nem valoszeru!)
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Feltevések

1. A minta egyszeru véletlen
mintavetelezéssel lett kivalasztva. (Minden

ugyanolyan hosszusagu minta
kivalasztasanak egyenlo az esélye.)

2. A populacio o szorasa ismert.
3. Egyik vagy mindket alabbi feltétel igaz: A

populacio normalis eloszlasu vagy n > 30.

339. oldal

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



A populacio atlag
pontbecslese

A minta atlag x a populacié atlag u legjobb
pontbecslése.
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Minta atlag

1. Minden populacio esetén a minta atlag X
torzitatlan becslese a populacio atlagnak ,
ami azt jelenti, hogy a u populacio atlag
korul csoportosul a minta atlagok eloszlasa
killonb0zo mintak esetén.

2. Sok populacio esetén a minta atlag X
konzisztensebb (kisebb a valtozékonysaga)
mint mas minta statisztikaknak.
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Pelda: Egy vizsgalatban megvizsgaltak 106
felnott testhomersékletet. A minta atlag 36.77
fok a szoras 0.34 fok volt. Keresd meg a
populacio atlag u« legjobb pontbecsiését!

Mivel a minta atlag X a legjobb
pontbecslése a populacio atlagnak p, ezért
a legjobb pontbecslés 36.77° C.

342. oldal

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



Definicio

A hiba a minta atlag X és a populacio atlag u
valoszinu eltéeréseinek maximuma és E-vel
jeloljuk.
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Keéplet

Hiba

— O i

Az atlag hibaja (ismert o-t feltételezve)
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A u populacio atlag konfidencia
iIntervalluma (ismert o szoras eseten)

X —E <ﬂ<X+E

vagy
X +E
vagy
(X —E, X +E)
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Definicio

Az X — E és x + E értékeket
konfidencia intervallum hataroknak
hivjuk.
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A u konfidencia intervallumanak
megkonstrualasa (ismert o)

1. Ellenorizd, hogy a feltételek teljesiilnek-e.

2. A normalis eloszlas tablazatabol hatarozd meg a
Z,,, Kritikus erteket.

3. Szamitsd kia hibatE= Z ,,*o/4n .

4. Keresd meg az X —E és X + E értékeket.
Helyettesitsd be az altalanos képletbe:

X—-E<u<Xx+E
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Pelda: ugyanaz. Keressuk meg a hibat E és a
95%-0s konfidencia intervallumot a y-re.

=106 E 1.96* 0.34 0.064
= 7 o O — o =
=36.77° al 2 u —,—
:— (:)3?340 ;
| _E < /<X +E
a = 0.05
0o < < 0
/2= 0025 36.70 ﬂ 36.83

Z,,=196 36.77° -0.064 < U < 36.77° + 0.064
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A 1 populacios atlag meghatarozasahoz
szukséges minta elemszam

_(Z 0(/2) ° O-_Z 7-5. képlet
_ E —

Ahol

z,, = a konfidencia szinthez tartozo kritikus z érték
E = megkivant hiba

o = a populacio szorasa
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Példa: Tegyuk fel, hogy meg akarjuk hatarozni a
fizika professzorok atlagos 1Q ertekét. Hany fizika
professzort kell véletlenul kivalasztani a
vizsgalatban ahhoz, hogy ha 95%-0s biztonsaggal
és 2 |Q pont pontossaggal akarjuk az érteket
meghatarozni? Tegyuk fel, hogy o= 15,
ugyanugy, mint az altalanos populacioban.

a = n =] 1.96¢15 |

0.05
al2=0.025 —

2

2= 216.09 = 217

z_,=1.96 Egy 217 véletlen egyszeri
B mintavételezett fizika professzor 1Q
E =2 tesztjébol 95%-o0s biztonsaggal 2 1Q
o =15 pont hibaval meg tudjuk hatarozni az
igazi populacio atlagot, u-t.

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megbeszéltik a:

« Hibat.

 [Ismert o eseten a konfidencia
Intervallumot.

* A u meghatarozasahoz sziikséges minta
elemszamot.
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7-4. fejezet
A populacio atlag
becslése: onem ismert
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben modszert adunk a
konfidencia intervallum becslésére abban az
esetben ha a populacidé szérasa nem ismert.
Ha o nem ismert, akkor a Student t eloszlast
kell hasznalnunk, bizonyos feltételek
teljesulése esetén.

353. oldal
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Feltevések o iIsmeretlen esetbhen

1) A minta véletlen egyszerii.

2) A minta vagy normalis populaciobol
szarmazik, vagy n > 30.
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A Student t eloszlas

Ha a populacio eloszlasa lényegében
normalis, akkor a kovetkezo mennyiség
eloszlasat —

a Student t eloszlas adja meg n elemszamu
mintak esetén. Gyakran t eloszlasnak hivjak
és kritikus értekeit t_, jeloli.
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Definicio

A szabadsagi fokok szamat egy minta adataira
vonatkoz6an azon adatok szama adja,
amelyek szabadon valtozhatnak, mikozben az
adatok osszességének valamilyen feltételnek
eleget kell tenniuk (ilyen pl. az hogy atlaguk
legyen egy megadott értek).

szabadsagi fokok szama=n -1
ebben a fejezetben.
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Kritikus t ertékek tablazata

Conf. Level S0% 80%0 90% 95% 98% 99%
One Tail 0.250 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
Two Tail 0.500 0.200 0.100 0.050 0.020 0.010
df . . .

1 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 0.689 1.333 1.740 2110 2.567 2.898
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 35 7 ' O I d al



Az E hiba
(0 nem ismert)

7-6. képlet
— S
E = ta/z AN

ahol t» n — 1 szabadsagi fokkal rendelkezik

S a minta szorasa
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Konfidencia intervallum u-re
(0 nem Ismert)

X—E <u<xX +E

ahol E:ta/2 S

in
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A U konfidencia intervallumanak
megkonstrualasa (o ismeretlen)

1. Ellenorizziik, hogy a feltételek teljesiilnek.

2. Az n - 1 szabadsagi fokhoz Kkeressiik ki a Student
eloszlas tablazatabol a kritikus t , értéket a kivant
konfidencia szinthez.

3. Szamitsd kia hibatE = t_,*s /YN .

4. Keresd meg az x - E és x + E értékeket. Helyettesitsiik
be a konfidencia intervallum altalanos képletébe:

X —-E <u< X +E
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Pelda: A testhomeérseklet példaban

hatarozzuk meg a y 95%-o0s konfidencia
intervallumat.

n=106
X =36.77°
s =0.34°

a =0.05
al2 =0.025
t,,,=1.984

Elemi Statisztika Fizikusoknak

E

=t ,*S = 1.984° 0.34

{n V106

= 0.065

X—E <u< X +E

36.70° < u < 36.83°

Vattay Gabor ELTE KRFT
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A Student t eloszlas
tulajdonsagai

. A Student t eloszlas mas-mas kiillonb6zo minta
elemszamokra.

. A Student t eloszlas szimmetrikus és harang szerii gorbe,
de sokkal nagyobb variabilitasa van, mint a normalis
eloszlasnak kis minta szamok esetén.

. A Student t eloszlas atlaga t = 0 (ugyanigy, mint a standard
normalis eloszlas esetén az atlag z = 0).

. A Student t eloszlas szorasa valtozik a minta elemszammal
és nagyobb mint 1 ( ellentétben a standard normalis
eloszlassal, ahol o= 1).

. A minta elemszam novelésével n egyre nagyobb lesz, és a
Student t.eloszlas egyre kozelebh. keriil-a normal  362. oldal



Student t eloszlas
n=3ésn=12

Student #
/ \  distribution
distribution / \ \ with n =12
Student #
distribution
with n = 3

|
T

0
7-5. abra
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben targyaltuk:

« A Studentt eloszlast.

* A szabadsagi fokok szamat.

* A hibat.

* A u konfidencia intervallumat ismeretlen o
eseten.
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7/-5. fe|ezet
A populacio variancia
becslése
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben modszereket mutatunk be
a (1) konfidencia intervallum meghatarozasara
a populacio szérasara és varianciajara (2) a

szukséges minta elemszam meghatarozasara.

Bevezetjuk a y -négyzet (khi négyzet, chi-
square) eloszlast, ami a konfidencia
intervallum meghatarozasahoz kell o ill. o~
esetén.
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Feltetelek

1. A minta legyen egyszeru véletlen.

2. A populacionak normalis eloszlasunak kell
lennie (nem elég, hogy a minta nagy legyen).

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 367 . O I d al



Khi-negyzet eloszlas

2:(n - 1)s¢

X =0

7-7. képlet

ahol
N = minta elemszam
s 2 = minta variancia

o ° = populacié variancia

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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A khi-negyzet statisztika
tulajdonsagai

1. A khi-négyzet eloszlas nem szimmetrikus,

ellentétben a normal és a Student eloszlasssal.
A szabadsagi fokok szamanak novekedésével egyre

szimmetrikusabb lesz.

Not Symmefrrc

N

XZ

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
XZ

7-8. abra Khi-négyzet eloszlas 7-9. abra Khi-négyzet eloszlas

df = 10 és df = 20
369. oldal

All values are nonnegative

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



R VN

th

920
100

Khi-négyzet tablazat

Left Tail

0.01 0.025
0.001
0.020 0.051
0.115 0.216
0.297 0.484
0.554 0.831
0.872 1.237
1.239 1.690
1.646 2.180
2.088 2.700
2.558 3.247
3.053 3.816
3.571 4.404
4.107 5.009
4.660 5.629
5.229 6.262
5.812 6.908
6.408 7.564
7.015 8.231
7.633 8.907
8.260 9.591
8.897 10.283
9.542 10.982
10.196 11.689
10.856 12.401
11.524 13.120
12.198 13.844
12.879 14.573
13.565 15.308
14.256 16.047
14.953 16.791
22.164 24.433
29.707 32.357
37.485 40.482
45.442 48.758
53.540 57.153
61.754 65.647
70.065 74.222

Elemi Statisztika Fizikusoknak

10.117
10.851
11.591
12.338
13.091
13.848
14.611
15.379
16.151
16.928
17.708
18.493
26.509
34.764
43.188
51.739
60.391
69.126
77.929

0.10
0.016
0.211
0.584
1.064
1.610
2.204
2.833
3.490
4.168
4.865
5.578
6.304
7.042
7.790
8.547
9.312

10.085
10.865
11.651
12.443
13.240
14.041
14.848
15.659
16.473
17.292
18.114
18.939
19.768
20.599
29.051
37.689
46.459
55.329
64.278
73.291
§2.358

0.10
2.706
4.605
6.251
7.779
9.236

10.645
12.017
13.362
14.684
15.987
17.275
18.549
19.812
21.064
22.307
23.542
24.769
25.089
27.204
28.412
29.615
30.813
32.007
33.196
34.382
35.563
36.741
37.916
39.087
40.256
51.805
63.167
74.397
85.527
96.578
107.565
118.498

Right Tail
0.05 0.025
3.841 5.024
5.991 7.378
7.815 9.348
9.488 11.143

11.070 12.833
12.592 14.449
14.067 16.013
15.507 17.535
16.919 19.023
18.307 20.483
19.675 21.920
21.026 23.337
22.362 24.736
23.685 26.119
24.996 27.488
26.296 28.845
27.587 30.191
28.869 31.526
30.144 32.852
31.410 34.170
32.671 35.479
33.924 36.781
35172 38.076
36.415 39.364
37.652 40.646
38.885 41.923
40.113 43.195
41.337 44.461
42.557 45.722
43.773 46.979
59.342

71.420

83.298

95.023

101.879 106.629
113.145 118.136
124.342 129.561
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0.01
6.635
9.210

11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.209
24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
36.191
37.566
38.932
40.289
41.638
42.980
44.314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892
63.691
76.154
88.379
100.425
112.329
124.116
135.807

0.005
7.879
10.597
12.838
14.860
16.750
18.548
20.278
21.955
23.589
25.188
26.757
28.300
20819
31.319
32.801
34.267
35.718
37.156
38.582
39.997
41.401
42.796
44.181
45.559
46.928
48.290
49.645
50.993
52.336
53.672
66.766
79.490
91.952
104.215
116.321
128.299
140.169
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A Kkhi-negyzet statisztika
tulajdonsagai- folyt

2. A Khi-négyzet eloszlas értékei nem lehetnek
negativ szamok.

3. A khi-négyzet eloszlas kiilonbozik minden
szabadsagi fokra, amely df = n— 1 ebben a
fejezetben. A szabadsagi fokok novelesével
megkozeliti a normalis eloszlast.
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Peéelda:

Hatarozzuk meg »? kritikus értékeit,
amelyekhez mindkeét farokban 0.025

terulet tartozik. Legyen a minta
elemszama 10, és a szabadsagi fokok

szama 10 — 1=9.

a =0.05
al2 = 0.025

1 — a/2=0.975

372. oldal
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A Khi-négyzet statisztika kritikus
ertekel

0.025
0.025
7-10. abra
0 .2 _ 72 _ l

X2 = 27700 y Xo= 17023

/ (df = 9) \
To obtain this critical value, locate To obtain this critical
9 at the left column for degrees of value, locate 9 at the
freedom and then locate 0.975 across left column for degrees
the top. The total area to the right of freedom and then
of this critical value is 0.975, which locate 0.025 across the
we get by subtracting 0.025 from 1. top.

Vattay Gabor ELTE KRFT 373. oldal
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A variancia becslésel

A minta variancia s” a legjobb
pontbecslése a populacio
varianciajanak o
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Konfidencia intervallum (vagy
intervallum becslés) a populacio
varianciara o’

(n—1)S<202< (n —1)S?

e 2 y 4 2L .

Jobb-farok e Bal-farok
kritikus értek kritikus érték
Konfidenciaintervallum a o-ra
(n—1)s°? (n = 1)S 2

2 < 0 < )
y A X
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A ovagy o?-re vonatkozé
konfidencia intervallum

konstrualasa
1. Ellenorizziik, hogy a feltételek fennallnak-e.

2. N —1 szabadsagi fok esetén a tablazatbol
keressiik meg a kritikus értékeket 2 és
% amely a kivant konfidencia szinthez

3. fertdabbi képlettel hatarozzuk meg a konfidencia
Intervallumot:

_ 2 _ 2
(n 2 1)S< o2< (n 21)S
X A
4. o konfidencia intervalluma ugyanez, csak

oyokot kell vonni.
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Példa:

A testhomersekletes példaban keressuk meg a
05%-0s konfidencia intervallumot o-ra.

n =106 72.= 129561, y2 = 74.222

X =36.7/°

s = (.34 (106 — 1)(0.34)2 < 02 < (106 — 1)(0.34)2
129.561 (4.222

a =0.05 0.093<06°<0.16

)2 = 0025 0.30<0<0.40

65%@8(2 bizonyosak vagyunk, hogy a 0.30°C és 0.40°C
intBr@dltum tartalmazza a oigazi értékét. 95%-os
biztonsaggal allithatjuk, hogy az egészséges emberek
testhomérsékletének szérasa 0.30°C és 0.40°C kozott van
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A minta elemszam

Table 7-2 l

1 4 1 4

Sample Size for o Sample Size for o
To be 95% of the value of o2, To be 95% of the value of o,
confident that the sample size n confident that the sample size n
s? is within should be at least s is within should be at least
1% 77,207 1% 19,204
5% 3,148 5% 767
10% 805 10% 191
20% 210 20% 47
30% 97 30% 20
40% 56 40% 11
50% 37 50% 7
To be 99% of the value of o2, To be 99% of the value of o,
confident that the sample size n confident that the sample size n
s? is within should be at least s is within should be at least
1% 133,448 1% 33,218
5% 5,457 5% 1,335
10% 1,401 10% 335
20% 368 20% 84
30% 171 30% 37
40% 100 40% 21
50% 67 50% 13
Vattay Gabor ELTE KRFT
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Példa:

Szeretnénk o értékéet meghatarozni a
testhOmeérsekletekre. 95% biztonsaggal
szeretnénk tudni, legfeljebb 10% hibaval a o
igazi erteket. Mekkoranak kell lennie a
mintanak. Tegyuk fel, hogy a populacio
normalis eloszlasu.

A 7-2. tablazat szerint, 95% konfidenciaval 10%
hiba 191-es mintahoz tartozik.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
* A Khi-négyzet eloszlast.
* A tablazatat.

e A szoras és a variancia konfidencia
Intervallumait.

A minta elemszam meghatarozasat.

380. oldal
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3. eloadas
Hipotézis teszteles

8-1 Attekintés

8-2 A hipotézis tesztelés alapjai

8-3 A populacio aranyra vonatkozo feltevés tesztje

8-4 Az atlagra vonatkozo feltevés tesztje: oismert

8-5 Az atlagra vonatkozo feltevés tesztje: o ismeretien

8-6 A szorasra és a varianciara vonatkozo tesztek
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8-1. fejezet
Attekintés
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Definiciok

A statisztikaban, a hipotézis egy a populacio
valamilyen tulajdonsagara vonatkozo
allitas/kijelentés.

A hipotezis teszt (vagy szignifikancia teszt)
egy szabvanyos/bevett (standard) modszer
arra, hogy probanak (tesztnek) vessuk ala a
populacié valamilyen tulajdonsagara
vonatkozo allitast (hipotézist).
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A ritka esemeény szabaly a
statisztikaban

Ha, adott feltevesek mellett egy bizonyos
esemeny valoszinusége kicsi, de mi
megis medfigyeljuk egy ilyen esemeény

bekovetkezését, akkor arra a konkléziora
jutunk, hogy a feltevés nem igaz.
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NITTJICTOZLTLLT A UUIIUTT WIIVIVGS 1ICVU
terméket, ami a cég hirdetései szerint a
paroknak “85%-kkal noveli a fiu és 80%-kkal a
lany szuletésének esélyét.” A Gender Choice-
nak kék és rozsaszin csomagolasa volt, attol
fuggoen, hogy a vasarléi fiu vagy lany
gyermeket szerettek volna. Tegyuk fel, hogy
kisérletet véegzunk 100 parral, akik lany
gyermeket akarnak és a rozsaszin Gender
Choice “easy-to-use in-home system”
terméket hasznaljak.

A tesztelés kedvéert mi azt allitjuk, hogy a
Gender Choice hatastalan.

Pusztan a jozan eszunkre hagyatkozva milyen
konkluziora jutnank a sajat, fenti allitasunkrol,

I?Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 385 ' O I d al
AN N gy g e am g ~ g - S 1

O\ p— AU Y 2 Y A



Példa: proCare Industries, Ltd.: a) rész

a) Altalaban kb. 50 lanyt varunk 100 sziiletésbél.
Az 52 kozel van az 50-hez, igy nem gondoljuk,
hogy a ,,Gender Choice” hatasos. Ha a 100
par nem hasznalt volna semmilyen specialis
modszert az 52 lany konnyen elofordulhatott
volna véletlenul is. Az a feltevésunk, hogy a
,Gender Choice” hatastalan korrektnek tinik.
Nincs elég bizonyiték arra, hogy a ,,Gender
Choice” hatasos.
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Példa: ProCare Industries, Ltd.: b) rész

b) A 97 lany 100 szuletésbol nagyon ritkan torténik
meg véletlenul. Két magyarazatot adhatunk a 97
lany sziletésére: Vagy egy extrém ritka esemény
kovetkezett be véletlenul, vagy a ,,Gender Choice”
hatasos. A 97 lany szuletésének rendkivul kicsi
valésziniisége egy eros bizonyiték azon
feltevésunk ellen, hogy a ,,Gender
Choice”hatastalan. Ugy tiinik, hogy hatasos.
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8-2. fejezet
A hipotézis tesztelés
alapjal
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a hipotézis vizsgalat elemi o0sszetevoit
mutatjuk be, amelyeket majd a tovabbi fejezetekben
hasznalunk fel. A kovetkez6 fogalmakat kell megértenunk:

“* null hipotézis

+ alternativ hipotézis
*» teszt statisztika

*» kritikus tartomany
*» szignifikancia szint
% krtitikus érték

% P-érték

* Els6 és masodfaju hiba (Type | and Il error)
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A 8-2. fejezet celkituzesel

“ Adott allitashoz azonositsuk a null
hipotézist és az alternativ hipotézist és
adjuk meg mindkettot szimbolikus
formaban.

<+ Adott allitashoz és minta adatokhoz
szamitsuk ki a teszt statisztika értekeét.

< Adott szignifikancia szint mellet hatarozzuk
meg a kritikus értékeket.

+ A teszt statisztika értékének ismeretében
hatarozzuk meg a P-értéket.

< Adjuk meg a hipotézis teszt eredmeényeét
kozértheto, nem technikai nyelven.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 390 . O I d al



Példa: Vegyiik az el6z6 példaban az 52 lany
szuletésének esetét.

Normal korulmények kozott tekintsuk 0.5-nek
a lanyok szuletésének valoszinlsegeét. A
,Gender Choice” hatasossagat ebben az
esetben a p > 0.5 modon fejezhetjuk ki (a
populaciobeli arany tobb mint 0.5).

A binomialis eloszlast normalissal kozelitve

kiszamithatjuk, hogy
P(52 vagy tobb lany 100 szuletésbol) = 0.3821.
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0.09 1

0.08 T

0.07

Relative F requency

0.0Z +

001 +

0.06 T

0.05 T
0.04 +

003 +

Unusua”y hr‘gh
proportions of

/,5 =05Z: girls are those

52 g.-'r!s among 100
is not unusual that are 0.59
or higher

Combined area
of recfang!’es in
this region is

\Q()-Oi

040 p =050 0.60

Proporﬁon of girr's in 100 births

8-1. abra

Nem utasitjuk el a véletlent, mint elfogadhato
magyarazatot. Azt a konkluziét vonjuk le, hogy a
,Gender Choice” altal elért hatas nem szignifikansan

nagyobh, mint amit veletlenul is kaphatnank.
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Megfigyelések

< Allitas/feltételezés: A ,Gender Choice”-t hasznaloknal a
lanyok aranya p > 0.5.

*» Munkafeltevés: A lanyok aranya p = 0.5 (a ,,Gender Choice”).

< A minta eredmény 52,I\ény 100 szuletésbol, a minta arany

p =52/100 = 0.52.
* Feltéve, hogy p = 0.5, a normalis eloszlast felhasznalva azt
kapjuk, hogy P (legalabb 52 lany 100 szuletésbol) = 0.3821.

< Két magyarazat van arra, hogy 52 lanyt kapunk 100
szuletésbhol: Vagy véletlen esemény tortént (0.3821
valésziniiséggel), vagy a lanyok szuletésének valdsziniisége
nagyobb mint 0.5 a ,,Gender Choice” hatasara.

** Nincs elég bizonyiték a ,,Gender Choice” hatasossaganak
feltételezéséhez.
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A formalis hipotezis
teszt osszetevoi
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Null hipotezis: H,

< A null hipotezis (jeloles: H;) egy allitas a
populacio valamilyen paraméter értékerol
(mint arany, atlag vang szoras) miszerint az
egyenlo valamilyen feltételezett (hipotetikus)

ertékkel.

A null hipotézist kozvetleniil tesztelhetjik.

“* Vagy elutasitjuk a H, hipotézist vagy nem

tudjuk elutasitani a H, hipotezist.
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Vliegjegyzes a mi sajat
feltevésunk (hipotézisunk)
kialakitasaval kapcsolatban

Ha valamilyen vizsgalatot végzunk és a
hipotézis tesztelést akarjuk hasznalni a sajat
feltevésunk alatamasztasara, akkor azt ugy

kell megfogalmazni, hogy a sajat feltevésunk
legyen az alternativ hipotézis.
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Alternativ hipoteézis: H,

% Az alternativ hipotezis (jelolés H, vagy
H,vagy H,) egy allitas, ami szerint a
parameter értéke valamilyen moédon
kulonbozik a nulla hipoteézistol.

< Az alternativ hipotezis szimbolikus
kifejezese az alabbi szimboélumokat
kell, hogy tartalmazza: #, <, >.
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Megjegyzes
H, és H, megvalasztasanak
. lepeseirol =
1. Azonositsd a tesztelendd hipotézist ¢s ird le
szimbolikusan.

2. Add meg azt a szimbolikus alakot, aminek
akkor kell igaznak lennie, ha az eredeti
hipotézis hamis.

3. A fent1 kettd kozil az legyen a null hipotézis,
amiben = szerepel. Legyen az alternativ
hipotézis, amiben <, > vagy # szerepel.
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Példa: Azonositsd a null és az alternativ
hipotézist az elobbiek alapjan!

a) Azon vezetok aranya, akik bevalljak, hogy néha
piros lampan is athaladnak nagyobb mint 0.5.

b) A profi kosarasok atlag magassaga legfeljebb
213cm.

c) A szinészek IQ értékeinek szérasa 15.
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Példa: folyt.

a) Azon vezetok aranya, akik bevalljak, hogy atmennek a
piroson nagyobb mint 0.5.

Az 1. lépésben: kifejezzuk a feltevést szimbolikusan p > 0.5.
A 2. lépésben: latjuk, ha p > 0.5 hamis, akkor p £0.5 lesz igaz.
A 3. lépésben: latjuk, hogy a p > 0.5 kifejezés nem tartalmaz

egyenloség jelet, ezért legyen az alternativ hipotézis (H, ) p > 0.5,
és a null hipotézis (H, ) legyen p = 0.5.
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Példa: folyt.

b) A profi kosarasok atlag magassaga legfeljebb,
213cm.

Az 1. lépésben: szimbolikusan kifejezzuk 1< ?213.
A 2. lépésben: latjuk, ha © <213 hamis, akkor u > 213 igaz.

A 3. lépésben: latjuk, hogy u« > 213 nem tartalmaz egyenléség
jelet, ezért ez lesz az alternativ hipotézis (H;: u > 213), és H,
lesz u = 213.

401. oldal
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Példa: folyt.

c) A szinészek IQ értékeinek szérasa 15.

Az 1. lépésben: kifejezzik az allitast szimbolikusan
o= 15.

A 2. léepésben: latjuk, hogy ha o= 15 hamis, akkor

c #15igaz lesz.

A 3. lépésben: az alternativ hipotézis H, lesz o # 15,

és H,lesz o= 15.

402. oldal
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Teszt statisztika

A teszt statisztika egy olyan szamertek,
aminek segitsegevel dontest tudunk hozni a
null hipotézisrol. A minta statisztika
értékébol kepezzuk annak a feltevéseével,
hogy a null hipotézis igaz.
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Teszt statisztika - kepletek

Z=pP-P eszt statisztika

p / pPq az aranyra
N

- My Teszt
L = statisztika az
vﬂ atlagra
3 (n 1)32 Teszt
A = — statisztika a

varianciara
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Feladat: Egy n = 880 véletleniil
kivalasztott vezetot megkeéerdezve
56%-uk (vagyis p = 0.56) mondta,
hogy néha athajt a piros jelzésen.
Keressuk meg a teszt statisztika
ertekéet ahhoz a felteveshez
(hipotezishez), miszerint a vezetok
tobbsége elismeri, hogy néha
atmegy a prioson. (Majd a 8-3.
fejezetben lesz néhany feltétel,
aminek teljesulnie kell, most tegyuk
fel, hogy ezek rendben vannak.)

405. oldal
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VicyUilUdos. A €100 pPeidaidil Deidllun,
hogy ennek a feltevésnek az
ellenorzéséhez ah H,: p = 0.5 null
hipotézis és a H;: p > 0.5 alternativ
hipotézis tartozik. Mivel azzal a
feltevéssel dolgozunk, hogy a null
hipotézis igaz a p = 0.5 ertékkel, a
kovetkezo teszt statisztikat kapjuk:

Z=pP—-pP=0.56-0.5=356

w/ Pq [(0.5)(0.5)
n 830
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Interpretacio: Tudjuk az elozo
fejezetekbol, hogy a z=3.56 erték
kivéetelesen nagy. Ugy tunik, hogy
azon tul, hogy az erték “tobb mint
fel”, a minta erdmeény (56%)
szignifikansan tobb mint 50%.

Ld. a kovetkezo abrat.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 407 . O I d al



Kritikus tartomany, kritikus érteék,
teszt statisztika

Unusually high

sampfe proportions

E:rr'ﬁcm' r:egfon.'
Area of a = 0.05 used

as criterion for

identifying unusually
high sample proportions

i

=05 z=165 N\

°or T Sample proportion of: ;9\ = 0.56

z=0 Critical or

value Test Statistic —— z = 3.56

Proporﬁon of adult drivers admitting
that they run red lights
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Kritikus tartomany

A kritikus tartomany (vagy elutasitasi
tartomany) a teszt statisztika értékeinek az a
tartomanya, ami arra vezet, hogy a nuli
hipotézist elutasitsuk. Példa ra az elozo
abran a pirosra szinezett rész.
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Szignifikancia szint

A szignifikancia szint (jelolés: a) az a
valésziniség, amivel a teszt statisztika a
kritikus tartomanyba esik, amikor a null
hipotézis valdjaban igaz. Ez ugyanaz az «
amit a 7-2. fejezetben vezettunk be. A
szokasos valasztasok a-ra: 0.05, 0.01 és 0.10.
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Kritikus ertékek

A kritikus ertekek amik elvalasztja a kritikus
tartomanyt (ahol elutasitjuk a null hipotézist)
azoktol az ertekektol, ahol nem utasitjuk el. A
kritikus értékek fuggnek a null hipotézis
fajtajatol, a minta eloszlastél és a
szignifikancia szinttol. Ld. az el6z6 abrat, ahol
a kritikus ertek z=1.645az a=0.05
konfidencia szinthez tartozik.
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Keéetoldali, jobboldali es
baloldali tesztek

Az eloszlas farkai/szelso tartomanyai az
extréem tartomanyok, melyeket a kritikus
ertekek hatarolnak.
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Keétoldali tesztek

HO' — a egyenloen van szétosztva
a ket farok kozott

H,: #
I Azt jelenti, kevesebb vagy tobb mint I
Reject Fail to reject Reject
o Ho o
1 [

Sign used in H: #
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Jobboldali tesztek

Hy: =

H,: >
I_> Pontok jobbra vmitol

Fail to reject
H

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT

Reject
Ho

Sign used in H;: >
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Baloldali tesztek
Hy: =

H,: <

Pontok balra vmitéSI<—I

Rejecf‘ Fail to reject
H, H,

Sign used in H: <
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P-érték

A P-éerték (vagy p-értéek vagy valoszinlseéqg
érték) annak a valoszinlisége, hogy a teszt
statisztika olyan értéket adjon ami legalabb
annyira szélsoseges (extrem) mint az az
értek amit a mintankbol kaptunk, azzal a
feltevéssel, hogy a null hipoteézis igaz. A null
hipotézist elvetjuk, ha a P-érték nagyon
kicsi, mint pl. 0.05 vagy kevesebb.
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A hipotézis tesztelés
eredménye

Mindig a null hipotezist teszteljuk. A
kezdeti konkluzio mindig az alabbiak
valamelyike:

1. Elvetjuk a null hipotezist.
2. Nem tudjuk elvetni a null

hipotézist.
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Dontési kritériumok
Tradicionalis modszer:

Elvetjuk H,-t, ha a teszt statisztika
a kritikus tartomanyba esik.

Nem tudjuk elvetni Hy-t, ha a teszt

statisztika nem esik a kritikus
tartomanyba.
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Donteési kritéeriumok - folyt
P-értek modszer:

Elvetjuk H,-t ha a P-érték < o (ahol «
a szignifikancia szint, mint pl. 0.05).

Nem tudjuk elvetni H,-t, ha a P-értek
> O
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Dontési kritériumok - folyt

Egy masik lehetoség:

A szignifikancia szint megadasa
helyett, egyszerien megkeressuk a
P-értéket, és a dontést az olvasora
hagyjuk.
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Dontesi kritéerium — folyt.

Konfidencia intervallum:

Mivel a konfidencia intervallum
becslés tartalmazza a parameter
populaciobeli éertéket, utasitsuk el
azokat a felteveseket, melyek
szerint a populacio paramétere a
konfidencia intervallumon Kkivul
esik.

421. oldal
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A P-ertékek megtalalasanak

abraja

8-6. abra

Left-tailed / Right-tailed
type of test
\‘ ?
Two -tailed
Left the test statistic Pighf
to the right or left of
center
Y | Y
2alue = area Pvalue = twice Pvalue = twice Pualue = area
to the left of the the area to the 1'1‘_7@ area to the to the right of the
test statistic left of the test right of the test trest statistic
statistic statistic
P‘VG’UQ is P‘VQ"UZ

Pvalue Pvalue is

twice this area.

L Test statistic L Test statistic

Elemi Statisztika Fizikusoknak

twice this area.

Test statistic J Test statistic J
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Példa: P-érték kiszamitasa. El6szo6r
hatarozzuk meg, hogy az adott esetbhen
jobboldali, baloldali vagy keétoldali tesztet
végzunk-e, azutan keresd meg a P-
értéeket és add meg a null hipotezissel
5agzc g Ql)a(!:g ssz!égiﬂba!rl\lczlégg‘mtet hasznaljuk annak

a feltételezésnek a teszteléseére, hogy p > 0.25, és a
minta adatok egy z = 1.18 értéku teszt statisztikat
adnak.

b) Az = 0.05 szignifikancia szintet hasznaljuk annak a
feltételezésnek a tesztelésére, hogy p # 0.25,és a

minta adatok egy z = 2.34 értéku teszt statisztikat
adnak.
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Példa: folyt.

a) Ap >0.25 feltevés esetén a teszt jobboldali. Mivel
a teszt jobboldali, a P-érték az=1.18-tol jobbra eso
gorbe alatti terulet. Kikeresve a tablazatbol ez 0.1190.
A P-érték (0.1190) nagyobb mint a szignifikancia szint
a = 0.05, igy nem tudjuk elvetni a null hipotézist. A
P=0.1190 elég nagy, ami azt jelenti, hogy a minta
érték konnyen megtorténhet véletlenul.
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Példa: folyt.

b) A p# 0.25 feltevés esetén a teszt kétoldali. Mivel a
teszt kétoldali és mivel a teszt statisztika z = 2.34 a
kozéptol jobbra esik, a P-érték kétszerese a z = 2.34-t6l
jobbra eso teruletnek. A tablazatbodl a z = 2.34-tol jobbra
esoO terulet 0.0096, igy a P-érték = 2 x 0.0096 = 0.0192.
Mivel a P=0.0192 kisebb vagy egyenlé mint a
szignifikancia szintunk, el kell vetnunk a null hipotézist.
A kicsiny P-értek (0.0192) azt mutatja, hogy a minta
eredmény valdésziniileg nem a véletlen eredménye.

425. oldal
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A végso konkluziok
megfogalmazasa

Does the

Ar’ginaf claim contai

Yes

Do Yes

the condition of
equa!ify?

No

(Original claim
does rot# contain
equality and
becomes )

(Or:’gmal’ claim
contains equa."ify)

you rejecf
A

(Reject H))

No
(Fail to reject H,)

Wording of

final conclusion

“There is sufficient
evidence to warrant
rejection of the claim

that . . . (origr‘ndf claim).

(This is the
only case in
which the
original claim
is rejecfed.)

-
y

Elemi Statisztika Fizikusoknak

. Do
, Yes
)—Qou rejecf
Hy? (Teejecf HO)

No
(Fail to reject Hj)

“There is not sufficient
evidence to warrant
rejection of the claim

that . . . (on'ginaf claim).”

"The sample data

support the claim

that . . . (originaf claim).”

(This is the
onfy case in

which the

or!ginaf claim

-
v

8-7. abra

“There is not sufficient
sample evidence to
support the claim

that . . . (original claim).”

is supporfed.)

Vattay Gabor ELTE KRFT
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Elfogadni vagy nem tudni
elutasitani?

“+ Bizonyos konyvekben azt mondjak
“elfogadjuk a null hipotézist.”

“* Nem tudjuk bizonyitani a null
hipotezist.

< A minta bizonyitékok nem elég erosek
ahhoz, hogy elutasitsuk (olyan mint
amikor nincs elég bizonyiték, hogy
eliteljek a gyanusitottat).
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< Egy |. faju hiba az, amikor hibas
modon elutasitjuk a null hipotézist,
amikor az igaz.

+* Az a (alfa) szimboélummal jeloljluk az I.
faju hiba valészinliséget.
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Il. faju hiba

< Eqgy Il. faju hiba az, amikor nem
utasitjuk el a null hipotézist akkor,
amikor az nem igaz.

“ A p(beta) szimbolummal jeloljuk a ll.
faju hiba valoszinuséget.
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Példa: Tegyiik fel, hogy hipotézis
tesztelest vegzunk ap > 0.5
feltevessel kapcsolatban. A null és
az alternativ hipotézis a kovetkezo.
Ho: p = 0.5, és H: p>0.5.

a) Azonositsuk az I. faju hibat.
b) Azonositsuk a ll. faju hibat.
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Példa: folyt.

a) Az I. faju hiba az, amikor elvetjuk az igaz
null hipotézist: Ha ugy latjuk, hogy elég
evidencia tamogatja p > 0.5-t, mikozben a
valésagban p = 0.5.

431. oldal

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



Példa: folyt.

b) A Il. faju hiba az, amikor nem vetjuk el a
null hipotézist, mikozben az nem igaz: Nem
utasitjuk el p = 0.5-0t (és ezért nem
tamogatjuk a p > 0.5-0t), mikozben a
valésagban p > 0.5.

432. oldal
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Elso és masodfaju hibak

Table 8-1 Type | and Type Il Errors

True State of Nature

The null The null
hypothesis hypothesis
is true is false

We decide to reject
the null hypothesis

Decision

We fall to reject
the null hypothesis
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Az |. és ll. faju hibak
kontrollalasa

“ Minden adott o esetén, a minta elemszam n
novelése a fcsokkenését okozza.

“* Minden fix minta elemszam n esetén o
csokkenése g novekedését okozza. Forditva, o
novelése S csokkenésére vezet.

“ Ha a és pegyuttes csokkenéseét akarjuk elérni,
akkor a minta elemszamot kell novelnunk.
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Definicio

A hipoteézis teszt erossége az (1 - )
valészinuseég érték, ami a helytelen null
hipotézis elutasitasanak valoszinlsége. Egy
adott o szignifikancia szint és adott olyan
masik populacié parameéter esetén
szamithatjuk ki, ami a null hipotézisbeli érték
alternativaja. Azaz a hipotézis teszt erossége
egy igaz alternativ hipotézis tamogatasanak
valoészinusége.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* Null és alternativ hipotézis.

* Teszt statisztika.

“ Szignifikancia szintek.

% P-értékek.

“ Duntési kritériumok.

“* Els6 és masodfaju hibak.

“* A hipoteézis teszt ereje.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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8-3. fejezet
Az aranyra vonatkozo
felteves teszteléese
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a populacidé arany
tesztelésének teljes folyamatat ismertetjuk.
Felhasznaljuk az el6zo fejezetben bevezetett

fogalmakat.

438. oldal

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT



Feltevések

1) Véletlen egyszeri mintavétel.

2) A binomialis elsoszlas feltételei fennallnak (5-3
fejezet).

3) Az np=5és ng =5 feltetelek fennallnak, igy a
binomialis eloszlast egy olyan normalissal

kozelithetjuk, aminek a paraméterei u =np
a:AMpq.
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Jelolések

N = a kisérletek szama

AN

P = X (minta arany)
n

P = populacio arany (amit a null
hipotézisben hasznalunk)

g=1-p
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Az aranyra vonatkozo teszt
statisztika
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P-értéek modszer

Ugyanugy, mint a 8-2 fejezetben ...
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Tradicionalis modszer

Ugyanaz, mint a 8-2-ben ...
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Konfidencila intervallum
modszer

Ugyanaz, mint a 8-2-ben ...
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Példa: 880 véletleniil valasztott
autovezeto 56%-a elismeri, hogy neha
atmegy a piroson. Az a feltételezésunk,
hogy a vezetok tobbsege néha atmegy a
piroson, azaz

p > 0.5. A mintaadatok n = 880 =
0.56.

np =(880)(0.5) =440 =5
ng = (880)(0.5) =440 =5
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Példa: folyt.

P-value = 0.0001]

/

P == 0.5 1
or ,3 = 0.5¢6
z=20 or
z = 356
I—:Esf Statistic
_ p-p 0.56 — 0.5
Z = - _
Ho: p =0.5 =396
Hy:p>0.5 Pa (0.5)(0.5)
a=0.05 N
380
P=0.0001

Mivel P<0.05=aqa, ezért elutasitjuk a null hipotézist.

Mivel z>z =1.645, ezért elutasitjuk a null hipotézist.

Elegendo bizonyitékunk van a feltételezésunk elfogadasara.
446. oldal
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Példa: Amikor Gregor Mendel borsé
hibridizacios kiseérletét végezte, az egyik
kisérletben 428 zold bors6szem és 152
sarga borsészem termett. Mendel elmélete
szerint a borsok '4-e volt sarganak varhato.
Hasznaljunk 0.05 szignifikancia szintu
tesztet és a P-érték modszert, hogy
teszteljuk, vajon a sarga szemek aranya :-e
vagy sem.

Esz;\evétel: n =428 + 152 = 580,
igy p = 0.262, és p = 0.25.

Segitseq: http://faculty.vassar.edu/lowry/tabs.html

447. oldal
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Tl AR AL RS &

one-tailed for —z||0.2514 a]

one-tailed for +z|||0.2514

two-tailed for £z|)|0.5029

[ <]
Kl ]
Text will appear in this box only if
the value of |z| is greater than 3.75.

I

area between £z||0.4971

! | Return to Top
=z +Z

Reset | Calculate ‘ 7 = |EI.EE?

Ho: p=0.25 f'-p _ 0.262-0.25

Hl: P # 0.25 Z = = =0.67
n =580 P (0.25)(0.75)
a=0.05 0

0'=0.262 580

Mivel ez egy kétoldali teszt, a P-érték a kétszerese a statisztika
értékétol jobbra eso teruletnek. P=0.502. Nincs elég bizonyitéekunk,
hogy elutasitsuk a null hipotézist, azaz azt, hogy a bordk "s-e
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
<+ Az aranyokra vonatkozo teszt statisztikat.

2 P-érték modszer.
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8-4. fejezet
Az atlagra vonatkozo
feltetelezes tesztelese:
o Ismert
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Kulcsfogalmak

llyet is lehet csinalni pedagogiai okokbol, de
gyakorlati jelentésége nincs. A kovetkezo
fejezet eredmeényei igazak, csak s=o-t kell

feltételeznunk.

451. oldal
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8-5. fejezet
A populacio atlagra
vonatkozo feltételezeés
tesztelése: onem ismert
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a populacié atlagara
vonatkozé hipotézisek vizsgalatarol lesz szo,
abban az esetben, amikor o nem adott. Ebben
a fejezetben a Student t eloszlast hasznaljuk.

453. oldal
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Feltételek

1) A minta veéletlen egyszeru.

2) Valamelyik, vagy mindkét feltétel igaz: A
populacio normalis eloszlasu, vagy n > 30.
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Teszt statisztika

P-értékek és kritikus értékek

+* Tablazat, online kalkulator, program stb.

“»Szabadsagi fokok szaman -1
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Példa: 13 piros M&M csoki golyét véletleniil valasztuk egy
zacskébol, amiben 465 M&M csoki golyé van. A tomeguk
(grammokban) atlagosan x = 0.8635 és a széras s = 0.0576 g.

A zacsko szerint a netté tomeg 396.9 g, azaz az M&M csoki golyék
tomege elvben 396.9/465 = 0.8535 g. Hasznaljuk a minta adatokat
és a 0.05-0s szignifikancia szintet, hogy teszteljuk a gyartésor
vezetdjének azon kijelentését, mi szerint a csoki golyék tomege
valéjaban nagyobb mint 0.8535 g.

A minta n =13 elemi és a normal q-q plot szerint
normalissal kozelitheto. _

456. oldal
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Ho: 1= 0.8535 y—p; 0.8635-0.8535 _ ( 76

Hi: £>0.8535 = = 0.0576
a=0.05

X =0.8635 ‘\/ ‘\/

s =0.0576

n=13

A kritikus érték t, = 1.782

Mivel a teszt statisztika ertéke t = 0.626 nem esik a
kritikus tartomanyba, nem tudjuk elvetni a null hipoteézist
H,. Nincs elegendo bizonyiték annak a feltételezésnek a
tamogatasara, hogy az M&M csoki golyok tomege tobb
mint 0.8535 g.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* Feltételek
% Student t eloszlas.

% P-érték modszer.
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8-6. fejezet
A szorasra és a
varianciara vonatkozo
feltevések becslése
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a populacié szérasara o
vagy varianciajara o 2 vonatkozo feltételezés
tesztelésével foglalkozunk. A modszerek
tamaszkodni fognak a 7-5. fejezetben
bevezetett khi-négyzet eloszlasra.

460. oldal
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Feltételek

1. Véletlen egyszeru minta.

2. A populacié normalis eloszlasu. (Ez
egy sokkal erosebb feltétel, mint amit
az atlag tesztelésekor hasznalunk!)
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Khi-negyzet eloszlas

Teszt statisztika

(n-1)S°>?
o2

X°=

N = minta elemszam
S 2 = minta variancia

o2 = populacidé variancia
(a null hipotézisben van megadval)
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Példa: A felnéttek egy egyszerii véletlen mintajaban az 1Q értékek
normalisan oszlanak el 100 atlaggal és 15 szérassal.

Egy egyszerii véletlen 13 fizika professzorbdl allé mintanak a szérasa s =
7.2. Tegyuk fel, hogy a fizika professzorok 1Q-ja is normalis eloszlasu.
Teszteljuk 0.05 szignifikancia szinten azt a feltételezést, hogy a fizika
professzorok 1Q-janak is 15 a szérasasa o= 15.

Reject Fail to reject Reject

o =15 o =15 o =15
Hy: o= 15
H;: o# 15
a=0.05
n=13
s=7.2 a/?2 = 0.025

a?= 0.025
Y2 = 4404 Y2 = 23337

Sample data: x* = 2.765

(n-1)s* _ (13-1)(7.2)2
o2 152
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Peélda: folyt.

Hp: 0=15 Zz =2 765

H,: o# 15

a=0.05

n=13 A kritikus értékek 4.404 és 23.337 (szabadsagi fokok
s=7.2 szama (df) = n — 1=12) és a tablazatban a 0.025 és

0.975 értékekhez tartoznak. Mivel a statisztika értéke
a kritikus tartomanyba esik, el kell utasitanunk a null
hipotézist. Elegendd bizonyitékunk van arra, hogy
elutasitsuk azt a feltételezést, miszerint a fizika
professzorok IQ-janak szérasa éppen 15.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

s+ A szorasra és a varianciara vonatkozo
teszteket.

2 A teszt statisztikat.
» A kritikus értékeket.
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10. Eloadas
Korrelacio es regresszio

10-1 Attekintés
10-2 Korrelacio
10-3 Regresszio
10-4 Konfidencia és predikcidos savok

10-5 Tobbszoros regresszio
10-6 Modellezes
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10-1. fejezet
Attekintés

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 467 ' O I d al



Old Faithful Geyser

(Yellowstone)

e http://Iwww.nps.gov/vell/tours/livecams/oldfaithful/ OFVVChours.htm

* A kitorések néhany adata percekben 1ll. meterekben

« 10-1. Tablazat:

Idotartam |240 |120 178 |234 |235 269 | 255 | 220
El16z0 98 |90 (92 (98 |93 [105|81 |108
Kovetkezd |92 |65 |72 |94 |83 |94 (101 |87
Magassag |42 |33 |38 |36 |42 |36 |38 |45

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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http://www.nps.gov/yell/tours/livecams/oldfaithful/OFVChours.htm
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Attekintés

Ebben a fejezetben bevezetjuk a korrelacio
fogalmat, amelynek segitségeével
osszefuggeést lehet keresni két valoszinlseégi
valtozo kozott, és bizonyos esetekben az
egyik valtozo6 ertéekéenek ismeretében a masik
ertekere lehet kovetkeztetni.

Olyan mintakkal fogunk foglalkozni, ahol a
minta adatok parokba vannak rendezve.
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10-2. fejezet
Korrelacio
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben bevezetjuk a linearis
korrelacios egyutthato r fogalmat, ami két
véletlen valtozo kozti kapcsolat erosséget
szamszerien meri.

Mivel a korrelacidos egyutthaté konnyen
kiszamithato, ezeért itt foleg a fogalom
megértésére koncentralunk.
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Definicio

Ket valtozo kozott korrelacio lep
fel, ha az egyik a masikkal
valamilyen modon kapcsolatban

vall.

473. oldal
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Definicio

A linearis korrelacios egyutthatoé r meéri a
linearis kapcsolat erosségét egy xeésy
parokbol allo minta értekei kozott.
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Az adatok feltarasa

Gyakran felfedezhetunk kapcsolatot ket
valtoz6 kozott a szorasdiagram segitségével.

A kovetkezo 10-2. abra néhany kulonbozo
tulajdonsagokkal rendelkezo szorasdiagramot
mutat be.
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Szorasdiagramok parositott adatokra
Activstats Activstats

b & x @ X @

(a) Positive correlation: (b) Positive correlation: (c) Perfect positive correlation:
r=0.851 r=0.991 r=1

.-... \
X @ ud 2 % @
(d) Negative correlation: (e) Negative correlation: (F) Perfect negative correlation:

r=-0.702 r=-0.965 r=-1

10-2. abra
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Szorasdiagramok parositott adatokra

184
16 4 [
®
14 ¢
124 [
>
84 L] ®
6 ° )
. 4 .
y *» b .
. : 27 .
04 e L
1 1 I 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X @ X
(9) No correlation: r =0 (h) Nonlinear relationship: r = -0.087

10-2. abra
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Kovetelmenyek

1. Az (X,Yy) parokbol allé adatok véletlien
fuggetlen minta adatok.

2. Vizualisan meg kell gy6zodnunk arrol, hogy
az adatok nagyjabol egyenest alkotnak.
(Nem determinisztikusak vagy mas
bonyolultabb alakjuk van.)

3. Az outliereket el kell tavolitani, amennyiben
meggyozodtunk arrol, hogy hibasak voltak.
Az r erteket ki kell szamitani az outlierekkel
egyutt és azok nelkul. Meg kell nézni,
mekkora a hatasuk.
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Jelolések

n az adatparok szama

2. az adott értékek o6sszegzése

2X azXx értékek osszege

2X2 minden x értéket négyzetre kell emelni és utana osszeadni

(XX)? elészor ossze kell adni az x értékeket, majd az eredményt
négyzetre kell emelni

2Xy minden x értéket meg kell szorozni a parjanak y értékével,
majd a szorzatokat osszeadni

r a minta linearis korrelacios egyutthatoja.

o, a populacio linearis korrelacios egyutthatéja.
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Kepletek

Az r linearis korrelacios egyutthatdo meéri a linearis

kapcsolat erosségét a minta adatparok tagjai
kozott (x és y kozott!).

nXxy — (Ex)(Xy)
p NEX2) = (X% n(Zy?) - (Zy)3

10-1. képlet

>o\r; —T)(y —7)
(n—1)s;8,

Vattay Gébor ELTE KRFT 480. oldal
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1000 normalis eloszlasu adatpar

kulonbozo r ertékekkel

096 | 080 | 040 | 0.025
0.76 | 038 | 0.029

032 | 0.0046

0.03

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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r interpretalasa

Tablazat: Ha az r abszolut értéke nagyobb, mint a
kovetkezo tablazatban, akkor arra kovetkeztetunk,
hogy van linearis korrelacio.

Critical Values for the Correlation Coefficient
Number of Points [95% Confidence [99% Confidence
3 0.997 1.000
4 0.950 0.990
5 0.878 0.959
6 0.811 0.917
7 0.754 0.875
8 0.707 0.834
9 0.666 0.798
10 0.632 0.765
11 0.602 0.735
lem Statisztika t‘lZlKuS(:)I-KznaK 0576 Vattay Gabor 19L17110 18& T 482 Oldal




Példa: r kiszamitasa

Az alabbi egyszeru véletlen mintaadatokat
hasznalva szamitsuk ki r értékeét.

Adatok:
X | 3 1 3 5
y ‘ 5 8
Table 10-2 Finding Statistics Used to Calculate r
X y X'y X y?
3 5 15 9 25
1 8 8 1 64
3 6 18 9 36
5 4 20 25 16
Total 12 23 61 44 141
T T T T T
2 2
=X 2 2K = 2 483. oldal




Pelda: folyt.

8 6 4

nXxy — (Xx)(Xy)

D) - B0 ) - ()

_ 4(61) - (12)(23)

- \[4(44) = (127 )[4(141) - (23)’

-32

I — =
33.466 0956
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Pelda: folyt.

Adott r = - 0.956, ha 0.05-0s szignifikancia szintet
hasznalunk, akkor arra jutunk, hogy van linearis
kapcsolat X és Y kozott, mivel I abszolut ertéke
meghaladja a 0.950-0s kritikus értéeket. Azonban, ha
a 0.01-es szignifikancia szintet hasznaljuk, akkor
nem jutunk arra, hogy linearis kapcsolat van, mert r
abszolut értéke nem haladja meg a 0.990-es kritikus
értéket.

485. oldal
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Példa: Old Faithful

A 10-1. tablazat adatait hasznalva, keressuk meg a
linearis korrelacidés egyutthaté ertékét r, majd

ellendrizzuk, hogy van-e szignifikans linearis kapcsolat
a valtozok kozott.

Ugyanugy szamolva, mint elobb r = 0.926 adédik.

A tablazatban az n = 8 adatpont esetét keressuk Kki.
Az a = 0.05-hoz tartozo ertéket leolvasva, 0.707
kritikus értéket kapunk. Mivel r = 0.926, abszolut
értéke tobb mint 0.707, ugy dontunk, hogy van
linearis kapcsolat a kitorések hossza és az utanuk
kovetkezo varakozasi idok kozott.
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A linearis korrelacios
egyutthato tulajdonsagai
1. -1<r<l1l

2. Az r értéke nem valtozik, ha barmelyik
valtozonak megvaltoztatjuk a
meértékegyseéeget.

3. Az értékét nem befolyasolja az X és y
felcserélése.

4. r meri a linearis kapcsolat erosseéget.
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Interpretacio:
Megmagyarazott
variabilitas
Az r? érték mondja meg, hogy v

variabilitasanak hanyad részét magyarazza az
x és y kozti linearis kapcsolat.
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Pelda: Old Faithful

A kitorés utan eltelo ido ingadozasanak mekkora részét
magyarazza meg a kitorés idotartamanak ingadozasa?

r =0.926, akkor r2 = 0.857.

Azt mondhatjuk, hogy 0.857-ed részét (vagy 86%-at)
magyarazza meg a kitorések utan eltel6 id6 ingadozasanak a
kitorés hosszaval valo linearis kapcsolata. Ez azt is jelenti,

hogy a kitorések utan eltel6 ido hosszanak 14%-ara nem ad
magyarazatot a kitorések hossza.
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Szokasos hibak a
korrelacioval kapcsolatban

1. Oksagi osszefugges: Hibas azt allitani, hogy
a korrelacio oksagi kapcsolatot jelent.

2. Atlagolas: Az atlagolas elnyomja az az
eredeti adatokban meglévo ingadozasokat,
ami csokkenti a korrelacidés egyutthatot.

3. Linearitas: Lehatséges, hogy van
valamilyen kapcsolat x és y kozott, még
akkor is, ha nincs koztuk linearis korrelacio.
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Formalis hipotezis teszteles

 Szeretnenk meghatarozni, hogy van-e
szignifikans linearis kapcsolat ket valtozo6
kozott.

“*Legyen a null és alternativ hipotezis:

HOZ P = 0 (nincs szignifikans lin. korrelacio)
Hli pP F 0 (szignifikans lin. korrelacio)
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Teszt statisztika

Teszt statisztika:

ft=—

1-1°2
n-2

A transzformacio utan t statisztika!

Kritikus értékek:

Megegyezik az n-2 szabadsagi
foku Student t statisztikaval!
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megyvitattuk a:

+» Korrelaciot.

< A linearis korrelacios egyutthatot.

“ A felteteleket .
“ Az interpretaciot.

“* Formalis hipotézis tesztelést.
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10-3. fejezet
Regresszio
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Kulcsfogalmak

A legfontosabb ebben a fejezetben, hogy
meghatarozzuk azt az egyenest, és azt az
egyenletet, ami legjobban reprezentalja a
valtozok kozti kapcsolatot.

Az egyenest regresszios egyenesnek nevezik
és az egyenletet regresszios egyenletnek.
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Regresszio

A regresszios egyenlet az x valtozo (fuggetlen
valtozo, prediktor valtozé vagy magyarazo valtozo) ,
és az y valtozo6 (fuggo valtozé vagy valasz valtozo

vagy magyarazott valtozo) kozotti kapcsolatot adja
meg.

A t|p|kus linearis kapcsolatot Y = mx + b, vagy
az y by + b;X, formaban fejezzuk ki, ahol b, az
y-tengelymetszet és b, a meredekség.
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Feltételek

1. Az adatparok (X, y) véletlen minta adatok.

2. Vizualis vizsgalattal arra jutunk, hogy a
szorasdiagram egy egyeneshez hasonlo.

3. Kikell hagyni azokat az outliereket, amik
hibak miatt vannak jelen.
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Definiciok
*** Regressziés egyenlet

Az adatparok egy halmaza esetén a regresszios

egyenlet:

N\

Y = Dby + bX
algebrailag leirja a kapcsolatot a két valtozé
kozott.

*** Regressziés egyenes

A regresszios egyenes (vagy legjobban illo
egyenes, vagy a negyzetesen legjobb egyenes) a
regresszios egyenlet grafja.
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y-tengelymetszet

Meredekség

Egyenlet

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Jelolések

Populacio
paraméter

Bo
B

y=Lo+ BiX

Vattay Gabor ELTE KRFT

Minta
becslés
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Specialis tulajdonsag

A regresszios egyenes illik
legjobban az adatokhoz.

y

o
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Vattay Gabor ELTE KRFT =~ X
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A legkisebb negyzetek modszere

Keressuk azt az§gyenest, aminél a reziduumok

rﬁeﬁzegqikzbs ze I%Z&‘Ie%lgi)szebb:

Megkeressuk azokat a paramétereket,

amepgz %fgellett fenti osszeg gklsebb
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folyt.

Bontsuk fel a négyzetet:
F(b, ) = B+ %P 52+ WY | 29" By 29 299"

Végezzuk el az egyikpderivélé)st:

0= @@gj}fi) = 2(m3Y |

FejezziikRi az egyik ddraméte
C@: 1 N\ 1 —

N QK

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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XE

2
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folyt.

Végezzuk el a masik derivalast is:

P P P
0= &@’(ﬁﬁ) =28 @ B R

n g g 3,

= By ( X B+ d)( Xedm
R R

Q=" @A 8 O

> _ DA (X2
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A b, és b, kepletei

o ()~ () (%
; N(EX2) — (EX)?

10-2. képlet (meredekség)

10-3. képlet bo = y-b; X (y tengelymetszet)
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A regresszios egyenes

kKiszamitasa
Adatok:
X |3 3
y R .

A 10-2. fejezetben ezeket az adatokat hasznalva
kiszamitottuk a korrelacios egyutthatot r = —0.956.
Hatarozzuk meg a regresszios egyenest!
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Adatok:
X |3 3
y ‘ S) 8 4
.y p, - __NEXY) - () (&)
2X=12 2\ _ 2
Ty =23 N(2x?) —(2X)
Zx? =44 4(61) — (12) (23
D b A6D-02e)
TXy = 61 4(44) — (12)?
-32
h,= — =41
b3

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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folyt.

Adatok:

X |3

y ‘ 3) 8 4

ox —412 Dy= y-b,x

B 575 - (-1)(3) =8.75

oy = 3 (1))

X2 =44

Xy? =141

XXy =061

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT
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folyt.

Adatok:
X | 3
y ‘ 5 8 4

n=4 A kiszamitott regresszios egyenlet:

XX =12

Zy =23 ¥ =8.75 - 1x
XX =44

Xy? =141

22Xy =061
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Példa: Old Faithful

A 10-1. tablazat alapjan, szamitsuk ki a
regresszids egyenest.

Ugyanazokat a lepéseket vegigcsinalva, mint az
elobb, kapjuk b, = 0.234 és b, = 34.8. Igy a
regresszios egyenlet:

Y = 34.8 + 0.234x

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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Pelda: Old Faithful - folyt

The regression egquation is 100 .
Interval After = 34.8 + 0.234 Duration
. " .
Predictor Coef SE Coef T P %0 P
Constant 34.710 §.732 3.%98 o0.007 E ,,/
Duratiom 0.23406 0.03908 5.99 0.001 < / .
T a0 ~
S=4.97392 R-5gq = 85.7% R-Sg{adj) = 8$3.3% g L
- /r/" .
704 ) -~
-
m T T L) L) T L)
100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
Duration
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Predikciok

Az y ertékenek becslése az x adott
ertékére alapozva ...

1. Hanem tudunk semmilyen
kapcsolatrol x és y kozott, akkor a
legjobb predikcié y értékére V.

2. Ha van ismert linearis kapcsolat,
akkor a legjobb predikcio, ha a
regresszios egyenletbe
behelyettesitjuk x értékeét es
kiszamitjuk hozza az y értéket.
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Pelda: Old Faithful

A 10-1. té/l\olézat alapjan azt talaltuk, hogy a regresszios
egyenlet y = 34.8 + 0.234x. Feltéve, hogy az utolsé
kitorés hossza x = 180 masodperc volt, keressuk meg

a legjobb becslést y-ra, azaz a kovetkezo kitoreésig
eltelo idore.

N\
y = 34.8 + 0.234x
34.8 + 0.234(180) = 76.9 perc

Az elorejelzett ido 76.9 perc.
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Definiciok

NG s rgm y ,
*%* Marginalis valtozas

A marginalis valtozas az a mennyiség, amennyit a valtozé
valtozik, mikozben a masikat egy egységnyivel
megvaltoztatjuk.

¢ .
*%* OQutlier

Egy outlier egy olyan pont, ami a tobbitol messze esik.
*** Torzit6 pont

Egy torzité pont er6sen befolyasolja a regresszios
egyenes elhelyezkedését.
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Definiciok

Reziduum
N\
A reziduum egy (X, Y) adatpar esetén , az (y - Y)

kulonbség a megfigyelt y minta érték és a
regresszios egyenes altal adott y ertéek kozott.

reziduum = megfigyelt y — prediktalty =y - §

Elemi Statisztika Fizikusoknak
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Definiciok

*» Legkisebb négyzetek tulajdonsag

Egy egyenes rendelkezik a legkisebb négyzetek tulajdonsaggal ha a
reziduumok négyzeteinek osszege a leheto6 legkisebb.

* Rezidualis diagram
Az (x,y) értékekbdl képzett szérasdiagramban az y-koordinatat az

y —4% reziduummal helyettesitjiik. A rezidualis diagram az (x, y —4)

pontparokbdl all.
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Rezidualis diagram

Ha a rezidualis diagram nem mutat semmilyen
szabalyossagot vagy alakzatot, akkor a regresszios
egyenlet jol reprezentalja a két valtozo kozti
kapcsolatot.

Ha a rezidualis diagram valamilyen szabalyos
mintazatot mutat, akkor a regresszios egyenlet nem
jO reprezentacio.
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Rezidualis diagram

Fitted Line Plot Residuals Versus x
y= 0.433+4.850x (response is )
N 44
S0 L
34 *
40_
2 .
[ ]
301 %
| 1
° .
]
20 € 9
L ]
10 1 ¢
®
0- 2 o e °
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 g 10
X X
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Rezidualis diagram

Fitted Line Plot Residuals Versus x
y= 3732+ 0.7282 % {response is y)
204 . 154
*
104
154 °
*
37
> 104 2 L)
&
€ 0 L
*
S+ e . .
-5_ L
0 L ]
-10_
T T T T T T
0 2 4 6 8 10
x %
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Rezidualis diagram

Fitted Line Plot
y = 0.04+4991x

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Residuals Versus x

(response is y)
304 .
204 .
104 .
3
- * >
E o * *
@
4
-104 L]
-2@ .
=304 [
T T T T T
1] 4 6 8 10
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* A regresszio alapjait.

“* A regresszios egyenes elorejelzésre valo
hasznalatat.

< A regresszids egyenlet interpretalasat.

«» Qutlier-eket

“* Reziduumokat és a legkisebb negyzeteket.

“* Rezidualis diagramokat.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT
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10-4. fejezet
Variabilitas és predikcios
Intervallum
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a predikcios intervallum
megkonstrualasnak moédszereét tekintjuk at, ami
az y ertékének egy intervallum becslése.
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Definicio

Teljes deviancia (eltérés)

A teljes deviancia az (X, y) pont parra vonatkoz6an az a
fliggbles y — Y tavolsag ami az (X, y) pont és a minta
atlagon Y keresztiil huzott vizszintes vonal k6zétt van.
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Definicio

Magyarazott deviancia
A magyarazott deviancia az a fuggoleges tavolsag, ami
a becsult Q-érték 9— y tavolsaga a minta atlagatol.
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Definicio

Nem magyarazott deviancia

A nem magyarazott (rezidualis) deviancia az y -/)\/

eltérés, ami a becsult és az igazi y erték kulonbsége.
(Reziduumnak neveztukl10-3.-ban.)

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 2 5 . O I d a-l



Nem magyarazott, magyarazott és teljes deviancia

10-9. Y

abra 20 T (5, 19)
19 + ~ °
18 +
174 Unexplained
16 T deviation
f: Total by =y
I;f 1 deviation |
12 + ()/ - )7) Expfcrfned
11+ deviation
101 G- 7
7 _)/ )
81 y=79
7 4
¢4
5 4
ul
3
2 -4
] =+
0 X

0 1z 3 4 5 ¢ T & 9
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Osszefliggések

(teljes deviancia) = (magyarazott) + (hem magyarazott)

y-y) = @-9» + -9

(teljes eltérésnégyzetosszeg) = (magyarazott) + (nem
magyarazott)

SY-N=Z@-9)°  +Zy-9°

10-4. képlet
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Definicio

Determinacios egyutthato
az y variabilitasanak az a része, amit a
regresszios egyenes megmagyaraz.

magyarazott elterésnégyzetosszeg.

I’ =

teljes eltérésnégyzetosszeq

Az r? értéke a variblitasnak az a hanyada, amit
az X és Yy kozti linearis kapcsolat
megmagyaraz
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NéhFény mellékszamitas:

2 = (I B = M ®r

*2
1X]

P P P

(B Bp= (46 &1 Op=§ (X Be=

— 5%&5.; 1) = (H; 1) ((E XY2
R

h | =
2

A= (DO XA X~

€ e Ez ugyanaz mint
alin. korr.
egyutthato.

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 2 9 . O I d al



Definicio

A becslés hibajanak szérasa
A becsles hibajanak szorasa, s, a méroszama

a minta megfigyelt y értékei és a regresszios
egyenes elterésének.
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A becsds hi hibajanak szorasa

¢ = (4@2

q vagy
- "mo"meTw
— 8 i
m, __
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Példa: Old Faithful

A 10-1 tablazat adatait hasznalva hatarozzuk meg a
becslés hibajanak szérasat.

n=3 2

. Sy -beZy-b = X
Ty2=60,204 e ik i kiid
Sy = 688 _
xy = 154,378

b, = 34.7698041
b, = 0.2340614319

60,204 — (34.7698041)(688) — (0.2340614319)(154,378)
S =

8-2

=4.973916052
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A regresszios parameterek
konfidencia intervallumai

gl' ‘#@‘1 4%[ /(Q"' ‘#@‘1

ggl ‘*@‘O %O gg-l- ‘#@‘O
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A becslesi intervallum egyes y
ertéekekre vonatkozoan

V-E<y < y+E
ahol

3 1+ L + N(X- %)’
E =108, A/ T nEx®) - (=x)

X, az X megadott értéke [ ,-nekn —2
szabadsagi foka van
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Predikcios és konfidencia
Intervallumok
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Példa: Old Faithful

Az 10-1 tablazat adataihoz illesztett egyenes alapjan azt talaltuk,
hogy a 180 sec. hosszusagu kitorés utan a legkozelebbi kitorés

idejére adott becslés 76.9 perc. Adjuk meg a 95%-o0s becslés
intervallumot ehhez az értékhez!

— 2

N(X,— X

E =15 1+1 + =X
n N(Ex°) - (Zx)?
2
E = (2.447)(4.973916052) 1+1 + 8(180 — 218.875)
g 8(399,451) — (1751)2

E = 13.4 (kerekitve)
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Pelda: Old Faithful - folyt

J_E<y <y+E
716.9-13.4<y<769+ 134
63.5<y<90.3
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben foglalkoztunk:

< Magyarazott és nem magyarazott
devianciaval.

< A determinaciods egyutthatoval.
% A hiba szorasaval.

+* A becslési intervallumokkal.
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10-5. fejezet
Tobbszoros regresszio
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben a tobb mint ket valtozo kozti
linearis kapcsolatok elemzési modszerét
vizsgaljuk meg.

Harom kulcs elemre koncentralunk:

1. A tobbszoros regresszios egyenletre.
2. Az adjusztalt R? értékeire.

3. A P-értékre.
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Definicio
Tobbszoros regresszidos egyenlet

Linearis kapcsolat a valasz valtozé Y és
a ketto vagy tobb prediktor valtozo

kozott (X, X,, X5. .., X;)

Altalanos alakja:

y=by+ b, X, +b,x, +...+bX..
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Jelolés

N =D0p+ Dy Xy F Dy Xt Dy Xz +. .+ By X,
(Az altalanos alakja a becsult regresszids
egyenletnek)

N = minta méret

k = a prediktor valtozéok szama

N\

y = azy becsult erteke

X1y X9y X3. .., X, @ prediktor valtozok

542. oldal
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Jelolesek- folyt

P, = azytengelymetszet, azaz az y értéke,
amikor minden prediktor valtozé O.

b, = becslése fi, —nak a minta alapjan
Py, fo Ps. .., P egylutthatdk a fliggetlen
valtozok elott Xy Xoy X30 v vy X

b,, b,, b;. .., b, a mintabecslései az
egyltthatoknak f,, f,, 5. .., f\
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Példa: Old Faithful

A 10-1. tablazat alapjan keressuk meg a tobbszoros
regresszios egyenletet, ahol a valasz valtozo (y) a
kitorés utan eltel6 ido, és a prediktor valtozdok (x) a
kitorés hossza és magassaga.

Az egyutthatok megkereséesét szamitogeépes
csomagok (pl. Excel) végzik ...
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Pelda: Old Faithful - folyt

The regression equation is
Interval After = 45.1 + 0.245 Duration - 0.098 Height

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 45.10 19.41 2.32 0.068
Duration 0.24464 0.0448¢6 5.45 0.003
Height -0.0983 0.1623 -0.61 0.571

§ = 5.25937 R-Sq = 86.7% R-Sq(adj) = 81.3%

Analysis of Variance

Source DF 58 M5 F P
Regression 2 897.69 448.85 16.23 0.007
Residual Error 5 138.31 27.66

Total 7 1036.00

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT

545. oldal



Pelda: Old Faithful - folyt

Eredmeény:

Utana = 45.1 + 0.245 idotartam — 0.098 magassag

Vagy:
y =45.1 + 0.245 x; — 0.098x,
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Definicio

*» Tobbszoros determinacios egyutthato

A tobbszoros determinacios egyutthaté R° annak a
méroszama, hogy mennyire illik a tobbszoros
regresszios egyenlet a mintaadatokhoz.

“ Korrigalt tobbszoros determinacios egyutthato

A korrigalt tobbszoros determinacios egyutthato
az el6z6 R® olyan korrekcidja, amely figyelembe
veszi a valtozok szamat és a minta méretét is.
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Korrigalt R

Korrigalt R?=1—-__ (n—1) 2
[n—(k +1)] (1R

10-6. keplet

ahol N = minta elemszama
K = a fiiggetlen (x) valtozék szama
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A legjobb tobbszoros
regresszios egyenlet

1. Hasznald a jézmggkg,rfgg @gaezd a fontos és a

nem fontos valtozokat.

2. Vedd figyelembe a P-értéket. Valassz olyan egyenletet, aminek
nagy a szignifikanciaja a szamitégép altal altal adott P-értékek
szerint.

3. Hasznald a nagy korrigalt R® —tel rendelkezd egyenleteket és
csak kevés valtozoét vegyél be.

“ Ha egy ujabb prediktor valtozét veszel be és a korrigalt R® nem
novekszik lényegesen.

% Adott szamu prediktor (x) valtozé hasznalata esetén hasznald a
legnagyobb korrigalt R*-et ad6 valtozokat.

% Hogy kidobaljuk a felesleges (x) valtozékat, amelyeknek nincs
nagy hatasuk y-ra, segithet a valtozok kozti linearis korrelaciés
egyutthaté ismerete.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megviattuk:
“» A tobbszoros regresszio egyenleteit.
< Korrigalt R*-et.

< A legjobb tobbszoros regresszios egyenlet
megkereséseét.
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10-6. fejezet
Modellezés
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben bemutatjuk annak a
részleteit, hogyan illeszthetunk matematikai
modellt az adatainkhoz.

Ezt a folyamatot nemlinearis regresszionak is
nevezik.
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Peldak

“* Linearis: y =a+ bx
% Kvadratikus: y=axé+hbx+c
“* Logaritmikus: y=a+blnx

» Exponencialis: y = ab*

< Hatvany: y = axP
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Hlusztraciok:
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Linear: y =1 + 2x
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Quadratic: y = 2x* - 8x + 9

-

"\
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Logarithmic: y =1 + 2lnx

-

N
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Exponential: y = 2*
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Power: y = x?
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Nemlinearis visszavezetése
linearisra

1, Polinom illesztés: visszavezetheto linearisra

:

N\
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<

i) = DAX] =

« 2, Transzformacioval visszavezethetok:

o) !

log

spopgpglisgpivany,

N\

F log <4
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folyt

. 3, Nell_cpllnearls fuggveny |Ilesztese

O (I x{BdL] L] HEE
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A jo modell (illeszto
fuggveny) megkeresése

‘*Keresd az adathalmazban a
szabalyossagot. Nézegesd az abrat es
prébald meg kitalalni, milyen fuggveényt
kovetnek az adatok.

< Szamitsd ki R? -et és keress olyan
fliggvényeket, amelyek minél nagyobb R
—et adnak, mivel ez azt jelenti, hogy azok
jobban illenek az adatokhoz.

*Gondolkozz: Zard ki a nem realisztikus
modelleket, melyek hibas
kovetkeztetésekre vezetnek.
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* A nemlinearis regressziot.

“* Néhany j6 tanacsot.
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Az els0 szamjegyek
Branford torvénye

Frank Benford (1883-1948)
A General Electric fizikusa

Simon Newcomb (1835 — 1909)
asztronoOmus
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\:&(g — log. (1+ 159
log,

3 Achal
== HEnfard's law

1 2 3 4 5 & 7 8 9
Digit D

Froporiion
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Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 65 . O I d al



The table lists the: chechs that & manager in the office of the
arizona State Treasurer wrode fo dvert funds for Fes own use
The wendors ta whom e checks were ssued were ficlilices

kate of Chack
Cclober #. 1 G2

Dclaber 14, 1842

L
Oclober 19, 1962

TOTAL

Aot

§ 192746
27,902 .31
85 241 20
e 117 4B
1,321 .75
97,473 .56
93,245 .11
GeesE17T
&7 776 .89
O, TS 2
78.9458.16
A7,602 .93
o8- -
g1, 806 4f
a4, 991 67
90,821.83
93, e &
48, 33872
94 639.49
g3, A8 R
95,412 2t
A8 422 Ak
15516

51,878 687.58

A hires arizonai
csekk sikkasztasi
eset

http://www.aicpa.org/pubs/jofa/may1999/nigrini.htm
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11. eloadas
Multinomialis kisérletek és
kontingencia tablak

11-1 Attekintés

11-2 Multinomialis kisérletek: az
illeszkedés josaga

11-3 Kontingencia tablak: Fuggetlenseg
és homogenitas
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11-1 & 11-2 fejezetek
Attekintés és
multinomialis kisérletek:
az illeszkedeés josaga
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Attekintés

«» Kategorialis adatokkal foglalkozunk, vagy olyan
kvantitativ adatokkal, amelyeket kulonbozo
kategoriakba lehet sorolni (gyakran bineknek
vagy cellaknak hivjuk).

“ A y? (khi-négyzet) teszt statisztika.

Az illeszkedes vizsgalat (goodness of fit test) egy
egyldin;enziés gyakorisagi tablazat (egy sor vagy
oszlop).

“* A kontingencia tabla egy kétdimenzos
gya)koriségi tablazat (ketto vagy tobb oszlop és
sor).
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Kulcsfogalmak

Adott, kategoriakba sorolt adatok esetén

azt a hipotézist teszteljuk, hogy az adatok

eloszlasa megegyezik valamilyen altalunk
feltételezett eloszlassal.

A hipotézis teszt a khi-négyzet eloszlast
hasznalja a megfigyelt gyakorisagok és az
altalunk vart gyakorisagok
osszehasonlitasara.
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Definicio
Multinomialis kiserlet
Egy olyan kisérlet, ami az alabbi feltételeknek tesz eleget:

1. A probalkozasok/kisérletek szama elore adott.

2. A probalkozasok/kisérletek fuggetlenek.

3. A kisérlet minden kimenetele egyértelmuien
besorolhatoé pontosan egybe a lehetséges kategoriak
kozul.

4. A kisérletek soran a kategoriak valésziniisége nem
valtozik, allandé marad.
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Péelda: A tomegek utols6 szamjegye

Amikor az embereket megkerdezik,
hogy mekkora a tomeguk, gyakran
mondanak a valéosagosnal kisebb
értéekeket. Hogyan lehet eldonteni
egy adathalmazrél, hogy igazi
meérésbol szarmaznak, vagy az
emberek megkérdezésébol nyert
értékek?

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 7 2 . O I d al



Pelda: A tomegek utolso jegye

Teszteljuk azt a feltevest, hogy az 11-2. tablazatban
talalhaté értékek ugyanazzal a gyakorisaggal lIépnek

fel. Table 11-2

11-2. tablazat Last Digits of Weights
osszesités 80 hallgato | ..
tomegének utolso Digit Frequency
szamjegyei 0 35

1 0

2 2

3 1

4 4

5 24

6 1

7/ 4

8 7

9 2
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Pelda: folyt.

Ellenorizzuk, hogy a multinomialis kisérlet
feltetelei fennallnak-e.

1. A kisérletek szama adott, 80.

2. A kisérletek fuggetlenek, mert valaki tomegének utolso
szamjegye nincs hatassal valaki mas tomegének utolso6
szamjegyeére.

3. Minden kimenet (utolsé szamjegy) pontosan egy
kategoriaba sorolhato. A kategoriak 0,1, ..., 9.

4. Veégul, pedig nem valtozik a kimenetek valészinlisége a
kisérlet soran.
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Definicio
llleszkedés vizsgalat

Az illeszkedés vizsgalatot annak
tesztelésére hasznaljuk, hogy a
medgdfigyelt gyakorisagok
illeszkednek a feltételezett
gyakorisag eloszlashoz.
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llleszkedes vizsgalat
Jelolések

O jeloli egy kimenetel megfigyelt gyakorisagat.

E jeloli egy kimenetel vart gyakorisagat.
K jeldli a lehetséges kimenetek/kategoriak szamat.

N jeloli a kisérletek teljes szamat.

Elemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 7 6 . O I d al



Vart gyakorisagok

Ha minden gyakorisag egyenlo:

N
E_k

az osszes medgfigyelt elofordulasok szama
elosztva a kategoriak szamaval
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Vart gyakorisagok

Ha nem mindegyik gyakorisag
egyforma:

E=np

Meg kell szorozni a kategoria valoszinlseget
az osszes esetek szamaval.
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llleszkedés vizsgalat (teszt)
multinomialis kisérletekben

Kovetelmenyek

1. Az adatokat véletleniil valasztjuk ki

2. A minta gyakorisag adatokbol all minden
kategoriara vonatkoztatva.

3. Minden kategoriaban legalabb 5 legyen a
vart megfigyelések szama! (A vart
oyakorisag az, amit a feltételezésunk
alapjan varunk. A megfigyelt esetek
szamanak nem Kkell legalabb 5-nek
lennie.)
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llleszkedés vizsgalat (teszt)
multinomialis kisérletekben

Teszt statisztika
ZZ -y (OE— E)?

Kritikus ertékek

1. A khi-négyzet tablazatot kell hasznalnunk

k — 1 szabadsagi fokok szamaval, ahol kK = a
kategoriak szama.
2. Az illeszkedés vizsgalatok mindig jobboldali tesztek.
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llleszkedés vizsgalat (teszt)
multinomialis kisérletekben

“* A kozeli egyezés a megdfigyelt és a vart
értékek kozott kicsi y° és nagy P-értékre
vezetnek.

“* A nagy eltérés a megfigyelt és a vart értékek
k6zott nagy y° és kis P-értékre vezetnek.

< Egy szignifikansan nagy y° érték a null hipotézis
elutasitasat fogja okozni, amennyiben a null
hipotézis szerint nincs kulonbség a megfigyelt és
a vart gyakorisagok kozott.
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Kapcsolat a xz teszt statisztika, P-érteék,
és az illeszkedés vizsgalat kozott

11-3. abra

Compare the observed O

values to the corresponding

expecfed £ values.

Os and £s Os and £s are
are close. far apart.

Small x? value, large P-value Large x? value, small P-value
_‘i’—‘ ‘ﬂ—'
X’ here X% here
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Y

Y

Fail to reject Hy I Reject Hy I

l

i

Good fit
with assumed
distribution

Not a good fit
with assumed
distribution
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Példa: utolso szamjegy elemzeés

Teszteljuk azt a feltevést, hogy a 11-2. tablazatban a
szamjegyek nem ugyanazzal a gyakorisaggal
fordulnak elo.

Table 11-2

Ho:Pg = P; = ... = Pg Last Digits of Weights
H,: Legalabb az egyik vsz. II_)E;Sgtit Frequency
kiilonbozik a tobbitél. ) N

1 0
a=0.05 2 :

3 1

4 4
k—1=9 s 24

6 1

7 4
x205, 9 = 16919 8 /

9 2
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Pelda: utols6 szamjegy elemzes
Teszteljuk azt a feltevést, hogy a 11-2. tablazatban a

szamjegyek nem ugyanazzal a gyakorisaggal

fordulnak elo.
Ha a 80 szamjegy
egyenletesen oszlana
el a 10 kategoria

kozott, akkor minden

gyakorisagra 8-at
varunk.
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Last Digits of Weights

Last
Digit

Frequency

o

O 00 N OV O bW N =

3

N N DA = DB o NN O
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Pelda: utolso szamjegy elemzes
Teszteljuk azt a feltevést, hogy a 11-2. tablazatban a

szamjegyek nem

ugyanazzal a gyakorisaggal

fordulnak elo.

Table 11-3 Calculating the x? Test Statistic for the Last Digits of Weights
La!st. Observed Expected , (0 — E)?
Digit Frequency O Frequency E O-E (O-E) 7
0 35 8 27 729 91.1250
1 0 8 -8 64 8.0000
2 2 8 -6 36 4.500
3 1 8 -7 49 6.125
4 4 8 —4 16 2.000
5 24 8 16 256 32.000
6 1 8 -7 49 6.125
7 4 8 4 16 2.000
8 7 8 —1 1 0.125
9 2 8 —6 36 4.500
80 80 ¥ = Z(OTE)Z = 156.500

A A

(Except for rounding errors, these
two totals must agree.)
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Pelda: utols6 szamjegy elemzes
Teszteljuk azt a feltevést, hogy a 11-2. tablazatban a

szamjegyek nem ugyanazzal a gyakorisaggal
fordulnak elo.

A 11-3. tablazat szerint, a teszt statisztika értéke
v? = 156.500.

Mivel a kritikus éték 16.919, elutasitjuk a null hipotézist,
amely szerint a valoszinuségek megegyeznek.

Elegendo evidencia van arra, hogy tamogassuk azt a
feltevést, hogy az utolso szamjegyek nem mind
ugyanakkora gyakorisaggal fordulnak elo.
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Példa: Csalas detektalas

11-1. tablazat: Az els6 szamjegyek statisztikaja és a
Brenford szabaly.

Table 11-1 Benford’s Law: Distribution of Leading Digits

Leading Digit 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Benford’s law: 30.1% 17.6% 12.5% 9.7% 7.9% 6.7% 5.8% 5.1% 4.6%
frequency

distribution of

leading digits

Expected frequencies 235984 137.984 98.000 76.048 61.936 52.528 45.472 39.984 36.064
of leading digits from

784 checks following

Benford’s law

Observed leading 0 15 0 76 479 183 8 23 0
digits of 784 actual

checks analyzed

for fraud
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Példa: Csalas detektalas

Teszteljuk azt a feltevest, hogy szignifikans eltérés van
a Brenford szabaly és a 784 db szamla els6 szamjegye

kozott.

Benford’s Law

Observed Frequencies and Frequencies Expected with

Observed

Expected
Digit Frequency Frequency

(0 — E)?

_ _ E£\2
O-E (0 — F) -

0
15

76
479
183

23

O 00 N O AW N =

235.984
137.984
98.000
76.048
61.936
52.528
45.472
39.984
36.064

—235.984 55688.4483  235.9840
—122.984 15125.0643 109.6146
—98.000 9604.0000 98.0000
—0.048 0.0023 0.0000
417.064 173942.3801 2808.4213
130.472 17022.9428 324.0737
—37.472 1404.1508 30.8795
-16.984 288.4563 7.2143
—36.064 1300.6121 36.0640

_ 2
Total: 2 = 3 g = 3650.2514
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Példa: Csalas detektalas

Teszteljuk azt a feltevest, hogy szignifikans eltérés van
a Brenford szabaly és a 784 db szamla els6 szamjegye

kozott.

H,: p, =0.301, p,=0.176, p;=0.125, p,=0.097, p: = 0.079,
Ps = 0.067, p;=0.058, pg=0.051and py=0.046

H,: Legalabb egy gyakorisag eltér ezektol az aranyoktol.
a=0.01
k—-1=8

%° 018 = 20.090

589. oldal
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Példa: Csalas detektalas

Teszteljuk azt a feltevest, hogy szignifikans eltérés van
a Brenford szabaly és a 784 db szamla els6 szamjegye
kozott.

A teszt statisztika értéke y2 = 3650,251 .

Mivel a kritikus érték 20,090 , elutasitjuk a null
hipotézist.

Elég bizonyiték van a null hipotézis elutasitasara -
Elég bizonyiték van arra, hogy legalabb az egyik
arany eltér a varhatotol.
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Példa: Csalas detektalas

Teszteljuk azt a feltevest, hogy szignifikans eltérés van
a Brenford szabaly és a 784 db szamla els6 szamjegye
kozott.

11-5. abra Fail to reject H,. Reject H,

0 Y2 = 20.090 /
Sample data: x* = 3650.251
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Proporﬁon

=

=)

o

o

Példa: Csalas detektalas

7 071
¢t Observed proportions 0¢ 4
51 05 1
4 S o4
Expecfed é_ '
31 proportions d? 03 1 Expected
- proportions Authors
21 02 observed
tions
L propor

It 0.1 1
0 - ¥ t t t : t 0 } } } } } t t ; }

I 2 3 4 b) 6 7 8 9 ! 2 3 4 5 6 7 8 9

(a)  Leading Digit (b)  Leading Digit

11-6. abra A megfigyelt és a Brenford torvénynek
megdfelelo els6 szamjegy eloszlasok
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megbeszéltuk:

Multinomialis kisérletek: llleszkedés
josaga

Annak a hipotézisnek a tesztelése, hogy a

medfigyelt gyakorisag eloszlas illeszkedik
a feltételezett eloszlashoz.
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11-3. fejezet
Kontingencia tablazatok:
Fuggetlenseg és
homogenitas
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben kontingencia vagy mas
néven ket dimenziés gyakorisagi tablazatokkal
foglalkozunk.

Olyan eljarast mutatunk be, amivel vizsgalni
lehet, hogy a sor és az oszlop valtozdk
fuggetlenek-e egymastol.

A homogenitas vizsgalatara ugyanezt moédszert
hasznaljuk, amellyel eldontheto, hogy kulonbozo
populaciékban valamilyen tulajdonsag
ugyanolyan megoszlasban van-e jelen.
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Definicio
Kontingencia tablazat
(vagy kétdimenzids gyakorisagi tablazat)

Egy kontingencia tablazat olyan tablazat,
melyekben a gyakorisagok ket
valtozéhoz tartoznak.

(Az egyik valtoz6 kategorizalja az
oszlopokat, a masik a sorokat.)

A kontingencia tablazatok minimum
2 X 2-esek.

596. oldal
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Esettanulmany motorosokrol

A bukosisak szine és a baleset1 sérilések kozott
van-e valamilyen kapcsolat?

Fekete  Fehér Sarga/Narancs Sorosszeg
Kontroll (nem sériilt) | 491 377 31 899
Balesetes (sériilt v. meghalt) | 213 112 8 333
Oszloposszeg 704 489 39 1232
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Definicio
Fuggetlenség vizsgalat (teszt)

A fuggetlenség vizsgalat azt a null hipotézist
teszteli, hogy nincs kapcsolat az oszlop és a
sor valtozé kozott a kontingencia tablaban.
A null hipotézis az, hogy a ,,sor és oszlop
valtozok fuggetienek™.
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Kovetelmények

A minta adatokat véletlenul valasztjuk ki és két
dimenzios gyakorisagi tablazatban helyezzuk el.

A null hipoteézis H, az, hogy a sor és oszlop valtozok
fuggetlenek; az alternativ hipotezis H, az, hogy az
oszlop és sor valtozdok fuggenek egymastol.

A kontingencia tablaban minen varhato gyakorisag E
legalabb 5. (Nem feltétel, hogy a megfigyelt esetek
szama legalabb 5 legyen. Nem feltétel, hogy a
populacioé normalis eloszlasu legyen.)

FElemi Statisztika Fizikusoknak Vattay Gabor ELTE KRFT 5 9 9 . O I d al



Fuggetlensegi teszt
Teszt statisztika

ZZ -y (OE— E)?

Kritikus értékek

1. A khi-négyzet eloszlas tablazatabol
szabadsagi fokok szama = (r — 1)(c — 1)

r asorok, c az oszlopok szama

2. A fuggetlenségi teszt mindig jobboldali.
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Feltetelezett/varhato gyakorisag

E __ (sor osszeq) (oszlop osszeg)
(0osszes eset)

i

A medgfigyelt gyakorisagok teljes

szama az egeész tablazatban
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Fuggetlenséegi teszt

Ez a procedura nem alkalmas arra, hogy
direkt ok-okozati kapcsolatot mutassunk
ki a valtozok kozott.

A fuggoség csak azt jelenti, hogy
kapcsolat van a két valtozo kozott.
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A kontingencia tabla varhato
gyakorisaga

E - Wt o SO0rosszeg o oszloposszeg

dsszes@set  Osszes eset

\1/\ ¥ /

N o

(cella valésziniiség)

E — (sorosszeg) (oszloposszeq)
(0osszes eset)
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Eset tanulmany

Fekete  Fehér Sarga/Narancs Sorosszeg
N
Kontroll (nem sériilt) ( 491 \ 377 31 899
N %
Balesetes o3| 112 8 333
Oszloposszeg 704 489 39 1232

A bal felso cellara:

_ (sorosszeg) (oszloposszeq)

E
(0osszes eset)
(899)(704)
E = =513.714
1232
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Esettanulmany

Fekete  Fehér Sarga/Narancs Sorosszeg
Kontroll 491 377 31 899
Vart esetszam 513.714
Balesetes 21'?\ 112 8 333
Vart esetszam
Oszloposszeg 704 489 39 1232

_ (sorosszeg)\(oszloposszeq)

E
(0osszes eset)
(899)(704)
E = =513.714
1232
Vattay Gabor ELTE KRFT
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Esettanulmany

Fekete  Fehér Sarga/Narancs Sorosszeg
Kontroll 491 377 31 899
Vart 513.714 356.827 | 28.459
Balesetes 213 112 8 333
Vart 190.286| 132.173| 10.541
Oszloposszeg 704 489 39 1232

Kiszamitottuk a varhato esetszamot.

A bal felso cella interpretalasa: azt mondhatjuk, hogy 491
fekete sisakos motoros serult meg, de 513.714 lenne a varhato
szam, ha a seérulések fuggetlenek lennének a sisak szinétdl.

606. oldal
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folyt.

A 0.05 szignifikancia szintet hasznalva
teszteljuk azt a feltevest, hogy a csoport
(kontroll vagy balesetes) fuggetlen a sisak
szineétol.

Hy,: Az, hogy valaki a kontroll vagy a balesetes
csoportba esik fuggetlen a sisak szinétol.

H,: A csoport és a szin osszefuggnek.
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folyt.

Fekete  Fehér Sarga/Narancs Sorosszeg

Kontroll 491 377 31 899
Varhaté 513.714f 356.827| 28.459
Balesetes 213 112 8 333
Varhato 190.289 132.173| 10.541

Oszloposszeg 704 489 39 1232

) (O—E)? (491-513.714)° (8—10.541)*
2= = +ot

E 513.714 10.541
y° =8.775
Vattay Gabor ELTE KRFT 608 Oldal
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folyt.

H,: Sor és oszlop valtozok fuggetlenek.
H,: Sor és oszlop valtozok osszefuiggnek.

A teszt statisztika x2 =8.775
a=0.05

A szabadsagi fokok szama:
(r=1)(c-1) = (2-1)(3-1) = 2.

A kritikus érték a tablazatbol y2 s, = 5.991.

609. oldal
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11-4. abra

folyt.

Fail to reject
independence

Reject

independence

X2 = 5991 \

Sample data: x* = 8775

Elvetjiik a null hipotézist. Ugy tiinik, van kapcsolat a sisak
szine és a motorozas biztonsaga kozott.

Elemi Statisztika Fizikusoknak

Vattay Gabor ELTE KRFT

610. oldal



A tesztelés menete

11-8. abra

Compare the observed O

values to the corresponding

expected £ values.

Os and Es Os and Es are
are close. far apart.
Small x* value, large P-value Large x* value, small P-value
S — —
X% here X’ here
Fail to reject Reject
independence independence
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Definicio
Homogenitas vizsgalat

A homogenitas vizsgalatban, azt a
feltevest teszteljuk, hogy
kilonbozo populaciok bizonyos
tulajdonsagokat ugyanolyan
aranyban tartalmaznak.
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Mi a kulonbség a homogenitas es
a fuggetlenseg vizsgalat kozott:

Eqgy elore meghatarozott minta
elemszamot hasznalunk mindkeét
populaciobol (homogenitas vizsgalat),
vagy egy nagy mintat hasznaltunk,
amibol a sor és az oszloposszegek
véletlenul jonnek ki (fuggetlenseg
vizsgalat)?

613. oldal
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Példa: A nemek hatasa
Az 11-6. tablazatot hasznalva 0.05

szignifikancia szint mellett teszteljuk, van-e
hatasa a kérdezd nemének a férfi valaszolok
valaszaira.

Table 11-6 Gender and Survey Responses

Gender of Interviewer

Man Woman
Men who agree 560 308
Men who disagree 240 92
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Pelda: folyt

H,: Azok aranya, akik egyetértenek/nem
értenek egyet ugyanakkora a férfi és a noi
kérdezok eseteén is.

H,: Az aranyok kulonboznek.
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Pelda: folyt.

Expected counts are printed below observed counts
Chi-Scuare contributions are printed below expected counts

Cl CZz Total
1 960 308 864

578.67 £289.33
0.602 1.204

2 240 92 332
221.33 110.67
1.574 3.149

Total g00 400 1200

Chi-5q = 6.529, DF = 1, P-¥alue = 0.011
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:

Kontingencia tablazatokat, ahol kategorialis
adatok sorokba és oszlopokba vannak rendezve.

* Fuggetlenség vizsgalattal teszteljuk azt a
feltételezést, hogy a sor és az oszlop valtozok
fliggetlenek.

* Homogenitas vizsgalat teszteljuk azt a
feltételezest, hogy két populacio valamilyen
tulajdonsagot ugyanolyan aranyban tartalmaz.
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