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Elemi statisztika 

fizikusoknak 

Vattay G§bor 

Komplex Rendszerek Fizik§ja Tansz®k 

vattay@elte.hu 

www.complex.elte.hu/vattay.html 

mailto:vattay@elte.hu
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Mire j· a statisztika? 

ÅM®r®si eredm®nyek ki®rt®kel®s®re 

ÅK²s®rletek megtervez®s®re 

ÅSz§m²t·g®ppel szimul§lt adatok feldolgoz§s§ra 

 

Haszn§lj§k  

Åa tudom§nyokban (fizika, k®mia, biol·gia, é 

Åa fejleszt®sben (m®rnºkºk, orvosok é 

Åa technol·gi§ban ( minŖs®gbiztos²t§s é 

Åa gazdas§gban ( marketing, v§llalati statisztika é 

Åa korm§nyz§sban (felm®r®sek, n®psz§ml§l§sok é 
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Hogyan szerz¿nk jegyet ? 

ÅGyakorlati jegy:  
ïSzerezz be egy e-mail c²met (gmail nagyon j·) ®s ²rj egy levelet az 

elemistatisztika@gmail.com c²mre! 

ïSzerezz be egy t§bl§zatkezelŖt ®s grafikon k®sz²t®sre alkalmas 
programot (Excel, Open Office, google spreadsheet, GNUPLOT é) 

ïElŖad§son kiadott feladatokat a http://complex.elte.hu/elemistatisztika 

ïMegold§sokat e-mailen k¿ldd vissza kºvetkezŖ vas§rnap ®jf®lig 

ïBeadott h§zi feladatok pontsz§ma alapj§n 
ÅT§bl§zatkezelŖvel megoldhat· numerikus feladat (20%) 

ÅSzºveges feladatok (80%) 

Å110 pont ®rhetŖ el, 100 pontot el®g el®rni, 50 pont alatt el®gtelen 

ï¥n§ll· munka, koppintott megold§sok pontlevon§ssal j§rnak 

ÅElŖad§s jegy: ²r§sbeli vizsga 
 

 

mailto:elemistatisztika@gmail.com
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Hat l®p®s t§vols§g probl®ma 

Åsix degrees of separation 

Å1967 Stanley Milgram pszihol·gus  

ÅH§ny ismerŖssel kºthetŖ ºssze k®t v®letlen¿l 
v§lasztott amerikai lakos? 

Ålev®l 60 k²s®rleti szem®lynek (Wichita, Kansas) 

Åtov§bb²ts§k ismerŖsºkºn kereszt¿l egy nŖnek 
Cambridge-be (Massachusetts)  

Å50-en r®sztvettek a k²s®rletben 

Å3 lev®l ®rkezett meg 

Åk®sŖbb tºbbszºr megism®telt®k, 35%-os sikerrel 

Å§tlagos kºzbeesŖ ismerŖsºk sz§ma 6-nak ad·dott  
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ÅSix Degrees of Kevin Bacon j§t®k 

www.cs.virginia.edu/oracle 

ÅErdŖs sz§m  

ÅK®zfog§s probl®ma (Usama bin Laden) 

ÅA Ăkicsi vil§g probl®maò 

ÅMegb²zhat·k voltak-e Milgram adatai? 

ÅAl§t§masztj§k-e Milgram eredeti adatai a Ăhat 

l®p®s t§vols§gò koncepci·j§t ? 

http://www.cs.virginia.edu/oracle
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Bevezet®s a statisztik§ba 
1-1  Ćttekint®s 

1-2  Az adatok t²pusai 

1-3  Kritikus szeml®let 

1-4  K²s®rlettervez®s 



7. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

1-1. r®sz  

 Ćttekint®s 



8. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Ćttekint®s 

A m®r®sek, felm®r®sek ®s m§s adatgyŤjt®si eszkºzºk 
c®lja, hogy egy nagy csoport kis r®sz®rŖl gyŤjts¿nk be 
adatokat annak ®rdek®ben, hogy megtudjunk valamit a 
nagy csoportr·l. Ezen az elŖad§son arr·l lesz sz·, 
hogy mire kell ¿gyeln¿nk ekºzben. 

P®ld§k: 

ÅĂSzokott ºn idŖnk®nt alkoholos italokat, mint sºr, bor 
vagy ®getett szeszes italok, haszn§lni vagy ºn teljesen 
antialkoholista?ò A megk®rdezettek v§laszaib·l (pl. 
1000 ember) pr·b§lunk a teljes n®pess®gre (pl. 
10000000 ember) kºvetkeztetni. 

Å N®psz§ml§l§s (Cenzus) Megpr·b§lunk mindenkit 
megk®rdezni. 
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× Adatok 

  ºsszegyŤjtºtt megfigyel®sek ( m®r®sek,  

 k®rdŖ²ves v§laszok, felm®r®sek)  

Defin²ci·k 
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× Statisztika 

  adatokon alapul· k²s®rlettervez®si, 

gyŤjt®si,  rendez®si, ºsszes²t®si, 

§br§zol§si, analiz§l§si,  ®rtelmez®si ®s 

kºvetkeztet®si  m·dszerek  ºsszess®ge  

Defin²ci·k 
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Defin²ci·k 

×Popul§ci· (alapsokas§g) 

   a tanulm§nyozand· elemek ºsszess®ge, 
teljess®ge (pl. eredm®nyek, m®r®sek, 

stb.).  A gyŤjtem®ny teljes abban az 

®rtelemben, hogy tartalmaz minden 

tanulm§nyozand· t§rgyat. 
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×Cenzus  

 adatok gyŤjtem®nye a popul§ci· minden elem®rŖl 

×Minta  

   a popul§ci·b·l kiv§lasztott elemek r®sz halmaza 

Defin²ci·k 
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Kulcsfogalmak 

×  A mint§t megfelelŖ m·don kell 
gyŤjteni, mint amilyen a v®letlen 
kiv§laszt§s. 

 

×  Ha az adatok nem ²gy lettek gyŤjtve, 
akkor §ltal§ban statisztikai 
m·dszerekkel sem lehet ezt kijav²tani, 
az adatokat nem lehet haszn§lni.  
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1-2.   

 Az adatok t²pusai 
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× Param®ter  
 a popul§ci·t jellemzŖ numerikus ®rt®k 

popul§ci· 

param®ter 

Defin²ci·k 
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Defin²ci·k 

×Statisztika  

a mint§t jellemzŖ numerikus ®rt®k. 

  minta 

statisztika 
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Defin²ci·k 

×Kvantitat²v adatok m®r®seket vagy lesz§ml§l§sokat 
jellemzŖ sz§mok.  

Pl.:  az emberek s¼lya 

×Kvalitat²v (kateg·ria vagy tulajdons§g) adatok 

kateg·ri§kra bonthat·k, melyeket valamilyen nem-
numerikus jellemzŖk alapj§n k¿lºnbºztethetŖk meg 
P®lda:  profi atl®t§k nemei (f®rfi/nŖ). 
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ÅA kvantitat²v adatokat tov§bb bonthatjuk 

diszkr®t ®s folytonos t²pusokra 

Kvantitat²v adatok 
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×Diszkr®t  

     amikor a lehets®ges adatok sz§ma v®ges 

 vagy legal§bbis megsz§ml§lhat·. 

    0, 1, 2, 3, . . . 

 

  P®lda: Ty¼kok §ltal tojt toj§sok sz§ma. 

Defin²ci·k 
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×Folytonos 

    (numerikus) adat ami v®gtelen sok lehets®ges 

®rt®ket vehet fel valamilyen folytonos sk§l§n, ®s 

nincsenek benne lyukak, szakad§sok. 

Defin²ci·k 

 2 3 

Pl.:  A teh®n §ltal naponta adott tej mennyis®ge  
(8.86965517 liter) . 
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A m®r®sek szintje 

Egy m§sik lehetŖs®g az adatok 
jellemz®s®re, hogy megadjuk a 
Ăszintj¿ketò. N®gy p®lda jºn. 
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× nomin§lis szintŤ m®r®sek   

 elnevez®seket, c²mk®ket, vagy kateg·ri§kat 

tartalmaz· adatok, melyeket   nem lehet 

valami szerint rendezni (pl. kicsitŖl nagyig 

) 

 P®lda:  k®rdŖ²ves v§lasz igen, nem, nem 

tudom 

Defin²ci·k 
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× ordin§lis szintŤ m®r®s 

 olyan adatok, melyeket lehet rendezni, de az 

adatok kºzti k¿lºnbs®geknek nincs ®rtelm¿k, 

vagy nem lehet meghat§rozni 

 P®lda: Egyetemek sorrendje, ®rdemjegyek jeles, 

j·, kºzepes, el®gs®ges vagy el®gtelen 

Defin²ci·k 
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× intervallum szintŤ m®r®sek  

   rendezhetŖ adatok, melyekn®l a k¿lºnbs®gnek is 

van ®rtelme, de nincs term®szetes 0 pont (olyan ami 

valamilyen mennyis®g jelen nem l®t®t jelezn®) 

 P®lda:  ®vek 1000, 2001, 1848, ®s 1526  

Defin²ci·k 
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× ar§ny szintŤ m®r®s 

 az adatok rendezhetŖk, a k¿lºnbs®gnek van 

®rtelme ®s van term®szetes 0 pont, ami azt jelzi, 

hogy az adott m®rendŖ mennyis®g nincs jelen 

egy§ltal§n. Ebben az esetben az ar§nyoknak is van 

®rtelme. 

 P®lda:  A tankºnyvek §ra (0 Ft azt jelenti, hogy 

nem ker¿l semmibe) 

  

 

Defin²ci·k 
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¥sszefoglal§s -  
A m®r®sek szintjei 

× Nomin§lis ï csak kateg·ri§k 

× Ordin§lis ï kateg·ri§k ®s rendezhetŖs®g 

× Intervallum ï k¿lºnbs®geknek van 
®rtelme, de nincs term®szetes 0 pont 

× Ar§ny ï a k¿lºnbs®geknek ®s ar§nyoknak 
van ®rtelme ®s l®tezik term®szetes kezdŖpont  
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Ism®tl®s 

 N®h§ny az adatokat jellemzŖ kulcsfogalom  

× Param®ter vs. statisztika 

× Az adatok fajt§i (kvantitat²v ®s kvalitat²v) 

× A m®r®sek szintjei 

Az 1-1 ®s 1-2 fejezetekben volt: 
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1-3 fejezet  

Kritikus gondolkod§s 
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A statisztikai m·dszerek sikere ®s 

buktat·i 

× Az elemi statisztikai m·dszerek haszn§latakor a j·zan 

®sz  fontosabb mint a matematikai j§rtass§g. 

 

 Manaps§g a sz§m²t·g®pek ®s szoftver csomagok nagyban 

megk²m®lnek az elemi sz§m²t§sok elv®gz®s®tŖl, de nek¿nk 

kell tudnunk, hogy mit mi®rt csin§lunk, ®s hogyan 

interpret§ljuk az eredm®nyeket. 

 

× Most §tn®zz¿k, hogy §ltal§ban mire kell ¿gyelni az 

adatok gyŤjt®s®n®l ®s interpret§l§s§n§l. 
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Buktat·k 
×Rossz mint§k 
 

 HF.: Dobj fel 500-szor egy p®nzdarabot ®s ²rd le az eredm®nyt! 

 6-szor egym§sut§n fej? 

 

 Benford tºrv®ny: az elsŖ digit 1 (30%), 2 (18%), 3 (12%), 4 (10%), 

5 (8%), 6 (7%), 7 (6%), 8 (5%), 9 (5%)  

 

 Publik§ci·s elfogults§g: csak vagy fŖleg olyan mint§kat mutatok 

be, amik al§t§masztj§k a meg§llap²t§saimat, az ellenp®ld§kat nem 

vagy nem a val·s§gos ar§nyban mutatok be 

 

 K®szakarva rosszul k®sz²tett felm®r®sek, laborat·riumi m®r®sek 
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Buktat·k 

 

×   T¼l kicsi mint§k 

 

Megk®rdezt¿nk 1000 v®letlen¿l kiv§lasztott 

magyar lakost a p§rtpreferenci§j§r·l. 

 

A 18-25 ®ves koroszt§ly p§rtpreferencia 

megoszl§sa ilyen ®s ilyen volt é.  
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1-1 §bra   

×  F®lrevezetŖ grafika 
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Hogy korrekt¿l interpret§ljunk 

egy  diagrammot vagy m§s 

grafikus megjelen²t®st, a  benne 

szereplŖ sz§mokat kell 

figyelembe venn¿nk, ®s nem 

szabad engedn¿nk, hogy a k®p 

form§ja f®lrevezessen! 
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1-2 §bra 

Ha a kocka oldalhossz¼s§gait megdupl§zzuk, a 

t®rfogata a nyolcszoros§ra nŖ! 

Buktat·k 
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Buktat·k 

×¥nk®ntes v§laszad·kt·l gyŤjtºtt adatok, 
ºnk®nyesen kiv§lasztott m®r®si adatok 

     

 ahol a v§laszad·k dºntik el, hogy v§laszolnak-e (pl. SMS szavaz§s), 

ahol a lem®rt adatok kºz¿l valami ºnk®nyes m·don szelekt§lunk 

(pl. a tºbbitŖl nagyon elt®rŖ, outlier adatokat eldobjuk)   

 Ilyen esetekben nem lehet val·s kºvetkeztet®seket levonni. 

 

A mint§nak mindig j·l kell reprezent§lnia sokas§got. A 
sokas§gb·l csak v®letlen kiv§laszt§s ¼tj§n szerezhet¿nk 
torz²tatlan k®pet. 
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19% igen:  T¼l keveset kºlt¿nk 

szoci§lis kiad§sokra. 

63% igen:  T¼l keveset ford²tunk a 

szeg®nyek megseg²t®s®re. 

Becsap·s k®rd®sek 
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¥n mit mondana, a kºzleked®si vagy 

az ipari l®gszennyez®s magasabb? 

¥n mit mondana, az ipari vagy a 

kºzleked®si l®gszennyez®s 

magasabb?   

A k®rd®sek sorrendje 

45% -27% 
24%- 57% 
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Nem v§laszol·k 

ÅMichael Wheeler: Hazugs§gok, szemenszedett 

hazugs§gok, statisztika 

 

ĂAzok, akik nem v§laszolnak a telefonos 

k®rd®sekre 

§ltal§ban k¿lºnbºznek azokt·l, akik 

v§laszolnak.ò  
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Prec²z sz§mok 

ÅMagyarorsz§g lakoss§g§nak sz§ma 

   10 198 315 fŖ (2001-es n®psz§ml§l§s)  
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Korrel§ci· ®s kauzalit§s 

ÅA korrel§ci· nem jelenti azt, hogy valami 

valamit okoz is 

ÅPl.: az IQ ®s a vagyon korrel§lt, m®gsem oka 

az egyik a m§siknak 
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¥n®rdekelts®g 

ÅĂEgy orsz§gos, 250 emberi erŖforr§s szakember kºzºtt v®gzett 
felm®r®s kimutatta, hogy a kopott cipŖ a vezetŖ ok abban ha a 

f®rfi munkakeresŖk rossz elsŖ benyom§st tesznekò 

ÅA felm®r®st a ĂKiwi Brandsò t§mogatta 

ÅA gy·gyszerc®gek fizetnek azoknak a kl²nikai orvosoknak, 

akik valamely term®k¿ket haszn§lj§k ®s errŖl fontos orvosi 

lapokban cikket jelentetnek meg. 

ÅĆltal§ban nem szabad elhinn¿nk az olyan statisztikai 

vizsg§latok eredm®ny®t, ahol a t§mogat· anyagilag ®rdekelt az 

eredm®nyben.    
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R®szleges ismeretek 

ÅĂAz §ltalunk az utols· 10 ®vben az orsz§gban 

eladott aut·k 90%-a m®g mindig az utakat 

j§rjaò  

ÅA c®g val·j§ban csak h§rom ®ve adta el az elsŖ 

aut·t az orsz§gban é 
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Hi§nyz· adatok 

ÅElŖfordul, hogy v®letlen okokb·l hi§nyzik egy-egy 

adat. 

ÅHa valami speci§lis okb·l hi§nyzik, akkor az 

haszn§lhatatlann§ teszi az adatsort. 

 

ÅPl.: N®psz§ml§l§si adatokb·l hi§nyoznak az 

otthontalanok. Jºvedelmi adatok eset®n az emberek 

nem mondanak igazat. A laborat·riumi m®r®sek 

kºz¿l kihagyjuk azokat, amik t¼l nagyok é  
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K®szakart hamis²t§sok 

Åhttp://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_miscon

duct 

 

ÅMendel, Millikan ĂmegerŖs²t®si torzi·ò 

http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_misconduct
http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_misconduct
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×Hib§s mint§k 

×Kicsi mint§k 

×F®lrevezetŖ §br§k 

×Becsap·s §br§k 

×J§t®k a sz§zal®kokkal 

×Beugrat· k®rd®sek 

×A k®rd®sek sorrendje 

 

×V§lasz megtagad§s 

×Korrel§ci·  ®s 

kauzalit§s 

×¥n®rdekelts®g a 

vizsg§latban 

×Prec²z sz§mok 

×R®szleges k®pek 

×K®szakart hamis²t§s 

 

Buktat·k 
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¥sszefoglal§s 

 

× Ćttekintett¿nk n®h§ny buktat·t. 

× Bemutattuk mi®rt fontos a j·zan ®sz 

mielŖtt statisztikai vizsg§latokat v®gezn®nk 

Ebben a fejezetben: 
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1-4 fejezet 

A k²s®rletek megtervez®se 



48. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

FŖ pontok 

× Ha a mint§t nem megfelelŖ m·don 

gyŤjtj¿k, akkor az annyira haszn§lhatatlan 

lesz, hogy semmif®le statisztikai 

manipul§ci·val sem tudjuk megmenteni. 

 

× A v®letlen tipikusan kritikus szerepet 

j§tszik abban, hogy mely adatokat gyŤjts¿k 

ºssze. 
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× Megfigyel®ses vizsg§lat 

(Observational study) 
bizonyos jellemzŖ tulajdons§gok megfigyel®se ®s 

m®r®se an®lk¿l, hogy megv§ltoztatn§nk a 

vizsg§lat t§rgy§t/alany§t  

 

pl.: kºzv®lem®nykutat§s, csillag§szati/asztrofizikai 

megfigyel®sek 

Defin²ci· 
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× K²s®rlet (Experiment) 
valamilyen kezel®st v®gz¿nk ®s azut§n 

megfigyelj¿k a hat§sait a k²s®rlet t§rgy§n/alany§n 

 

Pl.: kl²nikai gy·gyszervizsg§lat, r®szecske 

¿tkºz®sek a CERN gyors²t·j§ban 

Defin²ci· 
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× Keresztmetszeti vizsg§lat (Cross Sectional 

Study) 

Az adatokat egy idŖpontban m®rj¿k, figyelj¿k 

meg ®s gyŤjtj¿k be. 

× Ut·lagos vizsg§lat (Retrospective Study) 

M¼ltb®li adatokat haszn§lunk. (pl.: az aut·balesetben 

meghaltak ®s nem abban meghaltak ºsszehasonl²t§sa) 

× ElŖre tervezett (Prospective Study) 

Az adatokat a jºvŖben gyŤjtj¿k, olyan csoportokb·l, 

melyek valamilyen kºzºs faktorban megegyeznek. (pl.: 

a mobil telefont haszn§l· ®s nem haszn§l· vezetŖk 

csoportjainak ºsszehasonl²t§sa) 

Defin²ci·k 
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× Zavar (bezavar§s) 
 akkor l®p fel egy k²s®rletben, ha a k²s®rletet 

 v®gzŖ nem tudja megk¿lºnbºztetni az egyes 

 faktorokat 

Đgy kell a k²s®rletet megtervezni, hogy ne l®pjen fel zavar! 

Defin²ci· 

Pl.: MindenkitŖl levonunk 1 pontot, ha nem jelenik meg az elŖad§son, 
javul-e a r®szv®teli ar§ny? Tfh. hogy javul. De lehet, hogy id®n jobb  
volt az idŖj§r§s. A k®t faktor nem k¿lºnbºztethetŖ meg. 
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A v§ltoz·k hat§s§nak kontroll alatt 
tart§sa 

× Vak vizsg§lat (Blinding), dupl§n vak vizsg§lat 

 a vizsg§lat alanya nem tudja, hogy kezel®st kap-

e vagy placeb·t, dupl§n vak, ha a k²s®rletezŖ sem tudja 

(pl.: a gyermekb®nul§s Salk vakcina kipr·b§l§sa az 

USA-ban 1954-ben) 
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× Blokkos²t§s ï felosztjuk a popul§ci·t  

olyan alcsoportokra amelyekben a k²s®rlet szempontj§b·l 

fontos  tulajdons§gai megegyeznek . Mindegyik blokkban 

v®letlenszerŤen v§lasztjuk ki a kezelteket 
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× Teljesen randomiz§lt (v®letlenszerŤs²tett) k²s®rleti 

elrendez®s 

v®letlen kiv§laszt§ssal v§lasztjuk ki azokat, akik kezel®st 

kapnak 

pl.:  

× Szigor¼an kontroll§lt elrendez®s 

     nagyon kºr¿ltekintŖen kiv§lasztott egyedek 

pl,: ha pl. v®rnyom§scsºkkentŖt tesztel¿nk, akkor ha az 

egyik blokkban van egy 30 ®ves t¼ls¼lyos cigarett§z· 

f®rfi, aki szereti a s·s ®s zs²ros ®teleket, akkor a m§sik 

blokkba is tesz¿nk ilyet 
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× Ism®tl®s  
 a k²s®rlet megism®tl®se amikor van elegendŖ 

alany ahhoz, hogy ®szrevehess¿k a k¿lºnbºzŖ 

kezel®sek kºzti elt®r®seket 

Ism®tl®s ®s a 
minta m®rete 

× Minta m®rete 
 akkora mint§t kell haszn§lni ami el®g nagy 

ahhoz hogy kimutathassuk benne az effektust 
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× V®letlen mintav®tel 
 a popul§ci· minden tagj§nak ugyanakkora 

 es®lye van arra, hogy a mint§ba beker¿ljºn  

  

Defin²ci·k 

×EgyszerŤ v®letlen mintav®tel (n 

hossz¼s§g¼) 

 a minta tagjait ¼gy v§lasztjuk ki, hogy 

b§rmelyik n hossz¼s§g¼ mint§nak ugyanakkora a 

kiv§laszt§si es®lye 



58. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

V®letlen sz§mok gener§l§sa 
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Szisztematikus mintav®tel 
Valamilyen kezdŖpontt·l indulva kiv§lasztjuk 

minden K adik elemet a popul§ci·b·l  

probl®m§s lehet, ha a popul§ci· is szisztematikusan van rendezve 
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K®nyelmes mintav®tel 
haszn§ljuk azt a mint§t, amit a legkºnnyebb 

beszerezni 
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R®tegzett mintav®tel 
oszd fel a popul§ci·t kettŖ vagy tºbb csoportra 

(r®tegre), melyeken bel¿l bizonyos (a k²s®rlet 

szempontj§b·l fontos) tulajdons§gok azonosak 

vagy hasonl·ak, 

majd vegy¿nk mint§t mindegyik r®tegbŖl  
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Klaszter mintav®tel 
oszd a popul§ci·t valamilyen term®szetes m·don 

klaszterekre; v®letlen¿l v§lassz kºz¿l¿k, haszn§ld  

az ºsszes tagot  
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× V®letlen 

× Szisztematikus 

× K®nyelmi 

× R®tegzett 

× Klaszter 

A mintav®telez®s m·dszerei 
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×Mintav®teli hiba (Sampling error) 

  a minta ®s a popul§ci· eredm®nye kºzti 

elt®r®s, ami a mint§k fluktu§ci·j§b·l 

sz§rmazik 

×Nem mintav®teli hiba (Non-sampling 

error)  

 olyan elt®r®s, ami az inkorrekt 

adatgyŤjt®sbŖl, adat felvitelbŖl vagy 

anal²zisbŖl ered 

Defin²ci·k 
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¥sszefoglal§s 

Ebben a fejezetben: 

× A vizsg§latok ®s m®r®sek t²pusait 

× A v§ltoz·k hat§s§nak kontroll§l§s§t  

× Randomiz§ci·t 

× A mintav®telez®s t²pusait 

× A minta hib§it 

tekintett¿k §t. 
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Az adatok le²r§sa, megismer®se ®s 

ºsszehasonl²t§sa 
2-1  Ćttekint®s 

2-2  Gyakoris§g eloszl§sok 

2-3  Az adatok vizualiz§ci·ja 

2-4  A centrum m®rŖsz§mai 

2-5      A sz·r§s m®rŖsz§mai 

2-6      A relat²v elhelyezked®s m®rŖsz§mai 

2-7      Explorat²v adatelemz®s 
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2-5. fejezet  

A variabilit§s m®rŖsz§mai 
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A variabilit§s 

m®rŖsz§mai 

A sz·r§s a statisztika egyik legalapvetŖbb fogalma, 
ez®rt fontos hogy meg®rts¿k a l®nyeg®t 
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Bank of Ny¼l 

Csaj§grºcsºgei Bank 

6.5 

4.2 

6.6 

5.4 

6.7 

5.8 

6.8 

6.2 

7.1 

6.7 

7.3 

7.7 

7.4 

7.7 

7.7 

8.5 

7.7 

9.3 

7.7 

10.0 

Bank of Ny¼l 

 7.15 

7.20 

7.7 

7.10 

Csaj§grºcsºgei Bank 

7.15 

7.20 

7.7 

7.10 

Ćtlag 

Medi§n 

M·dusz 

Midrange 

V§rakoz§si idŖ k¿lºnbºzŖ bankokban 
percekben 
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Defin²ci· 

   Az adat halmaz terjedeleme 

(range) a legnagyobb ®s a 

legkisebb ®rt®k kºzti k¿lºnbs®g 

®rt®k 
legnagyobb legkisebb  

®rt®k 
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Defin²ci· 

A minta halmaz sz·r§sa (standard 
elt®r®se, standard deviation) az 
adatok elt®r®s®t m®ri az §tlag kºr¿l 
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A minta sz·r§s§nak k®plete 

 

  

2-4. k®plet 

S (x - x)2 

n - 1 
s = 

P®lda: 1, 3, 14 (t§bla) 
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A sz·r§s kisz§m²t§s§nak 

proced¼r§ja 

ÅSz§mold ki az §tlagot  

 

ÅVond le az §tlagot minden egyes adatb·l 

 

ÅMinden ²gy kapott elt®r®st emelj a n®gyzetre 

 

ÅAdd ºssze ezeket az elt®r®seket 

 

ÅAz eredm®nyt oszd el az adatok sz§ma -1             -el. 

 

ÅVonj§l belŖle gyºkºt  

x

)( xx-

2)( xx-

ä - 2)( xx

1-n



74. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

EgyszerŤs²tett k®plet 

  

2-5. k®plet 

n (n - 1) 
s  = 

n (Sx2) - (Sx)2 

Levezetj¿k a t§bl§n§l! 
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Sz·r§s -   
kulcspontok 

× A sz·r§s az §tlag kºr¿li variabilit§s m®rt®ke 

× Az  s sz·r§s pozit²v (vagy 0) 

× A sz·r§s s ®rt®ke dramatikusan megnŖ, ha egy vagy 
tºbb outlier (a tºbbitŖl messze esŖ) adat is van kºzt¿k  

× Az s m®rt®kegys®ge megegyezik az adatok 
m®rt®kegys®g®vel 
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A popul§ci· sz·r§sa 

  
 2 S (x - Õ) 

N 
s  = 

Hasonl·, mint a 2-4. k®plet, azonban itt a 
popul§ci· §tlag§t ®s a popul§ci· nagys§g§t 
haszn§ljuk (®s nem vonunk le 1-et). 
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×  Popul§ci· variancia:  A popul§ci· sz·r§s§nak 
n®gyzete. 

Defin²ci· 

× A variancia (vagy sz·r§sn®gyzet) a sz·r§s 
n®gyzete. 

× Minta variancia: A minta sz·r§s§nak n®gyzete. 
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Variancia - 

Jelºl®sek 
n®gyzetre emelt sz·r§s 

s2  

s2 

} 
Jelºl®s 

Minta variancia 

Popul§ci· variancia 
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Mi®rt van n-1 a 2-4. k®pletben? 

Szeretn®nk, ha a mint§b·l kisz§m²tott s2 
sz·r§sn®gyzet a lehetŖ legjobban 
megkºzel²ten® a popul§ci· s2 varianci§j§t. 
Nagyon sokf®le m·don v§laszthatunk ki n 
db mintaelemet az N elemŤ popul§ci·b·l, 
®s ²gy sok-sok k¿lºnbºzŖ becsl®st kapunk 
a popul§ci· sz·r§s§ra. Sz§m²t§sokkal 
al§t§maszthat·, hogy a 2-4. k®plet az n-1 
oszt·val §tlagosan a helyes becsl®st adja 
a sz·r§sra, amit torz²tatlan becsl®snek 
nevez¿nk.     

P®lda: 3 elemŤ popul§ci·, v®letlen 
(visszatev®ses) mintav®telez®s   
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P®lda: 3, 6, 9 
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Mi®rt nem haszn§ljuk az 

abszol¼t elt®r®st? 

Ćtlag abszol¼t elt®r®s = 

P 

j | á ĭ | j 

Â 

nem addit²v ®s nem torz²tatlan becsl®se a popul§ci· §tlagt·l val· abszol¼t elt®r®s®nek  
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Defin²ci· 

A vari§ci·s egy¿tthat· (CV) megadja a sz·r§st az 
§tlag sz§zal®k§ban kifejezve 

¶100%
s

x
CV = 

s

m
¶100%CV = 

Minta Popul§ci· 

Arra j·, hogy k¿lºnbºzŖ sk§l§kon m®rt  
variabilit§sokat ºssze tudjunk hasonl²tani. 
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P®lda: 

ÅMegvizsg§ltuk 100 f®rfi magass§g§t ®s s¼ly§t 

ÅMagass§g: 

ÅMagass§g §tlaga       = 173.58 cm 

ÅMagass§g sz·r§sa S= 7.67 cm 

ÅS¼ly: 

ÅS¼ly §tlaga      = 78.26 kg 

ÅS¼ly sz·r§sa S= 11.94 kg 

ÅCVmagass§g=7.67cm/173.58cm=4.42% 

ÅCVs¼ly=11.94kg/78.26kg=15.26% 

ÅA magass§g sokkal kev®sb® v§ltoz®kony mint 

a s¼ly! 

| 

| 



84. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

A sz·r§s kisz§m²t§sa 

 gyakoris§g eloszl§sb·l 

  Haszn§ljuk x ®rt®keknek az oszt§lyfelezŖ 

pontokat 

  

2-6. k®plet 

n (n - 1) s
 
= 

n [S(f  Å x 2)] - [S(f  Å x)]2 
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Defin²ci· 

Csebisev t®tel 

Az adatok legal§bb 1-1/K2 ïad r®sze mindig kºzelebb 
van az §tlaghoz mint K sz·r§s, ahol  K egy 1-n®l 
nagyobb pozit²v sz§m. 

× K = 2 eset®n, legal§bb Ĳ-e (vagy 75%-a) az adatoknak nem t®r 
el jobban az §tlagt·l mint  2 sz·r§s 

× K = 3 eset®n, legal§bb 8/9-ada (vagy 89%-a) az adatoknak 
nem t®r el jobban az §tlagt·l mint 3 sz·r§s 



86. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Defin²ci· 
 

Empirikus (68-95-99.7) szab§ly 

Kºzel²tŖleg haranggºrbe alak¼ eloszl§s eset®n a 
kºvetkezŖ tulajdons§gok igazak: 

× Mintegy 68%-a az ®rt®keknek az §tlag 1 sz·r§snyi 
kºrnyezet®be esnek 

× Mintegy 95%-a az ®rt®keknek az §tlag 2 sz·r§snyi 
kºrnyezet®be esnek 

× Mintegy 99.7%-a az ®rt®keknek az §tlag 3 sz·r§snyi 
kºrnyezet®be esnek  



87. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Az empirikus szab§ly 

2-13. §bra 
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Az empirikus szab§ly 
 

2-13. §bra 



89. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Az empirikus szab§ly 
 

2-13. §bra 
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¥sszefoglal§s 

Ebben a fejezetben foglalkoztunk a: 

× Az adatok terjedelm®vel 

× A popul§ci· ®s a minta sz·r§s§val (SD) 

× A popul§ci· ®s a minta varianci§j§val (VAR) 

×  A vari§ci·s egy¿tthat·val (CV) 

× A sz·r§s kisz§m²t§s§val a gyakoris§g eloszl§sb·l 

× Empirikus szab§ly 

× Csebisev t®tel®vel 
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2-6. fejezet 

A relat²v helyzet 

m®rŖsz§mai 
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× z  elt®r®s (vagy standard elt®r®s) 

  x pozit²v vagy negat²v elt®r®se az 

§tlagt·l sz·r§s egys®gekben m®rve. 

Defin²ci· 
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Minta Popul§ci· 

 x - Õ 
z = 

s 

Az elt®r®s m®r®se 
z ®rt®k 

z = 
x - x 

s 
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P®lda: 

ÅLyndon Johnson volt a legmagasabb amerikai 

elnºk, 190.5 cm. 

ÅShaquille OôNeal a Miami Heat legmagasabb 

kos§rlabda j§t®kosa, 216 cm. 

ÅJohnson volt-e sokkal magasabb mint az 

ºsszes elnºk, vagy OôNeal a csapatt§rsain§l a 

Miami Heat-ben? 

ÅElnºkºk §tlaga 181.6 cm, sz·r§sa 5.3 cm. 

ÅMiami Heat §tlaga 203.2 cm, sz·r§sa 8.4 cm.  

Åz=(190.5-181.6)/5.3=1.67 

Åz=(216-203.2)/8.4=1.52 
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A z elt®r®s interpret§ci·ja  

Ha egy ®rt®k kisebb mint az §tlag, akkor a z ®rt®k 
negat²v.  

Megszokott ®rt®kek: z ®rt®ke  ï2 ®s 2 kºzºtt 

Szokatlan ®rt®kek: z ®rt®k < -2 vagy z ®rt®k > 2  

2-14. §bra 
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Einstein IQ-ja 

ÅAz IQ eloszl§sa j· kºzel²t®ssel haranggºrbe 

alak¼ 

ÅAz emberek IQ §tlaga 100, sz·r§sa 16. 

ÅEinstein IQ-ja 160-volt. 

Åz=(160-100)/16=3.75 



97. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Defin²ci· 

× Q1 (Als·/elsŖ kvartilis) nagys§g szerint 
rendezett adatok als· 25%-§t v§lasztja el a 
felsŖ 75%-t·l. 
× Q2 (M§sodik kvartilis) ugyanaz mint a 
median;  elv§lasztja az adatok als· ®s felsŖ  
50%-§t egym§st·l. 

× Q3 (FelsŖ/harmadik kvartilis) az als·  75%-
ot a felsŖ 25%-t·l v§lasztja el. 
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Percentilisek 

Ugyan¼gy, ahogy a kvartilisek n®gy r®szre 
osztj§k az adatokat, a 99 percentilis 
(kvantilis)  

P1, P2, . . . P99, az adatokat 100 csoportra 
osztja. 
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Hogyan tal§lhatjuk meg, hogy egy 

®rt®k melyik percentilis esik? 

 x percentilis ®rt®ke=                                                       Å 100 
x-n®l kisebb ®rt®kek sz§ma 

az ºsszes ®rt®kek sz§ma 
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n   az adatok sz§ma 

k     a kvantilis sz§ma 

L  lok§tor, ami meghat§rozza a keresett 

adat sorsz§m§t 

Pk    k-adik kvantilis 

L =        Å n 
k 

100 

Jelºl®s 

Konverzi· a k-adik percentilis ®s a 

megfelelŖ adat ®rt®kek kºzºtt  
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Keress¿k meg 
0.8152 kvantilis 
®rt®k®t 

11/36ǒ100 

=30.55556 

Kerek²tve 31 

 0.8152 a 31. 
kvantilisbe 
esik 

V V V V V V 
V V V V V 
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Keress¿k meg P31  ®rt®k®t (a 31. kvantilist). 

11.16 36
100

31
L =¶= Kerek²ts¿k fel: 12. 

V V V V V V 

V V V V V 

Kezdve a legkisebb ®rt®kkel, sz§moljunk el a 12.-
ig a rendezett list§ban.    P31 = 0.8152. 
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2-15. §bra 

A konverzi· s®m§ja 
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× Interkvartilis terjedelem (IQR):  Q3 - Q1   

× 10 - 90 kvantilis terjedelem:  P90 - P10 

× F®l-interkvartilis terjedelem: 
2 

Q3 - Q1 

× Kvartilis felezŖ: 
2 

Q3 + Q1 

N®h§ny fontos jellemzŖ 
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¥sszefoglal§s 

Ebben a fejezetben megvitattuk: 

× a z ®rt®keket 

× z ®rt®keket ®s szokatlan ®rt®kek  

× Kvartilisek 

× kvantilisek 

× A kvantilisek konvert§l§sa adat®rt®kekre ®s vissza 

× M§s jellemzŖk 
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2-7. fejezet 

Explorat²v adatanal²zis 

(EDA) 
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× Explorat²v adatanal²zis a statisztkai 

m·dszerek (mint §br§zol§s, a 

centrum ®s a variabilit§s 

meghat§roz§sa) alkalmaz§s§nak a 

folyamata, amit az®rt v®gz¿nk, hogy 

megismerj¿k az adatok legfontosabb 

statisztikai jellemzŖit  

Defin²ci· 
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Defin²ci· 

×  Az outlier egy olyan ®rt®k, ami 

nagyon t§vol esik a tºbbi adat 

tºbbs®g®tŖl. 
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Fontos elvek 

× Egy outlier-nek dr§mai hat§sa lehet az §tlagra  

 

× Egy outlier-nek dr§mai hat§sa lehet a 
sz·r§sra  

 

× Egy outlier-nek dr§mai hat§sa lehet a 
hisztogramra, ami miatt az eloszl§s teljesen 
zavaros lesz 
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× Egy adathalmazra vonatkoz·an, az 5-sz§m 

ºsszes²tŖ a minimum ®rt®kbŖl; a Q1 elsŖ 

kvartilisbŖl; a medi§nb·l (Q2); a harmadik 

kvartilisbŖl, Q3; ®s a maximum ®rt®kbŖl §ll. 

× A boxplot  egy a minimumt·l a maximumig 

terjedŖ vonalb·l §ll, valamint egy dobozb·l, 

amiben f¿ggŖleges vonal h¼z·dik az als· 

kvartilisn®l, Q1; a medi§nn§l; ®s a felsŖ 

kvartilisn®l, Q3. 

Defin²ci·k 
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Boxplot 

2-16. 

§bra 
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2-17. §bra 

Boxplot-ok 
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M·dos²tott boxplot 

ÅOutlier, ha Q3 ïat 1.5 X IQR-el meghaladja 

ÅOutlier, ha Q1 ïn®l 1.5 X IQR-el kisebb 

 

ÅEzeket kihagyjuk ®s csak jelºlj¿k (csillaggal), 

a marad®kra csin§lunk boxplotot. 
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¥sszefoglal§s 

Ebben a fejezetben §ttekintett¿k: 

× Explorat²v adatanal²zist 

× Az outlier-ek hat§s§t  

× 5-sz§m ºsszes²tŖt ®s a boxplot-ot 
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4. elŖad§s 

Val·sz²nŤs®g 
4-1  Ćttekint®s 

4-2  Alapok 

4-3  Add²ci·s szab§ly 

4-4  Multiplik§ci·s szab§ly:  Alapok 

4-5  Multiplik§ci·s szab§ly:  Komplementer ®s 
felt®teles val·sz²nŤs®g 

4-6  A val·sz²nŤs®gek meghat§roz§sa szimul§ci·val 

4-7  Kombinatorikus szab§lyok 



116. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

4-1 fejezet 

Ćttekint®s 
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Ćttekint®s 

A ritka esem®ny szab§ly a  

kºvetkeztetŖ statisztik§ban:  

Ha, valamilyen feltev®sek mellett valamilyen 
megfigyelt esem®ny val·sz²nŤs®ge kicsi, akkor arra 
kºvetkeztet¿nk, hogy a feltev®s nem igaz.  

A statisztikusok  a ritka esem®ny szab§lyt haszn§lj§k 
kºvetkeztet®si szab§lyk®nt (a logikai kºvetkeztet®s 
helyett). 

P®lda: egy adott m·dszer haszn§lata mellett 98 l§ny ®s 2 fi¼ 
sz¿letik 
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4-2. fejezet  

Alapok 
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Kulcsfogalmak 

Ebben a fejezetben az esem®nyek 
val·sz²nŤs®g®nek alapfogalm§t 
vezetj¿k be.  H§rom k¿lºnbºzŖ 
m·dszert mutatunk be a val·sz²nŤs®g 
®rt®keinek meghat§roz§s§ra. 
A legfontosabb c®lkitŤz®s¿nk, hogy 
megtanuljuk, hogyan kell interpret§lni a 
val·sz²nŤs®g sz§m®rt®keit. 
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   Defin²ci·k 

× Esem®ny 

valamilyen folyamat vagy proced¼ra (tov§bbiakban 
v®letlen k²s®rlet) eredm®nyeinek vagy kimeneteinek 
gyŤjtem®nye  

× Elemi esem®ny 

 egy olyan esem®ny, amit nem lehet egyszerŤbb 
komponensekre bontani 
× Esem®ny t®r 

 a lehets®ges elemi esem®nyek ºsszess®ge; 
minden lehets®ges kimenet, amit nem lehet tov§bb 
bontani 



121. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

P®ld§k 

Åesem®ny/folyamat:   egyszerŤ (nem iker) sz¿l®s 

Åesem®ny: l§ny (elemi esem®ny) 

Åteljes esem®nyt®r [fi¼, l§ny] 

 

Åesem®ny/folyamat:  h§rom sz¿l®s 

Åesem®ny: 2 l§ny ®s egy fi¼ (nem elemi, mert: 

llf,lfl,fll)  

Åteljes esem®nyt®r [fff,ffl,flf,lff,fll,lfl,llf,lll] 8 elemi 

esem®ny 
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Jelºl®sek 

P ï jelºli a val·sz²nŤs®get 

A, B, ®s C ï adott esem®nyeket jelºl. 

P (A) -  jelºli annak a val·sz²nŤs®g®t, 
hogy az A esem®ny bekºvetkezik. 
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A val·sz²nŤs®g kisz§m²t§s§nak 

szab§lyai 

1. szab§ly: A val·sz²nŤs®g kºzel²t®se a 
relat²v gyakoris§ggal 

   V®gezz el egy k²s®rletet (vagy figyelj meg egy 
folyamatot), ®s sz§mold meg, h§nyszor 
tºrt®nik meg az A esem®ny.  Ezeken a 
konkr®t esem®nyeken alapulva, P(A) a 
kºvetkezŖ m·don becs¿lhetŖ: 

   P(A)=  A bekºvetkez®seinek sz§ma 

h§nyszor ism®tlŖdºtt a k²s®rlet ºsszesen 



124. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

P®lda: Mi a vsz.-e annak, hogy 

egy rajzszºg a talp§ra esik? 

ÅDobjuk le 1000-szer ®s sz§moljuk meg 

h§nyszor esik talpra. 

ÅHasonl· feladat macsk§val é 
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A vsz. kisz§m²t§s§nak 

szab§lyai  

2. szab§ly: Klasszikus/kombinatorikus 
megkºzel²t®s (Egyform§n val·sz²nŤ 
kimeneteket felt®telez) 

 Tegy¿k fel, hogy egy v®letlen k²s®rletnek n k¿lºnbºzŖ 

elemi esem®ny a kimenetele ®s minden egyes kimenet 
bekºvetkez®s®nek ugyanakkora az es®lye.  Ha egy A 
esem®ny s esetben kºvetkezhet be az n kimenet kºz¿l, 
akkor 

 P(A) = 
 A bekºvetkez®s®nek estei 

az ºsszes elemi 
esem®nyek sz§ma 

s 
n 

= 
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P®lda: Mi a vsz.-e, hogy a 

dob·kock§val 6-ost dobunk 

ÅIde§lis kocka vagy val·di kocka? 

ÅElemi esem®nyek: 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-

ºst, 6-ost dobunk 

ÅHa mindegyiknek ugyanakkora a vsz.-e, akkor  

        P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6 

ÅHasonl· probl®m§k: urna goly·kkal, 

lott·sz§mok, k§rtyaj§t®kok, é. 
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Szok§sos hiba 

ÅAz®rt, mert nem tudjuk egy esem®ny vsz.-®t, 

m®g nem jelenti azt, hogy 50% - 50% hogy az 

megtºrt®nik vagy sem: 

ÅĆtmegyek-e az elemi statisztika vizsg§n? 

ÅMilyen idŖ lesz holnap? 

ÅSzeret? Nem szeret? 
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A vsz. kisz§m²t§s§nak 

szab§lyai 

3. szab§ly: Szubjekt²v val·sz²nŤs®g 

    P(A), az A esem®ny val·sz²nŤs®g®t a 

relev§ns kºr¿lm®nyek figyelembev®tel®vel 

becs¿lj¿k. 
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A nagy sz§mok tºrv®nye 

   Ha a v®letlen k²s®rletet ¼jra ®s ¼jra 

megism®telj¿k, a relat²v gyakoris§gb·l 

kapott (1. szab§ly) val·sz²nŤs®g az 

esem®ny val·di val·sz²nŤs®g®t kºzel²ti 

meg. 
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A val·sz²nŤs®g hat§rai 

× A bizonyosan bekºvetkezŖ esem®ny 
val·sz²nŤs®ge 1. 

× A lehetetlen esem®ny val·sz²nŤs®ge 0. 

× Minden A esem®nyre,   A vsz.-ge  0 ®s 1 kºz® 
esik, bele®rtve a hat§rokat is.   

 Vagyis, 0 ¢ P(A) ¢ 1. 
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Magyar§zat 

Å¥sszes k²s®rlet sz§ma: N 

ÅAmiben A bekºvetkezett: NA 

ÅA vsz. becsl®se NA/N Ą P(A) 

Å0Ò NA/N Ò 1 Ą 0Ò P(A) Ò 1  
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A val·sz²nŤs®g 

lehets®ges ®rt®kei 



133. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Az A esem®ny komplementer®t A jelºli, 

ami mindazokb·l az esem®nyekbŖl §ll, 

melyekben A nem kºvetkezik be. 

Defin²ci· 
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P®lda 

ÅA val·s§gban tºbb fi¼ sz¿letik, mint l§ny. 205 

¼jsz¿lºtt kºz¿l 105 fi¼. Mi a val·sz²nŤs®ge 

annak, hogy egy v®letlen¿l kiv§lasztott 

¼jsz¿lºtt nem fi¼. 

   P(nem fi¼)=P(l§ny)=100/205=0.488 
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Defin²ci·k 

Az igazi es®lyek az A esem®ny megtºrt®n®se ellen®ben  

P(A)/P(A), §ltal§ban a:b alakban kifejezve (vagy ña a b-

hezò), ahol a ®s b eg®sz sz§mok (kºzºs oszt· n®lk¿l). 

Az igazi es®lyek az A esem®ny megtºrt®n®se mellett  

az elŖbbi reciproka.  Ha A ellen®ben a:b az es®ly, 

akkor A  mellett b:a. 

A nyer®si es®ly az A  esem®nnyel szemben a nett· 

profit (ha nyersz) viszonya a feltett ºsszeghez. 

      nyer®si es®ly egy A esem®nnyel szemben 

     A = (nett· profit) : (feltett ºsszeg) 



136. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

P®lda 

ÅA kaszin·ban tegy¿nk a 13-as sz§mra 5$-t. 

ÅA nyer®s vsz.-e: 1/38 

ÅA kaszin· 35:1-ar§nyban fogad. 

ÅMekkora az igazi es®ly? 

Åa 13-assal szemben az es®ly=P(nem 

13)/P(13)=37/38 / 1/38 = 37 vagyis 37:1 
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¥sszefoglal§s 

 Ebben a fejezetben megvitattuk: 

× A ritka esem®nyek szab§ly§t 

× A val·sz²nŤs®g szab§lyait. 

× A nagy sz§mok tºrv®nyeit. 

× A komplementer esem®nyt. 

× Es®lyeket. 
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4-3. fejezet  

Add²ci·s szab§ly 
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Kulcsfogalmak 

A fejezet c®lja, hogy bemutassuk az add²ci·s 
szab§lyt ami egy j· eszkºz arra, hogy vele 
olyan vsz.-eket sz§m²tsunk ki melyek P(A 
vagy B) alak¼ak, azaz annak a vsz.-e hogy 
vagy A esem®ny bekºvetkezik, vagy B 
esem®ny bekºvetkezi (esetleg mindkettŖ) a 
v®letlen k²s®rlet kimenetek®nt. 
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Hal§los §ldozatok gyalogos 

g§zol§sn§l 

 

Ittass§g 

 

Gyalogos igen 

 

Gyalogos nem 

 

VezetŖ igen 

 

59 

 

79 

 

VezetŖ nem 

 

266 

 

581 
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P®lda 

ÅMi a vsz.-e annak, hogy vagy a vezetŖ vagy a 

gyalogos ittas volt? 

Å¥sszes eset 985 

ÅIttas volt valaki: 404/985 = 41% 
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Defin²ci· 

¥sszetett esem®ny  

 b§rmely 2 vagy tºbbe elemi esem®nybŖl ºsszetett 
esem®ny  

  

Jelºl®s  

P(A vagy B)  = P(A + B) = P (egy k²s®rletben,  A 
esem®ny vagy B esem®ny vagy mindkettŖ 
bekºvetkezik) 
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Az ºsszetett esem®nyek vsz.-

®nek §ltal§nos szab§lya 

 Ha ki akarjuk sz§m²tani annak a vsz.-®t, 
hogy  A bekºvetkezik vagy B 
bekºvetkezik, meg kell sz§molni, hogy 
A h§nyszor kºvetkezik be ®s hogy B 
h§nyszor kºvetkezik be, de  nem 
szabad tºbb mint egyszer megsz§molni 
a lehets®ges kimeneteket. 
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P®lda 

ÅMekkora annak a val·sz²nŤs®ge, hogy a vezetŖ 

vagy a gyalogos ittas volt? 

ÅVezetŖ ittas: 138 

ÅGyalogos ittas: 325 

Å¥sszesen 463 

Åde, k®tszer sz§moltuk azt az 59 esetet, amikor  

 mindketten ittasak voltak 463-59=404 
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Intuit²v szab§ly: 

NA+B=NA+NB-NA ®s B 

NA+B/N=NA/N+NB/N-NA ®s B/N 

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A ®s B) 

Form§lis ºsszead§si szab§ly: 

P(A vagy B) =P(A+B)= P(A) + P(B) ï P(A ®s B) 

ahol P(A ®s B)  jelenti annak a vsz.-®t, hogy  A ®s B 

mindketten egyszerre bekºvetkeznek a k²s®rlet 

kimenetek®nt. 

¥sszetett esem®ny 
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Defin²ci· 
Az A ®s B esem®nyek  diszjunktak (vagy 
kºlcsºnºsen kiz§r·k) ha nem tºrt®nhetnek 
meg egyszerre.  (Vagyis, diszjunkt 
esem®nyek nem fedhetnek §t egym§ssal.) 

Nem diszjunkt esem®nyek Venn 
diagrammja  

Diszjunkt esem®nyek Venn 
diagrammja  
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Komplementer esem®nyek 

A ®s A 

diszjunkt esem®nyek 

Egy esem®ny ®s a komplementere nem 
kºvetkezhetnek be egyszerre. 
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Komplementer esem®nyek 

szab§lyai 

  P(A) + P(A) = 1   

                    = 1 ï P(A) 

           P(A)  = 1 ï P(A) 

  P(A) 
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A ®s komplementer®nek 

Venn diagrammja  
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¥sszefoglal§s 

Ebben a fejezetben t§rgyaltuk az: 

× ¥sszetett esem®nyeket. 

× A form§lis ºsszead§si szab§lyt. 

× Az intuit²v ºsszead§si szab§lyt. 

× Diszjunkt esem®nyeket. 

× Komplementer esem®nyeket. 
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4-4. fejezet  

Multiplik§ci·s szab§ly 
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Kulcsfogalmak 

Ha az elsŖ A esem®ny kimenete 
valahogy befoly§solja a m§sodik B 
esem®ny kimenet®t, fontos hogy a B  
esem®ny vsz.-®nek kisz§m²t§sakor 
figyelembe tudjuk venni hogy A 
bekºvetkezett. 

P(A ®s B) = P(A*B) kisz§m²t§s§nak 
szab§ly§t multiplik§ci·s szab§lynak 
nevezz¿k. 
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A m§sodik esem®ny B vsz.-®ben  
figyelembe kell venn¿nk, hogy A 
bekºvetkezett. 

Felt®teles val·sz²nŤs®g 
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A felt®teles vsz. jelºl®se 

   P(B A) jelºli annak a vsz.-®t, hogy a B 
esem®ny bekºvetkezik, felt®ve hogy A 
esem®ny m§r bekºvetkezett (B  A mint ñB 
felt®ve, hogy A.ò) 
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P®lda 

ÅMi a val·sz²nŤs®ge annak, hogy a vezetŖ ittas volt (A 
esem®ny)? 

ÅP(A)=138/985 = 14% 

ÅMi a val·sz²nŤs®ge annak, hogy a gyalogos ittas volt 
(B esem®ny)? 

ÅP(B)=325/985=33% 

ÅMi a val·sz²nŤs®ge annak, hogy a gyalogos ittas volt, 
ha tudjuk, hogy a vezetŖ ittas volt? 

ÅVezetŖ ittas 138 esetben, ebbŖl 59 esetben a gyalogos 
is. 

ÅP(B|A)=59/138=43% 
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Egy esem®ny felt®teles val·sz²nŤs®ge az a 
val·sz²nŤs®g, amit akkor kapunk, ha 
figyelembe vessz¿k, hogy egy m§sik esem®ny 
m§r megtºrt®nt.   P(B | A) jelºli  B esem®ny 
felt®teles vsz.-®t, felt®ve, hogy A 
bekºvetkezett. Kisz§m²t§sa: 

P(B  A) =  
P(A ®s B) 

 P(A) 

Defin²ci· 
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P®lda (tov§bb) 

ÅP(A ®s B)= 59/985 

ÅP(A)=138/985 

ÅP(B|A)=P(A ®s B)/P(A)=59/138 mint elŖbb. 
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Defin²ci· 

 F¿ggetlen esem®nyek 

 K®t esem®ny, A ®s B f¿ggetlenek ha az egyik 
bekºvetkez®se nem befoly§solja a m§sik 
bekºvetkez®s®nek val·sz²nŤs®g®t.  (Tºbb 
esem®ny hasonl· m·don f¿ggetlen, ha 
b§rmelyik¿k bekºvetkez®se nem befoly§solja a 
tºbbiek bekºvetkez®s®nek val·sz²nŤs®g®t.)  Ha 
A ®s B nem f¿ggetlenek, akkor egym§st·l 
f¿ggŖnek nevezz¿k Ŗket. 
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Form§lis szorz§si 

szab§ly 

×   P(A ®s B) = P(A) Å P(B  A) 

× Ha  A ®s B f¿ggetlen esem®nyek, 

akkor     P(B A) = P(B). 
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Intuit²v szorz§si szab§ly 

    NA ®s B = (NA*B/NA)NA 

    NA ®s B/N = (NA*B/NA)NA/N 

    P(A*B)=P(B|A)P(A) 

 

P(A*B)=P(B)*P(A), ha A ®s B f¿ggetlenek 
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× Felt®teles val·sz²nŤs®get. 

¥sszefoglal§s: 

× Form§lis szorz§si szab§lyt. 

× Intuit²v szorz§si szab§lyt. 
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4-6. fejezet 

Val·sz²nŤs®gek 

kisz§m²t§sa szimul§ci·val  
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Ebben a fejezetben egy m§sik 
m·dszert mutatunk be a 
val·sz²nŤs®gek kisz§m²t§s§ra, 
amivel az elŖzŖ fejezetekben 
bevezetett form§lis m·dszerek 
neh®zs®geit ki lehet ker¿lni. 

Kulcsfogalmak 
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Defin²ci· 

   Egy folyamat szimul§ci·ja egy 

olyan m§sik folyamat, ami ugyan¼gy 

viselkedik, ®s ²gy hasonl· 

 eredm®nyeket produk§l mint az elsŖ.  
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Szimul§ci·s p®lda (nagyon 

egyszerŤ p®lda) 

Nemek (F,N) szelekci·ja  Ha valamilyen nemi 

szelekci·s m·dszert tesztel¿nk, akkor 

tudnunk kell, hogy mi a val·sz²nŤs®ge annak, 

hogy 100 ¼jsz¿lºtt kºz¿l legal§bb 60 l§ny.  

Felt®ve, hogy a  fi¼ ®s l§ny sz¿let®sek 

egyforma gyakoriak (vagy nem). Tal§ljunk ki 

egy egyszerŤ szimul§ci·t, amivel ki tudjuk 

sz§m²tani ezt a val·sz²nŤs®get.  
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P®lda: Gener§ljuk 100 ¼jsz¿lºtt 

nem®t 1. megold§s: 
×Dobjunk fel 100-szor egy ®rm®t ®s            fej = nŖ and                                              

                                    ²r§s  = f®rfi 

F           F            ĉ            F            ĉ            ĉ              F          F           F          F 

 

 

 

×Gener§ljunk 0ô ®s 1ô sorozatokat egy sz§m²t·g®ppel, ahol   
                    0 = f®rfi 

                             1 = nŖ 

0           0            1            0           1           1             1           0           0          0           

 

 
f®rfi    f®rfi          nŖ        f®rfi        nŖ         nŖ           nŖ       f®rfi      f®rfi     f®rfi 

nŖ        nŖ       f®rfi         nŖ         f®rfi      f®rfi          nŖ      nŖ        nŖ        nŖ      

2. megold§s: 
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ÅGener§ljunk nagyon sokszor (N alkalommal) 

100 db v®letlen 0 vagy 1 sz§mot 50-50% 

val·sz²nŤs®ggel (vagy pl. 51,12% - 48,88 %). 

ÅSz§moljuk meg h§nyban van 60 vagy tºbb 1-

es (N60 alkalommal). 

ÅP(60 vagy tºbb l§ny 100 sz¿let®sbŖl)=N60/N 
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Sok szimul§ci·ban, v®letlen sz§mokat haszn§lunk a 

val·s§gos esem®nyek szimul§ci·j§ra. K¿lºnbºzŖ 

v®letlen sz§m gener§l§si m·dszerek: 

× V®letlen sz§mok t§bl§zata  

× C (y=random(100) ) v®letlen 0 ®s 100 kºzºtti 
eg®sz egyenletesen 

× Excel (V£L() f¿ggv®ny, 0 ®s 1 kºzºtt egyenltesen) 

V®letlen sz§mok 
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Ebben a fejezetben megvitattuk a: 

× Szimul§ci·kat. 

× V®letlen sz§m gener§l§st. 

¥sszefoglal§s 
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5. elŖad§s 

Val·sz²nŤs®g eloszl§sok 

5-1  Ćttekint®s 

5-2  V®letlen v§ltoz·k 

5-3  A binomi§lis eloszl§s 

5-4  A binomi§lis eloszl§s §tlaga, varianci§ja 

®s sz·r§sa 

5-5  A Poisson eloszl§s 

6-1 Ćttekint®s 

6-2 A norm§lis eloszl§s 
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5-1. fejezet 

Ćttekint®s 
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Ćttekint®s 

Ezen az elŖad§son  

diszkr®t val·sz²nŤs®g eloszl§sok  

tulajdons§gaival foglalkozunk a 2.-3. 
elŖad§son bemutatott le²r· statisztika ®s a 4. 

elŖad§son bemutatott val·sz²nŤs®g 
t§rgyal§sa sor§n haszn§lt m·dszerek 

kombin§l§s§val. 

A val·sz²nŤs®g eloszl§sok azt ²rj§k le, hogy 
val·sz²nŤleg mi fog tºrt®nni ®s nem azt, 

hogy val·j§ban mi  tºrt®nt. 
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Ebben a fejezetben val·sz²nŤs®g eloszl§sokat 

konstru§lunk, amik a lehets®ges kimeneteket ®s a 

hozz§juk tartoz· v§rhat· relat²v gyakoris§gukat mutatj§k 

be. 

A le²r· m·dszerek ®s a 

val·sz²nŤs®g kombin§l§sa  

Dobju
nk a 
kock§v
al 

2. ®s 
3.  

fejez
et  

4. fejezet  

GyŪjts¿
nk  
mint§ka
t  
®s 
csin§lju
nk  
statiszt
ik§t  

Keress¿k 
meg 
mindegyi
k 
kimenet  
val·sz²nŪ
s®g®tt 

5. fejezet  
K®sz²ts¿nk egy elm®leti 
modellt arr·l, hogyan 
kell a k²s®rletnek 

viselkednie ®s sz§m²tsuk 
ki a param®tereit 
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5-2. fejezet 

V®letlen v§ltoz·k 



175. oldal Elemi Statisztika Fizikusoknak                                             Vattay G§bor ELTE KRFT 

Kulcsfogalmak 

Ebben a fejezetben bevezetj¿k a val·sz²nŤs®gi 

eloszl§s fogalm§t, ami megadja egy v§ltoz· v®letlen 

§ltal meghat§rozott  ®rt®keinek a val·sz²nŤs®g®t. 

 

Figyelembe veszi, hogy egy adott kimenet gyakran 

kºvetkezik-e be, vagy pedig egy szokatlan ®rt®kkel van 

dolgunk, ami ritk§n fordul elŖ v®letlen¿l.  


