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1. Alapveto aramkori torvények:

1.1. Ohm-torvény

Egy vezetd két pontjdnak potencidlkiilonbsége elosztva a rajta atfoly6 dram erdsségével megadja az adott vezetd
két pontja kozt 1€v6 ellendllds értékét. Az ellenallds mértékegysége az Ohm (£2).

(Ez persze nem tikéletesen preciz megfogalmazds egyetemen, és ldthaté lesz majdani tanulmdnyok sordn'., hogy
szorul még némi kiegészitésre, de én igyekszem az egyszeriiségnél maradni ).

R=— [R] = — =0 (1.1)

1.2. Kirchhoff torvények:

Kirchhoff I. torvénye (csoméponti torvény):

Egy dramkori csomOpontbdl kifolyd, és az oda befolyd aramok elGjeles 6sszege nulla.
(Ez részben azt is kimondja, hogy nem johetnek létre extra toltések, és nem is tiinhetnek el a semmibe. Vagyis ez
egyben a toltésmegmaradds megfogalmazdsa is.)

> Li=0 (1.2)
k

Kirchhoff II. torvénye (huroktorvény):

Zart aramkori hurok mentén az egyes fesziiltségek eldjeles Osszege nulla.

(A gyakorlatban, ha van egy zdrt dramkori hurok, akkor tetszés szerint felvehetd egy pozitiv korbejdrdsi irdny. Az
dramkori hurokban, ha egy vektor a hurok korbejdrdsi irdnydval azonos irdnyu, akkor pozitiv eldjellel adjuk hozzd
a tobbihez, ha ellentétes a vektor irdnya, akkor negativnak tekintjiik.)

> Up=0 (1.3)
k

A Kett6t egyiitt alkalmazva:

Tegyiik fel, hogy adva van egy dramkor, és ebben ki szeretnénk szadmitani bizonyos értékeket (pl: fesziiltségeket
és dramokat). Ha fel tudunk irni annyi egyenletet, amennyi hidnyz6 adatunk van, és ezek kell6 médon kapcsoléd-
nak az ismeretlenekhez, akkor ezek egy megoldhatd, tobb ismeretlenes egyenletrendszert adnak?® (az egyenletek
csatoltsagat a csoméponti és huroktdrvények megfeleld felvétele adja). A kérdéses értékekhez is rendelniink kell
bizonyos irdnyokat. Az irdny felvétele l1ényegében nem szamit, mert az egyenletek gy is kiadjdk, hogy a felvett
irdnyba esik-e a keresett érték, vagy vele ellentétes.

Megjegyzés:
o A fesziiltséget egy egyszer( nyillal jeloljok: ——=*
e Az dramot egy haromszogben végz8d6 nyillal jeloljok: —T*

Egy példa:

B s
U4 EJ, Uz

(jlug @ UEJl R2 L@ u4l[

Mg 1=

| S|

R4

1. dbra. Aramkori hurkok és csomépontok, fesziiltségekkel és dramokkal

! Akit érdekel, ldsd: A. Elektromos vezetés, Drude-modell. Tovabb4, ahol az Ohm-torvény cs6dot mond és kiiitkozik az elektronika "modell"”
mivolta: B. Szupravezetk
’Linedris egyenletrendszerek megolddsa, lasd: C. fiiggelék.



Az egyes hurkokra és csomépontokra felirhatjuk a csoméponti és huroktorvényeket:

UL : —Ug+U1+U2:0 UIL : —U2+U3+U4:0

II1.: 117]’27]3:0 I1II.: I2+137I1:0 (14)

A kérdéses mennyiségek 0sszefoglalva: 4 fesziiltség €s 3 dram, tehat 7 egyenlet kell. J6l lathatéan a két csomdponti

torvény ugyan azt mondja ki, de nem kell kétségbe esni, ugyanis ha a fenti egyenletrendszert kombindljuk az egyes
ellenalldsokra vonatkozé Ohm-torvényekkel, akkor mér van elég egyenletiink.

2. Idealis forrasok és generatorok:

A forras és generator kozti kiilonbség:

A generdator kifejezést inkdbb olyan eszkozokre szoktuk haszndlni, amik valamilyen id6fiiggd jelet adnak le, mig
forrdsoknak inkébb a fix fesziiltséget biztosit6 eszkozoket.

(Pongyola ember lévén, elképzelhetd, hogy a tovdbbiakban nem teszek kiilonbséget a kettd kozott, eldfordul hogy
mindkettot generdtornak nevezem. De ami azt illeti, ez nem tiil nagy hiba: az idében konstans értéket is lehet id6-
fiiggdnek tekinteni, csak abban éppen dllando. ;-))

Idealis fesziiltségforras és generator:

y Ennek a generdtornak a belsé ellenallasa: R, = 0, és a rakapcsolt terheléstdl fiiggetleniil mindig a
\ kivant fesziiltségértéket biztositja a kapcsain.

Ez azért lényeges, mivel ekkor ha rdkapcsolunk egy ellendlldst, akkor mérhetd rajta a generdtor fesziiltsége és egy
bizonyos dram. Ha mds terheld ellendlldst rakunk rd, akkor ismét ugyanakkora fesziiltség lesz tapasztalhato, de az
dramérték mdr mds lesz.

Idealis aramforras és generator:

y Ennek a generdtornak a belsé ellenallasa: R, = oo, és a rakapcsolt terheléstdl fiiggetleniil, allan-
\ déan a kivant aramot adja le a kapcsain.

Ebben az esetben, ha két kiilonbozd ellendlldst kapcsolunk a kapcsokra, akkor az dramok fognak megegyezni a két
esetben, és a fesziiltségértékek fognak kiilonbozni.

Az Ohm-torvény "megtestesiilései" a két generator hasznélatdval:

Ol Jr & Ll

(a) Ohm torvény: T = % (b) Ohm torvény: U = I - R

2. dbra. Az Ohm-torvény a két generdtorral

A generatorok terhelhetosége:

Vizsgaljuk meg, hogy a két tipusu forrds hogyan reagdl, ha extrém kicsi, illetve extrém nagy ellendllast kapcsolunk
rajuk.

. U?
A teljesitmény szdmitdsa természetesen: [P =U -1 = I*- R = 3

Fesziiltségforrds | Aramforrds

R—0 |P=U?/R— o |P=I>"R—0

R—x|P=U?R—-0 |P=1>"R—




Vagyis ha egy fesziiltséggenerdtort rovidre zarunk, akkor "elfiistol", mivel végtelen teljesitményt akar generdlni>.
Viszont, ha nagy ellendllast rakunk rd, akkor alig ad le teljesitményt, kvazi nyugalomban van.

Az dramgenerétor pont az ellentéte, ugyanis rovidre zdrva nem ad le teljesitményt. Es ha nagy ellenalldst rakunk

ra (pl. szakadds is tekinthetd nagy ellenallasnak), akkor is megprébalja atpréselni azt az dramot, amit neki kéne, de
nem bir kell§ teljesitményt eldallitani, és & ettdl "fiistol el”.

3. Soros ellenallas-kapcsolas:

R1 RZ RZ
— — —
U4 uz uz L
+ +
()lu“ [ l ui
En 4
Un

3. dbra. n darab ellendllasbdl 4116 soros kapcsolds

3.1. Eredd ellenallas:

Ha egy kapcsolds csak sorosan kapcsolt ellendlldsokat tartalmaz, akkor az ered6 ellendllds értéke:

n

Re=Ri+Ry+...+Ry,=) Ry (3.1)
k=1

A képletbdl egyértelmiien latszik, hogy soros kapcsoldsndl a relative kis ellendllasok elhanyagolhatok.

Es most kettévalik a buli, mert persze nem mindegy, hogy fesziiltség, vagy dramforrds van bekétve:

3.2. Ha aramforras van:

Az egyes elemeken az dramok megegyeznek!
Itt nincsenek csomopontok (ha az dbrdt nézziik, az ott 1évé mérdmiiszertdl biintetleniil eltekinthetiink, mivel belsd
ellendlldasa végtelen [ldsd késobb: 6. fejezet]), az dramnak csupdn egy titja lehetséges, igy az egyes elemeken dtfolyo
dramoknak meg kell egyezniiik.

I=hL=5L=...=1, (3.2)

Aramforras esetén a f6agban foly6 dramot az dramforrds "mondja meg". Igy azzal nincs gond:

L=1=1, (3.3)
Az egyes aramok az Ohm-torvény alapjan:
Up=(Ri-I) =Ry -1, 34
Specidlisan 2 ellendllds esetén:
I,=1=1 =1 (3.5)
U =R -1, Uy =Ry 1, (3.6)

3Hozza kell tennem, hogy a mai tipegységek, fesziiltség és dramforrasok tobbsége rendelkezik tiliram-védelemmel, vagyis automatikusan
lekapcsolnak tilterhelés esetén.



3.3. Ha fesziiltségforras van:

Itt is hasonléan szdmolhatjuk az egyes fesziiltségeket, mint az imént, ha el6tte meghatarozzuk az dramot (az dramot
most az ellendllasok hatdrozzdk meg):

U U,
I==2= J =1 3.7
Re Ri+Ro+..+R, " 67
Az egyes fesziiltségek igy:
U, Ry,
Uk:<Rk-Ig:Rk~R-"):Ug-R’* (3.8)

A fesziiltségekre vonatkozé ilyen jellegli képleteket tigy szokds nevezni, hogy potenciométer-formuldk, vagy mas
néven: fesziiltségosztd képletek, mivel azt irjak le, hogy az ellendlldsok ardnyaiban hogyan oszlik meg a fesziiltség.

A potenciomdter-formula a potenciométer nevii eszkozrdl kapta a nevét. Ez egy olyan ellendllds, amelynek van
egy harmadik kivezetése, és ezen kivezetés csatlakoztatdsi pontja az ellendllds két vége kozt cstisztathatd. Ezzel
ugymond fel lehet osztani az ellendllast két ellenéllasra, amelyek osztasviszonya véltoztathatd. Mivel a fesziiltség
soros kapcsolds esetén az ellendllasok nagysdgdnak ardnydban oszlik meg, igy ez az eszkoz haszndlhaté fesziilt-
ségszabdlyozoként is (pl: régebbi hangszabalyzok). Tovabba ha csak a kozépsd €s az egyik széls6 allast kotjiik be,
akkor szimpla valtoztathat6 ellendllasként hasznalhat6.

2 ellendllasbol 4ll6 kapcsolds:

Uy Ry

I=—=— U= Ri=——"— R=U; —— 39
R~ Ri+h R R AR O S
U Ry
Uy=I Ry=—2— Ry=U; - ———— 3.10
2 " Ri+Ry 2 "7 Ri+Ry G-10
34. Példak:
1. Példa: Legyen a kérdés az Osszes dram és fesziiltség 3 ellendllds esetén, dramforrdssal:
Rl Rz
Iy=I=L=05L=1I; (3.11)
15 = Uy =Ry, Us =Ry -1, Us =Rz -1, (3.12)
2. Példa: Legyen a kérdés az Gsszes dram €s fesziiltség 3 ellendllas esetén, fesziiltségforrdssal:
Rt Rz
U, U,
I=2=_—— 9 [ =0L=1I 3.13
) R. Ri+RotRs 1 2 = I3 (3.13)
(j Ug R3
N U, Ry
U, = R - 2=U,  — 3.14
! ! R, g Ri1 4+ Ry + R3 ( )
Ry
Uy = Uy —F—F 3.15
2 g Ri+ Ry + R3 ( )
R
Ue. = U, -+ — 2 3.16
’ 9 Ry + Ry + R3 (5.10)



3. Példa: Legyen a kérdés most az R4-en €s az R5-0n egyiitt ess fesziiltség!

4. dbra. A rész-ellendllasok ered@it kiszdmitva egyszertisodik a probléma

Ha tobb ellendlldsbdl dll a rendszer, akkor vissza lehet vezetni két ellendlldsbdl dllo rendszerre.

sz

A masodik kapcsoldsban 1évé értékek:
Rllle—l—RQ—‘ng-i-RG RIQZR4+R5 (3.17)

Az Ry-en és R5-0n egyszerre esé fesziiltség a potenciométer-formula alapjan:

R Rys+ Rs
k T R+ R, Y (Ri+ Ry+ Rs+ Re) + (Ra+ Rs) G19
_ U Ry + Bs (3.19)

g.R1+R2+R3+R4+R5+R6



4. Parhuzamos ellenallas-kapcsolas:

Rz Iil Fi Inl Fn

5. dbra. n darab ellenallasbdl all6 parhuzamos kapcsolas

4.1. Eredo ellenallas, ''replusz'’ miivelet:

Parhuzamos ellendllasok esetén a vezetSképességek (az ellenallasok reciprokai) adédnak Ossze:

LI L 41
TR TR TR LR @D

A képletbdl egyértelmiien latszik, hogy parhuzamos kapcsoldsndl a relative nagy ellendlldsok hanyagolhatdk el.
Tovébba azt is érdemes kiemelni, hogy ha adott egy ellendllds, akkor azzal barmekkora ellenalldst parhuzamosan
kapcsolva* az ered6 ellendllds csakis kisebb lehet.

A szakmadban haszndlatos egy jelolés, ami sokban megkonnyiti az irast. Ezt a jelolést kiillon miiveletnek is szokds
tekinteni, ez az ugynevezett replusz miivelet.

Két ellenallas esetén az eredd ellenallas:

1 Ri-R
1 1
R71+R72 R2+R1

Re = = R1 X R2 (42)

Az utolsé tag kimondva: "R replusz R>". Harom ellendllas esetén:

1 _ Ry -Rs- R3
Ril—l—I%—i—R%s Ry -R3+ R1-R3s+ R1-Ro

R. = =Ry X Ry x Ry (4.3)

Es végiil n ellenallds esetén:
B Ry -Ry-...-R,
" Ry'Rs-....Ry+Ri-Ry-....Ry+...+ R -Ro-...- Ry

De ami azt illeti béven elég a két ellenallasos véltozat, mivel érvényes az asszociativitds (és mellékesen a kommu-
tativitas is).

R, =R XRyx...xR, “4.4)

Itt is kiilon vizsgaljuk az dramforrds és a fesziiltségforrds esetét!

4.2. Ha fesziiltségforras van:

Az egyes ellendlldsokon a fesziiltségek megegyeznek (fliggetleniil attdl, hogy fesziiltség, vagy dramforrdsrdl van
sz6)!

U=U,=Us=...=0U, (4.5)

Ebben az esetben az osszes fesziiltséget a fesziiltségforras "mondja meg". fgy azzal nincs gond:

Uy =U=Uy (4.6)
Az egyes dramok az Ohm-torvény alapjdn:
Uy U
Ii=|(=—)=-% 4.7
k ( Rk) Ry 4.7

4a szakmdban ezt "sontolésnek” nevezziik



Specidlisan 3 ellenallds esetén:

Uy=U=U1=Us=Us (4.8)

Dvs [ [JeelJre U U, U, U,
. n==t==¢ == ==t 4.9
) 2= R, 5= Ry 4.9)

4.3. Ha aramforras van:

Itt is hasonl6éan szamolhatjuk az egyes dramokat, mint az imént, ha el6tte meghatdrozzuk a fesziiltséget (a fesziilt-
séget most az ellendlldsok hatdrozzak meg):

U=1I,-Re=1,-(Ri XRaX...xR,)=Uy (4.10)

Az egyes fesziiltségek igy:
U, I, R R
Lh=—2t=g e .2¢
Ry Ry, Ry
Az egyes dramokra vonatkoz6 képleteket dramoszto-képleteknek is szokds nevezni, mivel azt {rjak le, hogy az egyes
dgak kozott milyen ardnyban oszlik szét az aramforrds drama.

@.11)

Specidlisan 3 ellendllds esetén:

U= Ig . Re = Ig . (Rl X R2 X Rg) (412)
Te Ia I:IR"I I:IFEZI:IRS I = 2 _ Ig . (R1 X Rg X Rg) _7 . (R1 X Rg X Rg) 4.13)
Ry Ry g Ry '
Ri xRy xR Ri X Ry X R
I =1, P x e x Rs) = 2) 1, = 1, T Tl x Rs) = 2) (4.14)
2 3

4.4. Példa:

Legyen a kérdés az, hogy az R4-en és az R5-0n egyliitt mennyi dram folyik at!

6. dbra. A rész-ellendllasok ered6it kiszamitva itt is egyszer(isodik a probléma

Itt is hasonlo a szitu, mint soros kapcsolds esetén: ha tobb ellendlldsbdl dll a rendszer, akkor vissza lehet vezetni
két ellendlldasbol dllo rendszerre:

A masodik kapcsoldsban 1évé értékek:
Rllle XR2 XR3XR6 RIQZR4XR5 (415)

Az Ry-en és R5-0n egyszerre esé fesziiltség a potenciomdter-formula alapjan:

(R} x RY) I (R1><R2><R3><R6)><(R4><R5)_I.RlxR2xR3XR4xR5xR6

I :I~ = . =
45 g g g R, % Rs

4.16
R,2 R4 X R5 ( )

10



5. Vegyes kapcsolasok:

Ezen példdk megolddsakor két szemléletet/megoldési elvet emelnék ki:

e A kapcsolasok egyes részeit redukéljuk, amennyire tudjuk, igy egyszerfisitve a példat, majd kell6 médon

kifejtjiik a szamitast.

e Az Ohm-torvénybdl indulunk ki, és a felmeriilé hidnyz6 mennyiségeket fejtjiik ki sorban addig, amig kész

nem lesz a megoldas.

1. Legyen a kovetkezd kapcsoldsban a kérdés az R3 ellenalldson eso fesziiltség, és dram:

R'1

SR
R2 I R3

7. dbra. Egyszer( vegyes kapcsolds dramgeneratorral

RQXRg

U3:Ig'(R2><R3) I3=Ig R3

2. Legyenek a kérdés, az R3 ellendllason esé fesziiltség:

8. abra. Egyszer( vegyes kapcsolds fesziiltséggeneratorral

Kovessiik azt a gondolatmenetet, hogy az Ry és R3 ellendlldsokat egy ellendlldsnak tekintjiik:
R23 = R2 X R3

Ekkor a fesziiltséghez rogton haszndlhaté a potenciométer-formula:

Ros
Uy =Uy  =——F—
23 9 Ry + Ros
Visszahelyettesitve az Ra3 értékét:
Ro X R-
Uy = v, T2 xHs 1o Us _ U mitiocm)
3 g Ry + (RQ X R3) 3 Rs Rs
A masik gondolatmenet:
Rs Ry X Ry U,
Us = — Is=1 ——— I=——F——
3 Ig 3 R3 R1 + (RQ X Rg)
Az els6 egyenletbe behelyettesitve a masodikat és a harmadikat megkapjuk az iménti eredményt.
Ry x R3 U,
U3 = Ry Iz3=R3- I-——""=1-(RgxR3)=———-2——— . (Ry x R3) =
3 313 3 s (Ro 3) Ry + (Rs x R3) (R2 3)
R2 X R3

Ug.R1+(R2 X R3)

11

(5.1)

(5.2)
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(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)



3. Most legyen a kérdés az R, ellendlldson esd fesziiltség:

9. dbra. Kicsit nehezebb vegyes kapcsolas fesziiltséggeneratorral

Az els6 gondolatmenetet kvetve: el6szor tekintsiik egyetlen ellendlldsnak az Ry, R3 és R4-es ellenallasokat:
Razs4 == Ry x (R3 + Ry) (5.8)
Alkalmazva a potenciométer formulat:

R34 . Ry x (RB + R4)

Uy =Uy ————=U,-
234 g R1+R234 g U1 +R2X(R3+R4)

(5.9)

Ez a fesziiltség torténetesen megegyezik az Ry-n esd fesziiltséggel, és igy az R és R, ellendllsokon egyiitt
eso fesziiltséggel. Az R, ellendlldson esd fesziiltség ismét a potenciométer-formuldval hatdrozhaté meg, csak
most Us-bol:

Ry Ry x (R3 + R4) Ry
Uy = Us - — . . 5.10
* > Rs+ Ry 9 U +Ryx(R3+Ry) Rs+ Ry (>-10)

4. A kovetkez6 gyakorlépélddban legyen kérdéses az I, dram:
15
10. dbra. Kicsit nehezebb vegyes kapcsolds aramgeneratorral
Itt most csak az eredményt k6z1om (a kordbbiakhoz hasonlé egyszertiséggel oldhaté meg):
R3 x Ry Ry x [RQ + (Rg X R4)] R3 X Ry

Iy=1, - =" _7T. . 5.11
TR, 9 Ro+ (Rs x Ry)) Ry G1D
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6. Méromiszerek:

6.1. Idealis méromiiszerek:

Az idealis fesziiltségméro:

p Az idedlis fesziiltségméro belso ellendlldsa: Ry, = oo, €s a kapcsoldsban parhuzamosan kell bekotni (a

teljes potencidlkiilonbséget éreznie kell, &ram nem folyhat rajta).

Az idealis Aramméra:

+ . 71 z s 7 7 7 7 z 7 .. . . Ve
Az idedlis arammérd belsd ellendlldsa: R, = 0, és a kapcsoldsban sorosan kell bekotni (minden dram-

nak 4t kell folynia, amit mérni akarunk, fesziiltség nem eshet rajta).

Az drammérd és a fesziiltségmérd helyes bekotése:

Rz 1,0k
+
Al
R1 1,0k
(a) Arammérd bekodtése (b) Fesziiltségmérd bekotése

11. dbra. Miszerek bekotése

6.2. Nem idealis méromiiszerek bekotése:

A gyakorlatban természetesen nincs olyan, hogy valaminek végtelen, vagy nulla az ellendllasa. A miiszerek is véges
paraméterekkel rendelkeznek, ennél fogva korldtozottan haszndlhatdk.

Tekintsiik azt az esetet, amikor egyszeriien egy ellendlldson esé fesziiltséget és azon atfolyé dramot szeretnénk
megmérni egyszerre® (ebbdl lehet pl. teljesitményt szdmolni, vagy ellendlldst meghatdrozni). Ekkor a kivetkezs
mérési elrendezések lehetségesek:

+,
A b

f:v:)’ W4
=[]

(a) Kis ellenallasok esetén (b) Nagy ellendlldsok esetén

12. dbra. Aram és fesziiltségmérés kis és nagy ellenélldsok esetén

Nem mindig vélaszthatjuk akdrmelyik elrendezést. Kiilon kell valasztani azokat az eseteket, ha az adott ellenéllds
értéke nagyon nagy, illetve nagyon kicsi.

El6szor hataroljuk be, hogy jelen esetben mi is szadmit nagyon kis, illetve nagyon nagy ellenalldsnak! A jelen(!) mé-
rés esetében® az szamit kis ellendlldsnak, ami az drammérd belsS ellendlldsanak nagysagrendjébe esik, vagy annl

5 Altal4nos dolog, hogy ha mériink valamit, azzal befolyasoljuk, megvaltoztatjuk magat a mért dolgot. Ha két kiilon miiszerrel mériink kiilon-
kiilon, akkor nem vessziik figyelembe, hogy a mdsik miiszer milyen médon befolydsolta a kordbbi mérést, és hogy most éppen nem érvényesiil
egyan az a hatds. Ezért ha tobb miiszerrel is mérni kell, akkor azokat ajdnlott egyszerre bekotni.

%Mindig mérési elrendezéstdl fiigg, hogy mi mekkordnak szamit. Félreértés ne essék: altaldban nem a miiszerek és forrdsok paramétereihez
szokds viszonyitani, ez csupan most lényeges!
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kisebb. Nagynak pedig az, ami a fesziiltségmérd belsd ellendlldsdnak nagysigrendjébe esik, vagy anndl nagyobb.

Vizsgaljuk meg a két elrendezést aszerint, hogy ha azt hasznéljuk, akkor milyen értékeket mutatnak a miiszerek, és
hogy val6jabdl milyen értékek fordulnak eld!

Kis ellenallas esetén:

Ha kicsi az ellendllds (az egyszeriiség kedvéért egyezzen meg az drammérd belsé ellendllasaval) és vele sorosan
kapcsoljuk az drammér6t, majd ezekkel parhuzamosan a fesziiltségmérdt, akkor a fesziiltségmérd kétszer akkora
fesziiltséget mutat, mint amit kéne!

Viszont ha az ellendllassal parhuzamosan kotjiik a fesziiltségmérét, és vele sorba az drammérdt, akkor mindkéd mii-
szer 4ltal mutatott érték jo kozelitéssel pontos lesz. Tehdt ez az elrendezés (12a) haszndlandé kis ellenéllasok esetén!

Nagy ellenallas esetén:

Ha nagy az ellendllds (az egyszeriiség kedvéért egyezzen meg a fesziiltségmérd belsé ellendlldsaval) és vele par-
huzamosan kapcsoljuk a fesziiltségmérot, majd ezekkel sorosan az &rammérot, akkor az darammérdn kétszer akkora
aram folyik at, mint az ellendlldson, vagyis nagyon pontatlan!

Viszont ha az ellenélldssal sorosan kotjiikk az drammérét, és mindkettovel egyszerre parhuzamosan a fesziiltségmé-
r6t, akkor mindkét miiszer éltal mutatott érték j6 kozelitéssel pontos lesz. Tehét ez az elrendezés (12b) haszndlandé
nagy ellendlldsok esetén!

Megjegyzés: dltaldban nem szokott gond lenni a mai mérémiiszerek paramétereivel, vagyis dltaldban kellGen nagy,
illetve kis ellendlldst képviselnek a megfeleld méréseknél, ezért nem kell kiilon bajlodni, hogy melyik elrendezést
vdlasszuk!

Megjegyzés: eldfordul, hogy olyan ellenallas értékét kell meghatarozni, ami mar benne van a kapcsoldsban. Tipikus

hiba ilyenkor azt mondani, hogy rakotom a multimétert ellenallasmér6-allasban, aztan kész, mert ilyenkor nem az
ellendllas értékét mérjiik, hanem a teljes aramkor két kiszemelt pontja kozti eredd ellendllast.
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7. Erdekes, hasznos, triikkos példak:

7.1. Végtelen ellenallas-lanc:

Ez egy tipikus gondolkodtat6 feladat, hasonlékat szoktak feladni versenypéldakként, valamint a legtdbb helyen,
ahol elektronikdval, vagy elektromégnességgel foglalkoznak, be szoktdk mutatni. A feladat, hogy megadjuk az
eredd ellendlldst

o—T 1} $ LT $ LI + — 1—

i

13. abra. Végtelen ellendllas-lanc kétféle ellendllasbol

Els6 kozelités: egyértelm, hogy ennek a lancnak van valamekkora ered§ ellendllasa. Els6 kozelitésben azt lehet
mondani, hogy ez az ellendllds biztos nagyobb, vagy egyenld r-el, mivel valami még sorosan van kapcsolva vele.
Tovabb4 azt is meg tudjuk mondani, hogy az ered6 ellenéllds biztos kisebb lesz r + R-nél, mivel az elsé R ellendl-
lassal parhuzamosan van kapcsolva a lanc tobbi része (ha két ellendllds parhuzamosan van kapcsolva, akkor eredd
ellenallasuk kisebb lesz, mint barmelyikiiké kiilon).
Tehat a tovabbi szamitdsaink helyességét konnyen ellendrizhetjiik azzal, ha megnézziik, hogy teljesiilnek-e a ko-
vetkez0 relacidk:

r<R.<r+R (7.1)

Megjegyzés: az egyenléségek akkor teljesiilnek, ha R = 0, vagy r = oo. (Tovédbb4, ha » = 0, akkor az eredd
ellenallas O lesz, mivel végtelen sok R ellendllas parhuzamosan kotve 0 eredd ellenalldsu.)

A megoldas: azt mar tisztaztuk, hogy a végtelen ellendlldslancnak van egy eredd ellendlldsa, ekkor az egész lanc
helyettesithets egyetlen R, ellendlldssal. Mivel a ldncunk végtelen hosszu, ezért plusz egy "lancszemet" beiktatva
nem valtozik meg az eredd ellendllas értéke, tehat egy plusz fokozattal egyiitt is R, kell legyen az eredd ellendllds
értéke. A kérdés csak az, hogy miként rakjuk be ezt a plusz fokozatot?

Az elrendezések mar mondhatni maguktdl is megmondjak, hogy melyikiik a j6, és melyikiik a rossz.

o—  +—+ o y

o - o

(a) A helyes elrendezés (b) A rossz elrendezés

14. abra. A kétféle elképzelhetd fokozat-beiktatds

o A helyes elrendezés: ugyan azt lehet elmondani, mint amit els6 kozelitésben is lattunk, az eredd ellenéllés
teljesiti a (7.1) relaciot.

e Ekkor az R, eredd ellenallassal pairhuzamosan van kapcsolva a fokozat, ami azt jelenti, hogy az igy vett "Gj"
eredd ellendllas kisebb, vagy egyenld kell legyen a kordbbival, és az egyenl&ség csak akkor teljesiilhet, ha

r=R=R.=0,vagyr = R. =

A fentiekbdl egyértelmiien l4tszik, hogy melyik a j6 szitu, de a biztonsdg kedvéért szamoljuk végig mindkét esetet.

A rossz eset:

R.-(r+R
R. = Rex(r+R)=Re+((r+R>)
R.-(Re+r+R) = Re-T+R.-R
R?+R.-r+R.-R = R.-r+R.-R
RS2 = 0



A jo eset:

R-R.
R. = R xR, =
PEEX RS TT R R
R.-(R+R.) = r-(R+R.)+R-R.
R.-R+R2 = r-R+r-R.+R-R.
R*—7r-Re.—r-R = 0
r+vr2+4.-r-R
RelQ - 2

A kérdés, hogy melyik gyokot kell figyelembe venni? Szerintem a legjobb azt dtgondolni, hogy ha a R ellenallds
értéke 0 volna, akkor azt kell kapjuk, hogy R, = r. Nézziik meg, hogy R = 0 esetén a masodfokui egyenletnek mi
a két megoldésa:

reVrZ+4-r- R r+Vr? r
Re12 = = = 7.2
12 . . ; (1.2)
Tehat a pozitiv gyokot kell figyelembe venniink:
Vi2+4-r-R
R — VAT (1.3)

7.2. Hidkapcsolas

15. abra. Hidkapcsolas

Ez egy elég egyszer( kapcsolas, de mégis kiilon figyelmet érdemel. Ha egy hidkapcsolas két d4gdban azonos médon
oszlik meg a fesziiltség, akkor a kozépen 1évd fesziiltségmérd nem mutat fesziiltséget, mivel a fesziiltségmérs két
pontja kozott nincs potencidlkiilonbség. Ekkor beszéEliink kiegyenlitett hidrol.

A kiegyenlitettség feltétele tehat:

U 1 U3 Rl R3
— = == —_ == 7.4

U- 2 U4 RQ R4 ( )
Ne feledjiik, hogy a fesziiltségek soros kapcsolds esetén az ellenalldsok ardnydban oszlanak meg, ezért jogos a
fesziiltségek ardnya helyett az ellendllasok hasonl6 aranyat tekinteni.

Sokak jobban szeretik azt a megfogalmazast, hogy a hid akkor kiegyenlitett, ha a "szemkozti" ellenallasok szorzatai
megegyeznek (ami az iménti egyenlet puszta atrendezése):

Ry -R4y= Ry Rs (7.5)

R Rz

16. dbra. Kiegyenlitett hid

Mit is jelent a kiegyenlitett allds gyakorlatilag? Azt, hogy a két pontot tetszSleges modon dsszekothetjiik, akar egy

vezetékkel, akar egy ellenélldson keresztiil, vagy akar szabadon is hagyhatjuk, a kapcsolas 1ényegében nem vélto-

zik. Vagyis sem a kapcsoldsban 1év§ fesziiltségek, sem az dramok, s6t még az ered ellenallds sem’.

7 Az ered§ ellendlldst tobb szemszogbdl is lehet tekinteni, jelen esetben a fesziiltségforras szemszogébél értends.
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Mindezek azt is jelentik, hogy ha egy kiegyenlitett hid k6zepén van egy ellendllas, akkor tekinthetjiik Ggy, mintha
ott sem lenne, igy nagymértékben megkonnyitve egy ilyen kapcsolds szamitdsat.

A hidkapcsolas egy alkalmazasa: ellenallas-mérés.

Allitsunk 6ssze egy hidkapcsoldst tgy, hogy R, és R ismert aranyd ellenalldsok. A mésik dgba helyezziink el egy
potenciométert, mig a masik ellendllds helyére az R; ismeretlen ellendllast. A hid kozepére beiktatunk egy dram,
vagy fesziiltségmérdt. Ha sikertiil a potenciométert olyan dlldsba tekerni, hogy kozépen nincs fesziiltség, vagy nem
folyik dram, akkor elértiik a kiegyenlitett dlldst. A potenciométer ellendlldsét leolvasva az ismeretlen ellendllds
értéke:

Rp-Ro=R; - Ry - R;,=Rp-— (7.6)

17. ébra. Ellenallasmérés hidkapcsoldssal

Megjegyzés: manapsdg digitdlis multimétert szokds haszndlni, ezek tudnak mérni dramot, fesziiltséget, ellendlldst,
teljesitményt, és még egyéb mérési funkcidik is vannak, igy a fenti mérési modszer mdr nem stirtin haszndlatos.
7.3. Delta-csillag és Csillag-Delta atalakitas:

Az el6z6 pontban tehdt volt sz6 arrdl, hogy milyen mazlistdk vagyunk, ha épp egy kiegyenlitett hid van egy kap-
csoldsban, amivel kéne dolgoznunk. De mi a helyzet, ha mégsem igy van?

Két féle eljarast lehet ekkor valasztani.
e Felirjuk az dramkorre vonatkozé Kirchhoff-torvényeket és megoldjuk a kapott egyenletrendszert.
o Atalakitjuk a kapcsoldst.

Most mi az ut6bbi esetet fogjuk targyalni.
Ismeretes egy atalakitds, amelyet "csillag-delta", vagy "delta-csillag" dtalakitdsnak neveznek. El8szor is tisztdzzuk,

hogy a "csillag", illetve a "delta" szavak ellendllds-alakztokat takarnak. Ezen kapcsoldsok egymadssal "felcserélhe-
toek" egy aramkorben.

= R12 R13 R2 R1
R13
. R3 —i i RZ
-~ - T -~ — ey
R23 R3

(a) Csillad-delta atalakitas (b) Delta-csillag atalakitas

18. dbra. A csillag és delta kapcsoldsok kozti attérések

Az atalakitds transzformdcids képletei:

Csillag — Delta : Ry = i By + - B+ 1y - B 7.7

Ry,
Delta — Csillag : Ry = % (7.8)
i j k
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Es most nézziik meg, hogy mégis miként néznek ki ezek az atalakitdsok egy kapcsolds esetében:

F1 Rz R12 R12
. 1 : —
L_F

RAZ

RZ23

R RS

— e —
S e oy SR

(a) Csillag-Delta atalakitds alkalmazdsa
RZ

R1i3 R13 Rz
R14 R4 ]
—— _—
R=4 RS
=
Rz4

RS

(b) Delta-Csillag atalakitds alkalmazasa

19. dbra. Az 4talakitdsok alkalmazdsa nem kiegyenlitett hid esetén

De miként is lehet a transzformécids képleteket megkapni? Vegyiik példdnak a Delta-Csillag 4talakitast.
A

A
R12
R2 R1 :
R23 R13
B R3 C
B c

A transzformécié 1ényege, hogy a kapcsoldsokat barmely két pont kozt vizsgdlva ugyan ugy kell viselkedniiik.
Pontosabban ez eredd ellendllasokat irjuk fel a pontok kozott igy, hogy amikor két pontot tekintiink, akkor ugy
vessziik, hogy a harmadik pont a "levegében 16g". Igy felirhatunk hdrom egyenletet a hirom ismeretlen ellenal-
lasra, az egyenletrendszert megoldva megkaphatjuk a transzformaciés képleteket.

Az egyenletek:
Ry - (R; + R3)
A-B: Ris + R = R Ri+R3))= ———7—F7"+~ 7.9
12 23 2 X (R 3) Rs + (Ry + Ry) (7.9)
Ry - (R2 + R3)
A-C: R+ R = R Ro+R3) = ——F—~ 7.10
12 13 1% (2 3) Ry + (Rs + R) ( )
Rs-(R1 + R
B-C: Ros+ Ryy = R3xGh+Rg—4ﬁ—LLi—Q— (7.11)

~ Ri+ (Ra+R3)
Most vonjuk ki a (7.10) egyenletbdl a (7.11) egyenletet:

Ri-(Ro+R3)— Rz - (Ri+Ry) Ri-Ro—R3- Ry

7.10) — (7.11 Ris — Rog = = 7.12
(7.10) — (7.11) 12 — a3 Ryt Byt Rs Rit Byt R (7.12)
Majd az igy kapott (7.12) egyenletet adjuk hozza az (7.9) egyenlethez:
Ry Ry — R3s-Ra+ Ry (R1+ R3)
7.9)+ (7.12 2-R = = 7.13
(7.9) +(7.12) - Ry + Ry + R3 713
Ri-Rys— R3-Ra+ Ra-R1+ Rs - R:
_ 1 12 3 Mo + Mg - fiy + fip - fig (7.14)
Ry + Ry + R3
2-Ry- R
- 7.15
Ri + Ry + R3 ( )
Tehat
Ry - Ry
Rig= ——F—— 7.16
12 Ri 4+ Rs + Rs ( )

Az utols6 1épés az eredeti egyenletekkel kifejezve: {(7.9)+[(7.10)-(7.11)]}/2. Hasonl6an kaphaté meg a tdbbi
transzformdcids képlet is.
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A. Elektromos vezetés, Drude-modell:

Az elektromdgnesség cimii targyban a kovetkezd képen tdrgyaljdk az elektromos vezetést:

Egy vezet6 ellenéllasa:
l

Ahol [ a vezets hossza, A a keresztmetszete, o pedig a fajlagos ellendllds, ami mar nem olyan egyszerd.

R (A1)

Kezdésnek tekintsiik a fémes vezetSket: mi torténik, ha egy fémes vezetd két pontjara fesziiltséget kapcsolunk?
Ekkor a potencidlkiilonbségnek megfelel6en a kovetkezd erd fog hatni az elektronokra:

— —

F =mad=mv=cE (A.2)

Tegyiik fel, hogy a toltéseket semmi nem akaddlyozza a mozgdsukban. Rendezziik it az egyenletet, majd integral-
junk az id6 szerint és megkapjuk a toltéshordozok sebességét a potencidl bekapcsoldsatdl szamitott ¢-edi idSpilla-
natban:

—

T=——t (A.3)
m

Most térjiink vissza a valésdgba! Ahhoz, hogy a toltéseket semmi ne akaddlyozza a mozgdsukban, az kéne, hogy
semmi ne mozogjon és tokéletes legyen a racsszerkezet. Ez nem tdl siirlin valésul meg. A tSltéshordozok ho-
mérséklettdl fiiggden nagyjabol azonos id6kozonként iitkoznek/szorédnak az atommagokon, ezaltal lefékezddnek,
majd djra felgyorsulnak. Az titkozések kozt eltelt atlagos id6t relaxacids, vagy karakterisztikus idének nevezziik és
7-val jeloljiik.

Mivel az iitkozések kozott a toltések egyenletesen gyorsulé mozgést végeznek, emiatt a toltések sebességét is dtla-
golnunk kell:

leFE

5 (A.4)

Vatlag =
Tehit a toltések vs;1., sebességgel mozognak. Tegyiik fel, hogy a toltéshordozok stirlisége p, ekkor az dramsfiriség:
J = Pistiag (A5)

A toltéssiirliség nem mas, mint adott térfogatban a toltéshordozok szdma szorozva azok toltésével, tehat:

f: pt=ent=—7F (A.6)
2m
I
Ahol o nem mds, mint a fajlagos vezetSképesség:
2
o= ﬂr (A7)
2m

Es természetesen a fajlagos vezetSképesség alapjdn a fajlagos ellendllds:

1 2m

Q: —_ =
o éenrt

(A.8)

De még mindig nem végeztiink, ez ugyanis altaldban a fémes vezetSkre igaz. El6fordulhat, hogy nem csak az
elektronok vezetnek®. Lehetnek pozitiv és negativ toltéshordozok, kiilonbozd tomeggel és toltéssel’. Ha 4ltaldnos
leirast akarunk, akkor mindezek vezetési jarulékdt 6sszegezni kell.

Vezessiink be egy 4j fogalmat, a toltéshordozok mozgékonysagat, u-t, aminek segitségével a toltéshordozok sebes-
sége (példaul lyukak és elektronok esetén):

vy =usEl v =—pu FE (A.9)
A negativ toltéshordozokndl kell egy negativ eldjel az ellentététes irdnyd mozgds miatt, igy:

j=emnivy —n_v_)=enypur —n_p_)FE (A.10)

o2

8S6t, akdr az is, hogy az elektronok egy4ltalin nem vezetnek.
9Példaul a folyadékokban az ionok vezetnek, félvezetSknél meg az elektronok és a lyukak.
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Végiil a teljesen altaldnos leirds:

N N N w2
j=Y amwi =Y anuE=Y T E (A.11)
i=1 i=1 i=1 v
N————

o

Ahol: N az 6sszes kiilonbozé toltéshordozé szama, n; €s g; az i-edik fajta toltéshordozé darabszama és toltése, m;
atomge, 7; pedig a rd jellemzd relaxacios id6. Igy a fajlagos ellendllds:

1
Q:;:Z

i=1

=y (A.12)

O A —— @i°niT;

Ha viszont tényleg nagyon precizek akarunk lenni, akkor a geometridt is integrallal kéne kifejezni...!°

B. Szupravezetok:

A szupravezet6krdl dltalaban sokan hallanak, és mindenkiben az marad meg, hoy azoknak nulla az ellendlldsa. Sze-
rintem ez egy elég helytelen megfogalmazad, mivel nem 0 az ellendlldsuk, csupan veszteségmentesen folyhatnak
benniik az dramok.

A foly6 aramban enm lehet nagyobb a toltések sebessége, mint ami a potencidlkiilonbség hataséara 1étrejon. Ha az
Ohm-torvényre néziink, akkor annak kéne bekovetkeznie, hogy az az dram végtelenné valna akdrmekkora fesziilt-

ség hatdsara, akkor viszont mar az egész vildgegyetem Osszeroskadt volna ;-)

Részletesebb leirds: majd, ha jobban értek hozza...

C. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Tegyiik fel, hogy adott egy 3 ismeretlenes egyenletrendszer:

a1z +biy+ciz=D, (C.1)
asx + bay + coz = Do (C.2)
azx + b3y + c3z = D3 (C.3)

ahol z, y, és z az ismeretlenek, a;, b; és ¢; az egyiitthatdik, D;-k konstansok.

Egy ilyen egyenletrendszer megolddsara tobb maéd is van.

C.1. Matrixinvertalas

A linedris egyenletrendszereket vektoregyenletek formdjaban is felirthatjuk. Az A matrix tartalmazza az egyes
ismeretlenek egyiitthatdit a kovetkez6 képen:

a b
A= as by c2
az bz c3

Ekkor a vektoregyenlet a kovetkezd képen irhaté fel:

Ai=D (C4)
Részletesen kiirva:
aq bl C1 x D1
as b2 Co Yy = D2
as b3 C3 z D3

10E7t m4r tényleg nem from fel...
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Az A mitrix inverzének (A~') ismeretében, konnyedén megkaphatjuk a megoldést:

ATty Ai = D (C.5)
A'AT = AT'D (C.6)
——
I
7 = A'D (C.7)
Ehhez persze meg kell hatdrozni A~ '-et, ami mar nem til gyors:
Al agia (C.8)
= T detd J £ ’
A determindns 3 x 3-as matrix esetén:
det A = a1bycs + bicaas + craghs — (a162b3 + brages + C1b2a3) (C.9)

Az adjungalt matrix megalkotdsdnak 1épései:
1. Aledetermindns képzés
2. "Sakktabla" moédjara + és - elGjelek
3. Tiikrozés a f64tlora

Az 1. 1épés részletesen: az egyes elemek helyére azon almatrix determinédnsat kell beirni, ami nem egy sorban, vagy
oszlopban van az adott elemmel. Konkrét példdk:

Az a; elem helyére

(C.10)

alapjan a ba, co, bs és c3 elemekbdl 4ll6 matrix determindnsat kell {rni, vagyis: baocs — cobs. Jeloljiik ezt ady;-el.
Az a9 elem helyére

ad12 = a2C3 — Ca203 (Cll)

Igy az aldeterminansok 4ltal alkotott matrix:

ad11 ad12 (ldlg
ad21 ad22 ad23 (C12)
adz1 adszy adss

A sakktédblds el6jelezés utan:
+ady;  —adis  +adis
—ad21 —|—ad22 —ad23 (C 1 3)
+ads1  —adzz  +adss

27 2

A f64tlora vald tiikrozés utdn mar meg is van az adjungalt matrix:

tadin  —ady  +ads
Adj A= —adys  +adsoy  —adss (C.14)
—|—ad13 —ad23 —|—ad33

Mindent kiirva (és az el6jelekkel beszorozva):
bacg — cobs  coagz —agcs  azxbs — baag

Adj A = Clb3 — b163 a1C3 — C1a3 b1a3 — a1b3 (ClS)
b162 — Clbg C1G9 — a1Co albg — blag
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C.2. Gauss eliminacio

Ez egy elég lassti mddszer, de elénye, hogy minden esetben hasznalhaté'!, valamint algoritmizalhaté, gy egy szé-
mitégép segitségével konnyen elvégezhetd emberi feliigyelet és munka nélkiil.

Az els6 1€pés az, hogy annak megfelel6en kell sorbarendezni az egyenleteket, hogy a féatléban ne szerepeljenek O
egyiitthatok.
Ezutan a 1épések:

e Osszuk le az elsd sort aq-el:
by ¢ | D1

a1 a1 a1
4 by ey | Dy (C.16)

a3 bz c3 | D3

1

e Ezt szorozzuk be as-vel és vonjuk le a 2. sorbdl, szorozzuk be as-al és vonjuk ki a 3. sorbdl, tovabba
végezziink el par elnevezést.

L, h a Dy
aq b ap aq D
c
0 bg—ag— 027(12*1 D27a271
1 ay 1
- - - (C.17)
=by =Cy =D
b c D
0 bg—a3— c;;—ag—l Dd—a371
al al ay
=b} =cj =D}
o fgy a "maradék:
L el D
aq aq a1
0 ¥ | D (C18)
0 by o | Dj
e Most a 2. sort osszuk le b-vel:
L hoalD
a1 a/l Cl1/
0 1 ] & (C.19)
by, | b
0 by o | Df
e Esezt b5-vel beszorozva vonjuk ki a 3. sorbdl és nevvezziink el masként par dolgot ismét:
p ba Dy
aq a/l Clll
0 1 G2 Dy
b, by
b - (C20)
C2 2
——
i=clf =DY
Igy azt kapjuk, hogy:
g oa D
a1 a/l Cl1/
0 C & (C2D
by | b

1 Specidlis struktirdt mutaté egyenletrendszerek esetére 1éteznek gyorsabb eljarasok is.
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e Osszuk le a 3. egyenletet ¢4 -vel, igy:

L hoal D
ay CL/1 all
0 1 ¢y | Dy
oy | b,

2 7

DY

3

:Dé//

/

[ )
2 1
bl D1 C1
1 — 0| —— =D}
aq aq b1 !
=D}
! c/
0 1 0|=22-2py
by by ?
=Dy’
0 0 1 DY
e Ami maradt:
b
1 — o|Dy
ai
0 1 o|DYy
0 0 1|DY

b
e A 2. sort szorozva —1-el, majd kivonva az 1. sorbdl:

a
b
1 0 0Dy~ —Dy
a1
01 0 Dy
00 1 Dy

o Most mér csak vissza kell helyettesiteni.
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A 3. sort beszorozva b—?-vel vonjuk ki a 2. sorbdl 4s beszorozva b—l-el vonjuk ki az 1. sorbél

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)
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