Tiizes Daniel, TUDPAAT
3. elektromagnesség tan gyakorlat szorgalmi

Vizsgaljuk meg a t6ltés mozgasat!

Legyenek kezdofeltételeink: v (0) =0 és v, (0) =0.Tehata

gravitacios erd hatasara elkezd gyorsulni lefele. Ekkor mar
lesz sebessége, igy hatni fog ra a Lorentz erd, ami mindig
merdleges a sebességére. Igy lathatjuk, hogy a toltés
sikmozgas fog végezni. Ne feledjiik, hogy a Lorentz er6 nem
végez munkat! [rjuk fel tehat a testre hat6 eréket:
F—qvB=ma =mo, ésF = Bg—ma, =mo
L =qv,B=ma,=m o ,eés F =mg—v Bqg=ma,=m el
Ez egy 2 ismeretlenes, 2 egyenletbdl all6 differenciadlegyenlet-

rendszer, melyb6l meghatarozhaté v, ésv_.Ezen értékekre

(a részletes szamitasokat mell6zve, azokat a javitora bizva)!:

an 1—cos[%]] és v :ﬂsin[%].

Bq m Y Bq m

Ebbdl integralassal megkapjuk az ut-idé fiiggvény is:
= g?: cos[B:I % t —sin[%]Bﬂq

Behelyettesitve a paraméterekre, miszerint

Q=0,5-10"°C, m=0,003-10 *kg és B=0,4T,
s, ~ —22,06m-cos(0,67Hz-t) +C, és

vV =

X

]4—(31 éss = +C,.

s, ~ 14,712t —sin(0,67Hz-£)1,55) +C, .
S

Abrazolva ezt (a kezdeti iranyok fiiggvényében, ahol a
tengelyek mértékegységeimés C, =C,=0)a t €[0,25s] -n:
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(Ezzel megadtuk a c) részre a valaszt).

Kellemes kezdeti feltételekkel igy a goly6 legmélyebb pontja
lehet akar a 0 magassagszint is. Igy inkabb hatarozzuk a goly6
legfels6 legalso helyzeteinek magassagkiilonbségét (igy kiesik
a konstans)! Trivialis szamitasok utan? kapjuk, hogy ezen

Ay értékre: Ay =2gm’/ (B%q?). Behelyettesitve a

paraméterekre: Ay  ~44,13m.

Vagyis a test ennyivel lesz lejjebb a legfolsé ponthoz képest.
(Ezzel megadtuk az a) részre a valaszt.)

A |v| =v,” +v,’ sebessége a kis golyonak maximalis, ha jobb

oldalon szerepld mennyiség maximalis (hatarérték-szamitasi
feladat3). Ugyanakkor, ha figyelembe vessziik, hogy a Lorentz
erd nem végez munkat, csak a gravitacids, igy tudhatjuk, hogy
a golyd sebessége akkor maximalis, mikor legmélyebben van.
Sebességének nagysagat pedig megkaphatjuk a
munkatételb6l*. Mindkét mdédszerbdl az jon ki, hogy

|v| =2gm/ Bq, és a sebesség iranya vizszintes iranyu.
Behelyettesitve a paraméterekkel, kapjuk, hogy:
|v|max =29,42m /s . Ezzel megadtuk a b) részre is a valaszt.
Megjegyzem, hogy a gorbe képe megegyezik (a megfeleld

2

kezdeti feltételekkel) egy r— g Zlf

~22,06m sugaru kor egy
keriileti pontjanak palyajanak, ha az tisztan gordl.

Az egyszertiiség kedvéért tegyiik fel, hogy a toltés
egyszer megy be a magneses térbe, és egyszer 1ép ki onnan,
ahonnan az utjat folytatva épp a kivant pontba megy. Innentdl
csak koordinatageometria az egész. Tekintsiik az alabbi dbrat!
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Feltiintettem 2 lehetséges utvonalat a toltésnek. A magneses
térben val6 haladaskor arra allandd nagysagu, a sebességére

merdleges, F=qvB er6 hat, igyegy R=mv / (qB) sugaru
koériven mozog. (Kell, hogy ha a toltés pozitiv, akkor a
magneses indukciévektor felénk, ha negativ, akkor téliink
elfele mutasson az dbra szerinti elrendezésben) Szimmetria
okok miatt a koriv kdzéppontja mindig az y tengelyen lesz.

Legyen egy (xo,yo) , ahol a toltés belép a magneses térbe, és

Vo= f(xo) ! Ekkor a pillanatnyi sebességére merdleges lesz
abban a pontban a gorbiileti sugar, melynek hosszat ismerjiik.
Feltétel tehat, hogy a beérkez0 toltés sebességvektorara
rajzolt merdleges szakasz y tengellyel vett metszéspontjaig az
R hosszisagu legyen. Hasznaljuk a — f = g jeldlést! Illessziink
yA (g,O) ésa (xo,f(x0)> pontokra egyenest! A hagyomanyos
jelolések mellett ag+b=0, ebbdl b=—ag, ebbdl
visszahelyettesitve, a masik pontot is figyelembe véve:
ax,—ag= f(xo) , gy a= f(xo)/(x0 —g) . Vagyis a keresett

g)/ (XO - g) . Most allitsunk

egyenes egyenlete: y= f(x0 )(x —

9=% x +c, ahol teljestlni kell, hogy

f(x,)

) pontban metszik, vagyis

erre merdlegest! y =

egymastaz (x,, f

£(x,)= j’r (X’:)x +c, ebbl pedig ¢ = f(x )+jf(x0‘§)’ x,, tehat

a keresett merdleges egyenes egyenlete:
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Y (. .
y, = f(XO) ( x0)+f(x0) . Szamitsuk ki az y tengellyel
alkotott metszéspontjukat! Ekkor y (0)= x0u+f<x0) .
f<X0>

Most szamitsuk ki a belépési pont és a most kiszamolt pont,
vagyis a (xo,f<x0 )) ésa (0,yL (0)) tavolsagat!

2
09

f(xo) = ixiVx € (0 R) Tovabbi fizikai

VR? —x*
meggondolasok alapjan (pl belépéskor a sebesség nem valthat
elGjelet) a keresett fiiggvényiinket az y >0 sikrészben a

r‘=x,"+ =R’ . Ebbdl kifejezve f(xo) -t

Xt/ ha x<0

X—
VR —x?

_XLH ha x>0

figgvény y >0 része irjale. A fliggvény 6sszetettnek latszik.

y(x)=

Bonyolultsagat R és fviszonya adja, valamint a szamolas
kozben nélkiilozhetetlen gyokvonas. Ennek a képhalmaza elég
érdekes, ezért itt Abrazolom a feks feltételt kielégito esetet:

‘ N
e |
e -
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Lathatéan érdekes, kiemelt eset, mikor f°>=R Ennél kisebb f-

ekre mar nem l8hetiink tetszéleges, pozitiv meredekségii
iranyba.

3. Kétféleképp
szamolhatnank a kdélcsénos
indukcios egyiitthatot,
bizonyitandé hogy a két kdlcsonos
indukcios egytitthat6 ugyan az. Az
egyszerliség kedvéért most csak az
egyiket szdmolom Kki.

Tekintsiik az abrat! Mint ismert, a
magneses indukciovektor nagysaga
ull d

egy tetsz6leges P pontban B=-——
2rr

, ahol r a pont és egyenes tavolsaga. Paraméterezziik a korlap

pontjait a kor kozéppontjatdl vett r tavolsaggal, és ezen r az
abran meghatarozott szogével! Szamitsuk ki, hogy mennyi ®
fluxus megy at a végtelen hosszud egyenes altal a korben!

@:fdeA,mely]elen esetiinkben

R 2z

= ff ———rda-dr . Kiemelve a konstansokat,
27 d+rcos(a)

elvégezve a belsd integralasts, kapjuk, hogy

dr . Az 0jabb integralast elvégezves,

r
O=pl [———
\[ }dZ _ rZ
®= ,ul(d—\/d2 —r? ) . Definicié szerint M=® /I ,igya
kolcsonos indukcids egyiitthaté M = y(d —~d*—r? )

Ezt a feladatot kétféleképpen fogom megoldani.
3 Szamolhatunk egyfajta eredé ellenallast az ismert
R = pl /| Aképlettel. Tételezziik fel, hogy az aram gémb
szimmetrikusan terjed ki a bevezetési ponton! Ekkor a téle a
tavolsagban 1évé pont és a a2 tavolsagban 1évé pontok
kozott fesziiltségkiilonbség lesz (mint ahogy az ellenallassal
rendelkezo vezetd két pontjaban is, ha rajta aram folyik

keresztiil), melynek AU fesziiltségére AU=1I-R__, . formula

eredd

adott, igy az eredd ellenallast kell kiszdmolni. Az R=pl / A
egyenletet irjuk at a kivant formara! Bontsuk fel a félgombot
kicsiny gombhéjakra, hogy a keresztmetszete mar allandd
legyen! dR= pdr / (2r?z), ahol dR egy kicsiny félgdmbhé;j
ellenallasa,dr a vastagsaga, és 2r’r a feliilete

(keresztmetszete). Ebbdl az a és a2 részek kozétti effektiv

ellenallas:
a2 a2
a2
i

R:de:fp/(Zrzﬂ)-dr:—{p/(Zm i 2 I

dra

Ebbé6l AU = Ip(2 f) (47a) . Ekkora lesz a fesziiltség a két
pont k6zott a bemeneti &ram miatt. A kimeneti &ram még
egyszer ennyi jarulékot hoz (szuperpozicié elve). igy az 6ssz,

—2)/(27a), ebbél
p:2(1U7Z'/((2—\/§)1):(1U7Z'(2+\/§>/1.

. A differencialis Ohm t6érvény alapjan a szokasos
B(r)/ p, ahol most j(r)=Ir /(221°),

feltélezve a gdmbszimmetrikussagot (egyszerre csak az egyik
aramot vizsgaljuk, aztan a szuperpoziciéval 6sszeadjuk 6ket).

mért fesziiltségre U = Ip(

jelolések mellett j(r)=

igy csak az egyik iranyba vizsgalédva E(r)=1p / (27r?) . Ez
elsalla U=1p /(2zr) negativ gradienseként, tehat ez a
potencialfiiggvény. (Még jo, hogy nem r =0 kortl kell
vizsgalédni.) igya r=a és r= a2 2 pontok kozotti fesziiltség

2”’ (1 /N2 +-1/v2 —-1)=1p(2-2) / 27a
(2+x/§)7raU.

I

U= Ul,be + Ul,ki

, vagyis a keresett p értékére p=

Részszamitasok
(Mert azért annyira mégsem vagyok nagyképii és okos, hogy a részszamitasokat lehagyjam.)
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mdv
Els6bél kifejezve v _-t: v = X ezt visszairva a 2.
7 7 qBdt

q

m* d°
egyenletbe: mg—qv B=—
gy g—qv, 4B dt?
differencialegyenlet. Kicsit atalakitva:

d*v Y B’q® qBg

X

. Ez egy masodrendi

dt>  * m? m
BZqZ

)
mZ

Hasznéljuka d = @,c = v =yt=x roviditést, igy
m

2
%—F cy =d . Keresem a megoldast y= Clez"x + Czejfx +C,
alakban, ahol A kielégitia 1> 4c =0 egyenletet. Ebb6l

A, =——c,A, =~—c . C, trividlisan megkaphato, igy a
megoldasunk most igy néz ki: y=Ce ¥ + Cze‘EX +d/c.
Szeretném, ha teljestilnének a kezdeti feltételek, vagyis

y(O) =0 és y'(O) =0.Azelsé feltételbdl: 0=C, +C,+d/c,
a masodikbol: —C v —c +C,v—c = 0. A kettdbdl kapjuk, hogy
C, =C,=—d /2c.Ezzel visszahelyettesitve y-ra, majd i-t
kihozva: y=—d/ 2¢(e e e _2), most hasznalva

e =cos(¢)+isin(g) definiciot:

y=—d/ 26<cos(\/;x>+isin(—\/;x>+ COS(\/;X>+ isin(\/;x) —2)

d
Egyszertisitve kapjuk, hogy y= —Z—(COS(\/ZX) — 1) .
c
Visszahelyettesitve a roviditésekkel, egyszer(isités utan

kapjuk, hogy v = ﬂ[1 — cos[@t]] .
Bq m

d
A kezdeti els6 egyenletbdl v _ma, , igy a derivalast
Y qB dt

B

elvégezve kapjuk fejben is, hogy v :ﬂsin[it] .

Y Bq m

: Bqt
S min = M| — g;nz cos[i +C, | . Tudjuk, hogy a
B“q m \
cos(x) -re min[cos(x)]t =-1,__.
2
s =max|— gm cos % +C. | , és hasonld ismeretek
y,max quz m 1

t

alapjan max[cos(x)L =1,_,.Keressika Ay = |sy’max =S, i

értékét. Felhasznalva, hogy a maximumfiiggvény
argumentumabdl a fiiggetlen valtozok kihozhatok:

2
Ay = g;nz max|cos Bqt +C, —| min|cos Bat +C,
Bq m m
t t
2 2
tehat Ay, =L |-1-1|=22" .
B'q B'q

A négyzetgyok fiiggvény szigori monotonitasa miatt
elegendd, ha csak a gyokjel alatti mennyiségnek van
maximuma. Igy vizsgaljuk a

2 2

+gm

mennyiséget (t-nek
Bq

ﬂsin %
Bq m

)

fiiggvényében). A fiiggetlen tényezdket eltavolitva, a
négyzetre emelést elvégezve kapjuk, hogy ugyan ott van

maximuma, ahol sin? [% +1+cos? [%] — ZCOS{%] .
m m

m

sin® x +cos’ x =1 azonossag hasznalata utan azt latjuk, hogy
ugyan ott van maxima az eredeti kifejezésnek, ahol

—cos(Bqt / m) -nek is, vagyis t = 7 -ben. Tehat a keresett

v, értékére

2
=29"
Bq

2
msin Bax

Bq

|V|max = +

ﬂ 1—cos Bﬂ
Bq m

m

(Természetesen korabbi ismeretek nélkiil is meg lehet kapni
ugyan ezeket az értékeket, ha a fliggvény maximumat
analizissel keressiik meg.)

Hasznaljuk a munkatétel alapjan, hogy

mgAh=1/2-mv* =v=./2gAh . Behelyettesitve Ah-ra, hogy

. m’ m
Ah=Ay_ ,kapjuk, hogy |v|maX =292 gzqz :Z‘i?—q.
Zirlu_l 1

Kiszamitandé a [Int]= da integral.

) 2z d+rcos(a)
Emeljiink kil/d -t, majd vigylik a konstansokat az integral elé:

27

e =220 (2
27dJ 14-rcos(a)/d

0

da . Abrazolva az integralandé

fiiggvényt, lathatjuk, hogy az mindenhol konvergens,
folytonos, vagyis létezik primitiv fiiggvénye. Probaljuk meg
meghatarozni ezt az F-t! Hasznaljuk ehhez a tan(a /2)=u
helyettesitést! Alkalmazva a szogfiiggvények azonossagait,

? 21, ebbsl cosla)= >

U=—
1+cos(a) u - +1

—1. Kifejezve a -t,

kapjuk, hogy o= arccos[ 2 1—1] . Igy ebbél

uZ

da _ fu = 2 > . Most helyettesitsiink
du ) 2 2 14u
<1+uz) 1—{ 5 —1]
14+u
vissza az integralba, haszndljuk a r /d =a roviditést!
F:f 1 Zduzzf 2?_du Deijé
1+a<2/(u2+1)_1)1+u 1+u*(1—a)+a
volna, ha megfelel6 c,e konstansokra Int = Zef du >
1+cu
fennallna, mert ekkor F = Ze[%(\/zu)+ C|.Ekkor
c

teljesiilnie kéne, hogy 1+u?(1—a)+a=(1+cu®)/e . Ebbél
kovetkezik, hogy d —ea=c és e+ea=1.Ezekbdl
e=1/(1+a) és c=(1—a)/(1+a), vagyis felirhaté a kivant
alakban az integral. igy
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arctan

F= 2
l4+a

l—a l-a l-a
u,|—|/ /= = 2arctan|u |—|/~N1-d?
1+a]/ 1+a [ l—i—a]/

Visszairva az eredeti valtozdval:

‘; /i;_a]/\/laz . Vegyiik észre, hogy ez
a

F= Zarctan[tan

sajnos valéjaban nem a primitiv fliggvénye a keresettnek,
mert nem derivalhaté mindenhol. Ahol viszont derivalhato,
ott hasznalhaté a Newton-Leibniz formula a hatarozott
integralhoz. Vagyis a keresett mennyiséget igy irhatjuk fel:

T—&

[Fl; +[FF" =[Fl;* +[FI., . Ebbél

[Fls © =|2arctan tan(a/z) 1_a] JV1—a? = 7 4
1+al], 1-a°
2z
[F]iig =|2arctan|tan(a /2) 1-a JN1—a® = “ igy
1+a T+e 1—a2

a keresett mennyiség 27 /v/1—a’ . Visszahelyettesitve a

ulr 2z o uir
27d \[1-r? jd®  Nd®—r?

roviditésekkel: [Int]=

dr . Az integralando fliggvény

R
r
O=ul | ——
j(; 'dZ o r2
primitiv fliggvényére: f — dr=—
Nd® —r?

o= pi|Na?— 7], = ui(d—Na"—r?)

d’>—r? ,igy
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