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Eloszo

Ez a konyv a Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem fizikus képzésének
masodéves elektrodinamika eléadasainak jegyzetanyagara tamaszkodik. Ugyanakkor a
szerzOk megprébéaltak minél inkabb onallo, lényeges elGismeretek nélkiil is kdvethetd
legyen a szoveg.

Az elektrodinamika nehézségét az adja, hogy térelmélet, azaz a tér minden pon-
tjaban megadott mezokkel foglalkozik. Ebbdl a szempontbdl rokon a folytonos kézegek
mechanikai modelljeivel, mint példaul a hidrodinamika vagy a rugalmas testek leirasa.
Az elektrodinamikdban azonban nincsen mikroszkopikus mechanikai modell a hattérben,
itt a mezdk valéban az alapvetd fizikai valtozdk. A térelméletek kezelése elsGsorban
azért nehéz, mert a pontmechanikdhoz képest 1j matematikai fogalmak lépnek fel, és
a végeredményiil kapott egyenletek nem kozonséges, hanem parcialis differencidlegyen-
letek. Mindezek miatt a hagyoményos elektrodinamika oktatas jelentOs része az ilyen
tipusi matematikai problémak megoldasaval foglalkozik.

A konyv felépitésében a sziikséges matematikai el6ismereteket, valamint a téma tar-
gyalasakor fellép6 matematikai hattéranyagot kiilon fejezetben foglaltuk ossze. Ez lehetéséget
biztosit arra, hogy aki ezekkel a fogalmakkal mar tisztaban van, ezeket a fejezeteket kon-
nyen atugorhassa.

Az elektrodinamika elmélete lényegében lezart diszciplina, a Maxwell-egyenletekre
épiil, amelyet mar az 1800-as évek vége felé is a ma hasznalt forméban irtak fel. Ennek
ellenére a fizikai értelmezésben sokszor talalkozhatunk homalyos megfogalmazéssal, els6-
sorban az anyagban érvényes elektrodinamikai egyenletek tekintetében, példaul a még-
neses indukcié és magneses tér értelmezésében. Ugyanakkor mar szamos kitiind kényv
jelent meg az eltelt hosszi id6 sordn, amelyek az irodalomjegyzékben szerepelnek. J.D.
Jackson kitiing konyve [1], amely a magyar forditasban mér az SI rendszert hasznélja az
egyik ilyen forrds, melyet gyakran fogunk hasznalni. Landau és Lifsic nagy sikerti elméleti
fizika sorozatdban az elektrodinamika két kotetben szerepel [2, 3]. Erdemes forgatni R.
Feynman ragyogo fizikai latasmoddal megirt Mai fizika sorozatat, az elektrodinamika az
5. kotetben szerepel [1].

A konyv megirdsaban koszonettel tartozunk Prof. Patkds Andrasnak, akitol a szerzok
egy része annak idején az elektrodinamikat eloszor hallgatta, s akitol szarmazdé jegyzetek
szintén az anyag részét képezik.



Chapter 1

Rovid torténeti attekintés

Ebben a fejezetben az elektrodinamika kialakulasanak 6 fejezeteit tekintjiik at, elsésor-
ban Simonyi Karoly kényvére tamaszkodva [5]. A tovabbi részletekhez az olvasét ezen
konyv olvasasara buzditjuk.

Bar sok tudoményos diszciplina kezddédik gy, hogy “mar az dékori gorogok is...”,
az elektrodinamikéra ez nem igazan igaz. Az Okorban ismertek bizonyos elektromos
és magneses alapjelenségeket, azonban ezek elszigetelt ismeretek maradtak. Ami ebbdl
fennmaradt, az els6sorban a mai nevekben 6lt testet. Az elektron a borostyan gorog
megfelel6jébdl szarmazik, és arra utal, hogy a borostyan dorzsoléses elektromossagat a
gorogok is ismerték. A magnességrol a természetben fellelheté “magnetic litosz”, azaz
magnesko révén volt tudomasuk.

1.1 Elektrosztatika

Az elektrodinamika igazi kvalitativ megismerése csak a kozépkorban kezdodott el. Egyik
els6 képvisel6je volt P. Peregrinus, aki 1269-ben kisérleteket végzett a magnesek tu-
lajdonsagainak felderitésére, példaul 6 volt az, aki a méagnes erGvonalait feltérképezte.
Tevékenykedése ugyanakkor nem volt nagy hatésa kortarsaira, és az elektroméagneses
jelenségek kutatasa lényegében harom évszazadig 1jbdl sziinetelt.

A kovetkezo 1épést W. Gilbert tette, aki 1600 tajan a Fold magnessége irant tanusitott
érdeklodést, és iranytiit szerkesztett. O mutatta meg a természetes magnesek tanulmany-
ozasaval, hogy nincs magneses monopolus, a pozitiv és negativ pélusok nem valaszthatok
szét, egy félbevagott méagnesben ugyaniugy megjelennek. Megmutatta azt is, hogy a
dorzsoléses elektromossag nem csupan a borostyanban alakul ki, hanem példaul iivegben
és viaszban is.

A tudomaény torténetében szamtalanszor fordult el6, hogy egy ligyesen megszerkesztett
talalmany nagy lendiiletet ad a fejlodésnek. Az elektrodinamikaban az O. Guericke al-
tal 1672-ben szerkesztett dorzselektromos gép ilyen tuttord jelentoségli volt. Ezzel a



szerkezettel konnyen lehetett a dorzsoléses elektromossaggal feltoltheté anyagokat elek-
tromos toltéssel ellatni. Emiatt a XVIII. szazad elsé felében az elektromos jelenségek
bekeriiltek az ri szalonokba, kedvelt tarsasigi szorakozas lesz a kiilonbozo jelenségek be-
mutatasa. S bar az elektromos kisiilések, a toltések vonzasa és taszitdsa latvanyossdgnak
sem utolsd, a tudomanyos megismerés is haladt elore. S. Grey 1729 koriil felismerte, hogy
bizonyos anyagokkal a toltés nagy tavolsagokra szallithatd, mas anyagok szigeteloként
miikodnek. Példaul a szobaban feltoltott borostyan toltését a kertben is lehetett ilyen
moédon hasznositani. C. Dufay 1733-ban felismerte, hogy az iiveg és a gyanta “elektro-
mossaga’” kiillonbo6zo.

A tovabblépést ismét egy eszkoz, a von Kleist és Musschenbroek altal kozel egy idoben
megalkotott, de az utébbi miikddési helyérol leideni palacknak elnevezett eszkoz jelen-
tette. A 1.1 dbran lathato szerkezet a toltések Osszegyiijtésére volt alkalmas, a mai kon-
denzator 6se. A dorzselektromos szerkezet altal szolgaltatott toltést a palack belsejében

Figure 1.1: Leideni palack, forras [0].

levé elektrolitba vezetik, a toltés semlegesitésérol a palack kiilsején levo fémboritasnak a
palackot fogd emberen keresztiili foldelése gondoskodott. A szerkezet a XX. szazadban
mint van der Graaf generator sziiletett 1jja, a modern valtozat valéban nagy, akar 25
millié voltos fesziiltségre is feltolthetd. Ugyan a XVIII. szazadi valtozat nem volt en-
nyire hatékony, de a forrdsok tantsédga szerint [5] akdr 180 gardista “megugrasztasara” is
alkalmas volt.

A fizika egyik els6 amerikai képvisel6je volt B. Franklin. Legismertebb munkéi a
1égkori elektromossaggal kapcsolatosak, példaul felismerte 1750 koriil, hogy 1égkori elek-
tromosséggal feltoltheto a leideni palack. Az 6 nevéhez flizdik a csicshatés felismerése
és a villamharito feltalaldsa. Bevezette az elektromos toltés fogalmat: a két egyenértékii
lehetéség koziil 6 gy gondolta, hogy az iivegben halmozdédik fel toltéstobblet (nem a
borostyanban), ezt késébb Euler nevezte el pozitiv toltésnek. Franklin felismerte a t6ltés-
megmaradés torvényét is.

Az 1700-as évek végére elegendo fizikai és matematikai ismeret halmozodott fel ahhoz,
hogy a kvantitativ torvényeket is fel lehetett allitani. Az elektromos ponttoltés altal
kifejtett erShatés 1/r?-es tavolsdgfiiggését tobb tudds nagyjaban egy idében is felismerte.
J. Priestley 1767-ben abbdl a ténybol, hogy a toltések a tapasztalat szerint a feliileten
gyllnek Ossze, és iireg belsejében nincs eréhatds elméleti iton vezette le ezt a torvényt.



Tdle fiiggetleniil Cavendish ugyanezzel a gondolatmenettel talalta ki az erétorvényt,
sot ki is mérte torzios mérleggel. Munkdit azonban nem publikédlta, tevékenységérol
Kelvin révén van tudomasunk, aki 1879-ben publikalta Cavendish elfelejtett munkait.
Ezen feliil Cavendish foglalkozott kiilonb6zo targyak kapacitasanak mérésével, vizsgalt
dielektrikumokat, tanulmanyozta a vezetéképességet. C. Coulomb, akinek a nevéhez
kotjik az erotérvényt, hadmérnok volt, igen pontos torzids ingakat készitett. O mérte
ki 1784-ben az 1/r%*-es Coulomb térvényt. Az er6térvény ismeretében Poisson 1811-ben
képes volt arra, hogy egy tetszoleges toltéseloszlas dltal 1étrehozott erdtér matematikai
egyenleteit megalkossa.

1.2 Aram és magnesség

Mig a fenti vizsgalatok a sztatikus elektromossag tulajdonsdgainak felderitésére iranyul-
tak, az arammal és a magnességgel kapcsolatos jelenségekhez hianyzott egy olyan eszkoz,
amely allando fesziiltségforrasként tizemelt. Ez iranyban az elsé 1épés L. Galvani nevéhez
flizédik [7], aki maga az anatémia és a bioldgia professzora volt Bolognaban. Eszrevette
békak preparalasa kozben, hogy ha vasracsra rézkampon rogzitette a békapreparatumokat,
akkor azok a vasracshoz hozzaérve osszerandulnak. Ezt ¢ az allati elektromossag jelének
hitte, és megfigyeléseit 1791-ben ilyen médon tette kozzé. Késébb A. Volta mutatott ra,
hogy itt valéjaban nem a béka, hanem az eltér6 fémek okozzak az effektust. Erre alapozva
egymastdl nedves kartonlapokkal elkiilonitett cink és rézlapokbdl allandé fesziiltségfor-
rast épitett 1800-ban (Volta-oszlop), amelyet Galvani irdnti tiszteletbdl galvanelemnek
nevezett el.

Hiaba volt azonban meg az aramforrds, az a gondolat, hogy az aram maégneses teret
kelt maga koriil, annyira kiilonos volt, hogy nagyjabdl 20 évet kellett varni, mig C. Oer-
sted véletleniil észrevette ezt. Ezt kovetoen azonban igen gyorsan megsziiletett a kvan-
titativ magnetosztatika: J-B. Biot és F. Savart mar 1820-ban kimérték az aramjarta
vezetd koriil kialakulé mégneses teret a magnestl elfordulasaval, és leirasara egyenle-
trendszert dolgoztak ki az elektrosztatika mintajara. A.M. Ampére felirta a méagneses
térre vonatkozo integralis torvényét, és megmutatta, hogy aramkor magneses hatdsa egy
lapos magnessel egyenértékii.

Erdekes, hogy mig az dram hohatdsa mar igen koran nyilvanvalo volt, az ellenallas
fogalma milyen lassan alakult ki. Csupan 1826-ban irta fel G.S. Ohm a réla elnevezett
torvényt. Az dramkorok viselkedésének tisztazasara pedig csak 1845-ben G. Kirchhof
munkassdga alapjan deriilt fény:.



1.3 Elektromagnesség

A fentiek alapjan lathattuk, hogy az 1820-as évek kozepétol ismertek voltak az elektrosz-
tatika és magnetosztatika torvényei. A két latszolag 6nallé diszciplina 6sszekapcesolasa M.
Faraday nevéhez flizédik, aki 1831-ben észrevette azt, hogy aramkorok ki- illetve bekape-
solasakor egy masik vezetd hurokban fesziiltség keletkezik. Korabban kézhiedelem volt
az, hogy, szemben az elektrosztatikaval, ahol toltott test toltésmegosztast képes létre-
hozni egy masik testben, az aram nem képes aramot inditani egy masik vezetd hurokban.
Faraday azt vette észre, hogy az aram megvaltozasa képes erre. Faradaynek mellesleg
szamos elektromossdggal kapcsolatos felfedezést és konstrukeiét tulajdonithatunk (elek-
tromotor, az elektrolizis, a dielektrikumok vizsgalata, a fény polarizacidjanak méagneses
térben vald elforduldsiat megfogalmazd Faraday-effektus). Mégis, az elektromossag és
magnesség leirasara vonatkozé egyik legfontosabb Gtlete az volt, hogy ezeket ez effektu-
sokat egy mez6 bevezetésével lehet legjobban megkozeliteni.

Ezt az otletet fejlesztette tovabb J.C. Maxwell, aki hosszas munkéaval 1855-1873
kozotti idészakban megfogalmazta az elektromagnesség matematikai leirasat, a Maxwell-
egyenleteket. A kezdeti mechanisztikus modellektél egészen a kizardlag az absztrakt
elektromos és magneses tereket tartalmazo leirdsig ivel6é gondolatsor nagy tudoméanyos
vivmany volt, érvényessége a mai napig valtozatlanul fennéll. Maxwell nevéhez flizodik
a vektorpotencial bevezetése is.

Lényegében a Maxwell-egyenletek felirasaval befejez6dott az elektrodinamika torvényeinek
felderitése. Az egyenletek mai formédjanak megalkotasdban H. Hertz szerzett érdemeket,
aki mésrészt 1886-ban kisérletileg is kimutatta az elektromagneses hulldimokat, ezzel iga-
zolva a Maxwell-egyenletek joslatait. O mutatta azt is meg, hogy a fény elektromagneses
hullam. H.A. Lorentz 1875-ben pedig felirta a Maxwell-egyenletek anyag jelenlétében
érvényes formajat. 1891-ben allt el6 az elektronelméletével, megfogalmazta a Lorentz-
er6t. Az 6 nevéhez flizédik a Lorentz-transzformaciok felirdsa, amely a specialis relativ-
itaselméletben donto szerepet kapott.

Bar az elektrodinamikai alapkutatdasok a XIX. szazad végére lezarultak, a kiilon-
b6z6 alkalmazasok a mai napig életiinket alapvetéen meghatarozzak. Az elmélet fe-
jlédésére késobb, a kvantummechanika felfedezésével keriilt sor, amikor is a kvantum
elektrodinamika megfogalmazédott P. Dirac, W. Pauli és nem utolsésorban Wigner Jend
munkassiga alapjan.



Chapter 2

Az elektrodinamika alapegyenletei

2.1 Elektrosztatika

Az elektromosan aktiv anyag a toltésén keresztiil képes mads toltott anyagra erdhatdst
gyakorolni. A toltés mértékegysége SI-ben a Coulomb. Ezt nem az elektrosztatikdban
definialjak, hanem az aram mértékegységébdl, az Amperbdl, mint 1C = 1As 1 Amper
aram altal 1 masodperc alatt szallitott t6ltés. Ehhez persze kell az aram definiciéja, ez
az aram magneses hatasabol adhato meg, 1. késébb.

A tapasztalatok szerint egy makroszkopikus test altal kifejtett er6hatas leirhaté ugy,
mint az anyag egyes darabkai altal kifejtett er6hatas sszege (szuperpozicié elve). Emiatt
elegendd, ha végteleniil kicsiny anyagdarab altal kifejtett erohatéast irjuk fel. Az anyag
végtelen finomitasaval jon létre a ponttoltés fogalma, amely egyetlen fizikai pontra kon-
centrdlédo toltés. Ez egyrészt absztrakcid, azonban a valédi anyag toltése ténylegesen
az atom alkotérészein (proton és elektron), azaz igen kis helyen koncentral6dé toltések
Osszessége, melyek nagysaga az elemi toltés (1.602 - 1071 C) egész szdmszorosa.

Ha a toltés mértékegységét mar rogzitettiik, megmérhetjiik, hogy mekkora erovel hat
egymasra két ponttoltés. Coulomb mérései alapjan az x; helyen levé g ponttoltés altal
az Xo helyen levé go ponttoltésre haté eré (a matematikai jelolések a szokéasosak, 1. 13
fejezet)

_ kQ1Q2(X2 —X)
Xz —x[?

F , (2.1)
A képletben ¢; és ¢o Coulombban mérends, a k faktor értéke k = 1/(4meg), ahol g9 =
8.854 - 10712 Vm/C, a vdkuum permittivitdsa'. Mivel g igen kicsi, ezért ez az er6hatds
rendkiviil nagy, két 1 C-os ponttdltés egymésra kb. 9 - 10° N erével hat: ez tébb, mint
100000 elefantbika egyiittes silya.

Hogy az er6torvény pontosan 1/r2-es, annak igen nagy jelent8sége van, ez vezet a
késébbiekben a Laplace-egyenlethez illetve a d’Alambert egyenlethez, végiil pedig emiatt

'Megjegyzés: CGS rendszerben kcgs = 1.
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lehetséges, hogy az elektromdagneses tér kvantalt hullamai, a fotonok, nulla tomegtiek. Ha
eltérést talalnank az 1/r%-es er6térvénytél, az jelezhetné a vildgunk téridejének torzuldsat,
példaul magasabb dimenziok hirndkeként. Emiatt igen fontos ezen torvény tesztelése.
A [8] cikkben taldlhaté a mérések mai allasanak ismertetése. A leginkabb hasznalt
moédszer Cavendish oOtletének tovabbfejlesztése. Cavendish abbdl indult ki, hogy ha
az er6torvény tokéletesen 1/r2-es alaki, akkor zart iireg belsejében nem maradhatnak
toltések, azok mind a feliiletre aramlanak (ledarnyékolas, Faraday kalitka). Emiatt a 2.1
abran lathaté berendezést készitette el. A kis gémbre toltést visziink fel, majd a két
nagy félgdmbot Osszezarjuk, és a kis gombot vezetovel 0sszekotjiik a nagy gombbel. Ha
az erétorvény 1/r’-es, akkor a kis gombrol az dsszes toltés a nagy gombre dramlik, amit
a két félgomb szétnyitdsa utan elektroszkop segitségével igazolhatunk. Ezen kisérlet

. i &g  Pith-
supporting post Electrometer

Figure 2.1: Cavendish kisérlete az 1/72-es er6torvény igazoldsara [3]. A kis gdmbre toltést
visziink fel, majd a két nagy félgombot 6sszezarjuk, és a kis gombot vezetovel 0sszekotjiik
a nagy gombbel. Ha az erétorvény 1/r%-es, akkor a kis gombrél az dsszes toltés a nagy
gombre aramlik, amit a két félgomb szétnyitasa utan elektroszkdép segitségével igazol-
hatunk.

bonyolultabb valtozataval lehet a legpontosabban megbecsiilni a Coulomb-torvényhez
képesti eltérést. Bevezetve a potencialt (1. késébb) F(r) = —U’(r) médon, a potencidlra
probaként feltehetd U(r) = 1/r'% mddositott Coulomb vagy U(r) = e " /r Yukawa
(arnyékolt Coulomb potnecial) alak. A p paraméterbdl a fotontémeg m., = ph/c médon
szdrmaztathat6, ahol h a Planck-allandé (h = 1.054571726(47) x 103* Js), ¢ a fény-
sebesség (c = 2.99792458 x 10®m/s). A legpontosabb korldtok ¢ < 1.2 x 10716 illetve
m., < 1.6 x 10747 g.

Faraday és Maxwell 1ij fogalmat vezettek be a fizikdba: a mezd vagy tér fogalmat.
Eszerint a ponttoltés nem kozvetleniil a mésik toltésre hat, hanem valéjaban 1étrehoz a
tér minden pontjaban egy elektromos mezot, és ezt a mezot érzékeli a masik test:

forrds — mez6 — eréhatds (2.2)

11



Ezen kép segitségével a fenti erOhatast két részre bontjuk: a g; toltési ponttoltés elészor
létrehoz maga koriil egy elektromos mezot

_ Q1(X - X1)
|x —x;]?

E(x) (2.3)

Ebbe az elektromos mezobe helyezett ¢, ponttoltés er6hatéast érez, melynek nagysaga
FQ = ng(Xg) (24)

Természetesen a két képlet dsszeolvasva visszaadja (2.1) képletet. A fenti felbontdsnak
ilyen médon elvi jelentésége van, lehetové teszi, hogy eréhatdsok helyett az elektromos
térrol beszéljiink, amely csak egy toltéstol fiigg, mig az er6 mindkettotol. Késébb a
mezOk hasznos fogalomnak fognak bizonyulni a tdvolhatasok és retardalas leiraséban (1.
kés6bb).

Matematikailag az elektromos tér egy vektormezd, vagyis egy E : M — R? leképzés,
ahol M jelenti a harom dimenzios fizikai teriinket, vagyis egy adott koordinatarendszer-
ben azonosithaté R3-nel. A jobb oldalon szereplé R? pedig azt jelenti, hogy a tér minden
egyes pontjaban az elektromos térnek harom komponense van. Konkrétan a (2.3) mez6
esetén a harom komponens Descartes-koordinatakban

iz — 1) a(y —y) iz —21)
E,(x)=k——* E =k——= FE.(x)=k—F,
(X> |X—X1|3 y(X) |X—X1|3 (X) |X—X1|3
ahol x = (z,y,2) és x; = (21,¥1,21). A hdrom komponenst maskor E = (Fy, Fs, E3)
moédon is jelolni fogjuk, ekkor ¢sszefoglald jeloléssel

Ei(x) = kql(iﬁi — (71):)

Ix — %3

A mezdkkel kapcsolatos matematikai miiveletek irant érdeklédo olvasot a Fiiggelék 13
fejezetének attekintésére biztatjuk.

A szuperpozicié az elektromos tér szintjén azt jelenti, hogy tobb toltés egyiittes tere
az egyes toltések altal 1étrehozott terek osszege. Ha egy ponttoltésrendszeriink van,

amelyben q1, ..., g, toltések x1, ..., x, helyen talalhaték, akkor a létrehozott elektromos
tér:
1 X — X;
Ex)=—Y g 2.5
(x) dmeg ¢ |x — %3 (25)

i=1

Egy makroszkopikus anyag toltése helyrol helyre véltozhat. Vegyiink egy AV =
AxAyAz térfogatelemet az x; pont koriil, amelyben a ‘;‘__;’13 mennyiség csak kicsit val-
tozik. Ha ebben a térfogatban ¢; = p(x;)AV t6ltés taldlhatd, akkor az eléz6 képletet
atirhatjuk, mint

n

> o(x)AV

i=1

1
N 47’(’50

E(x) S (2.6)

x — x|
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Ha van értelme a folytonos hatéresetnek, azaz ha AV — 0 esetén a o(x) fiiggvény
értelmes marad, akkor a fenti 6sszegzésbol integralba mehetiink at:

1 x — X
E — A3’ n_-_—_ - 2.7
) = o [ o) 2 2.7
Descartes-komponensekben kifejezett alakja pedig
1 x; — X
Fi(x) = & o(x)2— 2.8
) = o [ e 2.9

A kozelités logikdjabol latszik, hogy ponttoltések kozvetlen kozelében nem lesz jo a
folytonos toltéseloszlas kép, ott az egyes toltéseket kiilon kell figyelembe venni. Ugyanakkor
matematikailag a ponttoltés megfogalmazhaté mint egy specidlis toltéseloszlas:

ponttoltés x¢ helyen — po(x) = ¢d(x — Xo), (2.9)

amivel a ponttoltés rendszer toltéseloszlasa
o(x) =Y qid(x —xy). (2.10)
i=1

Itt §(x) a 3D Dirac-delta disztribicid, amely olyan fiiggvény, amely az origd kivételével
mindenhol nulla, a teljes térre vett integralja mégis 1. Matematikailag megfogalmazhaté
tulajdonsagai

0(x) = 6(x)d(y)o(z), d(x#0) =0, /daf f(@)o(x) = f(0). (2.11)

A Dirac-deltara gondolhatunk gy, mint a 6. (z) = #%2) fiiggvény sorozat eredményére
ha ¢ — 0: egy egyre vékonyodo, de egyre magasodo csiucsra . Késébb haszndlni fogjuk,

hogy valtozéhelyettesités hatasara

()= ¥ s (2.12)

f(zq)=0

Az elemi toltésekre haté (2.4) er6torvény alapjén a toltésrendszerre haté eré

F = /d3xg(x)E(x). (2.13)

Kifejezhetjiik a toltéseloszlasra haté forgatényomatékot is. Mivel az x helyen levé elemi
térfogatra haté eré d3ro(x)E(x), a megfeleld forgatényomaték x x o(x)E(x). A teljes
forgatényomaték igy

N = /dSX o(x)x x E(x). (2.14)
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A ponttoltés terének van egy kiilonleges tulajdonsaga. Integraljuk ki egy zart feliile-
tre, 1. 2.2 abran. A szamitas soran felhasznaljuk, hogy a kis da feliiletelem origora
merdleges vetiilete dacose = r2dQ, ahol dQ a térszog, azaz a feliiletelem latszélagos
szogkiterjedése. Az elektromos tér és a feliilet normalisanak szorzata En = F cos . fgy
végiil is azt kapjuk, hogy

Figure 2.2: Zart feliiletre integraljuk a ponttoltés elektromos terét

r* g cosp q q/eg hagqeV
dfE= | danE = | dQ = dO =
7{ / a / cosp 4meg 12 4reg / {0 haqggV

(2.15)
Vagyis a fenti integral csak akkor nem nulla, ha a t6ltés benne van a feliilet altal bezart
térfogatban! A szuperpozicié miatt ponttoltés rendszernél az adott térfogaton beliil levd
toltések Osszegét fogjuk kapni. Ez konnyen altaldanosithatd toltéseloszlasra is

1
7{de =— [ d*xo(x) Gauss-torvény, (2.16)
5

av v

hiszen a jobb oldalon a V' térfogaton beliili 6ssztoltést szamoltuk ssze. A feliileti integralt
at lehet irni a Gauss-tétel segitségével

7{de = /dgx div E = = /dgx o(x). (2.17)
€
oV v 'V

Mivel ez igaz minden térfogatra, ezért levonhatjuk a kévetkeztetést:

divE(x) = —= Maxwell I, (2.18)



Ez mar lokdlis torvény, az els6 Maxwell-egyenlet, amely differencidlegyenletet ad az elek-
tromos tér és a toltéssiirtiség kapcsolatara.
A ponttoltés terére egyéb Osszefiiggést is be tudunk latni:

(2.19)

Ennek bizonyitasahoz egy altalanos centralis fiiggvény gradiensét hatarozzuk meg, vagyis
ahol f(x) — f(r) ésr = |x|. Mivel r* =" a2, igy

_orr1df _ ﬂf/(r) =xf'(r). (2.20)

[gradf(r)]z = azf(r) - axl 2 dr r

Ha f(r) = 1/r, akkor f'(r) = —1/r?; figyelembe véve még egy x;-gyel vald eltoldst is, a
(2.19) Osszefiiggést bizonyitottuk.
Eszerint (2.7) egyenletet atalakitva kapjuk:

E;(x) = —grad (x), (2.21)

B(x) = — / g 2 (2.22)

~ dre, Ix —x/|

ahol

® neve skalarpotencial vagy egyszertien potencial. A potencialnak nincs kozvetlen fizikai
jelentése, belole nem szarmagzik eréhatas, csupan egy segédmennyiség. Mivel csak a gra-
diense, azaz derivaltja mérheto, ezért egy konstanssal eltolhatd. Specialisan megadhatjuk
egy X'-be helyezett ¢ nagysdgu ponttoltés potencialjat:

q /
i} = = |x — x'|. 2.23
=i r=lx-x] (223)
Tovabbi példakat késobb néziink meg.

A potencidl létének, valamint a rot grad = 0 azonossag kovetkezménye, hogy

rot E(x) =0 Maxwell II (sztatika). (2.24)

Ez Maxwell masodik egyenlete, amely az elektrosztatikaban érvényes.
A potencidl és a toltéseloszlds kapesolatéra is levezethetiink egyenletet. (2.18) egyen-
let divergencidjat véve kapjuk

ox) g o)

divE(x) = —~A® =

(2.25)

Az ilyen tipust egyenletet Poisson-egyenletnek nevezziik. Alkalmazva a ponttoltés (2.23)
potencialjara, lathatjuk, hogy

A% = —471d(x). (2.26)
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Hogy ez az egyenlet igaz, természetesen fliggetlen attol, milyen fizikai hattérrel jutottunk
el hozza. Levezetheté mas médon is, pl. az 1/r — 1/v/r? 4 €2 regularizdciéval, a végén
e — 0 limeszt elvégezve (HF.). A (2.26) Osszefiiggést kés6bb még sokszor hasznalni
fogjuk.

Linearis differencidlegyenletek olyan megoldasat, ahol a forras helyén Dirac-delta sz-
erepel, Green-fiigguényeknek nevezzitk. A fenti egyenlet azt mondja, hogy a Laplace-
operator Green-fiiggvénye 1/(4nr). Tobbféle Green-fiiggvény létezik a hatarfeltételek
megvalasztasanak megfeleléen. A Green-fiiggvény jelentOsége, hogy segitségével el6al-
lithat6 a linearis differencidlegyenlet megoldasa. Val6ban, ha valamilyen IC(9) differen-
cidloperatorra ismerjiik

K(0:)G(x,y) = 6(x —y) (2.27)

megoldasat, akkor

fx) = / WG, voly) = K(@:)f(x) = ofa). (2.28)

Elektrodinamikaban a Dirac-delta forrasertsség ponttoltést reprezental. Tehat a pont-
toltés potencidlja maga a Green-fiiggvény (legaldbbis az egyik lehetséges valasztas ra).
A fenti képletbe a ponttoltés potencidljat beirva valoban megkapjuk (2.22) képletet.
Ha a térer6sséget ismerjiik, abbdl is kiszdmithaté a potencidl. Legyen E(x) a tér-
er0sség , és integraljuk ki egy tetszoleges x1-bdl xo-be vezeté gorbe mentén:
T2 T2

7 T oD dz; O o
/dsE(s) = _/dsi(?xi = —/dT ir oz, —/dT— = d(x1) — P(x2), (2.29)

or
X1 X1 T1 T1

tehat

X2

B(xy) — B(xy) = / dsE(s). (2.30)

X1
Ezzel az x1-beli és xo-beli potencidlok kiilonbségét kapjuk. Természetesen nem hatérozhato
meg a potencial abszolut értéke, hiszen az egy konstans erejéig hatarozatlan.

Ha lerogzitjitk ®(xz5)-t, és més gorbe mentén érjiik el x;-et, akkor elvileg kaphatnank
més eredményt a térerésség integréaljara, ekkor ®(x;) értéke fiiggene a valasztott uttol.
Azonban Maxwell II egyenletét és a Stokes-tételt hasznalva irhatjuk a kétféleképpen
szamolt ®(x;)-ek kiilonbségére

dP(x1) = 72dsE(s) — 72ds'E(s’) = j{dsE(s) = /df rot E = 0. (2.31)

Vagyis a sztatikaban érvényes I1. Maxwell-egyenlet kovetkeztében a potencidl egyértelmii.
Az ilyen eseteket nevezziik konzervativ mezonek.
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2.2 Kitéro: erovonalkép

Vektormezok abrazolasara kiilonbozo modszerek vannak. Lehet a tér kivalasztott pon-
tjaiban kis nyilacskakkal érzékeltetni a vektormezd nagysagat és iranyat. Potencidlos
vektormez6 esetén (vagyis ha a rotécidja nulla) megrajzolhatjuk a ®(x) = Py kon-
stans potenciali (ekvipotenciélis) feliileteket. Mivel a vektormezé a potencial gradiense,
igy meréleges az ekvipotencialis feliiletre. A vektormezo nagysdga pedig — egyenletes
1épésekkel valtoztatott @ feliiletsereg megrajzolasa esetén — az ekvipotencialis feliiletek
stirtiségével lesz aranyos.

Ugyanakkor lehetséges erévonalakkal is szemléltetni a vektormezét. Ennek definidlasdhoz
vegyiik az E vektormez6t, és definidljunk egy olyan v : R — R3 gorbét melynek érintéje
éppen E

jl =E(v(7)). (2.32)
-
Ezek a gorbék az erévonalak, melybdl a térerdsség iranyat kaphatjuk meg. Mivel E =
—grad @, az er6vonalak az ekvipotencialis feliiletre merodlegesek.

A térerOsség nagysagara a gorbék érzéketlenek, hiszen csupan a paraméterezést val-
toztatja meg. A térerGsség nagysaga ezért az er6vonalak siriségével adhaté meg: egy
E-re meroleges adott feliileten atmend erévonalak szama legyen aranyos E nagysagéaval.

Ha az er6vonalak siirliségét egy adott feliileten definialhatjuk, és a vonalakat a (2.32)
egyenletnek megfeleléen folytatjuk, akkor egy masik feliileten kiszamithatjuk a stirtiségiiket.
Ez nem feltétleniil esik egybe a stirtiség térerdsség nagysagabdl torténd kiszamitasaval.
Mikor konzisztens tehat az erovonalkép? Ehhez szemeljiink ki egy erévonalat, és veg-
yiink fel egy ra meréleges kis dA feliiletet. Ezt a feliiletet a hatdron érvényes térerdsségek
mentén folytassuk el egy cs6vé, majd zarjuk le a cs6 feliiletét merdlegesen (1. 2.3). E tér-

Figure 2.3: Erévonalak konzisztencidja: az er6vonalak széttartdsa (divergencidja) a tér-
erosség nagysagaval kell aranyban alljon.

fogatra integralva E-t, az oldallapok nem adnak jarulékot, hiszen ott a normalis merdleges
a térerOsségekre. Az alaplapokon nl||E, vagyis

f dfE = dA'E' — dAE. (2.33)
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Mivel az erévonalak stirtisége, feltételezésiink szerint, mindenhol aranyos a térerésséggel,
azaz F'dA = konstans, igy ennek az integralnak nullanak kell lennie.

Ugyanakkor a Gauss tétel az integral megegyezik div E térfogati integréljaval. Mivel
a térfogat infinitezimalis, itt a div E konstansnak vehet6. A fenti 6sszefiiggés miatt tehat

divE = 0. (2.34)

Az erévonalkép tehat akkor konzisztens, ha a vektormezd divergenciamentes. Divergencia
esetén (pl. ha toltést helyeziink a térbe), 1j erévonalakat kell inditani a divergencia
forrasabol.

2.3 Specialis toltéseloszlasok tere

Nézziink meg néhany példat toltéseloszlasok altal 1étrehozott potencidlokra. Az altalanos
képlet természetesen (2.22), de olykor integrélds nélkiil is boldogulunk.

2.3.1 Dipélus tere

Két ellentétes, de egyenld abszolut értéki potencidlt egymaés mellé rakva kapjuk a dipélus
potencidljat. Tegyiik a —g toltést —a/2 helyre, a +q toltést a a/2 helyre, ekkor a-hoz
képest nagy tavolsagra a potencidl, felhasznalva (2.19) képletet

q 1 1 1 qax 1 px

d(x) = _ ~ dlx) = —— PX
(x) drey ||x —a/2|  |x+a/2| drreq |x|3 (x) drreq |x|3

(2.35)

ahol bevezettiik a p = ga dipdluserdsséget vagy dipodlmomentumot. Ha a — 0, mikdzben
p véges marad, akkor a fenti képlet minden x # 0 helyen érvényes lesz.
A térerGsség
; T 1 3z;px — p;x>
Eix) = —0,0(x) = -9, — DX — Pix (2.36)

CAmey x[P T 4w x|

vektorosan

E(x) 1 3x(px) —px2
X) =
Areg |x|?

(2.37)

2.3.2 Egyenletesen toltott végtelen siklap tere

Vegyiink most egy végtelen sik feliiletet, és toltsiik fel egyenletes o feliileti toltésstiriiséggel.
Ez azt jelenti, hogy a feliilet egy dA darabjéan elhelyezkedd toltés nagysaga odA. A
hatérozottsag kedvéért a feliilet legyen az x-y sikban, vagyis a toltéssiirtiség o(z,y, z) =

0d(z).
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A térerdsség illetve potencial kozvetlen szamitasa helyett hasznaljuk ki a toltéselren-
dezés szimmetriajat. Mivel az nem fiigg x,y-t6l, hiszen az x-y sikban eltolasinvarians a
megadott eloszlas, ezért feltehetd, hogy a potencidl sem fog x,y-tdl fiiggeni. Ha viszont
®(2), akkor a térerésség nem nulla komponense csak F,(z) lesz. Legyen z < 0O-ra a
potencidl ®*(2), a térerésség EE(z).

Vegyiink most egy olyan T' téglalapot, amely meréleges a feliiletre, és integraljuk E-t
a feliiletére. Mivel a téglalap oldalain En = 0, csak a tetején és az aljan kapunk jarulékot,
ennek nagysaga dA(ES(z) — E; (z)), ahol dA az alapteriilet. A Gauss-térvény miatt ez
aranyos a téglalap belsejében levo toltéssel, ami dAo. Innen

o
Ef(z) - E;(2) = —. (2.38)
€0
Lathaté modon csak annyi megkotést kapunk, hogy a térerdsség feliiletre merdleges kom-
ponensének ugrasa o/eo. Ahhoz, hogy magukat a térerésségeket is meg tudjuk adni, a
végtelenben érvényes hatérfeltételeket kell megadni.
Ha z és —z egymaéssal egyenértékii, akkor
o oz

Ef(z)=—-E_(2) = 3 O(z) = Toe (2.39)

Ha az egyik oldalon (z < 0) a térerdsség nulla (pl. fém belseje), akkor

Ef() =2, ot(x)=-2, (2.40)
€0 €0
Megfigyelhetjiik, hogy a potencidl végtelenhez tart, ha z — oco. Valdjaban csupén
véges toltéseloszlasok esetén biztositott, hagy a potencidl nullanak valaszthato a végte-
lenben. A végtelen siklap tere ellenpélda abban az esetben, ha végtelen toltéseloszlasunk
van.
Egy trividlis eset: ha o = 0, akkor F(z) — E; (2), azaz a térer6sség normélis kom-
ponense folytonos.

2.3.3 Kettos réteg

Mi torténik, ha két végtelen, ellentétesen toltott siklapot egymés mellé helyeziink (kettds
réteg). Az elsén az elektromos térnek ugrasa lesz: Fy — F1 = o/eg, a masikon éppen
ellentétes az ugrds: E3 — Ey = —o/eg. Ezért B3 = Ej, a térer6sség ugyanaz marad.
Ugyanakkor nem teljesen megfigyelhetetlen a kettos réteg, mert athaladva rajta a po-
tencial megvéltozik. Ha kiviil a potencidl konstans (a térerdsség nulla), akkor belil a
térerésség o /ep, ha a lapok tévolsdga d, akkor a potencidl valtozdsa AU = —ad/zy.

Ebben a rendszerben egy dA felilleten két +0dA toltés van d tavolsagra, azaz a
dipélmomentum p = gddA. A d — 0, 0 — oo hataresetben ez egy feliileti dipdlstirtiséget
jelent, D = od. A potenciadl ugrasa tehat a feliileti dipdlstiriiséggel aranyos: AU =
—D/eo.
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2.3.4 Egyenletesen toltott vonaltoltés tere

Most egy végtelen egyenes toltéseloszlast vegyiink, amelynek vonal menti toltésstriisége
legyen 1 — azaz a toltés minden df szakaszon ndf. Ha az egyenest a z tengelynek
vélasztjuk, akkor a toltéssiirtiség képlete o(z,y, z) = nd(z)o(y).

Az el6z6 esethez hasonldan itt a szimmetria azt diktalja, hogy nem fiigghet semmi
z-t0l és p-t6l. A potencidl tehat konstans kell legyen az egyenest korbevevo hengerpalds-
ton, és emiatt a térerdsségnek csak a hengerpaldstra merdleges komponensei lehetnek.
Vegyiik most korbe az egyenest egy olyan hengerrel, amelynek sugara r, magassaga h,
és integraljuk ki a térerosséget ennek feliiletére. A fentiek miatt csak a palaston kapunk
jarulékot, értéke 2nrhE. Ez ardnyos a bezart toltéssel, vagyis

1
omrdlE = —dly = E=-—" =" ", (2.41)
€0 2megr 2meg 1o

A potencidl itt is végtelenhez tart, ahogyan r — 0 vagy r — oc.

2.3.5 Altaldnos t6ltéseloszlds tere nagy tavolsigokra (multip6lus
kifejtés)

Vegyiink egy lokalizalt toltéseloszlast, amelynek karakterisztikus mérete a. A toltésrend-

szer altal létrehozott potencidl:

B(x) = — / g 2 (2.42)

e, |x — x|

Az |x| > a esetben sorba fejthetjiik a nevezét (|x| = r jeloléssel)

1 1 11 1
= - —2/0;— + =ai2h0;0,— + .. .. 2.43
|x —x/| r Ti r+2$zx] ]7“+ ( )
Mivel 2
1 X 1 3xyz; —rody;
0= = _ 0,0, — = e . 244
r r3’ Iy rd ) ( )
ezért:
1 x'x 13(X’X)2 — xx? (2.45)
x—x| r r 2 o
Visszairva
1 1 x'x  13(x'x)? —xx?
(D _ d3 / / - aintiniet - _
(x) 47r€0/ X o(x) [r + r3 * 2 rd
1 [Q px 1xQx
= — 4+ =+ = .. 2.46
4Teg [7’ + r3 2 7 + 1 ’ ( )
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ahol
Q= /d3x’g(x’), p= /d3X'X’Q(X')7 Qij = /d3x'(3x§:p;—x'251»j)g(x'), (2.47)

a toltés, dipolmomentum illetve kvadrupolmomentum. Ez utobbi egy 3 x 3-as spurtalan
tenzor.

e A toltéseloszlas jellemzé méretével atskdldzva a (2.47) alapjan lathatjuk, hogy

p/Q ~ a, Qz’j/Q ~ a?.

e Ha dthelyezem a koordindtarendszer kozéppontjat, akkor x' — x’ + ¢ mdédon kell
az integralok alatt modositani, vagyis a fenti egyiitthatok modosulasa:

AQ =0, op = Qec, AQy; = 3(eipj + ¢;pi) — 2epdij + (3cic; — 26;5)Q, . . .
(2.48)
Altaldban igaz, hogy a legalacsonyabb multipolmomentum koordinatarendszer-
fiiggetlen.

e Miért van a kvadrupol tenzornak 5 komponense, mikor egy altalanos 3 x 3 matrix
komponenseinek széma 97 A potencidl kvadrupol része ardnyos Q;;x'a?0;0;r
mennyiséggel. () antiszimmetrikus része azért nem ad jarulékot, mert egy sz-
immetrikus kombindcidéval van szorozva. @ egységmatrixxal ardnyos része pedig
~ 22Ar~! = 0 miatt nem ad jarulékot.

Ha kiils6 térbe helyezem a toltéseloszlast, amelynek jellemz6 véltozasi tartomanya
d > a, akkor a toltéseloszlasra haté erét is sorba fejthetjiik. (2.13) képletet felhaszndalva,
és a térerdsséget sorba fejtve kapjuk az eré komponenseire

F, = /d3X.Q(X)Ei(X) = /d3XQ(X)<Ez<O) + $]a]Ez(0) —+ ... ) = QEZ<O) +pjajEi 4+

(2.49)

Vagyis, ha van netté toltése az eloszlasnak, akkor az eré a ponttoltésnek megfelel6 alakot

vesz fel. Ha azonban az 6ssztoltés nulla, akkor a térerosség derivaltjaval aranyos az ero.

Kifejezhetjiik a toltéseloszlasra haté forgatényomatékot is kiils6 térben. (2.14) alapjan,
lassan valtozé erdterekben

N = /d3x o(x)x x E(x) = /d3x o(x)x x E(0)+---=pxEQ0)+.... (2.50)

2.4 Magnetosztatika

A maéagneses jelenségek késobb keriiltek a figyelem kozéppontjaba. Ennek egyik oka az,
hogy a magneses tér 1étrehozasahoz, eltekintve az allandé méagnesektol, aramforrasra van
sziikség, és ezt viszonylag késobb fedezték fel (1. Volta). Eloszor vizsgéaljuk az dramokat,
utana targyaljuk az altaluk létrehozott magneses mezot.
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2.4.1 Aram

A toltések dramlédsét egy v(x) sebességmezivel veszem figyelembe, vagyis x helyen lev
elemi dV celldban a toltések dtlagsebessége v(x). A lokdlis toltéssiirtiséggel szorozva
kapjuk az dramstirtiséget: J(x) = o(x)v(x), amely szintén egy vektormezé.

Ha felvesziink egy d f feliiletelemet, azon mennyi toltés aramlik at egységnyi ido alatt?
Ha az adott pontban a mozgé toltések feliiletre merodleges komponense v, akkor azok a
toltések jutnak at, amelyek dV = v, dtdf térfogatii dobozban vannak, ezek Gssztoltése
dq = dV p. Tehat az idOegység alatt atfolyo toltések szama, tekintetbe véve, hogy v, df =
vdf:

dq
dt

Ha a toltések egy hosszi vezetoben haladnak, akkor dramerdsség a vezeto teljes kereszt-
metszetén egységnyi id6 alatt atfolyd toltés. A fentiek miatt

I = /de(x). (2.52)
ST egysége az amper 1A = 1C/s. Ha vékony vezet6t néziink, akkor a fenti képlet miatt
dvJ — Ids. (2.53)

= Jdf. (2.51)

4tfoly

Ha egy zart térfogatelemet vesziink, akkor a teljes feliiletén kidaramlo toltés egyenlo
a beliil levo toltések fogyasaval, ha nincs a toltésnek forrasa, azaz a toltés megmaradd
mennyiség. Azaz:

jI{ de(X):—i/dSXQ(X,t) = @—{—divJ:O. (2.54)
v dt J, ot

Ez a toltésmegmaradas mérlegegyenlete. Magnetosztatikaban ¢ = 0, azaz divJ = 0.

2.4.2 Magneses alapjelenségek

Tapasztalat szerint az daram hat az irdnyttire (Oersted, 1819), azaz az aram létrehoz
valamilyen magneses mezot. Ennek jellemzésére hasznaljuk az irdanytiire haté forgatony-
omaték nagysagat. Az igy definidlt mdgneses indukcio tapasztalat szerint az egyes
aramelemek hatasanak osszege, ahol az elemi jarulék

dJ x x

[x[*

dB (2.55)

Az ardnyossdgi tényezd Sl-ben pg/4m = 1077 N/A?, py a vdkuum permeabilitds. A B
mértékegysége a tesla (T). Kiterjedt vezetore (Biot-Savart torvény)

B(x) = @/d?’X/J(X/) X (x - X/), illetve B(x) = ol ]{ ds x (x = x)

C 4m |x — x|  A4n |x — x/|?

(2.56)
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Szintén tapasztalat, hogy magneses térben ponttoltésre haté erd (Lorentz-erd)
F =qv x B. (2.57)
Ha hozzédvessziik az elektromos tér altal kifejtett erdt is (2.4), akkor a képlet
F =q¢(E+v x B). (2.58)

Ennek altalanositasa toltés- és aramstiriiségre, felismerve a fenti képletben a qv elemi
aramstriség-jarulékot:

F =[x (B + o) < BEx) ) -
— [ @x (a8 + 70 % Bx)) =
= /d3x o(x)E(x) +I/ds x B(s), (2.59)

ahol az utolso alak vékony vezetékre érvényes.
A forgatényomaték kifejezése az N = x x F alakbdl kovetkezik:

N = /d3xx X (Q(X)E(x) + J(x) x B(x)). (2.60)

2.4.3 Lokalis torvények
Ismét haszndlhatjuk, hogy x/|x|® gradiensként all el8

J(x — X/ 1 J(x
(X)X(X, x) :—J(x')xVX—:Vxxﬂ (2.61)
|x — x| |x — x/| |x — x/|
Ezt visszahelyettesitve (2.56) egyenletbe, kapjuk
J(x')
B d*x’ 2.62
(x) = 47TV></ X|x—x’|’ (2.62)
azaz Jix
B =rot A, ahol  A(x) = Ho / d*x’ () : (2.63)
A |x — x|

A bevezetett A mennyiség a vektorpotencial. Ha vékony vezetonk van, akkor

“(’If r— (2.64)
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Miutan B rotacidként all elo:
div B =0, (2.65)

ez a harmadik Maxwell-torvény.
Szamoljuk ki B rotaciojat
Innen az elso tag

1
|x—x’| 47T
1

[x — x|

1

[x—x]

=0, (2.67)

3o/ ‘ 3/ /
divA = 47r/d Ji(x")0; %' J;(x') 0 ———

3//
47T d°x'0;J;(x)

ami Valéjéban A speciédlis Vélasztésénak kovetkezménye. A fenti egyenletben kihasznal-
tuk, hogy 0;—= P x/l = —0— Ik valamint a parcidlis integralas soran eldobtunk egy feliileti

(2 ‘x
integralt, mondvén, hogy J(oo) = 0. Az A laplacdnak szdmitésa:

Ho 3 1 3
pa =52 [ xn60n = 1 [ (amsx = x) =~ ()
) (2.68)
Osszesen tehat

NA = —pugd, rot B = . (2.69)

Ez a negyedik Maxwell-torvény (sztatikara). Egy feliiletre integralva
/dfrotB: dsB:uo/de:uol = MOI:% ds B, (2.70)

F oF F oF

ez az. Ampere torvény.

2.4.4 Meértékinvariancia

Ugyaniugy mint a skalarpotencial esetén, a A tér nem fizikai mennyiség, csak a rota-
ci6ja az (kés6bb ezt az allitdst finomithatjuk...). Mivel rot grad ¥ = 0, egy skaldrmezd
gradiensét hozzdadhatjuk A-hoz, és még mindig ugyanazt a magneses indukciét kapjuk:

A'= A+ grad V. (2.71)

Ezt az elektrodinamika mértékszabadsiganak (vagy mértékinvariancidjanak) hivjuk.
Hogy szamolni tudjunk, rogziteni kell U-t (mértékrogzités). A fenti szamoldsban,
ahogy lattuk div A = 0 feltételiink volt, az a Coulomb mérték.
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2.5 Arameloszlasok

Vizsgéljuk meg specialis arameloszlasok altal 1étrehozott magneses indukeidt!

2.5.1 Egyenes vezeto magneses indukcidja

Végtelen hosszu, végteleniil vékony, egyenes vezetoben I aram folyik. Mekkora a mag-
neses indukci6?

Megoldas
A rendszer hengerszimmetridja miatt nem fiigghet semmi ¢-t6l henger-koordinatarend-
szerben felirva. B iranya tisztan é,, ezért alkalmazhaté az Ampere térvény a vezetot
koriilolel6 r sugara korre

tol
onr’

]{dsB =2mrB,=pl = B,= (2.72)

Ennek alapjan kifejezhetjiik két egyenes vezeto altal egymasra gyakorolt erét. Folyjon
a két vezetoben I illetve I, aramerosség, ekkor egy elemi df szakasz jaruléka az ero
nagysagahoz (2.59) alapjén

poli 1o
2rr

dF - IgBldg -

de. (2.73)

Két, egymastol 1 m-re levo, 1 A aramerOsségii aram jarta vezeté egymasra gyakorolt
ereje 2 x 1077 N. Ez az amper definiciéja.

2.5.2 Korvezetdo magneses indukcigja

Adott egy R sugaru vékony kor alaki vezetd, amelyben I aram folyik. Mekkora az altala
létrehozott magneses indukcio?

Megoldas
A vektorpotencialjat szamoljuk ki:

/LQI ds’
A = 2.74
(x) =" x—5 (2.74)
A kort paraméterezni kell
Rcosy’ —Rsin ¢’
s'= | Rsing' ds'= | Rcosy' |dy. (2.75)
0 0
Paraméterezziik a helyvektort is ennek megfelelGen:
0COS P
x= | gsing = |x—58| =22+ 0>+ R2—20Rcos(p — ¢'). (2.76)
z
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Emiatt

1 —Rsin ¢’
Rcosy' | . (2.77)

Mof/
Ax) = —
) 4r ) PP+ P+ - 20Rcoslp— ) 0

A vektorpotencial komponenseit kifejezhetjiik egy elforgatott Descartes-bazisban is. Legyenek
az 1j bazisvektorok:

Cos —sinp 0
e = | singp e = | cosp es=10]. (2.78)
0 0 1

Barmely vektort kifejthetiink ebben a bazisban is, azaz v = ), v;,€;. Mivel a &; bazisvek-
torok egymasra merolegesek és egységnyi hossziak, ezért v; = ve;. A helyvektor felbon-
tasa (2.76) paraméterezés szerint x = pé; + zez. Tehdt

msz(A—mm/‘ oty 7) 0
\/z2+QZ+R2—29RCOS(gp—g@’) ’

/_13(X) = A( )63 =0. (279)

A nem nulla komponens egyediil

Ay(x) = A(x) & “OI d / cosle — &) . (2.80)
\/22 + 0%+ R? — 2pRcos(p — ¢')

Ag nem fiigg ¢-t6l, ami a feladat hengerszimmetriajabol kovetkezik. Descartes ko-
ordinatdkban az azimutszogfiiggés kizarolag a béazisvektorok helyfiiggésébdl adodik.

Az integral megadhaté elliptikus fiiggvények segitségével, vagy numerikusan is sza-
molhaté. Minket az érdekel most, hogy milyen lesz a tér nagy tavolsagokra? Ekkor
r?2 = 0% + 22 jeloléssel r > R, emiatt

1 1 u?

Nar A (281)
Most u? = R? — 2pR cos ¢, azaz
21
ol 1  20Rcosy — R? po R*mlp
A d == .. 2.82
2(0,2) ~ 47r/ ¢ Rcos ¢ { + 573 + e +..., (2.82)

hiszen az elsé tag nem ad jarulékot. A teljes vektorpotencidl tehdt A = A,é,. Az
eredményt ugyanakkor felirhatjuk koordinatazasfiiggetleniil is, felhasznalva, hogy

ég X X = ég X (Zég + Qél) = QéQ (283)
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Ezért a vektorpotencidl irhaté gy, hogy

Mo M X X 1
=K O(=
4 3 * (r3)’

A megjelené m neve mdgneses dipolmomentum. A létrehozott magneses vektorpoten-

cial képlete igen hasonlo az elektrosztatika dipélmomentuma altal keltett skalarpotencial

kifejezéséhez (2.35), csak most vektorialis szorzast latunk skaldrszorzat helyett.
Miégneses dipdl indukcidja:

A(x) ahol m = R*nl é3. (2.84)

n n 6An 2 3 T,

47 73 47 rd
o 3z;(mx) — myr?
-k ) | (2.85)

ugyanaz a képlet mint az elektromos dipdl esetében (1. (2.37)).

2.5.3 Altaldnos drameloszlas tere nagy tavolsagra

A fenti feladat altalanosithatoé tetszéleges aramhurok terének nagy tavolsagu viselkedésére:

Ai(x) = ﬂ/c13><’M = @/d?)xlt]i(xl) F—Fxﬂj +} =

4w x —x/| 47 rooor
_ Mo 3 Ho T 3
=ty d’x" Ji(x') + Eﬁ/d X' Ji(x)a + ... (2.86)

Az els6 tag egyiitthatéja (a végtelen feliiletre vett integralokat eldobjuk, mert ott J = 0,
valamint kihasznéaljuk, hogy div J = 0)

/d3X Jl = /d3X (a]l’Z)J] = —/d3LL’IZ divJ = 0. (287)

Ezért a sorfejtés els6 tagja hidnyzik, amit a magneses monopdlusok hidnyaként értelmezhetiink?.
A maésodik tagban fellépé integral:

/dsxa:jJi = /d?’xxj(@kxi)(]k = —/d%xi Op(xjJy) =
= —/d?’x (i J; — i divd) = — /d3$a:iJj. (2.88)

Vagyis az egyiitthaté antiszimmetrikus matrix: ehhez hozzarendelhetiink egy vektort, ez
lesz a méagneses dipélmomentumn:

/d3X l’jJi = &Mk (289)

2Vigyazat! 1défiiggés esetén megmarad ez a tag, ami a magneses dipSlsugarzashoz vezet. 1. kés6bb.
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Az inverz reléacié

1 1
m; = Esijk/d3x xj g, azaz Mm = §/d3xx x J. (2.90)
Emiatt végiil:
Mo T X X
A(x)="— 291
()= 5+ (2.91)

Megjegyzések a magneses dipélmomentummal kapcsolatban:

e Vezeto hurok esetén, a Stokes-tétel miatt:

1 1 1
m; = §€ijk/d3Xl'ij = 5 dek(&;ijEj) = 5/ dkakgnag(Eijnl'j) ==
F
I
= —éTkenéTwn/ dfk II/ df;, (2.92)
2 F F

vagyis a magneses dipolmomentum m = I F' az dramhurok feliiletével aranyos.

o t0ltOtt részecske mozgasa esetén

J(x) = qui(x —r), (2.93)
ahol r(t) a részecske trajektéridgja. Ekkor
m:l/d3xxx [qui(x — 7)) = L 7 x (mv) = -L L =~L (2.94)
2 2m 2m ’

ahol L a részecske impulzusmomentuma (perdiilete). Vagyis a magneses dipélmo-
mentum a perdiilettel ardnyos lesz. Az ardanyossagi tényezo a giromagneses faktor
v. A fenti egyenletbdl v = ¢/(2m).

Ez az Osszefiiggés igaz lesz atomi méretekig. Sajat impulzusmomentummal (spin-
nel) rendelkez6 elemi részecskék esetében mar van egy faktor a fenti eredmény

elott:
a4

2m
g a giromagneses faktor (Landé-faktor vagy g-faktor). Elektronra g. = 2.002319. . .:
g = 2 jon az elektronok Dirac-egyenletébdl, a jarulékos 0.002319. .. faktor a kvan-
tum elektrodinamika eredménye.

m=g (2.95)

e A fenti tétel dltaldnositdsa forgd, toltott merev testre: itt v = w X x, azaz J(x) =
o(x)(w x x). Emiatt

1 [ 5 1 3 2 Q
m—§/dxg(x)xx (wxx)—§ {/dxg(x)(x —X®X) w—me)w.
(2.96)
ahol © a test tehetetlenségi nyomatéka, ha a tomegeloszldsdra o, = oM/Q-t
vesziink.
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2.5.4 Kiilso térbe helyezett arameloszlas

Ha kozel homogén kiilsé térbe arameloszlast helyezek, akkor a magneses indukcié sorba

F, = /d?’x (J(x) x B(x)); = €ijk / d*x J;(x) (Br(0) + 200y Br(0) +...).  (2.97)
Korabban mar lattuk, hogy az els6 tag nulla, a masodikban pedig
/d3x zJ;(X) = €pjnmMp. (2.98)
Ezzel €jki€jne = dkndic — Okedin, miatt

F’i = <5kn6w — 6k45m)mn8gBk = mk(‘?ZBk — m,@kBk = F = V(mB), (299)

mivel div B = 0. Vagyis a dip6lt a magneses indukcié derivéltja mozgatja!
A fenti er6 frhaté potencial gradienseként

F=-VU, (2.100)
ahol bevezettiik a kiilso térbe helyezett dipdl helyzeti energidjat
U=-mB (2.101)

modon.
A forgatényomaték kifejezése:

N; = / d*x [x x (J(x) x B(x))]; = / *x (Ji(x)x;B;(x) — Bi(x)z;J;(x)).  (2.102)

Ha B;(x = 0) = B; konstans értéket helyettesitiink vissza, akkor felhasznalva a (2.88)
egyenletet lathatjuk, hogy a masodik tag integrélja eltlinik, az els6 tagbdl pedig € ;,me B,
értéket kapunk. Vektorosan tehét

N =m x B. (2.103)

A forgatonyomaték tehdt valéban aranyos a magneses indukciéval, ahogy azt a magneses
indukcié definidldsénal fel is tettiik. Ez az alak egyébként éppugy levezethetd a (2.101)
formuldbdl, mint a dipélra haté erd.

A fentiek fényében elemezhetjiik, mit is csinal egy kis magnes egy masik, rogzitett
magnes mellett. Mindkét magnest kozelitsiik dipollal, m illetve my dipélmomentummal.
Ha m nem parhuzamos a lokalis magneses indukciéval, akkor olyan forgatéonyomaték hat
ra, amely a magneses indukcio irdnyaba forgatja, dsszhangban azzal, hogy ekkor a dipdl
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energidja (—mB) csokken — vagyis a két dipdl ellentétes pdlusaval fordul egymads felé.
Ezek utan, mivel a magneses indukcié csokken a tavolsaggal, —mB no6 a tavolsaggal,
gradiense tehat kifelé mutat, negativ gradiense pedig befelé. Vagyis a nagy maégnes
magahoz vonzza a kicsit.

Ugyanezen ok miatt egymas mellé helyezett dipdlok szintén ellentétes polusaikkal
fordulnak egymas felé, vagyis csokkentik egymas terét. Vagyis tisztdn magnetosztatikai
er6k az antiferromagneses rendezddést részesitik eldnyben (1. késébb).

2.6 Idofiigg6 Maxwell-egyenletek

Eddig sztatikus, idéfiiggetlen esetben vizsgaltuk az elektromégnesség egyenleteit. Ha a
forrasok (toltéssiirliség és dramsiirtiség) id6fiiggdk, akkor jarulékos tagok megjelenésére
szamithatunk.

Az egyik ilyen tag az indukcio jelenségérol ad szamot. Faraday 1831-ben észrevette,
hogy egymas melletti aramkorok esetén az egyik kérben foly6 dram megvaltozasa hatéssal
van a méasik dramkorre. Ebben a korben keletkezd, indukdlodé fesziiltség (az elektromo-
toros er6) Faraday megfigyelése szerint ardnyos a magneses fluxus véltozasaval:

£ = %Edﬁ, F = /Bdf = €= —%:. (2.104)
OF F
A Stokes-tételt felhasznélva
0B 0B
/ [rotE—l—E] df =0, VF = rotE:—E. (2.105)

Ez a masodik Maxwell-egyenlet idofiiggo, teljes alakja. A negativ el6jel biztositja, hogy az
indukélédo elektromos tér olyan méagneses teret hozzon 1étre, amely a valtozés ellen hat.
Ez a Lenz-torvény. A Lenz-torvény az elektrodinamikai megvalosulasa a Le Chatelier-
Braun elvnek, amely szerint (stabil) fizikai rendszerekben a spontan folyamatok mindig
a valtozas ellen hatnak.

Megjegyzés: az & és F kozotti l-es egyiitthaté nem véletlen, a Lorentz-erSvel
konzisztens. Ha ugyanis meroleges magneses térben levé aramhurkot megnovelek ¢ sza-
kaszon dz-szel (1. 2.4. dbra), akkor az ezen a szakaszon leve toltésekre F' = quB nagysagu
er6 hat, ami megfelel egy F = vB térer6sség hatdsanak. Emiatt /E = € = ldxB/dt =
dF/dt. Ugyanakkor ez a hurok fizikailag ekvivalens egy olyan rogzitett hurokkal, amely-
ben noévekszik a magneses indukcié altal elfoglalt teriilet.

A miésik jarulékos tag az arammegmaradas mérlegegyenletével valé konzisztencia mi-
att jelenik meg. Ugyanis a sztatika szerint rot B — uoJ = 0, emiatt a divergenciaja is
nulla. Ugyanakkor dinamikaban divrot = 0 miatt az elsé tag divergencidja ugyan nulla,
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Figure 2.4: Az indukcids torvény és a Lorentz er6 kapcsolata. a.) egy dllandé magneses
térben megnovelt keret ekvivalens egy b.) rogzitett keretben egyre nagyobb feliiletet
kitolté magneses indukcidval.

de a masodiké, a toltésmegmaradas mérlegegyenlete miatt, 0. Az elsé Maxwell egyenlet
segitségével irhatjuk:
0

E
div [rot B — poJ] = ,uoa—f = Mo%%(diV E) = dv [rotB — Lo (J + 8088_25)] =0.

(2.106)
Innen ugyan nem kovetkezik egyértelmiien, de a sztatikaval ekkor kapunk egyszertien
egyezést, ha a divergencia argumentuma nulla. Ebben az esetben kapjuk a kévetkezo
egyenletet:

OFE
rot B = o (J + 605) . (2107)
Ezzel egy konzisztens egyenletrendszert kaptunk, a Maxwell-egyenleteket:
1
div E = — p, divB =0
€o
0B OF
rot E = T rot B = p (J + 605) : (2.108)

Jelolés: miutén ueeo dimenzidja (s/m)?, igy egy sebesség dimenziéji mennyiség inverz
négyzete; ezért irjuk

1
Hogo = = = c=2.99.10° = (2.109)
C S

c fizikai jelentése a fénysebesség lesz, 1. késébb.
Megjegyzés: a tovabbiakban olykor az idéderivaltat 0, alakban fogjuk irni.

2.6.1 Vektor- és skalarpotencial
Mivel div B = 0, ezért tovabbra is igaz, hogy egy vektorpotencial rotacidja:

B = rot A. (2.110)
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Ha ezt visszairjuk az E egyenletébe
0 =rot E 4 0,B = rot [E + 0,A]. (2.111)
Egy nulla rotacioji vektormezot irhatunk gradiens alakjaban:
E+0A=—-grad® = FE=—-grad®—0,A, (2.112)

vagyis a skalarpotencial valamivel bonyolultabban jelentkezik az elektromos tér Kkife-
jezésében.
Ha ezeket visszairjuk a Maxwell-egyenletekbe:

—divE=Ad+9VA=-2

€0
1 1
—1t0t B=AA—-V(VA)=—pugd + SVoid+ gafA. (2.113)

Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy A és ® nem fizikai mennyiségek, csupan FE és B
azok. Emiatt ha olyan vektor- illetve skalarpotencialt valasztunk, amely ugyanazt az E-t
illetve B-t adja, akkor ez ekvivalens az eredeti védlasztassal (mértékinvariancia, mérték-
szabadség). 1d6fiiggs esetben A-t tovabbra is egy gradienssel lehet megvaltoztatni, mert
annak rotacidja nulla, viszont az elektromos tér bonyolultabb kifejezése miatt a skalar-
potencidl masképp valtoztatando:

A =A+VY, @'z@—%—f. (2.114)
A mértéktranszformacioval 6sszekotheté A és @ terek ekvivalenciaosztdlyokat jelolnek
ki az Osszes téren beliil: ezek a mérték-orbitok (mértékpalydk). A mértékpalydkhoz
azonos fizika tartozik. Megtehetjiik tehéat azt, hogy a mérték-orbitokbdl mindig kivalasz-
tunk egy reprezentans elemet (ami itt persze egy teljes A(t,x), ®(¢,x) mezokonfigura-
ciét jelent). A kivélasztds modjat nevezziik mértékrogzitésnek, az azt leird egyenletet
mértékfeltételnek vagy egyszertien csak mértéknek. Nyilvan olyan mértékrogzitést kell
vélasztani, amely minden mérték-orbitot csak egyszer metszi el®. Vannak kiilontsen jol
bevalt mértékek:

e Coulomb-mérték: itt eléirjuk a divA = 0 feltételt. Ez teljesithetd, hiszen ha
div A # 0 eredetileg, akkor megkdvetelve a div A" = 0-t kapjuk

0=divA'=divA+ AU = AU=_divA, (2.115)

amely egyenlet megoldhatd, pontosabban marad benne egy térben allandé de eset-
leg id6fiiggo konstans. Ebben az esetben a skalarpotencial egyenlete ugyanaz mint

a staciondrius esetben:
t,x
/d?’x’%. (2.116)

0
AP=—-—— = O&(t,x)=
o ( ’X) 47’(’60

3Ez néha nem is olyan egyszer(i (Gribov-probléma).
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Ezzel a megoldassal rogzitjiik az idofiiggd konstans értékét nullara.

Miutan megvan a @ értéke, visszairva a masodik egyenletbe:

1 1
NA — C—zafA = —puod + C—Qatwb. (2.117)
Itt a bal oldal divergenciaja nulla, és ezzel konzisztens a jobb oldal is, hiszen —pg-at
kiemelve:
div [J — 90, VO] =divd — g0 AP = divd + 0o =0 (2.118)

a kontinuitdsi egyenlet miatt. Fogalmazhatunk gy is, hogy J-t felbontjuk tran-
szverzalis és longitudinalis részre, hogy

J=J,+Jy VJ, =0, és VxJ,=0. (2.119)
A (2.117) egyenlet bal oldala tisztan transzverzalis, a jobb oldalon V& pedig tisztan

longitudindlis (mert rotgrad = 0). Vagyis a transzverzalis médusra vonatkozé
egyenlet:

1
NA — gﬁfA = —poJ. (2.120)
e Lorenz-mérték (sugéarzasi mérték): ekkor azt koveteljiikk meg, hogy
1
VA+ 0,9 =0. (2.121)
c
Ebben az esetben mindkét egyenlet ugyanolyan alakot 6lt:

1 2 0 1 2
AP — g@fb = NA — g@A = — o (2.122)

Lathatéan mindkét mértékben a tér- és idoderivaltak egy kombinécidja jelenik meg:
L
O=A— g(‘?t, (2.123)
ez a d’Alambert operator. Ezzel

00 =-2,  OA=—pd. (2.124)

€0
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2.6.2 Az elektromos és magneses mez0 egyenletei

A négy Maxwell-egyenletet redukalhatjuk csak az E-t illetve csak a B-t tartalmazé egyen-
letekre:

1 1
rotrot E = graddivE — AE = —gradp — AE = —0,rot B = — g0y J — —28t2E
o C

1 1

rotrot B = graddivB — AB = —-AB = pygrot J + —28t rot E = pgrotJ — —28t2B,
c c

(2.125)

azaz

1
UFE = g ‘7Q'+'Moarj
0
OB = —uoV x J. (2.126)

Vagyis a F illetve B terekre is a d’Alambert operator adja az idofejlodést.

2.7 Az elektrodinamika egyenletei anyag jelenlétében

Eddig az elektromagneses egyenleteket vakuumban irtuk fel, ahol minden forrastagot,
toltés- és aramstirtiséget adottnak tételeztiink fel. Ha azonban anyag van jelen, a helyzet
megvaltozik. Mivel az anyagot toltéssel rendelkezd részecskék épitik fel, az elektomag-
neses tér hatasara ezek a részecskék elmozdulhatnak. Az elmozdulés persze fiigg a bels6
er6ktol is, vagyis anyagrol anyagra kiilonbozni fog. Ugy tinik, egy ilyen Osszetett, kiilsd
és bels6 erok altal is befolyasolt rendszer leirasa rendkiviil bonyolult lehet. Ennek ellenére
nagyfoku univerzalitast mutat a legtébb anyag a leirds szempontjabol.

Ha az anyagra elektromagneses teret bocsatunk, akkor legtobbszor a toltéshordozok
lokalizaltak maradnak, vagyis elmozduldsuk az eredeti helyzetiik koriili toltésatrendezodést
(polarizaciot), illetve mozgasuk kis méreti koraramokat jelent. Ha az elemi részecskéknek
sajat elektroméagneses szerkezetiik, azaz sajat dipolmomentumuk vagy magneses dipol
momentumuk (spinjiik) van, akkor azok is médosulnak a tér hatdsara. Elfajult esetben
szabadon mozgo toltéshordozok is lehetnek az anyagban, ekkor sztatikus elektromos vagy
magneses térben esetén a valtozasok nem lokalisak, hanem az egész anyagra kiterjednek;
ugyanakkor ezt lehet a fentiek hatareseteként kezelni. Vizsgaljuk tehdt meg, hogy ha
kis méreti toltés- és arameloszlas valtozas torténik az anyagban, az hogyan moédositja a
Maxwell-egyenleteket.

2.7.1 Elektrosztatika

Tekintsiik az anyag egy kis, nulla 6ssztoltésti anyagdarabkéjat. Ennek lehet eleve valam-
ilyen toltéseloszlasa, de ha kiilsé elektromos teret alkalmazunk, akkor mindenképpen

34



kialakul egy nem trividlis toltéseloszlds, vagyis az anyagdarabka polarizalédik. Ezt a
molekularis toltéseloszlast ugyanakkor makroszkopikus tavolsagbdl figyeljiik meg, emi-
att alkalmazhaté a multipol kifejtés. Az anyagdarabka jellemz6é méretére a-t véve, az
n. multipolmomentum a"-nel ardnyos, tere r tavolsagbodl figyelve a dipdl teréhez képest
a™ ! /rn=1 faktorral szorzddik, vagyis messzirdl figyelve elhanyagolhaté. Emiatt az anyag
kis darabkédjanak toltésszerkezetét a dipélmomentumaval kozelithetjiik. Vagyis ha egy

Figure 2.5: Ponttoltés és dipodllal kozelitett anyagdarab egyiittes hatésa

ponttoltést és egy kis anyagdarabkédt néziink (1. 2.5. dbra), akkor az x helyen mérhetd
potencial:
1 1 X —X
Admeg [x —xo|  4mep |x — %)

(2.127)

ahol xy a ponttoltés, x, az anyagdarabka helye.

Ennek altalanositasahoz egy ponttoltés helyett egy toltéssiirtiséggel jellemzett toltéselos-
zlast helyeziink el, és egy anyagdarabka helyett kiterjedt anyaggal szamolunk. Ez utéb-
bit ugy vessziik figyelembe, hogy felosztjuk elemi dV térfogatu cellakra, amelyeknek
valamilyen helyfiigeé p dipélmomentuma van. A toltéseloszlas mintajara bevezethetjiik
a dipélmomentum-siirtiséget (vagy polarizicids stirtiséget), P(x) = p/dV médon. Ekkor
a felosztassal nullahoz tartva integralt kapunk, és a teljes jarulék alakja:

M@—;L/ffgw)+-1/ﬁfzgﬁiil (2.128)

4 |x — x| 4mweg |x —x/|3

A mésodik tagban levé integrélt tovabb alakitva (elhagyva a teljes divergenciabdl jové
feliileti tagokat)

/fffEX£iﬁz/ffP@ﬂv’l }:—/ffgfkﬂ.(mw)

|x — x/|? Ix — X/| |x — x/|

Ezt visszairva

@@y——Li/fx“fy_VP@q (2.130)

 4meg |x — x|
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Vagyis a polarizaciébol eredo jarulék pontosan olyan alaki, mint a betett toltéssiirtiség
jaruléka. Ezt ugy fogalmazhatjuk, hogy a polarizdcié létrehoz egy op0 helyi polarizdcids
toltéssiuriséget, amelynek nagysaga

Opol = —V P, (2.131)
és igy a teljes toltésstirtiség
Otot = 0+ Opol = 0 — VP. (2132)

A mikroszkopikus kép emogott az, hogy ha megnézziik, hogy egy V' térfogatban mekkora
toltés helyezkedik el, akkor az altalunk betett toltések mellett az anyag toltésstrtiségét
is figyelembe kell venni. A térfogat belsejében levd dipdlok ssztoltése nulla, csak azok
maradnak, amelyek a feliileten vannak, és igy a feliik kilog a térfogatunkbél. A dipdl
feliilet iranyi komponense nulla jarulékot ad, vagyis a bent rekedt toltéshez ga = —pn =
—PndV = —aPndA, azaz ¢ = —PndA. A teljes toltés tehat

Q= /dSXQ—fdfP: V/d3x(g—divP). (2.133)

\%4 ov

Vagyis az elektromos tér értékét meghatarozé Maxwell-egyenlet most tigy irhato, hogy

VE = glogt"t = V (E + g—loP) = glog. (2.134)
Bevezetve az elektromos eltolds mezot
D =¢FE+ P, (2.135)
az anyagban érvényes Maxwell I és II egyenlet alakja
VD =p, V x E=0. (2.136)
A masodik egyenlet az E = — grad ® egyenlet kovetkezménye. Az elsé egyenlet értelmezése

tehat: ha betesziink a rendszerbe o toltéssiirtiséget, akkor az anyag polarizacidja miatt
a valodi toltéssiirtiség nem p. Az elektromos tér egyenleteibe a teljes toltéssiirliség jon
be. A polarizaciot figyelembe véve definialhatjuk a D elektromos eltolast, ennek forrasa
méar az expliciten betett (kiils6) toltéssiirtliség.

Hogy a fenti egyenletet kezelni tudjuk, sziikségiink van egy D (E) osszefiiggésre. Elek-
tromos tér hidnyaban polarizcié sincsen?, a vezetd tag tehat a linedris. A legtébb anya-
gra igaz

P =¢yxE, D=¢(1+x)E =¢cpe.E =¢cE, (2.137)

4Spontan kialakulhat polarizaci, hasonléan a spontén kialakulé magnességhez. Az ilyen anyagokat
a ferroelektromosnak hivjuk.
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ahol x (elektromos szuszceptibilitds) €, (relativ permittivitds) illetve & (permittivités
vagy dielektromos allandé) szimmetrikus matrixok, izotrop anyagban azonban csak szamok.
Teljesen altalanos anyagi tulajdonsagok esetén nem tehetiink mast, mint megpréobaljuk
megoldani a
V(e(x)E(x)) = o(x), rot E = —0,B (2.138)

egyenletet. Homogén, izotrop anyagban a potencialra felirhato
1 . 4
E=-D = dvE=-. (2.139)
€ €
Ugyanaz az egyenlet adodott, mint vakuumban, csak a permittivitas értéke més. Rés-

zlegesen homogén kozegekben a homogén tartomanyokban alkalmazhatjuk a fenti ké-
pletet, a kozeghatarokon hatarfeltételeket szabhatunk.

2.7.2 Hatarfeltételek

Kozeghatdron vegyiink a hatérfeliilleten egy dA alapi dr magassdgi hengert (1. 2.6
abra). Ennek térfogatara integralva div D-t dr — 0 esetben a feliiletre rakott kiilsé

€, In €,
dx dx

& dA & ds
Figure 2.6: Kozeghataron felvett integralasi tartomanyok

toltést kapjuk. Feltéve, hogy nincs kiilso feliileti toltésstrtiség, kapjuk:
1%

Ennek fizikai jelentése az, hogy inhomogén anyagban, két homogén anyag hataran az
eltéré polarizaciok miatt feliileti toltéssuriség alakul ki, hiszen a feliillethez kozel, a
feliiletet a z = 0 sikba fektetve:

Opol = _87,-Pz = _az [P2z6(2> + PIZG(_Z)] = (Plz - P2z)5(z) = Opol = Plz - PQZ-
(2.141)
Az elektromos térerosség normalis vetiiletének ugrasa a feliileti toltéssiirtiséggel egyenld

Fop — By = 222, (2.142)
€0
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Amennyiben 0,5 = 04, vagyis nincs kiilsé feliileti toltésstirliség, akkor
eolion — 0B = Py — Poy, = Dy = Doy, (2.143)

ami ugyanaz, mint (2.140).
A masik hatarfeltétel onnan jon, hogy a feliiletet korbeolel, dr magassigu és ds
hosszusagu téglalapra integréljuk rot E-t, mikézben dz — 0:

/ rot E=0= dS(EQt — Elt) = E2t = Elt- (2144)
A

Ez fizikailag ugy interpretalhatd, hogy a feliilet irdnyaban nincsen polarizacios toltésstirtiség,
ezért a térerdsség ilyen iranyu komponensének nincsen ugrédsa:

Ey = Eyy. (2.145)

A hatarfeltételeket a potencialra megfogalmazva: ha a potencial mindeniitt értelmezett,
akkor a térerosség végességébol a potencidl folytonossaga kovetkezik. FE,, ugrasa a feliile-
tre merdleges derivalt ugrasat jelenti:

0P 0P
Oy = — = —. 2.146
2 1 €2 Oy €1 ony ( )
Vagyis részben folytonos kozegeknél elektrosztatikaban
Y . . ., 0P
AD=—= és a feliileteken @ és e— folytonos. (2.147)

€ on

Megjegyzés: ha €5 — oo, akkor Dy, = Dy, miatt Fs, = i—;Eln = 0, hiszen ¢ és Fy,
is végesek maradnak. Emiatt 22 = 0 a hatdron végig, amelynek megoldasa a konstans

mez6. Mivel a megoldas egyértelmii (1. késébb) igy a megoldas:
(I)‘beh-_ﬂ = konst. = Ebelﬁl = 0, @’hatéron = kOHSt., Et,kiviil =0. (2148)

Ez a végteleniil jol polarizalhaté anyag felel meg a fémeknek, ahol szabadon elmozduld
toltések vannak.

2.7.3 Magnesség anyag jelenlétében

Hasonlbéan az elektrosztatikdhoz, anyag jelenlétében a makroszkopikus arameloszlasok
csak egy részét képezik a magneses indukcié forrasanak. Az anyag belsejében haromféle
modon keletkezhetnek forrastagok.

Az els6 a magneseses indukcié alapjan keletkez6é mikroszkopikus, lokalizalt aramhurkok.
Az ezek altal 1étrehozott magneses indukcié mezé (B), a méretéhez képest nagy tavol-
sagokra, mint lattuk, méagneses dipdllal irhaté le: a magasabb multipolmomentumok
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jaruléka a/r hatvanyaival van elnyomva, ahol a az drameloszlds jellemz& mérete, r a
megfigyelési pont tavolsaga.

A masodik lehetOség az, hogy az anyagban eleve vannak olyan mégnesesen aktiv el-
emi Osszetevok, amelyek szintén a dipélmomentumukkal (spinjiikkel) jellemezhet6k nagy
tavolsagon.

Ezeket az eseteket Osszefoglalhatjuk tgy, hogy az anyagban keletkezik lokalis mag-
neses dipélsiirtiség, amit itt mdgnesezettségnek neveziink: dm = dV M (x). A mégne-
sezettség jaruléka a vektorpotencidlhoz, sztatikus esetben, (2.91) alapjén:

o [ MX) X (x =)

Agip = o d°x’ = x] (2.149)
Komponensekben felirva az integralt:
5,/ Eigh M (X') (2 — 1) 3 1
Adip = /d x/ J ’]X — X"S = d°x’ Eijij(X/)(—ak)m =
1
= /d3X’ i M;(X) a,gm = {parc. int.} =

— d3xl gl]kakMJ (X ) — dSX/ (I'Ot M(X ))”L ) (2150)

|x — x| |x — x|

ahol a feliileti tagot eldobtuk, mondvén, hogy M (occ) = 0. Ebben a forméban rais-
merhetiink a vektorpotencial aramokkal torténé kifejezésére. Vagyis a magnesezettség
megfelel egy

Jimagn = rot M (2.151)

aramstriség-jaruléknak. Bar a fenti érvelés sztatikara hivatkozott, ugyanez az eredmény
alkalmazhaté idofiiggo esetre is.

Figyeljiik meg, hogy itt pozitiv eléjellel jon a mikroszkopikus jarulék! A fizikai kép
emogott az, hogy ha egy F feliileten atfolyé aramot akarjuk kiszamitani, akkor egyrészt fi-
gyelembe kell venni a makroszkopikus aramstirtiséget, valamint a mikroszkopikus aramokat,
ezeket m = nl,,;.-dA magneses dipélmomentumukkal jellemezziik. Miutan a mikroszkopikus
aramok kis méretii koraramok, igy a feliilet belsejében nulla teljes atfoly6 toltést ered-
ményeznek. A feliilet hataran is csak a hatdrvonal irdnyu (8) komponens ad jarulékot:
azaz a jarulékos aramerdsség: Ini,ns = ms/dA = MsdV/dA = Mds. Vagyis a teljes
aram

Itot:/detot:/de—l—%dsM:/df(J—krotM). (2.152)
F F OF F

A forrastagok keletkezésének harmadik moédja az, hogy idofiiggd esetben a kiilso
toltések véaltozasa mellett (melyhez a toltésmegmaradds diktélta dramokat mint kiilsé
aramokat figyelembe vessziik) a polarizacids toltések is médosulnak. A toltésmegmaradas
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miatt ez lokalis daramlast igényel, ennek dramstiriségét jeloljilk Jpy-lal. A toltésmeg-
maradds mérlegegyenlete miatt, valamint felhaszndlva (2.131) képletet:

0= atonl + div Jpol = div [Jpol — 8tP] . (2.153)
Ez a feltétel nyilvanvaldan teljesiil, ha
Jpol = 8tP (2154)

Ehhez korrekcidként johetne egy tiszta rotacid, azonban azt a (2.151) képlet alapjan a
magnesezettséget képviselo aramsiirtiség részének tekinthetjiik.

A fentieket Osszefoglalé médon fogalmazhatjuk tgy, hogy a teljes dram az altalunk
kontrollalt részen kiviil a mikroszkopikus dinamika keltette aramstiriiséget is tartalmazza:

Jiop = J + Jmagn + Jpol- (2155)

Ezt a kifejezést kell beirnunk a Maxwell IV forrastagja helyébe

1
—rot B — 0O E = Jiop = J + ity + Jpot = J + 10t M + 0, P. (2.156)
Ho

Itt egyrészt felismerhetjiik a (2.135) képletben definiélt elektromos eltolds kifejezését,

masrészt bevezethetjiik a

1
H=—B-M (2.157)
Ho
mdagneses térerosséget. Ennek segitségével irhatjuk
Az Ampere torvényt a (2.70) képlettel analég médon kapjuk
j{dsH =1+ Ly, (2.159)
OF

ahol I.;; az eltoldsi aram.

Megjegyzendd, hogy a H mégneses tér (bar a neve mast sugall) csak egy segéd-
mennyiség, ugyanis a mérhetd eréhatasok csak B-bdl jonnek. Ennek ellenére sokszor a
magneses tér segitségével fejezik ki a megoldast: vakuumban csak egy konstans szorzé-
faktorban kiilonboznek, és a magneses tér az egyenletekben hasonlo szerepet jatszik, mint
az elektrodinamika egyenleteiben az F.

Végiil tehdt, (2.136) segitségével felirhatjuk az anyagban érvényes teljes Maxwell-

egyenletrendszert:
div D = p, divB =0

0B oD
) H = —_ 2.1
rot 55 rot J+ T (2.160)
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Hogy meg tudjuk oldani a fenti egyenleteket, az elektromos szektorhoz hasonléan kell
egy B(H) vagy M (H) relacié. Ez sokszor nagyon bonyolult, mert az anyag elemi mag-
neses Osszetevoinek kolesonhatasa sokszor 6sszemérheté a magneses tér energidjaval, sot,
meg is haladhatja azt. Az anyag magneses tulajdonsagait ezért elsésorban a mikrofizikai
jelenségek hatarozzak meg.

e dia- és paramagneses anyagok: az anyagok bizonyos fajtdainal linearisan fiigg a
magnesezettség illetve a méagneses tér a magneses indukciotol; izotrop esetben:

M=yH, B=uH, = Y —u=1+y, (2.161)

Ho

X a magneses szuszceptibilitas, p illetve p,. az anyag (relativ) permeabilitasa. For-
malisan ez az elektrosztatikahoz hasonlit

B=uH = yoH +uyyM <& D=c¢E=¢FE+P. (2.162)

Diamagneses anyagoknal x < 0 vagyis u < o, ami annak felel meg, hogy a
general6do mikroszkopikus mégnesezettség csokkenteni igyekszik a kiilsé forrasok
hatasat. Kvalitative ezt ugy lathatjuk, hogy a kiils6é aram H forrasa, az erohatést
viszont B = pH okozza. Ha tehdt p < po, akkor az anyag jelenléte miatt kisebb
hatast kapunk. Olyan anyagoknal, ahol az elemi Osszetevoknek nincs magneses
dipélmomentumuk az indukcié altal létrehozott elemi aramhurkok ilyen tulajdon-
saguak (Lenz-torvény). Ha osszehasonlitjuk az elektrosztatikdval, akkor az induk-
ci6 és a toltésmegosztas hasonlo szerepet jatszik abban, hogy mindketto csokkenteni
igyekszik a megfeleld kiilso tér hatasat. Az egyiitthaték szintjén azért borul fel az
analogia, mert az elektromos tér esetében a forras D-t hatarozza meg, de ott az
erohatast kifejteni képes elektromos tér esetében E = %D az anyagi konstanst
pont reciprok médon vezettiik be. Vagyis €, > 1 megfelel 1/u, > 1 esetnek, azaz
e < 1.

Ha az elemi 6sszetevok maguk is magnesek, akkor a feljebb targyalt forgatény-
omaték hatasara m a B iranyaba igyekszik beallni, vagyis M ~ B. Emiatt
X > 0, azaz pu > po. Ezek a paramdgneses anyagok. Ennek nincs megfelel6je az
elektrosztatikaban, hiszen ott P ~ E., ami miatt ismét az ¢, novekedését kapjuk.

Ha a linedris kozelités jo, akkor dltalaban kicsi a y értéke, tipikusan |u — pol|/po ~
10~°, vagyis sokszor elhanyagolhato.

e (anti)-ferromagneses anyagok: ha az anyag rendelkezik magneses szerkezettel,
azaz elemi dipdlokkal, akkor ezen dipolok egymasra hatasat is olykor figyelembe
kell venni. Ha csak a magneses dipdlok kolcsonhatasat tekintenénk, akkor ezek
egymassal ellentétesen fordulva megsziintetnék a mégneses teret. Azonban az
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anyag magneses dipdljai (spinje) kozotti kolesonhatésok alapvetéen kvantumos ere-
detiiek, amelyek joval er6sebbek lehetnek a magneses kolecsonhatasnal. Ezekben az
anyagokban a mezoszkopikus magneses szerkezetet nem a kiils6 magneses indukcio
hatarozza meg elsésorban.

Ha az elemi magneses dipdlok ellentétes beallasa preferalt, akkor makroszkopiku-
san nem lathaté méagneses tér, csakigy, mintha csak a mégneses kolcsonhatést
tekintettiik volna: ezek az antiferromagneses anyagok.

Ha az elemi magneses dipdlok parhuzamos bedalldsa preferalt, akkor homogén mag-
nesezettség alakulhat ki kiils6 magneses indukcié hianyaban is: ezek a ferromagne-
ses anyagok. Hogy a teljes anyag magneses energiajat csokkentsiik, kiilonb6z6 mag-
nesezettségl tartoméanyok (domének) alakulnak ki, ez a doménszerkezet hatarozza
meg az anyag teljes magneses terét. Kiilsé magneses indukcié alkalmazasaval ezek
a doménfalak vandorolnak, s igy az anyag mikroszkopikus szerkezete megvéltozik.
Emiatt a magneses indukcié kikapcsolasaval méar egy méas doménszerkezeti, mas
méagneses terli anyagot taldlunk. Fz a hiszterézis jelensége (1. dbra. (2.7))

1.8 7

B (T) Bg f'?*- ——/?____?—_—”—_
1.2 4 I-' 1/ —17T
| I." 15T
0.6 | / 127
He | 10T
0 X |
T | —08T
06 ."I | 05T
—03T
/ f :
1.2 1 // jll
— H (A/m)
1.8 4 L L L ;
-150 -100 =50 0 50 100 150

Figure 2.7: Hiszterézis hurok [17]

Habar a jelenség nem linedaris, minden pontban beszélhetiink permeabilitasrél
uw(H)SH = 0B

alapjan. Mivel a magneses domének hatara joval konnyebben mozgathatd, mint
az elemi spinek, ezért jéval nagyobb maéagneses permeabilitast kapunk, mint a dia-
illetve paramdgneses anyagoknal, akar /o ~ 10° is lehet, de 10-10* tipikus értékek
(a fenti dbrén tipikusan 10%). A gyors véltozds addig tart, amig a teljes anyag egy
magneses domén, ekkor a p értéke lecsokken a paramagneses anyagok szintjére,
azaz tObb nagysdgrendet esik. Ez a mégneses telitodés (szaturaci). Mégneses
szaturacional a magneses indukcié értéke a legjobb vasotvozeteknél ~ 2 T.
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Ha kikapcsoljuk a kiils6 mégneses teret, miutan szaturaltuk az anyagot, akkor
kapunk egy remanens magnesezettséget, azaz egy megmaraddé magneses dipol-
strtiséget.

Idofiiggés esetén is igazak maradnak a fent targyalt effektusok. Ugyanakkor itt fi-
gyelembe vehetjiik azt, hogy az idofiiggés akkor jatszik fontos szerepet, ha elég gyorsak
a terek idébeli véltozdsai, kiilonben végig staciondrius esetet tekinthetiink (azaz teljesen
elhanyagolhatjuk az id6éderivaltakat). Ez a legtobb esetben azt jelenti, hogy az id6fiiggés
joval gyorsabb anndl, hogy az anyag bels6 szerkezete (pl. magneses domének) jelentGsen
atrendezodhessenek. Ezért, ha az idofiiggés fontos, akkor a linearis kozelités jo lesz mind
az elektromos, mind a mégneses terek esetén.

2.7.4 Hatarfeltételek

Vektorpotencial a legaltalanosabb esetben is mindig bevezethet6: B = rot A. Ekkor
adott H(B) vagy M (B) reldcié esetén igy a

rot(H (rot A)) = J, vagy — AA = —pg[J +rot M(rot A)] (2.163)

egyenleteket kell megoldanunk.

Ezek igen bonyolultak lehetnek, igy a kovetkezékben mindig részlegesen homogén
anyagokat tekintiink, ahol az anyagi jellemzdék hirtelen valtoznak meg. A hataron a
div B = 0 és rot H = J elektrodinamikai analégidjara

B, és H; folytonos, (2.164)

ha nincs kiviilrél adott feliileti aramstiriiség.
Ez nem jelenti persze azt, hogy a két anyag hataran nincs feliileti aramstirtiség.

Valéban, ha a feliilet z irdnyt, akkor M = M0(z) + M2O(—2), ezért
deﬂ' = Eijkaij = éz X (Ml — MQ)(S(Z) (2165)

Ez a 6(z) miatt a feliileten folyé dramnak felel meg.

Ha az anyag linedris, akkor B = puH Osszefiiggés alkalmazhaté. Hasonld kozelités
alkalmazhaté akkor is, ha az anyag nem linearis ugyan, de nem til nagy valtozasokat tek-
intiink. Ha példaul az anyaghban maradandé M, magnesezettség van, akkor kis magneses
terek esetén felirhaté B = pH + poM,. A két esetet Gsszevonva Coulomb mértékben
(div A = 0) kapjuk

1
ANA = —pd — porot My, A és —rot A folytonos a hatdron. (2.166)
W
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2.7.5 Magneses skalarpotencial

Ha J = 0, akkor rot H = 0 miatt 1étezik (magneses) skaldarpotencidl,
rot H=0 = H = —grad®y (2.167)

Ha J = 0 csak egy véges térrészre vonatkozik, akkor ott ugyan bevezethetd a magneses
skalarpotencial, azonban nem feltétleniil egyértékii fiiggvényként. Ugyanis az Ampere
torvény alapjan

jfdsH:—écpM:/de = 5@M:—/de:—1, (2.168)

azaz @ p-nek ugrasa van. Végtelen vezetd esetén példaul @), = —I¢/(27), innen gradiens
képzéssel adédik a mar latott (2.72) képlet.
Felhasznélva, hogy B = uo(H + M) kapjuk

0=divB = podiv(H+ M) = Ady =div M, (2.169)

A részlegesen homogén anyagrészek hatdrdndl figyelembe kell venniink, hogy B, folytonos,
azaz (H, + My)n = (Hy + Ms)n, és Hn = —0®,,/0n. Osszefoglalva tehat ekkor a
megoldando egyenlet

0Py,

APy = div My, Dy s — o +nM, folytonos a hataron. (2.170)
n
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Chapter 3

e s o

Az elektromagneses tér energiaja

3.1 Toltésrendszer energiaja

Toltésrendszer energiajan azt a munkat értjiik amellyel a rendszert fel tudjuk épiteni
végtelen tévol elhelyezked6 toltésekbol kiindulva. Ehhez a végtelen tavoli toltések x
helyre valé juttatasanak munkgjat kell kiszamolni.

Elektromos mez6ben mozgd toltésre hatd er6 F = gE. Ha fel akarunk épiteni egy
toltésrendszert, ez ellen az erd ellen kell dolgoznunk, vagyis —F erot kell kifejtentink. dx
elmozdulas esetén az altalunk végzett munka:

dW = —Fdx = —qEdx = Wy x, = —q/ds E(s) = ¢(®(x2) — P(x1)). (3.1)

X1

(2.31) képlet alapjan az x; — X3 mozgasnal végzett munka fiiggetlen a palyatél. Ha
Xx; = 00, és P(c0) = 0 (ez véges toltésrendszernél mindig megtehetd), akkor W, =
qP(x).

Ha mar elhelyeztiink totéseket, és egy tjabb dq toltést akarunk a végtelenbdl xg-ba
hozni, akkor a potencidl, amit le kell gyozniink, az a mar bent levé toltések hatasabol
kovetkezik. A dq toltés behozatala utan tehat a toltésrendszer energidjanak megval-

tozasa:
W = 0gP(xo), (3.2)

ahol @ a korabban betett toltések tere. Tehat n toltés egyesével torténo behozatalakor
végzett Osszes munka, azaz a rendszer energidja:

- 1 1 & gy 1
W = i —_— = I __— 3.3
Zq — 47r€ \xz —X; \ 2 Wyt Are |x; — X (3.3)

Itt ki kell hagyni az ¢ = j esetet, mert ekkor végtelent kapnank.
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Folytonos esetre is atfogalmazhatdk a fenti gondolatok. Ha egy do toltéseloszlassal
modositjuk a mar meglevo toltésrendszeriinket, akkor

oW = /d3X59(X)<I>(X) (3.4)

munkat kellett végezniink a rendszeren. Ezt atalakithatjuk a Maxwell egyenletek segit-
ségével (alternativ levezetést . a Fiiggelékben 15). Kihasznalhatjuk, hogy a toltésstirtiség
az elektromos eltolas forrasa:

div D = p, div(D+dD)=90+do0 = do=diviD. (3.5)
Ezt visszairva, és felhasznalva, hogy ®(cc0) = 0:

oW = /d3x div(6D)® = —/d3X5Dgrad<I> = /d3x5D E. (3.6)

Amennyiben a konstiticios relacié linearis, azaz D = e E, akkor a fenti alak felintegral-
haté:

1 1
W = 5/df“x EcE = §/d3x DE (3.7)
Ez az elektrosztatikus energia kifejezése a térerosségekkel kifejezve. Eszrevehetjiik, hogy
az energia egy lokélis mennyiség térintegrdljaként &ll el6, W = [d’xw(x). Emiatt
beszélhetiink az energia stirtiségérdl, amelynek kifejezése
1 1
w = éEsE = §DE. (3.8)

Ezek a képletek plauzibilisek és magatol értetodonek tiinnek azonban van tébb prob-
léma is, amelyet felvetnek.

3.1.1 Sajatenergia

Latszolag (3.3) kifejezésbdl (3.7) kozvetleniil nyerhetd, mégis, mig az utébbi pozitiv ered-
ményt ad, az els6 lehet negativ is — példaul abban az egyszerii esetben, mikor két, egymas-
sal ellentétes ponttoltésiink van. Az ellentmondas feloldasara vegyiik észre, hogy az els6
esetben kizartuk az ¢ = j esetet, a folytonos leirdsban erre nem volt mod. Masrészt azon-
ban ha a diszkrét esetben egy darab ¢ nagysagu ponttoltésiink van, akkor annak energiaja
0, hiszen a végtelenbdl behozva nem kell semmilyen teret legyézniink. Ugyanakkor ha a
q toltést két darab ¢/2 toltésbél épitjiik fel, amelyet kiilon-kiilon hozunk be, akkor mér
végtelen energiat kell befektetniink a mésodik ¢/2 behozatalok, hiszen a potenciél az elsé
q/2 toltés helyén végtelen.

A diszkrét és folytonos megkozelités kiilonbsége tehat abban &ll, hogyan kezeljiik
egyetlen ponttoltés “felépitéséhez” sziikséges energiat: ezt szoktak sajatenergidanak nevezni.
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A folytonos esetben kis egységekbél épitjiik fel, ezért a ponttoltésre kiszdmitva a (3.7) in-
tegralt, végtelent kapunk, mig természetesen (3.3) nullat adna. Kérdés, ennek a sajaten-
ergidnak van-e jelentése. Ha valahogyan regularizaljuk az integralt (pl. hipotetikus
“elektronsugar” bevezetésével), akkor véges eredményt kapunk a sajdtenergiara. Ha pedig
kivonjuk a két ponttoltés (3.7) képlet alapjan szamolt teljes energiagjabdl a két kiilonalls
ponttoltés sajitenergidjat, akkor méar a (3.3) eredménnyel konzisztens végeredményt ka-
punk.

Felmeriilhet az otlet, hogy az elektron tomegét az elektromos terének sajatenergiaja
szolgaltatja az E = mc? képlet alapjan. Habdr ez az elképzelés nem miikodik tokéletesen
a klasszikus fizikdban, a kvantumtérelméletekben a sajatenergianak fontos szerepe lesz.

3.1.2 Toltésrendszer dielektrikumban

A fenti levezetés dielektrikum jelenlétében pontosan ugyantgy elmondhaté. Itt azon-
ban felmeriil egy kérdés, nevezetesen az, hogy D a szabad toltésekbol kovetkezik, nem
veszi figyelembe a polarizalt toltések jarulékat. A korabbihoz hasonlé gondolatmenettel
ugyanis azt is mondhattuk volna, hogy mikor kiviilrél behozok egy toltést, valéjaban az
anyagot is atpolarizaljuk, vagyis 0sszesen i+ = 0 + 0por t0ltést viszek a rendszerbe. Ez
azonban div E, vagyis ekkor a fenti gondolatmenet a szokdsos vakuum formulat adja.
Vajon melyik a helyes?
A kett6 gondolatmenet kozotti kiillonbség az anyag polarizacios jaruléka

/ d*x 50y ® = — / d*x div(6P)® = / d*x 0P grad ® = — / d*x PE. (3.9)

Kérdés, hogy ez az energia honnan szarmaszik.
Mikroszkopikusan linearis anyag képzelhetd négyzetes potencidllal kotott toltéshordozdk-

nak. Az er6 tehat linearis F' = —ax valamilyen anyagfiigg6 egyiitthatéval, vagyis egyen-
silyban
’E
gE=ax = p= = (3.10)
«

A toltések behozatalokor tehat belsé erék (“rugéer6k”) is ébrednek, amelyek munkét
végeznek:

— _pE. (3.11)

Ha a dipodlok eloszlasat folytonosnak vessziik, akkor a belsé energidban integralni kell, és
igy a belso energia és az elektromos tér energiaja dsszesen
1 1 1

W= /d?’xgoEE +3 /d3xPE =5 /d3xDE. (3.12)

A két gondolatmenet annyiban kiilonbozik tehat, hogy figyelembe vessziik-e a bels6
er6k munkdjat vagy sem. Amikor csak az expliciten behozott totléseket figyeljiik, akkor
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tulajdonképpen két hatast vesziink figyelembe: az atpolarizdcié mellett a belsé erdket is
az elektromos tér energiajahoz szamoljuk.

Ez a gondolatmenet jol mutatja, hogy az anyag jelenlétérol teljesen elfeledkezhetiink,
csakis effektiv dielektromos allanddval véve figyelembe, és konzisztens eredményt kapunk.
Ez a megfigyelés a renormalizacio gondolatkoréhez vezet, amikor a mikroszkopikus sz-
abadsagi fokokat ugy vessziik csak figyelembe, hogy a vakuum képleteket mddositott
egyiitthatokkal hasznaljuk.

3.1.3 Allandé toltések, valtozo dielektrikum

Ha 6sszehasonlitjuk az anyagbeli energia W képletét (amely tartalmazza a belsé energiét
is) a vdkuumbeli energia W, képletével, akkor a ketté ardnya W/Wy = ¢, > 1. Az
anyagbeli energia tehat nagyobb. Akkor miért “éri meg” energetikailag az anyagnak a
polarizécié létrehozasa, ha ezzel az energidjat noveli?

A kérdés megvialaszolasahoz azt kell figyelembe venniink, hogy a fenti képletekben
W és Wy kiszamitasandl ugyanazt az E térerOsséget hasznaltuk, azaz a rendszerben az
elektromos potencialt, azaz a fesziiltségeket rogzitettitk. Ha azoban anyag is jelen van,
és nincs kiilsé hatés, akkor a polarizaciéo az elektromos teret is megvaltoztatja. Nem
szamolhatunk tehat ugyanazzal az E-vel!

Szamoljuk héat ki azt az energiakiilonbséget, amely abbdl szarmazik, hogy a beho-
zott toltések ugyanazok, de a térerdsség megvaltozhat. Induljunk dielektrikum nélkiili
allapotbdl, ekkor legyen a térerésség Ey, az elektromos eltolds Dy = eqEy. A dielek-
trikum jelenlétében ezek megvaltoznak FE illetve D értékre.

A kiindulé képletben most csak a dielektrikum energiajat akarjuk szamolni, azaz le
kell vonni azt a potencidl jarulékot, amely a dielektrikum nélkiil lenne jelen:

SW = / P 50(x) (D(x) — Bo(x)). (3.13)

Most a fixalt toltéseloszlast kétféle modon irhatjuk, mivel p = div D = div D,. Hasznaljuk
a kovetkezd alakot:

W' = / d*x [® divéDy — ®¢diviD] = / d*x [E6Dy — ED). (3.14)

Linedris anyagban D = ¢ F, illetve D — ¢gE = P, ezért

1 1
W' = —/d3x5PE0 = W’:—g/d?’xPEo, Sw' = —§PE0. (3.15)

Ha tehdt az elektromos teret fixaljuk (azaz a fesziiltséget), akkor a dielektrikum
behelyezésével né az energia, ha a toltéseket fixaljuk (azaz zart rendszert vesziink), akkor
csokken. A kiilonbség abszolut értéke a dielektrikum nélkiili esethez képest mindkét
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esetben dw' = %PEO, csak az el6jel kiilonbozik. A kiilonb6z6 energiaképlet fizikai oka
az, hogy az elektromos térerdsség fixen tartasahoz egy fizikai rendszerben toltéseket kell
mozgatni, ez pedig munkavégzést jelent.

A fenti két gondolatmenet illeszkedik a termodinamikai leirdsba: definidlhatjuk zart
rendszerben (rogzitett toltések mellett) az energidt, infinitezimélis alakjaban

dE = —pdV + TdS — EqdP. (3.16)

Ha a potencialt rogzitem, akkor Legendre-transzformaciot kell végeznem. Ekkor egy
szabad energia jellegii mennyiséget kapunk

F=E+PE, = dF=—pdV +TdS+ PdE,. (3.17)

3.1.4 Toltéseloszlas kiils6 térben

Egy fix toltéseloszlast kiilso, lassan valtozd térbe helyezve az energia kifejezése:
1

Mivel AP = 0, az utolsé tagot kiegészithetjiik d;;7*-tel. Ekkor

1 = OFE;

3.2 Az energia mérlegegyenlete

Ha magneses tér is jelen van, akkor az energia kifejezése megvaltozik. Mivel a magneses
tér létrehozasakor az indukcio jelensége fontos, ezért nem hanyagolhatjuk el az idofiiggést.

Az idéfiiggést felhasznalva azonban az energia- és impulzusmegmaradds egy maés
szemléletét kapjuk. Ehhez nézziikk meg, hogy egy toltés mozgatasakor mekkora tel-
jesitményt kell leadnunk. A teljesitmény kifejezése altalaban Pp = vF', és ha az er6
elektromagneses kolcsonhatasbol szarmazik, akkor

Pr=v¢E+vxB)=quvE = PFPp= /d3x J(x)E(x). (3.20)
A tér felépitéséhez sziikséges teljesitmény ennek ellentettje. Ezért
P=—-Pr= —/d3xJ(x)E(x) = p=-EJ (3.21)

teljesitménysiirtiség definidlhaté. Ezt atirhatjuk a Maxwell-egyenletek segitségével

—EJ =E(—rotH +0,D) = E0,D — Erot H+ Hrot E — Hrot E =
=Fo,D+ Ho,B - Erot H+ Hrot E. (3.22)
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Az els6 két tag teljes idéderivalt alakjaban irhato
Eo,D + HO,B = Oyw, ow=FE)D+ HoB (3.23)

Linearis anyagokban:

1 € 1
= - (DE+ BH) = -E*+ —B>. 24
Az utolso két tag teljes divergencia, hiszen definidlva
S=ExH (3.25)

Poynting-vektort, annak divergencigja eléallitja a kivant tagokat:
div S = Glswk(Eij) = HkgijkaiEj — Ej{:‘jikain =HrotE — Erot H. (326)
Vagyis azt kapjuk, hogy
Ow +divS +JE = 0. (3.27)

A teljes térre integralva a divergencia nem ad jarulékot, azaz

o / dPxw = / &Px(-JE) = P, (3.28)

vagyis a w integralja az elektromdagneses tér energiajaként értelmezheto, w maga ezért
az energiasiriiség.

Emiatt (3.27) az energia megmaradasat fejezi ki mérlegegyenlet formdjaban. Ilyen
moédon a S Poynting-vektor is fizikai értelmet nyer, ez képviseli az energia-aramstriséget,
azaz Oyw + div S egyiitt az elektromédgneses tér energiajanak mérlegegyenletét adja. Az
utolsé tagot (JE) vagy forrasnak tekintjik, vagy az elektromdgneses térben mozgd
aramok teljesitménystiriiségének értelmezve az energia anyaghoz kotott részét képviseli.

3.3 Az impulzus mérlegegyenlete

Hasonlé médon jarhatunk el az impulzusvaltozasndl is: ha egy probatoltést helyeziink
elektromagneses térbe, akkor a ra haté er6 a Lorentz ero:

F = /d3x(gE +J x B). (3.29)
Az er6 az impulzusvaltozas forrdasa, ugyanolyan szerepet jatszik, mint a teljesitmény az
energianal. FEzért megprébalhatjuk kifejezni az elektromagneses tér impulzus mérlege-

gyenletét.
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Atalakitva a jobb oldalt

oE+JxB= EdivD — B x (rot H—0,D)=EdivD + B x 0;D — B xrot H =
= (BxD)-BxD+EdivD+ HdivB — B xrot H =
= —0(DxB)+ EdivD+ HdivB — B xrot H— D x rot E. (3.30)

Az elsO tag teljes idéderivalt, a masodik tag pedig teljes divergencia, hiszen linedris
anyagban

(E divD — D X rot E)l = EZ{?]DJ - €kiij€kgma[Em = Elaij - DJ&EJ + DjﬁjEZ =
1

és hasonld egyenletet kapunk a magneses szektorban is. Bevezetve

g:DxB:éS (3.32)
és 1
T = §(DE + BH)j;; — E;D; — H, B, (3.33)
mennyiségeket, azt kapjuk, hogy
0gi +0;T;; + (oE+J x B); = 0. (3.34)

Az egyenlet értelmezéséhez integraljuk ki a teljes térre a fenti kifejezést:

at/d?)xgi = —/d3x(gE +J x B).. (3.35)

A jobb oldal az anyagra haté er6 ellenereje, tehat a bal oldal nem mas, mint az elek-
tromagneses tér impulzusa, vagyis g az elektromégneses tér impulzussiriségének. A
divergencia faktor pedig, a mérlegegyenletek szokdsos értelmezése szerint, az impulzus
aramsurusége vagy Maxwell-féle fesziiltségtenzor.

3.3.1 Elektromagneses tér impulzusmomentuma

A forgatényomaték kifejezése a Lorentz-erobél:
M:/d3xx>< (0E +J x B). (3.36)

A forgatonyomaték egységnyi id6 alatti impulzusmomentum valtozast jelent, innen tehat
az elektromagneses tér impulzusmomentuma olvashaté majd le.
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Az el6bb lattuk (3.34) egyenletet, ebbdl
Or(x X g)i + €ijkx;0/ T + [x X (0E + J x B)], = 0. (3.37)
A ko6zéps6 tagban irhatjuk
0i(€iji;The) = €ionThe + €ij1x0¢The, (3.38)

de itt az elso tag nulla, mert €;0 a k <> ¢ cserére antiszimmetrikus, Ty, pedig szim-
metrikus. Vagyis a masodik tag teljes divergencia. Tehat

6t(X X g)Z + ag(f:‘ijka‘kag) + [X X (QE + J X B)]k =0. (339)
A korabbiak alapjdn xx g az elektromagneses tér impuzusmomentum stirisége, €12, T =

(x x T);; az impulzusmomentum i-dik komponensének dramstiriisége.

3.3.2 Teljes elektromagneses tér anyagban

Ha magnesesen polarizalhaté anyag is jelen van, akkor a teljesesitmény képletébol kell
kiindulni. Itt is megtehetjiik azt, hogy a tér forrasat, azaz az aramstrtiséget rogzitjiik,
és az anyagot valtoztatjuk. Vonjuk ki az anyag jelenlétében érvényes energiat az anyag
nélkiil érvényes energiabol. Mivel a forrdsok ugyanazok, azaz J = J, irhatjuk, hogy

W' = — / d*xJ(E — Ey)dt = / &Px(—JoE + JE)t. (3.40)

Beirva a J = rot H — 0, D kifejezést:

—J()E + JEO = —(I'Ot HO — 3tD0)E + (rotH — 8tD)E0 =
= —antD + EatDo — rot HoE + rot HE() (341)

Itt

rot HoE = €Z-jkEi8jH0k = —Ei]’k(ajEi>Hﬂk = 5jik(8jEi)H0k = —8tBkH0k. (342)

s t(—JoE + JE)) = —EyD + EéDy+ Hy0B — HéB, (3.43)
Linearis anyagban
W' = % / d*x(HyB — HBy + ED, — EyD). (3.44)
Kihasznélva, hogy B = po(H + M) és D = ¢ E + P, kapjuk
W = %/dgx (MB, — PE,). (3.45)
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A masodik tag ismerds, az elsé a magneses anyag jaruléka, amit szintén lattunk mar ko-
rabban a kiilsé térbe helyezett dipdl példajan. De ne felejtsiik el, hogy ha az dramhurkok
rogzitettek, akkor valtozo magneses tér fesziiltséget indukal, ami csokkenteni igyekszik az
aramokat. Vagyis kiviil is munkat kellett végezni az aramok fenntartdsa érdekében. Ezért
a magneses rendszer inkdbb a konstans potencidlban mozgatott dielektrikum példajaval
analog.

3.3.3 Balazs kisérlet

Hogy mi is az elektromégneses tér valédi impulzusa anyagban, arrdl nagy vitak voltak
és vannak. Ebben a részben a késébbi anyagbdl felhasznéljuk, hogy az anyagnak torés-
mutatdja van, amely az anyagbeli fénysebesség (cy) lassuldséat irja le n > 1 esetben, azaz
n = c¢/cg. Mivel 0,22 = eu, ezért n?> = g, ~ &,, mert a relativ permeabilitds fény
esetében praktikusan 1. Alapvetden két érvelés szokott elhangzani.

Minkowski impulzus Ez az érvelés az elektrodinamika fent levezetett képleteit tekinti
alapnak, és
g =D x B =¢,Dy x By =n’g,, (3.46)

azaz az impulzussiriség megnd. A fény azonban lassabban megy, azért a teljes im-
pulzus hossza lecsokken 1/n-szeresére. Eredményiil azt kapjuk, hogy a teljes impulzus
az anyagban megno, értéke

Pk = NPo. (3.47)

Ezt az érvelést foton-képpel is alatamaszthatjuk: w frekvenciaju foton energidja £ =
hw, impulzusa p = E/c. Mivel a kozegben ¢ lecsokken, ezért visszakapjuk a (3.47)
képletet.

Emellett a képlet mellett all az a kisérlet, amely szerint egy fényjel vonzza a folyadék
felszinét (pl. Ashkin, Dziedzic 1973, mostani publikdcié M.Mansuripur, Resonance 18,
Issue 2, 130 (2014) , https://arxiv.org/abs/1404.2526), mégpedig barmilyen iranybdl is
jojjon a fényjel.

Hasonlé, indirekt érv, hogy kozeghataron fénytorésnél az optikailag stirtibb kozegben
lecsokken a feliilet normélisaval bezart szog, mig egy kozonséges becsapodé test esetén ez
a szog megnone. Impulzussal a jelenség igy magyarazhato, hogy a fényjel impulzusanak
normalis komponense megnétt.

Abraham impulzus Lehet azonban masként is gondolkodni, erre mutatott ra Balazs
Néndor 1953-ban, mikor javasolt egy gondolatkisérletet, amely a korabbi Einstein gondo-
latkisérlet altalanositasa volt. Ebben egy atlatszé kisautora fényjelet bocsatunk, amely
athalad az autén, és megy tovabb. Nem tudjuk, mi torténik a jellel az anyagban, de
az biztos, hogy lassabban ér 4t az anyagon, mint az a fényjel, amely elkeriili a kisautot.
Azonban az auté-fényjel tomegkozéppontjanak sebessége nem valtozhat, emiatt a kisautd
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elérébb kell tolédjon akkor, ha a fény athalad rajta ahhoz képest, mint mikor elkeriili.
A kisaut6 impulzusa tehdt fényjel iranyu, vagyis a fényjel az anyagban kisebb impulzust
hordoz, mint vakuumban.

Ez a gondolatkisérlet, amelyet minden bizonnyal egy valodi kisérlet is megerositene,
azt sugallja, hogy a fény impulzus-siirtiségének szamolasakor nem szamit, ott van-e az
anyag vagy sem, az mindig

g=D x B=Dyx By = g,. (3.48)

Az eredeti megfogalmazasban tigy mondték, hogy g = S/c? mindig, ahol ¢ vdkuumbeli
fénysebesség. Anyagban a sebesség lassabb, a fényjel rovidebb, ezért

_ P
—.

A fenti eredményt szolgaltatja a fotontoémeg érvelés. Ekkor a fotonnak effektiv
tomeget tulajdonitunk £ = mc? alapjan. Az impulzus p = £/c = mc. Ha a tomeg
allandé, mikor belépiink az anyagba, akkor pi, = mcp = npg, mint fent.

Egy harmadik érv emellett a formula mellett, ha megnézziik, hogyan viselkedik az
anyag egy toltott részecskéje, mondjuk elektronja, ha elektromagneses sugarzas éri. Az
elektront az E gyorsitja, ha vezetoképességgel dolgozunk, akkor J = o FE adramot indit,
ha dt ideig gyorsul az elektron, akkor v = qdt E /m. sebességre tesz szert, azaz atlagosan
J = ¢*dt/(2me)E dramot kapunk, ami szintén o E alaki valamilyen egyiitthatéval. A
kialakul6 aramra B a Lorentz-erovel hat, azaz az erOstirtiség

fr=JdxB=0EXxB=08S, (3.50)

azaz az anyag elektronjait taszitja a fényjel, a kisautét megloki a fénysugéar.

Fény és anyaghullamok Melyik érvelés a helytall6? Errél a mai napig folyik a
vita, ki ezt, ki azt a megkozelitést tartja helyénvalénak. Amit latnunk kell, hogy a
két megkozelités nem ugyanarrol beszél, ezért nem csoda, ha mas eredményt kapunk. Az
Abraham-féle definicié analég azal az energidval, amely nem veszi figyelembe az anyag
belsé energidjat, csak a vakuumbeli energiasiirtiséget, mig a Minkowski megkdozelitésben
az elektromégneses hullam részének tekintjiik az anyagi polarizacié hullamat. Valéban,
a két impulzusstirtiség kiilonbsége

gy —9gsr=DxB - ExB=PxB (3.51)

a polarizdcié impulzusstiriisége, amit jeldlhetiink g,,,-val, és amely fizikailag mint anyaghul-
lam valdosul meg. Mivel

P =cxE = (5, — 1)eoE = (n* — 1)&F, (3.52)
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ezért

Gpol = P xB = (n2 - 1)gA7 (353)
azaz,
9 =9a+Gpa =ga+ (n° — gy (3.54)
Az impulzusra pedig azt kapjuk
1 n?—1
b, = ﬁpo + Do (3.55)

ahol a mésodik tag csak anyagban létezik.

A Balazs kisérlet ennek alapjan ugy magyarazhaté, hogy mikor a fény belép az
anyagba, a fényjel vakuum impulzusa lecstkken, azonban az anyagban egy anyaghul-
lamot indit el. Ha az anygahullamot a fénysugérhoz szamitjuk, akkor a fényjel teljes im-
pulzusa megno, igy a kisautét vonzani fogja. Ha azonban az anyaghullamot a kisautéhoz
szamitjuk, akkor a fényjel vakuum impulzusaval kell szamolnunk, ami lecsokken, azaz a
kisauté+anyaghullam impulzusa mar a fényjel iranyi. Mivel az anyaghulldm az anyag-
ban marad, ezért a Balazs kisérletben ez utébbi megkozelités ad helyes eredményt.
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Chapter 4

Elektrodinamika és
relativitaselmélet

4.1 Relativisztikus koordinatak

Hogy az elektrodinamika egyenleteit egyszertsitsiik, bevezethetiink 1j valtozokat. Ez az
atiras barhol megteheto, de valéjaban a vakuum egyenleteit érdemes igy kezelni. Az 1j
valtozék legyenek

e=./sF, b= \/%B, Jo = \/1%@, J = od, (4.1)
valamint P L 8 .
xo =ct o =5 Oy = Eé?t. (4.2)
Ezekkel a véltozokkal a Maxwell-egyenletekbdl eltiinnek a konstansok:
div e = jo, divb=0
rot e = —0gyb, rotb = j + Ope. (4.3)

Valéjaban a 2° = ct egyenlet azt jelenti, hogy az id6t azzal a tavolsaggal mérjiik, amit a
fény egységnyi id6 alatt megtesz. Amint a jeloklés is sugallja, 6sszefoglalhatjuk a szokasos
térbeli vektort és az id6, immar szintén méter dimenziéji méroszamat egy négy elemi
vektorba (négyesvektorba)

= (ct,x). (4.4)

Ezeket a négyespontokat eseménynek is nevezhetjiik. Az indexet feliilre tessziik a jelolés
kedvéért (ezt kontravaridns koordindtdknak fogjuk nevezni). Mindez 6nmagéban (egyel6re)
csupan egy jelolés, semmi transzformdciés tulajdonsagra nem utal, megtehetjiik ezt
példaul anyag esetében is.
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A négyesvektor szerinti parcialis derivalds értelmezése

10 0
O = <E§’ %> : (4.5)

a derivélds indexe (szintén jelolés) alul van, ezek a kovaridns vektorok. Az integralds

/ d'r = c / dtd*x. (4.6)

Az Einstein konvencié szerint most egy fels6 és egy alsé index egybeejtése jelent au-
tomatikus Osszegzést.

4.1.1 Skalarszorzat

Vektorok skalaris szorzatdahoz egy metrikus tenzort vezetiink be. A motivacié az, hogy
az elektrodinamikéban a hulldmegyenletben a [0 = A — 9?/c? differencidloperdtor jelenik
meg, ezt szeretnénk esztétikus moédon kezelni. A metrikus tenzor egy olyan maétrix,
amellyel a skalarszorzat megvalésithato:

a-b=ad'g,b". (4.7)
Az altalunk preferalt skalarszorzathoz
g = diag(l,—1,—1,—1). (4.8)
Ekkor
a-b=a"—ab = 0,0/=0}/"—-A=-0, =2 - x2 (4.9)

A g métrixra g% = 1, azaz inverze énmaga. Ha az automatikus indexosszeejtés a fels6 és
alsé komponensekre vonatkozik, akkor a skalar szorzat irhaté gy is, hogy

a-b=a,b", ahol a, = g,a". (4.10)

A vegyes (felsé-als6) indexes jelolésben tehdt a metrikus tenzor az egységmatrix. Szokés
a metrikus tenzor inverzét felsé indexekkel jelolni

" = (g7 = diag(1,—-1,-1,-1), a" = g"a,. (4.11)

Ez a skalarszorzat nem teljesen a szokasos: nem csak a nullvektor hossza nulla, hanem
minden r = ¢t pontra igaz ez, azaz a fénykip elemeire. Az origébdl fénysebességnél kisebb
atlagsebességgel elérhetd eseményeknél r = vt, azaz x? = (¢ —v?)t? > 0, ezek az iddszeri
események. Ha 22 < 0, akkor térszeril eseményekrdl beszéliink.

Célunk az, hogy kizardlag az igy definialt skalar szorzat segitségével irjuk fel az elek-
trodinamikat. Ehhez néhany definiciora sziikségiink lesz még.

o7



4.1.2 Maxwell-egyenletek

A térkoordinataknak megfelel6en az térbeli aramsiirtiség mellé a nulladik komponenst is
bevehetjiik, itt is (a térkoordindtdkhoz hasonléan) a kontravarians (fels6 indexes) vektort
definialjuk .
o (5a) — (5
J" = (jo,J) = (\/g_o,\//l_oJ)- (4.12)
Ez a négyes aramsiriség.
A jelolés els6 gyiimolesét a kontinuitasi egyenlet egyszertisodése hozza:

) 1 .
8“.7“ = 80j0 + 8“7’ = Eat\/% + &VMOJi = \/,U()(at@ + div J) = 0, (413)
0
azaz a kontinuitdsi egyenlet a négyesdivergencia eltiinését jelenti.
A skalér- és vektorpotencial sztatikus ponttoltés esetén a toltésbol és arambol ugyanolyan
moédon &ll el de az egyiket 1/eq, a mésikat py szorozza. Emiatt azonos dimenziéji men-
nyiségeket képezhetiink:

JEd = q  _ VHocq 1 A Vovq (4.14)
4m\/Eor Ay T Arr ’

Emiatt ezeket is kezelhetjiik egy vektor elemeinek: a négyespotencidl definicidja

W (e L
Al = (20, \/%A). (4.15)

Hogy a Maxwell-egyenleteket le tudjuk irni, bevezetjiik a térerdsségtenzort:
Fr =gl A" — 0" A*, Fr = —F"k, (4.16)
Ennek nem nulla komponensei

1

, . v 1
onzalAO—ﬁoAl:—@- 19 @——0 Al: g EZ'ZGZ'
Veod - - e Veo
1 | . . 1 1
§€iijkJ = igijk(akAj - aJAk> = \/ﬁﬁijkajAk = ﬁBl = bl (417)

Tehat ‘ )
FZO = €4, F7r = 5ijkbk- (418)

Vagyis a felso indexes térerdsségtenzor komponenseinek jelentése

0 —€1 —€9 —€3

p _ €1 0 —b3 b2
F o b O by (4.19)
€3 —bQ bl 0
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A Maxwell-egyenletek egy része a térerésségtenzor derivaltjaival van kapcsolatban:

O = O, F° = Die; = J°
O FM = 0o F" + 0,F7" = —dye; + e 0ibr, = T, (4.20)
vagyis Osszefoglalva
O F™ = TV (4.21)

A masik két Maxwell-egyenlet valéjaban azonossag: vezessiik be a dudlis térerésségten-
zort:

~ 1
Fr = 55“”@"}7@0, ahol %23 =1, (4.22)
és teljesen antiszimmetrikus, azaz minden indexpar cseréjére jelet valt. Emiatt e#¢7 =
—ee A hdrom dimenziés Levi-Civita szimbélummal valé kapcsolata %% = &,
Megjegyezziik, hogy most egy index hatulrdl elére hozdsa minusz eléjelet jelent: %123 =
—e1230 A dudlis kapcsolat
s = PO = Lo, ] be) = b éi =b
€ = = 55 ik = §5ikj(€ka 0) = b; = 6 =0
R - _ (4.23)
Eijiby = FI' = 3 (7™ Fp + e/ Fop) = —eijrer = by = —e;.
A dudlis térerdsségtenzor négyesderivaltja automatikusan nulla, hiszen:
- 1
0, F" = 55““""8“(3@A0 —0,A,) =0, (4.24)

ami egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix szorzata. Ezen egyenletek jelentése

s 1. . 1 '

0= auFMO = 587;57'0]ij]€ = Eai(—ﬁijk)(—{fjkgbg) =div b,

0= 8”}7””' = 80F0i -+ @-Fﬂ = —aobi - sijkﬁjek. (425)
Vagyis ez a két egyenlet a térerésségtenzor szintjén nem egyenlet, hanem azonossag. Vis-
szafelé gondolkodva pont ez a két egyenlet tette lehetové a skalar- illetve vektorpotencidl

bevezetését.
Osszefoglalva, a Maxwell-egyenletek a négyes jelolésben a kovetkezo alakot oOltik:

OF™ =J%,  9,F" =0, (4.26)

Innen még az is jo latszik, hogy forrasmentes esetben (J = 0) a Maxwell egyeneletek
szimmetridja a F <> F csere, ami fizikailag az e — —b és b — e cserét jelenti, vagyis
E — ¢B és B — E/c. Ezt hivjuk dualitdsi transzformdcionak, és forrdsmentes esetben
a Maxwell-egyenletek éndualisak.
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4.1.3 Energia- és impulzusmegmaradas

A Lorentz-erostriiség kifejezése
fi = 0E; + (J x B); = joei + cijrjibp = J°F° — J'FY = F'*' 7,
a teljesitménystiriiség

1 .1, - ,
JE = —J'—¢ = cJ'F° = cF"J, = cF"J,.
Vi /Eo :

Ezért természetes médon Gsszegytijthetjiik oket egy négyesvektorba
Fr= (IR, f)= P,
A Maxwell-egyenletek segitségével atirva
F* T, = F*o°F,, = 0°(F*" F,,) — F,,0°F".

Ez utébbi tagot atirva, és figyelembe véve F' antiszimmetrigjat

1

Fp0°F" = Fpd"0" A’ — Fp, 000" A = SF,, 0" (0°A” = 9" A%) =

1 1
== §FQV6MFQV — 8“ (ZFQVFQV) )

azaz teljes négyesdivergencia ez is. Innen
F*g,4+0,T"" =0,
ahol bevezettiik a

, 1
4

TH e Foo = Goo [He pvo

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

szimmetrikus métrixot. Ez az energia- és impulzus megmaradds négyes jelolésben: TH0
adja meg az energia, T" az impulzus i. komponensének négyesaramat. T"" neve emiatt

energia-impulzus tenzor.

A térertsségekkel kifejezve a korabban megismert formuldkat kapjuk vissza. Fel-

hasznalva, hogy
1 1

o I % 17 1
ZFQ F,y = 1 (FYFoi + FFy + FUFy;) = 5(b? —e?)=—DB*-—
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kapjuk

1 o1 1
T = S = ) = gy FUEY = S0 %) = 5B+ %Ez — w,
0

. o S 1
TV = —gp FYF* = FYF9 = eje;5by = (e x b); = ¢(D x B); = —(E x H),,

C

. 1 . . . . 1
TU = 551] (62 — 62) — FZOFJO + Flijk = 552‘]‘(62 + b2) — eiej — blb] =
1
= 504(ED + BH) — E.D; — Bill;, (4.35)

Tehit T az energiastiriiség, ¢TI a Poynting-vektor, %TOZ' az impulzus i. komponen-
sének stirtisége, és T7* az impulzus 7. komponensének aramstirisége, azaz a Maxwell-féle
fesziiltségtenzor.

4.2 A Maxwell-egyenletek szimmetriai

Ahogyan fent lattuk, a Maxwell-egyenletek négyes jelolésben megfogalmazhatéak voltak
kizarélag a négyes tér skalarszorzatat hasznalva. Emiatt, ha olyan transzformaciot
hasznalunk, amely minden négyes skalarszorzatot invariansan hagy, akkor maguk a Maxwell-
egyenletek is invariansak maradnak.

Példaként nézziik meg a centralis erGtérben mozgd tomegpont esetét. A Newton-
egyenletek

oir = —e,U'(r), r? =rr (4.36)

megadhatok kizardlag a térbeli skalarszorzat segitségével. Tekintsiink egy olyan transz-
formaciot, amelyik a skalarszorzatot invariansan hagyja, azaz

r' = Or, r'r' = rO"Or = rr. (4.37)
Tetszoleges vektor esetén ez akkor lesz igaz, ha
OTO =1 = OZ]{ZO]]{) = 51']' (438)

ortogonalis transzforméacio, amely fizikailag forgatast ir le. O-val beszorozva a fenti
mozgasegyenletet (mivel O felcserél az idéderivélttal) kapjuk:

oir' = —elU'(r), (4.39)

vagyis az elforgatott rendszerben a mozgasegyenletek alakja ugynaz marad. FEnnek
kovetkezménye, hogy egy megoldas elforgatottja is megoldas.

Visszatérve a Maxwell-egyenletekre, ha meg tudjuk taldlni azt a transzforméciot,
amely a négyes skalarszorzatot invaridansan hagyja, akkor a Maxwell-egyenletek alakja
ugyanaz marad, ha ezeket a transzformaciokat végrehajtjuk, azaz a transzformalt megolda-
sok is megoldasok lesznek. Ehhez azonban meg kell talalni az invarians transzformaciokat.
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4.2.1 Lorentz-transzformacio

Keressiik tehat a négyesvektorok olyan linearis transzformacioit
at =Aa”, Va* (4.40)
amelyre a négyes skalaris szorzat invarians marad:
Va, b d-V=a-b = Aagu\N b =d'b g, (4.41)
Ha ez minden a, b-re teljesiil, akkor
A A Gt = G (4.42)

Ezeket hivjuk Lorentz-transzformdcioknak. A pont azért kell, mert nem mindegy, hogy
melyik az els6 és melyik a masodik index. A fenti formula kovetkezménye, ha g,,-vel fel-
és lehtizzuk az indexeket:

AVAE =80 = AV = (AT, (4.43)

S

Matrixos alakban jeloljiik
Ag Ay Ay Ay

AR = , 4.44
O P PR (4.44)
Ag A A%y A
ekkor a Lorentz-transzformacié definialé alakja
gATgA = 1. (4.45)

Ha g helyett egységmatrix allna, akkor a fenti egyenlet pont az ortogonalis matrixokat
definidlnd, azaz a 4-dimenzids tér forgatasait kapnank. g idénként tartalmaz —1-eket,
emiatt modositottfrogatasokkal van dolgunk.

A fenti kifejezés det g = —1 miatt azt is allitja, hogy

detA>=1 = detA ==+l. (4.46)

Nézziik meg, hogyan transzformalddik a négyes derivalas, felhasznalva, hogy helyvek-
tor négyesvektor, igy ennek transzformdcidja ' = A*x”. Emiatt:

o' 0 _ 0 0 =0,(AY)", =AY0,. (4.47)

I or'* ox? O™

Azaz a derivalds dgy transzformélodik, mint egy négyesvektor (a megfelel§ indexeket
g-vel fel- és lehuzva).
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TV ()=AV(K)

RN

I O

Figure 4.1: A vektor az 1j helyen a régi helyen levo érték transzformaltja.

Hogy a Maxwell-egyenletek invarianciajat lassuk, meg kell érteniink, hogyan transz-
formalédnak a terek a Lorentz-transzformacié hatdsara. Ehhez ismét a forgatas példajat
vessziik el6. Forgataskor a mezok transzformacidja ugy értheté meg, hogy a transzfor-
malt mez6 a transzformalt helyen az eredeti mez6 elforgatottja, amelyet a régi helyen
kell venni, 1. Fig. 4.1 Fzzel altalanosan:

A(r)=AAz) = A(x)=AAN"2). (4.48)
A térerosségtenzor transzformécioja
F™ () = 9" A” (2)) — 9 A" (a') = A, A, PPV (). (4.49)
A dudlis térerdsség transzformaciéjahoz
P () = e F yo(a') = e NI AT Fyor(2). (4.50)
Felhasznalva, hogy A-GA%, = 07, kapjuk
FM(2') = A AtV O NSATNE NS Fyo () = £AL AN F(2), (4.51)

hiszen a fenti kifejezésben éppen A determinansat fedezhetjiik fel, amely +1 értékii.
Ezek utan nézzitk meg a Maxwell-egyenletek traszformaciéjat. Négyes jelolésben az
(4.21) egyenlet irja le az els6 két egyenletet. Felirva mindent a vesszés koordinatakkal:

OLF" (2') = MY O NN, P (z) = N, 0 F*Y (2) = A, T (x) = T (2).  (4.52)
Ezen feliil
O F" () = £N 0 AN NY, O () = 2N, 0, F*" (z) = 0. (4.53)

Tehat a Maxwell-egyenletek invaridnsak a Lorentz-transzformacioval szemben.
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4.2.2 Specialis Lorentz-transzformaciék

A Lorentz-transzforméaciéo métrixa 4 x 4-es valés matrix. Ennek eredetileg 16 egymastdl
fiiggetleniil megadhat6 komponense, paramétere van. A definidl6 egyenlete (4.42) 4 x 4-
es szimmetrikus matrixot nulla voltat koveteli meg, ami 10 megkotést jelent. A Lorentz
transzformaciok tehdat végiilis 6 fliggetlen paramétertol fliggnek.

Specialis eset: Afy =1, A% = A’y =0, és A, = Oj;, azaz

Ny = ((1)(0)) = ghlgh= ((I)OOT) ((l)g) = ((1)020> = ((1)(1)) (4.54)

Innen OTO = 1, azaz O ortogondlis métrix, azaz forgatast ir le. 3D-s forgatdsnak 3
paramétere van, ez a Lorentz-transzformaciék 6 paraméterébol 3.
Masik specidlis Lorentz transzformacio:

A?OA%OO
Al AL 00
0 010
0 001

AR = (4.55)

Elég a fels6 almatrixra koncentralni, erre (4.45) megkotés:

o= (A ) (ADAT) - (R ) (10)
_A.l A.l A.O A.l _A.OA.l + A.OA.l (Al) o (A1> 01/’

(4.56)
azaz
(AD)? = (Ay)?=1 = A} =coshy, Af=sinhy
(AL)? = (A)?=1 = Al =coshy, A =sinhj
AGAY —ALAL =0 =  tanhp=tanh = n=7. (4.57)
Emiatt ‘
s [ coshnsinhn
A= (sinhn coshn> ' (4.58)
Hogy ennek fizikai jelentését megtalaljuk, alkalmazzuk a helyvektorra:
2'% = coshnz® + sinhn 2!, 2’ = coshnz' + sinhn 2°. (4.59)

A vesszés rendszer origéjdnak egyenlete az eredeti rendszerben: z'' = 0, azaz
v

' =0=coshnz +sinhnet = x=—ctanhnt = tanhp=—-. (4.60)
c

Emiatt az n paraméter a mozgé vonatkoztatasi rendszerre vald attérésnél a mozgé rend-
szer sebességével van kapcsolatban — emiatt neve rapiditds. A fenti példa az x iranyban
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mozgo rendszerre vald attérést jelentette, hasonlé médon az y illetve z irdnyba vald at-
térést is meg lehet tenni: ez a Lorentz transzformaciok tjabb 3 paraméterét adjak. A
Lorentz transzforméacidk 6 paramétere tehat: 3 forgatds és 3 “boost”.

Mivel

b 1 1 - tanh n —v/c
coshn = = , sinhnp = = 7
V1 —tanh®n /1—0v?/c? V1 —tanh?n /1—02/c?
(4.61)
a Lorentz-transzformécié matrixa:
1 1 —=
AN = —— v ¢ |. (4.62)
' V=02 \ —= 1
Szokésos jelolés
1 v
=coshn = ——, = —, 4.63
Nézziik meg kiilonboz6 négyesvektorok transzformaciojat: a helyvektor esetén
t— 2 — vt
= (ct,x) = t'= L/C, o= (4.64)
1 —v?/c? 1 —v2/c?
Az dramsiiriség esetén
0—vJ/c? , J —vo
J" = /o(co, J = =———0 J = —. 4.65
pol ) V1—v?/c? V1—v?/c? (4.65)
A négyespotencialok esetén
1 1 d—vA A—vd/c?
wo Ldo s o go tzvd A (4.66)

Veo ¢ V1—v2/c? 1—v2/c?
A térerdsségtenzor kiilonb6zo komponenseinek transzformacioja:
FrOt — AF)#,A.IV,F”I”/ = A?OA.IIFO1 + AF)IA}OFIO = (cosh2 n— sinh? 77)F01 = F%
F’Oi|l.>1 = AF)M,AfV,F“/”/ = A?M,F’” = coshnF" + sinh n F'"*
F’li|l.>1 = A_lu,A_iV,F”/”/ = A}M,F“,i = sinhnF% + coshnF'"
F™® = A2 N3, PP = P, (4.67)

Az elektromagneses térrel megfogalmazva

r /I [
Br=5, 5= \/1—1}2/02’ by = V1—0v%/c?
B Es/c? By —vEy/c?
Bl =B, p,rvB/c g Bizvkc (4.68)



4.2.3 Tomegpont relativisztikus dinamikaja

Einstein arra mutatott ra, hogy ha egy tomegpont kolecsonhat az elektromagneses térrel,
akkor ott is a Lorentz-transzformaciokat kell hasznéalni a mozgd vonatkoztatasi rendszerre
valé attérésnél. A mozgasegyenleteknek relativisztikusan kovariansnak kell lenniiik.

El6szor azt allapitsuk meg, hogy egy részecske palyaja mentén milyen invariansok il-
letve négyesvektorok definidlhatok, hiszen ezek hasznalhatok egy kovarians mozgasegyen-
let felirasdhoz. A pélya a négyes térben v#(s) = (ct(s),x(s)) alaki, ahol s a paraméter.
A pélya ivhossza, illetve az ebbdl definidlt sajatidd

CT—/dS d d% (4.69)

egy skalarszorzatot tartalmaz, vagyis relativisztikusan invarians. Az idével paraméterezve
a palyat v#(t) = (ct,x(t)), azaz

T—/dt 1—— = ~vdr =dt. (4.70)

Kovarians mennyiség a négyessebesség — szokasosan normalni szoktak c-vel

1 d~* v
B = — z I
ut = - —fy(l,c) =  u'uy, =1 (4.71)

Az impulzus p = mgv, ahol most mgy-lal jeloljiik a részecske tomegét. Ennek rela-
tivisztikusan invaridns négyesvektor megfelelGje tehat:

P* = mgcu*. (4.72)

Ez szintén négyesvektor, a nulladik komponensének jelentését a v < ¢ limeszbdl lehet
leolvasni:

1 2 &
P = e _ 2 moc® + oY + ... = P'=2 E = moyc® = mc?,
V1=v?/c2 ¢ 2 ¢
(4.73)
ahol & a részecske energidja, és a relativisztikus, sebességfiiggé tomegnek
m=——0 (4.74)
V1—v?/c?
mennyiséget definidltuk. Az energia és impulzus négyesvektort képez tehat
w_ 2 22_5_2_2 2,22 2 4
Pt = (—=,p) = (mc,mv), PP=mye" = — —p° = E =pc+mye. (4.75)
c c
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A mozgésegyenlet tiszta elektromos térben az volt, hogy 0;p = ¢E. Ennek rel-
ativisztikus kiterjesztéséhez vegyiik figyelembe, hogy (/2oE; = F™ = Fuy/v, és a
0y = 0;/v. Ha toltést atskdlazzuk q = ¢/ep médon, akkor a relativisztikus kiterjesztés

%(mocu“) = qF" u,. (4.76)

A térszerll indexekre

0 U; By, v
Ee (m007 ) = qF" “uu = gFuy + qF]u] =qFE;y + \/6_( 8”k\/_)( -
= vq (E; + €ijxv; By.) , (4.77)
atrendezve
O (mv) = q(E +v x B). (4.78)

Vagyis a jobb oldalon megkapjuk a Lorentz erét, mint a Coulomb-er6 relativisztikus
kiterjesztését. A bal oldalon az egyetlen modosulas, hogy a tomeg sebességfiiges lett,
mo — m. Ez azt jelenti, hogy a toltott részecske tomege v — ¢ esetén egyre nagyobb
lesz, igy egyre nehezebb a sebességét novelni. Dinamikailag tehdt a fénysebesség nem
léphet6 at.

Az idGszert indexre

ome
or

= gF%y,; = —qu(—’y%) = %/(]E’U = 0y(mc?) = 9,€ = qEw, (4.79)

ami az energia valtozasat irja le.

4.3 A Maxwell-egyenletek Lagrange-fiiggvénye

A mozgasegyenletek gyakran szarmaztathatok Lagrange-fliggvénybol. Ebben a fejezetben
azt vizsgaljuk meg, milyen Lagrange-fiiggvény képes a Maxwell-egyenleteket rekonstrualni.

A probléma kissé atfogalmazva igy szél: keressiik azt az L fliggvényt (Lagrange-
stirtiség), amely az elektrodinamikai mez6k fiiggvénye, amelyb6l szarmazdé

S = / d'zL (4.80)

hatasfiiggvény a Maxwell-egyenletek megolddsa mentén extremalis.

Az elektrodinamika egyik furcsa tulajdonsaga, hogy L-et nem lehet felirni mint a
térerdsségek fiiggvényét: a Lagrange-fliggvényt a potencidlok fiiggvényeként fogjuk felirni
L(A*, 9, A") alakban. Ez azt sugallja, hogy a potencidlok jatszzak a dont6 szerepet az
elektrodinamika elméletében, annak ellenére, hogy kozvetleniil nem megfigyelhetok.
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Miel6tt a formulakba belemennénk, gondoljuk végig egy komponensre, milyen mozgas-
egyenletek kovetkeznek a hatds extremalizalasanak feltételébdl. Legyen ez a komponens
®: ekkor S[®] extrémuma azt jelenti, hogy

S[® + d®] = S[®] + O(dd?), (4.81)

ahol d® tetszoleges infinitezimalis korrekcié a konfiguraciok terében. A hatds alakjat
felhasznélva

S[® + dP] = /d4x£(<1>(a:) + d®(z),0,®(z) + 0,dP(z)) =

_ S[®] + / di [ ag(ﬁx)dtﬁ(x) + %@dm»] +OWAD?).  (4.82)

Parcidlis integralast elvégezve, feltéve, hogy d® a hatdron 0 kapjuk az extrémum feltételeként:

oL oL
d* — 0 d®(z). 4.83
[ = 5ot ~ ey 5
Mivel ez minden variaciora fenn kell alljon, innen kapjuk az Euler-Lagrange egyenleteket:
oL oL
0 (4.84)

"0(0,%(x)) ~ 0%(x)
Most mar be tudjuk bizonyitani azt az allitast, hogy az elektrodinamika Lagrange-
fiiggvénye
1
L= _ZFWFW - J, A" (4.85)

Az Euler-Lagrange egyenletekhez el6szor szamitsuk ki

OF, 0 - e e
3(89,40) - a(aQAg) (aHAV al’AN) = 5N5V 5,/(5“‘ (486)

Emiatt ,
10F,, F* B 1 i OF,,

40(0,4,) 20 0(8,A,)

a térerOsségtenzor antiszimmetriaja miatt. Most fel tudjuk irni az Euler-Lagrange egyen-

letet: or or
0 = 4.88
H 8(8,H4,,) 0A,’ ( )

azaz, a negativ el6jeleket kiejtve kapjuk:

= F° (4.87)

O " = g7, (4.89)
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amely valoban a Maxwell-egyenleteket jelenti.
A négyespotenciallal kifejezve

- iF,WFW = —i(aMAy — 0,A,) (0" AV — ¥ AP = %@A,,@”A“ - %@Aﬁ“A”. (4.90)

Az els6 tagban parcialis integralas végezhetiink, feltéve, hogy A a végtelenben eltiinik:
/d"‘x@MA,,@”A“ = - /d‘le,,@”@N.A” = /d‘lx@”Ay@MAM. (4.91)
Ekkor . .
S = /d4m [—53#.,4,,8“./4” + 5(8#./4“)2 — J“A#} . (4.92)
Ha megkoveteljiik a négyespotencialtél, hogy
0, A" =0, (4.93)

akkor a masodik tag nem ad jarulékot. Ez a feltétel azt jelenti, hogy

1 1 1
0

1
— | 509 +divA | =0, (4.94)
VI v Ho (02 )

azaz ez a Lorenz-mérték kifejezése.
Ha a fizikai terekkel akarjuk kifejezni, az els6 tagot mér kiszdmoltuk (4.34) képletben,
ugyhogy felirhaté

€0 142 L
=—F — —B"—opdb+JA. 4.
L 5 o o® + (4.95)
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Chapter 5

A Maxwell egyenletek megoldasa

A Maxwell-egyenletek linearis parcialis differencidlegyenletek. Az egyenletek mellett a
hatarfeltételeket is meg kell adnunk ahhoz, hogy a matematikai probléma jol definidlhato
legyen. A hatarfeltétel a megoldéds (Dirichlet-hatérfeltétel) vagy annak derivaltjanak
(Neumann-hatérfeltétel) rogzitése a hatédron. Dirichlet hatarfeltétellel talalkozunk egy
fémfeliilet esetén, ahol a hatdaron a potencialt tudjuk rogziteni, Neumann hatarfeltételeket
pedig adott feliileti toltéssiirtiség esetén kapunk (itt noE = o/gp). Mi leginkdbb a
Dirichlet hatarfeltétellel fogunk foglalkozni, de a Neumann eset hasonléan kezelhetd.
Altaldban egy lineéris differencidlegyenlet esetén (z = (¢,x))

K, V)B(r) = —o(z),  Blyeyy = @ (5.1)
(ahol o(z) a forrastag) mindig felirhatjuk a megoldast mint
CD<$) = q)hom(x) + cbinh($>7 (52)

ahol
K(x,V)Pinn(z) = 0, K(x,V)®;un(z) =0, (5.3)

de a ®;,, nem kell tudja a hatarfeltételeket, ugyanakkor ®y,,, tetszoleges hatarfeltételek
esetére megadhatd. Az inhomogén részhez pedig elég megtalalni a megoldast egy pont-

forrés esetére
K(z,V)G(z,2") = —0(z — 2'), (5.4)

hiszen innen

D () = /dx’G(:p,x’)Q(x'), (5.5)

hiszen

K(z,V)®sn(z) = /dx'lC(x,V)G(x,x')g(x') =— /dx'é(x —2o(z") = —o(z). (5.6)
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A G(z,2') a probléma Green-figgvénye. Ahogy latjuk, elég egy Green-fiiggvényt ismerni,
hiszen a hatarfeltételektrol majd a homogén rész megoldasa gondoskodik.

Elektrodinamikéban a X =0 = A — Ciz@f, ahol a fénysebesség esetleg lehet hely- és
frekvenciafiiggé is. A megoldandé egyenletek tehat

OPpom(z) =0, OG(z,2') = —0(x — 2'). (5.7)
Sztatikus esetben
A Dpom(x) =0, AG(z,2") = —0(x — o). (5.8)

A kovetkezokben el6szor a homogén rész megoldasaval foglalkozunk a sztatikus és nem-
sztatikus esetekben, majd az inhomogén rész megoldasa kovetkezik.

5.1 A Laplace-egyenlet megoldasairél

Sztatikus esetben, mikor a hatarfeltételek és a megoldéasok is idofiiggetlenek, az idéderivalt
nulla jarulékot ad. Ekkor a homogén esetre kapjuk (elhagyva a “hom” indexet):

AP=0 P, vagy 0,P|,, = adott, (5.9)

ahol 0, = nV normélis irdnyu derivalt. A hatarolé feliilet lehet nem &sszefiiggd (azaz
tobb feliilet), és lehet a végtelenben is.
A Laplace egyenlet esetén be tudjuk bizonyitani, hogy a megoldas egyértelmi.

5.1. Tétel Legyen AP, = APy = 0, ugyanazokkal a hatdrfeltételekkel. Ekkor &1 — o =
konstans.

Proof. Legyen K = ®; — @y, erre igaz, hogy AK = 0, és a hataron K = 0 vagy
ngrad K = 0. Alkalmazzuk a Gauss-tételt (13.22) a K grad K vektormezére:

/d3x div(K grad K) = /d?’x[(grad K)* + KAK} = /d3x(grad K)* =
% 1% %
= %degradK = 0. (5.10)
S
Mivel a teljes térre integralva egy pozitiv fiiggvényt 0-t kapunk, ezért a fiiggvény maga

nulla kell legyen: grad K = 0, azaz K = konstans. [

Ez a tétel arra is ramutat, hogy vagy ® vagy 0,®-t megadva pontonként egyértelmi
megoldashoz jutunk. Ha valahol mindkett6t magadnank, az tulhatarozott egyenlethez
vezetne.
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Most képzeljiik el, hogy a hatarfeltételeket csak egy kis feliileten valtoztatjuk meg;
hogyan valtozik ekkor a teljes megoldas? A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a megoldas
a hatarfeltételektol linedrisan fiigg. Ehhez specidlisan megvélasztott Green-fiiggvényeket
fogunk tekinteni, és nézziik a kévetlezé kombinaciot:

/ d*x' [G(x', %) N ®(X) — ®(X) A G(X, x)] . (5.11)
v
Ez egyrészt ®(x), felhasznalva a (5.8) egyenleteket. Mdsrészt a fenti kifejezés
/ X'V, [G(X,X) Ve ®(x) — (X)) Vo G(X,x)], (5.12)
v

mert a vegyes tagok kiesnek. Kz viszont feliilfeti integralld alakithato a Gauss-tétel
segitségével. Végiilis arra jutunk, hogy

d(x) = /avdf/ [G(xX', x)V®(x') — &(x' )V G(X,x)]. (5.13)

Altaldnos hatarfeltételek esetén bizonyos pontokban Dirichlet, méshol Neumann hatér-
feltételeket adunk meg
P(x' € 0Vp) = U(X'), 0, ®(x' € IVy) =V (X), (5.14)

Ekkor a fenti képletben szereplé Green-fiiggvény hatérfeltételeit valasszuk meg tgy, hogy

G(X, S aVD,X) =0, 8nG(x’ S aVN,X) =0, (515)
ekkor a megoldds’
d(x) = — /dA/CI)(X/)an/G(X,,X) + /dA'G(X’,X)an/CD(X'). (5.16)
8VD aVN

Ez a képlet azt mutatja, hogy a potencidl a hataron felvett értékektdl linearisan fiigg.

5.1.1 Kapacitas

A fenti egyenlet alkalmazasa, mikor olyan rendszert tekintiink, amely kiilonall S; feliiletek-
bél all, amelyek mind ekvipotencialisok, azaz rajtuk a potencidl értéke V; egy-egy feliileten
allandé. Fizikailag ilyen rendszerek fémfeliileteke lehetnek. A fémek belsejében ugyanis

IEgyetlen probléma a tisztdn Neumann hatérfeltételekkel van. 9,G = 0 nem régzithetd a hatéron,
mert ekkor [dVAG = [dfVG = [dAd,G = 0 lenne, nem pedig 1, ami a Dirac-delta kifejezésbdl
kovetkezne. Ilyenkor érdemes a 9,,G = 1/]|0V | alakot valasztani, azaz konstans, és a feliilet nagysagaval
forditva aranyos értéket.
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a konnyen elmozdulé toltések addig mozognak, amig a potencialnak gradiense van, mig
végiil a potencidlnak fém iranyu gradiense nem marad. Ekkor a potencial allandé a fém
feliiletén.

A (5.16) képletet alapjan felirhatjuk, hogy a tér tetszéleges x pontban eléall, mint
a feliileteken érvényes potencidlok linedarkombinacidja. Az S; feliiletekre elvégezve az
integralt kapjuk

e(y) = fiy)V;: (5.17)
j=1
Most megkérdezhetjiik, az egyes fémfeliileteken mekkora 6ssztoltés halmozddott fel. Mivel
a feliileti toltésstirliség o = o b, = —¢00,P, a fémeken levo teljes toltés aranyos a V;
potencidlokkal
=> CyVi. (5.18)
j=1

Az egyiitthaté a kapacitds, altalaban egy matrix. A rendszer energidja, felhasznélva,
hogy a feliiletek ekvipotencialisak:

W = %/dsxg Zvjfdf oi(x ZVQZ — Zn: Ci;ViVi.  (5.19)

i,j:l

Termodinamikai megfontolasok alapjan a kapacitasmatrix szimmetrikus kell legyen.
Egyszerti esetekben a potencidlok alapjan meg lehet mondani a t6ltés nagysagat,
ekkor a kapacitas konnyen leolvashato. Pl.

e gomb kapacitdsa: @) toltésii R sugari gomb tere megegyezik egy origéba helyezett
ponttoltés terével:
dmeR V

e sikkondenzator kapacitasa: két A feliiletii siklap d tavolsagra, egyike o, masika —o
toltéssiirtiséggel. A koztiik levé teret konstanssal kozelitve E' = o/c. Emiatt

QA@
Vo od

= 4reR. (5.20)

Q=0A, V=odle = C== (5.21)

5.2 Laplace-egyenlet kiilonb6zo6 koordinatarendszerek-
ben

Mig vannak a (5.8) egyenletnek ad hoc megoldasi médszerei, mint példaul a specidlis
geometridkra alkalmazhaté tiikortoltések modszere (1. 15.1 fejezet), vagy a 2D poten-
cidlproblémdkra alkalmazhat6é komplex fliggvénytani megkozelités (1. 15.2 fejezet), itt
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most egy altaldnos megkozelitést néziink, amely elvben minden feliileten megadott hatar-
feltételek kezelésére alkalmas. Hogy az altalanos esetet megértsiik, oldjuk meg a Laplace
egyenletet egy téglatest belsejében.

5.2.1 Laplace-egyenlet megoldasa téglatesten felvett hatarfeltételekkel

Hogy egy példat lassunk a Laplace-egyenlet megoldésara, vegyiink egy a, b ill. ¢ él-
hosszisagu téglatestet, és a feliileteken réjuk ki a ®(x €feliilet) = V' (x) Dirichlet hatar-
feltételeket. Milyen lesz a potencial a téglatest belsejében?

A megoldast hat potencial 6sszegeként adjuk meg, mindegyikre igaz, hogy 6t lapon
nulla, a hatodikon az ott érvényes V értékét veszi fel. Ezek koziil itt egyet frunk fel,
amely a felsé lapon nem nulla: ®(x,y,z = ¢) = V(z,y), a tébbi lapon nulla: ®(x =
0,a) =Py =0,b) =P(z2=0)=0.

A feladathoz a Descartes koordinatak illeszkednek jol. Mivel a z = ¢ sik kitiintetett,
érdemes a z koordinatat kiilon kezelni. Nevezziik el a z = c-sikkal parhuzamos illetve
arra merdleges Laplace operator részleteket mint

A=AN+AL, N =8+0, AL =0 (5.22)
A megoldast probéaljuk ®(z,y, z) = @ (z,y)®P.(z) alakban keresni:

AYRA n AP,

0. 5.23
o) 3. (5.23)

AD = CI)ZA”(I)” + (I)”AZ(I)z =0 =

Az els6 tag csak x, y-tdl, a masodik csak z-t0l fiigg, az Osszegiik ugy lehet csak nulla, ha
mindketté konstans

d*®,
dz?
Itt érdemes a meréleges (z-irdnyt) taghoz tartozd konstants pozitivnak vélasztani. Ekkor
a harmadik egyenlet megoldasa

NP = =N, = ND,. (5.24)

®,(2) = Cysinh(Az) 4+ Cy cosh(Az). (5.25)

tetszoleges egytitthatéval. A megoldas két intetgracids konstanst tartalmaz, 1évén egy
masodrendii differencialegyenlet megoldésa.

Az elsé egyenlet megolddsét keressiik ismét @ (z,y) = $,(x)P,(y) alakban. A fenti
gondolatmenettel

2,

dx?

2 dQCI)y 2 2 2 2
—a P, e =0 (I)y, o+ % =\ (526)

Ezen egyenletek megoldasai a harmonikus fiiggvények

¢, (r) = Ay sin(ax) + Ay cos(ax), P, (y) = By sin(By) + By cos(By). (5.27)
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Itt ismét két-két integracios konstanst talalunk. A teljes megoldés tehat

O(x,y,2) = Z[ D1 opsin(ax) sin(By) sinh(Az) + Do o4 sin(ax) sin(By) cosh(Az) +
o,
Dj o5 sin(ax) cos(By) sinh(Az) + Dy o4 sin(ax) cos(By) cosh(Az) +
D5 o5 cos(ax) sin(By) sinh(Az) + Dg op cos(ax) sin(By) cosh(Az) +
D7 o5 cos(ax) cos(By) sinh(Az) + Dg o5 cos(az) cos(By) cosh(Az)].
(5.28)

Itt Osszesen nyolc integracids konstansunk van, és barmely a és [ érték szerepelhet a
kifejezésben, ha \? = a2 + 3.

Most kell a hatérfeltételeket figyelembe venni. A ®(z = 0,y,2) = ®(x,y = 0,2) =
®(x,y,2 = 0) = 0 miatt a cos-t illetve cosh-t tartalmazé tagok egyiitthat6ja nulla lesz,
azaz csak az elsé tag marad. A ®(z = a,y,z) = ®(x,y = b, z) = 0 csak akkor teljesiilhet,
ha aa = 7n és b = mm, ahol n és m természetes szamok (vegyiik észre, hogy ha az
el6jeleket (5.24) egyenletben forditva valasztottuk volna, akkor most nem tudtuk volna
ezeket a hatarfeltételeket teljesiteni!). Ekkor

nm 2 mi 2
= () + ()" (529
A megoldas ezek felhasznalasaval
= Z Apm sin(mm) sin(m;ry) sinh( A 2). (5.30)
a

nm=1

Még ki kell elégiteniink a z = ¢ lapon felvett hatarfeltételeket

7YY sinh(A\mc). (5.31)

V(z,y) = Z Apm sin(?) sin(

nm=1

Hogy A,...-t meghatarozzuk, kihasznalhatjuk a sin-fiiggvények ortogonalitasat:

i nmwx n'rx a
dz si 1 = =0 5.32
/ x sin( - ) sin( - ) 5 (5.32)
0

és ugyanez y iranyban is igaz. Ezzel

a

b
aZbAnm sinh(Amc) /dx/dyV x,y) sin mm)sin(%) = Vium.- (5.33)
a
0
Ezzel
> 4Vm . nwx, ., mmuy., .

d(x) = h(A . 34
(x) Zl bt (o) sin( " ) sin( 2 ) sinh (A 2) (5.34)
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5.2.2 Specialis koordinatarendszerek, ortogonalis fiiggvények

Vonjuk le az el6z6 szamolas tanulsagait. Specidlis szimmetridju hatarokkal rendelkezd
rendszerekben érdemes a Laplace-egyenletet gy megoldani, hogy a feladathoz alka-
Imazkod6 koordinatarendszert valasztunk. A koordinatarendszer azt jelenti, hogy a
helyvektorokat paraméterezziik r(§;)-vel i = 1,2,3. Valasszuk a specidlis koordindtarend-
szert ugy, hogy a feliiletiink tartozzon mondjuk a harmadik &3 valtozo konstans értékéhez,
a tobbi koordinatavonal pedig legyen a feliiletre meréleges! Azaz ha a hatart S feliilet
jeloli, akkor r(&1,62,83 = 1) = S, és Or/0&;||df. Ebben a koordinatarendszerben remél-
hetjiik, hogy a feliilet irdnyu és az arra merdleges derivaltak “nem keverednek”, azaz azt
varjuk, hogy

0=AF=AF+ALF, (5.35)

ahol A illetve A feliilet irdny, illetve arra merdleges derivaltakat tartalmaz. Ekkor a
feladat megoldasat kereshetjiik

F(§,€1) = Fy(§) FL(€n) (5.36)
alakban, ahol & = (&1,&) és &1 = &3. Ekkor
0=FA\F+FAF = O—ATf+A;LF. (5.37)

Megfelel6 normalds esetén az els6 tag csak | koordinatdktdl fiigg, a mdsodik csak &)
koordinataktdl. Az Gsszegiik csak akkor lehet dllandé (nulla), ha mindkét tag konstans.
Azaz

A F = AEF), A F), = -)\F, (5.38)

sajdtérték-egyenleteket kapunk valamilyen A-val. A teljes megoldas tehat

Zq (GFTV (&) (5.39)

cx-k onnan hatarozhatok meg, hogy

F(61,6,6=1) Z cnF £|| = hatérfeltételek, (5.40)
feltételezve, hogy Ff’\) (&=1)=1.

5.2.3 Teljesség

Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés: vajon minden, S-en adott fiiggvény felirhato a
fenti alakban, vagyis barmilyen hatarfeltétel esetén j6 az eljardsunk? Ha A egy N x N-
es valos szimmetrikus matrix lenne, akkor sok mindent tudndnk a megoldasrol, amit a
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13.4 fejezetben foglaltunk 6ssze. Ekkor tudnank, hogy a sajatvektorok ortogonalis bazist
alkotnak, vagyis a fenti kérdésre igen lenne a felelet. A jelen folytonos esetet képzelhetjiik
ugy, hogy N — oo-t veszek, és végteleniil bestiritem a pontokat. Ekkor felallithaté egy
megfeleltetés a diszkrét és folytonos esetek kozott, ami a 5.1 tablazatban lathaté.

’ H diszkrét ‘ folytonos ‘
vektor % Fel?
index l 13
Osszegzés > IES
skaldrszorzat u*v Js PEU(EV(E)
sajétérték—egy. AF(,‘) = )\iF(i) A”F)\ = )\F)\
sajatérték A €R AeER
sajatvektor F ;) vektor F\(§) figgvények
ortonormaltsdg FiyF ;) = 0 [ PEFF(E)Fn (&) = o
teljesség ity By o Fs = 0an | o3 FX(OFAE) = 0(€ =€)
kifejtés b=, c:Fg f(&) = X2, enFa(§)

¢ = Fiyb o= [sPEF(Ef(E)

Table 5.1: Megfeleltetés

Még bizonyitsuk be, hogy a Laplace-operator valoban valés és 6nadjungélt. A valdsség
nyilvanvald, hiszen minden valés fiiggvény Laplace-a is valds. Az adjungdlas definiciéjat
az operatorokra a diszkrét esetbél altalanositva igy adhatjuk meg (1. 13.4 fejezet), hogy:

[ aeremae - [ @oire)ra) (5.41)
s S
A Laplace-operatorra a Gauss-tétel alkalmazasaval irhatjuk
/ PEF*V(VG) = — / d*¢ (VF)(VG) = / d*¢ (AF) G (5.42)
s s s

(a feliileti integralokat elhagyjuk vagy azért mert S-nek nincs hatara, vagy azért, mert
a végtelenben F ill. G elt{inik a négyzetesen integrdlhatésag miatt). Emiatt AT = A,
vagyis a Laplace-operator valoban onadjungalt.

5.2.4 Gorbevonalu koordinatak

A kovetkez6 megvalaszolandé kérdés az, hogy hogyan néz ki a Laplace-operator gor-
bevonali koordinatak esetén? Ennél kissé dltalanosabban fogalmazzuk meg a kérdést, és
a gorbevonalt koordinatarendszerekben érvényes analizis alapjait nézziik meg.
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Gorbevonald koordinatarendszerben a tér minden pontjat paraméterezem harom szam-
mal. Szokds szerint jeloljiik ezeket a paramétereket £, i = 1,2, 3 fels6 indexes menny-
iségekkel, azaz r(£') a tér paraméterezése.

A gorbevonalt koordindtarendszerek egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy minden
helyen masok a koordinatatengelyek. A koordinatavonalak definiciéjahoz egy kivételével
az Osszes paramétert rogzitem, igy gorbesereget kapok: r(&7)|giizpi,. Adott ponton 3
ilyen gorbe megy at, annak megfeleléen, hogy ¢+ = 1,2 vagy 3 a fenti konstrukcioban.
Ezek érintoi jelolik ki a koordinatatengelyeket:

or ()
e(x) = ==
) =
Lathaté modon ezen lokdlis bazisok valéban minden pontban mas irdnyba mutatnak.

Az R™ben kitiintetett a Descartes-koordinatarendszer, amely globélis ortonormélt
koordinatakat hasznal: r = xiego). Ezekkel felirva az 1j bazisvektorokat:

azaz dr = d¢'e;. (5.43)

a&:j (0)

= 8—8(2]- = Jit(x)e(-o). (5.44)

e;(x) j

A J;; matrix fiigg attél, hogy hogyan valasztjuk a Descartes bazisunkat, azonban J =
det J;; mar nem fiigghet ettdl, csakis a gérbevonali koordindtarendszer definicidjatol.
J geometriai jelentése a bazisvektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata. Kzt
lathatjuk onnan, hogy a determinans irhaté harmasszorzatként is

J = [e1(x) x ex(x)]es(x), (5.45)

és ez éppen a kifeszitett paralelepipedon térfogata. Masrészt a térfogatelem szamitasanal
attérve 1j koordinatakra a Jacobi determinéans értéke jon be, ami éppen J:

/ dPx = / 43¢, (5.46)

A tovabbiakban elhagyjuk a x hely explicit jelolését.
A (lokalis) bazisvektorok dltaldban nem normadltak, és nem merdlegesek egymaésra.
Ekkor érdemes bevezetni a dudlis bézist e’ jelléssel, hogy

Egy vektor kifejtheté mindkét bazisban

v=1'e;=ve = v =ve, v =ve,. (5.48)

A fels6 indexes mennyiségeket szokas kontravarians, az alsé indexeseket kovarians kompo-
nenseknek nevezni. A fels6 és alsé indexek Gsszeejtésénél szummazast értiink. Hangsuly-
ozzuk, hogy v egy koordindtarendszertdl fiiggetlen mennyiség, a v’ koordinétédk azonban,
természetesen, koordinatarendszer-fiiggdk.
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Kifejezheto természetesen az egyik bazis is a masik segitségével
e; =gy, e =g = g ;=ee; g¢’'=¢e¢, (5.49)
g neve metrikus tenzor. Mivel
e, = gijgjkek = gijgjk = oF, (5.50)
a két matrix egymas inverze. A Descrates-bazissal kifejezve
9ij = Jz’kel(go) szeéo) = JirJjk- (5.51)
Emiatt J? = det Jirdjry = detg;; = g. A térfogatelemet tehdt a metrikus tenzorral is
kifejezhetjitk J = ,/g.
Két vektor skaldris szorzata:
uv = u'e;v'e; = u'v! gy, vagy uv = ye' v;e! = uw;g”. (5.52)
Specidlisan a dr vektor hossza (ivelem):
ds® = dr* = g;;d€'d¢’. (5.53)
A vektoridlis szorzat kifejezése
(@ x b)y = (a x bley =d't(e; x e;)ex = Jeypa't’. (5.54)

Most nézziik meg, hogyan valtoznak a derivalas szabalyai, ha gérbevonali koordinataink
vannak. A derivaldsnak abszolut, koordindtarendszer-fiiggetlen értelme van, azt méri,
mennyit valtozik egy mez6 értéke, ha x-bol x + dx pontba megyek at. Ezt fogjuk kife-
jezni a gérbevonalu koordinatakkal.

Tekintsiink ehhez egy altalanos

F:R* >V (5.55)

leképezést, ahol V' egy m-dimenziés vektortér. V-ben felvehetiink egy bazist, amely
fiigghet a hely vélasztasatol: jeloljiik ezt f,(x)-szel; itt is beszélhetiink dudlis bazisrol.
A fiiggvény egy adott pontjaban tehat irhatjuk:

F(x) = F*(x)f,(x). (5.56)

Hogyan viéltozik a fiiggvény, ha dtmegyiink egy kozeli x 4+ dx pontba? Koordinatazva

IF() = Flx+d%) — Fx) = (F5,) (€ + ) — (F5,)(6) = de’ |5 g, + po L]
(5.57)
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a szorzatfiiggvény derivélasi szabdlyainak megfelelden. A fenti képlet dtalakitasdhoz két
miiveletet végziink el.

Egyrészt f parcidlis derivaltja szintén V' vektortérbeli elem, vagyis kifejezhet6é ugyanebben
a bazisban:

Ofa _

ge. ~Tafs = To=F'0fa  dfo=Tifac" (5.58)

A T mennyiség neve Christoffel-szimbolum, vagy, mivel a masodik képlet szerint a bazisvek-
torok szomszédos pontjaiban vett értékeinek kiilonbségét jellemzi, konnezio.
Misodszor vegyiik észre, hogy d&/ = dxe’, ezzel

«

e ®f,+ FThe® fyl. (5.59)

dF(x) = dx {68};

A bal oldal egy abszolut (koordinatarendszer valasztds fliggetlen) mennyiség, és ab-
szolut a dx vektor is, ezért a kettét 0sszekotd mennyiség is abszolit, koordinatarendszer
fiiggetlen lesz: ez az F fliggvény kovardns derivdltja:

(e}

veor- |5

e+ Fﬁr?ﬁ] ef,=(ViF) e f, = (ViF)"=0F"+THF".

(5.60)
Fontos megjegyezni, hogy a zardjeles kifejezés egyik tagja sem alkot koordinatarendszer-
fiiggetlen mennyiséget, vagyis a parcialis derivalasnak abszolut (fizikai) jelentése nincsen.
Az igazi fizikai derivalas a V kovaridns derivalt.
A fliggvény egy komponensének megvéltozasa tehat

dF® = dg'(8;F* + T3, F’) = d&'(V,F)*. (5.61)
Megjegyzés: a kovarians derivalt formalisan mint V-beli matrix is irhato:
(Vi)§ = 005 + T'%s, (ViF)™ = (V)5F". (5.62)
Most nézziink specialis eseteket V' valasztasara:

e ha & : R" — V = R val6s teriink (skaldrmezénk) van, akkor annak “bazisa” nem
valtozik, azaz I'f; = 0. Ezért a skaldrmezd kovaridns derivéltjanak komponensei a
parcialis derivaltak

Ezt nevezziik a skalar mez6 gradiensének.
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e Vektormezd E : R" — R", ekkor valaszthaté f = e bazisnak. Ebben az esetben
a Christoffel-szimbdolumokra igaz

8€j

¢

2
o*r i

5e95 ~ L (5.64)

_ 1Tk k _ ko, _ ok

Ezzel .
(ViE)* = O;E* + T}, B (5.65)

Megjegyzések a kovarians derivaltrél, illetve Christoffel szimbolumokrol:

e Tobbindexes mennyiségek kovarians derivaltjainak szamitasakor felhasznalhato,
hogy A'B’... tobbindexes mennyiség, és V derivalds, vagyis a ldncszabaly al-
kalmazhaté. Igy pl.

(ViABY* = (V,AY BF + A1(V,;B)* = 0,(A'B*) + TV, A°B* + TH AT B*,  (5.66)

tehat '
(ViT)7* = o;17% + 12,1 + 4,17 (5.67)

e Kovarians vektormezo kovarians derivaltjanak szamitasakor felhasznalhatjuk, hogy
E,A* skalarmezé tetszOleges A’ esetén, ezért:

= 0;(E,AR). (5.68)

Innen

(ViE); = 0;E; — T}, By = (050; — T Ey.. (5.69)
e A metrikus tenzor derivaltjahoz:
0,91 = 0;(e;ex) = (0iej)e, + e;0;e, = Ffjggk + kaggj. (5.70)
Atrendezve kapjuk, hogy a metrikus tenzor kovarians derivaltja nulla:
(Vig)je = Oigje — Tj90c — Tigin = 0. (5.71)
Ez biztositja, hogy a kovarians derivalas indexeit is g-vel lehet fel-le hiizni.

e A fenti egyenletet mindharom lehetséges indexkombindcioval felirva adédik

1
Ty = 59" (0ig5e + 06ie — Dugis) - (5.72)
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e Parhuzamos eltolasrdl akkor beszéliink, ha az 1j helyen a fizikai E ugyanaz mint
a régi helyen. A koordinatazott alak persze valtozik: ha adott x pontban egy E
vektor, és x+dx helyre parhuzamosan eltoljuk, akkor az ottani koordinatarendszer-
ben a komponensei nem ugyanazok, mint az eredeti komponensek. A komponensek
valtozasahoz a fizikai E valtozatlansdgat hasznalhatjuk ki: dE = 0, azaz

dE'e; + I} E'd¢’e), =0 = dE"=-T}Ed¢. (5.73)

Specidlis eset, ha £'(s) egy gorbe, az érintéje B = d¢'/ds. A gérbe akkor egyenes,
ha az érint6je a gérbe mentén eltolva allandé marad; a fenti egyenletet ekkor ds-sel
osztva kapjuk

’¢F L dgdg

ds?  Yds ds’
Ez a geodetikus egyenlete. Sikon ez egyszerlien az egyenes kiilonb6z6 koordinatarend
szerben megadott alakjaval egyenértékii, de mas geometriak esetén nem trivialis
palyakat irhat le.

(5.74)

e Ha két parhuzamos eltolast végzek, eloszor u aztan v vektorokkal, akkor a kompo-
nensek valtozasa:

Ef(x+u+v)— E¥x) = v/ (V;E)f (2 +u) — 0! (V;E)"(x) = vIu' (V;V.E)F. (5.75)

Ez azonban nem ugyanaz a kifejezés, mint ha el0szor toltunk volna el v-vel, és
utana u-val

Ef(z+u+v) — E¥(z2) = u'(ViE)"(z 4+ v) —u'(V,E)*(x) = v/u'(V,V;E)*. (5.76)

A ketto kiilonbsége leirhaté egy tenzorral:

(ViVE)* = (V;ViB)" = [Vi, V][{E = Ry, EY, (5.77)
ahol
Ry = Vi, V,If = ;T — o,T% + Tk, Ty — T5,T7 (5.78)

a tér Riemann-gorbiiletét adja meg.

Ez a mennyiség sikra nulla, amit konnyen meg lehet mutatni, felhasznédlva Ffj =
e"0,e; valamint 9;(ee,,) = 9;0F = 0és > e™e,, = 1 egyenleteket. Fizikailag is
értheto, hiszen egy sikon a parhuzamos eltolas egyértelmii, akarmilyen iton hajtjuk
is végre azt. Ha azonban egy gémbfeliileten prébalnank az eltolast megvaldsitani,
akkor a fenti mennyiség méar nem lenne nulla, ahogy ezt geometriai titon is egysz-
ertien kiprobalhatjuk. Ezért a fenti mennyiséget a tér gorbiletének hivhatjuk.
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e gy érdekes lehetoség jon el6, ha V' = S}, azaz egy kor. Ez gy képezheto vek-
tortérbe, ha valamilyen kezdopontot kijeloliink, és a komplex sikon a korvonal
elemeit e**-vel irjuk fel. fgy majdnem egy skaldrmezot kapunk, de pontrél pon-
tra a korlap mas és mas elemét tekinthetjiik kezdépontnak. Ha a bazist a korlap
kezddpontjanak tekintjiik, akkor Ffa = A; egy vektor lesz. Ezzel a kovarians de-
rivalt kifejezése

Ez valéjaban az elektrodinamikat generalé kovarians derivalt. Ennek a gorbiilete:
Vi, V;] = 0,A; — 0;A; = F}; (5.80)
térerdsségtenzor.
A vektormezo derivaltjanak trace-e az E divergenciaja, skaldrmezo
divE = VE = 0;E7 + 'L E". (5.81)
Hogy a fenti kifejezést leegyszertisitsiik, vegyiik a J derivaltjat:
0;J

@J = 5’2-61(62 X 63) = Fbel(eg X 63) + o= Fiz‘] = Fg] = T (582)
Ezzel
i aiJ i 1 i
Mivel g = J2, ezért
1 .
divgrad ® = A® = —0,(\/99"0;P). (5.84)
V9
Kiilonosen egyszert kifejezéseket kaphatunk, ha az 1j bazis is ortogonélis, azaz
. 1
ee; = hf&j = Gij = gzg = ﬁézj, \/g = hlhghg. (585)
idkor 1 9 hihghs 00
AD 120 (5.86)

T hihohs 08 hE 0§

7
Az integraldsi mérték

/ d’x = / d*¢ hihyhs. (5.87)

Vektormez6 komponenseinél szoktak normdlni a bazisvektorokat, vagyis bevezetik a

1 : - A R
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ekkor ortogonalis bazis esetén nincs kiilonbség a fels6 és alsé indexek kozott. A gradiens

komponensei, illetve a divergencia kifejezése ekkor

1 1 hyhohs E
P = 9,0 E = ) ,
Vi hial ’ v h1h2h3a h;

a Laplace-operator kifejezése ugyanaz.
Még néhany formula: V ® E antiszimmetrikus része

(ViE; —V,E)e'®e =V, Ej(ed®e —e' ®e’)= jVZ-Ejg”kekx,

tehat )
rot KB = 75ijkViEjek.

I' als6é indexeinek szimmetridja miatt
rot 7 € ifep — € 7 Z( j j)ek,

ahol a jobb oldal ortogonalis koordinatarendszerekben érvényes.

5.3 GOmbi koordinatarendszer

A gbmbi koordinatdkra a kovetkezo transzformaciéval tériink at

x =rsinfcosy
(z,y,2) = (r,0,p), y =rsinfsinp .
r =rcosf

A lokélis bézis (5.43) alapjan:

e, = (sinf cos p, sin @ sin ¢, cos 0)
ey = (rcosfcos,rcosfsinp, —rsinb)
e, = (—rsinfsin g, rsinf cos ¢, 0)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

Szokés (6,p) = € jelolést is alkalmazni (térszog). A koordinatatengelyek egymasra

merolegesek, ezért a megfelel6 h mennyiségek

h, =+e.e. =1, ho = \/egey =, h, = \/e,e, =rsinf.

Ezért az integralasi mérték, a hatarokat is feltiintetve

(5.95)

o) ™ 27 o) 1 27 o0
/d3X: /dr/d@/dgor2 sinf = /drr2/dx/dg0:/drr2 /dQ, (5.96)
0o 0 0 0 “100 0
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ahol bevezettiik a x = cos 14j valtozdét. A Laplace-operator

10 0P 1 0 0P 1 0%®
Ap ==L (222 2 9 (9P -T2 .
r2 or (T 87") T sin 6 00 (Sm989) * r2sin? 0 Op? (5.97)

Az els6 tag irhaté més alakban is
10 ([ ,00 1 9
2 Or (r (?7‘) = ;oY) (5.98)

A gombi koordinatarendszer jol illeszkedik gombfeliileteken vagy kupfeliileteken adott
hatérfeltételekhez.

A Laplace-egyenletet rendezziik at a korabbi formuldknak megfelelGen. Erdemes
megszorozni az egyenletet r2-tel

AP =0 =N+ Ng®, (5.99)

ahol bevezettiik a

r2 Or r
1 0 0P 1 0%®
Nqd = — [ sinf— —— 5.100
°® = 50000 (Sm ae) TS0 0.2 (5.100)
jeloléseket. Keressiik a megoldast
O(r,Q) = R(r)Y(Q) (5.101)
alakban. A fenti egyenletet osztva ®-vel
r’AP r’A,R  AqY
T =0= 7 + v (5.102)
azaz,
AR =(({+1)R, (5.103)
és
AqY = —L(L+1)Y, (5.104)

hiszen az els6 tag csak r-tél, a masodik csak Q-tdl fiigg. A sajatértéket most A = £(£+1)
alakban irtuk a kés6bbi kényelem kedvéért.
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5.3.1 A radialis egyenlet

A radiélis egyenlet kiirva
82

Megoldasat keressiik R(r) = r® alakban
ala+1)=Ll+1) = a=1{ vagy a=—({+1). (5.106)
Mivel masodrendii az egyenlet, valoban két linearisan fiiggetlen megoldast vartunk:

R(r) = Ayt + Agr™1, (5.107)

5.3.2 A térszogfiiggo rész

A térszogtdl fiiggd részt szorozzuk meg sin? f-val:

.0 (. Y 0*Y "
81119% (smﬁy) + 9z —0(0+1)sin“0Y. (5.108)

Keressiik a megoldast itt is szorzat alakban Y (6,¢) = P(0)¥(p). A fenti egyenletet

osszuk el Y-nal, és rendezziik at

sinf d dP 1 d*U
MY L (g )sin2f| + =2 =0, 1
[P 7 (Sln069)+€(€+ ) sin }+\Ifd902 0 (5.109)

Ebbdl kovetkezik, hogy
d>U

2
d—902:—m \I’ 2
1 d dP m
T, <sm9d9) + (€(€~|—1) sin29> P =0, (5.110)

hiszen az els6 tag csak 6-t6l, a méasodik csak @-tdl fiigg.
A W-ra vonatkozo egyenletet jol ismerjiik, megoldédsai

U(p) =e™,  vagy V(p)=e " (5.111)

Masodrendii egyenlet 1évén, itt is két linearisan fliggetlen megoldast kaptunk.
A P-re vonatkozd egyenlet nem a szokdsos. Hogy a trigonometrikus fiiggvényektol
megszabaduljunk, vezessiik be 1j valtozot

d 1 d d L dP m?2
= = 2 a-2% (0+1)— P=
@ = cosd, dr smfdd dr <(1 x)das>+( (£+1) 1—3:2)
(5.112)
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Ezt dltaldnositott (vagy asszocidlt) Legendre-egyenletként ismeri a matematikai irodalom
(lasd pl. [11]). Két linedrisan fiiggetlen megoldast varunk, jeloljik ket P és Q}'-el
(elsé ill. masodfaju Legendre-fiiggvények). Vizsgéaljuk meg ezeket a megoldasokat elébb
specialis esetekben:

m = £ = 0 eset: Ekkor

d<(1_x2>dP):0 L AP G Gy, 1t

dx

A két megoldést azonositjuk Py =1 és Q) = In1=2. A mdsodik megoldds z = +1-nél,
azaz = 0, m-nél divergal. Ha tehat ez a pont benne van az értelmezési tartomanyban,
akkor Q) nem vehet részt a kifejtésben — hasonléan ahhoz, hogy f(0) = 0 fiiggvények
trigonometrikus fiiggvényekkel valo kifejtésében csak a sin-ok szerepelhetnek, a cos-ok
nem.
m = 0, £ # 0 eset: Ekkor amit kapunk

d dpP
— (1 —2*)— 1P = 114
o (( x)dx)+€(£+ ) 0 (5.114)
Legendre-egyenlet. Ennek megoldasairdl a kovetkezéket lehet tudni (1. pl. [12, 13])
o Altaldnos ¢ esetén a két megoldds, Pi(z) és Qu(z) kozil az egyik = —1-ndl

(0 = m-nél), a masik x = 1-nél (# = 0-nal) divergal.

e Ha ¢ egész, akkor az egyik megoldas, Py(x), (-edfokd polinom, vagy péros vagy
pératlan hatvadnyokat tartalmaz, ezért Py(—z) = (—1)'Py(x); mig Q,(z) divergél
x = +1-nél (l. az £ = 0 esetet). A szokdsos normalds Py(1) = 1. Ekkor az altalanos
alak megadhat6 a Rodrigues-formulaval

Po(.flf) =1
1 dg Pl(l') =X
Py(r) = %W(xQ -1 = Py(z) = 1(32% — 1) (5.115)
S Py = L(52% - 31)
Py(z) = §(352* — 302% + 3)
e Az ortogonalitasi és teljességi relacidjuk:
1
2 20+ 1 , .
/d:z: Pu(e)Po(z) = 550w ; S L PP = S — ). (5.110)
—1 =
Altalanos eset: Ekkor meg kell oldani a
d dP m?
— (1 =-2*)— ((0+1) — P= 117
(=T ) (e - ) p=o (5117

egyenletet. Ennek megoldasaira hasonlék mondhatok mint az elébb
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e Altalénos £, m esetén a két megoldds, P (x) és Q'(x) koziil az egyik 2 = 1-nél
(0 = m-nél), a masik = —1-nél (# = 0-nal) divergal.

o Ha ¢, m egész és —¢ < m < {, akkor az egyik megoldas, P;"(z) reguldris a teljes
x € [—1, 1] tartoményban, és pozitiv m-ekre
am
PM(z) = (-1 —=x )m/2d—mP@( z),  m>0, (5.118)
negativ m-ekre
(£ —m)!
(0 4+ m)!
Ekkor a masik megoldas, Q7' (x) divergal x = +1-nél.

P (z) = (—1)™ P (z), m < 0. (5.119)

e Ortogonalitési relacié:

1
2(0 +m)!

/daz‘ P (x) Pyt (z) = RN m)!5ee/,

-1

1
Py (x) P (z) L+ m)!
/dx 1 — 22 n m(f—m)!émm/'

(5.120)

21
5.3.3 GOmbfiiggvények

A teljes térszogfiiggd részben a regularis (elsérendil) Legendre-fiiggvényekbdl kapjuk a

gombfiigguényeket [11]; a szokdsos normaléssal
Vi (6, ) = \/ %4; ! Ei i ZZ?: P (cos 0)¢™. (5.121)
Ekkor igaz
View = (1" [ d0Y(@) i (D) = G, (5.122)
valamint
Z Z Y (0, 0)Yim(0'¢) = 0(¢ — ¢')d(cos O — cos ). (5.123)
(=0 m=—t

Az elsé néhany gombfiiggvény

1 1 /3 1 /3 ,
Yoo=—, Yio=—-4/— 0, Y1 =—=4/—sinfe'”
00 \/E7 10 2\/;008 ) 11 5\ ox smoe
1 /5 1 /15 , 1 /15
Yoo = Z\/; (3 cos? ) — 1) . Yo = —3 %sinﬁcos fe'?, Yo = i\ 2 sin? fe?¥ .

(5.124)
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Gombfeliileten négyzetesen integralhaté fiiggvények kifejthetok Yy, szerint:

o) Y/
=3 3 Sul0p) fn= [dV00F6.0.  (5125)

=0 m=—¢

Ha a kifejtend6 fiiggvény nem fiigg ¢-tol, akkor az ortogonalitas miatt csak m = 0 jon
széba.

5.3.4 A Laplace-egyenlet megoldasai

A teljes kifejtéshez hasznalandé alak:

Bl/m
O(r,0,p) = Z( Ay’ P (cos 0)e™? + o L P (cos ) e™P -

v,m

voym im DVam m m
+Cy 1’ Q) (cos 0)e™? + oS Q' (cosh)e ‘P>, (5.126)

ahol m felvehet pozitiv és negativ értékeket is. Az Osszegzés a “lehetséges v és m
értékekre” megy.
Specialis esetekben:

e Ha ¢ € [0,27], akkor ®(r,0,p) = ®(r,0,p + 27) miatt m € Z egész szam. Ha a
hatérfeltételek nem fiiggnek ¢-t6l (hengerszimmetria), akkor m = 0.

e Ha a 0 =0, azaz a z tengely benne van az értelmezési tartomanyban, akkor csak a
P fiiggvények hasznalandok.

e Ha a megoldas a teljes 41 térszogben értelmezett, akkor £ € N és —¢ < m < /(|
vagyis a gombfiiggvényeket kell haszndlnunk

00 B .
(r,0,0) = Z (Azmr + %) Yo (6, ). (5.127)

£=0 m=—¢

Az Ay, illetve By, egyiitthatokat a hatarfeltételek szabjak meg.
e Legspecialisabb esetben ha a megoldas a teljes 4m térszogben értelmezett, és a
hatérfeltételek nem fiiggnek ¢-t6l (hengerszimmetria):

o0

O(r,0) = Z <Ag7" + Be ) Py(cosB). (5.128)

=0

Ekkor az A, illetve B, egyiitthatok meghatarozasahoz elég a potencial ismerete a
cos = 1 mellett, azaz a z tengelyen, ekkor ugyanis Py(1) = 1.
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5.3.5 GoOmbfiiggvények és forgatasok

A forgatasok leirdasa kozponti szerepet kap sok fizikai rendszer vizsgdlatdnal, ugyanis
kitiintetett irany hidnydban elvarjuk a rendszereinktdl a forgatdssal szembeni invarian-
ciat. Mivel a forgatasok a gombfeliiletet invaridnsan hagyjak, emiatt varhatéan a gombi
koordinatarendszer leirasaval szoros kapcsolatban allnak.

Forgatasnak nevezziik azt a linearis transzformaciot, amely minden vektor hosszat
véltozatlanul hagyja. Ha tehdt x € R3, annak elforgatottja x' = Ox € R?, ha x% = x’°.
Mivel x'* = (Ox)(Ox) = xOTOx = x2, ez a feltétel tetszoleges vektorra akkor teljesiil,
ha OTO = 1 (ortogonalis transzformdcick). Ugyanis ha minden vektorra igaz, hogy

2
x'* = x2, akkor

(' £v')? = (u £ v)0"0O(u £ v) = u? + 200" Ov + v* =
= (u+v)* = u® + 2uv + v (5.129)

Emiatt igaz az is, hogy uv = ©uOT Ow tetszbleges u és v-re, emiatt 1 = OTO is igaz.
Az egységmatrix ortogondlis, valamint ha O; és O, ortogonalis, akkor inverziik, és
szorzatuk is ortogondlis, hiszen

(0,0,)7' =0;'07" = 0501 = (0,0,)"

A forgatdsok, azaz az ortogonélis transzformacidk tehat csoportot alkotnak, neve O(3)
(N dimenziéban O(N)). Mivel det OO" = (det O)? = 1, ezért det O = £1. A +1 eset
valédi részcsoport, ennek neve SO(3).

A derivalasok forgatas hatasara ugyanigy transzformaldodnak, mint a helyvektorok.
Valoban 5 9%, 8 5 9

Lj -1
or, — 0x) 0x; Oji or; Qi ox; (5.130)

Emiatt a Laplace-operator A = V'V invaridns a forgatasokra, A" = A. Goémbi ko-
ordindtarendszerben felirva a radidlis rész szintén invaridns (hiszen a vektorok hossza
nem valtozik). Emiatt a térszogfiiggd Laplace-operdtor is invarians Ay = Agq.

Nézziikk most a gombfiiggvényeket. Mivel egy n egységvektor gémbi koordindtai
(r =1,0,p), ezért a (0, ¢) argumentumokat helyettesithetjiik az n megadasaval, azaz
Yim(n) = Yo (0, ¢). A gombfiiggvények a (5.104) egyenletnek tesznek eleget. Az egyen-
letet x” koordinatdkkal felirva, majd elvégezve az x' = Ox helyettesitést kapjuk

ALY (1) = —£(0 + 1)Yin(0) = DoYim(n). (5.131)

Ezért Yy, (0On) az ((¢+1) sajatértékhez tartozé sajatfiiggvénye Ag-nak. Kovetkezéskép-
pen benne van az ezen sajatértékhez tartozd sajataltérben, igy kifejezheté az ehhez a
sajatértékhez tartozo sajatfiiggvények osszegeként:

l
Yin(On) = 3 Dy (0)Yiw (m), (5.132)

m=—/{
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ahol az egyiitthatok fiiggnek a forgatds matrixatol. A D,,,, egyiitthatok maguk is
méatrixnak tekinthetk, mégpedig (m = —¢... ¢ miatt) (2¢ + 1)(2¢ + 1)-es métrixnak.

Mivel két forgatas egymasutanjat nézve 0105 = Og szintén forgatdshoz jutunk, a
fenti formulédba beirva a

Z Dmn<01>Dnm/(02) = Dmm’(OB)

kifejezést kapjuk. Specidlisan az egységmaétrixhoz D, = O tartozik, az inverz for-
gatashoz pedig D~!. A fentieket tgy foglalhatjuk 6ssze, hogy a forgdsok csoportja dbrd-
zolodik az adott (-hez tartozd gombfiiggvények terén. Ugyanakkor, bar a forgasméatrixok
természetesen valosak, D, -k altalaban komplexek. Az Y, fliggvények normaltsaga mi-
att (1. (5.122) mésodik egyenlete), valamint a dfQ integraldsi mérték forgdsinvariancidja
miatt:

St = [0V (0)Vine () = [ A2V, (Om)Yis (Om) =

_ / 42 S D2, (0) D (0)Y (1) Vi (m ZD Dyyin(0)(5.133)

nn'

azaz D-k unitér matrixok.
Ezeket a gondolatokat sokféleképpen hasznosithatjuk. Egyik alkalmazas a kovetkezo
tétel:

5.2. Tétel (Kifejtési tétel) Ha adott v illetve n' két egyséquektor, akkor

47 !

Pin'n) = 5 37 i, (W)Yo (). (5134)

m=—

Proof. El6szor szogezziik le, hogy Yin(€e.) = dmor/ (20 + 1)/(47), ez a definidl6 (5.121)
egyenletbol kovetkezik 6 = 0 behelyettesitésével.
Jeloljiik O-val azt a forgatast, amely n’-t e.-be viszi: On’ = e,. Emiatt

_ 20+ 1
nm(n/) Yr@m O ez Z_Z Dmm Ykm (ez> = DmO(O 1) . =
. 20+ 1 B AT . .,
= D5 (O —— = Dou(0) =/ %—Hyém(n )- (5.135)
Masrészt
20+ 1
Vip(n) = |/ = Pifen), (5.136)



mert e,n = cos . Emiatt

4
Fe(e:On) \/2£+1 o(Om) \/2£+1Z O)em(n) =

)Yy (). (5.137)

m

Mivel e.0On = (O%e.)n = (O~le,)n = n'n, ezért éppen a kivdnt alakot kaptuk. O

5.3.6 Multipdlus kifejtés gombi koordinatakban

A gombfiiggvények segitségével a multipélus kifejtést is dltalanosithatjuk. Eloszor lassuk
be a kovetkezo tételt:

5.3. Tétel A Legendre-polinomok generdtorfiigguénye

——=Y"t'p, (5.138)
V1 — 2zt +t2 pr

Proof. Vegyiik az 1/|y — e,| kifejezést, legyen ¢t = |y|, vélasszuk ¢t < 1 esetet. Gombi
koordinatarendszerben kifejezve

1 1 -
= Z (t)Py(cosb), (5.139)

ly —e.| /t2+1—2ye. \/t2—|—1—2t0089

hiszen Pp-ek bézist alkotnak a [—1, 1] tartomanyban értelmezett (négyzetesen integral-
hato) fiiggvények terében. Mdasrészt a Laplace-operatort alkalmazva

1
|y_ez|

= —4né(y —e,) =0, (5.140)

hiszen |y| < |e.|. Emiatt a radidlis rész (5.107) miatt fo(t) ~ t* vagy t=*~1. Mivel ez
utobbi nem reguléris a t = 0-ban, marad az els6. Tehat x = cos 8 jeloléssel

cit' Py(z 5.141
\/t2+1—2tx ZZ el (5.141)

A ¢, egyiitthatékat az z = 1 eset vizsgalatdaval kapjuk. Ekkor ugyanis P(1) = 1 miatt

= Z@te = ¢ =1 (5.142)
£=0 O



Ez alapjan irhatjuk:

IR 1 1 1
x -yl \/x2+y2—2xy0080 > \/1+ (r</rs)? —2(r</rs) cos

—Z £+1 Py(cosb), (5.143)

=0 >

ahol r< = min(|x], [y[) és r> = max(|x], [y])-
Vegyiink most |x| =7 > |x'| = 1’ vektorokat, és hasznaljuk (5.134) egyenleteket:

=0 m=—

Ezzel egy kompakt, a méretli toltéseloszlas tere x pontban, ha r > a, a kovetkezo
kifejezéssel adhaté meg:

1 ox) 1 Qom 1
D) = — [ X = - —1 Yem (0 14
(X) 47-(5/ X |X—X/| 8;2€—{—1 ) Em( a(p)a (5 5)
ahol
Gem = / &X' Y (0 ¢) o(X). (5.146)

Ezzel ugyanugy egy a/r hatvanykifejtést kaptunk, mint a 2.3.5 fejezetben, azonban
a kifejtési egyiitthatokra mas formuldkat kaptunk.

e Osszefiiggés van a ¢, p, Qij s qum, € =0, 1,2 egyiitthatok kozott:

Dz o d1,-1 — 411
Q = V4T qoo, Py | =\« (-1 +aq1) |, (5.147)
3
D V2 quo

a szimmetrikus kvadrupol tenzor elemei:

Qmm me sz
Qy:v ny Qyz
sz sz sz

\/ o <Q22 +g2—2 — \/%CJ%) 4iy /22 (q2—2 — q22) \/ 3E(q2-1 — q21)
Qyz -/ & <CJ22 + Q2 2 — \/>(I20> \/ C]2 1+ G21)
4

sz Q20
(5.148)
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e Az (-edik multipélmumentumok fiiggetlen komponenseinek szama 2¢ 4 1; valéban
egy to6ltés, harom dipélmumentum-egyiitthaté és 6t kvadrupol-egyiitthato fliggetlen.

e A toltéseloszlas jellemzé méretével atskdldzva a (2.47) alapjan lathatjuk, hogy
p/Q ~ a, Q;;/Q ~ a®. A (5.146) azt mutatja, hogy ez egy dltaldnos érvényti
megfigyelés, azaz qu,/Q ~ a’.

5.3.7 Példak a Laplace-egyenlet megoldasara

Fémgomb homogén elektromos térben

Alkalmazas:

Homogén E elektromos térerdsségbe foldelt, R sugaru fémgombot helyeziink.
Adjuk meg a kialakulé potencidlt..

Megoldas

Ezt a példat mar megoldottuk egyszer a 15.1 fejezetben a 209. oldalon tiikortoltések
segitségével. Most a gombi koordinatarendszerben felirt Laplace-operatorral
fogjuk megoldani.

Mivel a teljes 47 tartoméanyban értelmezett a megoldas, ezért a gémbfiig-
gvények szerinti kifejtést kell valasztanunk. Vélasszuk a z tengelyt az E
iranyanak, akkor a feladat (p-fiiggetlen, és igy kifejthet6 a Legendre-polinomok
szerint, 1. (5.128):

S B
O(r,0) = Z (Agrf + M_Jfl) Py(cosb). (5.149)
=0

Az r — oo limeszben csak a pozitiv egyiitthaték maradnak, ott adott a
potencial értéke:

O(r — 00,0) = ZAgTEPg(COS 0) = —FEpz = —Eyrcos, (5.150)
=0
emiatt
A1 == _EO Af;él = 0 (5151)
A gombfeliileten a potencial nulla
00 , B[
O(r=R,0) = Z (AgR + R£+1> Py(cos ) =0, (5.152)
=0
vagyis
By= AR = By =-ER} By =0. (5.153)

94



Végiil is kapjuk

3 3
¢ = —F) <1 — R—> rcosf = —Epx (1 — %) , (5.154)

r3

ahogyan kordbban méar lattuk (vo. (15.14)). ¢

Dialektromos gébmb homogén elektromos térben

Alkalmazas:

Most az eloz6 feladat dielektromos valtozatat nézziik meg. Vegyiink egy
R sugartd gémbdt e permittivitassal, kiviil €, permittivitasi anyag legyen.
Alkalmazzunk F kiils6 elektromos teret. Milyen lesz az elektromos potencial
és térerdsség a rendszerben?

Megoldas

A megoldandé egyenletek, ha a kiils6 elektromos tér z irdnyu:
AP =0, APy =0, (5.155)
a hatarfeltételek

Oy (r — 00,0p) = —Eyrcos, O(r — 0) = véges.
0P
= eo—2|  (5.156)

(I)(T:R,Q,QO) :(I)k(r:R79790>: €
(r=R.,0,0) r (r=R,0,¢)

Miutan a hatéarfeltételek p-fiiggetlenek, kereshetjiik a megoldast is ¢-fiiggetlen
alakban. Ekkor a Laplace-egyenlet megoldasa gémbi koordinatarendszerben:

Op(r,0) = > (Ap + Byr~ ") Py(cos b),
y4

O(r,0) = > (Cor’ + Dyr~"")Py(cosb). (5.157)
l

Most mar csak a hatarfeltételek kielégitése van hatra. Az r — oo esetben

O (r,0) = Z Ayr*Py(cos 0) = —FEqr cos 0, (5.158)
¢

innen A; = —Ej és Agz = 0. A tobbi hatarfeltétel:

r—0: ® = Dyr " 'P)(cosf) =véges = D;=0
r=R: —EyRbp + ByR™7! = CyR"
r=R: ex(—Eodn — ((+ 1)B,R™7%) = elCyR™Y. (5.159)
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Innen kapjuk ¢ # 1 esetén B, = Cy = 0, valamint

3¢k € — € 3
Cy=— E B = EoR 5.160
! 2 +e O R P ( )
Ezzel felirva a megoldasok
e—¢ep B3 3k
o =—FEx|(1-— — Py = — Ex. 5.161
! :1:( 25k+€r3)’ 2 2e + ¢ v ( )
A megfeleld térerosségek:
e — ¢ ,33x(Eox) — Eyr? 3ck
E.=FE R E, = E,. 5.162
F 0+2€k+€ rd ’ " 240 ( )

A gombon kiviil a megoldés a kiilsé tér mellett egy dipdl tere, ahol a dipdl
erossége

€ — €y € —

1
R®E, = 4ne, R E,, & =—. (5.163)

= 4me
p 7Tk25k+<€ €+ 2 €k

Fém esetén e — 0o, azaz p = 4ne R3E, 6sszhangban korabbi eredményeinkkel.
Ha e, > ¢, vagyis a kiils6 térben jobban polarizalhaté anyag van, akkor p
ellentétes FEg-lal. Specialis eset, ha kiviil vakuum van, beliil pedig anyag,
ekkor e = €.

Beliil a térerésség homogén, azonban nagysaga eltér az alkalmazott homogén
kiilso tértél. A polarizacié hatasara 1étrejovo egyenletes tér nagysaga

Ep — €

——F,. 5.164
2e + ¢ 0 ( )

Epal =

Ha tehat kiviil jobban polarizédlhaté anyag taldlhatd, akkor E ) noveli a kiilsé
teret, ha beliil van jobban polarizalhato anyag, akkor cstkkenti azt.

A felilleten (r = R-nél) a térerdsségek kiilonbsége a feliiletre merdleges,
nagysaga a feliileti toltésstirtiség:
o 3le—ep), .
— = —(xEy). 5.165
€0 2, +¢ (XE) ( )

Innen az latszik, hogy ha ¢ > ¢, akkor a tér irdnyaban pozitiv toltések
halmozdédnak fel, ellenkez6 esetben negativ toltések. ¢

A fenti feladatra épithetiink anyagmodellt is. Mikroszkopikusan az atomi (molekuldris)
polarizalhatésag kiszamithatd, ardanyos a kiilso térrel. Ugyanakkor ugyanezt az anyag-
darabkat ugy is felfoghatjuk, mint ha szét lenne kenve arra a térrészre, amelyben a fenti

96



molekula/atom taldlhat6. Gombnek tekintve a szétkentséget, a fenti feladat megoldasabol
tudjuk a polarizacié nagysagat. E ketto leiras konzisztencidjabdl kovetkezik:

e —1 e —1
=eyyEy=4drep——R*E;, = ~y=3V"——. 5.166
P =¢covEo W505r+2 0 Y e +2 ( )
Bevezetve n = 1/V a siirliséget:
3e—1 3+ 2nry ny
== = —_—, =g —1=——=. 5.167
7 ne, +2 3 —ny X=¢ 1_@ ( )

3

Ez a Clausius-Mosotti egyenlet. Akkor ad jé eredményt, ha az anyagnak a toltéssz-
erkezete teljes mértékben a polarizacié hatasara alakul ki.

Hogy ~-t megkapjuk, mikroszkopikus lefrasra van sziikség. Legegyszeriibb modell,
ha a toltéshordozdt (elektront) harmonikus potenciallal kotottnek képzeljikk. Ekkor Eq
térerdsség hatasara torténo elmozdulas x értéke

62 q2
Dx =qgF = = = —F = = —. 5.168
x = ¢E, p=g¢x=5Eo =5 ( )

A rugbéllando helyett a rezgési frekvenciaval is kifejezhetjiik a mikroszkopikus polarizal-

hatésagot: w? = D/m miatt
2
q
v = T (5.169)

Ha tobb toltéshordozo, illetve tobb sajatfrekvencia is van, akkor

2

_1 4q;
Y= 2 "
€~ wim;

(5.170)

Magnesezhet6 gomb homogén magneses térben

Alkalmazas:

Vegyiink homogén H; magneses térbe helyezett p permeabilitasi R sugaru
gdémbot. Milyen a magneses tére és magneses indukcié a térben?

Megoldas

Hasznalhatunk magneses skalarpotencialt, hiszen nincsenek kiils6é dramok a
rendszerben. Ekkor a feladat minden részletében tokéletesen leképezheto
az elektromos térbe helyezett dielektromos gém példajéra. fgy a (5.161)
megoldasnak analdgidjara rogton a végeredményt adhatjuk:

—1R3
fr R] beliil: By = -
24 py

(5.171)

kivil: Oy = —Hpx [1 — Hyx,



vagyis kiviil a kiils6 tér mellett egy dipdl jarulékat kapjuk

Hr — 1 3
m = 47 R°H . 5.172
iy + 2 ‘ (5.172)
Beliil egyenletes teret kapunk:
3 31ty 1 3, — 1
H - H, B--t" .H, M-‘pg-3»—Ug
24+, 2+ pur Ho 2+ py
(5.173)

Tokéletes diaméagnes esetén p,. = 0, vagyis a magneses indukcié beliil nulla,
learnyékolodik a kiils6é tér. Ezzel lehetové valik, hogy a tokéletes diamagne-

seket a magneses tér egyenleteinek targyalasakor mint hatdrfeltételeket veg-

yiik figyelembe, hiszen a magneses indukcié normalis komponenseinek folytonossaga
miatt a hataron B,, = 0 feltételiink lesz. Ez analdg az elektrosztatika tokéletes
vezetdinek esetével.

Er6s ferroméagnes esetén pu,. nagy, vagyis a bels6 magneses tér nulla, a még-
neses indukcié azonban nem. ¢

Gombmagnes tere

Alkalmazas: Gombmagnes tere
Mekkora a magneses tér és magneses indukcié egy R sugart gdmbmaéagnes
esetében, ha magnesezettsége homogén M7

Megoldas
A megoldandé egyenlet (2.170), ahol M = M| dlland6 egy térrészen beliil.
Azaz:
) 0Dy .
Ay =0, Oy és  — I +nM, folytonos a hatdron. (5.174)
n
Viélasszuk a z iranyt M irdnyanak. Ekkor
M
nM, = 00 _ .Moz = My cos® = MyP,(cos0) (5.175)
r

gémbi koordinatarendszerben.

A Laplace-egyenlet megoldasat két részletben keressiik: beliil legyen @1,

kiviil ®p9, ezekre

A hatarfeltételek

(I)Ml = (I)MQ, 8nq)M1 — 8n<I>M2 = 'nM[) = MoPl(COS 0) (5177)
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A megoldas a p-fiiggetlenség miatt kereshetd Legendre-polinomokkal kifejtve.
Mivel az r = 0 illetve az r = oco értékek végesek, marad

O Z Agr*Py(cos ), Dy = Z Byr =71 Py(cos b). (5.178)

(=0 /=0

A hatarfeltételek:
AR =B, (ART (U +1)B R = Moo, (5.179)
innen
Aps1 = By = 0, Ay =My/3 By = R*M,/3. (5.180)
Tehat a gomb belsejében

M, M 2
Oy = —oz = Hpen=——- B = po(H + M) = %

3 3’
(5.181)
Beliil a magneses tér és magneses indukcié homogén. Erdekes, hogy a még-
neses tér ellentétes a magnesezettséggel. Kiviil:

My R3
Dpo = cos 6. 5.182
o = 200 (5.152)
Ez egy m = 4%stM o erosségl dipdl tere. Ha kiszamitjuk a dipdlstirtiséget
V;Z}nb = M, visszakapjuk a gombmaéagnes homogén mégnesezettségét. ¢

Csucsok kozelében kialakul6 elektromos tér

Alkalmazas:

Egy © nyilasszogt kup feliiletén & = 0. Milyen a tér a kiip belsejében, a cstics
kozelében, ha a kiupot lezaré gombfeliileten a potencial forgasszimmetrikus?
Megoldas:

Itt nem a teljes 47 tartomanyban értelmezett a megoldas, viszont a 6 =
0 benne van az értelmezési tartomanyban, és a megoldas nem fiigg p-tol.
Ezenfeliil a potencial véges az r — 0 esetben. fgy a kifejtés:

O(r,0) = Z A,r"P,(cos0). (5.183)

A lehetséges v értékeket az szoritja meg, hogy a potencial nulla § = © esetben:

P,(cos©) = 0. (5.184)

99



I 25
08
06
04 15
02
0 1
02
04
06

P,(05)
A

D123 456788910 60 o0 120 150 180
v =]

Figure 5.1: Legendre-fiiggvény

Egy adott ©-ra a P,(cos ©) oszcillalé fiiggvénye v-nek, 1. 5.1. dbra. A P,(x)
fiiggvények teljes rendszert alkotnak, azaz kifejthet6 r = R mellett adott
(p-fiiggetlen) hatarfeltétel.

Ha egyre kozelebb megyiink a csucshoz, akkor egyre jobban a legkisebb lehet-
séges v érték dominal
O(r — 0,60) ~ P, (cosb). (5.185)
A vy legkisebb nullhely fiiggése cos ©-tdl a 5.1 dbran lathaté. Jellemzok
e Ha © — 0, akkor cos©® — 1, viszont P,(1) = 1, azaz egyre nagyobb v
kell a nullhelyhez, igy 1y — oco.
e Ha © < 7/2, azaz bemélyedés, akkor vy > 1.

e Ha O = 7/2, akkor a kup siklapba megy &t, ennek kozelében & ~ z =
rcosf, azaz vy = l-et varunk; mivel P (z) = z, ezért valéban vy = 1.

e Ha © > 7/2, azaz csics, akkor vy < 1.

A feliiletre meroleges elektromos tér nagysaga

Ey = _%88_? ~ 1 sin P (cosf) = g. (5.186)
Ez azt jelenti, hogy © > 7/2 esetén, vagyis cstcs esetén, a feliilethez kozeledve
a térerdsség végtelenhez tart. Ez a cstcshatds, amit példaul a villamharito
esetében tudunk kihasznélni. Levegében ugyanis a maximalis elektromos tér
FEnax &~ 10 - 107V /m (valamelyest fiigg a levegd allapotatdl, pl. nedvesség-
tartalmatol). Ennél nagyobb térben a kis szdmban jelen levé ionok a tér
hatasara felgyorsulva a tobbi gazmolekuldval {itkoznek, és tijabb ionokat hoz-
nak létre. Az igy kialakul6 lavina kisiilést, villimot eredményez. Csicsos
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felilletnél, ahogy lattuk, nagyobb a térerd, emiatt tobb az ion, ezért oda fog
becsapni a villam. ¢

Tetszoleges alaka fémtest tere gombi koordinatakkal kifejtve

Alkalmazas:

Vegyiink egy forgdstestet, amelyet le tudunk irni egy r = R(0) fliggvénnyel,
és toltsiik fel egyenletesen V' potencialra. Milyen lesz a kialakulé tér a testen
kiviil?

Megoldas:

Itt is a Laplace egyenlet megoldasat keressiik a teljes térben, ahol a végte-
lenben eltlinik a potencidl. A hengerszimmetria miatt a megoldas biztosan
felirhato

O(r,0) = Z Cf Py(cos ) (5.187)
=0
alakban. A hatdrfeltétel azt mondja, hogy ha r — R(6), akkor a potencial
V', azaz

= Z m Py(cos®). (5.188)

Ez azt jelenti, hogy egy konstans fuggvenyt kell eléallitani ismert 6 fiiggvények
Osszegeként. Ezt ugyan analitikusan nem tudjuk elvégezni, de numerikusan
meg tudjuk oldani a problémét. Ehhez tekintsiikk N + 1 tag Osszegét (azaz
¢ =0,1,...N), és koveteljiik meg, hogy N + 1 pontban legyen a potenciél
értéke V. Ha ezt az N + 1 pontot egyenletesen vessziik fel a szog szerint a
0 € [0, 7] intervallumban, akkor az n-edik szog helye 6,, = nmw/L (nem biztos,
hogy ez a legjobb valasztas — ez fiigg a test alakjatol). Ekkor

N
Py(cos b,
VZZCZM Vn=0,1,...N. (5.189)

Ez igy 6sszesen N + 1 db lineéris egyenlet az ismeretlen ¢, egyiitthatokra, ezt
az My, = I;Z((go;%) matrix invertdldsival kénnyen meg tudjuk oldani. Ha a
test nem tul szogletes, akkor numerikusan stabil marad az invertalas nagy N-
ek esetére is (jol kondicionalt feladat). Ha a test szogletes, akkor érzékeny lesz

a megoldas az alappontok j6 valasztasara, és a nagy numerikus precizitasra.

Alabb ezzel a médszerrel egy 2 magassagu henger potencialjat latjuk a henger
egyik oldaldan. Megfigyelhetd, hogy az ekvipotencidlis feliilletek a henger
kozelében még egyenes oldalakat tartalmaznak, a hengertol tavolodva egyre
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Figure 5.2: Henger koriil kialakulé potencial ekvipotencidlis vonalai.

gombszeriibbek. A sarkoknal a potencial legombolyodik, ez mutatja a nu-

merikus hibdkat. ¢

5.4 Hengerkoordinatak

A hengerkoordinatak definiciéja

T = 0COoS Y
(z,y,2) = (0,9, 2), y = psing
ZzZ =z

A lokalis bézis (5.43) alapjan:

e, = (cosp,singp,0)
e, = (~osing, 0¢05¢,0)

e.=(0,0,1)
Emiatt
00 21 [e's)
hy =1, h, = o, h,=1 = /d3x:/dgg/dg0/dz.
0 0 —0o0
A Laplace-egyenlet alakja
10 0P 1020 0%
0=Ad=——|p— -+ —.
000 (90@> 0% 0p? e
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Az egyenlet mindharom valtozdjaban szétvalaszthatd, vagyis a megoldas kereshetd

(0,0, 2) = R(0)¥(p)Z(2) (5.194)

alakban. Ezt alkalmazva, és elosztva P-vel:

1 d d 1 d*v 1d*Z
< R) (5.195)

+ 0%V dp? +Edz2'

Viszont valaszthatunk, melyik koordinatat tekintjiik &, -nek. Egyik lehetoség, hogy
§ = (0,¢), &L = 2. Ekkor

7z _ KZ = Z=é va —hz (5.196)
dZQ — =e€ ) v gy € I .
valamint p IR 2y
1 1
— 0= S —— 1
oRdo (Q d@> T (5:.197)
Ezt megszorozva o?-tel kapjuk
od ( dR\ ,,] 1d0
—— | 0— k ——) =0 5.198
[Rd@ <Qd@)+ I Twae T (5:198)

tehat mindkét tagnak konstansnak kell lennie. Ez els6 egyenlet

i
a2 —m?W, (5.199)

Ennek megoldéasa . .
U =" vagy e "% (5.200)

Ha az értelmezési tartomany ¢ € [0, 27|, akkor a megoldds periodikus kell legyen 27
szerint, ezért m € IN egész.
Az m? konstanst a masodikba befrva, és dtrendezve kapjuk a mdsodik egyenletre:

1d [ dR m2
—— | o— )+ kz——)R:O. 5.201
odo (Q d@) ( 0? ( )
Ha k=0 J R
%0 (gd—g) +m*R =0, (5.202)

az egyenlet skdlainvaridns lesz, vagyis megoldésa

R(o) = o™ (5.203)



fgy a z-fiiggetlen eset (ami megegyezik a 2D Laplace megoldasaval polarkoordinatdkban)

megoldasa:

O(0,0) = > (Am@™ + Buo ™)e™?. (5.204)

m=—00

Ha k # 0, akkor vezessiink be 1j valtozot © = ko mddon, ekkor

d’R  1dR 2
CR _+<1_E>R:o, (5.205)

dz?  xdx 2

Ez a Bessel-egyenlet, megolddsai a Bessel-fiiggvények. Masodfoki egyenlet 1évén, két
fiiggetlen megoldast varunk.

e Elséfaju Bessel-fiiggvények J,,(z). Hatvanysor reprezentacioja

Tm() = (g)m i n!F(TE”L_i): +1) @)% ’ (5.206)

n=0

ahol I' a gamma-fiiggvény:

o0

'ne N)=(n-1), ['(z) = /dttz_le_t. (5.207)
0
Masik, gyakran hasznalt reprezentacié
J ( ) 1 /Wd ( : ) 1 ]d i(nT—xsinT) (5 208)
() = — Tcos(nT —xsinT) = — Te . :
s 27
0 —7

e Ha m nem egész, akkor J,, () és J_,,(z) linedrisan fiiggetlenek. Ha m egész, akkor
J_m(z) = (—=1)™J(x), vagyis keresni kell egy ettdl linedrisan fiiggetlen megoldast:

N, (x) = I (x) cosmm — J_,(7) (5.209)

sin mm

masodfaju Bessel-fiiggvény vagy Neumann-fiiggvény. Az irodalomban hasznaljak
az Y, = N, jelolést is. Néha ezek kombinaciéjat haszndljak:

HWY(z) = Jp(z) + iNp (), H () = Jp(2) — iNp(z), (5.210)

harmadfaju Bessel-fiiggvények vagy Henkel-fiiggvények.
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e Hataresetek: z < 1 esetén

Jm(a:):m<§>m, Np(@)={ . 7

A nagy x > 1 eset:

T(z) = \/g cos(z — % - g), Np(z) = \/7% sin(z — % - %). (5.212)

Innen latszik, hogy a Bessel-fiiggvényeknek végtelen sok gyoke van.

o Az els6faju Bessel-fiiggvények bazist alkotnak a négyzetesen integralhato fiiggvények
terén.

Ortogonalitasi relaciok: a 0 < p < a esetben

a

&2

/ 100 (0 2) 0y D) = 5 Ui () 85 (5.213)
0

ahol fix m-re J,, (i) = 0 Vi. A fenti kifejezés arra hasznalhaté, hogy ha ¢ = a-nél
nulla a potencidl, akkor az ezt kielégito Bessel-fiiggvények szerint kell kifejteniink.

A 0 < o < oo esetben
Vi 1
/ 00 (k)T (K0) = 76k — ) (5.214)
0

A Laplace-egyenlet megoldédsai ezek szerint

®(0,0,2) = Z{ (A I (k0) + Bk Ny (ko))e™e™™? + {k — —k} +

km

+{m — —m} +{k —- —k,m — —m}|. (5.215)

A lehetséges k és m értékeket a hatarfeltételek allitjak be.

Megjegyezziik, hogy ha a merdleges koordinata nem p, példaul egy hengerpalést es-
etében, akkor a z-ben e®™*? megoldést feltételezve a Bessel egyenletet © = iko médon
kell atskalazni. Ennek megoldasai

I ,(x)—1,
(o) = idin),  K(r) = Lizn(®) = (@) (5.216)

2 sinnm

modositott Bessel-fiiggvények.
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Alkalmazas:

Adott egy h magassagi R sugarti henger, melynek oldalan és az alaplapjan
® = 0, a tetején ®(p,9,2 = h) = V(o,¢). Milyen a potencidl a henger
belsejében?

Megoldas:

Mivel a feladat a teljes ¢ € [0,27] tartomanyban értelmes, ezért m egész.
Maésrészt a potencidl regularis a o — 0 esetben, ezért N,, egyiitthatoja nulla.
A potencidlnak nullanak kell lennie o = R esetben, valamint z = 0 esetben.
A kifejtés ezek szerint

Qa 807 Z Z Slnh mlz m(kmlg) (Aml Sin mgo + Bmz COS mgo) )
i=0 m=0

(5.217)
ahol k,,; R = ;. A potencidl z = h-nél V(p, ), azaz

Vo, @, 2) = Z sinh(kpih) S (kmio) (Ami sinme + By cosmep)  (5.218)
Az egyiitthatok, kihasznalva még, hogy

2 2

/dcp sin my sin nw = Tm, /d(p sin mp cosny = 0

0 0

2m 2m

/dap COS MY COSNY = Ty, /dgp cosmepsinng = 0, (5.219)
0 0

a kovetkezoknek addodnak:

Tra2‘]m+1<04mz Slnh kmzh / QQ/ P ( Q) s mep
0 0
ma Jm+1(a,m ) sinh(ky,ih) / QQ/ ¥ I (kmi0) cosmep
0 0
(5.220)
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Chapter 6

A Maxwell-egyenletek
kvazistacionarius esetben

Az id6fiiggés targyalasaban az elsé 1épés, ha a masodik derivéltakat elhanyagoljuk (2.126)
egyenletben (vagyis a d’Alambert operator helyett Laplace-operédtort vesziink). Ennek
fizikai oka az lehet, hogy a masodik derivalt egy 1/c? faktorral van beszorozva, vagyis csak
akkor jelentos, ha a mezok térbeli és idébeli valtozasanak skaldja ¢ faktorban kiilonbozik.
Ez azt jelenti, hogy az azt 1étrehozd toltések mozgéasara is ez kell vonatkozzon, tehét
v ~ c esetben lesz jelentos. Lasst, kis frekvencids mozgasok esetében tehat valéban el-
hanyagolhatjuk ezeket a tagokat. Szabad toltéshordozokkal rendelkezo vezetékben lejat-
sz6d6 alacsony frekvencias folyamatok leirasdara példaul igen alkalmas ez a kozelités: ezt
fogjuk most megvizsgalni.

Jo vezetékben gyakran eltekinthetiink a szabad toltések felhalmozodasatol, azaz ve-
hetjiik a o = 0 kozelitést. Feltehetjiik tovabba, hogy az aramsiiriiség linearisan fiigg a
térerosségtol

J=0F (Ohm torvény), (6.1)

ahol o a fajlagos vezetoképesség. Ezzel a Maxwell-egyenletek zartta valnak. A fenti
atirdssal a (2.126) egyenletek

1
OE = - Vo+udJ, OB=—puV xJ. (6.2)
€0

atirhatdk:
OF = pooE, OB = uco,B. (6.3)
Ez a tdvirc-egyenlet. Alacsony frekvencias hataresetben elhanyagolva a masodik derival-

takat kapjuk:
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A kvazistaciondrius esetben a potencidlokra Lorentz mértékben, linearis anyagban a
kovetkezo egyenlet vonatkozik

/
ACI):—Q = cp(tjx)zi/di%X’M
£ Are |x — x|
pof o JEX)
NA =—pud Alt,x)=— [ d : :
pd = At x) 47T/ A (6.5)

6.1 Indukciés egyiitthato

Vegyiink valtozé aramsiirtiségii rendszert homogén kozegben. Egy kijelolt C' = OF gorbe
mentén mérhetd elektromotoros eré ekkor, (6.5) alapjan:

Ec=— /de—— %dsA_——]{ds/d?’ ﬁt‘”’f (6.6)
F x —x'|

Tegyiik fel, hogy az aramok vezetokben folynak, és a vezetékben az drameloszlas térbeli
eloszlasa nem valtozik idében, csak a nagysdga. Vagyis

= Zfi(t)ji<xl)- (6.7)

Ezt visszairva kapjuk:

=Y Lo, Lei = ds/d3 ’|3l il (6.8)
- X X

Az L csak az drameloszlas geometridjatol fiigg, azaz idében allandd, neve indukcids
egyiitthato.

Ha vékony vezetokrdl van sz, amelyek C; gorbék mentén folynak, akkor az k. korben
ébred6 elektromotoros er6

r 1% / 1
— L1, Ly = — d d , 6.9
zi: k F 47T7{ck Sﬁi S[x—x’\ (6.9)

Ly; a kolesonos indukeid egyiitthatd. k& = ¢ esetén onindukciés egyiitthatorol beszéliink,
de ekkor nem szabad a vezetd vastagsagat elhanyagolni.

6.2 Magneses tér kvazistacionarius dinamikaja vezetok-
ben, skin-effektus

Nézziik most a magneses tér egyenletét (6.4) alapjan, és vizsgdljuk meg az id6figgést két
példan keresztiil:
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Alkalmazas:

Induljunk ki egy inhomogén mégneses konfiguraciébdl B(t = 0,x) = b(x).
Homogén vezetd kozegben hogyan fejlodik a mégneses indukcié idoben?
Megoldas

Erdemes térbeli Fourier-transzforméciot végezni a B téren

Pk, . ,
B(x) = / @n? e**B(k), B(k)= / d*xe ™ B(x). (6.10)
Ekkor )
AB(x) = /dd—k ™ (—k*)B(k) (6.11)
) (2n)? ’ '
Ezzel
P e k*B OB] =0 6.12
W@ [ +/,LO' 't ] = U. ( . )
Inverz Fourier-transzformacié utan
k*B + poo,B = 0, (6.13)
amely egyenlet megoldédsa
2t
B(t,k) = b(k)e #. (6.14)

Lathatéan a mégneses tér konstanshoz tart, hiszen a konstans részre k =
0, az nem csillapodik. Minél nagyobb a hulldimszam, azaz minél nagyobb
k, anndal gyorsabban lecseng annak amplitiddja. Mivel a nagyfrekvencias
Fourier modusok feleldsek az “élekért”; igy az idéfejlédés soran egyre simébb
lesz a méagneses indukcio.

Megjegyzés: ha a Maxwell-egyenletekbdl (I —m? differencidlds adédna, akkor
a fenti kifejezésben k? helyett k% + m? éllna, és ekkor a k = 0 médus is
csillapodna, az anyagban nem maradhatna meg magneses tér. Ez a helyzet
allna fenn akkor, ha a fotonnak tomege lenne, amit a mai mérések igen nagy
pontossaggal kizdrnak. Szupravezetokben azonban pontosan ez a helyzet &ll
el6, és ezért a szupravezetokbol “kiszorul” a magneses tér: ez a Meissner-

effektus. ¢

Alkalmazas:
A félteret kitolto, z normalisd, p relativ permeabilitasu és o vezetoképességli
anyagban w korfrekvencidju valtéaram folyik x iranyban. Az atfolyé aram
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hosszegységenként I,. Milyen az arameloszlés, ha tudjuk, hogy az aramelos-
zlas csak a z iranyban valtozik?

Megoldas

Az anyagon beliil igaz a hévezetési egyenlet E-re, ezt ova szorozva kapjuk az
aramstrliségre:

AT = pod,J. (6.15)
A feladat szerint A
J = Jy(2)e.e ™, (6.16)
emiatt 27
0 .
o —iwpuo Jy. (6.17)
Ennek megoldéasa
Jo(2) = Jo(0)et 2, K = —iwpo. (6.18)

Be szoktdk vezetni a k = (1 —i)/6 mennyiséget. Ennek értéke

1—1 2
K= /—ilwpo 5 = J ”wua (6.19)

Hatarfeltétel, hogy z — oo esetén ne legyen végtelen a tér, emiatt a negativ
el6jelet kell valasztanunk.

Emiatt az aram amplitiddja exponencidlisan lecseng § karakterisztikus tavol-
sagon. Adott anyag esetén a frekvencia novekedtével § csokken. Nagy frekven-
cia mellett a tehat egyre inkabb csak a vezetd feliiletén folyik dram. Emiatt
ezt az effektust bor-effektusnak (skin-effektus) nevezziik, a 6 mennyiséget
pedig behatoldsi mélységnek vagy skin mélységnek.

Az atfolyé aram egy y-ban df hoszzisagu, z-ben végtelen téglalapon

o0

dl Jo(0
dl K
0
Az aramstiriség tehat A
J = Lyreye W (6.21)
az elektromos térerosség
E = I, e e, (6.22)
o
A magneses indukcio:
. /4,2 .
B=—-iwB=r10tE =—re, x E=—Ij—e,e ™" " (6.23)
o
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azaz, felhaszndlva, hogy k2 = —iwuo
—iwt—Kz

B = —plyeye ,

és
_ —iwt—Kz
H = —Iye,e .

Kiszamithatjuk a hoveszteséget is. A lokélis hoteljesitmény

Lo

P=JE=-J".

o

Ehhez az daram valds részére van sziikség; mivel
k= \/—iwpo = e Jono,
igy
J = ]0\/(lmegce—z/é6—i(wt—z/é—f—7r/4)7

valés része

J = Ip\Jwpoeze *° cos(wt — 2/6 4+ 7/4).

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

Egy periédusra dtlagolva (cos® wt) = 1/2 miatt a kovetkez$ alakhoz jutunk:

1
(P) = §I§w,ue*2’z/‘;.

A teljes leadott teljesitmény egy dxdy feliileten:

d(P) = /d3X (P) = dxdywulg /dze_%/‘S = dxdy&uu[g,

2 4
0

o*p :1 Y 2
ozdy 2\ 20"

azaz
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Chapter 7

Teljes idofiiggés: forrasok nélkiili
megoldas

Most tekintsiik a Maxwell-egyenleteket teljes idofiiggésiikkel. Mint lattuk, ilyenkor a
konstiticids relacidk linearis kozelitése a legtébb anyag esetén megfelel6 lesz. Ekkor
részlegesen homogén kozegekben ugyanazok az egyenletek igazak, mint vakuumban, igy
az elektrodinamika Gsszes egyenlete hasonld szerkezetii lesz:

OV = —f, (A — Cizaf)\lf =—f. (7.1)

Lorentz mértékben a potencidlok minden komponensére, Coulomb mértékben a vektor-
potencialra, adott forrds esetén az E és B komponenseire ez az egyenlet lesz igaz. A
d’Alambert operatorban levé konstans linedris kozelités esetén

1 c c
= = = n = /&y, (72)
VERL ety M
n a torésmutaté. A legtobb anyagra, amelyben a fény terjedni képes, u, ~ 1 jé kozelités.
Ezért a torésmutato vizsgalatandl haszndlhatjuk a n =~ /e, képletet.
A fenti egyenlet inhomogén linearis masodfoku parcidlis differencialegyenlet. Az al-
talanos megoldas két rész Osszege

Ck

e a homogén rész (f = 0) altaldnos megoldésa
e az inhomogén rész egy partikularis megoldésa.
Most kezdjiik a homogén egyenlet vizsgalatat, azaz
Ow = 0. (7.3)

tiwt—ikx

Az egyenlet megoldasat keressiik W(¢,x) ~ e alakban. Visszairva kapjuk:

w? = 2k, (7.4)
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vagyis w fliggvénye k-nak: ezt a fliggést hivjak diszperzids relacionak. Ha nincs kitiin-
tetett irdny a térben, akkor csak |k|-tdl fiigghet w — jelen esetben a fliggés linedris.

Az altalanos megoldas a fenti alakok Osszege tetszOleges egyiitthatoval. Mivel a
megoldas valds, irhatjuk

U(t,x) = /(;ijrl; ao(k) cos(—wyt + kx + ¢x), ahol  wy = kc. (7.5)

Ezt az alakot felirhatjuk egy komplex szam valds értékeként

\I/ ¢ . §R d3k —itwgt+ikx 7 6
(’@“L/@wp“” : (7.6)
ahol ai = ap(k)e’*. Mivel a valés rész képzés linedris miivelet, amely felcserélhetd
minden mas linearis mivelettel, igy linearis kifejezésben hasznalhatjuk ezt a komplex
megoldast azzal a recepttel, hogy a végén a fizikai potencidl a komplex potencial valds
része. Nemlinedris esetben (mint példaul az energiasiiriiség szamitdsanal, amely né-
gyzetesen tartalmazz a mezdéket) a valds rész képzést nem halogathatjuk, ott a valédi
fizikai mezdkkel kell dologznunk.

Eqgy dimenzids esetben az egyenletiinket meg lehet dltalanos kezdofeltételekre oldani:

1D : V=70 = Uta)= filr —ct) + folz +ct). (7.7)

Ez megfelel egy balra és egy jobbra fut6 hullam ¢sszegének. A két fiiggvényt a kezddfeltételek
hatarozzak meg:

\IJ(07$) = fl(x) + fQ(x)7 6t\11(0,x) = —C(f{(l‘) - fé(x))’ (78)
fite) =+ (\wo,x) - %wo,x)) C Bw=s (wo,x) ; éxif(o,x)) ()

ahonnan integraldssal kaphatjuk a két fiiggvényt. Ha példaul 0,¥ (0, z) = 0, akkor

wm@:%@mw—w+w&x+my (7.10)

7.1 Csoport- és fazissebesség

Tekintsiik most az altalanos esetet, ahol az wp = ck nem &ll fenn, hogy a targyalas a
késobbiekre is érvényes legyen. Mit ir ilyenkor le a megoldasunk?
Tekintsiink egyetlen médust elészor, azaz a(q) = ad(q — k). Ekkor a valédi, valds
megoldas alakja
U(t,x) = acos(wt — kx + @), (7.11)
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A megoldas idében és térben is periodikus. Egy t = to-n kivalasztott xy ponttal azonos
fazisban levo pontok halmazanak elemei:

wtyg — kxo + ¢ = wt —kx + ¢ + 2nm, n € N. (7.12)
Ebbél
A N P
X = X + (t — to)vrk + Ank + Bk, 1U:i%, A:—g, kk, =0.  (7.13)

t = to-nal tehat xo-lal azonos fazisban van a k-ra meréleges sik (hulldmfront), valamint
ennek \-val valé eltoltjai (hullimhossz). Ez a megoldés tehdt haladé sikhulldmot ir le
(monokromatikus sikhullam).

Az id§ el6rehaladtéval a hullimfrontok k iranyaban vy sebességgel haladnak tovabb,
vagyis ez az azonos fazisi pontok sebessége, a fdzissebesség. Vakuumban vy = ¢ =allandé.
Miutan az elektromégneses hullamokat a fénnyel azonositjuk, ezért a fazissebesség a fény-
sebesség.

Monokromatikus sikhullamnél igaz, hogy

U(t,x) = U(0,x — vstk), (7.14)

azaz a hullimalak csak eltolédik, nem deformalédik. Altaldnos a(k) esetén ez nem lesz
igy, a hullam gyorsan 0sszekuszalédik. Viszont ha azonos irdnyu sikhullamokat tesziink
Ossze, azaz egy dimenzids valtozast néziink, akkor a hullamterjedés irdnyat tekintve x
iranynak irhatjuk

—a
27
Tegyiik fel, hogy a(k) valamilyen kg koriil erésen csticsos fiiggvény, és azon a tartomanyon,

ahol a(k) # 0, ott wy, lassan valtozik. Jeloljik a(k) = r(k — kg), ekkor ¢t = 0-nal a hulldm
alakja

U(t,z) = /dk (k)etnttike, (7.15)

dk , , dk . ,
U(0,z) = /% a(k)e™*™ = e’kom/% r(k)e® = e*orp(x), (7.16)

ahol r(z) lassan véltozé fiiggvény (hiszen csak kis hulldimszdmi mddusokat tartalmaz).
A fenti alak egy r(x)-szel modulélt sikhulldm, neve hulldmcsomag.
A korfrekvenciat is sorba fejthetjiik kg kortil:

d
wkZWQ—F(k—kQ)% +.... (717)
k=ko

Bevezetjiik a csoportsebességet a kovetkezo képlettel:

. dwk

cs — T g7 718
Ves = (7.18)

)
k=ko
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dk , , . A dk ,
\If(t7g;) — /% T’(k) _ ko)e—z(w0+(k—ko)vcs)t+zkac _ e—zwot-l-zkox/% ,r,(k,)ezk:(:v—vcst) _
= eikO(I_vft)r(x - cht)' (719)

Ez ugyanazzal a fiiggvénnyel modulalt sikhullam alak, az eredetihez hasonlé. A burkold
Vs sebességgel halad, ez indokolja a csoportsebesség elnevezést. A fazis a hullamcso-
magon beliil tovabbra is v; sebességgel megy eldre. Altaldban v, # vy, kivéve, ha wy
linearis k-ban, mint a vidkuumbeli fényterjedésnél.

Informacio kiildésekor mindig hullamcsomagot kell eléallitani, hiszen végtelen sikhul-
lamban nincs semmi szerkezet. Emiatt az informaciétovabbitas sebessége v.s. Elofordul-
hat bizonyos esetekben, hogy ezek a sebességek nagyobbak a fénysebességnél, ez azonban
csak annak a jele, hogy ott nem hasznalhatok ezek a fogalmak.

Ha a fazissebességet a fénysebességbol a torésmutatoval képezziik, amelynek ismerjiik
a frekvenciafiiggését:

c  w
v n k c ( )
Ekkor a csoportsebesség
1 c c
Ves = 0k N dn — N w de,’ (7.21)
— n4+w— n+—
dw dw 2n dw
7.2 Elektrodinamikai hullamok
Coulomb mértékben, végtelen térben
AP=0 = &=0
d’k —iwgt+ik
OA=0 = A(tx)= [ —=Aok)e T, (7.22)
(2m)?
A Coulomb mértékben div A = 0, ebbdl Ay(k)k = 0.
Egy monokromatikus komponensre az elektromos térerdsség
E = _atA — Z'onefithrikx — Eoefiwt+ikx’ (723)
vagyis
Ey=iwAy, (7.24)

ami azt is jelenti, hogy Eok = 0. Ez 6sszhangban van a div E = 0 feltétellel. A magneses
indukcio: o o
B =rot A = ik x Age” WiTikx = Bemiwitikx (7.25)
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vagyis ennek amplitudodja
1.
BO =1k X AO = -k x Eo. (726)
c

Erre is igaz, hogy Bok = 0, 6sszhangban a div B = 0 egyenlettel. Tehdt monokromatikus
sikhullamban k, E( és B, egymasra merolegesek. A mégneses indukcié nagysagara

Bo = (7.27)

c
Osszefiiggést kapunk.

A homogén Maxwell-egyenleteknek van egy érdekes szimmetridja. Ha (2.108) vagy
az (2.160) egyenletet nézziik linedris anyagban, akkor észrevehetjiik, hogy a E — —cB és
B — E/c helyettesitésre ugyanazok maradnak a fiiggvényalakok. Mésik megfogalmazas-
ban E - —H és E — H, valamint pu <> ¢ helyettesités szimmetria. Ezt a leképzést
dualitasi transzformaciénak nevezziik.

A kra merdleges altér két dimenziés. Emiatt felvehetiink egy ortonormélt béazist
{l;, e, e}, és irhatjuk

E = (a1e; + agey) e witikx, (7.28)

e1 2 a polarizéciés vektorok; legyen k x e, = ey, ekkor k x ey = —e;. Egyiitthatdik, o o
lehetnek komplex mennyiségek is, amely a kétfajta polarizaciéju sikhullam kiilonb6zé
fazisat jelentik. Valdban, az igazi térerdsség a fenti mennyiség valds része, azaz «; =
E;et#i jeloléssel

E = FEje; cos(kx — wt + ¢1) + Fyey cos(kx — wt + ¢3)

B = %62 cos(kx — wt + ¢1) — @el cos(kx — wt + ¢2). (7.29)
Adott x pontban abrézolva E vektort, az a k-ra meréleges (transzverzalis) 2 dimenzids
sikban egy gorbét rajzol ki az id6 elorehaladtaval. Ha ¢, = @9, akkor ez egy egyenes,
ekkor linedrisan polarizélt fényrdl beszéliink; ha ¢y = @y +imw/2, és F; = E,, akkor
a gorbe kor, a fény cirkuldrisan polarizalt. Altaldnos esetben ellipszist kapunk, a fény
elliptikus polarizaciéjarél beszéliink.

A hullam energiastrtisége:

€0 442 1 2 €0 2 2 2 2
=_—F — B =—|FE kx E)| =¢gE~. 7.30
w 5 + o 5 + (b x E) €0 ( )

Lathaté médon az elektromos és a mégneses komponens ugyanakkora jarulékot ad az
energiastriséghez. Ebben az egyenletben a valodi idofiiggést kell hasznalnunk, hiszen
nemlinearis 6sszefiiggésrol van szé. Tehat

w = go (B} cos®(kx — wt + ¢1) + E3 cos®(kx — wt + ¢2)) . (7.31)
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Egy periodusra atlagolva

w= 2 (B} + E3). (7.32)
A Poynting-vektor
1 1 - J P
S=—ExB=—Ex(kxE)=—- kE*. (7.33)
o Clho Zo

ahol bevezettiik a Zy vakuumimpedancia fogalmat. Dimenziéjat tekintve ez egy ellenallds

jellegi mennyiség, értéke
Zo = poc = |22 = 376.7Q (7.34)
€o

Az energiadram iranya tehat a hullam iranya, nagysdga pedig

S| = c0E? = cw. (7.35)

Clo€o
Vagyis az energia-aramsuriség és az energiasiiriiség viszonya ugyanolyan mint a részec-
skék esetén az aramstriiség és a toltésstriiségé, J = vo.
Az impulzusstiriiség a (3.32) képlet alapjan ardanyos a Poynting-vektorral, nagységa

gzc—b;:% =  w=gc. (7.36)
A fenti képletek alapjan az elektromagneses hullaimra gondolhatunk gy is, mint részec-
skék aramara, ahol a részecskék energidja és impulzusa E = cp mdédon kapcsolodik Gssze.
A relativitaselmélet szerint ez nulla tomegl részecskéket jelent. Ez a fotonkép alapja.
Az interferencia jelensége miatt azonban mindig megfontoltan kell alkalmazni ezt az
azonositast.

7.3 Frekvenciafiiggd permittivitas, torésmutato

Bocsassunk egy linedrisan polarizdlhaté anyagra idoéfiiggé elektromos teret. Az anyag
valasza erre a hatasra a polarizacio kialakulasa. Azonban a polarizacié értéke egy adott
idoben nem feltétleniil az éppen akkor adott elektromos térrel aranyos, a kornyezet, a
csillapitas mind okozhat faziskésést, ami miatt a kordabbi értékek is szamithatnak. Azt
azonban mindenképpen elvarjuk, hogy a polarizacié nem fiigghet a hozza képest jovébeli
térerosségektol. A polarizaciostiriiségre megfogalmazva, és eltekintve a térkoordinataktol,
irhatjuk tehat:

P(t) = /dt’@(t—t’)G(t,t’) E(t) (7.37)

—00
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Ha nincs kitiintetett idépont, akkor G csak t — t-tél fiigghet. Ez a kifejezés a sztatika
(2.137) képletének altalanositasa, igy a P és F kozotti aranyossagi tényezot hivhatjuk
altalanos, id6fiiggd szuszceptibilitasnak:

cox(t—t) =0t — )Gt —t) = P{t)=¢ / dt' x(t — ) B(t'). (7.38)

A szuszceptibilitds értelmezése tehdt valéjaban egy anyagi (linedris) vélaszfiiggvény.
A fenti kifejezés egy konvolucid, Fourier-transzformaltja:
P(w) = gox(w)E(w). (7.39)
Fourier-térben tehat szorzat alaku az anyagi valasz. Az elektromos eltolas és a permit-
tivitas igy:
D(w) =eoE(w) + P(w) =eo(l + x(w)) F(w) = & (w)=1+x(w), (7.40)
P és E valéssaga miatt

P (w) = P(—w), E'(w)=E(—w) = x'(w) =x(-w). (7.41)

Hogy egy konkrét példat adjunk, tekintsiik a mikroszkopikus polarizalhatésag mod-
elljét, egy harmonikus potencidlban kotott, de most csillapitott toltott részecskét. Boce-
sassunk erre a rendszerre id6fiiggd elektromos teret. A mozgasegyenlet egy dimenziéban

2
md2x + T + Da = qE(t) = 2p+~9p +wip = %E(t), (7.42)

ahol wg = %, v = % Ennek Fourier transzformalttal a megoldésa:

2

plw) = 2 — I (7.43)

2 ; 2
m wi — 1yw — w

a polarizaciostiriiség pedig

N¢? 1
P(w) = E 7.44
@) =~ e B, (7.44)

ahol N a toltéshordozok siirtisége. Ha tobb sajatfrekvencia van, akkor azok Osszegét
fogjuk kapni. A relativ permittivitas tehat

N:q¢? 1
() =143 N , 7.45
er(w) + — £ wJQ- — iYW — w? (7.45)
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Sztatikus esetben (w = 0) visszakapjuk a Clausius-Mosotti egyenlet linedris kozelitését
(1. (5.167), ahol most N-nel jeloltiik a stiriiséget), az anyagi polarizalhatésdg (5.170)
egyenletével.

Ha megvan ¢, (w), akkor felirhatjuk a torésmutatét is az n(w) = /e, (w) kifejezéssel.
Mivel vy = ¢/n, a fazissebesség frekvenciafiiggd. A diszperzids relacié w = kec/n most
tehat nem linedris, emiatt a csoportsebesség nem egyezik meg a fazissebességgel: a (7.21)
kifejezést kell kiértékelni meghatarozasahoz.

A térerdsség kifejezése monokromatikus sikhulldm esetén:

E(t,x) = Bye witikxin(), (7.46)
Eszrevehetjiik, hogy modelliinkben ¢,-ben van imaginarius rész is, ha v # 0. Valéban:

1 1[ 1 1 B YW

S ——
\Yoﬂ-—i’yw—w? 2
j

_ = . (747
Wi —iyw —w?  w? +iyw — w? (W? — w?)? + y2w? (7.47)

Emiatt

N.q?
e (w) = Y i (7.48)

com; (@ — W) 7

Ennek kovetkeztében a torésmutaténak is van képzetes része
n(w) = ver = Npe(W) + i (W), Nim(w) > 0. (7.49)
Ezt visszairva az idofejlédésbe
E(t,x) = Bye~witikxnre(w) g—kxnim(w), (7.50)

Mivel n;,, > 0, ezért ez egy térben csillapodd hullamot ir le. A hulldm energidja elnyelodik
az anyagban, emiatt az n;, mennyiséget abszorpcios egyiitthatonak is szoktak hivni. Mi-
utan n;, eredete a mikroszkopikus csillapitas, igy valéjaban az energia a mikroszkopikus
szabadsagi fokok csillapitasa miatt csokken. Szoktak definidlni a s opacitast is, mely az
energia-aramsiiriiség (intenzitds) csillapoddsanak jellemz6 hossza egy p stiriiségli anyag-
ban.

S(x) = Spe ™ = k= 2wnz—m(w) (7.51)

co
mivel a periédusra dtlagolt Poynting-vektor S ~ |E|?. Ha x kicsi, akkor n ~ 1 + x/2,
azaz Ng, = Se,/2. Mivel (7.48) Osszefiiggés alapjan e, ardnyos a részecskestiriiséggel,
ezért érdemes kiemelni a striiséget, hogy x érzéketlenebb legyen az anyag allapotara.
Az abszorpcids egyiitthaté néhany jellemzojét gondoljuk végig.

e Minél kisebb az abszorpciés egyiitthatd, anndl atlatszébb az anyag. Viz esetén
egy frekvenciatartomanyban kicsi az n;,, valéjaban ez hatarozza meg a lathaté
fény tartomanyat. Masodrendii fazisatalakulasnal minden frekvenciatartomanyban
megjelennek gerjesztheté mdédusok, igy mindenhol van csillapitds, emiatt latunk
kritikus opaleszcencidt.
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e Szabad elektrongdzra w; = 0, v = 0, vagyis

wh = —— (7.52)

wp a plazmafrekvencia.
— w < wp frekvencidn €, < 0, vagyis n(w) tisztan képzetes, vagyis az elektrongdz
nem ereszti at a fényt.

— w > wp frekvencian az elektrongdzban nincs csillapitdas. Ugyanakkor

n(w)—\/l—w—%<1 = oy =o>c (7.53)

A fézissebesség tehat nagyobb mint a fénysebesség. A csoportsebesség azon-
ban (7.21) alapjan

de 2w? c ne
d_r — _2P Vs = = > =nc<c. (7.54)
w w Wp 92, WP
nt—L gy lE
nw w

kisebb mint a fénysebesség. w = wp-nél n = 0, igy a csoportsebesség nulla, a
fazissebesség végtelen!

o A légkor teljes opacitdsa (atlatszatlansdga) lathaté a 7.1 dbran [10]. Az opacitds
szdzalékos értékét 100(1 — e~ 9L) kifejezéssel kaphatjuk, ahol L a légkér optikai
uthossza.

Most of the
Visible light nfrareHiaRe Etrlrm Long-wavelengtl
I Radio waves observable 3diop waves

Gamma rays, ¥-rays and ultraviolet observable absorbed by

light blocked by the upper atmospher from Earth.  Sy5epheric Lomyant; blocked.
(best observed from space). with some gasses (best

observed

from space).

atmospheric
distortion.

Atmospheric
opacity

0.1nm lnm 10nm 100 nm 1pm 10 pm 100 pm 1 mm lem 10cm Im 10 m 100 m 1km

Wavelength

Figure 7.1: A légkor abszorpcids egyiitthatdjanak frekvenciafiiggése
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— A légkori frekvencidk alsé részében, azaz a hosszu hullamok esetén az ionoszféra
(amely kozelitheté szabad elektrongédzzal) atlatszatlan, vagyis visszaveri az
elektromagneses sugarzast. FEz hasznalhato radidézasra, mert a hullaimok a
Fold feliiletén nagy tévolsagra is el tudnak jutni [10]. Az URH (VHF) hul-
lamok hulldamhossza 10-1m, frekvencidja 30-300 MHz, ez mar felette van a
légkori plazmafrekvencianak, igy azok csak rovid tavolsdgon foghatdk.

— Magasabb frekvencian a légkor atlatszo lesz, itt a foldi radidcsillagaszati es-
zkozok kilatnak a vilagtirbe.

— Uténa kovetkezik egy tujabb atlatszatlan rész, amely elsosorban a molekuléris
gerjesztési frekvencidk jelenlétének koszonheto.

— A 390 és 750 nm (1 nm = 1072 m) kozott nincsen olyan géz, amelynek jelentds
elnyelése lenne — elsésorban a viz elnyelését kell itt figyelni. Emiatt a légkor
ismét atlatszo.

— Magasabb tartomanyokban a molekularis ionizacié egyre fontosabb szerepet
jatszik, emiatt a légkor ismét atlatszatlanna valik.

7.3.1 Kramers-Kronig relacié

Lattuk, hogy a kauzalitdas kovetkezményeképp eox(t) = O(t)G(t), vagyis csak ¢ > O-ra
nem nulla a véalaszfiiggvény. Emiatt irhatjuk, hogy x(f) = ©(¢)x(t). Mivel szorzatfiig-
gvény Fourier-transzformaltja konvolicid, valamint a ©-fiiggvény Fourier-transzformaltja:

1
O(w) = 7.55
(w) w + 25 6_)0+7 ( )
ezért .
[ dw ix(W)
x(w) = / 21w —w' + 18 (7.56)

Trjuk ezt fel a valds és képzetes részekkel: y(w) = Ry (w) + iSx(w). Felhasznalva, hogy
1 1

w—w +1 w—w

—imd(w — w'), (7.57)

ahol P a foérték integral jele, némi atalakitas utan kapjuk:

7 I Cx / T / /
Rxw) =P [ B gy —p / dur Fx () (7.58)
T w—w m™ W —Ww
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Tovébba, jra felhasznalva (7.57) alakot:

o0

_ [ d" —Sx(W)
X(W)—/ T ow—w +id (7.59)

—0o0

Mindez azt mutatja, hogy x imaginarius része teljesen meghatarozza az y-t, ez a Kramers-
Kronig relacio. Ez a kauzalitdas kovetkezménye. Végiil még az is lathato, felhasznalva
eox(t) = O(t)G(t) kifejezést, hogy

G(w) = —250Sx(w). (7.60)

Felirhatjuk mindezt a relativ permittivitasra is, hiszen ¢, = 1 + x. Ekkor

o
A Se (W)

A fenti mikroszkopikus példaban
N;q? 2i
e, (w) = 3 nw (7.62)

E0Mmj (wjz — w?)? 4+ y2w?

Altaldban a mikroszkopikus modellekbdl tetszdleges pozitiv fliggvényt kaphatunk e,
imagindarius részére.

7.3.2 A vezetoképesség és a permittivitas kapcsolata

Bocsassunk anyagra idéfiiggé elektromos teret, legyen az idofiiggés monokromatikus,
E = Eye !, a helyfiiggést6l tekintsiink el. A térerésség polarizdciésiiriiséget hoz létre.
Linearis anyagban (7.39) szerint

P(t) = Pye ™", Py = gox(w)Ey. (7.63)
A polarizacié véltozasa a polarizacios toltések mozgdsat jelenti, ami dramot jelent (2.154)
J =0,P = —iwP = —iwepx(w)E. (7.64)

Ezzel megkaptuk az Ohm-térvény J = oF mikroszkopikus alakjat (1. (6.1) képlet). A
o vezetoképesség értéke a fentiek szerint

o = —iwepx(w), (7.65)
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vagyis a relativ permittivitds €, = 1 + y értéke

er(w)=14+— 7.66
(W) =1+ 2 (7.60
kis frekvencian. Vagyis vezetOk esetén azt varjuk, hogy a permittivitas imagindrius része
divergal kis frekvencidkra, az egyiitthato éppen a vezetoképesség.
A molekularis modelliinkben nem kotott, de csillapitott elektrongazra wy = 0, azaz

Nqg? 1 w Ng¢? i Nqg?
d g NP N

e =1+ - 5
EoMm —WY — W my gow mry

(7.67)

ami a Drude-modell eredménye.

7.4 Elektromagneses hullamok kézegek hataran

Eddig homogén kozegben terjed6 hullamokat irtunk le. Kérdés, mi torténik, ha az anyagi
allandok helyfiiggdk, hogyan tudjuk leirni a hullamterjedést?

Most olyan kozegeket fogunk tekinteni, amelyek részelegesen homogének. A kozeghataron
ki kell elégiteni a hatarfeltételeket:

D,, B, E;, H, folytonosak. (7.68)

Figure 7.2: Hullam kozeghataron
Tekintsiink egy sikhullamot, amely egy n normaélisu sik kézeghatarra érkezik (7.2):
ahonnan érkezik, ott ¢, ahova ott &’ legyen a permittivitds. Az eredmény héarom hulldm

Osszege lesz: a beesé hullim mellett egy dtmend (megtort) és egy visszavert hullamé.
Jeloljiik a beeso hullam térerdsségeit a kovetkezé modon:

. ) 1~
E=Ey “= B=_"kxE. (7.69)
C

A megtort hulldm jellemz6i legyenck E', B', k', a visszavert hullimra E”, B”, k". Jeloljiik
kn = cost, k'n = cos @', és k"'n = cos6”.
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A hatérfeltételek minden id6pontban valé érvényessége miatt a megtort és a visszavert
hulldmra is e ™? az id6fejlédés. Emiatt igaz a hullimszamok nagysigéra
nw / /

="k =" (7.70)
& C n

A hatarfeltételek V x € feliilet pontokban érvényesnek kell maradniuk. A feliilet iranyaban
tehat a fazisok ugyanigy kell valtozzanak:

elloc — gikx — pikix VxeF. (7.71)
Mivel a hatar mentén kx = kz sin 6 a megfeleld szoggel, kapjuk
E'sin@” = ksing = 0"=0
K'sin®' =ksing = n'sinf =nsiné. (7.72)

Ez utébbi egyenlet a Snellius-Descartes-torvény.
Koordinatazzuk a rendszert gy, hogy é,|n

0 sin @ sin 6’ sin @
n=10 k= 0 K = 0 K = 0 (7.73)
1 cos @ cos ' —cosf

A polarizacidhoz érdemes a feladat geometridjahoz illeszkedd bazist valasztani:
1) En=0, 2) Eec{knsk} = Bn=0. (7.74)
Ezek a feltételek igazak maradnak a megtort és visszavert hullamra is.

1. Itt E L n, R, azaz, felhasznalva By = %f{ x FE Osszefiiggést

0 0 0
E,= | Ej E| = | E|] Ej=|E]
0 0 0
—cos —cos 6’ cos 6
15 cos o B
By=— 0 By=—" 0 Bi="2( 0 |(7.75)
sin 6 ¢ sin 6’ ¢ \sing
A hatérfeltételek
D,, = folyt. ——
E; = folyt Ey+ E; = E;
1 1
B,, = folyt. —(Eo + Ey)sin = — Ejsin ¢’
c c
1 1
H, = folyt @(Eo — Ej)cos = c’_u’Eé cost'. (7.76)
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A B, illetve E; egyenletekbdl kovetkezik

1 1
—sinf = —sinf = nsinfd =n'sinf, (7.77)
c ¢

ami ismét Snellius-Descartes-torvény, azaz a téregyenletek kompatibilisek a hatar-
feltételekkel .

A térerésségekre a megoldas

B = B, w'c cos @ — pccos 9” B~ E, 24/ cos B . (7.78)
w'c cos @ + pccos 6 w'c’ cos @ + pccos ¢
. Ebben az esetben B teljesen transzverzilis, azaz a felirand6 egyenletek
1 1
l_l(BO + By) = EB(/)
(Eo — E)cos0 = Ej cost
e(Eo+ Ej)sinf = 'Eysin 6. (7.79)

Az els6 és utolso egyenlet Gsszehasonlitasabdl most is a Snellius-Descartes-torvény
kovetkezik. A megoldas:
pecost — p'd cos @ 24/ c cos B

El =F E,=F : 7.80
0 0ucc089+u’c’c089” 0 Ouccos@—l—,u’c’cos@’ (7.80)

Megjegyzés: a forrasmentes Maxwell egyenletek invariansak a dualitasi transzfor-
méaciora (1. 7.2 fejezet). A hatérfeltételeket is belevéve az a szimmetria miikodik,
hogy E - —H, H — E, valamint ¢ <> p cserével az 1. eset teljes egészében
atalakul a 2. esetté. Az e <> p azt jelenti, hogy pc — 1/(uc), emiatt (7.78) képlet
a 2. esetben ugy irhatd, hogy

HY — H, puccos @ — p'd cos ' H = 0 2p1ccos 6

O Uccosd+ p/c cos '’ Uccosd+ W/ cosf

(7.81)

Figyelembe véve, hogy F = ucH az adott kdzeghben érvényes u és ¢ értékekkel,
kapjuk a (7.80) képletet.

Tanulsagok

e n' < nesetén sin @ > sin 6, vagyis van olyan 6, amelyre nincs megoldds, azaz nincs
megtort fény: sinfy = n’/n. Ennél nagyobb beesési szogek esetén a hullam teljes
egészében visszaverodik.

'Bonyolultabb hatir esetén nem jé feltevés az, hogy csak egy iranyu visszavert, illetve megtort
hulldmunk van!
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e a2.) esetben u = p/-t vélasztva elérhetd, hogy E = 0. Bevezetveac/d =n'/n =7
mennyiséget, ennek feltétele

1
rcosf = cosf', —sinf = sin 6. (7.82)
r
Tehat 1
r? cos’§ = cos’ @' =1 —sin® 0 = 1 — — sin” 0. (7.83)
r

Innen r = 1 esetén azonossagot kapunk: ekkor nincs kiilonbség a torésmutatdk
kozott, és soha nincs visszavert hullam. Ha r # 1, akkor beirva az ismert tri-
gonometrikus azonossdgokat cos? = 1/(1 + tan® ) és sin®# = tan® /(1 + tan®0)

egyszerlen kapjuk

n/

tanf =r = —. (7.84)
n

Ez a Brewster-szog, ekkor a visszavert hullam a feliilettel parhuzamosan polarizélt.

Erdekes médon a mésik esetben nem létezik megoldésa az E{ = 0 egyenletnek, ami
latszik (7.82) egyenletbdl, hiszen az 1.) esetben az els6 egyenletben is 1/r szerepel,
azaz csak 6 = 0’ a megoldés. A feliilet iranyu elektromos polarizéciéval rendelkezé
visszavert hulldm tehat mindig van (kivéve persze ha n' = n).

7.5 Hullamterjedés hatarfeltételekkel

A hatarfeltételek specidlis tipusa az, amikor teljesen eltekinthetiink valamelyik anyag-
ban az elektromégneses tértol. Ilyen példaul egy idedlis vezetokkel hatarolt térrész,
amelyet idealis diamagnesnek is tekinthetiink. Ekkor az anyagon beliil sem E sem B
nem létezhet, vagyis a hataron teljesiilnie kell

E, =0, B,=0 (7.85)

feltételeknek. Fizikailag kozelitoleg ilyen rendszerek a hullamvezetdk illetve iiregrezona-
torok.

7.5.1 Hullamvezeto

A hullamvezetd egy idedlis vezetOk altal hatarolt cs6, amelyben elektromagneses hul-
lamok tudnak terjedni. Itt most az egyszerliség kedvéért vegyiink téglalap keresztmet-
szetll egyenes csovet. A rendszer koordindtazasahoz valasszuk a koordinatarendszer z
irdnyét a cs6 irdnydnak. A csé mérete legyen a x b. Ekkor a (7.85) hatérfeltételek:

E.(x,0,2,t) = E.(x,0,2,t) = E,(x,b,2,t) = E,(x,b,2,t) =
- Ey(O, y? ZJ t) - EZ([)? y? Z7t) - Ey(&, y? Z? t) - Ez(a7 y? Z? t) - 07
By(x,0,z,t) = By(x,b,2,t) = B;(0,y,2,t) = By(a,y, z,t) = 0. (7.86)
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Erdemes az ltaldnos konfiguracidkat, ahol E, és B, nem nulla, két hullam szuperpozi-
ci6jaként kezelni, ahol vagy F, = 0 (transzverz elektromos, TE médus) és a B, = 0
(transzverz magneses, TM mdédus).

TE eset

Itt az elektromos teret érdemes felirni, hiszen egy komponensét mar tudjuk. A megoldés
sikhullamok 0Osszege kell legyen, az id6 és a z-fiiggésre valéban sikhullamszert alakot
kaphatunk. A transzverzalis irdnyban azonban a hatarfeltételek miatt allohullamok
kialakuldsara kell szamitanunk. Mivel az E,|,—¢ = 0, valamint E,|,—¢ = 0, ezért
varhatéan az egyik sin(k,y)-nal, a maésik sin(k,z)-szel kell ardnyos legyen. Nézzitk a
kovetkez6 Ansatz-ot:

o FEo cos kyx sin kyy
E(r,y,2,t) = e k== | By sink,z coskyy | . (7.87)
0

A sikhullam Gsszetevikre igaz w = ke, azaz w?c® = kI + k. + k2 kell teljesiiljon. Az
E.|y—p = 0 miatt k, = %*, az E,|,—o = 0 miatt k, = ", ahol n, m egészek kell legyenek.
A div E = 0 feltétel alakja:

e~k gin k2 sin kyy(Eogks + Eoyk,) = 0. (7.88)

Ez szerencsére teljesitheté minden x, y-ra (az Ansatz-unknak koszonhet6en), amit ka-
punk
FEozky + Eoyky = 0. (7.89)

A magneses indukciét a rot E = —0;B = iwB, képlet segitségével hatdarozhatjuk
meg;:

_ —%Eoy sin k,x cos kyy
B(z,y,2,t) = — 1ot E(z,y, 2, 1) = e~ “tiks= ’fu—ZEOx cos k,x sinkyy
w ’Ui(krEoy — kyEoy) cos kyx cos kyy
(7.90)
A div B = 0 és rot B = ¢ 20, E automatikusan teljesiilnek.

Ha B, = 0 lenne, az azt jelentené, hogy k, Eo, = k,Eo,, ami (7.89) egyenlettel egytitt
csak E = 0 esetben teljesiilhetne. Emiatt nem lehet egyszerre TE és TM egy megoldés
(bonyolultabb geometria esetén mar igen).

Fizikailag a megoldas a cs6 keresztmetszetén allohullamokat jelent, n—1 illetve m —1
csomoponttal az x illetve y irdnyban. A cs6 mentén k., hullamszammal és w frekvencidval
terjed6 hulldamot kapunk. A z irdnyu terjedés fazissebessége

2 2
= tmafie (Im) s (1) o
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mindig nagyobb mint a fénysebesség, azonban a csoportsebesség

dw c

Ves = d_k;z == 5 5 <c (792)

" nm n mm

k.a kb

mindig kisebb.
Bevezethetiink torésmutatét a z iranyd hullamterjedésre:
|k.|c . k2 (7.93)
n= = — .
w w2’

ahol k1 = k7 4 k7. Ez pontosan olyan alak, mint a szabad elektrongdznal (1. (7.52)), itt

a plazmafrekvencia
wp =cky. (7.94)

wp alatti hullamok nem tudnak terjedni a csében, ez a hullamvezeto levagasi frekvencidja.
Mivel k, és k, koziil legalabb az egyik nem nulla (kiilonben a megoldas maga is azonosan
nulla lenne), ezért wp sosem nulla. Ha a > b, akkor n =1, m =0, azaz k, = w/a, k, =0

véalasztassal 2, akkor
e

WP min = ; (795)
Ha ennél kisebb frekvenciaju hullamot bocsatunk a hullaimvezetore, akkor k, tisztan
imaginarius lesz, azaz exponencidlisan elhalnak a terek. Masrészt kis k,-kre v, ~ n,
azaz egyre lassabban terjednek ezek a hullamok.
Az energiadramldshoz kiszamithatjuk a Poynting-vektort S = E x H képlettel. Fi-
gyelniink kell, hogy itt mar a komplex kifejezések valés részét kell beirnunk. Az x és y
komponens:

k2 — k2

1 «
Sy =—(E,B, — E.B)) = T Egy sin(2wt — 2k, 2) sin(2k,x) cos® (k,y),
p ikipw
1 kQ - ki 2 . D) .
S, =—(E,B, — E,B,) = 4y 2 Eg, sin(2wt — 2k, z) cos® (k) sin(2k,y). (7.96)
M HEyW

Ezek egy periédusra vett atlaga nulla. A z komponens kiszamitasa:

! ke

_ _ 2 2\ _
Sz = E(ExBy - EyBl‘> - (1w (Ex + Ey) -
k-
= - sin®(wt — k.z) [Eg, cos® kyxsin® kyy + Egy sin® k,x cos® kyy| . (7.97)

ZKonnyen ellendrizhetd, hogy ekkor E, # 0, azaz ez egy nem nulla megoldast ir le.
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Egy periddusra, valamint a feliiletre atlagolva

k.
(S.) = S (Eg, + EG,) - (7.98)

Az energiastiriség kifejezése, rogton beirva az egy periddusra, valamint a feliiletre vett
atlagolast

(w) = 1 (5<E3x L)+

L (: (B8 + K23, + (huF, ~ Ky Eor)’) ) =

2 jiw?

1 w’ 2, 12, 1.2 2 9 1 )

Az utolsé tag nulla (7.89) miatt. Emiatt
1 (52)
(w) = — (B, + Eq,) =

8puc? Ves
Csaktgy, mint korabban a sikhullamok esetén, most is egy részecskeszerli energia aram-
stiriséget kaptunk, ahol a helyettesito részecskék sebessége v.s csoportsebesség.

(7.100)

TM eset

Az el6z6 esethez hasonléan targyalhatd, de most a magneses indukciét érdemes felirni.
Ez ismét legyen egy z irdnyban terjed6 hullam, az x — y sikban &alléhullamokkal. A
hatarfeltételeket kielégité megoldas:

o By, sin kyx cos kyy
B(z,y,2,t) = e k= | By cosk,x sink,y |, (7.101)
0
ahol w? = ¢*(kZ + k + k2) a Maxwell-egyenletek miatt, és k, = "X, k, = %% a hatér-
feltételek miatt. A div B = 0 egyenlet kovetkeztében

Bouks + Boyk, = 0. (7.102)
Az elektromos tér a rot B = ¢ 20, E = —iw/c® E egyenletbdl kovetkezik:
i kzch By, cos kyx sin kyy
E(x,y,z,t) = " rot B(x,y, z,t) = e witiks= B —kf By, sin kyx cos kyy
= (kyBoy — ko Boy) sin k,x sin kyy
(7.103)

A div E =0 és rot E = —0; B egyenletek automatikusan teljesiilnek.

Ebben a csatorndban a minimalis frekvencia nem johet az n = 1, m = 0 valasztasbol,
mert ekkor k, = 0, azaz (7.102) miatt By, = 0, és igy B = 0 lenne. A minimalis
frekvenciahoz n = m = 1 tartozik,

Winin = CTA\| —= + —. (7.104)



7.5.2 Uregrezonitor
Ha a z irdnyt is lezarjuk c tavolsagban, akkor a hatarfeltételekhez hozzdjon még

Ex(x7 y’ O’ t) = Ey(x7y’ 07 t) = Ex(l’, y7 C7 t) = Ey('x’ y? C7 t) = 07
B.(x,y,0,t) = B,(z,y, z,t) = 0. (7.105)

Ekkor a z iranyban is allohullamok alakulnak ki. A TE esetben

’ FEo, cos kyx sinkyy sink,z
E(z,y,2,t) =e ™" | Ey,sink,x cosk,y sink,z |, (7.106)
0

ahol w? = *(kZ + k2 + k2) a Maxwell-egyenletek miatt, és k, = 2%, k, = "% és k., = &=

a hatarfeltételek miatt. A TM esetben

By sin kyx cos kyy cos k. z

B(z,y,2,t) = e ™" [ By, cosk,x sink,y cosk,z |, (7.107)
0
innen
E, 2 Byyk, cos kyx sin kyy sin k.2
E, | = —e™* — Bogk, sin k,x coskyy sink,z . (7.108)
E, W (Bogky — Boyk,) sink,x sinkyy cosk,z

Az iiregben csak bizonyos frekvencidk képesek csillapodas nélkiil megmaradni, ezek
az iireg sajatfrekvenciai.
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Chapter 8

Teljes idofiiggés: az inhomogén rész
megoldasa

Ahogy targyaltuk, a U = —f megoldasanak egyik eleme a homogén rész altalanos
megoldasa, amely a hatarfeltételek figyelembevételére is alkalmas. A masik eleme az
inhomogén rész egy parcidlis megoldasanak megkeresése, mégpedig a hatarfeltételeket
is a kényelem diktdlta modon valasztva. A megoldandoé egyenletet igy a végtelen térre
terjeszthetjiik ki.

8.1 Green-fiiggvények

A megoldandé egyenlet tehdat (JW = —f. Ahogyan sztatikaban is tettiik, az altalanos
forras helyett attériink a pontforrasra:

LGt x: %) = —5(t—)5(x—%) = (%) = / dat / B Gt x: ) ().

(8.1)
A G megoldést itt is Green-fiiggvénynek hivjuk. Ahogyan korabban is, a jobb oldal ¢t — ¢
illetve x — x’ fiiggése miatt G(t — t/,x — x').
Hogy G-t meghatarozzuk, végezziink idébeli Fourier transzformaciét. Fizikailag egy
id6ben pontszerii forrds helyett egy oszcillalé forrds terét szamitjuk ki. Mivel () — 1,
valamint 97 — —w?, ezért

(A + )G (w,x) = —6(x), w = ke. (8.2)

A A + k? kifejezést nevezik Helmholtz operdtornak.
A jobb oldal, valamint a hatarfeltételek is forgasinvariansak, ezért G is az lesz, azaz
gémbi koordinatarendszerben felirva csak r-tél fog fiiggeni. Ezt felhasznalva térjiink at
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gombi koordinatarendszerre, és tekintsiik egyelore az r # 0 esetet:

1 & ,
-—(rG) + k*G =0, ha r #0. (8.3)

r dr?

Ez mésodrendii differencidlegyenlet, megolddsai'

e:I:ikr

Gr/alw,r) =C (8.4)

r

Az ardnyossagi tényezéhoz a forrast kell figyelembe venni. Integraljuk a AG = —k*G — 4§

egyenletet egy gombre a Gauss tétel segitségével, kihasznélva, hogy G csak r = [x|
fiiggvénye
oG .
/ Px NG = *x;V,G = drR*— = 4nC (+ikR — 1) o kR _
14 oV or r=R

R R
= —47rk2/dr r?G(r) —1= —47rC’k2/ dr refthr — 1 —

0 0
=47C [1 4 (£ikR — 1) "] — 1. (8.5)

Ez akkor igaz, ha C' = 1/(4m). A konstansunk tehat fliggetlen a k-t6l; valdjaban ezt
sejthettiik is, mert az x = 0-nal végtelen nagy forrassal a Laplace-operator végtelen
értéke lesz egyensulyban, vagyis k értéke nem szamit az aranyossagi tényezében. k = 0-
nal viszont a Laplace-egyenlet Green-fiiggvénye jon be, amely — mint a sztatikdban lattuk
— 1/(4nr), azaz az ardnyossagi tényez6 1/(4m). Emiatt:
+ikr
‘ (8.6)

G = .
R/, 7) d7r
Hogy a valds idébeli megoldast is megkapjuk, vissza kell Fourier transzformalnunk a

megoldast:

1 dv _. . 1 r
Ganltr) = o [ Eemstgrons = L (17, 87
waltr) 47rr/ o art TG (87)
Vagyis az eredeti Green-fiiggvények alakja:
Gt —t'x—x) = — g (t—p 5 X=X (8.8)
R/A ’ 4rr|x — x| c . '

Valéjsdban elég lenne egy partikuldris megoldds, de a kényelem, és a fizikai interpretdcié miatt
megtartjuk mindkét megoldast most.
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A megoldas pedig:
Wpa(t,x) = 7dt’/d3x’;5 bor 3 XX p vy -
RIAL 4rr|x — x| c ’

1 |x — x/|
= | &P ———— t ap .
/ X4W|X_X,|f(¢ : ,x) (5.9)

Rogton megfigyelhetjiik, hogy ha a forrds idofiiggetlen, akkor a sztatika eredményét
kapjuk vissza.

8.1.1 A Green-fiiggvények fizikai értelmezése

Vegyiik most azt a nem fizikai példat, mikor a pontforrasunk csak egyetlen pillanatra,
egyetlen helyen villan fel egységnyi erdsséggel, azaz f(t,x') = §(t)d(x’). Ekkor

1 x —x'

Ez a megoldas csak t > 0-ra nem nulla, és ott is csak egy r = ct gombfeliileten: azaz
egy kifuté gombhullamfrontot kapunk. Mivel r-be csak késve érkezik a felvillané forras
jele, ezért azt a megoldast késo, retardalt megoldasnak hivjuk, és G neve retardélt
Green-fiiggvény. Hogy a sztatikahoz hasonlé képletet kapjunk, jelolhetjiik

[f(t,x'ﬂmt:f(’f"X_CXI|’X'> = et = [ TS (s

drlx — x|

Ha egy forras t > 0-n iizemel, és megadjuk a kezdeti feltételeket, akkor a megoldas

Wt x) = \Ifo(t,x)+/d3X’M

d|x — x|’

(8.12)

ahol a Wq(t,x) olyan szabad megoldas, amely a t = 0 pontban a kezdeti feltételeket
szolgaltatja.

Ha ugyanezt az A Green-fiiggvénnyel akarjuk megcsinalni a felvillané pontforrasra a
kovetkezo megoldast kapjuk:

1 _ /

c

Ez a megoldas t > O-ra nulla, és ¢t < 0-ra is csak egy r = —ct gombfeliileten kiilonbozik
nullatol. Ezért egy befuté gémbhullamfrontot kapunk. A megoldas megelozi a forras
felvillandsat, ezért ezt a megoldast elérehozott, avanzsdalt megoldésnak, a G4 Green
fiiggvényt avanzsalt Green-fiiggvénynek hivjuk. Az értelmezés: ha egy forras t < ty-ig
iizemel, és megadjuk a tér értékét t = ty-ndl, akkor a korabban mérheté tér:

U(t,x) = Uo(t,x) + Va(t,x). (8.14)
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8.1.2 Fourier-térbeli alak

Térbeli Fourier-transzformacioval megkaphato a Green-fiiggvény Fourier-alakja. Gombi
koordinatarendszerben x = cos@ helyettesitéssel, valamint bevezetve egy regularizald
e (§ > 0) kifejezést kapjuk

[e'e) 1 [e'e]
GR/A(wa q) — 5 /dT‘ /dl’ Te:l:zwr—zqm:—zsr — % /d?" (ezl:zwr-i-zqr—&r - G:I:Ewr—zqr—dr> —
0 1 0
1 1 1 1
T\ £ wr + wqr —or  +-wr —iqr — or q* — (— + i5>
c c c
Valdjaban (8.2) Fourier transzforméciéja alapjan rogton tudtuk, hogy
, W2 1
(" — E)GR/A(Waq) =1 = Gpguwq)~ h (8.16)

2

c2

Ez az alak azonban két pélust tartalmaz w = +qce-nél (a szabad megoldéds diszperzids
reldciéindl). Ha elvégezziik az w — w=id helyettestést, ezzel a pdlust eltoljuk w = gcFid
helyre — az R (retardélt) esetben a pdlusok a komplex sik alsé félsikjén, az A (avanzsalt)
esetben pedig a felso félsikjan vannak.

8.2 Lokalizalt, oszcillalé toltésrendszerek tere

Elektrodinamikéban, Lorentz mértékben, ha kezdetben a potencidlok ® = A = 0 voltak,
akkor a retardalt megoldasok

t—|x—x|/c,x')

1
0o =-2 = otx) = /d?’x'g(

€0 Ameg |x — x/|
J(t—|x—x/e,x
OA=—puJ = Altx) &/d?” (t—| /e, x)
A |x — x|
(8.17)
Legyen most J(t,x) = J(x)e” ™! A toltésmegmaradds mérlegegyenlete miatt o ~
e~ és igy minden megoldéas ~ e~™!. Ekkor az idéderivélt helyettesithetd —iw szorzoé-
val.

Lorentz mérték esetén

—ic?

) p
0=divA+ 50:® =divA+ %CD = O(tx) = divA(t,x).  (8.18)

W
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Ezért elég csak a vektorpotencidlt meghatdrozni, mégpedig a (8.17) képlet alapjan:

Uo 3 ,J(X’)e—iw(t—\X—X’l/C) frge "t / . / piklx—x
Alt,x)=— [ d _ P J .
(t,x) 47?/ X = x| ym x' J(x')

(8.19)

Itt k = % kombinéciét jeloli.

Tegyiik fel, hogy a forras mérete jéval kisebb, mint a hullamhossz d < A, ellenkez6
esetben az egyes toltések sugdrzasat kiilon kell kezelni. Ha emellett r» < A (kozelzona),
akkor els6 kozelitésben elhanyagolhatjuk a retardalast, és a kvazistaciondrius esetet
kapjuk vissza. Ahogyan r — A, egyre bonyolultabb lesz a tér.

r > X esetben (tdvolzdéna, hullimzéna vagy sugarzési zéna) a megoldds ismét lee-
gyszeriisodik. Itt ugyanis elég csak azokat a tagokat megtartani, amelyek » — oo esetén
nem tlinnek el. A nevezdben csak a vezetd tagot kell megtartani:

L 1o (i) | (8.20)

x—x/|  r 72

Az exponensben azonban

! d2 d2
x — x| = Vr2 +x2 — 2xx’ =14/ 1 D ) (—) =r—xx'+0 (—) (8.21)
r r r

kifejtés miatt a konstans tagot is meg kell tartsuk, hiszen még végtelen tavol is megfi-
gyelhet6 szerepe van. Ekkor
—iwt ik(r—xx') ikr—iwt o,
A(t,x) =1 / R o) [ / &X' J(x)e ™ (8.22)
A r A r
Az r-fliggé elétag oszcillalé megoldést jelent. Az r = 0, ¢ = 0 ponttal azonos fazisi

helyek halmaza:
2men

w
—r—wt=2m = r=ct-—
c w

Ez a sugar mentén peridédikusan elhelyezkedé gémbhéjakat ir le, amelyek ¢ sebességgel
tavolodnak az origdtol. Az ilyen megoldasok tehat a gombhullamok. Ezeknek a gémb-
hulldmoknak irdnyfiiggése lesz az integral miatt. Megjegyzés: bar itt A(r) ~ 1/r, ez
azonban nem a monopdlusok jelenlétét mutatja, hanem a sugarzas jele.

Az exponensben szerepl6 k|x'| < kd, azaz itt még sorba fejthetiink:

(8.23)

ikr—iwt
At,x) =1 ¢

4 T

/ P T () (1 — kK + ). (8.24)
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8.2.1 Dipdlsugarzas
Az els6 tag (8.24)-ben:

ikr—iwt

At,x) =10 ¢ / dx' T (). (8.25)

47 T

A sztatikdban ez a tag eltlinik, itt azonban

/dngZ- = /d3ij8jxi = —/dgxlxﬁjjj = /dgx’xﬁtg = Oyp; = —iwp;, (8.26)

ahol p; a dipélmomentum. Innen

—iwuo eik'r—iwt

A(t,x) = p. (8.27)

4 r
A kialakul6 mez6 tehdt aranyos a rendszer dipélmomentuma&val, pontosabban — az w
szorz6 jelenléte miatt — annak valtozasaval. Emiatt ezt a tagot dipdlsugdrzdsnak nevez-
zik.

Hogy az elektromos illetve magneses tereket megkapjuk, derivalni kell a vektorpoten-
cidlt. Mivel az 1/r? tagokat elhagytuk, a derivalds csak az exponensre hat, azaz

0;e™ = ikije™ = V —ikg, (8.28)

a derivalas helyettesitheto egy vektorral. Emiatt

1 kw ezkrfzwt 2 ezkr‘f@wt

H=_"—10tA=-= (ﬁxp):“’_

Lo 4T r e 7

(x x p) (8.29)
Az elektromos tér a c?rot B = 0,F miatt:

> 2
E="“VxB=cBxx=Z7H xx, (8.30)
w

ahol ismét megjelent a Zy vdkuumimpedancia (1. (7.34) képlet). Az elektromos térerésség
tehat

7 2 ikr—iwt
E = 4(;:2 ‘ . (X X p) X X. (8.31)
A Poynting-vektor
S=ExH-=72)Hxx)xH=2%xH = S=27,H" (8.32)

Az idéfiiggéshez a terek valés részét kell venni, vagyis S ~ cos? wt. Idéatlagban

Z Z 2
= DH? = s wt D sin’, (8.33)

S
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Sugarzasok esetén szoktak a sugarzas atlagos teljesitmény-aramsiiriiségét, azaz a Poynting-
vektor egy periédusra vett atlagat intenzitdisnak nevezni, ezt I-vel is jelolik.

Lathaté modon a Poynting-vektor a tavolsdggal forditott aranyban csokken. Ez azon-
ban azt jelenti, hogy ha egy adott térszdgbe kisugéarzott teljesitményt (intenzitast) néz-
ziik, akkor tavolsagfiiggetlen eredményt kapunk. Ugyanis egy r tavolsagban levo df)
latszolagos térszogbe es6 feliilet nagysdga r2dS), igy kiesik az r%:

dP
Most tehét ip 7
_ 0 4,2 - 2
m = Wu} p s (9 (835)

A fenti eredmény abrazolasahoz polar-koordindtarendszert szoktak hasznalni, és felveszik
a (R(0),0) gorbét, ahol a sugar R(f) = Z—g. Ezt a gorbét lathatjuk 8.1 dbran.

TN //"'F %\
AW
\Tﬁ
4
\ AN
Figure 8.1: Dipodlantenna sugarzasi karakterisztikdja

A teljes kisugdrzott intenzitdshoz (teljesitményhez) P = [ sz—g. Mivel

1

/dQ sin?f = 27T/dac(l — %) = 8%, (8.36)
.
ezért 7
_ 40 49
= o2V (8.37)

4

Lathatéan a kisugarzott teljesitmény ~ w®, azaz csak nagy frekvencidkon lehet jelentos.

Alkalmazas:

Kozépen taplalt d hosszisdgu egyenes antenna sugarzasa.

Megoldas

A “kozépen taplalt” megnevezés azt jelenti, hogy kozépen csatlakoztatjuk az
egyenes antennat a fesziiltségforrashoz, amit most aramforrasként vesziink
figyelembe. Emiatt kozépen az aram nagysaga adott, periodikusan valtozik.
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Az antenna legvégén persze nem tud hova folyni az aram, ott tehat az
aramerosség nulla. A legegyszeribb interpolalé fiiggvényt felvéve feltessziik,
hogy az arameloszlas az antenna mentén linearis:

I(t,z) = Lye ™" (1 - M) : (8.38)

d
Ekkor
d/2 d/2
. 2 Iyd '
/d?’xJ(x) =e, / dzI(t, 2) = 2Ipe e ™" /dz (1 — FZ) = %eze_“"t.
—d/2 0

(8.39)
Mivel (8.26) alapjdn az dramsiiriiség integrdlja —iwpe ™! innen p = ’g%dez.

Az i fazistolast jelent a képletben. Emiatt a kibocsdtott sugarzas intenzitasa

iw

dP Z0w4 Ing . 20 Z()(k?d)Q
_— = — S =
10~ 32m22 42 0 12872

IZ sin? 6. (8.40)

A teljes kisugarzott teljesitmény

B Zo(kd)?
487

Zo(kd)?
247

P

1
]gzégsugjg, ahol Ry, = ~ 5(kd)*Q. (8.41)

Vagyis az antenna aramkori szempontbdl egy ellenallasként viselkedik, amely
frekvenciafiiggd. Ezt nevezik az antenna sugarzasi ellenallasanak. 4

8.2.2 Multipol sugarzasok
Az masodik tag (8.24)-ben:

ikr—iwt

Aw,x) = 10 ¢ / dx! (—ikkx’) T (x). (8.42)

AT r

Az integral egy kétindexes mennyiséget ad:

Mij = /d3X$iJj = Aj = _éfluo klﬁzMZ] (843)
™

M antiszimmetrikus része a magneses dipélmomentum (1. (2.90))

1
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A szimmetrikus rész most nem nulla:

/d?’xxijj —/d3X.TiJk(akIEj> = —/dBXI]ak(IZJk) = —/d3XIjJi—/d3Xl’il’j diVJ,

(8.45)
azaz
/dgx(:viJijiji) = —/d?’xxia:j divd = 6t/d3xgxia:j = _TW (Qij + 9;j /d3xg:v2> )
(8.46)
ahol bevezettiik ez elektromos kvadrupol tenzort (2.47) alapjan. Emiatt:
; ikr—iwt ; ;
—ig e . wk . iwk 2
Aj (t,X) = 47T ” |:k'$i€ijkmk — TQﬂxl — 7$i/d3X/Q(X/)X/ :| . (847)

Az utolsé tag tiszta gradiens, hiszen z;f(r) = 0;F(r), ahol F' = f. Emiatt ennek
rotaci6ja nulla, igy elhagyhaté (més széval mértéktranszforméciéval kikiiszobolhetd). A
tobbi jaruléka:

_Z'Iuow eikzr—iwt ,UOMQ eikr—iwt

A(t,x) = m X X —
dre r 247 r

Qx. (8.48)

Az els6 tag a magneses dipolsugéarzas, a masodik az elektromos kvadrupolsugarzas ké-
plete. A magneses dipolsugarzas az elektromos képlettel teljesen analdg, csak p —
m X X/c médon kell az erésségeket helyettesiteni. Az els6 két rend Osszege tehét:

; ikr—iwt 2 ikr—iwt
—ifow € 1 R Low* € .
A(t,x) = -m X x| — : 8.49
(t:) 4 r {p L X} 24we 7 @x (8.49)
A térerdsségek
1 w2 eikr—iwt 1 iw3 eik'r—iwt
H=—rotA=— X -X X X)| — X X.
o 10 yP— |:X X p+ X% (m X):| i 5 XX Qx
FE=/7yH x x,
Z
S=7Zx%H?> = (S)="2x|H (8.50)

2
A szogeloszlas bonyolult, azonban a teljes kisugarzott teljesitmény kiszamithatd, mert a
vegyes tagok kiesnek a térszogintegralds soran; pl.:

(x X p)[x x (M x X)] = (x x p)[m —x(mx)] =x(p x m). (8.51)

Térszogintegralds utdn [ dQx = 0. A mdgneses dipélsugdrzds szogeloszldsa ugyanaz,
mint az elektromos dipdlé, azaz a teljesitménye is ugyanaz. Az elektromos kvadrupol
esete bonyolultabb, de a végeredmény:

Zowt (5, m? Zow )
P = — — T . 8.52
127c? (p * c? * 1440mc* rQ (8.52)
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Lathatéan a méagneses dipdl illetve elektromos kvadrupol sugarzasok 1/c*-tel elnyomott
korrekciét adnak, 6sszhangban a d/\ sorfejtéssel (hiszen d/\ = dw/(27c), és d belemegy
a multipolmomentum definicidjaba).
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Chapter 9

Altaldnos mozgast végzo tomegpont
sugarzasa

A fenti analizis akkor j6, ha d < A. Ha ez nem 4&ll fenn, akkor az elemi 6sszetevik
sugarzasat egyesével kell figyelembe venni, és azok sugarzasat interferaltatni kell.

9.1 Liénard-Wiechert potencialok
Most egyetlen mozgd ponttoltés terét szamoljuk ki. Ennek toltés- illetve aramstirtisége:

o(t,x) = gd(x — (),  J(t,x) = qu(t)o(x — (1)) (9.1)
Haszndaljunk Lorentz mértéket, ekkor

O0(t,x) = —=,  OA(Lx) = —peJ (t',X). (9.2)

€0
El6szor szamoljuk a skalarpotencialt, azzal analég lesz a vektorpotencial szamolésa.
Hasznéljuk a d’Alambert operdtor Green-fiiggvényének (8.9) képletbeli alakjat, és inte-
graljunk a térfiiggésre:

O(t,x) = a /d3x'dt’

" dmeg |x — x/|

_ 47350 /dt’mé (t’ —t+ ’X_—Z(t/”> =
q /dt’5 (t’ it W) , (9.3)

- 4’/T€0R

5(x’—~y(t’))5(t’—t+ |X_X/|> _

C

ahol

_ k= O c(t—1%) =R. (9.4)

C
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Vagyis t a Dirac-delta argumentumdnak megoldésa, fizikailag az az id6pont, ahonnan
indulé fényjel x-et t-ben éri el. Megkovetelve a retardaldst, azaz t < t feltételt, a megoldés
egyértelmil, ha a részecske sebessége kisebb mint ¢. A t'-re vonatkoz6 integralasnal 1]
valtozot bevezetve

el e ek =)

—¢ =1 9.5
“ c ot’ clx — ()]’ (95)
ezzel
—~(t 1 1 1
Jars (o BN Xy L
¢ v =) ,_Bv 1-8R
clx —~(t)] Re
(9.6)
ahol B = v/c. Ezt visszairva, osszefoglalva:
q 1 _ R(t) _ v
D(t = - hol R=x—~(t t=1— =v(t = —.
(t,%) IRl _gh M x—~(t), o v=90), B=-
(9.7)
A fenti levezetéssel teljesen analég médon
Alt,x) =12 Y (9.8)

 AnR1 — 8 R
A skalar potencidl képlete nagyon hasonlit a ponttoltés sztatikus potencidljahoz. Az
egyik kiilonbség, hogy a ponttoltésnek a ldtszolagos helyéhez viszonyitott tavolsagot kell
felvenni, vagyis ahonnan a sugédrzasa megérkezik (nyilvan a fénye is akkor jon hozzank,
igy ez val6ban a latszolagos helye): emiatt lesz R a nevez6ben. A masik kiilonbség az
expliciten felléps 1 — BR nevezd. Ez valdjaban a df/dt hényados (1. még (9.10)).
Az elektromos és magneses térerdsségek kiszamolhatok a

1
E=-Vo—-0A, H=—rotA (9.9)
Ho

képletekbol. A derivalasok azonban nem egyszertieck a bonyolult retardalasi képletek
miatt. A felhasznalhaté azonossagok

OR; OR .

af = —Ui(i), ﬁ = —Rv

ot 10ROt . Ot ot 1

AR S Ry -6 A -

ot ¢ Ot Ot BPoi = =1 ks

ot _ 1(0R  OROL __Eﬂzwaf I

dr; ¢ \ox; Otodx;)] ¢ ox; dr; Rc— Rv’

OR; ot v R;

8_%_5” " j = % Rc — Rv

oR 1 _O0R; - Rv R;

R —_R (1 = J 1
Ox; RRZ Ox; B ( * Rc — Rv) R—-BR (9.10)



Ezek felhasznéldsaval kaphato (részleteket 1. 14 fiiggelékben) az elektromos térerdsségre

R-pB  Zyg Rx[(R-B)x}]

q 2
E(t,x) = 1— - - , 9.11
és a magneses térerosségre:
1 -
H(t,x) = 7R x E(t,x). (9.12)
0

E-ben az elsé tag nem fiigg a gyorsuldstol, és a tavolsagfiiggése ~ 1/R?. Emiatt ez a
tag a Coulomb potencial altalanositasaként foghaté fel. A maésodik tag a gyorsulastél
fiigg, ez felel6s a sugarzas lefrasaért. Ez ardnyos a gyorsulassal: vagyis a gyorsuld toltés
sugaroz!

A H egyszeri alakja miatt konnyen felirhaté a Poynting-vektor:

S—ExH-~RE" (9.13)
Zy

9.2 A sugarzas dipdl kozelitése

Ha a mozgas sebessége joval kisebb a fénysebességnél v < ¢, akkor a [ ~ 0 kozelitést
hasznalhatjuk. A v < ¢ a fényjel peridédusidejével megszorozva d < X kifejezésbe megy
at, ahol a d a mozgd toltés altal megtett it. Emiatt az oszcillalé toltésrendszerek d/\
kifejtése valéjaban v/c, azaz [ szerinti kifejtés is egyben. A § = 0 eset a vezetd, dipdl
kozelitésnek felel meg.

Messzirol figyelve a mozgd toltést, mivel a toltés csak keveset mozdul el, R ~ r
kozelitést hasznalhatjuk. A sebesség szamitasandl a retarddlast még meg kell tartanunk,
vagyis ekkor a vektorpotencial:

A(t,x) = %v . (9.14)
t—r/c

A sugédrzas szamitdsandl a vezet6 1/r tagot akarjuk megtartani. Ezért a derivalasoknal
az 1/r-re nem kell hatnunk, vagyis csak a retardélds miatt lehet értéke a térderivéltaknak
1s:

r r r X r
t——-)= t— - t——-)=—— t——). 1
Vit- D) =Vt -Daft -5 =-Zas- 1) (9.15)
Ezért a magneses indukcio
_ _ M09 5
B =10t A= 47T7’C(a, X X) . (9.16)



Az elektromos térerdsséghez:

OFE
EZCQrotB:%(axf() X% = E:%(axf{) X% = ZoH x %.  (9.17)
Ez megegyezik a sugdrzas (9.11) kifejezésében a R ~ r és § < 1 kozelitésnek.
A sugarzas Poynting-vektora:
7 2
S=ExH=ZxH =% L ?sin?, (9.18)

1672r2c2
innen megkaphatjuk a kisugarzott teljesitményt a térszog fiiggvényében (1. (8.34)):
gkaphat) g y y g ruggveny

P Zod® 5
20 = T2z @ sin 6. (9.19)

A teljes kisugarzott teljesitményt pedig a

_ ZOQQ 2
67c?

(9.20)

Larmor-képlet irja le, a v/c kifejtés vezet6 rendjében. Ez a képlet teljesen analdg a (8.37)
képlettel, hiszen ha p = qroe ™! alaki, akkor w?p ~ 9?p ~ qa, és ennek a négyzetét
tartalmazza (8.37). A 2-es faktor kiilonbség a periddusra vett atlagolas kovetkezménye.

Alkalmazas:

Mekkora egy korpalyan nemrelativisztikusan mozgéd toltés kisugarzott tel-
jesitménye?

Megoldas

Korpdlya esetén a = rw?, ahol w a korfrekvencia. Emiatt

P

7 2,2, ,4 7 2.2 4

_ Loarwn | Zoge (“) . (9.21)
6mc? 6mr? \c

Relativisztikus sebességekre a képlet modosul (1. kés6bb).

Ezt a képletet megkaphatjuk ugy is, hogy a kormozgast két (faziskéséssel
elinditott) oszcilldlo dipdl Osszegének tekintjiik, és hasznaljuk a (8.37) ké-
pletet. ¢
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9.3 Egyenesvonalu egyenletes mozgast végzo test sug-
arzasa

Most vizsgaljuk meg a teljes Liénard-Wiechert potencidlokat a legegyszeriibb esetben, az
egyenesvonali egyenletes mozgast végzo test esetére.

Legyen a megfigyelési pont = (z,0,0), a toltés pedig a z tengely mentén mozogjon
~(t) = (0,0,vt). (9.7) alapjan sziikségiink van a kovetkezé mennyiségekre:

= x— () = (2,0, —0d), (9.22)
ahol ¢(t —t) = R, azaz

= _ 1
et —t) = Va2 + 022 = t=1° (t — —/z?+ 721)2752) , (9.23)
ve

ahol bevezettik a

= = 9.24
= A = (9.24)
tta
kifejezést. Ezzel
_ 1
R—BR=c(t—1) +- t — ot — —F= —\/2? ¥ 2. (9.25)
72 Y
Végiil
q Y Hogq yv
d(t,x) = A(t,x) = ———o-— 9.26
(t:%) dmeg /12 + 2022 (t,%) 4\ f22 4 2022 (9.26)
Az elektromos térerdsséghez kell
R- R -t (2,0,—0t) = E--4 i 0 (9.27)
c s Yy 471'50 ({[2 +/y2’02t2)3/2 ot . .
A magneses térerGsséghez
1 x x 1 0 1 0
= 0 | x| 0 |= = —vx(t—1t) | == —va |, (9.28)
—vt —ut 0 ¢ 0
azaz
7 0
i —vz |, (9.29)

= 4r (22 + 1202t2)3/2
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hiszen ceg = 1/Zy. v = 0O-ra visszakapjuk a szokdsos sztatikus megoldédst. A retarddlés
hatasa azonban az, hogy az ekvipotencidlis feliiletek eltolédnak. Ha 2z = vt jelolést
hasznalunk, akkor a ® =konstans feliilet irhaté gy, mint

2'* + 2% = r? = konstans, ahol 2/ =2 =ay/1— p? < . (9.30)
Y

Az ekvipotencidlis feliiletek tehdt nem gombok! A fenti kifejezés egy, a haladéds (z)
iranyban ellapitott ellipszis egyenlete, és a nagytengely és kistengely aranya . Ez olyan,
mintha a haladés iranyaban mért tavolsagok 6sszementek volna.

Az elektromos térersség nagysaga x = 0, z = r illetve z = r, z = 0 esetben

q 1
dregr? /1 — (2

E(x=0z=r)=—1_(1-4), Ea=rz=0)=

4drreqr?

. (9.31)

vagyis nagy kiilonbségek lehetnek 8 = 1, azaz fénysebesség kozelében. A térerdsség [ ~ ¢
esetén lényegében a mozgasra meroleges sikban érzékelheto.

A fenti példa azért fontos, mert ha attériink egy olyan vonatkoztatasi rendszerre,
amely a toltéssel egyiitt mozog, akkor az ekvipotencialis feliiletek gomb alakuak kell
legyenek. Emiatt a mozgd vonatkoztatdsi rendszerre valé attérés kozben a hosszak
nagysagat is modositani kell, ami idegen a klasszikus elképzelésektol, ahol ezt az at-
térést az egyszeri 2/ = z — vt és t' = t a Galilei transzformécioval végezziik. Vagyis
a Maxwell-egyenletek nem invaridnsak a Galilei-transzforméciéra: helyette valami més
transzformacids szabaly kell, amit Lorentz irt fel el6szor: ezek a Lorentz-transzformaciok.
Errél késébb lesz sz6.

9.4 Sugarzas szogeloszlasa

Most vizsgéljuk a (9.11) egyenletek sugarzési részét, azaz a gyorsuldssal ardnyos tagokat,
és szamoljuk ki a kibocsdtott sugdrzas szogfiiggését. Ehhez a Poynting-vektor (9.13)
képletébe a térerosség megfelel6 tagjat kell behelyettesiteniink.

Azonban, ellentétben a multip6lus-sorfejtéssel, itt most nem mindegy, hogy milyen
megfigyel6 szerinti eloszlast vessziik. Szokasosan a szogeloszlasnal a mozgd részecske
szerinti szogeloszlast szoktak szamolni. Ez azt jelenti, hogy olyan koordinatarendszert
vélasztunk, ahol v(f) = 0, ekkor R = x. A Poynting-vektorbdl a rogzitett megfigyel
altal idéegységenként észlelt energidt kapnank meg. Ha a mozgd részecske altal ido-
egységenként kisugarzott teljesitményre vagyunk kivancsiak, akkor a kisugarzas idejét
kell figyelembe venni, nem az észlelés idejét:

_dE dEdt

P=—=——
d dt dt dt

— RO RS (1 — RB), (9.32)
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azaz a keresett szogeloszlas:

AP _ Zog’ [% x (X = B) x B))’
dQ 1672 (1—xB)° '

(9.33)

Két specidlis esetet néziink meg.
e Ha 3|3, vagyis egy dimenziés gyorsuldsrél van sz6, akkor a szamlélé

-2 2

xx(xxB) = X(xB)-B = [Fx((x=B)xB)* = B~ (%B)* = 5 sin’6, (9.34)
ahol Xv = cosf. Ezzel
dP  Zyg*a®>  sin*0
dQ  1672c2 (1 — Bcosh)s’

(9.35)

Ha 8 = 0, akkor visszakapjuk a dipdlsugarzas szogeloszlasat. Altaldnos [-ra a
sugarzds a sebesség iranyaba tolédik, 1. 9.1/a dbra. Nagy sebességek esetén  ~ 1,

1800 | — — 1000 p
1600 5:: NN
1400 i 800
1200 3::5. 700
L e . %o
800 ;' 1; | 400
600 Fad 300
400 [ 200
200 F 100

) JrA oL
302 . 1 2 3 32 1 2 3
3] a

a. b.

Figure 9.1: Sugarzasok szogeloszlasa: a. egy dimenzids gyorsulas, a sebesség és a gyor-
sulds iranya is « b. korpalya, a sebesség iranya meroleges a gyorsuldsra.

ezért (9.24) alapjan 1 — 8 = (1 — 8%)/(1 + ) ~ 1/(2+*). Ekkor a kis szdgek
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domindlnak, vagyis kozelithetjiik sin@ ~ 6 és cos ~ 1 — 6?/2, azaz 1 — Bcos ~
(1+(+6)*)/(27?), innen

P 270q%a? s (70)? .
m2c2 (14 (v0)?)>

(9.36)

Ez azt jelenti, hogy a maximum 6,,,,, ~ % koriil talalhatd, a maximalis teljesitmény
Pmax ~ '78'

Ha v L a, akkor a szamlaléban

XX (k= B) x B) = (x— B)(xB) — B(1 - xP),
azaz .
. G

[x x (%= B) x B)]* = (B)*(1 — xB) v

Most v és a egymaésra meroleges: valasszuk az elsét a z tengelynek, a masodikat
az r tengelynek, vagyis

B = fPe., 8= %ex, = (Bx = [cosb, Bx = %siné’cos Q. (9.37)

Ezzel

B Zoq*a? 1 sin” f cos? o

~ 1672¢2 (1 — Bcosh)3 v2(1— Beosh)? ]
Az eloszlas kiilonboz6 nézetei a 9.1/b-d. dbrakon lathatok. A sugarzds itt is a
sebesség iranyaba tolddik. Kis szogek esetén ha cos p = 1:

P~ 20070 o1 = (0)°)°
2n2¢? T (14 (76)2)5

(9.38)

(9.39)

A maximum itt is 0,4, ~ % szognél taldlhatd Pe. ~ ~°.

A teljes kibocsatott teljesitményhez ki kell integralni a teljes térszogre a (9.33) kife-

jezést. Az integral elég bonyolult, de elvégezhet6. Az eredmény:

V4 2
= 2900’ — (B x a)’), (9.40)

ahol v = (1 — 82)~1/2. Osszehasonlitva a (9.20) képlettel, lathaté, hogy 5% = v?/c*-es
korrekcidkat kapunk, ahogyan vartuk is. Az integral bonyolultsaga ellenére a végképlet
igen egyszerii — valdjaban megkaphatjuk a Maxwell-egyenletek szimmetriatulajdonsagait
hasznalva, 1. késobb.
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Specidlis esetként vizsgaljuk meg a korpalyan mozgo test esetét. Ekkor v L a. A test
akkor is gyorsul, ha egyenletes sebességgel mozog a korpdlyan, ez a szinkrotronsugdrzds.
Legyen a gorbiileti sugéar r, ekkor

) w47,.2 _ 6464

1
vXa=va = a2—([3><a)2:—2a - T g (9.41)
Ezzel 7 22
qc 4
p==2 : 9.42
2 (1) (9.42)
Ezt 6sszehasonlitva (9.21) képlettel, a kiilonbség a v* faktor megjelenése. Ezt az egyen-
letet felirhatjuk a részecske impulzusdval is, hiszen & = mgyc® és 8 = pc/E miatt
5 = p/ (moc): 4 4
Zog*c® [ p vme ZoqPc (€
P = —) = — 9.43
6mr2  \ myc 6mr2 \moc?/) ’ (9.43)

ahol az utolso alak az ultrarelativisztikus sebességekre vonatkozik. Egy fordulat alatt
elszenvedett veszteség energidban az ultrarelativisztikus tartoméanyban (t., =~ 27r/c):

2 4
55:20‘“( £ ) . (9.44)

3r moc2

Ez igen nagy lehet, kiilonosen, ha my kicsi. A CERN LEP2 gyorsitdjaban & ~ 60GeV
energids elektronnyalabndl £/moc? = 1.2 - 10°, ezzel fordulatonként 300MeV veszteség
volt — valdjaban ez a legfontosabb ok, hogy miért nem lehet nagyobb energias elektron-
pozitron gyorsitot épiteni.

0& csokkentéséhez adott energia mellett vagy nagyobb sugar kell, vagy nagyobb my.
Emiatt a mai gyorsitok mar hatalmas méretiiek (CERN: 27 km-es (kb 4.3 km sugari)
gylirli), és elektron helyett protonokat vagy nehézionokat gyorsitanak (LHC). Ekkor a
sugarzési veszteség (m./m,)* ~ 6 - 107 faktorral kisebb, dltaldban elhanyagolhato.

Lehet, hogy a sugarzast akarjuk hasznalni, pl. anyagvizsgédlatra, ekkor a sugarzasi
veszteség novelése a cél. Ehhez az elektronnyaldbot hullamzo6 pélyara kényszeritik (un-
dulator).

9.5 Sugarzas spektruma

A sugarzo test altal kibocsatott sugarzast annak alapjéan is vizsgalhatjuk, milyen frekven-
ciaju osszetevoi vannak, vagyis ha egy spektrométert helyezek a sugarzas tutjaba, akkor
az valamely frekvenciatartoményban mekkora kimené intenzitast észlel.

Gondoljuk eldszor végig, mit is mér a spektrométer. Ha a sugarzas teljes idofiiggését
Fourier-transzformaljuk, akkor id6fiiggés helyett frekvenciafiiggést kapunk. Azonban a

149



spektrométer csak véges ideig mér, vagyis nem a Fourier-spektrumot dolgozza fel telje-
sen. Ugyanakkor azokra a médusokra, amelyekre érzékeny, nagyon hosszi, végtelennek
tekintheté a mérési ideje. Mindezek alapjan gy gondolhatunk a spektrumra, hogy a sug-
arzas intenzitasanak idofiiggését két részre osztjuk, egy lassu és egy gyors részre, aztan
a gyors részen Fourier-transzforméciot végziink el. Ezek utan kaphatunk egy idofiiggd
spektrumot.

Most tehat a spektrométer altal észlelt sugarzéas teljesitményét kell figyelembe ven-
niink. A bejové intenzitast ugy irjuk fel, hogy

ar _ iR?E2(1t) _ 1

a7z Zo

Zy R x [(R - :
CUt) =  C(t) = REuy(t) = 120 BX[B—B) <[]
4dr (1— RB)?
(9.45)
(itt tehat hidnyzik az extra 1 — 3R faktor a (9.33) egyenlethez képest). A spektrométerbe

beérkezo6 Osszenergia, végtelennek tekintve a mérési idot:

o

aw 1
— = — [ dtC?(t). 4
o =7 e (9.46)
Fourier-transzformalva a fenti kifejezést, és felhaszndlva, hogy C(t) valdssidga miatt
C(—w) = C*(w), kapjuk

W 1 [dw ., ., 1 [ ,
7 / “lcw) —WZO/dw|C(w)|. (9.47)
—00 0

Innen beazonosithatjuk az adott frekvenciatartomanyban észlelhet6 teljesitményt (inten-
zitast):

d*P 1

= —|C(w)|* 9.48
0w~ 725 ) (9.48)

Felirhatjuk E-t illetve C-t polarizaciés irdnyok szerint:
C =¢e (] + ey = 0172 = 61’20, (949)

ezzel 2p
1

= — (|Ci(W)]* + |Ca(w) 9.50
o = 7 ()P + 1)), (9.50)

a két tag a két polarizaciés irdny fiiggetlen jaruléka.
A konkrét alakbol

Clw) = 2 [ oI R_B) < f)

47 J (1 - RB)3 F=t—R(D)/c
_ @ dtleiw(t’+R(t’)/c)R X [(R_A p) x 6], (9.51)
4T (1 - RpB)?
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ahol alkalmaztuk a ¢’ = ¢ 1j valtozdra valé 4ttérést.
Ha elég messze van a megfigyelési pont, akkor a dipdl kozelitésnél latott atalakitasok
alkalmazhatdk:

R=|x—~|~r—xv, méshol R~ x. (9.52)
Ekkor: .
Zoq i3 X X [k — B) x O]
Cw) =2 [ dtfet+e——c) : 9.53
@ =1 / ‘ (1—%B) (9:53)

Haszndalhatjuk a kovetkezd azonossagot

% x [(x - B) x f g[fcx@xﬁ)]

(9.54)

1-xB8)2  dt| 1-xB

Mivel az exp(iwr/c) fazisfaktor kiesik |C(w)|?-b6l, ezért a lényeges részre frhatjuk

Zoq [ oo d [ % % (% % B)
Cw)= =2 [ dtet=*W/o _ 1 2=~ /| 9.55
W)= ) die it | 1-%8 (9.85)
Ez az alak jol mutatja, hogy csak onnan jon sugarzas, ahol gyorsul a részecske.
Egy polarizaciéra valé vetiilet ex = 0 miatt

200 [ st (B)(KB) + (B)(1 — %B)
i (%62

—0o0

eC(w) = (9.56)

9.5.1 Szinkrotronsugarzas spektruma

Kormozgas esetén a korpalya sikja legyen az zy sik, a sugara o, a korfrekvencia w = v/p

sin wt cos Wt ' sin wt
~=o0| coswt B=p0p| —sinwt |, B=—-pw| coswt |,
0 0 0
cos 6 0 sin 6
X = 0 , €| = 1 , €1 =¢ X X = 0 . (957)
sin 6 0 —cosf
Ekkor
X~y = pcosfsinwt, X3 = [ cos b cos wt, )2,8 = — P cos 0 sin wt,
e|3 = —fBsinwt, eHB = —f[w cos wt, e B = [sinfcoswt,
e .3 = —Bwsinfsin wt, (9.58)
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vagyis

[e.9]

ZoaBc | N o
€||C(w):_ OQBW /dtezw(tfcost‘)smwt) COS W ﬁCOS

4 (1 — Bcosfcoswt)?’
ZoqPBw sin 6 7 e L sin wt
C — _ dt iw(t— ¢ cos 0sin wt) ) 9.59
e CW) 4 c (1 — B cosb coswt)? (9:59)

[ =~ 1 esetén a sugdrzas csak vékony, ~ 1/v szogben érkezik, vagyis idében felbontva
rovid ideji sugarzast kapunk. Ekkor van értelme a spektralis felbontasnak. Ha wt < 1 a
relevans tartomdnyban, akkor sinz &~ z és cos v &~ 1—1?/2 vezetd rendjének helyettesités-
sel cos @ = 1-nél kapjuk (vegyiik észre, hogy wo/c = B):

T 0l iwt(1—p)
- qu(l—ﬁ)/dt ‘ -

A7 22 2
= (1m0

[e.e]

Zoqu®(1 — B)* e
= — - du
w3 _4 (2w2(1 - pB)? N u2>2

@2

Q

eHC(w)

Zoqyd® [ iu Z
. /du £ =Dt (9.60)

ahol bevezettiik az a® = %QS—;B)?’ jelolést, és felhasznaltuk a korabban latott 1 — 3 ~
1/(27?%) kozelitést a 8 ~ 1 kozelében. A fenti alak mutatja, hogy az integrdl anndl az w,
frekvencianal fog levagni, ahol a ~ 1, azaz

w2 (1 —B)3 w c
e T o 1 = e s 3—.
J? IR E R

w

Ezt heurisztikusan is megérthetjiik: a sugdrzés szoge ~ 1/, a sebesség ¢, vagyis az az
id6, amig a sugdrzast latom: Aty = 6/w ~ o/(c7y). Mivel azonban a forrds a megfigyeld
felé mozog, a jel els6 és hatso éle kozott levo tavolsag cAtg — vAty, vagyis a koztiik eltelt
id6 At = Atog(1 — B) ~ Atg/v* ~ o/(cy?). Fourier-térben az ennek megfelels frekvencia

we ~ v3c/p.

(9.61)
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Chapter 10

Elektromagneses hullamok szoérasa

A sugdrzas eddigi vizsgalatat leirhatjuk tigy, hogy elGszor a forrasmentes sugarzast néztiik,
aztan megértettiik, hogy a sugarzas forrasa a gyorsulo toltés. Itt tovabb mehetiink, és
megkérdezhetjiik, miért gyorsul a toltés? Ennek egy lehetséges oka az, hogy elektromég-
neses hullam tere gyorsitja. Vagyis ekkor egy beérkezo elektromagneses hullam toltéseket
gyorsit, azok viszont sugaroznak. Ez a folyamat az elektromagneses hullamok szoérasa.
Ezzel foglalkozunk most.

Legyen a bemeno hullam monokromatikus sikhullam:

) ) 1 -
Ey. = egEpe” > H, = KX B, (10.1)
0

Ez elér egy kisméretii anyagdarabot, annak toltéseit gyorsitja, ezek sugaroznak, kialakitva
a szort teret. Miutdn az anyagdarab kis méretii, feltehetjiik, hogy a sugarzasa gémbhul-

lam. Ennek megfelelen a teljes elektromos, illetve magneses tér

eik'r 1 -
E = Ebe + Eszc’)rt7 Eszért = Aszért_a H = 7k x E. (102)
r 0

Hogyan jellemezhetd a széras? Lehetne szort teljesitmény/bemend teljesitmény, azon-
ban a szért teljesitmény fiigg a tévolsagtdl (gombhullam). Ezért a tévolsdgfiiggetlen

jellemzo
egységnyi térszogbe szort teljesitmény  [r?dQSgen |

do =

(10.3)

egységnyi feliileten bemend teljesitmény | Ste|

Ennek a mennyiségnek feliilet (m?) dimenzidja van, a neve szdrdsi hatdskeresztmetszet. A
szort hullamnal megtehetjiik, hogy csak egy, e vektorral jellemzett polarizaciét vesziink
figyelembe. Beirva a térerosségeket azt kapjuk, hogy

d_U _ |e*Aszc')rt ‘2

10.4
0= R (104)
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A teljes hatdskeresztmetszet a teljes 4w térszogbe szort teljesitmény nagysdga egységnyi
feliileten bemeno teljesitmény aranyaban:

do

10.1 Szdras az anyag egyenlOtlenségein

A szérécentrumot tobbféleképpen kezelhetjiik. Most tegyiik fel, hogy folytonos anyag-
modelliink van, ahol a dielektromos allandé és a permeabilitds helyfiiggs: e(x), pu(x),
és az anyag atlagat jellemz6 eg, po (most nem feltétleniil a vdkuum érték!) értékekhez
képest kicsi az eltérés. A szuszceptibilitasokkal felirva

G e A 110 Rl L N (10.6)
€0 Ho

A Maxwell-egyenleteket ekkor forrdstag nélkil irhatjuk fel
VD =0, VB =0, V x E =—-0,B, V x H = 0;D. (10.7)

A probléma megoldasanak kulcsa, hogy egy olyan mennyiséget tekintiink, amely ho-
mogén anyagban nulla lenne. Ahogy kés6bb lathato lesz, az optimélis vélasztas:

V x (VX (D —¢kFE)) =V(divD)— AD +¢y0,V x B =
= —AD +£y0;V x (B — jioH) + C—zafp. (10.8)
Atrendezve:
OD =¢y0,V x (B — ugH) — V x (V x (D — gyE)), (10.9)
vagy a szuszceptibilitasokkal kifejezve:
OD = gopo0V X (xpsr H) — 0V X (V X (xpE)). (10.10)

Ha a jobb oldal nulla lenne (homogén anyag), megkapnank a szabad hullaimegyenletet.
Most a jobb oldal tekinthet6é a hullamok forrasanak.

Ha a bees6 hulldm monokromatikus sikhulldm, akkor az idéfiiggése ~ e~™*, ez lesz
minden tér idofiiggése is. Ekkor az idéderivalt —iw-val helyettesitheto:
(A + ]{72)D = —i80uowv X (XMH) — EOV X (V X (XE'E)) (1011)

Ezt forméalisan meg tudjuk oldani a Helmholtz operator Green fiiggvénye (8.6) segit-
ségével:

I

1 tk|x—x
D:D0+—/d3X/€

Z'E()[Lowv X (XMH) + 50V X (V X (XEE)) . (1012)
A7 |x — x|
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A masodik tag felel meg a szort hullamnak. Tévoli megfigyelo esetén a szokésos kozelités-
sel élve |x — x| &~ r — xx’ kapjuk

eikr

1 !
D = DO + &0 E/dgxl €7lkxx |:ZCL)/,LUV X (XMH) + V x (V X (XEE)>:| (1013)

,
Ezt leosztva eq-lal beazonosithatjuk a kifuté gémbhullamokat (D /ey ugyan nem teljesen
E, de az eltérésiik csak lokalis, nem képvisel sugarzést):

1 .y
Assior = o~ dPx e {iwuov x (xarH) + V x (V x (XEE))], (10.14)

Parcidlis integraldssal a derivdldsokat dthérithatjuk az e~*** alakra egy negativ eléjel
fellépése mellett: emiatt V — kX helyettesitéssel élhetiink. Mivel w = kc és Zy = pqc,

18y
2

k .

Aot = y d3x’ e RX [XMZOH XX+ xpX X (E x fc)] . (10.15)
0

Ez az egyenlet val6jaban egy implicit egyenlet, nem explicit megoldas, hiszen a jobb

oldalon fellépé térerosségek tartalmazzak Ag,si-at. Azonban megoldhatjuk szukcessziv

approximacioval:

-~ E,H = AY

szort

Eb€7 Hbe = A(l)

sz0rt

= FE, H, = ...,

(10.16)
a folyamat vége az egzakt megoldas. Ha kicsik a szérécentrumok, akkor a masodik,
harmadik stb. térerésségekhez tartozd korrekciok — a tobbszoros szérasok jarulékai —
egyre kisebbek. Sokszor megelégedhetiink az els6 korrekciéval (Born-kozelités). Ekkor a
fenti képletbe a beesd sikhullam (10.1) képlete irhaté be:

k*E

Aszért = Ar

/ dPx’ etk k) [XM(R X €g) X X + xpX X (€y x x)} . (10.17)

Vezessiik be a

q=k —kx (10.18)
vektort, ezzel az exponens e’ alakban frhaté. Vegyiik észre azt is, hogy itt valéjaban
X és xg Fourier transzformaltjat szamoljuk ki! Azaz

k*Eq

Aszért - An

@l e x %+ Se(@ x feox R (1019)
Adott e kimend polarizaciéra vetitéshez e*-gal kell szoroznunk; felhasznalva, hogy a(b x
c) =b(ecxa):

k2E,
47

e* Agons = {)}M(q)(f{ X ep)(k x e) + XE(q)e*eo}. (10.20)
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Emiatt aztdn a differencidlis hatdskeresztmetszet (10.4) alapjan:
2

do E* . R . N . R
€€ — Xu(a)(k x eg)(X x ) + xe(q)e’eq| , q=k-—kx. (10.21)

dQ 1672
Jellegzetessége a ~ k* fiiggés. X
A polarizaciés vektorokat érdemes a kivetkezé médon valasztani: ey = et = ak x X
ésel =el xk el =ef xx A normaldshoz o = 1/sin 6, ahol Xk = cosf. Valasztva
egy olyan koordindtarendszert, ahol k||z, azaz k = (0,0, 1), kapjuk
sin ¢ 0 1 cos 6
X = 0 , et=er =11, eg =10], el = 0 ,(10.22)
cos 0 0 —siné
A megfelel6 polarizacios vektor szorzatok
eget =1, egel =0, elcl)el =0, e|(|)e” = cos ¥,
’ 1\/3 Ly — Sl — 7 1\ /3 I — L
(k x ey)(x x e7) = eye' = cosb, (k x ey)(x x e eye 0,
(kxel)xxel)=—clet =0, (kxel)xxel)=eter=1.  (10.23)
Ilyen médon végiil is
doy, _ K 2
0 162 Ixm(a) + x&(q) cos ],
dO’LL k’4
o = T3 (@) cosf + xp(a)l” (10.24)

Vagyis a széras soran a fenti modon valasztott polarizaciok nem keverednek.
Ha a bemeno6 hulldm polarizélatlan, vagyis azonos mennyiségben tartalmazza a kiilon-

boz6 polarizaciok jarulékat, akkor atlagolnunk kell a kiilonb6z6 polarizécidk jarulékara:

dUH /{34 2
m - 39772 |XM(q) + XE(q) COS0| )
dO'J_ kﬁ4 2
- = %\XM(Q) cosf + xe(q)|”. (10.25)
A kimeno polarizaltsag jellemzésére vezessiik be:
doi _ doy
_ dQ  dQ)
I1(0) = dodoy’ (10.26)
ay — df2

Nyilvan II(#) € [—1,1], ha II(f) = 1 akkor teljesen merdleges, ha II(f) = —1, akkor

teljesen parhuzamos a polarizaltsag.
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Alkalmazas:
Kis r sugara fémgomb szérasi hataskeresztmetszete?
Megoldas

Kis méretli fémgombnél vehetjiik a beesé hullam terét homogénnak. Ekkor
a bees elektromos tér dipélmomentumot hoz létre, melynek eréssége (1.
(15.15)) p = 4meoer3E. Ez jellemezhetd stirtiséggel is: P = dnegri E5(x).

Az elektromos eltolas ezért

D =cE + P =cy(l +4meor® EB6(x))E = xp(v) = 4mr5(x). (10.27)

A fémgombot tokéletes diamagnesnek tekintve homogén magneses térben sz-
intén egy dipdl alakul ki m = —27r3H (1. (5.172) a p, = 0 limeszben). Ez

megfelel
B=u(H+M) = yu(zr)=-2m(z).

Ezzel az integralok elvégezhetdk, és

1 2

d .
A e'ey — §(k X €)(x x e¥)

0=

A kiilonb6z6 polarizaciok jaruléka

2
doi _ 1]{41”6 : ﬂ _1
aaQ 2

doy 1_005«9
aag 2

2

A polarizaciokra Osszegzett differencialis hataskeresztmetszet

do 4 6(5 9
m—kr (8(1—|—cos 0) cosé’),

a kimeno polarizaltsag

3sin% 6

I1(0) = :
(6) 5(1 + cos? ) — 8cosd

Ezeket a 10.1 abran lathatjuk. Két jellegzetessége:

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

e erGs visszaszéras: a szért hullam intenzitdsa hatrafelé a legnagyobb. A

fémgombok pora “tiikrézodik”.

e a polarizaltsag cos§ = 1/2-nél 1, ekkor csak L polarizaltsdg marad.
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dT/dQ
[T

-1 1.5 0 0.5 1
C0s(0)

Figure 10.1: Differencialis hatdskeresztmetszet és polarizaltsag fémgdémbon valo szords
esetén

10.2 Szdras gazon és szabalyos kristalyon

Tegyiik fel, hogy a szérécentrumok igen kicsik az elektromagneses hullam hulldamhosszahoz
képest. Ekkor molekuléris szinten irhatjuk le a polarizalhatésagot. Itt feltessziik, hogy a
magneses polarizalhatosag elhanyagolhatd, a molekularis elektron polarizalhatésag pedig

Ymol+

XE = Z’Ymold(x - Xj)? XM = 0. (1033)
J
Ezzel (10.25) alapjan
do, k! 2 2 _ —igx; doy 5 ,doy
== Whmoﬂ IF(q)?, Flq) = Z eI - = oo Qd—Q. (10.34)

J

Az irdnyfiiggd F(q) faktor valéjadban az anyageloszlas Fourier-transzformaltja. |F(q)|*-t
két szummaként felirva:
F(q)? =) eiaba), (10.35)
j
Idealis, korrelalatlan gaz esetén a szorocentrumok véletlenszertien helyezkednek el, vagyis
az 1 # j jarulékok kidtlagoljak egymaést, ezért marad |F(q)|> = N, ahol N a szérécen-
trumok szama. A térfogategységre szamolt szdérasi hatdskeresztmetszet ezért

1 dO’L k’4N

= |’7mol|2>

1 doy 9

vao  “C'vaa

ahol N' = N/V a szdérécentrumok sfirtisége. Stirtibb anyagban és nagyobb frekvencidknal
tehat erdsebben szérodast latunk.
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A teljes differencialis hataskeresztmetszet illetve a polarizaltsag

1do Kk*N sin? 6

= "Ymol’Q(l + cos® 9), H(@) = m, (10.37)

VdQ 322

1. a 10.2 dbran. Lathatéan cosf = 0, azaz a bejévo iranyra merdlegesen a legkisebb a

dy/do

8I{:)}
0.8
0.6
0.4
0.2
0

-1 4.5 0 0.5 1
cos( @)

Figure 10.2: Differencidlis hataskeresztmetszet és polarizaltsag szogfiiggése gazon vald
széréas esetén.

szort fény intenzitasa, és ott teljes a polarizaltsag.
A teljes hataskeresztmetszet (10.5) az 6sszes irdanyra osszegzett differencidlis hataskereszt-
metszet, vagyis a szort teljes intenzitas:

1

8
|’7mol|2a mert /dff (1 + .172) = g (1038)

-1

1 / do B E*N
dQ 6w

Ezt kifejezhetjiik a torésmutatdval is, hiszen ritka gézra , = 1 + Ny, és n = VEr &
14+ Nvmor/2 (1. Clausius-Mosotti egyenlet, (5.167)), ezzel

B 2k4
3N

«

(n — 1), (10.39)

ez a Rayleigh-szords formulaja.

A térfogattal normalt teljes szorasi hataskeresztmetszet leirja a beesd fény inten-
zitasveszteségét: egy dAdx térfogatu térelemre felirva az ott levé anyag altal kiszort
osszteljesitményre felirhato

dP.ys
ot — g, (10.40)

Sbe
ahol Sy, a bemené teljesitményaram. A kiszért osszteljesitmény az eredeti hullam in-
tenzitdasvesztesége: dPysy = —dPy.. Masrészt a térfogatelembe belépo teljesitmény
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Pbe = dASbe. Emiatt

deedA — o = —dAdra N dln Pbe

=—-a = P.~P% 10.41
Pbe dr o b be e ( )

Légkoron vald szoérasra alkalmazva a fentieket

e a sz6rds erdssége ~ k. ezért ha a szért fényt figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk
domindlnak, vagyis kék az ég

e ha a fényforrast figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk egy része mar kiszérddott,
vagyis a lemen6 Nap fénye voroses

e 0 = 7/2-nél, vagyis a Napra meréleges irdnyban legkisebb a differenciélis szérési
hataskeresztmetszet, vagyis ott a legsotétebb (legmélyebb) az ég

e itt teljesen polarizalt a fény, ebbdl a Nap irdanyat még akkor is meg lehet hatarozni,
ha nem latszik a Nap.

e ha a szorocentrumok striisége végtelenhez tartana, de a térésmutatoé nem lenne 1,
akkor a — 0, vagyis nem lenne szoras. Az ég kék szine tehat az atomok 1étezésének
kozvetett bizonyitéka.

A fenti gondolatmenet finmoitasra szorul akkor, ha a gazban vannak korrelaciok, azaz
a striségingadozasok hatnak egymésra. A Clausius-Mosotti egyenlet kis stirtiségeknél
érvényes alakjabdl az atlagos e, = 1 + Nyno, azaz az atlagos xg = NYmo. A szorés
ennek valtozasdn torténik ami N véltozasa miatt lesz. Tehat

N N SN

)
oXE V= w=xes =2 -1 (10.42)

XE

ahol az utolsé képletben a torésmutatot hasznaltuk fel. Feltéve ismét, hogy nincs mag-
neses szuszceptibilitds, a (10.25) képlet szerint

4 40, 1)2
don _ k 6xe(q@)]” = % / PxdPye SN (x)ON (y). (10.43)

A9 3272

Ha feltessziik, hogy egy V| tartomanyon til a stirtiség fluktuaciok korrelalatlanok, akkor
a (ON(x)ON (y)) statisztikus dtlagra nulldt kapunk, ha x —y ¢ Vy. Emiatt a kettds
integrél kifejezésében az egyik koordinata V|-t, a masik a teljes V' térfogatot futja be.
Legyen N = VN, ekkor

idO’J_ B k4(n — 1)2
V dQ)  8w2N?2

(ON?) Vj. (10.44)
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Statisztikus fizikabdl lehet tudni, hogy (§N?) = kgTON/dpu, ahol u a kémiai potencidl.
Termodinamikai 6sszefiiggésekbdl (1. Fiiggelék 15.3 fejezete) pedig a derivéalt &tirhatd.
Végiil is azt kapjuk, hogy

(6N?) 10V
= NkgT hol = —— 10.45
N N B ﬁT? ano ﬁT vV ap TJ ( )
az izoterm kompresszibilitas. Ezzel
ldo, Kk'(n—1)? 2k*(n — 1)?
il — T = 7 keTBr. 10.4
v 0 52 ksT'Br, o - kgT'Br (10.46)

Idedlis gazra TS = 1/N, azaz valéban visszakapjuk a fenti képletbdl (10.39) képletet.
Ha a géz messze van az idealistol, akkor ez a képlet alkalmazando, példaul masodrend
fazisatalakulas kozelében, ahol Sy — oco. Ekkor az anyag szérasi képessége jelentésen
feler6sodik: ez a kritikus opaleszcencia jelensége.

Ha a szérécentrumok rendezetten helyezkednek el, akkor F(q) bonyolultabb struk-
turat mutat. Pl. kdbos récsot véve:

3
Xj=a Z n;e;, n; € N, (1047)
i=1
emiatt
. 2N;+1
' 3 ' 3 sin 5 q;a
F(q) = Z oiX) H Z pltiani _ —a : (10.48)
j i=1 n; i=1 S —=
2
mivel
. 2N +1
N sin qa
oo — 2 (10.49)
n=—N S1n ?
Innen
. 9 2N;+1
3 sin T%a
2
F@f =] ——%a— (10.50)
i=1 Sin 7

| F(q)|* majdnem mindeniitt O(1), vagyis térfogattal osztva eltiinik a végtelen térfogati
limeszben. Kivételt képeznek azok a helyek, ahol
. 27T£z

¢i=—_— ahol LieN. (10.51)

Ez a (Bragg-feltétel), ezeken a helyeken e"qZ"””A: 1, emiatt F(q) = N2. Ha a hullam

beesési és visszaverodési szoge ugyanaz, azaz k = —x, akkor q = 2k, és a k;a = 7/{;
feltételt kapjuk.
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Az erésités helyeit figyelve az anyag szerkezetére kovetkeztethetiink, ez adja a ront-
gendiffrakcié, illetve az elektronmikroszkop miikédési alapjat. Masrészt a szordsi maxi-
mumok frekvenciafiiggése miatt megfelel6 optikai racs alkalmazasaval hasznalhatjuk ezt
az elvet spektrométer szerkesztésére is.
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Chapter 11

Cherenkov-sugarzas és atmeneti
sugarzas

Az elektromagneses hullamok vizsgalataban a kovetkezo logikat kovettiik

e szabad elektromdgneses hullamok: el. magn. hullamok téreréssége, Poynting-
vektora, jelenségek: abszorpcié, torés, hullamvezetok

e mozgo toltés = el. magn. hullimok: Liénard-Wiechert potencidlok, tér-
erOsségek, szogfiiggés, spektrum

e cl. mdgn. hullam = anyag = el. mdgn. hullam: szérasi jelenségek,
szoras gazon, szabalyos kristalyon

e mozgo toltés = el. mdgn. térerésség = anyag =  el. mdgn. hullam:
logikusan a kévetkezo 1épés.

11.1 Cherenkov-sugarzas

Most azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor a bemend részecske egyenesvonali
egyenletes mozgdst végez (részlegesen) homogén, e(w) dielektromos allanddju anyagban

(feltessziik, hogy p = po).
Teljesen homogén kozegben, azonban frekvenciafiiggd dielektromos allandé mellett

kissé megvaltozik a Maxwell-egyenletek megoldédsa a Liénard-Wiechert potencidlokhoz
képest. A toltés- illetve dramstiiriiség egyenesvonali egyenletes mozgds esetén: o = ¢d(x—
vt) illetve J = qud(x — vt). Lorenz-mértékben a potencidlokra vonatkozé egyenletek,

egyelore allando € mellett:

(A = 11ged2)D = _g, (A — 110e02) A = —pigJ. (11.1)
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Mivel pod = pocv, ezért A = ppev®, azaz a vektorpotencial kifejezhetd a skaldrpoten-
ciallal.
Fourier-transzformécié utan V. — 1k, 0; — —iw. A toltésstiriiség Fourier-transzformaéltja

/dxdt ekt x) = /dxdt etk gs(x — wt) = ¢ / dt 'KV = 9705 (w — ko).
) (11.2)
Emiatt a skalarpotencial egyenlete:
2
(k* — poew?)® = iqé(w — kv), (11.3)
£
ahonnan o s N 5 N
(w k) = 10w —kv) Ao, k) = 2mgpup 22 —Kv) (11.4)

e k2 — poew?’ k2 — poew?
Ebben az alakban mar figyelembe vehetjiik, hogy a permittivitas fiigg a frekvenciatol:
g(w).

Az elektromos térerésség E = —V® — 0; A, innen

271 d(w—k
E(w,k) = —ik® + iwA = i(wuev — k)& = ”Tzq(wuosv - k>k2(w——/m;;)2' (11.5)
A magneses indukcié B = rotA, azaz
B=V xA=1iuecdk xv=ppsv x E. (11.6)

A valés térbeli eredmény kiszamitasa inverz Fourier-transzformalttal torténik. Valasszunk
specidlis koordinatarendszert (mint korabban a Liénard-Wiechert potencidlok kiértékelésénél),
ahol v = (0,0,v), és x = (x,0,0). A térerésség:

. k
2 Pk, O(w—k, v
B(w,x)= 224 [ 4K e Ow—kv) ky (11.7)
e J (2m) ki + ki + k2 — poew k. — wiiney
A k. integral konnyen elvégezheto:
i eikzac kl"
E(w,x) = ——1 /d/cxdky ~ k, (11.8)
4m2ev 22 Y 2\ w /v — wpgev
e TRy + el HoEW 0
Vezessiik be
,  w? o W2 v?
A= ﬁ(l — HpEV ) = F 1-— Cibzeg . (119)
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Ha v <kozegbeli fénysebesség, akkor A valds, ellenkezd esetben tisztan képzetes. Ezzel

i pikew ks iq ekt b
(w,x) 47r25v/ YR2 R4 N2 2 dmev VEZEX | w2
w (11.10)

A z komponensben fellép6 integral:

00 eikza: kox—=2z } 7 Cos 2
dk, —— = * = [ dz2 ———= = 2Ky(\x), 11.11
NEEDE {dkx =dz/x 2+ ()2 o), (1)
az x komponensben fellépd integral
r ketha® i T zsin 2
dky ———= = — | dz ——= = 2iK,(\1). 11.12
/ NCESYEE: V2 + ()2 1(Ae) (11.12)

Itt K,, a masodfaju mddositott Bessel-fiiggvény, amely a Bessel-fiiggvények analitikus
elfolytatasaval kaphaté [9]. Vagyis

. K (\x)
A [
E(w,x) = —;q (11.13)
TEV %Ko()\x>
A maégneses indukeié (11.6) alapjén
qroA K (A\x) 0
B = ppev x E = 022120 1 (11.14)
2T
0
A Poynting-vektor:
1 1 —-B,E,
S=—ExB=—| 0 |. (11.15)
Ko Ho B,E,

Szamoljuk ki a toltés utegységenkénti energiaveszteségét. Ehhez el6szor integraljuk
ki a Poynting-vektort a toltés koriili z sugard hengerre, amivel megkapjuk az idéegység

alatti energiaveszteséget:

d& 2

- | 4:B,E.. (11.16)
dt Ho
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Ebbdl a sebességgel szorozva térhetiink at az tthossz alatti veszteségre, azzal viszont az
integralban tériink at id6 szerinti integralra:

& orz [ [ .
5 = _E_ dtB,(t)E.(t) = —%_ dwB;(w)E.(w) =
= —av / dwe* (W) E(w)E,(w) = —2xv§R/dw5*(w)E;(w)Ez(w). (11.17)

Helyettesitsiik be a kordbban kapott képleteket, végiil is kapjuk (Fermi képlete):

i€ ¢ [ w1 -
© - Wgoafe/dwg (6% _ 1) i K () Ko(Ax). (11.18)

Ha v < ckegeg, akkor az i fellépte miatt csak akkor kaphatunk jarulékot, ha e, imaginérius.
Ez megfelel annak a képnek, hogy a kozeg ekkor elnyeli az energiat.

Ha azonban v > Cysseq, akkor A* < 0, azaz i\* tisztdn valés. Emiatt akkor kapunk
jarulékot, ha e, valés! Ilyenkor nem a kornyezetben lev6é anyag veszi fel az energiat,
hanem az energia kisugarzédik. Valoban, ha nagy x — oo értékeket néziink, akkor a

Bessel-fiiggvények kozelitése:
Ko(\1) ~ 4| e, (11.19)
20z

Ha A imagindrius, akkor a térerésségek egyes frekvencidi valodi id6ben ~ exp(—i(wt —
|A|z) médon véltoznak, azaz kifuté hulldmot {rnak le, amelyek 1/4/2 szerint csengenek le.
Az energiadgramlds iranyara kiszamithatjuk a Poynting-vektor komponenseinek aranyat:

S E 7/U)\ ’1}2 Ckisz
tanf = —=——=—=,/1— = =  cosf = oe

S == (11.20)

Ckézeg v

A kifuté hullam irdnya tehat mindig ugyanazt a szoget zarja be. Emiatt valéjaban

a mozgo toltés feldl kipszertien kiindulé hullamot figyelhetiink meg, a fénysebességnél

gyorsabb mozgés “lokéshullamfront™jat. Ez a Cherenkov-sugdrzds (Cherenkov 1934).
Az energiaveszteség képletét erre az esetre ugy frhatjuk (Frank, Tamm, 1937), hogy

€ q° [ w 1

_— = dw—|1— . 11.21

dz 47?50/ Y ( B%T) ( )
0

Prébaljuk megérteni a Cherenkov-sugarzas fizikai okat. Egy abszorpcié nélkiili anyag-
ban egyenletesen mozgd ponttoltés megmozgatja az anyag részecskéit akar gyorsabban
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megy a kozegbeli fénysebességnél, akar lassabban. Ezek a gyorsulas hatasara sugdrozni
fognak. Ha azonban a ponttoltés sebessége kisebb cis,ee-nél, akkor az egyes részek altal
kibocsatott jarulékok kioltjak egymast, igy makroszkopikusan nem latunk sugarzast. A
U > Crageg €5etben ugyanakkor az anyag részecskéi altal kibocsatott sugdrzas nem éri utol
mozgd ponttoltést, ezért elmarad a destruktiv interferencia.

11.2 Atmeneti Sugarzas

Most tegyiik fel, hogy a tér nem homogén, hanem a z > 0 térrészt €, a z < 0 térrészt ¢
permittivitdsi anyag tolti ki. Legyen a megoldds a két térrészben E™ illetve E~. A fenti
targyalds megfelel6 a forras altal 1étrehozott tér kezeléséhez, azonban a teljes megoldas
tartalmazza a homogén egyenlet megoldasat is, ami itt sziikséges, hogy figyelembe tudjuk
venni a hatarfeltételeket a két anyagrész talalkozasanal:

E;y(t,m,y,z =0)=E,,(t z,y,2=0), eEf(t,x,y,2=0) =¢coE, (t,2,y,2 =0),
H"(t,z,y,2=0)=H (t,z,y,2 = 0), (11.22)

ahol E = Enom + Epom, és az inhomogén rész megoldésat Fourier-térben (11.5) és
(11.6) adja. Mivel u = po-t vettiink, ezért H folytonos.

Most tekintsiink el az ¢ frekvenciafiiggésétol. Fourier transzformalva ¢, x és y szerint
ugyanezek a feltételek fenndlnak. Ez azt jelenti, hogy a z = 0 feltétel kielégitéséhez csak
z-ben kell az inverz Fourier-transzformaciot elvégezniink:

27q §(w — ko) 2nrq  O(w — ko)

E(w,k) =i —k = —k
(0.) = ilopew )= 3" T = dfnew 1= e T

(11.23)

és B(w, kr, 2) = [%= E(w, k) ™%, ahol a transzverzalis tér T = (z,y). A k. integrél a
Dirac-delta miatt konnyen elvégezheto:

. wz /v - \2 iwz /v

—igky e —ig\° €
E ky Ky, 2) = , L= , 11.24
T, 2 ev kA 4+ N\ cw k2 4+ N2 ( )

osszefoglalva '
Blw,kr,2) = —2 (kp + v G (11.25)
w z)=— —ey | ——. .
o v 7T w7 k2 + \2

A homogén egyenlet megoldasat is hozzuk ilyen alakra. A sikhullam megoldas

2
Epom(w,kr, 2) = eBoe*™=*, ahol e(kp + k.e.) =0, K +k2—=e—. (11.26)
C
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A polarizaciés iranyokndl az egyik e, iranyt valasszuk merdlegesnek mind e,-re, mind
kp-re. A masikra érvényes:

k.
e=e,Faky = elkrtke)==dk Faki=0 = a= 53 (11.27)
T
vagyis
+ kz + +ik.z w? 2
E ., (w,kr, z) = Efle.F k:_QkT + ETe, | e™"%, k. =\ler— — k7. (11.28)
T C

Fizikai hatarfeltételek: nincs bees6 hulldm, azaz z < 0-ban csak ~ e*:# illetve z > 0-ban
csak e*:* hulldm maradhat. A két térfélen ezek szerint a teljes térerésség

kz ] ; 22 wz /v
E~(w kr, 2) = {EH— (ez + —kT) + Em] ekt - L (kT - f}vez) .

k2 EU ki + X
L ' Zq A\2v ez’wz/v
+ o + vz + tkrz "4 - -
ET(w,kr,z) = {E” (ez - k%kT) —i—ELel} e - (kT + " ez) K2
(11.29)

A z = 0-nél kirétt hatarfeltételekb6l meghatérozhaté Eﬁf, ET, és ezzel a sugdrzés. Az
e, komponensre nincs forrds, azaz ilyen polarizacidju sugarzas nincsen (részletesebben:
teljesiilnie kell ET = E|, és a H folytonossdga miatt E|/c = E/cy egyenleteknek
egyszerre). A parhuzamos polarizéciéra az altaldnos képlet bonyolult, ezért az egysz-
eriiség kedvéért nézziik azt az esetet, mikor a z > 0 tartomanyban tokéletes vezetot
vesziink, azaz ET = 0. Ekkor a hatdron E; = 0, ebbdl:

gkt 1
== —— 11.30
I eokv k2 + A3 (11.30)
Polarkoordinatakban k., = kcos@, kr = ksin 0, ahol k = we. Itt
2 2 2 2
2 2 _ W .2 o w-_w 2 .2
kT+)‘ —gSln 9+ﬁ_§—ﬁ(1_ﬁ COS 9) (1131)
Ezzel: _ 2
pr =1 o (11.32)

I egcw cos (1 — 32 cos? )

Hogy a sugarzas spektrumardl is tudjunk valamit mondani, kiszamoljuk a teljes ki-
meno energiat. Mivel a sugdrzasban az elektromos és mégneses szektor ugyanakkora
energiat ad le, ezért

W= / d*xe0E? = / dadzeoE*. (11.33)
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Ebben a képletben a térerosségeknek nem a Fourier, hanem a valds téridobeli értékére
van sziikségiink. Ezért inverz Fourier transzformaciot kell elvégezniink a transzverzalis
iranyokban, valamint az idében. A térer6sség négyzetére ezek szerint kapjuk:

dwdw' dk2 dkh? . i(w—wy—i(kr—kl)x
B = [ S ot e B 0, 2B o e )1 K11

Az integral hosszadalmas, tobb 1épésbdl all. Végiil

wdk? YW
Wzso/d( mF | Ejj(w, k)"~ (11.35)

Beirva ide E| alakjat kapjuk

o . 9
q*v? sin® 0
dwd2 11.
W= / dmdegcd (1 — B2 cos?6)?’ (11.36)
0
ahonnan , - 2
d-w _qv sin . (11.37)
dwd)  Am3eped (1 — 2 cos? )2
Bevezetve
a = ¢*/(4meohc) = 1/137 (11.38)

értékit dimenziétlan mennyiséget (finomszerkezeti dllandd), ahol A = 1.055 - 10734 Js
értéki Planck-allandé, kapjuk az alternativ alakot:
W Bra sin? 4
dhwdQ 72 (1 — B2cos?6)?’

(11.39)

A sugarzas ultrarelativisztikus esetben a cos 6 & 1 értékeinél erds csiicsot mutat, csakugy,
mint a gyorsuld toltések sugarzasanal lattuk; 6 ~ 1/v a sugarzas kiterjedése.
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Chapter 12

Relativisztikus elektrodinamika

Az elektrodinamika nem kovariansan transzformalddik a Galilei-transzformacio alatt,
vagyis a szokasos, klasszikus mozgd vonatkoztatasi rendszerre valé attérés esetén megval-
toznak az egyeneleteink. Ennek két magyarazata lehet: vagy csak egy adott koordinatarend-
szerben (éter) érvényes az elektrodinamika, vagy mas médon kell &ttérni mozgo vonatkoz-
tatasi rendszerre.

A Michelson-Morley kisérlet azt bizonyitotta, hogy ha létezik az éter, akkor a foldi
megfigyeld az éterhez képest nem mozog, hiszen a fény sebessége fiiggetlen volt a mérés
iranyatol. Ez az éterképet kizarja, vagy legalabbis annyira elbonyolitja, hogy nem
valészini ez a hipotézis.

Nézziik a masodik lehetOséget, és allapitsuk meg azt a transzformaciot, amelyre kovar-
iansak a Maxwell-egyenletek. Ehhez mindenekel6tt 1j jeloléseket vezetiink be. Hangsu-
lyozni kell, hogy ezek csupan definiciék, melyek értelme késobb lesz vildgos.

12.1 Alkalmazasok

A relativisztikus invariancia illetve kovariancia elve sok esetben jelentésen leegyszertsiti
a szamolasokat. Erre nézziink néhany példat

e Ha egy rendszerben B = 0, akkor egy masik rendszerben
Ej(x) = Ey(A '), E | (2) =vE_ (A '2). (12.1)
Pl. z irdny1d egyenesvonalu egyenletes mozgas esetén az allo rendszerben

X

|
1 v . (12.2)

B Amreg (22 + y? + 22)3/2

E
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A mozg6 rendszerben ' = (ct, x,0,0) pontban keressiik a térerésségeket. Az ennek
megfelel6 pont az allé koordindtarendszerben

YT
_ —-1_7 o / q 1
r=AN"2"=(t,z,0,—yt) = E = Treq (7% 7 202122 0 :
—yut

(12.3)

ami megegyezik a kozvetlen szamolas eredményével.

A d’Alambert operator
1

O=A— gaf = —0,0", (12.4)

relativisztikusan invarians. Emiatt mozgd vonatkoztatasi rendszerbol nézve is u-
gyanaz lesz a fénysebesség.

Ha egy elektromagneses sikhullamot nézek mozgd vonatkoztatasi rendszerbol, akkor
mit 1atok? Az egyszeriiség kedvéért legyen a hullam terjedési irdnya ugyanaz, mint
a mozgo koordinatarendszer sebességének iranya. Az allé rendszerben legyen

E = Eye e @77/, B = %ew x E = %ezei“(tx/c). (12.5)
A mozgd vonatkoztatdsi rendszer sebessége v = (v,0,0) legyen. Ekkor
E,=E =0, B,=B,=0, Ejz)=(E(Z) —vB.(z)),
Bl(w) = 7(B.) - P s noa (12.6)

Beirva E, és B, alakjét

1—v/ec . . 5. 1—v/c Ey iz
E _ E w(t—z/c) B’ _ iw(t :c/c) 12.7

Az exponensben szerepl6 kifejezés

L=v/e i -y (2s)

f=rt+2), 7= ) = wi- L
W), =) = w et

) =

SRS

Vagyis a mozgd rendszerben is sikhulldimot latunk, azonban az amplitudd és a
frekvencia kiilonbozik az allé rendszerbeli értékektol, a sebesség azonban marad
fénysebesség:

il (t— /e 1—-wv/c 1—-wv/c
FE'(z) = Eje e ' (=2/), Ey =/ T v?c Ey, W=y . —l—vjc w. (12.9)
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A frekvencia valtozasa a Doppler-effektus. Ha v = ¢ rendszerbe tudnank atmenni,
akkor w' = 0 és £ = 0 lenne, azaz eltlinne a hulldm!

A fenti megoldast gy is megkaphattuk volna, hogy észrevessziik, hogy

w

wt — kx = k,a", ahol E* = (= k). (12.10)
c

Emiatt

o L A L ) K = Ak, (12.11)
vagyis

/
1—
WY U o ez (12.12)

c c c \/TQ/CQ

Ha egy egyenletesen mozgé tomegpontot néziink: =’ = v't' az egyenlete valamely
rendszerbél nézve. Egy hozza képest mozgd rendszerbdl, beirva az ' és t’ kifejezését
kapjuk

xr — vt , t—wvz/c? v+
g tzvle o, vy (12.13)

V1—v?/c? V1—0v2/c? 1+U7;

c

Vagyis most is egyenesvonalui egyenletes mozgast latunk, amely ered6 sebessége

/
T (12.14)
VY
1+ 2
Ha barmely sebesség c, akkor V' = ¢ is igaz. Ha rapiditdsban nézziik: v =
—ctanhn, v/ = —ctanhn’ és V = —ctanh 7 jeloléssel
tanh 7 4 tanh 7’
tanh 7 = antin -+ tanhy =tanh(n+7n) = 7f=n+7, (12.15)

1+ tanhntanhy

vagyis a rapiditasban additivek a sebességek.

12.2 Sugarzasok relativisztikus targyalasa

Mivel a d’Alambert operator invarians, igy a sugdrzasok képletei is relativisztikusan
atirhatok.

Elészor nézziik a Green-fiiggvények relativisztikus invariancidjat: amint lattuk (8.8)-
Graltx) = ——o (15X (12.16)
X) = —— — . .
R/A\Y, 47T|X| + c
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Ez is relativisztikusan invarians? Ehhez felhasznaljuk, hogy

5(f(x) =) 5(;,(;(30), (12.17)
zo, f(zo0)=
vagyis
§(x?) = 5(c*t* — x?) :ﬁ(é(ct—\x|)+5(ct+|x\)) :ﬁ(é(t [ |)+5( [x |))
(12.18)
Emiatt
Grlz) = %@5(:&), Galz) = C@Q(;t)a(ﬁ). (12.19)

A fenti kifejezés Lorentz invarians, ha nem hasznéalunk idétiikrozést is.
Mozgé ponttoltés sugarzasat a Liénard-Wiechert potencidlok irjak le. A (9.7) és (9.8)
képletek osszefoglalhaték mint

w_ Hod_(cv) R =x— ~(¢ t—t)=R 12.20
A 47T R—BR tl? X 7( )7 C( ) : ( ° )
Mivel a bal oldal négyesvektor, probaljuk meg a jobb oldalt is ilyen formaban atfogal-
mazni. A részecske palyajanak négyesvektora, valamint a négyessebesség:
1
) = (ety(e),  w = 2D (1221

V1—v?/c?

Ekkor a R vektor altalanositasa:
RF =at — (") = (c(t =),z — (")) = (c(t — ), R). (12.22)

Ezzel 1
R'uy, = ——re (R—BR), (12.23)

V1—v?/c?
hiszen R = ¢(t — t') a retardélds egyenlete. Emiatt

u  Hoge u”
- )
4 Rruy, |,

(12.24)

mar expliciten invarians képlet.
Nemrelativisztikus kozelitésben gyorsuld toltés altal kisugarzott teljesitmény a dipdl
kozelitéssel irhato le: a Larmor-képletet a (9.20) egyenletben irtuk le:

dE 7
== 6%2 a2, ha ov<e (12.25)
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A bal oldal itt relativisztikusan invaridns, hiszen 4llé rendszerben cP* = (E,0) és ot =
(ct,0), vagyis mozgé rendszerben

dE" dE
- dt’
a teljesitmény minden mozgd megfigyel6 szamara ugyanaz, mint az allé rendszerben. A
jobb oldal a Larmor-képletben azonban nem relativisztikusan invarians. Viszont a v — 0

limeszt ismerve invarianssa tehetjiik. Ehhez el6szor a négyesgyorsulds képletét vezetjiik
le:

E =~E, t' =+t

(12.26)

=28 = L sv) = 3(e )T 1 20.a), (1227)
ahol @ = dv/dt harmasgyorsulas. Mivel dvy/dt = y3va/c?, ezért
at = (74,6a,74,8(5a) + 72a) . (12.28)
All6 koordinatarendszerben a* — (0, a), azaz
a'a, — —a?, (12.29)

vagyis megtaldltuk a a? relativisztikus kiterjesztését. Ezzel a relativisztikus Larmor-
képlet:

pP= —é‘g aa,. (12.30)
Sebességekkel és gyorsuldsokkal kifejezve:
—d'a, = v'a’ +7°(Ba)’ = 7%(a’® — (B x a)*). (12.31)
Ezzel tehét 7
pP= #‘iﬂﬁ(aﬂ —(Bxa)P?). (12.32)

Ez a képlet megegyezik a kozvetlen szamoldssal kapott (9.40) képlettel.
Kifejezhetjiik az impulzussal is a kisugarzott teljesitményt: mivel p* = mqgcut, ezért

dut vy 72 1
a' = CW = antpﬂ = —CLMQM = E{Q) (@p)Q — C—Q(até')z . (1233)

Figyelembe véve, hogy p* = p,p" = mic?, azaz £ = p*c® + mic?, azaz

2
EO,E = Ppop = 0E="° pgatp . (12.34)
ezt visszairva
2 2 2 2 2 2 2 2
Y » ¢ (poip) v [(Op) v »  c(poip)



Tovébba ve = P tehit

v cA(pop)*| _ ¢ (p x 0,p)”
'72 g(atpf - £2 } - &2 [p2(atp)2 - (patp)ﬂ = W (12.36)

Vagyis végiil (12.30) alapjan

P

Zog® » . (px Op)?
pr— a _—
6rmac? {< )"+ m3c?

(12.37)

Ha v||a, azaz p||0;p, vagyis egy dimenzids mozgasrdl van szé. Ekkor v x a = 0, azaz

o Zoq?
~ 6rmac?

P (0ip)?. (12.38)

Mekkora a kisugarzott teljesitmény a részecske energiajanak egységnyi idébeli novekedéséhez
képest? Felhasznalva, hogy a kiils6 er6 munkéja Oyp = F = d€/dx = 0,E:

P Zoq® (0,€)? B Zoq? 1dE d_f:’ ahol s £ . 6mmov
0E  6mmicz 9,  6mmicZvdr  dx’ © mpc?’  Zog?
(12.39)

Definialva a részecske toltéssugarat olyan médon, hogy

q2

= 2 12.40
47T€0T0 Mot ( )

akkor lathatéo médon x = 5237“;. Felhasznédlva még azt, hogy az energia névekedése a
gyorsitd térerésség miatt van, beirhatjuk

ae _

4B d€ _ 2roq
dx

dz ~ 3Bmec?

(12.41)

Nagy gyorsito tereknél 5 hamarosan 1 koriili lesz. Vagyis a kisugarzott teljesitmény akkor
Osszemérhet6 a gyorsitd teljesitménnyel, ha dx ~ rg tavolsdgon a részecske energidja a
nyugalmi energiajaval novekszik, ami térerosséggel kifejezve

m002

Toq'

E ~ (12.42)

Elektronra kiszdmolva (¢ = 1.6 - 1071°C, mg = 9.1 - 1073'kg, ¢ = 2.99 - 10°m/s): 1y ~
1.88 - 107""m. A proton mérete R, = 0.88 - 107'°, vagyis a jobb oldal ro ~ 2.14 R,, ez
megfelel az atommagok jellemz6 méretének is. Az elektron sajat tomegének megfelel

energia 5.11 - 10° V gyorsité fesziiltség soran keletkezik, vagyis ekkora fesziiltségesés
lenne sziikséges atommagnyi méreteken — ez rendkiviil nagy! A megfelel6 térerdsség E =~
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5-10°V/2.14R, &~ 2.7-10%°V /m. A ma elérhetd legnagyobb térerésségek rovid impulzusi
lézerekben ~ 10'2 V/m nagysdgrendiiek, ez még messze a kivant nagysdgrend alatt
marad. Emiatt a sugarzasi veszteség linedris gyorsitas esetén mindig elhanyagolhaté.

Masrészt ekkora térerdsségek esetén mas érdekes jelenségek bekovetkezésére is szamithatunk.
A kvantummechanika elvei szerint a vakuumban rovid idore részecske-antirészecske parok
keletkeznek, az ilyen allapotok élettartamanak becslésére AET ~ h relaciot lehet hasznalni,
ahol 1 a Planck-allandé, és AE = 2myc? egy részecskepdr energidja. Ezen Osszefiiggés
értelmezése az, hogy rovid idére a vakuumtol “koleson lehet venni” energiat, de azt 7
ido utan vissza kell adni. A visszaadas normal esetben a részecske-antirészecske par
annihilacidjaval, megsemmisiilésével torténik. Azonban nagy elektromos terek esetén a
rendelkezésre all6 7 ido alatt a részecskék gyorsulnak, energiat nyernek. Ha ez az ener-
gia elegendo a koleson fedezésére, a részecske és antirészecske nem kell megsemmisiiljon,
hanem tavozik, és megfigyelheto lesz. Nagy térerdsségeknél tehat a vakuum nem stabil,
hanem elbomlik parkeltés segitségével: ez a Schwinger-effektus.

Becsiiljiikk meg a sziikséges térerosséget elektronra! Ehhez vegyiik figyelembe, hogy F
térerdsség T ido alatt, relativisztikus sebességekkel szamolva eFEer energiat képes adni,
most e az elemi toltés, az elektron toltése. A sziikséges feltétel tehat

h
ech .

moc?

2moc® = eFer =

A megjelené ch helyett érdemes behozni a kordbban definidlt finomszerkezeti allandot
(11.38), ezzel
2
1
h = < - Zremoc?,
dregae «

tehat a vakuumbdl torténd parkeltéshez sziikséges térerdsség nagyjabol

2
E~ a0 (12.43)
Toq

% faktorral kisebb, mint a linearis gyorsitas sugarzasi veszteségének jelentossé

valdsahoz. Vagyis a vakuum hamarabb lesz instabil, miel6tt ez bekovetkezne.

€z o =
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Chapter 13

Matematikai alapfogalmak

Ebben a fejezetben attekintjiik azt a matematikai anyagot, amelyet felhasznaltunk a félév
soran.

13.1 Tobbvaltozos fiiggvények, vektorterek

Az elektrodinamikéban a fizikai mennyiségek mezok, amely definicidja

13.1. Definicié A mez6 egy U : M — V leképezés, ahol M valamilyen alaptér', V pedig
eqy m dimenzios vektortér.

Az elektrodinamikaban az alapteret R"-nek, a V' vetorteret R™-nek fogjuk tekinteni.

A mez6 valdjaban a fiiggvény fogalmanak kiterjesztése, hiszen ha n = m = 1, akkor
U : R — R, egy dimenzi6s fiiggvény. Az elektrodinamikdban az alaptér lehet R? = {(x)}
fizikai tér, vagy R* = {(¢, x)} id6fiigg6 folyamatok esetén. Az m értéke lehet barmekkora,
néhany fizikai példa:

e m = 1: skalartér, a tér minden pontjahoz egy valds szamot rendeliink, x — ®(x)
(pl. homérsékleteloszlas, elektromos potencial)

e m = 3: vektormezd, minden ponthoz egy 3D vektort rendeliink x +— E(x) (pl.
sebességeloszlas dramlasndl, elektromos tér).

Komponensek: R™ben a Descartes bazist jeloljiik e;-vel. Ebben a bazisban kifejtheto
minden x € R" vektor: igy pl. x = D"  x;e;. A szummadt ezentil el fogjuk hagyni,
ismétléd6 indexek automatikusan Osszegzést jelentenek (Einstein konvenci6). Ne felejt-
sitk azonban el, hogy a komponenseknek 6nmagukban nincs jelentésiik, csupan a bézis
megadésaval egyiitt értelmesek.

ldifferencidlhaté sokaség: de ezt itt nem definidljuk.
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R™-ben adott egy skaldrszorzat R™ x R — R. A Descartes-bazis erre a skalarszorza-
tra nézve ortonormalt: e;e; = d;;. Emiatt a Descartes komponensekkel kifejezve u,v €
R™re u-v =Y uv;. A vektor hossza (abszolit értéke) |u| = u-u = /Y i, ui.
A skalarszorzat segitségével u € R™ elemmel megvalésithatunk egy R™ — R linearis
leképzést is®, amennyiben v : v — u - v.

Altalaban két tér direkt szorzata R" x R™ ~ R™™  amit ldthatunk ugy is, hogy
ha u € R" és v € R™, akkor az (u,v) par € R" x R™, de ez jellemezheté n + m
komponenssel®.

Beszélhetiink R™ @ R™ = R™ tenzorszorzatrol is, ennek segitségével vezethetiink
be tenzorokat (matrixokat). Ehhez eldszor definidljuk u és v tenzorszorzatat, vagy més
néven diadikus szorzatat: u®v = uow, ezzel megvaldsithatunk egy R™ — R leképezést,
amely w € R™ vektorra hatva u ® v : w — u(v - w). A diadikus szorzatok linedr
kombinaciéi alkotjék a R™ @ R™ elemeit. Kifejtve bazisokban: ha u = w;e; és v = v,fj,
akkor u ® v = u,;v;e; ®f;. Ezek linedrkobinaciéi mind kifejthetdk ebben a bazisban, azaz
altaldnos M € R" ® R™ esetén M = M;;e; ® f;. Ezek a tenzorok matrix jelolésben.
Egy M : R™ — R" leképzésként komponens jelolésben w; — M;;w;, ez a szokdsos
matrixszorzas. A tenzorokra csakigy mint a vektorokra igaz, hogy a komponensek kiilon
nem értelmesek, csakis a béazissal egyiitt.

Az egy dimenziés fiiggvényeknél megszokott fogalmakat kiterjeszthetjiikk a mezdkre
is, megfelel6 atfogalmazassal. Mezok Osszege, szammal valé szorzata magatél értetodik.

13.2 Mezok derivaltja

Egy valtozds fiiggvényeknél a derivalt hatarértékképzéssel valosithaté meg:

o Sl de) - f()
dr  dz—0 dx
To6bb valtozés esetben barmelyik valtozo szerint elvégezhetjiik ezt a hatarértékképzést,

ekkor kapjuk a parcidlis derivaltat. Két valtozora

(13.1)

0f(x,y) _ . flet+dzy) - fz,y) 0f(x,y) _ . fley+dy) - flzy)
ox dz—0 dx ’ oy dy—0 dy ’
(13.2)
altaldnosan
Of(x1,... 2. .. xp) — lim flxr, .. x+dag, . ..oxn) — flag, . @y, xn) (13.3)
0x; dz;—0 dzx;
Be szokték vezetni a 0; = % jelolést is. Ha a fiiggvény tobb komponensbol all, akkor

barmely komponenst barmely valtozoja szerint le lehet derivalni. Ezzel jutunk a mezdk
derivaltjanak definicigjdhoz:

2Ez altaldban a vektortér dudlisa.
30lykor a direkt szorzatot vektorterek direkt dsszegeként is szoktdk nevezni, U x V ~U @V
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13.2. Definicié U : R" — R™ mezd derivdltja VU : R™ — R™ mezd, egy adott

pontban komponensekben kifejezve VU (x) — 0,U;(x) = ng
T

,aholt =1,...n,5 =
1...m. *

A derivalt fogalmat felhasznalva lathatjuk, hogy egy x pontbdl x4+ a pontba atmenve
a mezo értékének megvaltozasa elsé rendben

6U; = Uj(x + a) — Uj(x) = a,0xU;(x) + O(a?). (13.4)

Ennek altalanositdasa a Taylor-sor, amely mezok esetén a kovetkezo allitast tartalmazza:

[e.e]

1
Uj(x+a)= Z Haela& a0y, Uj(x). (13.5)

p=0""

Ezt az allitast belathatjuk, hogy ha feltessziik, hogy a fiiggvény a-ban hatvanysorba
fejthetd, majd derivéaljuk a kifejezést a = 0 koriil. Masodrendben példaul

1
Uj(X + a) = Uj(X) + a,ﬁkUj(x) + Eakagakf)ng(x) + O(a3). (136)

Ha attériink més véltozdkra, azaz y-okra x helyett valamilyen z(y) fiiggvények segit-
ségével, akkor a derivaltméatrixot, hasonléan az 1D esethez, a lancszabaly szerint szamithatjuk

ki:
an . aU] 3yg

T (13.7)
13.2.1 Példak a mezok derivaltjaira
e n=m=1esetén Vf = % kozonséges derivalt.
e n =3, m = 1 skalartér esetén V& — 0, = g—;b = grad ®, neve: ® gradiense.

® megvaltozasa a iranyban 0® = a grad ®. Emiatt grad ®-re merdleges iranyban
vannak az ekvipotencidlis feliiletek, maga grad ® a legnagyobb véltozas irdnyaba
mutat.

e n =m = 3, ekkor a derivalt egy kétindexes mennyiség VU — 0;U;. Ennek specidlis
valtozatai:

— divU = 9;U; skalarmez6, U divergenciaja

— rotU =V x U = ¢;;;0,Uy vektormez6, U rotaciéja.’

4 Ttt €ijk teljesen antiszimmetrikus mennyiség és €123 = 1; vagyis nem nulla elemei csak 1 = €193 =
€931 = €312 = —€213 = —€132 = —€321. £-0K szorzata: €;jkEkem = 0i0im — OimJje.
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e divgrad ® = Ad, Laplace operator. Komponensekben kifejezve AP = 0,0;P.
] [I‘Ot rot U],L = €ijk€kgmajagUm = aZaJUj — @@UZ = grad divU — AU.

o divrot U = 0,6;;,0;U; = 0, valamint [rot grad @]; = €;;,0;0,P =

13.3 Mezok integralja

Egy valtozos fiiggvények integraljdhoz hasonléan a tobb valtozos fliggvények integralja
is definidlhat6. Legyen U : R" — R fliggvény, V € R" (mérhetd) részhalmaz, erre

/ U= /dwl codx, U(x). (13.8)
v xev
Mas valtozékra val6 attérésnél z(y) figgvényt felhasznélva

/U—yey/ dy; ...dy, JU(x(y)), J:‘H

ahol J a Jacobi-determindns (a J;; =

: (13.9)

ox;
Ay,

elemekbdl 4116 martrix determindnsa) abszolut
értéke.

Sokszor nem a teljes térre, hanem annak egy részhalmazéara integralunk. Ehhez
definialjuk

e gorthe: R D I — R? fiiggvény, komponensekben s;(7). Ertelmezése: a gorbét

84
paraméterezziik valés szammal. Gorbe érint6je egy adott pontban —.
T

o felillet: R? D A — R3 fiiggvény, komponensekben f;(u,v). Egy feliiletnek két
dfi

df;
érintévektora van, ezeket a — és —— vektorok feszitik ki. A feliillet normalisa

du dv of. df
meroleges a feliilet Osszes érintévektorara: N; = gijkd_Jd_k,
u dv

egységvektora n = N/N. A feliilletelem df; = N;dudv = n;da. Ennek da nagysiga
az £, = f(u+du,v) —f(u,v) és a f, = f(u,v+dv) —f(u,v) vektorok 4ltal kifeszitett
paralelogramma teriilete; valoban, ez a feliilet f, f, sin¢ = |f, x f,|. Ez, du-ban és
dv-ben elsé rendben megegyezik a fenti kifejezéssel.

a felillet normaélis

Gorbén vett integral

/dsiU( )= /del_i U(s(T)). (13.10)
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Maés paraméterezést vélasztva 7(t) attéréssel:

/ U (s(r) = / at T s (1)) = / a DU, s

azaz paraméterezésfiiggetlen.
Ennek éltalanositasaként bevezethetjiik a feliiletre vett integralt

f] dfk
/fdfz-U(f) /Adudv%kd D v w,0)). (13.12)

Végiil térfogatra vett integral
/ d*zU(z). (13.13)
v

Ezt is lehet paraméterezni x(a, b, c) — ezek a gorbevonali koordinatarendszerek —, ekkor

a térfogatelem
dr = 5ijk%%% da db dc. (13.14)
Most belatjuk, hogy ezek a definiciok eldjel erejéig paraméterezésfiiggetlenek. Ehhez
altalanositsuk az integralt fogalmat tetszoleges dimenziora. Az R"-ben egy d dimenzids
“felitlet” (részsokasig) jellemezhets egy f : R* — R™ fiigvénnyel (bedgyazas). BEgy
U: R" — R fliggvény ezen részsokasagon vett integalja egy n — d dimenzids, tobb index

esetén teljesen antiszimmetrikus tenzor lesz az alabbi definicié szerint:

af; af;
/dfw U= /da1 dagey., 0 s (g0, ag)). (13.15)
8 aq 3ad
A teljes antiszimmetria miatt ez atirhato
1 0fi 0fi
/fU = /dal...dad J1€aradin. " P ! '8%2 U(f(a,...aq)). (13.16)
Térjiink at egy masik b paraméterezésre, azaz a(b). Ekkor
afz afz aba’
= 13.17
da,  Ob, Oay’ ( )
masrészt az integralasi mérték
d(ay...aq)
day...dag = [ dby...db = |det ————— 13.1
/ ay aq / 1 dJ, J (§] 6(blbd) ( 3 8)

a Jacobi-determinans. Tehat

_ 1 dfi, afid aball abafz
/fU = /dbl ...dbgJ d!5a1...ad5n...zn Db, '“(%a/d Jaw, " Ban, U(f(b1,...ba)).
(13.19)

181



Ebben a kifejezésben elkiilonithetd

Obay Doy _  dog 2L ---00)

S B o det S 0d) 13.20
R TR A by .. - ba) (13.20)

a determinédns definicigja alapjan. Lathaté moédon ez kiesik J-vel, amennyiben a deter-
minans eléjele pozitiv, és visszakapjuk az eredeti, a-s alakot. Ha a determinans negativ,
akkor egy olyan paraméterezést vélasztottunk, amely a feliilet irdnyitisit megvaltoz-
tatta.

Egy dimenzidéban az integralds és differencidlas kozott Osszefiiggés van (Newton-

Leibniz-formula):
b

df
/dt == ) — f(a) (13.21)

a

Ez szintén altaldnosithaté magasabb dimenzids mezokre, a forma mindig ez marad: egy
magasabb dimenzids feliiletre vett integralja egy derivaltnak a feliilet hatarara vett alac-
sonyabb dimenziés integrallal egyezik meg:

/dV divU :7{ df;U; (Gauss)

1% ov

/ df; [rot U; = 7{ sl (Stokes). (13.22)
A

DA

Ezek bizonyitasanal felhasznalhatjuk azt, hogy mindkét oldal invarians az atparaméterezésre.
Ezért vélasszunk olyan paraméterezést, ahol a V térfogat- illetve A feliiletelem derék-
szOgl tartomany. Erre mar egyszerii a bizonyitas:

bl b2 b3 b2 b3

/dl’l /diﬁz/dﬂfg 81U1($1,$2,l'3) = /dﬂfg/dl‘g [Ul(bl,.’L'Q,{L‘g) — Ul(al,IQ,l'g)] =
ai az as as as

/ Uy + / AU, (13.23)
B1 Al

mivel az irdnyitas ott ellentétes. Minden oldalra felosszegezve kapjuk a Gauss-tételt.
Masrészt

b1 b2 bz bl
/dxl/d172 [81U2—82U1] = /de [UQ(bl,x2)_U2(a17x2)]_/d171 [U1($1,bz)—U1(I1,a2)]§

(13.24)
az iranyitasokat figyelembe véve ismét megkapjuk a helyes eredményt.

182



13.4 Linearis algebra

A linedris algebrabdl felhaszndlt ismeretek koziil néhany bizonyitast idéziink fel. Legyen
A egy N x N-es 6nadjungalt (val6s esetben szimmetrikus) métrix, ahol az adjungélas
definicidja

u'Mv = (1\/ITu)>k v = (MY =M (13.25)

J°

Ekkor a
AFi) = AiF() (13.26)

sajatérték egyenletet megoldasardl a kdvetkezoket tudjuk

e )\, valOs, mert

Py AFw = AFFq 0=F5 AF — Fiy AF: = (A — ADFE F
FoAF;, = NFeF, [~ U Fosto - Fo o = N = X)FFg)

e F(;-k ortogonalisak, mert

F;, AF () = \F;, F B AR B A (n A EE
) ) = 0=FyAFq —FpAF; = (A = )F(;)F

o {Fli =1,..., N} teljes rendszert alkot, azaz minden b vektorra 3 {¢c;|i = 1,..., N}
egyiitthatok, hogy b = ZZ]\LI ciF (). Az ortogonalitds miatt ¢; = bF ;).

Komponensekben a vektorokra igaz:

N N
Z Fy oFliys = Oap, és Z Fy oFljya = 0. (13.27)
=1 a=1

13.5 Legendre-polinomok

A Legendre-féle differencidlegyenlet

d dp
%(1 —:UQ)E—FV(V—i—l)P:O (13.28)

13.5.1 Megoldas hatvanysor alakban

Mivel az egyenlet masodrendii, két linearisan fiiggetlen megoldasa 1étezik.
Keressiik a [—1, 1] intervallumon reguldris megolddsokat a kovetkezd alakban:

P(x) =z° f: Cpx”

n=0
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Behelyettesitve:

Y {le+n)(a+n—1)c,a*™? = [(a+n)(a+n+1)—v(v+1)]} e,z =0

Egytitthatok:

% afa—1)cg =0
* ala+1)e =0
2 (a+ i+ 2) (a4 4+ Dejre = [(a+ i) a+j+1) — v+ 1) jeN
Ezért
(a+j)a+j+1)—v(v+1)
(@trj+t2arjirl) 7

és vagy csak paros, vagy csak paratlan hatvanyok fordulnak eld. Két eset van:

Cj+2 =

co#0: a=0 vagy a=1
e #0: a=0 vagy a=-—1

A maésodik lehet6ség mind a két esetben paritdst valt, a fiiggetlen esetek tehdt az o = 0

valasztassal eldallnak: o
jG+1) —vv+1)

Cjya = , - ¢ (13.29)
ﬁ G+2)G+1)
Mivel 5
I ha j— oo
G
mindkét sor divergdl x = —1-ben, kivéve, ha véges sok tag utan terminalnak. Ez akkor

lehetséges, ha v = [ € N és ekkor [ paritasatél fliiggden a paros vagy a paratlan sor
terminal. Ezt a megoldast a kovetkezoképpen normaljuk:

P(1)=1
és l-edfoku Legendre-polinomnak nevezziik, jele
Fy(x)

Megjegyzés: az (1,0, ¢) gombi koordinatakban felirt Laplace-egyenlet megoldasakor az
x jelentése
x = cosf

Az x = £+1 pontokbeli regularitas megkovetelése azt jelenti, hogy a megoldasi tartoméany
a 0 polarszogben a teljes [0, 7] intervallum. Amennyiben ez nem kévetelmény (pl. a cstic-
shatds targyalasandl), megengedhetd, hogy [ tetsz6leges valés szam legyen, valamint ha
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egyik pontban sem sziikséges a regularitas, akkor mindkét linedrisan fiiggetlen megoldés
szoba johet (ilyenkor a megoldasok nem polinomok).
Az | paraméter analitikusan akar a komplex sikra is kiterjeszthet6. Mivel az egyen-
letnek
[ ——-l-1

szimmetridja, ezért az [ paraméter fundamentalis tartomanya

1
Re> ——
c=75

13.5.2 Ortogonalitas

A Legendre-polinomok ortogonalisak:
! d dP(z)
= | daby —(1 — 22 I(l+1)P,
0= [ asreto) (0= TR 1104 DA

_ /1 0 (_Ma - ﬁ%@;) i+ 1)1%/(95)13;(;5))

1 dz €T
Mg (@) e dP(@) o p
0—/_1d ( (=)= = 1L+ 1) P () Pi( >>
_ /_1dac (_di);ix)(l = ﬁ)d%a@ +U(I'+ 1)Pl/(x)Pl(a:))
=[11+1)=U1"+1)] /1 dxP, P,

/1 dePy(z)P(z) =0 1 #1

1
Mivel minden x™ hatvany el6all a Legendre-polinomok linedris kombinécidjaként, ezért
egyben teljes fiiggvényrendszert is alkotnak. Réadéasul mivel az 2™ hatvanyt néla nem
nagyobb foki Legendre-polinomokkal lehet kifejezni, ezért

1
/ dxa"P(z) =0 [>n

1

azaz a Legendre-polinomok pont az elemi hatvanyokbél Gram-Schmidt ortogonalizacié-
val képzett bazis a [—1, 1] intervallumon négyzetesen integralhaté fiiggvények terében.
Normaljuk ezeket a fliggvényeket a

P(1)=1
feltétellel.
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13.5.3 Rodrigues formula
A fentiekbol kovetkezik a Rodrigues formula:

1 d

Pl(x) Qll‘dﬂjl( - 1)l

Bizonyitas: el6szor is [-szeres parcialis integralassal

+1 I
/ dmx”m(ﬁ ~1)'=0 [>n

-1 Xz
tehat mindenképpen igaz, hogy

dl

Fi(z) o« dat

—(2® = 1)f

mivel utébbi egy [-edfokid polinom, ami minden néla kisebb fokszamu polinomra orto-
gondlis a [—1, 1] intervallumon. Explicit szdmitdssal ellendrizhetd, hogy

TR E
Bizonyitas:
1 d . 1 d .
g™ V| T gt Ve

— Z dl " _ 1)ld_n( + 1)l
ool drl—n ” dx™ o

Ebbdl csak az n = 0 tag ad jarulékot = = 1-nél, azaz

1 dl 1 dl
— 1) = 1)! — 1)
1
- 2W(x + 1) »
=1

13.5.4 Generatorfiiggvény

A Laplace-egyenlet altalanos megoldasa azimutalis szimmetria esetén

= Z(Alrl + Bir ") P(cos 0)
1=0
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1
G ") =
is megoldja a Laplace egyenletet ha z # z’:
1
Ap— =0
|z — 2|

Legyen 2/ = e, és |z| = r < 1, ekkor az r = 0-ban vett regularitds miatt B; = 0 és

= Z Ar' P(cos )
1=0
azaz t = cos 6 jeloléssel

T ZA”“PZ

és at = 1 pontban

1 S
1_T:ZA1TZ = Alzl

Atjelélve a valtozokat, ezzel belattuk, hogy a Legendre-polinomok generatorfiiggvénye

\/1—2xt+t2 12;

13.5.5 Normalas

Most mar csak

1
Nl:/ dzPy(z)?

1

kell. Induljunk ki a generatorfiiggvénybol:

(\/ﬁ) = Z Ztkthl(x)Pk(x)

Mindkét oldalt integralva

oo

1
N2
/ 1—2:515—1—252 Z

k=0
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Elemi integrélassal

/1 dx L, Lt
_ = —og ——
1ot 1T
Felhasznélva. hogy
log(1 —t) —
og Z ;
= nfltn
log(1+1t) = Z(—l) o
n=1

adddik, hogy

0o 00 9
kZ:O thQk — kZ:O o " 1t2k

azaz a Legendre-polinomok teljes ortogonalitési relacidja

! 2
/ 4Py (2) P(x) = ——

. 20+ 1

13.5.6 Figgvények kifejtése

Legyen f egy a [—1, 1] intervallumon négyzetesen integralhaté fiiggvény. Ekkor

ahol

13.6 Asszocialt Legendre-fiiggvények

Az asszocialt Legendre-egyenlet

m2

1—22

dci(l —:172)(25 + { (v+1)—

ahol kihasznalva az egyenlet szimmetridjat a

|P=0

v— —v—1

;s z 1
transzformaciora, legyen v > —3-
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13.6.1 Szingularis pontok
Ennek az egyenletnek x = +1 szinguldris pontjai. Atirva a véltozot
r=1-¢
d dpP

€2~ ) g2~ g + [+ DER -9 —m?] P =0

és a megoldast
P(x) =&~ Z "
n=0

alakban keresve

o=+
2

adodik. Ebbdl csak a pozitiv elgjel elfogadhatéd a regularitas miatt. Ezek szerint
P(z) (1 —2)™/?
ha x ~ 1. Ugyanez a gondolatmenet
r=-1+¢

helyettesitéssel azt adja, hogy
P(z) o (14 z)™/?

ha z ~ —1.

13.6.2 Ansatz és rekurzio

Ezért keressiik a megoldast a kdvetkezo alakban:
P(z) = (1 — 2*)™?p(x) (13.31)

Legyen m > 0 és fejtsiik ki a p fliggvényt:

p(z) = Z cpx”

n

Ekkor azt kapjuk, hogy

Z [n(n—1)2"2 = (m(m+1)+ (n+m)* —v(v+1))z"] ¢, =0

n

azaz (mm+1) 4+ n+m)?—vy+1))

(n+1)(n+2)

Cny2 = n
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Ez a rekurzi6 m = O-ra visszaadja (13.29)-t, ahogy ez el is varhaté. Megint van egy
paros és egy paratlan megoldas, amelyek egymastél fiiggetlenek.

A regularitdshoz x = +1-ben megint az kell, hogy a sor terminalédjon; ez akkor
torténik meg, ha a fenti rekurziéban a szamlalé 0, ami két esetben lehetséges:

n=—1-m-v

n=v-—m
Ekkor a masodik lehetoség vezethet terminaldshoz, amihez az kell, hogy
vr=1leN és m <

Ekkor a megfelel$ paritasi hatvanyokbdl &ll6 p(z) egy | — m-ed fokd polinom.

13.6.3 Megoldas eloallitasa a Legendre-polinomokkal

Explicit behelyettesitéssel ellenoérizhets, hogy a

Py = (1— 222 pay

dx™

megoldja az asszocialt Legendre-egyenletet.
Bizonyitas: differencialjuk le a Legendre-egyenletet m-szer

am [ d ,.dP
. (£(1—x )%—H(lJrl)P)

dz™
am d*pP dP
= —— ((1=-a*)—=— 22— + 11+ 1P
dg:m(( x)d%: $d:v+(+ ) )
d2+m d1+m de
= (1—$2)d2+mx —mede —m(m—l)%
d+mp d™P d™P
—2 2mr—— 1)——
Ty T 2ma m—i—l(l )dm
azaz pl(m) (z) = £ (ami egy | — m-edfoki polinom) megoldja az
2, )" () )" (v) ()

egyenletet.
Masfeldl a (13.31) Ansatzot az asszocidlt Legendre-egyenletbe helyettesitve az adddik,
hogy az ott szerepl p(z) fiiggvény megoldja az

d*p(z) dp(z)
eI 2(m+ 1)z I

(1—a?)

+[I(l4+1)—=m(m+1)]p(x) =0 (13.32)
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egyenletet. Ebbdl kovetkezik, hogy (a normélést egynek vélasztva)
() = T
pla) = (@) =
hiszen a rekurzié szerint a (13.32) egyenletnek normélés erejéig egyetlen olyan megoldésa
van, ami [ — m~edfoku polinom.

13.6.4 Kiterjesztés negativ indexre

m < O-ra a fenti formuldk a kovetkez6é moédon terjeszthetok ki:

my2 L -, !
2’_l!d:1:'l+m(x -1

Ez kiterjeszthetd arra az esetre, ha — < m < [. Azonban mivel (13.30) csak m?*-
et tartalmazza, P/"(z) és P, " (z) ugyanazt az asszocialt Legendre-egyenletet oldja meg,
aminek tudjuk, hogy normalas erejéig csak egy véges foku polinom megoldédsa van. Ezért
ez a két fiiggvény nem lehet fiiggetlen egymastol; koztiik fenndll a

[—m)!
Ez+m)!Pl (@)

PPa) = (1= )" P = (1 - 2?)

b a) = (=)™

relacio.
Bizonyitas: mivel nem lehetnek fiiggetlenek, ezért
P (x) = com B (2)

és csak ¢y, értéke a kérdéses. Ez az egyenlet kifrva

S O l 2vm/2 L o, l
(1—2?) /Zﬁdxl—m (22 — 1) = (1 — %) ST (% —1)
azaz e Lo
dacl——m(xZ — 1) = (1 — xQ)mW(:cz —1)
A két oldalon a legmagasabb foku tag egyiitthatdja meg kell egyezzen:

dlfm . lerm
cla:l—_m(x2)l = Clm(—l’Q) m(fQ)l

és itt mar explicite el tudjuk végezni a derivalast:
2120 —1)...(I+m+ D" = ¢ (=1)™20(20 = 1) ... (I = m + D)zt™

AZaAZ
(20)!

(Il 4+m)!

(20)!

B (]

amibdl az allitds kovetkezik.
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13.6.5 Az asszocialt Legendre-fiiggvények alapvet6 tulajdonsa-
gai
1. Pr=0(z) = P(x)
2. P"(z) =0, m > l. Ez egyszertien kovetkezik abbdl, hogy

m/2 1 dHm 2
Ql_l!d:x”m(x

I pa) = (1 2 1y

dxm™

és egy 2l-edfoki polinom 2[-nél magasabb derivaltja nulla.

PP (@) = (1 - a?)"?

3. Ortogonalitas

+1
/ deP"(z)P"(x) =0

1
ha [ # 1. A bizonyitas ugyanigy megy, ahogy a P, Legendre polinomoknél lattuk.

4. Normalds

/_ 42 P (2) P () = 2 (I+m)!

. : 20+ 1 (1 —m)!
Bizonyités:
m +m)
B () = (-1 (s B )
Ezt beirjuk az integral ala
+1
| wrr@rre
-1
(l+m>| /+1 1 dl—m ) l 1 dl+m ) l
=" — ("= 1) ———(2"— 1
V"= ), T g @~ Y g g D

Most m-szer parcidlisan integralunk, a kiintegralt rész a hataron mindig 0:

_ (+m)
C(l=m)!
(I +m)!
~=m)
2 (1
2l—|—1(l m)!

1 d , 1o d ;
i -1 2ll'dxl( -1

/1
L

Ennek kovetkezménye

o omypm 2 (+m)
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13.7 GOmbfiiggvények

Definicio:
x%@@:¢%;ﬁlzk?mwww
Ortonormaltség:
[ 220 (6.0) Vi (6,0) = G
Bizonyitas:
dQ) = sin0dfd¢p = d(cos 0)d¢p
azaz

/amma@%www>

204+ 1 (1 —m)! 2l’+1(l’—m’)!/1 , /2” e
- dx P (z) P} dge =m0
\/ A7 (l+m)'\/ A (l’+m’)! . xTr (55') l (fﬂ) . pe

Felhasznélva, hogy
2w
/ d¢e—i(m—m/)¢ — 27T5mm’
0

azt kapjuk, hogy

t/dammwﬁmﬂ@m4a¢>

20+1(1—m)! 2 +1(I' —m)! /1
= 26 | dxP(z) DY
\/ in (l+m)!\/ ir T rm)l" B @) B (@)
2+ 1 (1 —m)! 21+1(l—m)!2 5 2 (l+m)!(S
N (el A )T 1 (= mp
:5ll’6mm’

Teljesség: ha adott a gombfeliileten egy f(6, ¢) négyzetesen integréalhaté fiiggvény, azaz

/Mﬂﬂ&@F<w

akkor kifejtheté gombfiiggvények szerint

f(97¢> = Z Z flelm<97¢>

=0 l=—m

m:/mmMMV@@
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Ez mit is jelent?

Yy [ 9% (6.0)¥in (6" 18.6)
1=0 l=—m

m

_ / dfcost)) [ do (Z S Yil6.6)Yiun (¢ cb)*) 10',6)

=0 l=—m

azaz

Z Z Vi (0, &) Yim (0, ¢')* = 6(cos 6 — cos 8')8(¢p — ¢)

=0 l=—m

Ez fejezi ki azt, hogy a gombfiiggvények rendszere teljes.

13.8 Bessel-fiiggvények

A Bessel-féle differencidlegyenlet
1
J"(z) + ;J’(x) + (1 - —) J(x)=0
13.8.1 Hatvanysor megoldas
J(z) = a° Z Cpa™
Y

a==%v cop=—

1
4k + a) 2
Cop—1 =0

A megoldast felirhatjuk a gamma-fiiggvény
[(z) = / dtt* et
[(x+1) =2(x)
T
[(z)I(1—2) =

sintx
['(n)=(n—1)! n e Zy
segitségével. A standard indulé normalas

1

0= 2T(a+ 1)
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ekkor

_ (—D)F

- 2kteflD (k4 o+ 1)
Ha v ¢ N, akkor a két fiiggetlen megoldas

o) = (;) ]; k!l“((:rlz/ +1) @)%
o=@ S @ ww

ezek a sorok minden x € C-re abszolut konvergensek.
Azonban, ha v =m € N

Aok

Jom () = (=1)" I ()
Ezt tgy oldjuk meg, hogy definidljuk a Neumann-fiiggvényt
Jy(x)cosmv — J_,(x)

sin v

N,(z) =

J, és N, mindig bazist alkot; N,-nek akkor is van limesze, ha v — m € Z.
A Bessel-egyenlet megoldasanak egy masik bazisat adjak az un. Hankel-fiiggvények

H(2) = J,(z) £ iN,(z)

v

Az Gsszes ilyen fiiggvényre igaz, hogy

1 (2) + D) = ()

do, ()

nyl(l') - Ql,+1(£(,') =2 du

ahol Q lehet J, N vagy H1?),
Bizonyitds: a (13.33) sorbdl explicit szamitassal lathaté, hogy

d v _aV
75 (@7 (@)) = 2"y (2)

d —v _ —v
e (7, (x)) = =27 Jysa ()

Elvégezve a derivalast a fenti formulakban kapjuk, hogy
ng,(:r) T (2) = Jyi(2)
v
L)+ ) = o (@)
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ROESRAORRAC
Joni(@) = 2, (x) = J,(«)

A két egyenletet Osszeadva és kivonva

2v
J,/,l(l') + Jy+1<$> = ?Jy(l.

dJ,(x)
dx

~—

J,,_1(1') — JV+1($) =2

innen pedig N, és a2 definicigjat hasznalva ez utébbiakra is kovetkezik az allitas.
A Bessel-fiiggvények eléallithaték a kovetkezd integrallal:

Jo(2) = (f> / +1(1 Rty s 12
vVl (v+ 3 \2/

Bizonyités: fejtsiik sorba az exponencidlist

iy &) a- e e

- (iz)" 1 T V/H 2\w—1/2.m
vy ) [ e

+1
/ (1 — 2= Y2mat

1
integral 0, ha n paratlan. Ha pedig n = 2s, akkor

+1 +1
/ (1 _ t?)ll*l/QtZSdt —_ 2/ (1 _ t2)1/71/2t25dt
- 0

1
+1
— / (1 . u)ufl/2usfl/2dt
0

T +1/2)(s+1/2)
B I'(s+v+1)

Ugyanakkor
L(s+1/2)=(s+1/2)(s—1/2)...(1/2)['(1/2)

és I'(1/2) = /7, ezért

P(s+1/2) = @z

- Q2sg)
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Ezt beirva, az integralunk

Ay &) [, e = () Sy (5)

s=0

= J,(z)

Explicit szamolassal lathato tovabba, hogy

)~ o (5)

2 (log 2 + ) v=20
Ny(x)%{_w (2)1/ I/7é0

T x

ahol

k=1

: —~ 1
727}1_)120 <ZE —10gn> =0.5772. ..

az Euler-Mascheroni alland6. Nagy z-re pedig

Ez utébbit a modositott Bessel-fliiggvények segitségével igazoljuk.

13.8.2 Moddositott Bessel-egyenlet

2

1 v
Y (z) + ;Y’(x) — <1 + ;) Y(z)=0
Ennek megoldédsai a mddositott Bessel-fiiggvények I, (x), ahol

L(x) = <g> ; kIT (K i v+1) (g)%
=4i"J,(ix)

ahol, ha v nem egész, akkor a kovetkezoképpen kell érteni a komplex hatvanyt:

—v —iZv

T =e€e 2
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Ha v = m egész, akkor I, = I_,, és a masik fiiggetlen megoldés

Kp(z) = lim K,(z)

v—m
nl,(x)—1_,(z)
K, = —
(x) 2 sin v

Explicit szamoldssal (N, és Jirs deﬁDICIOJat haszndlva) 1dthaté, hogy
_ Tt ()
K,(z) = 5 H}” (ix)

itt a komplex hatvany értéke

iu—i—l — 615(V+1)

Ezekre a fliggvényekre a rekurzios relaciok

d 14 14

(@1 (2)) = 21, (x)
%(m‘”] (z)) =211 ()
“L (@) + (@) = L @)

)
— L (@) + I (2) = La(2)

La (o) = T (a) = 2 1,(a)
(@) Ly ) = 2240
illetve
L @R ) = ~a" Ky ()
4 K@) = K ()

YK, (2) + K'(2) = —K,_(z)
L () + KL (@) = Ky (2)
Koae) = Ko () =~ 2K, (2)

(bizonyités mint J-re).

198



Az I, médositott Bessel-fliggvényekre atvihet6 a J,, Bessel-fiiggvények integrél eloal-
litasa:

1 v [T
= m <§> / (1 — t2)u—1/26—xtdt x>0, v> —1/2
2 —1

Masrészt igazolhatd, hogy

VT x”/oo 2 ~1/2_—at
K =—Y (= — 1) r —1/2
() OES) <2> 1 (t ) e®dt >0, v>-1/

Ez utébbit dgy tudjuk belatni, hogy megmutatjuk, hogy
P,(x) = x”/ (t2 — 1) Y2e gt
1

kielégiti a modositott Bessel-egyenletet:

*P)(z) + 2P (z) — (2* + v*) P,(2)

o 1
:af+{/) { ——1Y+U2—-<n%—§>2ﬂﬂ——1y_vﬂcf”dt
1

x(t?
_ —[L‘V+1/ i [(t2 . 1)V+1/2€_It} dt =0

ezért

P,(x) = A, 1,(z) + B,K,(x)

Nagy és pozitiv z-re helyettesitsiink

=142
x
ekkor
0 /9 2\ v—1/2
P,(x) = 2" g e "du
0 x  a?

2
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Tehat
P,(z)—0 T — 00

Mivel I,,(z) hatvanysordaban az Osszes egyiitthatd pozitiv, ezért I,,(x) a végtelenhez tart,
ha = — oo. Ebbol kovetkezik, hogy A, = 0, azaz

P,(z) = B,K,(x)
B, onnan szamithaté ki, hogy megnézziik a két oldal viselkedését x = 0 koriil. Ekkor
ismét a
u
t=1+—
x

helyettesitést hasznalva

P,(x)= :U”/ (t* — 1)1 2e "t
1

% /9 2\ v—1/2
= Q;V+1/0 (?U, =+ %) e T du
o0 2 V—1/2
= x”em/ <1 + —$> u? e du
0 U

%x”/ u e Udu
0
=T(2v)x™

Masrészt I, hatvanysorat és K, definiciéjat hasznéalva

[(v)2v—1
K, (x) ~ )2
xl/
ezért tehat (o
5 _ L)
[(v)2v—t
De
22V—1
I'(2v) = N F(w)l'(v+1/2)
ezért o
B, = T 1/2
T 172)
Tehat
1
K,,(ZL‘) = EPV(Q:)
_ VT . (f)”/ (12 — 1)~ Y2e oty
T (V + 5) 2 1
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13.8.3 A Bessel-fiiggvények aszimptotikus viselkedése

Felhasznélva, hogy nagy z-re

B, (z) ~T(v+1/2)2t (z)y_w e "

T

L
K, (z) ~ ,/%e

K, (x) = i H" (ix)

HO(z) ~ /iei(:c—(u+1/2)7r/2)
w

J,(z) = Re HY ()
K,(r) = Tm HY(z)

azt kapjuk, hogy

Viszont

ezért nagy x-re

Viszont

ezért nagy z-re

13.8.4 Integralformulak moédositott Bessel-fiiggvényekkel

1. A Cserenkov-sugarzas kiszamitasandl hasznaljuk, hogy

o] eisac
/ e L)

és a fentiekben kiszamolt aszimptotikus viselkedést:

Kola) = \/23 (14 0(1/2))

2. A szinkrotron sugarzas kiszamitasakor felhasznaltuk az
< |2 14 1
rsin |[=¢ | x4+ -2 dr = —=Ky3(x
[ w5 (o5 o = gt
o 2 1 4 1
cos [=& |l x+ - dr = —Ky3(x
o e (e 5) o= o
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3. A szinkrotron sugarzas spektrumanak frekvencia szerinti kiintegralasahoz pedig a
kovetkezo formula jon jol:

. Lo (Lo _ l4a
/ dmxo‘Kl,(x)zzﬁF(2)F(2 v)T (52 +v)
0 AT (14 2)
ahol Re(a+2v) > —1

és  Re(a—2v) > -1

pontosabban ennek a = 2 esete:

/ " aeer (e~ T U=

0 32 cosmy

ahol |Rev| < g

amibdl a frekvenciaintegralashoz sziikséges formulak a kovetkezok:

0 5 2
| aserier -1
0o 7 2
| asemater =

13.8.5 A Bessel-fiiggvények gyokei

A
J(r)=0

egyenletnek végtelen sok megoldasa van:
Tyn n=12 ...

J, aszimptotikdjat felhasznalva, az origotol tavol fekvo gyokok értéke

L 1\ 7
Tym ~ NI vV——| =
2/ 2

13.8.6 Egy fontos integral

Amennyiben

Iga) =
akkor a 2
[ aten® de = G (o
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El6szor is J, megoldja a Bessel-egyenletet, ezért

rt E e o (En) 1 (€07~ ) (er) =0
fgy
0= 22,(60) (5 1l60) + 2 (60) + (€52 = ) len))
= % <x2 (%Jl/@@) + (£%2° — V2)Jl,(f$>2> —28%xJ,(Ex)?
26%2.J,(Ex)? = % <£L‘2 (%Jl,(fa:)) + (222 — UQ)JV(§$)2>
ahonnan

+(¢%a* —v*)J,(€a)”

a 2
252/0 vJ,(€x)*dr = a® (dixj,,(fx)>

+ 12, (0)?
Na most egyfeldl nemnegativ v-re
vJ,(0) =0
masfelol
Ju(’fa) =
igy
/axJ (éx)dw = La iJ (Ex) 2
0 262 dz ™" -
Viszont y
Jy1(x) = ;J,,(x) — J, ()
ahonnan
Edr(en) = L) — L, gx)
v+1 — T v dl’ v
azaz
d v
—J, (&) = EJu(fa) —&Jy11(8a)
= _§JI/+1 (5&)
Innen

[ et de = 5 e’
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13.8.7 A Bessel-fiiggvények ortogonalitasa

2 2

d d p
— 52 2 2
0=p i Jo(Tunp/a) + pdpJ(xl,np/a) + (x’j"—aQ v > Jo(Tunp/a)

d d 2
pd_p <pd_pj(xunp/a)) + (:L‘?m% - 7/2) Ju(@unp/a)

Szorozzuk ezt be p~lJ(x,.p/a)-val, integraljuk ki és integraljunk parcidlisan az elsé

tagban:
0=— /Oadpp{ :vmp/aH a:m/p/a)]

/ dpp~" J (Tymp/a) ( ) (Tump/a)

0

Cseréljiik meg n-et és n’-t:

0=— /0 ' dpp [d%J (xyn/p/a)} [dipJ (xynp/a)}
+ /0 ' dpp™" I, (xunp/a) (mins—z - V2> Jo (T p/a)

A két egyenletet egymédsbdl kivonva

@ (e =) [ dop /) fopa) =0

amibol az elobb igazolt formulat felhasznalva kapjuk, hogy

2

/0 dppJ,(xunp/a)J (:vunfp/a)Z%[Juﬂ(frun)]z%/

13.8.8 Bessel-Fourier sor és teljesség
Barmely v-re, a
Jy(xunp/a) neN

fiiggvények teljes ortogondlis rendszert alkotnak a [0, a] intervallumon. Ha egy f fiiggvény
négyzetesen integralhaté az

| oot < o0

0
értelemben, akkor f felirhaté

Z Fodu(@omp/a)
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alakban, ahol az ortogonalitasi relaciot felhasznélva

2 a
n— T, ., 12 d JI/ TynpP/Q
o= i | dep /)10
Tehat
10 = [0S s /@) e )£
0 " [Ju+1($un)]2

2

1
— Iz up/a) ] (xunp /a) = =6(p — p
TGl (Zunp/a)J(Tunp'/a) 5 (p—=1r)

n

13.8.9 Hankel transzformacio

Ha végtelen félegyenest vesziink, azaz
a — 0

akkor a
':EVTL

a
"hullamszamok” bestirtisodnek és folytonossa valnak a 0 és co kozott; legyen az ennek
megfelelo valtozé jele k. Ekkor az ortogonalitasi relacié hataresete a kovetkezd alaki
lesz:

o 1
| dopatho) (k) = o0 = )
0
Ha f-re igaz, hogy

/ dpp'” | f(p)]

0
véges, akkor a kovetkezo alakba irhato:

F(o) = / " Ak kE (k) (kp)

ahol az F, (k) Hankel-transzformalt

F,(k) = /OOO dppf(p)Jy(kp)

Ez a Fourier transzformacié megfelelgje a félegyenesen, és minden v > —1/2 esetére
definialt.
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Chapter 14

A Liénard-Wiechert potencialokbdl

szarmazo térerosségek

Az elektromos térerdsség
E=-Vd-0A,

(14.1)

ahol a potencidlokat (9.7) és (9.8) képletek adjak meg. Felhasznélva (9.10) képleteket

0,d =0, ( L ) g ! (O;R — B;0;R; — R;0,5;) =

471'50 R— BR 471'80 (R BR)Q

R—-BR c
R,aR
c? ’

@moR ;ﬂz (R BR
(ro-

47T€0 R ﬁR)S ﬁl R /BR)

((w B, R )_Rjajait _

A —= Moq Uj 0 V4 _
5 4r R — ﬂR M@éR ﬂR& R—BR

47?5002}2 ,BR (R—BR)?

2 R
{Raz R BR) RaRﬁl

471'60 R — BR
+ BiBR +

47r50 R— BR
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t c ot

{ a;( R BR) Ry <_R'v B R]Ca] +052>} _

— R@-BQ} :

(14.2)



Azt kapjuk Osszesitve, hogy:

. q 1 ‘ _ o _ RZGR _ RCLZ<R — ,BR) _
E, = Inzo (R — BRY <Rz(1 B*) — Bi(R— BR) + Z =
6,pR - U RW) -
1 1
- 47350 (R — BR)? ((Ri — BiR)(1—5°) + = [(R; — BiR)aR — Ra;(R — ﬂR)]) =
1 1
= 47?60 (R — ,QR)?’ ((Rz - BiR>(1 — 52) + g [R X [(R — RIB) X aHZ) (14.3)

A magneses térerdsségre:

qg U q ot 1 1
H, = e,;.0: L -4 (. g [ ——— ) ) =
6J’”(@ﬂ—ﬁ}{) 4w(?”mf%R—QR+E”WJ(R—ﬁR))
Rjak 5iijkRj

T an {_g”de—ﬁR)? " (R—PBR)® (“ —A+ ac_RH -

—%% N > T A2 i _ aR) — Ra B
= (R_ﬂR>3ekaj { BrR(1 — (%) + 02( BrR(aR) — Ray(R ﬁR))} .
(14.4)

Osszehasonlitva az elektromos térerdsség (utolsé el6tti) kifejezésével, latjuk, hogy

1 -
H=—_RxE. (14.5)
Zo
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Chapter 15
Egyéb anyagok

A teljes toltéseloszlds energidjéhoz felhasznaljuk (2.22) egyenletet:

SW = (i/d3xd3x’M) _ L (i/d?’dex’M) , (15.1)

dme |x — x| 2 \4dme |x — x|

hiszen a kis valtozéas (amely a derivalassal anal6g fogalom) vagy az elsé, vagy a masodik
tagra hat, de mindkettd jaruléka egyforma. Igy kapjuk

= L/d?’xdgxlM = 1/d?’xg(x)@(x). (15.2)

~ 8me x—x| 2

Felhaszndlva a Maxwell-egyenletet (2.18), valamint az E = — grad ® képletet
_ o 3 _ %o 3 €0 3 _

_ % 2, PE; +%° / PPxE?, (15.3)

o0

15.1 Tiukortoltések modszere

Vegyiink Dirichlet hatarfeltételeket, amikor a Green fiiggvény egy ponttoltés tere akkor,
ha a hatdrokon mindeniitt nulla potencialt rogzitiink. A feliiletek a teret két (vagy tobb)
részre vagjak: a hatarok kozotti fizikai térben érvényes a Poisson-egyenlet, a hatarokon
pedig a Green-fliggvény meghatarozasanal nulla potenciélt kell venniink.

A tiikortoltések modszerénél megprobaljuk a hatarfeltételeket néhany, a nemfizikai
térbe (azaz a hatarfelilletek &dltal elszeparélt térrészbe) elhelyezett extra ponttoltéssel
kielégiteni. Ez nem megy mindig, de vannak specidlis feliiletek, ahol miikodik. Mivel
az extra toltések a nemfizikai térben vannak, a fizikai térbeli egyenletek szamara nem
jelentenek extra forrast, ott az egyenletek valtozatlanok maradnak.
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A moédszert alkalmazhatjuk részlegesen homogén dielektrikum-rendszerek esetén is.
A logika ugyanaz marad: az 1. térben felirt Poisson-egyenlet megoldasat keressiik az
oda helyezett ponttoltések tere, és a tobbi (azaz mem az elsé térrészbe) elhelyezett
tiikortoltések tere Osszegeként. Mivel e tiikortoltések nem az elsé térrészben vannak,
nem befolyasoljdk a Poisson-egyenlet forrasat. Ugyanez igaz persze a tobbi térrészre is.

Siklap Green-fiiggvénye

Vegyiink a z = 0 sikon megadott Dirichlet hatarfeltételeket. Ekkor a Green fiiggvényt
ugy allitjuk els, hogy egy x = (x1, x2, x3) pontba elhelyeziink egy egységnyi ponttoltést,
a teret keressiik y = (y1, 2, y3) pontban, hogy ®(yi,ys2,y3 = 0) = 0. Ennek a feltételnek
nyilvan megfelel egy olyan rendszer, ahol X = (x1,x9, —23) pontba letesziink egy (—1)
ponttoltést, hiszen a teljes megoldas ekkor

1 1 1

= d(y) = — 15.4

Gxy) =) = = | - o] (15.4)
komponensekben kiirva
1 1
Glxy) = b(y) = o | -
Are [ /(i — 21)% + (2 — 22)% + (ys — 23)?
1

- } (15.5)
V(W — 1) + (Y2 — 22)? + (ys + 23)?
Mivel a tiikortoltést a —x3 helyre tettiik, az x3 > 0 fizikai térrészben valéban csak egy
ponttoltés szerepel. Mésrészt az is igaz, hogy ®(ys = 0) = 0, mert ekkor a két tag
egyenl6 nagysdgu. Vagyis a fenti G valéban a Green-fliggvény.
kérdés: mi a siklap Green-fiiggvénye az x3 < (0 térrészben?

Gomb Green-fiiggvénye

Vegyiink egy R sugard gémbot az origd koriil, és keressiik a Green-fiiggvényt a r > R
tartomanyban. Ehhez egy ponttoltésre kell megoldanunk a ®(r = R) = 0 hatarérték-
feladatot. A gombszimmetria miatt vélasszuk a ponttoltés helyét a x = (z,0,0) pontnak.
Tegyiik fel, hogy a tiikortoltések modszere miikodik egyetlen, a gomb belsejébe x' =
(2',0,0) helyre betett —g nagysagu tiikortoltéssel. Vagyis a feltevésiink szerint

D(y) ! { ! d ] (15.6)

Tdre |ly—-x| |y x|

komponensekben kifejezve

1 q

_ _ (15.7)
Ame [J(yl —n)? i +ui Vo — )+ yd
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Prébaljuk gy vélasztani -t és g-q, hogy a ® = 0 feliilet egyenlete y? = R? legyen
¢ [ —2)* + vz + 3] = (- 20)* + 3 + 3
¢’ [ — 2y + R?] = ) — 2y 2 + R? Y. (15.8)
Ez teljesithet6, mert két valtozonk van két egyenletre:
¢ [27+ R*] = %+ R? v = 2. (15.9)

R
(> —1)(¢°2T—R*) =0 = ¢ =1 vagy =

A g =1 esetre | = x;, ekkor nincs egyéltalan tér. A fizikai megoldas a masik

R, _®

= 2= 15.10
q o Ty 7 ( )
Tetszoleges x és y esetén a Green-fiiggvény
1 1 R/|x 1 1 1
G(){7 y) = — /l |2 = —
dre | |y — x| ly — R_| dme ||y — x| y2x2 ,
(15.11)

A miésodik formula mutatja, hogy G(x,y) = G(y, x).
kérdés: mi a gémb Green-fiiggvénye az r < R térrészben?

Alkalmazas:

Milyen az egyenletes Eq elektromos térbe helyezett foldelt gomb tere?
Megoldas:

A foldeltség azt jelenti, hogy ® = 0 a feliileten. Az egyenletes elektromos
teret eloallithatom két toltés kozotti térként, ha a toltések végtelen tavol
vannak, de végtelen erések. Képletben: ¢ toltés legyen —x helyen, —q toltés
x helyen, ekkor az elektromos térerdsség kdzépen

Ey=——= = q=2me2’E,. (15.12)

A két ponttoltés két tiikortoltést hoz létre, a toltések nagysdga, illetve az
orig6tol valo téavolsaguk

Q = qR/x = 2rex RE,, v =R/ (15.13)
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Ha x — oo, akkor a tiikortoltések egy dipolust alkotnak, a dipdlerdsség p =
2Qx’ = 4meR3Ey. Dipolus potencidljat 1lattuk (2.35)-ben. Ezért a teljes tér
potencialja, vektorosan

d(x) = —Eox [1 - —3] . (15.14)

Ertelmezés: az elektromos tér a kezdetben semleges fémgombot elektro-
mosan aktiv allapotba hozza, polarizdlja. A polarizacié gomb esetén dipdl-
momentum kialakuldsat jelenti, amely ardanyos a gomb térfogataval. Ennek
a dip6lnak a nagysdga, dsszehasonlitva (2.35) egyenlettel:

p =41eR*E,. (15.15)

Fémgombben a toltéshordozdk végteleniil kénnyen elmozdulnak, vagyis a
fenti eredmény az adott térfogatban maximalisan kialakulé dipélmomentum.

¢

Siklappal elvalasztott kiilonb6z6 anyagok Green-fiiggvénye

Most nézziink egy példat a tiikortoltések hasznélatara dielektrikumok jelenlétében.

Alkalmazas:

A felsé félsikot (2 > 0) €1, az alsé félsikot (2 < 0) 9 permittivitasi anyag
tolti ki. A felso félsikra g toltést helyeziink xq helyre, a siktdl zp tavolsagra.
Milyen lesz a potencial a rendszerben?

Megoldas

A megoldandé egyenletek

A (x) = —L§(x — x9),  ADy =0, (15.16)
€1
a hatarfeltételek:
0P 0o
(I)l(l’,y,()) = (p2(m7y70)7 518_1 :528_2 (1517)
Z ay,0) Z N w.0)

Tiikortoltés feltevés: prébaljuk a ®; potencidlt a g toltés mellett a 2. fél-
sikba, a siktdl szintén zg tdavolsdgra elhelyezett ¢’ toltéssel leirni; ®o-t pedig
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probéljuk az 1. félsikba, a siktdl zg tavolsdgra elhelyezett ¢” ponttoltéssel
leirni. Azaz

q 1 q 1
®,(x) = + ,
4’/T€1 \/x2+y2+(2_zo)2 47(51 \/x2+y2+<2+20)2
q// 1
Dy(x) = . 15.18
6 Ares \/a? +y? + (2 — 20)? ( )
A hatarfeltételek
+ / /!
®1($ay70) :q)Q(ZE,y,O) = 174 :q—
&1 E9
0P 0o
1 =~ = g¢—q=4" (15.19)
Z w0 Z N(zw,0)
Ennek megoldéasa
/ €1 — &2 ” 262
1 €1+ &9 €1+ 52q ( )

Specidlis eset, ha ¢ = &9, ekkor ¢’ = 0 és ¢” = ¢, azaz egyetlen ¢ toltéssel
leithato az egész tér.

Masik specidlis eset, ha 9 = oo, vagyis a 2. térrészben fém van. Ekkor
qd = —q és q" véges, igy &3 = 0: azaz az 1. térrészben a kordbban latott

tiikortoltés megoldast kapjuk, a 2. térrészben nulla a potencidl. ¢

15.2 2D potencialproblémak

Ha a rendszeriink egy irdnyban eltolasinvarians, akkor a megoldas sem fiigghet attol
az irdnytol, ami azt jelenti, hogy 3D probléma helyett csak egy 2D Laplace egyen-
letiink lesz. Két dimenziéban az (z,y) koordinatak helyett dolgozhatunk z = x + iy
komplex értékekkel, ezt felhasznédlva specialis technikak léteznek a potencidlproblémak
megoldéaséra.

Egy éltaldnos két vatozos f(x,y) fiiggvény reprezentalhaté f(z, z*) = f((z+2%)/2, (2—
2*)/(24)) médon, hiszen = = (z + 2*)/2 és y = (z — z*) /(2i). Egy fiiggvény holonom, ha
tisztan f(z).
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Ha egy holonom komplex fiiggvény differencialhatd, akkor 1étezik df /dz. Mint két
valtozos fiiggvény azonban ez megvaldsithaté az x illetve az y iranybdl vett limesszel is:

dfof 1 .
ox
aof 1 .
dy
A valos és képzetes részek egyenloségébdil
oRf =0,Sf, 0,8 f = -0, Nf, (15.22)
vagy atalakitva
ARf =0, ASf=0, ahol A =09+0.. (15.23)

Ezért minden holonom fiiggvény valds része kielégiti a 2D Laplace egyenletet, és ugyanigy
a képzetes résziik is.

Ha tehat megkeressiik azt a gorbét, ahol egy holonom fiiggvény valds része konstans,
ez megfelel az ezen a feliileten adott konstans potencial hatarfeltételhez tartozé Laplace
egyenlet megoldasanak. Példaul a

f(z) = =izl = —ilefodmele 5 Rf = |27/ sin("E), (15.24)
Y

Ez a fiiggvény nulla, ha ¢ = 0, azaz a valds egyenes mentén, és ¢ = «, azaz egy « szdget
bezaro egyenes mentén. Emiatt két dimenzioban a

O(r, ) = Dor™/* sin("2) (15.25)
«
a megoldasa a foldelt ék belsejében kialakulé potencidlnak. Az él mellett a térerdsség
feliiletre merdleges része
E, = z@g?“’r/o‘_l COS(H) = z(I>07"7r/0‘_1. (15.26)
o ',y o

Ha 7/a—1 <0, azaz o > m, tehat csicsunk van, akkor a térersség végtelenhez tart.
Amennyiben tehat egy (z(7),y(7)) gérbe megadhaté mint Rf(z) = Vp, azaz f(x(7)+
iy(t)) = Vo + iu, akkor maga a Rf(z) az adott felilleten rogzitett Vi potencidl po-
tencidlprobléméjanak megoldasa is egyben. Ez ugyan nem trividlis probléma, de nem
differencidlegyenletet kell megoldanunk, hanem egy komplex fiiggvénytani problémaét.
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Amennyiben ez az f fiiggvény ismert, akkor megadhaté az adott felillet Green-
fiiggvénye is. Ehhez megadjuk egy ponttoltés térerdsségét és potencialjat

1
®=Reln(z —z), E=—

= — = 15.27
EC 1520

Hogy feliileti integralt tudjunk szamolni megadjuk a skalarszorzat komplex megfelel6jét:

(‘;’;) (15.28)
fde = /027r dy (15.29)

15.3 Termodinamikai megfonotlas

T =x,+1x;

Erre ugyanis a feliileti integral

Op| _Oup Op) _ 10p 1 0p (15.30)
ON|, 0Op|,ON|, NIV|y  N2OV|, '
mert a Gibbs-Duham relacié alapjan
i V 1
0=Vdp—SdT — Nd = | =—==— 15.31
és a Maxwell relacié a megfelel6 potencialra
dp 0*F ou
et = —— 15.32
ON OVON ov ( )
fehat 1 ON 1oV
N — ) 15.
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