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Kiegészits szamolasok, elmaradt gyakorlasok (nem ZH-tipustak):

Lassuk be, hogy a kiévetkezs koordinatarendszerek ortogonalisak! Vezessiik be intelligensen a koordinata-
fliggvényeket, és irjuk fel velik egy vektormez§ divergencidjat, egy skalarmezd gradiensét és a skalaris
Laplace-operator hatasat! Probaljuk meg szétvalasztani a Laplace-egyenletet ezekben a koordinatakban!

1. Adott fokuszpontt egyméssal parhuzamos vezérvonala egyik ill. masik iranyba nyitott parabolak rend-
szere! (parabolikus koordinaték).

2. Két adott fokuszpont ,koré” rajzolhato ellipszisek ill. hiperboldk rendszere! (elliptikus koordinatak).

3. Adott derékszogi egyenesek mint aszimptotdk kozé irhato ill. az egyenesek szogfelezbihez tartozé ha-
sonl6 egyenl@szara hiperboldk seregei.

4. Két adott pont koré rajzolhatoé Apolléniosz-korék halmaza (mi a méasik koordinatasereg)?

Derékszogi koordinatak:

1. Allitsuk el6 egy téglalapon beliil a kétdimenzios A® = 0 Laplace-egyenlet megoldasat vegyes peremfel-
tételekkel: harom oldalon legyn ® = 0, a negyediken pedig ® normaélis irdanya derivéltja adott fliggvény!

2. A geometria legyen olyan, mint a gyakorlaton is latott egzakt felosszegezhetd esetben: egy végtelen
hosszt ,valyl”, azaz kétdimenzios feladatot vizsgalunk az y = 0, z € [0, a] szakasszal és az © =0, y > 0
ill. az x = a, y > 0 félegyenesekkel hatarolt tartoméanyban. Kossiik ki, hogy ® — 0, ha y — oco. Legyen
® = 0 az oldallapokon, és legyen @ (z,y = 0) = V (x) adott fiiggvény: V (x) = V, konstans, ha © < a/2
és 0 egyébkeént! Allitsuk els a megoldast sor alakjaban! Prébaljuk meg kiszamitani az 6sszes egyiitthatot,
illetve expliciten felosszegezni ¢ sorét!

3. Minden ugyanaz, mint az el6bb, csak most V (z) = ax legyen!

4. A geometria, mint el6bb. Legyen most Neumann-tipust a hatarfeltétel: ® normaliranyi derivaltja az
oldalakon 0, az y = 0 oldalon pedig adott f (z) fliggvény! Legyen f (z) = —Co, ha z < a/2, és f (z) = Cy,
ha x > a/2! Feladat, mint el6bb. Nulladik lépésként lassuk be, hogy ez a Neumann-hatarfeltétel ,konzisz-
tens” az 6ran is megbeszélt értelemben. Plusz kérdés: Probaljuk meg kitalalni, hogy ezt az elrendezést
hogyan lehetne megvalositani!

5. Ugyanaz, mint az el6bbi Neumann-tipust feladat. A kiilonbség, hogy most legyen f (z) = fo konstans.
Ez nem ,konzisztens” Neumann-feltétel, viszont forméalisan kiszdmolhatjuk az eredményt. Tanulmanyoz-
zuk a sorOsszeget: ,hova tlinik” az inkonzisztencia?

Gombi koordinatak:

1. Trjuk fel az alabbi Dirichlet-feladat explicit megoldasat: a @ (r,9) potencialt keressiik egy R sugart
gémb belsejében, ha ott A® = 0, a hataron pedig ® (r = R,9) = a + bz + cz% + dz*, ahol z = Rcos .
Ehhez sziikségiink lesz az els6 néhany Legendre-polinom explicit kifejezésére, amit kénnyen kitalalhatunk
az altalanos alakjukbol. Ne feledjiik: Pj-ek ortogonélis rendszert alkotnak, és P, egy [-edfokd polinom,
tehat egy maximum f-edfokd polinom Pj-ek szerint valé kifejtésében biztos, hogy csak az els§ f darab
Legendre-polinom (azaz Py, P;... Py) fordulhat elé.

2. Adott egy R sugari, €1 permittivitasi gémb, a @ potencialt keressiik sor alakjiban a gémbdn beliil
és kiviil, ha a gémb belsejébe, a kbézépponttol | < R tavolsigra egy g ponttoltést rakunk. Szamitsuk ki
konkrétan is az egyiitthatokat!



3. Az 6ran mér megesinaltuk azt, ha a ¢ toltés a gombon kiviil van. Szamitsuk ki ennek egyiitthatoit
is, és nézziik meg, mihez tartanak, ha a ponttoltés helyével a gomb felszinéhez tartunk! Végezziik el ezt
a hataratmenetet az el6zd feladat | < R esetében is! Ugyanazt kapjuk? Probaljuk meg kozvetleniil is
megoldani azt az esetet, amikor egy ¢ ponttdltést pontosan a gomb hatarara tesziink! Jo tanédcs: utobbi
esetben érdemes a gobmbon belili és gombon kiviili térrdl is levilasztani a ponttdltés terét. Persze ezek az
€1 permittivitasa kozegben ill. az €y permittivitisa vdkuumban nem ugyanolyanok.

4. Ugyancsak R sugari, €1 permittivitasa gémbiink van. A gémbon kiviilre, a kézépponttdl L > R tavol-
sagra tengelyirdnyu d nagysagu dipolust helyeziink. Milyen potencial alakul ki?

5. Az R; sugar, €, permittivitasi dielektromos gémb belsejébe egy R < R; sugard koncentrikus gdmb
alakt {ireget vajunk, és ebbe egy ¢ ponttdltést helyeziink a kozépponttol | < Ry tévolsdgra. Milyen
pontencial alakul ki?

6. Az el6z6 Ry sugaru iireget most kitoltjiik fémmel, és a ¢ ponttoltést pedig az egész rendszeren kiviili
vakuumba, a kézépponttdl L > R; tavolsdgra helyezziik. Milyen potencial alakul ki?

Ferromagnesek:

1. Egy R; sugaru, homogén My méagnesezettségi ferromagneses gdbmbbdl kivagunk egy Re < R; sugarta
koncentrikus gémbot. Milyen B méagneses indukcié és H magneses tér alakul ki a harom tartomanyban?
(Segitség: az oran latottak alapjan kell dolgozni, de elGszor jusson esziinkbe, hogy 5 —5 =0.)

2. Egy R sugartu ferromégneses henger belsejében legyen adott nem homogén az M (r) méagnesezettség:
legyen M, (x,y,2) = ax, M, (z,y,2) = ay, M, (z,y,z) = My — 2az, ahol My, « adott konstansok. Az
oran latottak mintajara probaljuk meg itt is kiszamitani a B, H mezdket a @5, magneses skalarpotencial
segitségével a gombon belil ill. kiviil!

3. Egy végtelen hossza R sugari, a tengelyre merdSleges homogén M, magnesezettségi ferromégneses
henger milyen B, H tereket kelt a hengeren beliil ill. kiviil?? (Segitség: emléksziink a térbeli eset 6rai
megoldasara; prébéalkozzunk itt is hasonlokkal, visszaemlékezve, hogy a ,dipdlust” két dimenzidban is le-
hetett értelmezni. Illessziik Gssze gy a probélkozasainkat, hogy teljesiiljenek a B-re és H-ra vonatkozo
hatarfeltételek!)

Nagy Méarton

IEzt a feladatot valaki egyszer gombfiiggvényekkel probélta megoldani. (??7?!1*%&@) Erthets modon nagyon morcos
lettem; nem is gémbi feladat!



