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1.) Mekkora ergvel és forgatonyomatékkal hat egyméasra két altalanos helyzett elektromos dipolus? Léassuk
be, hogy az erd kifejezése szimmetrikus a dipolusok megcserélésére! Lassuk be, hogy noha a forgatonyo-
maték kifejezése nem az, az Ossz-impulzusmomentum mégis megmarad!

Vilasz: Ha a dy dipolustol a do dip6lus helyéig mutaté helyvektor r = rn, akkor a ds-re haté Fis erd és
M, forgatényomaték:
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Az impulzusmomentum megmaradasa nyilvan igaz lesz, hiszen r x Fio + Mg + My = 0.
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2.) Mekkora erd hat inhomogén elektromos térben egy pontszert elektromos kvadrupolusra (azaz olyan
toltéselrendezésre, amelynek se dssztoltése, se dipolusmomentuma, csak kvadrupélusmomentuma van)?

Vilasz: Ahogy a dipélusra haté erdt sorfejtéssel meghataroztuk, ugyanugy kell eljarni:
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Fy, = /dSI‘ p(r)Ek(r) = /dgl‘ p(r){Ek(O) —I—’I”lalEk(O) + §TlTp618pEk(0) +... } =+ ngpé?lapEk +...,

ahol ugye a kvadrupolus-tenzor Qg = [ d®r p(r)(3rgr; — 720k1), és kihasznaltuk, hogy a kiilsé elektromos
térre AEy, = 0,0,E, = 0.

3.) Lassuk be, hogy egy sikbeli A teriiletet korbezaro, I aramot szallité hurok magneses momentuma
|lm| = I - A nagysagu, és irdnya merdleges a feliiletre, a jobbkézszabalyos korbejarassal. Ez egy teljesen
alapismeret; valamiért elfelejtettem kiilon megemliteni. Mindenkinek kitelezd tudnia!!

(*) Tekintsiink most egy I dram jarta altalanos (nem feltétleniil sikbeli) vezetd hurkot! Milyen m mégne-
ses momentuma van ennek? Lassuk be, hogy m egy adott n egységvektor irdnyaba es6 vetiiletét, mn-et
megkapjuk, ha I-t megszorozzuk a hurok n-re meréleges sikra vett vetiilete altal korbezart teriilettel!

Utmutatds: a Stokes-tétel elemi ,levezetésénél” latott modon ,rakjuk tele” kis téglalapokkal a hurok belsejét!
Az, hogy egy altalano hurok vetiiletei vektorkomponensekként transzformalédnak, tisztan geometriailag is
érdekes.

4.) Ertelmezziik az elektromos dipélus fogalmat két dimenziéban! Tekintsiik el6szor azt az elrendezést,
amikor két, +n és —n vonalmenti toltésstirtiségd egyenes egyméstol A tévolsdgban van, és vegyiik az
n — 0o, A = 0, nA = const hataratmenetet! Milyen potencial és térerésség alakul igy ki? Ezutan
altalanosabban is szamoljuk ki egy adott 7 (r) lokalizalt kétdimenzios toltéseloszlas potencidljat nagy ta-
volsagban! (Itt r a kétdimenzios helykoordinata.) Milyen dipolus-fogalomhoz jutunk igy? Lassuk be, hogy
az el6zé ennek valoban speciélis esete!

5.) Milyen elektromos térerésség alakul ki, ha egy foldelt végtelen fém siklap egyik oldalara altalanos
helyzetd d elektromos dipélust helyeziink? Mekkora erd hat a dipolusra?

Utmutatds: egy toltésre mar megoldottuk a feladatot, egy dipolust mindig elképzelhetiink tgy, mintha két

kozeli toltés lenne.)

6.) Az el6z6 méagneses analogja: milyen B tér alakul ki, ha egy végtelen szupravezets siklap egyik oldalara
altalanos helyzetd m magneses dipolust helyeziink? Mekkora erd és forgatonyomaték hat a dipdlusra! Ez



alapjan értelmezziik azt, hogy egy szupravezetd lap folott gravitacios térben egy dipolmégnes lebeghet!
Vizsgaljuk a stabilitést is!

Utmutatds: lényegében megcsinaltuk 6ran; ugye be kell vezetni a ,magneses toltést”, hogy formalisan két
ilyenbdl rakhassuk Ossze a dipolust. Mésképp kell tiikkrozni, mit elektromos esetben, mert mas a hatarfel-
tetel! Irjuk fel ezutan konkrétan a dipolusra hatoé erdt és forgatonyomatékot altalanos helyzet esetén, és
vegyiik bele a dipdlusra hatd gravitacios erdt is! Eredmény: a forgatényomaték szempontjabdl a vizszin-
tes és fliggbleges helyzet is stabil lenne, de a vizszintes helyzet a kedvez&bb, mert ekkor tud mélyebbre
siillyedni a gravitacios térben.

7.) Végtelen siklappal elhatarolt €1 és €2 permittivitasa végelen kozegek koziil az egyikbe egy pontszerd
dipolust helyeziink. Milyen elektromos tér alakul ki a kézegekben?

Utmutatds: mint fent; toltésre megesinaltuk, dipolus=2 toltés.

8.) Végtelen hosszu €1 permittivitasu dielektromos hengert a tengelyére merdleges homogén Eg elektromos
térbe helyeziink. Milyen tér alakul ki? (Utmutatds: probalkozzunk azzal, hogy a tér bent homogén, kint
pedig az eredeti tér + a henger tengelyébe rakott kétdimenzios dipélus tere, ahol a kétdimenziés dipdlust
egy fentebbi feladatban bevezettiik!)

9.) Az el6z6 feladat 3D analégja: dielektromos gémb homogén kiilss térbe helyezve. Otlet, mint fent.

10.) Egy foldeletlen (elszigetelt, ,a vilagilirben lebegd”), nulla Gssztoltési R sugaru vékony fémgdmbhéj
belsejébe a kozépponttol [ < R tavolsagra a) @ toltést, b) sugariranyba mutaté pontszert dipolust helye-
ziink?. Milyen térerdsség alakul ki a gombon beliil és kiviil?

Utmutatds: kint a potencial a végtelenben nulldhoz tart, gombszimmetrikus, nincs benne toltés, és meg-
oldja a A® = 0-t: (lassuk be, hogy) csak konstans nulla lehet. Emiatt a gombfelszinen is ® = 0. Beliil
meg probalozzunk tigyesen, most kifele ,tiikrozve” (azaz: inverziozva)!

11.) Megoldottuk komplex fiiggvényekkel azt a feladatot, amikor egy tetsz6leges a < m szoget bezaro két
végtelen foldelt siklap kozott veliikk parhuzamosan allo toltott szal fut. Konkrétan szamoljuk ki a valos
®-t az o = 90° és 60° esetekben. Ezek toltéstiikrozéssel is megoldhatok; lassuk be, hogy a két modszer
ugyanazt adja!

12.) A korabban bevezetett sikbeli dipélus potencialja milyen komplex differencidlhato fiiggvény valos
része? Milyen komplex fiiggvény valds része az altalanos sikbeli irdnyban all6 ilyen dipdlus potencidlja?

Utmutatds: tovabbra is emlékezziink, hogy dipolus=2 kézeli toltés.

13.) Milyen potencial alakul ki, ha vikuumban két parhuzamos, +n ill. —n vonalmenti t6ltésstriiségu
végtelen hosszu t61tott széal fut? Milyen alakuak az ekvipotencialis ,feliiletek” (azaz 2D-ben: gorbék)?

Utmutatds: mindegyik ekvipotencialis feliilet kor lesz. (Ezek hatéareseteként jelenik meg a ® = 0-s fele-
zomerdleges egyenes.) Tulajdonképpen ezek az tin. Apolloniosz-korok: azon pontok halmazai, amelyeknek
a két ponttol vett tavolsdgaranya allandé; ez gy jon be, hogy ® = &1 — P9, és két logaritmus kiilonbsége az
argumentumok hényadosanak logaritmusa. Ha nem emlékeznénk az Apolloniosz-korokre, lassuk be, hogy

- .,

tényleg igaz az emlitett geometriai allit4s!

14.) Az el6z6ek alapjan: egy R sugart, ® = 0 potencialra kapcsolt (,foldelt”) fémhenger tengelyétsl L > R
tavolsagra vele parhuzamosan egy toltott szal fut. Oldjuk meg toltéstiikrozéssel a feladatot!

1P1. elképzelhetjiik, hogy a femgémbot kivagjuk, beletessziik, majd visszahegggesatjiik.



Utmutatds: itt ugye a végtelenben nem tart sehova a potencial, ugyhogy pl. egy végtelen szal teréhez
nyugodtan hozzdadhatunk egy konstanst. A megoldast ugy kapjuk, hogy a +n szalunkhoz egy —n-t kell
képzelni a henger belsejébe, Ggy, hogy a henger Apolloniosz-kor legyen; allitas: itt is az inverzidval adodik
a képzelt toltés helye?. Keressiink olyan komplex differencidlhaté fiiggvényt, aminek ez a valos része!

15.) Lassuk be, hogy a 2’ = g(z) = 1/z leképezés a z sik koreit vagy egyeneseit a 2’ sikon is korokbe vagy

egyenesekbe viszi®.

16.) Az el6z6 alapjan: adott egy olyan ,rogbilabda” alaka kétdimenzios tartomény, amit két szimmet-
rikusan elhelyezett egybevagd korivdarab hatarol, amelyek a csiicspontokban egymésra merdlegesek. A
kozéppontjaba n kétdimenzids toltést helyeziink; a hataron legyen ® = 0. Milyen a potenciél a tartomany
belsejében?

Utmutatds: legyen R a sugéar, a komplex sikunkat vegyiik fel gy, hogy az idom egyik csiicsa legyen az
origoban, ¢s a két kor érintse a valos ill. képzetes tengelyt. A 2z = 1/z leképezés a két kort két merdleges
egyenesbe fogja igy képezni (lassuk be!); amik parhuzamosak lesznek a valos ill. a képzetes tengellyel.
Innen méar kétszeres tiikrozéssel megvan.

17.) Megismertiik az o < 7 kdzépponti szogi foldelt fémlap-ék belsejébe tett kétdimenzios toltés problémé-
janak megoldasat komplex fiiggvénytannal. Idézziik fel ezt! Oldjuk meg ez alapjan komplex fiiggvényekkel
azt a feladatot, amikor van két, egymastol A tavolsagra 1évé (vizszintes”) fémlapunk, mindketté ® = 0
potencialon, és kozdttiik valahol egy 2D ponttdltés!

Utmutatds: Az o kézépponti szogii feladat megoldasaban ha a toltés zg helye zg = a + ib, akkor el kell
tolni az egészet —a-val, hogy 2o a képzetes tengelyre keriiljon. Ezutédn venni kell azt a hataresetet, hogy
a — 00, azaz az ék csucsa a —oo-be megy, kdzben pedig o — 0, gy, hogy atga = A konstans maradjon.
A hataratmenethez segitség, ha emléksziink, hogy lim, o (1 + a/x)* = e®. Ez altalanosabban is igaz: ha
f(z) =2+ O(x?), akkor is lim, o (14 a/f(2))" = €.

18.) Nehezebb: oldjuk meg az el6bbi feladatot ,végtelen sok tiikrozéssel” is, és lassuk be, hogy ugyanazt
kapjuk!

Utmutatds: Ahhoz, hogy mindkét sikon egyszerre eltiintessitk a potencialt, valoban végtelen sok ide-
oda tiikrozés kell. A logaritmusok igy kapott végtelen Osszege némi triikkel felosszegezhets: a valos

részt tekintve logaritmusok Osszege a szorzat logaritmusa. Segitség ehhez az ismert képlet: sinrz) _

(1—2%)(1—22/4)(1 — 22/9)(1 — 22/16) .. .. ”

19.) Bonyolultabb: oldjuk meg a 2D parabola feladatat! Azaz: legyen egy parabola fokuszpontjiban egy
Ltoltes” (azaz: 1), és a parabolan irjuk el, hogy ® = 0 (,fémparabola”). Milyen potencial alakul ki?

Utmutatds: a parabola szimmetriatengelye legyen a negativ valos féltengely; ekkor a 2/ = /2 kihajtogatja
a 2’ sikon fliggGleges egyenessé; lassuk ezt be! A 2’ sikon a feltételek: a parabola képén ® = 0; ezt egy
tiikrozéssel megoldhatnank. Tovabbi feltétel, hogy a vagas kihajtogatott képén, a 2’ sik képzetes tengelyén
az erGvonalak parhuzamosak kell, hogy legyenek ezzel a tengellyel; csak ekkor lesz a ,visszahajtogatott”
potencidl az eredeti z sikon differencidlhaté a vagason is. Ezt a két feltételt egyszerre csak végtelen sok
tiikrozéssel oldhatjuk meg tligyesen, s6t, aztan az igy kapott végtelen sort fel is Osszegezhetjiik (érdemes
el6szor a 2’ sikon); ugyanazzal a triikkkel, mint az el6z6 feladatban. A végtelen szorzatot z-re véve, és
elosztva a z/2-re felirttal kapjuk még, hogy cos(mz/2) = (1 — 22)(1 — 22/9)(1 — 22/25)(1 — 22/49)....
Utolso 1épés: mivel pont a toltés helyén nem differencialhato a z — 2’ leképezés, modositani kell a toltés
nagysagat a visszatéréskor; lassuk be, hogy ez egy kettes szorzot ad.

2Fontos kiilonbség a 3D esethez képest, hogy itt hatarozottan +n-hoz —n kell, mig ott +g-hoz —R/L - q kellett.
3Nem vagy-vagy értends: kor—kor, egyenes—egyenes, egyenes—kor és kor—egyenes is lehetséges!



20.) Irjuk fel sorfejtett alakban egy kétdimenzios téglalap belsejében a @ potencialt, ha a hataron vegyes
feltételek adottak: a) legyen héarom oldalon ® = 0, a negyediken pedig 0,P adott fiiggvény, b) legyen
harom oldalon 0,® = 0, a negyediken pedig ® adott fiiggvény, c¢) legyen két parhuzamos lapon & = 0, a
masik kettén pedig 0,P = 0 ill. 9,P adott fiiggvény!

Utmutatds: Ugyantgy kell eljarni, mint a Dirichlet— és a Neumann-feladatoknal; figyelni kell, hogy a sin
és cos, illetve a sh és ch koziil mikor melyiket véilasztjuk!

21.) A geometria legyen olyan, mint a gyakorlaton is latott egzakt felosszegezhets esetben: egy végtelen
hosszi ,valyn”, azaz kétdimenzios feladatot vizsgalunk az y = 0, = € [0, a] szakasszal és az x = 0, y > 0 ill.
az x = a, y > 0 félegyenesekkel hatarolt tartoményban. Koéssiik ki, hogy ® — 0, a y — oo. Legyen ® =0
az oldallapokon, és legyen ® (z,y = 0) = V (x) adott fiiggvény: V (z) = —V| konstans, ha x < a/2 és +V},
ha z > a/2. Allitsuk el6 a megoldéast sor alakjaban! Probaljuk meg kiszamitani az dsszes egyiitthatot,
illetve itt is expliciten felosszegezni ® sorat!

Utmutatds: Itt a paros n-es egyiitthatok nem ttinnek el. A feldsszegzés teljesen hasonléan megy, mint
az Oran latott esetben; nézziik meg, hogy az eredmény tényleg kielégiti-e a hatarfeltételeket gy, ahogy
szerettiik volnal

22.) ; dielektromos éllandoju gomb belsejébe koncentrikus fémgdmbot tesziink, majd az egészen kiviilre
a vakuumban pontszert toltést helyeziink. Hatérozzuk meg (sorfejtett alakban) a potencialt a harom tar-
toméanyban!

23.) Meghataroztuk egy, az origotol ro tavolsdgra 1évé ponttoltés potencidljanak sorfejtését a Pj(cos)-k
szerint. Hatarozzuk most meg egy tengelyirdanyu dipolus ilyen sorfejtését!

Utmutatds: Szokasosan: dipolus=2 kozeli toltés. Ha a toltések végtelen kozel keriilnek egymashoz, biztos
mindkettdére ugyanazon oldali” sorfejtést kell hasznalni. A kapott képlet mér nem lesz olyan szép szim-
metrikus az r < rg és az r > rg esetekben.

24.) Az el6z6 alapjan: dielektromos gémbbe pontszeri dipolust helyeziink gy, hogy az elrendezés ten-
gelyszimmetrikus legyen. Hatarozzuk meg sorfejtett alakban a potencialt a gémbon beliil ill. kiviil!
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