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El6sz6

A matematika a fizika része. A fizika kisérleti tudomdny, a
természettudomdny része. A matematika a fizikdnak az a része,
amelyben a kisérletek olcsok.

Vladimir Arnold (1937-2010)

Ennek a jegyzetnek az alapjat Simon Laszlonak az E6tvos Lorand Tudomény-
egyetemen t6bb mint 40 éve matematikus hallgatok szdmara tartott el6adasai
képezik. Ezeket az el6adasokat hallgatta Komornik Vilmos az 1970-es évek
kozepén, Besenyei Adam pedig a 2000-es évek elején. Az eladasok anyaga
1983-ban konyv forméajaban is megjelent Méasodrendi linearis parcialis dif-
ferencialegyenletek cimmel. A 2000-es években a felsGoktatasban végbeme-
né valtozéasok folyaméan a parcialis differencidlegyenletek oktatasa atalakult:
egyrészt csokkent az éraszama, mésrészt a targy nemcsak a matematikus hall-
gatok képzésének része, hanem az alkalmazott matematikus, illetve elemzé
szakiranyos hallgatok szaméra is kotelezs, vagy kotelezGen valaszthato lett.
A parciélis differencidlegyenletek kiilonboz§ szinteken vald oktatésa sziiksé-
gessé tette az 1983-ban kiadott konyv jelentSs atdolgozasat. Célul tiiztiik ki,
hogy a jelen jegyzet minél szélesebb kor szaméra hasznos segédanyag legyen,
a miszaki egyetemek mérnckhallgat6itol kezdve a tudomanyegyetemek ma-
tematikus és fizikus hallgatosagaig. Jegyzetiink ezért tobb kiilonalld részbdl
épiil fel:

e az elsG részben a fizika harom alapegyenletének elemi targyalasa szere-
pel, szamos kidolgozott példaval, amely a kevesebb elGismerettel ren-
delkez6 hallgatok szaméra nyijt segitséget;

e a masodik részben a disztribicidelmélet alapjait targyaljuk és alkal-
mazzuk az egyenletekhez kapcsolédd problémék megoldasara;

e a harmadik részben a Szoboljev-terek elméletét, tovabba az elliptikus,
illetve id6fliggs feladatok Szoboljev-térbeli megoldhatosdganak kérdé-
seit targyaljuk.



2 ELGszo

A jegyzet megirasa soran felhasznaltuk Komornik Vilmosnak a Strasbourgi
Egyetemen t6bb mint 20 éve tartott eladasainak tapasztalatait. A jegy-
zetben szamos feladat talalhatd, amelyek Simon Léaszlo elGadéasaihoz tartott
gyakorlatok anyagat olelik fel. Aki irt méar parcialis differencidlegyenletek-
kel kapcsolatos munkat, az tudja, hogy a témarol tomoren és hibak nélkiil
szinte lehetetlen irni. Jegyzetiinkben bizonyéra jo néhéany elirds maradt, ezek
jelzését orommel vessziik a badam@cs.elte.hu cimen.
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I. rész

Fejezetek a klasszikus
analizisbdl






1. fejezet

Topologia R"-ben

A matematika annak a mivészete, hogyan adjunk kiilonbozd
neveket azonos dolgoknak.

Jules Henri Poincaré (1854-1912)

A fejezet tartalma. Roviden emlékeztetiink néhany topologiai alap-
fogalomra és allitasra, amelyekre a kés6bbiekben sziikségiink lesz.

A parcialis differencidlegyenletek tanulményozasa soran sziikségiink lesz né-
hany egyszerii topologiai allitasra, ezeket az alabbiakban réviden Gsszefoglal-
juk, illetve emlékeztetiink a felmeriil6 alapfogalmakra.

1.1. Jeldlés. A tovabbiakban R jeloli a valos szamok, RT a pozitiv valos széi-
mok, R:{ a nemnegativ valos szamok és R~ a negativ valés szamok halmazat.
Tetszbleges © € R esetén |z| jeloli az « szam abszolut értékeét.

Az R halmaz 6nmagaval vett n-szeres direkt szorzatat a szokdsos moédon R”
jeloli, tehat R™ = {(z1,...,2,) 1 x; € R, j =1,...,n}, és altalaban z € R”
esetén x; jeloli az x vektor j-edik koordinatajat. Legyen

R = {(zo,...,7) € R 1 19 > 0},
amely nyilt féltér, tovabba

Ry = {(zg,...,2) ER" 12 =0, 2; €R (i > 0)}.

Az R™ teret a szokasos euklideszi skalarszorzattal és az ebbdl szarmazo met-
rikaval latjuk el.
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1.2. Definicié. Adott z,y € R™ esetén

n n
(w,y) = zy;,  lw—yl= lo —yl
j=1 j=1

A skalaris szorzasra, ha nem okoz félreértést, akkor az egyszeriiség kedvéért
a -’ jelolést fogjuk hasznalni.

A legegyszertibb halmazok R”-ben a gobmbok, amelyek segitségével a korlatos,
illetve a nyilt halmaz fogalméat definialhatjuk.

1.3. Definicié. Adott a € R™ ésr > 0 esetén B(a, r) jeloli az a kézépponta, r
sugart nyilt gombit, B(a,r) az a kdzépponta, r sugara zdrt gémbit, valamint
S(a,r) a B(a,r) gomb feliiletét, vagyis

B(a,r) = {zeR":|z—a|<r},
B(a,r) = {zeR":|x—a|<r},
S(a,r) = {zeR":|lz—a|=r}

1.4. Definicié. Egy H C R" halmaz korldtos, ha létezik r > 0 szam 1gy,
hogy H C B(0,r).

1.5. Definici6é. Egy H C R™ halmazt nyiltnak neveziink, ha minden x € H
esetén létezik r > 0 szam gy, hogy B(x,r) C H. Egy halmaz zdrt, ha R™\ H
nyilt.

Ha nem R™ az alaphalmazunk, hanem annak egy €) részhalmaza, akkor ér-
telmezhetjiik relativ nyilt és zart halmazok fogalmat.

1.6. Definici6. Legyen H C Q C R". Ekkor a H halmaz relativ nyilt Q-ban,
ha létezik U C R”™ nyilt halmaz, amelyre H = QN U. A H halmazt relativ
zdrtnak nevezziik, ha van olyan V' C R" zart halmaz, amelyre H = QN V.
Ebbgl kévetkezSen H C €2 pontosan akkor relativ nyilt Q-ban, ha Q \ H
relativ zart Q-ban, hiszen V = R" \ U egymasnak megfeleltethets valasztas.

Nyilt halmaz segitségével bevezethetjiik a kornyezet fogalmat.

1.7. Definicié. Az x € R”™ pont egy kdrnyezetén olyan halmazt értiink,
amely tartalmaz az z-et tartalmazé nyilt halmazt, azaz V' kornyezete z-nek,
ha létezik U C R™ nyilt halmaz, amelyre x € U C V.

Végiil értelmezhetjiik halmaz belsejét, hatarat és kiilsejét, tovabba lezartjat.
1.8. Definici6. Legyen H C R" tetsz6leges halmaz. Ekkor H belseje, kiilseje
és hatara rendre
int H : = {x €R": létezik r > 0 tgy, hogy B(x,r) C H},
ext H : = {x ¢ R": létezik r > 0 ugy, hogy B(z,r) C R"\ H},

OH : = {x € R™: minden r>0-ra B(xz,r) N H#{ és B(z,r)N(R"\H) #0}.
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1.9. Definici6é. Egy H C R" halmaz lezdrtja H = int H U OH.

Parciélis differencidlegyenletek tanulmanyozasa kapcsan sziikség van a tar-
tomany fogalmanak bevezetésére, ehhez elGszor az Osszefliggség fogalmat
definialjuk.

1.10. Definici6é. Egy H halmaz dsszefiiggd, ha minden diszjunkt U,V C R"

nyilt halmazra, amelyre H C U UV teljesiil, kovetkezik, hogy HNU = () vagy
HNV =19.

1.11. Megjegyzés. Az Osszefiiggbség fogalma R™-ben ekvivalens az ttszerd
osszefliggdség fogalméaval, vagyis egy halmaz pontosan akkor Osszefiiggd, ha
béarmely két pontja 6sszekdthetd a halmazban halado folytonos gorbével, s6t,
nyilt halmaz esetében toérdttvonallal is.

1.12. Definicié. Egy H C R™ halmazt tartomdnynak neveziink, ha nyilt és
Osszefiiggds.

A késsbbiekben folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban fontos szerephez jut-
nak a kompakt halmazok.

1.13. Definici6. A K C R" halmazt kompaktnak nevezziik, ha minden nyilt
fedésebdl kivalaszthato véges nyilt fedés, azaz K C |J,c; Ua esetén, ahol I
tetszoleges indexhalmaz és U, C R™ nyilt, létezik véges sok oy (5 =1,...,k),
amelyekre K C U§:1 Uy,

Igazolhato, hogy R™-ben a fenti definici6 ekvivalens két konnyen ellenérizhetd
tulajdonsaggal.

1.14. Tétel. A K C R™ halmaz pontosan akkor kompakt, ha korldtos €s zart.

Kompakt halmazokkal kapcsolatban sziikségiink lesz néhény egyszertien iga-
zolhato &llitasra. ElGszor emlékeztetiink halmazok tavolsdganak fogalméra.

1.15. Definici6é. Legyenek H;, Ho C R" halmazok. Ekkor a két halmaz
tavolsdga
dist(K7, Ko) :=inf{jx —y| : x € K1,y € Ko}.

Amennyiben a két halmaz valamelyike egyelemt, példaul Ky = {x¢}, akkor
dist(K71, K2) az xo pont és a Ko halmaz tavolsaga, és ekkor az egyszertiség
kedvéert a dist(xg, K2) jelolést hasznaljuk.

1.16. Allitas. Legyenek K1, Ko C R™ nem tires diszjunkt halmazok, amelyek
kozil az egyik kompakt, a mdsik pedig zdrt. Ekkor dist(Ky, K3) > 0.

1.17. Allitas. Legyen K C R™ korldtos halmaz. Ekkor a K halmaz d&tmércje
diam K :=sup{|z —y| : 2,y € K} < cc.
Ha K zdrt is, akkor létezik xo,yo € K gy, hogy diam K = dist(xq, yo)-
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1.18. Allitas. Legyen H C R" és ¢ > 0 szdm. Tekintsik a H halmaz e
sugard H. kérnyezetét, azaz

H. :={z eR" : dist(z, H) < €}.
Ekkor H. nyilt, tovdbbd
H. = {r € R" : dist(z, H) < ¢}.

1.19. Allitas. Legyen U C R™ nyilt és V korldtos, nyilt halmaz gy, hogy
V C U. Ekkor létezik W C R™ korldtos nyilt halmaz, amelyre V.C W C W C
cU.

Bizonyitds. Legyen d := dist(V,0U), amely az Allitas szerint pozitiv,
hiszen V' zart halmaz, valamint OU zart és korlatos, tehat az Tétel alap-
jan kompakt. Tekintsiik a W :=V 4 halmazt, vagyis a V halmaz d/2 sugari

nyilt kérnyezetét. Allitjuk, hogy W megfelel a kivanalmaknak. Valéban, W
korlatos (mert U is az), az|1.18, Allitasbol kovetkezGen nyilt, tovabba V- C W.
Sét, vilagos, hogy W = {x € R™ : dist(x, V) < dist(V,U)/2} C U. O




2. fejezet

Lebesgue-integral, LP- terek,
paraméteres integral

A matematika dltaldnos elméletekre lecsupaszitva gyonydrd for-
ma lenne, tartalom nélkil. Révid iddn belil kihalna.

Henri Léon Lebesgue (1875-1941)

A fejezet tartalma. Osszefoglaljuk a Lebesgue-integralnak a parcia-
lis differencialegyenletek tanulmanyozasahoz sziikséges alapvets Gssze-
fligéseit.

2.1. Lebesgue-integral, L’terek

Ismertnek tételezziik fel a Lebesgue-integral elméletének alapvets fogalmait
és tételeit, részletes bevezetés megtalalhato példaul a [46] [72] konyvekben.
Az aldbbiakban csak a legsziikségesebb Osszefiiggésekre emlékeztetiink a hi-
vatkozasok egyszertisitésének érdekében.

A fejezet tovabbi részében legyen M C R™ tetszéleges nem iires halmaz.

2.1. Definici6é. Az € halmazon értelmezett valos értékii mérhetd és p-ed-
rendben (1 < p < o) Lebesgue-értelemben integralhaté fliggvények vektor-
terét LP(Q)-val jeloljiik, vagyis

r@ = {0k [ 17 <oof,

amely téren a kovetkezs normat vezetjiik be

1/p
1l = ( / |f”> . (2.1)

9
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A p = oo esetben legyen
L*(Q):={f: Q= R:esssup|f| < oo},
ahol
| fllLoe(q) == esssup |f| :=inf{M e R: |f| < M m.m. Q-n}. (2.2)

2.2. Allitas. A fenti (2.1)), illetve a p = oo esetben (2.2) normdval elldtott
LP(Q) tér minden 1 < p < oo esetén teljes normdlt tér, mds széval Banach-
tér.

A kés6bbiekben sziikségiink lesz az ugynevezett lokalisan integralhato fiigg-
vények terére is.

2.3. Definicié. Az f: Q — R fliggvény p-edrendben lokdlisan integralhato
Q-n, ha minden K C Q kompakt halmazt véve f|x € LP(K). Az Q-n p-
edrendben lokélisan integralhato fiiggvények vektorterét LY (Q)-val jeldljiik.

loc

A p =1 esetben nyerjiik a lokalisan integralhato fiiggvények terét, LL (Q)-t.

Az LP terekkel kapcsolatban az aldbbiakban felidéziink néhany fontos, a ké-
s6bbi fejezetekben alkalmazésra keriils dsszefiiggést.

2.4. Allitas (Holder-egyenlStlenség). Legyen f € LP(Q) és g € L9(RY), ahol
p és q konjugalt kitevok, azaz 1/p+1/q = 1. Ekkor fg € L*(Q) és
19l @) < 1fllLe@) - [19llLa(e)-

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha [ és g egymds konstansszorosai (be-
leértve azt az esetet is, amikor valamelyikiik azonosan 0).

2.5. Lemma (Riesz). Ha (u;) Cauchy-sorozat LP(2)-ban valamely 1 < p <
< oo esetén, akkor létezik m.m. konvergens részsorozata.

2.6. Tétel (Monoton konvergencia tétele). Tegyik fel, hogy az Q: f; = R
mérhetd fiigguényekre 0 < f; < fj41. Ekkor

lim fj Z/ lim fja
¢

j—=e Jo yJ—oo
ahol az integrdlok értékeinek +oo-t is megengediink.

2.7. Tétel (Lebesgue-tétel). Tegyiik fel, hogy az f;: Q@ — R mérhetd figgvé-
nyekre f; — f m.m. Q-n, tovdbbd létezik g € L'(Q), amelyre |f;] < g m.m.
Q-n minden j = 1,2... esetén. Ekkor f; — f az L*(Q) normdja szerint is.
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2.8. Tétel (Lebesgue-pontok tétele). Legyen f € Li (R™). Ekkor m.m. x €
€ R™ esetén

1
lim ——— dy = f(z),
.éwﬂfw)y f()

r—0+ vol(B(z,r))

specidlisan

lim ——— — dy=20 2.3
B Jy T Sl =0 (23)
ahol vol(B(z,r)) a B(x,r) gomb térfogatdt jeloli. Azokat a pontokat, ahol a
(2.3) osszefiiggés teljesil Lebesgue-pontoknak nevezzik. A tétel értelmében
tehdt R™ m.m. pontja Lebesque-pont az f € Li (R™) fiigguényre nézve.

loc

Amint az a fenti tételbdl is latszik érdemes megadni az n-dimenzids gombok
térfogatat, illetve felszinét.

2.9. Allitas. Jeloljiik wy,-nel az eqység sugari n-dimenzids gombfeliilet fel-
szinét. Ekkor az v sugari n-dimenzids gomb térfogata w,r™/n, felszine pe-
dig w,r™~ 1. Megjegyezziik, hogy w, = na™?/T(n/2+ 1), ahol T a gamma-
fiigguény.

2.10. Megjegyzés. A Allitas segitségével a Osszefiiggés a kiovetkezs
alakban is frhato:

hm—5/’ Fy) — F(z)|dy = 0.
B(z,r)

r—0+ "

A g6émb kapcsan megemlitjiik a kovetkezs ugynevezett co-area formuldt).

2.11. Allitas. Legyen f € L'(B(wo,R)), ahol 19 € R® és 0 < R < o
tetszélegesek. Ekkor

/B@O,R)f(x)dz _ /OR (/ﬁys(zm f(a:)dam> dr.

2.12. Megjegyzés. A fenti Allitas valojaban egy sokkal altalanosabb
co-area formula specialis esete. A fentiekben kimondott specialis alak n-
dimenziés polérkoordinatak bevezetésével a Fubini-tételre kénnyen vissza-
vezethetd.

2.13. Tétel (Fubini-tétel). Legyenek Ty C R™ és To C R™ tégldk (azaz valds
intervallumok direkt szorzatai), tovdbbd f € LY(Ty x Ts) fiigguény (sét elég,
hogy || fllr (1, x1y) < 00). Ekkor

/TleQf/Tl Tzf(x’y)dydf/n | S y)dedy.
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Ismert, hogy az f(z) := |z|* (x € R,z # 0) fiiggvény a 0 koriil pontosan
akkor integralhato, ha o > —1, a végtelenben pedig akkor, ha o < —1.
A coarea-formula segitségével igazolhaté ennek az allitasnak az n-dimenzios
valtozata.

2.14. Allitas. Legyen f(z) := |z|* (x € R",x # 0). Ekkor f|po1) €
€ LY(B(0,1)) pontosan abban az esetben, ha o > —n, és flrm\B(0,1) €
€ LY(R" \ B(0,1)) pontosan akkor, ha o < —n.

Végiil emlékeztetiink az alabbi nevezetes integralra.

2.15. Allitas. Han > 1 egész szam, akkor

/ e~ dn = 7.

2.2. Paraméteres integralok

A paraméteres integralok folytonossagaval és differencialhatosagaval kapcso-
latos allitasok a késébbiekben fontos eszkozként keriilnek el6 a parcialis dif-
ferencidlegyenletek tanulmanyozéasa soran.

2.16. Tétel (Paraméteres integral folytonossaga). Legyen I C R nyilt inter-
vallum, H C R™ Lebesque-mérhetd halmaz, tovibba f: I x H — R fiiggvény,
amelyre m.m. x € H esetén az t — f(t,x) figguények folytonos I-n, tovdb-
bd minden t € I esetén az x — f(t,x) fiigguény mérhetd, valamint létezik
h € L*(H) fiiggvény gy, hogy |f| < h az I x H halmazon. Ekkor az

Pt) = /H £t 2)do

hozzdrendeléssel értelmezett F': I — R fiiggvény folytonos.

2.17. Tétel (Paraméteres integral differencialhatosaga). Legyen I C R nyilt
intervallum, H C R™ Lebesgue-mérhetd halmaz, tovabbd f: I x H — R fiigg-
vény, amelyre m.m. x € H esetén az t — f(t,x) ést— Oof(t,x) fligguények
folytonosak I-n, tovdbbd minden t € I esetén az x — f(t,x) és x> O1f(t,x)
fiigguények mérhetdk, valamint létezik h € LY(H) fiigguény gy, hogy |f| < h
és |00 f| < h az I x H halmazon. Ekkor az

F(t) ::/Hf(t,x)dx

hozzdrendeléssel értelmezett F: I — R fiigguény folytonosan differencidlhatd,
és

F’(t):/Half(t,x)dx.
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Ha nemcsak az integrandus, de az integralas hatarai is fliggnek a paraméter-
t6l, akkor az alabbi tétel érvényes.

2.18. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f: I x I folytonos fiiggvény,
amelyre 01 f létezik és folytonos. Ekkor tetszdleges rogzitett a € I esetén az

F(t) ::/O flt,x)dx

hozzdrendeléssel értelmezett F': I — R fiigguény folytonosan differencidlhatd,
és

0= )+ [ duf(t.o)de.

2.19. Megjegyzés. A paraméteres integral differencialasarol szolo fenti tételek
természetesen modon altalanosithatok ¢ € R™ paraméter esetére is.
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3. fejezet

A Cg°(Q) figgvénytér

Rémiilettel és borzalommal fordulok el ettdl a siralmas fekély-
tél: fligguények, amelyeknek nincs derivaltjuk!

Charles Hermite (1822-1901) 1893-ban Thomas Joannes
Stieltjesnek (1856-1894) irott sorai

A fejezet tartalma. Bevezetjiik a végtelen sokszor differencialhato
kompakt tartoju fiiggvényeket, majd az egységapproximécié fogalmét
értelmezziik.

A végtelen sokszor differencidlhaté (mas szoval sima) kompakt tartoja fiigg-
vények kiemelkedGen fontos szerepet jatszanak a disztribuciok (vagy maés
néven altalanositott fiiggvények) elméletében, amelyet a @ fejezetben tar-
gyalunk részletesen. Az alabbiakban révid attekintést adunk a C§ () fiigg-
vénytérrel kapcsolatos fogalmakrol, majd ezt kdvetGen e fliggvények egy fon-
tos alkalmazaséaval, az ugynevezett egységapproximdcioval foglalkozunk. A
fejezet lezarasaként pedig az egységosztds tételét ismertetjiik. Mindenekeltt
azonban ismerkedjiink meg a Laurent Schwartz altal bevezetett tgynevezett
multiindexes jelolésmoddal.

3.1. Multiindexek

Tobbvaltozos fiiggvények tObbszoros parcialis derivaltjainak egyszertbb iras-
mobdja érdekében bevezetjiik az tgynevezett multiindexeket.

3.1. Definici6. Egy o multiindezen egy nemnegativ a; szamokbol allé vek-
tort értink, @ = (a1,...,an), ahol N valamilyen pozitiv egész szam. A
multiindex abszolit értéke |a| == a1 + -+ + an.

15
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Multiindex segitségével formalisan értelmezhetjiik az o rendi parcialis deri-
valas operatorat (feltéve, hogy a parcialis derivalasok sorrendje felcserélhetd).

3.2. Definici6. Legyen a = (a1, ..., an) multiindex. Ekkor 0% := 0" ... 03",
azaz f: RY — R esetén 0% f := 9y ... 0%~ f (amennyiben létezik).

Végiil a tobbvaltozos Leibniz-szabaly kapcsan (lasd a Allitast) sziiksé-
glink lesz multiindexek Gsszegének, rendezésének és faktoridlisanak fogalma-
ra.

3.3. Definicié (Multindexek 6sszege, rendezése). Legyenek o = (a1 ..., an),
illetve 8 = (B ..., fn) multiindexek. Ekkor a+ 3 := (a1 + 51, ..., an +On).
Azt mondjuk, hogy o > §, ha minden 0 < j < N esetén «; > ;. Ebben
az esetben értelmezhetjiik az o — 8 multiindexet, mégpedig oo — 5 := (g —

7/81a"'7aN7ﬂN)'

3.4. Definici6. Legyen o = (v ..., ay) multiindex. Ekkor o! := a;!. .. ay!.

3.2. A kompakt tart6ji sima fiiggvények tere

A fejezet tovabbi részében a feltételek egyszertsitésének érdekében a kovet-
kez& megallapodéssal éliink.

3.5. Megallapodas. A tovabbiakban, ha masképp nem jelezziik, Q C R™
(n > 1) tetszdleges nem {ires nyilt halmazt jel6l.

3.6. Definici6. Az Q-n értelmezett k-szor (0 < k < oo) folytonosan diffe-
rencialhaté valos értéki fiiggvények osztalyat CF(Q)-val jeldljiik. A fiiggvé-
nyek kozotti szokdsos Gsszeadassal és valés szammal val szorzassal CF(Q)
vektortér. Ha k = oo, akkor kapjuk a C'*°(Q) teret, vagyis az Q-n értelme-
zett akarhanyszor differencialhaté valos fliggvények terét, azaz C(Q) :=
=MNieo Ck(Q). Ha k = 0, akkor a folytonos fiiggvények vektorterét kapjuk,
amelyet az egyszertiség kedvéért C(2)-val jeléliink (C°(£2) helyett).

Az el6bbiekben bevezetett fliggvényterek zart halmazon is értelmezhetsk.

3.7. Definici6. Jelolje C(Q) az Q halmazon értelmezett valos értéki foly-
tonos fiiggvények vektorterét. Ekkor C*(Q) (0 < k < o0) azon f: Q — R
fiiggvények vektortere, amelyekre f € C*(Q), tovdbba minden |a| < k mul-
tiindex esetén 0%f € C(f2), pontosabban a 9 f parcialis derivaltnak létezik
folytonos kiterjesztése Q-ra.

Két fliggvény szorzatanak derivaltjait a kovetkezd altalanos Leibniz-szabdly
segitségével szamolhatjuk, amelyet teljes indukciéval konnyen igazolhatunk.
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3.8. Allitas (Leibniz-szabaly). Legyen f € C*(Q) és |a| < k multiindex.

Ekkor
> (fg) =Y (g) 0 F)(0°Py),

Ba

Folytonos fliggvényekkel kapcsolatban fontos szerepet tolt be a tart6 fogalma.

3.9. Definici6. Legyen f € C(Q), ekkor f tartdjdt (angol nyelven support)
a kovetkezSképpen értelmezziik:

supp f:=Q\ {z €Q: létezik U, CQ kornyezete z-nek, hogy f=0 azU,-en}.
(3.1)

3.10. Megjegyzés. A definici6 alapjan vilagos, hogy supp f zart halmaz az

értelmezési tartomanyban relativ zart halmaz, de R™-ben nem feltétlentl zart.
Természetesen 2 = R" esetén a relativ zart halmaz egyben zart is.

A tarto fogalméat tetszéleges f: 2 — R meérhet§ fliggvényre értelmezhetjiik,
ebben az esetben a definicioban az f = 0 egyenl&séget U,-en csak majd-
nem mindeniitt kéveteljiikk meg.

3.11. Definicié. Legyen 0 < k < oo, ekkor C§°(€2) jeldli az olyan f € C*(€2)
fiiggvények vektorterét, amelyekre supp f kompakt (vagyis az Tétel
alapjan korlatos és zart) halmaz R™-ben.

Felmeriil a kérdés, hogyan adhatunk meg konkrét C§°(€2)-beli fiiggvényeket ?

3.12. Példa. Legyen a € R™, r > 0 és tekintsiik a kovetkez& hozzarendeléssel
értelmezett 7, ,: R" — R fliggvényt:

_ J exp(=1/(r* — |z —al?)), halz|<r,
na,r(-T) = { 07 ha |£B| > (32)

Vegyiik észre, hogy 1,, = h o g, ahol h: R — R, amelyre

| exp(-1/t), hat>0,
ht) '_{ 0, hat<0. ’

tovabba g(z) = 72 — |z — a|? (x € R™). Vilagos, hogy g € C>®(R"), és
az is konnyen lathato, hogy h € C*(R) (lasd a Feladatot), tehat a
kompozicidjukra 7, , € C°(R"). Ezenkiviil vilagos, hogy suppn, = B(0,7),
igy Na,r € C°(R™). Végiil még jegyezziik meg azt is, hogy 1, > 0.

A fenti (3.2) figgvénybdl kiindulva egy sereg C§°(R™)-beli fliggvényt adha-
tunk meg.
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3.13. Példa. Legyen n; € C§°(R") a hozzérendeléssel a = 0, r = 1 ese-
tén nyert fiiggvény, és valasszunk egy tetszdleges € > 0 szadmot. Ertelmezziik
ekkor az n.: R" — R fiiggvényt az 1. (x) := ni(£)/e"C., ahol C. := [, n1.
Foglaljuk Gssze az igy kapott 7. fiiggvények néhény fontos tulajdonsagat:

ne € C5°(R™), n.>0, suppn. = B(0,¢), / . = 1. (3.3)

Az n, fiiggvényeket az origobol az a pontba eltolva az 7, . fliggvényekre a (3.3)
tulajdonsagok B(0,¢) helyett a B(a,e) gdmbon teljesiilnek.

3.14. Definicio. A (3.3)) tulajdonsagokkal rendelkezé figgvényekrsl azt mond-
juk, hogy egységapproximdciot generalnak.

3.15. Megjegyzés. A (3.3) tulajdonsagokbol kovetkezen lim. o4 n-(x) = 0,
ha z # 0, tovabba lim._,o4 7:(0) = oo, de ez utdbbi konvergencia az fRn Ne
Osszefiiggés altal bizonyos értelemben kontrollalva van.

Végiil bizonyitas nélkiil megemlitjiik a C(2) tér és az LP(Q) terek egy fontos
kapcsolatat. A bizonyitas megtalalhato példaul a [46] konyvben.

3.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy 1 < p < oo, ekkor a C(Q) tér sirid részhalmaza
az LP(§2) térnek.

3.17. Megjegyzés. Vilagos, hogy a [3.16] Tétel altaldban nem lehet igaz, hi-
szen példaul L (£2)-ban a konstans 1 fiiggvénytsl minden kompakt tartoji
fliggvény legaldbb 1 tavolsdgra van, mert minden ilyen fliggvény felveszi a 0-t
a tartdjan kivil.

3.3. Az egységapproximacié alkalmazasa

A most kovetkezs szakaszban az egységapproximacié két alkalmazasat mu-
tatjuk be. Elgszor belatjuk, hogy C§°(Q) strd LP(2)-ban, ahol 1 < p < oo.
Ehhez a kovetkez6 tételt igazoljuk.

3.18. Tétel. Legyen f € L1(), tovdbbd € > 0 tetszdleges, és értelmezziik az
fe: Q@ = R fligguényt a kovetkezd hozzdrendeléssel :

fe) = [ ot —ny (@ e9), (34)
ahol az n. fiigguények egységapproximdciot generdlnak. Ekkor az aldbbiak tel-
jestilnek:

a) minden € > 0 esetén f. értelmes és f. € C°(Q)), tovdbbd ha supp f C Q
kompakt, akkor minden elég kis € esetén f. € C3°(82);
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b) ha e — 0+, akkor fo — f m.m. az Q halmazon;

¢) ha f € C(Q), akkor fo — [ lokdlisan egyenletesen Q-n (azaz egyenletesen
az Q halmaz minden kompakt részhalmazdn);

d) ha f e L () (1 <p< ), akkor minden K C Q kompakt halmazra

loc
e — 0+ esetén f. — [ az LP(K) tér normdja szerint.

Bizonyitds. a) Mivel |f(y)n-(z —y)| < |f(y)| és f integralhato Q-n, ezért f.
értelmes. A végtelen sokszor valo differencidlhatosig a paraméteres integralok
differencialasarol szolo Tételbdl kovetkezik, ugyanis az y — n-(x — y)
fliggvény végtelen sokszor folytonosan differencialhato, az f fliggvény pedig
L' (Q)-beli.

Tegyiik fel most, hogy supp f = K az ) kompakt részhalmaza és legyen
e < dist(K,00) tetszoleges, tovabba K. := {x € R™ : dist(z, K) < e}.
Megmutatjuk, hogy ekkor minden rogzitett « € Q\ K. esetén y — f(y)n.(z—
—y) = 0 azonosan 0 fiiggvény, igy f.(x) = 0. Valoban, f(y)n.(z —y) # 0, ha
yesupp f =K ésy € supp (z — e(x—z)) = B(x,¢), azonban KNB(z,e) =
=0, hazecQ)\K..

b) A Lebesgue-pontok tételébsl kivetkezGen (lasd a Tételt és a
Megjegyzést) m.m. = € ) esetén

lim — /B W)= S@ldy =o.

Rogzitsiink egy, a fenti tulajdonsaggal rendelkezé x € 2 pontot. Mivel az 7).
fiiggvényekre teljesiil, hogy [p, 7. = 1, ezért [, n.(z —y)dy = 1 is érvényes,
igy

f@) = [ f@me(e - yydy = / F@)ne(a — y) dy.
Rn B(z,e)

Ekkor felhasznélva az n. fiiggvények (3.3]) tulajdonsagat

fole) — f(o)] = / (@) — F@)ne(e — )| dy
B(z,e)
1 T —y
<[ W s () a
<L F) — F()ldy <2250
€ B(z,e)

adodik.
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¢) Tegyiik fel, hogy f € C(Q), és legyen K C U kompakt halmaz. Az el6z6
rész mintajara

|[fe(2) = f(2)| =

/ (F@) — F(@)ne(a —y)dy

B(z,e)

< / 1F) — F(@)lne(z — y)dy (3.5)
B(z,e)

- / @) — F@) ez — v) dy.
B(z,e)

Mivel f € C(Q), ezért f egyenletesen folytonos a K kompakt halmazon, tehat
adott v > 0 szamhoz létezik § > 0 ugy, hogy |z — y| < § (z,y € K) esetén
|f(z) — f(y)| < v. Ekkor (3.5) folytan minden ¢ < 4, x € K esetén

o) — F()] < /

B(z,e)

|f<y>—f<x>|n5<x—y>dy9/ 0o —y)dy = v.

B(z,e)

Ez azt jelenti, hogy f. — f egyenletesen a K halmazon.
d) Tegyiik fel, hogy f € Lj () (1 < p < 00), és legyen V' C Q tetszGle-

loc

ges korlatos nyilt halmaz, amelyre V C Q. Az Alh’tasn% megfelelGen
valaszunk egy W korlatos nyilt halmazt, amelyre VC W C W C Q . Meg-
mutatjuk, hogy

[fellzeqvy < I fllLe .- (3.6)

Ez p = 1 esetén a Fubini-tételbsl (2.13] Tétel) egyszertien kovetkezik, ugyanis
ha € > 0 elég kicsi, akkor

||fe||L1<V)ZVV/Qf(y)na(x—y)dy‘ da

< /V /Q | F)lne(z — y) dyda

= [ ([ e = yac) an

- /V F@ldy = 1flz oy < 11l -
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A p > 1 esetben pedig a Holder-egyenlstlenség (2.41 Allitas) és a Fubini-tétel
alkalmazasaval nyerjiik, hogy

m@NS/U@M%VwMy
/Lf /(e — g) - nta( — y)dy

< (/Qlf(y)pna(x—y)dyy/p- (/Qng(w—y)ldy)l/q,

ahol 1/p+1/q = 1. Ebbdl [, ne(x — y)dy = 1 felhasznalasaval

[ﬂﬁ@WWxs[;(@UQO%Ax—medx
= [ 1#p [ o= p)dya
— [ 1w < [ wpra

adodik, vagyis HszLP(V) < Hf”Lp(W

Most emlékeztetiink arra a tényre (lasd a Tételt), hogy 1 < p < oo
esetén LP(2)-ban strd C(£2), ebbdl kovetkezGen barmely v > 0 esetén létezik
g € C(W) fiiggvény, amelyre

ILf = gllzewy < v (3.7)

Képezziik a (g.) fuggvényeket g segitségével a integral mintajara. Ekkor
a bizonyitas b) része alapjan g. — g egyenletesen V-n, tovabba az elébbi-
ekben igazoltuk, hogy ||gc|rr(v) < |lgllzrw), vagyis a (ge) fiiggvényeknek
van p-edrendben integralhaté majoransa, igy a Lebesgue-tételbdl kovetkezs-
en g. — g az LP(W) tér normaja szerint is teljesiil. Mar csak annyi van hatra,
hogy a szokésos ,,e/3 modszert” alkalmazzuk, azaz

[l fe — f”LP(V = |(fe —ge) + (ga_g)+<g_f)||LP(V)
< \fe = gellr vy + 19 = gllze vy + 119 = fllorvy-

A fenti egyenlGtlenség jobb oldalan (3.7) és V. C W miatt [|f — g||rrw) <
< |If = gllLewy < v, tovabba a g. — g egyenletes konvergencia folytan
llge — gllLr(v) < v, ha € elég kicsi. Végiil pedig a (3.6) becslés szerint

(3.8)

1fe = gsllew) =(f = 9elleovy <N = gllrow) < v
Ebbél kovetkezen (3.8) jobb oldala kisebb, mint 3v, ha ¢ elég kicsi. Mivel v
tetszdlegesen kicsi lehet ezért sziikségképpen f. — f az LP(V') tér normaja

szerint, amely ugyanaz, mint LP(V) norméja, ahol V tetszéleges kompakt
halmaz lehet. O
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3.19. Koévetkezmény. Legyen 1 < p < oco. Ekkor a C§° () tér sird LP(Q)-
ban.

Bizonyitds. Legyen f € LP(Q) adott. Tekintsiik az
Q° .= {x € Q : dist(x, 092 > §} N B(0,1/6)

halmazokat, amelyek (ahogy a Tétel bizonyitasaban megjegyeztiik) elég
kis § esetén nem tiresek. Jelolje x5 az €05 halmaz karakterisztikus fliggvényét,
azaz xs(x) = 1, ha © € Qs és 0 egyébként. Ekkor 6 — 0+ esetén fxs — f
m.m. az  halmazon. Vilagos, hogy || fxsllrr) < | fllzr(0), igy a Lebesgue-
tétel alapjan 6 — 0+ esetén fxs — f az LP(£2) tér norméja szerint. Ennek
megfelelen valasszunk olyan 6 > 0 szamot, amelyre | fxs — fllrr) < v,
ahol v > 0 adott. Mivel g := fxs kompakt tartoja fiiggvény (a tartoja
része a B(0,1/6) gombnek), igy a Tételnek megfelelGen értelmezett g.
fiiggvényekre g. € C§°(2) és € — 0+ esetén g. — g az LP(Q)) tér normaja
szerint. Ezért elég kis € esetén ||g. — g|L»(q) < v, és igy

|f = gellee) < If =gl + 19 = gellLr (o) < 2v,

ahol v > 0 tetsz6leges. Ez azt jelenti, hogy f-et tetszdlegesen tudjuk kozeliteni
C§°(2)-beli fiiggvényekkel. O

3.20. Megjegyzés. A (3.4). integralt a konvolici6 miiveletének segitségével
egyszeritibb alakban irhatjuk:

Je=fxne.

(A fiiggvények korében vett konvolacioval és annak a disztribuciokra torténd
altalanositasaval a szakaszban foglalkozunk részletesen.) Igy a Té-
tel alapjan talan érthetévé valik, hogy honnan szarmazik az egységapproxi-
maci6 elnevezés. Az 1. fliggvények segitségével elkészitett f. = f x 1. flige-
vényekre f. — f a megfelels terekben, tehéat olyan mintha az 7. fiiggvények
a konstans egy fliggvényt approximalnak, és igy a veliik vett konvolucié az
adott fiiggvényhez tart.

3.21. Torténeti megjegyzés. Az érdekesség kedvéért megjegyezziik, hogy az
angol nyelvii szakirodalomban az egységapproximécio neve mollifier. A mol-
lify ige jelentése csillapit, enyhit, amely a[3.18 Tétel alapjan ugyancsak logi-
kus elnevezés, mert az f. sima fiiggvények az f nem feltétleniil sima fiiggvény
kozelitései, tehat ,kisimitjak” az f fliiggvényt esetleges toréseit, szakadésait.

Meglep6 modon azonban nem emiatt kaptdk az angol nyelvi irodalomban
a mollifier nevet. Az egységapproximaciot Kurt Otto Friedrichs (1901-1982)
német sziiletésii, kés6bb Amerikaba kivandorolt matematikus vezette be egy
1944-es cikkében (lasd [27]). Friedrichs nem kedvelte a Lebesgue-elméletet,
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ahogy fogalmazott, ,a Lebesgue-elméletben majdnem mindeniitt azt kell irni,
hogy majdnem mindeniitt”. Az egységapproximacio segitségével, mint lattuk,
integralhato fliggvényeket sima fliggvényekkel approximalhatunk.

Peter D. Lax (1926-) magyar szarmazast Amerikadban él matematikus sze-
rint Friedrichs cikke a parcialis differencidlegyenletek elméletének egyik ki-
emelkedd jelentGségt munkaja, lasd az [57] konyvet. Ebben a miiben ismer-
hetjiik meg Laxtol a mollifier sz6 eredetét. Friedrichs kollégaja volt Donald
Alexander Flanders (1927-) amerikai matematikus, akivel szivesen beszél-
getett az angol nyelvrél, és meg is kérdezte téle, hogyan nevezze el ezeket
a fliggvényeket. Flanderst kollégai Mollnak becézték Daniel Defoe regényé-
nek hése, Moll Flanders utan. Flanders azt javasolta, hogy ,rola” nevezze el
a fliggvényeket. Friedrichsnek tetszett az otlet, és igy lett mollifier a fiigg-
vények neve. Egyébként nem Friedrichs volt az els6, aki ilyen tipust fiigg-
vényeket hasznalt, mar 1938-ban Szergej Szoboljev a késébb rola elnevezett
Szoboljev-térbeli beagyazasi tételekrsl szolo cikkében (lasd [83]) elsfordult az
egységapproximacio.

Az egységapproximacio egy masik alkalmazésaként egy szemléletesen vilagos
allitast latunk be, amelyet az egységosztas tételének bizonyitasaban fogunk
felhasznalni.

3.22. Allitas. Legyen K C Q kompakt halmaz. Ekkor létezik o € C§°()
figguény, amelyre 0 < ¢ < 1, tovdbbd ¢ = 1 a K kompakt halmaz egy
kornyezetében.

Bizonyitds. Legyen d := dist(K,0)), amely az Allitas folytan pozitiv
(esetleg végtelen), hiszen K kompakt, 02 pedig zéart (esetleg iires), és disz-
junktak (mert K C = int ). Ezenkiviil definialjuk a

4= {z € Q:dist(z, K) < d/2},

halmazt és az
1, hareKa,

0, haer\K%.

fliggvényt. Valasszunk egy 0 < ¢ < % szdmot, amelyre a Tétel alap-
jan elkészitett f. € C5°(R2) fiiggvény értelmes. Megmutatjuk, hogy a ¢ :=
= f. figgvényre ¢ = 1 a K kompakt halmaz egy kérnyezetében, nevezetesen

K 4 -ben, ekkor készen lesziink. Valoban, ¢ valasztasa miatt x € K d esetén
B(z,e) C K?, és igy

fs(x)=/ﬂf(y)na(af—y)dy=/K 1ne(z —y)dy = 1.

vl
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Végezetiil gondoljuk meg, hogy 0 < f <1 és n. > 0 folytan

0< fo(x) s/ ne(z —y)dy = 1.

n

3.4. Az egységosztas tétele

Az egységapproximacié mellett a parcialis differencidlegyenletek elméletének
egy masik igen fontos szerepet betdlts eszkoze az tgynevezett egységosztas
tétele. Ennek segitségével lokalisan teljesiils tulajdonsagokbol tudunk kovet-
keztetni globalis tulajdonsagokra.

3.23. Tétel (Egységosztas tétele). Legyen K C R™ kompakt halmaz, tovdbbd
Q; C R" (j = 1,...,m) nyit halmazok, amelyekre K C L, Q;. Ekkor
léteznek ¢; € C°(Qy) (j = 1,...,m) figgvények gy, hogy Z;nzl p;=1a
K halmaz eqy kérnyezetében.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy léteznek G; (j = 1,...,m) korlatos
nyilt halmazok, amelyekre G; C Q; és K C |J-, G,. Els6 lépésben a K \
\ Uj~, Q; kompakt és Q; nyilt halmazhoz az Allitas szerint talalhato
olyan G nyilt halmaz, hogy K\U;”:2 Q; CGy C G1 C Q1. Masodik lépésben
a G1,Qs,...,,, halmazok koziil 25-hoz valasztjuk meg a G2 nyilt halmaz,
amelyre K \ (U;n=3 Q; UG1) C Gy és Gy C Qq. Ezt az eljarast folytatva
megkapjuk a kivant G; (j = 1,...,m) halmazokat.

Most alkalmazzuk a Tételt a G; C Q; halmazokra, igy kapjuk a ¢; €
€ C5°(Qy) (j =1,...,m) fiiggvényeket, amelyekre 1); = 1 a G; halmaz egy
kornyezetében. Definidljuk a ¢; (7 = 1,...,m) figgvényeket a kévetkez6kép-
pen:

©1 =1
w2 1= 1Pa(1 — Y1)

Om = YL = 1)1 =92) ... (1 = Y1)

Nyilvanvaléan ; € C5°(§);), tovabba vegyiik észre, hogy ¢; =1 — (1 — 9;)
miatt

pj =1 —=1)(1—=92)...(T=thj—1) = (1= 1) (L —1p2) ... (1 = ¥y).
Ebbdl kovetkezGen

D o=1—(1—=¢1)(1 =) ... (1 =),

Jj=1
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amelynek jobb oldala 1-gyel egyenld az UTZl G; nyilt halmazon (amely tar-
talmazza K-t). Valoban, z € U;nzl Gj esetén x € Gy valamilyen k-ra, és
ekkor a 1y, fiiggvény definiciojabol adodoan i (x) = 1, tehat

(=9 =¢2)... (1 = ¢m) =0.
O

3.24. Megjegyzés. Az egységosztas tétele valojaban sokkal 4ltalanosabban, to-
pologikus terekben is igaz. Az R™ téren az erdsebb tételt ugy fogalmazhatjuk,
hogy az Q C R" tetsz6leges halmaz U, (« € I, ahol I tetsz6leges indexhal-
maz) nyilt halmazokkal valo fedéséhez léteznek ¢, (a € I) fiiggvények ugy,
hogy a kovetkezsk teljesiilnek:

(i) minden a € I esetén o € CFP(R™), 0 < ¢, < 1;
(ii) minden « € I esetén létezik S € I ugy, hogy supp ¢ C Ugs;

(i) a (¢a) fliggvényrendszer lokalisan véges, azaz minden K C Q kompakt
halmazra véges sok ¢, fliggvény kivételével ¢, = 0 a K halmazon;

(iv) minden z € Q esetén > 5 ;pp(x) = 1 (amely a (i) feltétel miatt
valojaban csak véges Osszeg).

A (pq) fiiggvényrendszert az (U,) fedésnek aldrendelt egységosztdasnak nevez-
ziik. Az altaldnos egységosztas tételének bizonyitasa egyszerti modon vissza-
vezethetd kompakt Q) esetére, részletesen lasd példaul az [I] konyvben.






II. rész

Masodrendii linearis parcia-
lis differencialegyenletek
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4. fejezet

Parcialis
differencialegyenletek
alapfogalmai, példak

A matematika kisérleti tudomdny, nem a definicick sziiletnek

eldszor, azok csak késdbb.

Oliver Heaviside (1850-1925)

A fejezet tartalma. Bevezetjiik a parcialis differencidlegyenletek ta-
nulmanyozasahoz sziikséges alapfogalmakat, és az egyenletek f&bb ti-
pusait. Ertelmezziik tovabba a kiilénbdzé mellékfeltételekkel nyert fel-
adatok korrekt kitiizésének fogalmat. Ezt kovetSen néhany példat mu-
tatunk elemi modszerek segitségével megoldhat6 parcialis differencial-
egyenletekre.

4.1. Motivacio

A természetben, illetve a mindennapi élet soran végbemend fizikai, kémiai,
biologiai, kbzgazdasagi stb. folyamatok kiilonb6z6 allapotvaltozok segitségé-
vel irhatok le, amelyek rendszerint térben és idében folyamatosan valtoznak.
Gondoljunk példaul egy szoba levegGjének homérsékletére, vagy egy gitar
megpengetett hurjadnak alakvéltozasara, esetleg egy populacié egyedszama-
nak novekedésére, csokkenésére, vagy a tézsdei részvényarfolyamok ingado-
zéséra. Az ilyen és hasonlo folyamatok allapotvaltozoi a legtobb esetben olyan
egyenleteknek tesznek eleget, amelyekben a véltozonak az id§ és tér szerinti
derivaltjai is szerepelnek, ezeket hivjuk parcidlis differencidlegyenleteknek.

29



30 4. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK ALAPFOGALMAI, PELDAK

Ko6nnyen belathato, hogy az egyenletek énmagukban édltaldban nem elegen-
déek az allapotvéltozok egyértelmii meghatéirozasara, hiszen példaul a szoba
levegjének mindenkori hémérsékletéhez ismerntink kell a fal (méas szoval a
perem) hémérsékletét is, és sziikségiink van egy korabbi (més szoval kezdeti)
idépontbeli hémérsékleti adatra. Hasonloéan, egy megpengetett gitarhur, vagy
egy megrantott kotél alakjanak egyértelmii leirasahoz egy kezdeti alakra, il-
letve egy kezdeti sebességeloszlasra is sziikség van, tovabba a hur vagy kotél
két végpontjanak (peremének) viselkedését szintén ismerniink kell. A kiilon-
b6z6 folyamatokban szamos egyéb feltételekre is sziikségiink lehet, amelyeket
Osszefoglald néven mellékfeltételeknek hivunk. Az egyenletek a mellékfeltéte-
lektdl fliggden kiilonféle problémakat hatdroznak meg, amelyek megoldésait
is, példaul differencidlhatésédg szempontjabol, tobbféle értelemben kereshet-
jik.

E fejezet célja a parcialis differencialegyenletek tanulméanyozasahoz sziikséges
alapfogalmak bevezetése, illetve néhény egyszertibb tipust parcialis differen-
cidlegyenlet elemi megoldasi modszereinek bemutatésa.

4.2. Alapfogalmak

Parcialis derivéaltak jelolésére a 01, 0s,... jeleket fogjuk hasznalni, azonban
egyes valtozok esetében, ha ez nem okoz félreértést, akkor a 0;,0.,0, stb.
jelolésekre tériink at. A t6bbszords parcialis derivaltakat a szokasos 0;0, 832,
0,010 stb. médon jeloljiik, magasabb rendd derivaltak esetében pedig gyak-
ran (amikor maguk a valtozok nem olyan lényegesek) a tomorebb multiindex
jelolést hasznaljuk, amely Laurent Schwartz (1915-2002) francia matemati-

kustoél szarmazik.

4.1. Jel6lés. Legyenek a; > 0 (j = 1,...,n) egész szamok, ekkor a :=
= (a1, Qa,...,q,) Ggynevezett multiinder. Az « multiindex abszolit értéke
la] == a1 + -+ an.

Ha f: R™ — R, akkor legyen 0%f := 071052 --- 0% f. Vegylik észre, hogy
ekkor |a| éppen a parcilis derivalt rendje. Megallapodas szerint || = 0
(azaz o = (0,...,0)) esetén 0% f = f.

4.2.1. Parcialis differenciadlegyenlet fogalma

Legyen Q C R™ (n € N*) tartomany, vagyis Osszefliggd, nyilt halmaz. Jelolje
N valamely adott m nemnegativ egész szdm esetén azon a = (aq,...,qn,)
multiindexek szaméat, amelyekre |a| < m. Tekintstink egy (m + N valtozos)
F: QOxG — R fliggvényt, amelynek simasagi tulajdonsagait a konkrét problé-
mak soran fogjuk megmondani. Keresstink ekkor olyan v € C™(2) figgvényt,
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amelyre

F(z,u(x),01u(z),...,00u(z),...,00u(x) =0 (ze), (4.1)

n

vagy témorebben
Fo (id,u,0hu,...,00u,...,00u) = 0. (4.2)

A , illetve az egyenrangi egyenletet parcidlis differencidlegyenletnek
nevezzik (gyakran tomoren PDE), és az ezt kielégit6 fliggvényeket a parcidlis
differencidlegyenlet klasszikus megolddsainak mondjuk. Az m szamot a par-
cidlis differencialegyenlet rendjének hivjuk. Egy parcialis differencidlegyenlet
klasszikus megoldasa tehat altalaban legalabb annyiszor folytonosan diffe-
rencialhato fliggvény, mint amennyi az egyenlet rendje. (Bizonyos esetekben
nem koveteljiik meg a megoldas Gsszes, legfeljebb m-edrendi parcialis deri-
valtjanak létezését és folytonossagat, hanem csupan azokét, amelyek a diffe-
rencidlegyenletben elgfordulnak.) A késébbiek soran értelmezni fogjuk nem
feltétleniil folytonosan differencidlhaté megoldasok fogalmat is, ezeket gyenge
vagy dltaldnositott megolddsoknak fogjuk hivni.

4.2.2. Parcialis differencialegyenletek f6bb tipusai

A kiilonféle alkalmazasokban el6forduléd parcialis differencidlegyenletek alap-
jan célszerd az egyenleteknek néhany specialis tipusat megkiilonboztetni. A
szamunkra fontos f6bb tipusok a kévetkezok.

o Kudzilinedris parcidlis differencidlegyenletek :

Y (aao(id,u,dru,..., 00 )0 = fo(id,u,01u, ..., 00 ),

|a]=m

ahol aq, f: @ x R*™ — R (|a] < m) adott fiiggvények. Ezek az egyen-
letek tehat az egyenletben el6forduld legmagasabb rendi derivaltak li-
neéaris kombinaciojat tartalmazzak, ahol az egyiitthatofiiggvények csak
az egyenlet rendjénél alacsonyabb rendi derivaltaktol fligghetnek.

o ['6részikben linedris (méas néven szemilinedris) parcidlis differencidl-
egyenletek :
> aad®u= fo(id,u,du,...,00 u),

r¥n

lo|=m

ahol ao: Q@ — R (Ja] = m), f: @ x R"" — R adott fiiggvények.
Az ilyen tipust egyenletek ugyancsak az egyenletben elGfordulo leg-
magasabb rendd derivaltak linearis kombinaciéjat tartalmazzak, am az
egyitthatofiiggvények csak a valtozotol fiigghetnek, a jobb oldal azon-
ban fiigghet az egyenlet rendjénél alacsonyabb rendii 0sszes derivalttol.
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e Linedris parcidlis differencidlegyenletek :

Z o 0% = f,

lal<m

ahol aq, f: Q@ — R (Jo| < m) adott fiiggvények. Az ilyen tipust egyen-
letekben tehat az Gsszes legfeljebb m-edrendii derivalt szerepelhet, és az
egyitthatofiiggvények, illetve a jobb oldali fiiggvény csak a valtozotol
fligghet. Amennyiben f = 0, akkor az egyenletet homogénnek hivjuk,
egyébként inhomogén egyenletrdl beszéliink.

o Allandd egyiitthatds linedris parcidlis differencidlegyenletek :

Z 4o, 0% = f,

lal<m

ahol a, € R (Ja] < m) konstansok és f: Q — R adott fliggvény. Ezek
az egyenletek tehat a lineéris egyenletek specialis esetei.

4.2.3. Mellékfeltételek, korrekt kittizési feladatok

Egy parcialis differencidlegyenlet megoldésa altalaban nem egyértelmd, ezért
rendszerint tovabbi feltételeket kell szabnunk a megoldésra nézve. A kiilonbo-
z6 folyamatokat leir6 egyenletekhez kiilonféle feltételeket irhatunk els, ezeket
Osszefoglaldo néven mellékfeltételeknek nevezziik. E feltételek gyakran a fizi-
kai meggondolasokbdl természetesen adédnak, mint ahogy ezt a bevetében is
emlitettiik, és a késGbbiekben konkrét példakon keresztiil szintén latni fogjuk.
A mellékfeltételek fontosabb tipusai a kovetkezdk.

e Peremfeltétel: ha el6irjuk a megoldasnak vagy esetleg valamilyen rendig
a derivaltjainak az értékeit a tartoméany peremén vagy annak egy részén,
akkor peremfeltételrdl beszéliink, és igy kapjuk a peremérték-feladatot.

o Kezdeti feltétel: id6t6] fiiggd folyamatok esetén elGirhatjuk a megoldas-
nak és esetleg valamilyen rendig a derivaltjainak az értékeit egy kiindu-
lasi id6pillanatban, ekkor kezdeti feltételrol beszéliink, és igy nyerjik a
kezdetiérték-feladatot, méas néven Cauchy-feladatot.

o Kezdeti és peremfeltétel: el6fordulhat, hogy kezdeti- és peremfeltételre
egyarant sziikség van, ekkor vegyes feladatrol (esetleg kezdeti-peremérték-
feladatrdl) beszéliink.

4.2. Torténeti megjegyzés. A Cauchy-feladat elnevezés Jacques Salomon Ha-
damard (1865-1963) francia matematikustol szarmazik 1923-bol (lasd [37]).
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Hadamard szerint a Cauchy-feladat a kozonséges differencilegyenletek el-
méletének kezdetiérték-feladatainak megfelelGje parcialis differencidlegyenle-
tekre. A kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozo kezdetiérték-feladatok
elméletének megalapozoja Augustin Louis Cauchy (1789-1857) francia ma-
tematikus volt (lasd példaul a jol ismert Cauchy-féle egzisztenciatételt), az &
tiszteletére hasznalta Hadamard a Cauchy-feladat elnevezést.

Hadamard a matematika szinte minden 4gaban maradandét alkotott. A hat-
vanysorok elméletébdl mindenki szamara jol ismert Cauchy—Hadamard-tétel
is az 6 nevét (is) viseli. Hadamard 1896-ban Charles Jean de la Vallée-Poussin
(1866-1962) belga matematikussal egy id6ben, de téle fiiggetleniil igazolta
primszamtételt. Erdekes modon de la Vallée Poussin 96, Hadamard 97 éves
koraban hunyt el, és a két matematikus élete szinte ugyanazokra az évekre
esett.

Egy konkrét egyenlet kapcsan gyakran nehéz feladat a megfeleld mellékfel-
tételek megadasa, amellyel az egyenlet egy adott természeti folyamat realis
modelljének tekinthetd, vagyis bizonyos természetes modon elvart feltételek-
nek eleget tesz. Altalaban az alabbi harom alapvetd feltételt célszert megko-
vetelni.

(i) Megoldds létezése: a szoban forgo feladatnak létezik megolddsa az adott
fliggvényosztalyban.

(ii) Megoldds egyértelmisége: a vizsgalt feladat megolddsa egyértelmi az
adott fliggvényosztalyban.

(iii) Stabilitds: a megoldds folytonosan fiigg az adatoktdl. Ez azt jelenti, hogy
a feladatban szerepls bizonyos adatokat (példaul a mellékfeltételeket
vagy az egyenlet jobb oldalat) ,kissé” megvaltoztatva a kapott megol-
das ,sem valtozik tulzottan”. E feltétel az alkalmazasok szempontjabol
fontos, hiszen az adatok altaldban mérési eredményekbdl szarmaznak,
tehat mérési hibat tartalmaznak, és elvarjuk, hogy kis mérési hibak a
feladat megoldasanak csak kis hibajat idézzék eld.

4.3. Definici6. Ha egy feladat kielégiti az (i)—(iii) feltételeket, akkor korrekt
kitizéstinek nevezzik.

4.4. Térténeti megjegyzés. A korrekt kitiizési feladat fogalmét ugyancsak
Jacques Hadamard (1865-1963) francia matematikus vezette be 1902-ben. A
kovetkezd nem korrekt kittizési feladat Hadamard-t6l szarmaszik.
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4.5. Példa (Hadamard). Tekintsiik az alabbi feladatcsaladot k € N esetén:
Ofu(z,y) + d3u(z,y) =0 (r € R,y € RY),

u(z,0) = %sin kx (z €R), (4.3)

Ou(0,y) =0 (z €R).

ke — k1
Ekkor konnyen ellenérizhetSen u(z,y) = %sin kx# megoldas (és ez

egyértelmt, lasd a Feladatot), amely minden rogzitett = # 2km esetén
k — oo mellett tetszGlegesen nagy értékeket is felvesz, azonban a mellékfelté-
telben %sin kx — 0, tehét a stabilitas feltétele nem teljesiil. A feladat valo-
jaban korrekt kittizéstivé tehets, amennyiben a megoldast olyan fiiggvények
korében keressiik, amelyek novekedésére bizonyos korlatot szabunk. Tovabbi
nem korrekt kitizésti problémak szerepelnek a Feladatokban.

4.3. Néhany elemi titon megoldhaté egyenlet

A kovetkezdkben néhany elemi modszert mutatunk parcialis differencidlegyen-
letek megoldésara. Nem toreksziink az altalanossagra, hanem a modszereket
a lehetd legegyszertibb példakon szemléltetjiik.

4.3.1. Integralhat6 egyenletek

Az ilyen tipust egyenletek megoldésait az egyenletek tobbszori integralasaval
nyerhetjiik.

4.6. Példa. Az els6rendi
du(z,y) =0 ((z,y) € R?)
differenciélegyenlet klasszikus megoldasai
u(z,y) = c(y)

alaktiak, ahol ¢ € C*(R) tetszdleges fiiggvény. Valoban, az egyenlet azt jelenti,
hogy minden rogzitett y esetén az x — u(z,y) fiiggvény derivaltja azonosan 0,
tehat a fliggvény konstans. Ez a konstans minden y esetén mas, igy u(x,y) =

= c(y).
Altaldban a linearis

alu(mvy) =f(337y) ((337y) €R2)

egyenlet klasszikus megoldésai

u(a,y) = / f(x,y) dz + cly)
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alaktak, ahol ¢ € C'(R). Valoban, [ f(z,y)dz (egy tetszSleges eleme) az
egyenlet egy partikularis megoldasa, és ¢(y) a homogén egyenlet altalanos
megoldasa az el6bbiek alapjan.

4.7. Példa. A masodrendi
8182u(96,y) =0 ((m,y) €R2)
egyenlet klasszikus megoldasai

u(z,y) = c(x) + d(y)
alaktiak, ahol ¢,d € C?(R?) tetszdleges fiiggvények. Valoban, u € C?(R?)
esetén 0 = 010yu = 02(01u), vagyis a Példa szerint dyu(z,y) = &(x), és
igy

u(a,y) = / i) d + d(y) = clx) + d(y).

A [I1}HA4] Feladatokban egyéb integralhato egyenletekre talalhatunk példa-
kat.

4.3.2. Kozonséges differenciadlegyenletre visszavezethetd
egyenletek

Az ilyen tipust egyenletek integralassal vagy 1j ismeretlen fiiggvény beveze-
tésével kozonséges differencidlegyenletre vezetheték vissza.

4.8. Példa. Keressiik meg a
D1 02u(z,y) + 2x0u(z,y) =2 ((2,y) € R?) (4.4)

masodrend( linedris egyenlet u € C?(R?) klasszikus megoldasit! Legyen y
rogzitett és definidljuk a v: R — R fliggvényt a v(x;y) = dru(x, y) hozzaren-
deléssel, ahol most y paraméter. Ekkor a (4.4]) egyenlet a

V' (z3y) + 2z0(zyy) = @ (4.5)

alakot 0lti, ahol ,,” az x szerinti derivalast jelenti. A (4.5)) egyenlet egy els6-
rendt lineéris kozonséges differencidlegyenlet, amelyet megoldhatunk példaul
az Euler-féle igltegrélc’) tényez6 modszerével. Szorozzuk meg az egyenlet mind-
két oldalat e® -tel, ekkor
69621}/(117; y)+ 2:567”211(3:; y) = ze® .

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon éppen az x +— ew2v(x; y) fiiggvény (x sze-
rinti) derivaltja 4ll, a jobb oldalon pedig az x %efz fiiggvény (x szerinti)
derivaltja, igy az egyenlet mindkét oldalét x szerint integrélva

22 1,0
e u(wiy) = ¢ +ely)
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adodik. (Vigyazzunk, mivel y paraméter v-ben, ezért az integralas soran ke-
letkez ¢ konstans fiigg y-t6l!) Innen rendezéssel v(x;y) = %+c(y)e‘””2. Mivel
v(z;y) = Oyu(z,y), ezért végiil a (4.4) egyenlet klasszikus megoldasai

u(z,y) = 3y + Cw)e ™ + D)

alakiiak, ahol C, D € C*(R) tetszéleges fiiggvények. Megjegyezziik, hogy gy
is eljarhattunk volna, hogy a kiindulasi egyenletet elGszor integraljuk y sze-
rint, ekkor az x — u(x,y) fliggvényre nézve kapjuk a kozonséges diffe-
rencialegyenletet.

4.3.3. Uj valtozok bevezetésével megoldhatd egyenletek

Gyakran célravezetd, hogy 1j fiiggetlen valtozokat vezetilink be, és az egyen-
letet egy konnyebben kezelhetd alakra transzformaljuk.

4.9. Példa. Tekintsiik az elsérend linearis
Oru(z,y) — dou(z,y) =0 ((z,y) € R?) (4.6)
egyenletet. Vegyiik észre, hogy
0 = O1u — Gou = (O1u, Oau) - (1, —1) = 91, _1yu,

mas szoval az u fliggvénynek az (1,—1) irdnyban vett irdnymenti derivaltja
minden pontban 0. Ez azt jelenti, hogy az (1,—1) iranyd, tehat © +y = ¢
egyenletl egyenesek mentén u konstansfiiggvény, igy

u(z,y) = c(z +y),

ahol ¢ € C1(R) tetszbleges fiiggvény.

Az iménti érvelés adhatja az Otletet egy mésik megoldasra, mégpedig az 1j
& = x+y fiiggetlen valtozo bevezetésére. A méasik valtozot lényegében tetszo-
legesen vélaszthatjuk meg, a kés6bbiek szempontjabol célszerti az n =z — y
helyettesités (a transzformaciot a abra szemlélteti). Vezessiik be tehat a

{§z+y’ (4.7)
n=x—y

0j fiiggetlen valtozokat, valamint a v(£,n) = u(z,y) 0 ismeretlen fliggvényt,
és nézziik meg, hogyan alakul v-re nézve a differencialegyenlet (a tovabbiak-
ban az egyes valtozok megkiilonboztetése céljabol 0,0y és O, Oy jelolésekre
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4.1. abra. Attérés 1j koordinatakra

tériink at). A lancszabaly alkalmazéasaval kapjuk, hogy

o o

0 0
(Ot 9), Oyl ) = Pev(&on). o) | o 51 | =

dr Oy

—@eotem.opea (3 ).

ami azt jelenti, hogy
Ou = Ogv + Oyv (4.8)
Oyu = Ogv — Oy, '

Ebbdl kévetkezen 0,u — Oyu = 20,v, tehat a (4.6]) egyenlet a 9,v = 0 alakot
olti. Ennek megoldasa (a[4.7 Példa alapjén) v(€,n) = C(€), tehat

u(z,y) = Cle +y),
ahol C' € C'(R) tetszoleges.
4.10. Példa. A[1.9] Példdban alkalmazott (4.7) koordindtatranszformacio a

dtu(z,y) — Au(z,y) =0 ((z,y) € R?) (4.9)
egyenlet megoldasara is hasznélhato. A derivaltakra vonatkozo (4.8)) Gssze-
fliggések alapjan
2u = 9¢(0gv + 0yv) + 9y (Oev + Oyu) = 8521) + 20¢nv + 8%11,

x

2w = 9e(Ogv — Oyu) — 9y(0ev — Oyv) = OZv — 20eqv + v,

Y

igy 02u — diu = 40eyv, vagyis a (4.9) egyenlet alakja d¢yv = 0. Ennek
megoldasa (a Példa alapjan) v(&,n) = c(§) +d(n), vagyis a (4.9) egyenlet
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Yy \
_ &(t)=a(z(t),y(t))
r+y=c
y(t)=b(z(t),y(t))
4.2. abra. Karakterisztikak 4.3. abra. Karakterisztikak

klasszikus megoldésai
u(z,y) = Clz+y)+D(x—y)

alaktak, ahol C, D € C?(R?) tetszoleges fiiggvények. Megjegyezziik, hogy
a (4.9) egyenlet az tgynevezett egydimenzids hulldmegyenlet, amellyel a ké-
s6bbiekben részletesen is foglalkozunk.

4.3.4. Els6rendi linearis egyenletek

Tekintsiik ismét az els6rendd linearis
31“(377 y) - 827.L($, y) =0 ((xa y) € Rz) (410)

egyenletet. Amint a[4.9] Példaban lattuk, az egyenlet megoldésai az « +y =
= ¢ egyenlett egyenesek mentén allandok (lasd a abrat). Ezeket az egye-
neseket a egyenlet karakterisztikus gorbéinek vagy karakterisztikdinak
hivjuk. (A karakterisztikus sz6 a matematikiban mindig ,invaridns modon
kapcsolodot” jelent, a mostani esetben a karakterisztikdk a koordinatarend-
szer véalasztasatol fiiggetlenek.)

Altalaban az

a(x, y)dru(x, y) + b(x, y)dau(z,y) =0 ((z,y) € R?) (4.11)

els6rendt homogén linearis egyenlet karakterisztikus rendszere a

{jza@ﬂ% (4.12)

v =b(z,y)

kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, amelynek ¢ — (x(t),y(t)) megoldas-
gorbéit (trajektoriait) a (4.11)) egyenlet karakterisztikus gorbéinek vagy ka-
rakterisztikdinak nevezzik (lasd a (4.3} abrat). A (4.11]) egyenlet megoldasai
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a karakterisztikus gérbék mentén allandok, ugyanis

& (), (1) = (Oru(e(t), y(0), drula(t) y(0)) - (#(0), (1)) =

=a(z(t),y(t)ru(z(t), y(t))+b(x(t), y(t))Oau(x(t), y(t))
Ez azt jelenti, hogy a (4.11)) egyenlet minden u € C'*(R?) klasszikus megolda-
sa a (4.12) karakterisztikus rendszer elsd integrdlja, vagyis a megoldasgorbeé-

ken allando fiiggvény. Megforditva, ha u € C*(R?) minden karakterisztikus
gorbén allando, akkor u kielégiti a (4.11)) parcialis differencidlegyenletet.

0.

4.11. Példa. Az elsérendd homogén linearis
you(x,y) — zdu(z,y) =0 ((z,y) € R?) (4.13)

egyenlet karakterisztikus rendszere:

y(t) = —x(t).

A kozonséges differencidlegyenletek elméletébdl ismert, hogy ennek megoldé-
sa x(t) = esin(t +tg), y(t) = ccos(t +1tp), ahol a ¢ és ty konstansok a kezdeti
feltételtdl fliggnek. Ez azt jelenti, hogy a rendszer megoldasgorbéi, vagyis a
karakterisztikiak origd kozéppontu korvonalak (lasd a abrat). A
egyenlet megoldasai tehat az origd kozéppontt korvonalak mentén allandok,
vagyis a megoldas (z, y) pontbeli értéke csak az origotol vett tavolsagtol fiigg.
Ebbél kovetkezden u(z, y) = c(x?+y?), ahol ¢ € C1(R?) tetszéleges fiiggvény
Megjegyezziik, hogy az u els6 integralt a karakterisztikus rendszer megoldasa-
inak ismerete nélkiil is megtalalhattuk volna. Nevezetesen a karakterisztikus
rendszer elsé egyenletét x(t)-vel, a masodikat y(t)-vel szorozva, majd a kapott
egyenleteket Gsszegezve

& (t)x(t) +5(t)y(t) =0

d (1, 1,

(222 + 221 ) =0

i (3204 320) =0
tehat t — x2(t) + y?(t) konstansfiiggvény, igy o(z,y) = 22 + y* a rendszer
egy elsé integralja. Mivel els6 integral tetszoleges fiiggvénye is elsd integral, az
u(x,y) = ®(x?+y?) alaki fiiggvények a (4.13)) egyenlet klasszikus megoldasai,
ahol ® € C(R) tetszdleges fiiggvény.

adodik. Mas szoval

Tekintsiik most az elsérendt inhomogén linearis

a(z, y)drule, y) + b(e, y)dau(z,y) = f(z,y) ((z,y) € R?) (4.14)
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egyenletet. Ennek karakterisztikus rendszere ugyancsak az

& = a(z,y),
Y= b(m,y)

koézonséges differencialegyenlet-rendszer, amelynek ¢ — (x(t), y(t)) megoldas-

gorbéi (trajektoriai) a (4.13) egyenlet karakterisztikdi. A (4.11]) egyenlet meg-
oldésaira a karakterisztikak mentén a kovetkezd teljestil:

%(U(ﬁ(t),y(t)) = (Oru(x(t), y(1), Dau(x(t),y(t)) - (2(t),5(t)) =

(0)0ru(x(t), y(t))+b(x(t), y(t))dau(x(t), y(t)) =
))-

u(z(t),y(t)) —u(z(to), y(to)) = [ [flz(r),y(7))dr, (4.15)

vagyis megkapjuk az u megoldas altalanos alakjat egy t — (x(t),y(t)) ka-
rakterisztika mentén. Amennyiben ismerjiik u értékét a karakterisztika egy
(z(to),y(to)) pontjaban, akkor ezen a karakterisztikin a megoldas méar egyér-
telmtien meg van hatarozva. Ebbél kovetkez&en, ha a egyenlet megolda-
sat eldirjuk egy olyan kezdeti gérbe mentén, amely minden karakterisztikus
gbrbét pontosan egyszer metsz, akkor altalaban az egyenletnek egyértelmi
klasszikus (és altalaban csak lokalis) megoldasat nyerjiik (feltéve, hogy a ka-
rakterisztikdk sem metszik egymast). (Az elsérendii egyenletek elméletének
preciz és részletes targyaldsa megtalalhato példaul a [I3], B] konyvekben.)

4.12. Példa. Hatarozzuk meg a
ovu(x,y) — dou(z,y) =2 ((2,y) € R?) (4.16)

els6rendd inhomogén linearis egyenletet azon megoldasat, amelyre

u(z,z) =z (z€R). (4.17)
Lattuk, hogy az egyenlet karakterisztikai az x 4+ y = ¢ egyenletd egyenesek,
pontosabban az 4(t) = 1, y(t) = —1 rendszer megoldasgdrbéi, amelyeket
példaul

(z(t),y(t)) = (t,c—1t) (teR)

modon paraméterezhetiink. A (4.17)) feltétel azt jelenti, hogy a megoldas érté-
keit el6irjuk az y = x egyenes mentén, amely minden karakterisztikat ponto-
san egyszer metsz (lasd a abrat). Egy rogzitett karakterisztikin a (5, §)
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Yy y u(z, ) =

4.4. dbra. Karakterisztikak 4.5. dbra. Kezdeti gorbe

pontbol integralva a (4.16]) egyenletet a (4.15]) Gsszefiiggés alapjan kapjuk,

hogy
2

u(tc—t)—u(cC)—i—/tTdT—c—i—tQ—c
’ - \272 c 22 47
Ebbél kévetkezGen

vty 2 (x+y)?

e

amely valoban kielégiti a (4.16) egyenletet.

4.4. Feladatok

4.1. Adjuk meg a kivetkezs parcialis differencialegyenletek u € C1(R?)
klasszikus megoldéasainak altalanos alakjat!

a) du(z,y) =z +y ((z.y) € R2),
b) oulz,y) =xy ((x,y) € R?),
o) (Brulz,y))” + (Bou(z,y))* =0 ((z,y) € R?).

4.2. Hatérozzuk meg a kivetkezd parcialis differencidlegyenletek u € C?(R?)
klasszikus megoldasainak altalanos alakjat!

a) dtu(z,y) =" ((x,y) € R?),
b) ddau(z,y) =zy ((x,y) € R?).

4.3. Adjuk meg a kivetkezs parcialis differencialegyenletek u € C3(R3)
klasszikus megoldéasainak altalanos alakjat!

a) Ofu(w,y,2) =0 ((x,y,2) €R?),
b) 010205u(x,y,2) = 2yz  ((z,y,2) € R3).
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4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Hatarozzuk meg azon u € C™(R"™) fiiggvényeket, amelyek kielégitik a
kovetkez6 parcialis differencialegyenletet!

NOs - Opu(wy,...,xn) =0 ((z1,...,2,) €R").

Vezessiik vissza a kovetkezd parcialis differencidlegyenleteket elséren-
di kozonséges differencidlegyenletekre, majd hatarozzuk meg az u €
€ C?(R?) klasszikus megoldésaik altaldnos alakjat!
a) u(z,y) + ou(z,y) =y ((z,y) € R?),
b) 0102u(z,y) + 2ydaulz,y) =z ((z,y) € R?).
Irjuk fel az alabbi egyenletnek a megadott (£, 7) koordinatak bevezeté-
se utan kapott alakjat, majd hatarozzuk meg az egyenletek klasszikus
megoldéasait !
a) Ofu(w,y) +2010u(z,y) + Bu(z,y) == ((z,y) € R?),
§=3r+y n=r-y,
b) O3u(z,y) — 2010xu(x,y) — 303u(x,y) =y ((z,y) € R?),
=z, n=2—y.
Keressiik meg a kivetkezé elsérendi lineéris egyenletek klasszikus meg-
oldasait! Rajzoljuk fel az egyenletek karakterisztikait is, ahol tudjuk!
a) zdiu(z,y) — ydau(z,y) =0 ((z,y) € R?),
b) alu(xvy) - yaQU(xay) =0 ((xay) € R2)a
C) y261u(xa y) + eIaQU(xay) =0 ((a:,y) € R2)

Igazoljuk, hogy az alabbi egyenlet klasszikus megoldasai

f(z)+9g(y)

u(z,y) = pr—y

alakuak, ahol f,g € C%(R) tetszdleges fiiggvények.

L du(e,y)+ ——dgu(e,y) = 0 ((z,y) € B2,z £ ).

3132U(55ay) -
r—y r—y

Adjuk meg azon u € C'(R?) fiiggvényeket, amelyekre teljesiil a kivet-
kez6 parcialis differencialegyenlet !

dru(z,y) - Oau(z,y) =0 ((z,y) € R?).

Keressiik meg a kovetkezd feladatok u € C?(R?) klasszikus megoldasait!
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010ou(x,y) =0 ((z,y) € R?),

a) u(z,0) = 2% (z €R),
u(0,y) =4y* (y € R)
dfu(z,y) — du(z,y) =2 ((z,y) € R?),
b) u(z, )251n2x—|—5x (x € R),
u(z, —x) =sin2z — 722 (z € R).

4.11. Igazoljuk, hogy a (4.3) Cauchy-feladatnak egyértelmten létezik u €
€ C*(R x R"y) megoldasa!

4.12. Legyen Q = (0,1)*> C R?. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi peremérték-
feladatnak nem létezik u € C%(Q) megoldésa!

Oiu+03u=1 Q-ban,
'U,|8Q = 0.

4.13. Mutassuk meg, hogy az alabbi feladatnak végtelen sok u € C=(RxR)
megoldésa van!

Oiu—03u=0 R xR -ban,
u(z,0) =0 (ze€R).

4.14. Tgazoljuk, hogy az aladbbi kezdetiérték-feladat esetében nem teljesiil a
kezdeti értéktsl valo folytonos fiiggés feltétele!

O1u + agu =0 R xR"-ban,

1
u(z,0) = Z sinkx (z € R).






5. fejezet

A matematikai fizika néhany
parcialis differencidlegyenlete

A természet elmélyiilt tanulmdnyozdsa a matematikai felfede-
zések legtermékenyebb forrdsa.

Joseph Fourier (1768-1830)

A fejezet tartalma. Levezetjiik két fontos fizikai jelenség, a héveze-
tés és a hullammozgéas leirasara szolgalo egyenleteket egy- és magasabb
dimenziéban, majd szamos tovabbi példat mutatunk parcialis differen-
cidlegyenletek, illetve rendszerek konkrét elGfordulésara.

5.1. Motivacid

A kovetkezdkben a mésodrendt parcialis differencidlegyenletek elméletének
harom alapegyenletével és azok fizikai motivacidjaval ismerkediink meg. Az
egyenletek két, mindenki szamara jol ismert fontos fizikai jelenség, a hévezetés
és a hullammozgas matematikai leirasaban jatszanak szerepet. A fejezetben
célunk e két folyamat matematikai vizsgélata egyszert fizikai térvények alap-
jan. Nem toreksziink a precizitasra, levezetéseink matematikailag egyéltalan
nem lesznek szabatosak. Erveléseinkben rendszerint ,kicsiny” (infinitezimalis)
mennyiségek bukkannak fel, és lépten-nyomon a kivetkezd kozelitést fogjuk
hasznélni: ha dz kicsiny mennyiség, akkor

Az érvelések természetesen precizzé tehetSk (a differencialszamitas kozépér-
téktételeinek segitségével, lasd a [80] konyvet), azonban a szabatossag hat-

45



46 5. A MATEMATIKAI FIZIKA NEHANY PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETE

térbe szoritasaval talan szemléletesebb képet kaphatunk az egyenletek jelen-
tésérol. A fejezet végén szamos egyéb fizikai példat sorolunk fel (a teljesség
igénye nélkiil), ahol parcilis differencidlegyenletek és rendszerek fordulnak
eld, ezzel is illusztralva, hogy a természeti folyamatok szamtalan érdekes és
nehéz matematikai probléméat vetnek fel, ahogy ezt a fejezet nyito idézete is
mondja.

A késsbbi fejezetekben 6 célkitiizésiink a megismert harom alapegyenlet és
az ezekbdl a kiilonboz6 mellékfeltételekkel nyert problémak részletes tanul-
manyozasa, elssorban a megoldasok létezésével és tulajdonsigaival kapcsola-
tos kérdések vizsgalata, valamint az ehhez sziikséges alapvets elméleti hattér
megteremtése.

5.2. A hévezetés matematikai leirasa

A hdvezetés folyamata a hétkdznapjaink szerves része, hiszen a levegé hémér-
séklete szinte minden embert érdekel, nyaron leginkabb a nyaralés, télen pedig
lakasunk ftitése miatt. A hévezetés matematikai leirasara szolgalo egyenletet
két tapasztalati Osszefiiggésre alapozva fogjuk levezetni. Az egyik, amelyet
mindenki jol ismer, hogy a hé a magasabb hémérsékletd helyrsl az alacso-
nyabb felé aramlik. A masik Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus
és fizikus torvénye, amely szerint a hGaramlas sebessége aranyos a hdmérsék-
let adott iranyu derivaltjaval. Pontosabban fogalmazva, egy adott x pontra
illeszkeds 6 A feliiletdarabon keresztiil 6t id6 alatt aramlé hémennyiség

0Q = —k(x)0,u(z, t)0 Adt,

ahol v a feliilet norméalvektora, amely a h6atadas iranyaba mutat (a magasabb
hémeérséklet felsl az alacsonyabb felé), k(x) a bels6 hovezetési egyiitthato és
u(z,t) a h6mérséklet az x pontban a ¢ idépillanatban (lasd az abrat).
Fourier torvényét szemléletesen tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a héaram-
las sebességének iranya az allando hémeérsekleti szintvonalakra (izotermakra)
merdleges, és nagysaga a hémérsékleti gradiens nagysigénak negativ szam-
szorosa. Képzeljik el példaul, ahogy az esé lefolyik a dombtet6rdl, vagy a sielé
lecsuszik a hegy tetejérdl, agy aramlik a h6 a magasabb hémérsékletd helyrsl
az alacsonyabb felé (lasd az abrat). E fizikai tOorvények segitségével az
alabbiakban részletesen levezetjiik az egy- és magasabb dimenzios hévezetési
egyenletet, majd megvizsgaljuk, hogy milyen mellékfeltételek sziikségesek a
hémérséklet egyértelmii meghatarozasahoz.

5.1. Térténeti megjegyzés. A hévezetési egyenletet elGszor Fourier vezette le
A hévezetés analitikus elemélete cimii miivében (lasd [22]) az elgbbiekben is-
mertetett tapasztalati torvény alapjan. A mivet 1812-ben irta meg, azonban
nem engedték megjelenni, csak 1822-ben keriilt kiadasra, amikor is Fourier a
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Parizsi Akadémia titkara lett, és engedélyezte sajat konyve kiadasat. A mii
kés6bb a Fourier-sorok elméletének kiindulopontjava valt, a fizika fejlédésé-
ben szintén egy oriasi mérfoldks volt, Lord Kelvin (1824-1907) példaul, sajat
bevallasa szerint, 16 éves koraban két hét alatt attanulmanyozta, és egész ké-
s6bbi palyafutasat meghatarozta. Ahogy 6 fogalmazott, a mi egy ,nagyszert
matematikai kéltemény”. Hasonloan vélekedett a kivald német fizikus Arnold
Sommerfeld (1868-1951), aki a fizikusok biblidjanak nevezte a mivet.

Fourier fizikai kutatasai mellett egy ideig Als6-Egyiptom kormanyzoja is volt,
késébb a francia Isére megye prefektusaként tevékenykedett, és ezalatt készi-
tette el egyiptologiai témaju attekinté monografiajat. Erdekességként megem-
litjik, hogy az iiveghazhatas felfedezése ugyancsak Fourier nevéhez kothetd.

5.2.1. Hb6vezetés egy dimenzidéban

Tegyiik fel, hogy adott egy vékony, L hosszusagu, henger alaki riud, amelynek
paléstja szigetelt, tehat nem aramlik rajta keresztiil h6. Mivel a rud vékony,
ezért a pontjait az x € [0, L] koordinatakkal jellemezhetjiik, és jelolje u(x,t)
a rid z koordinatdju pontjanak hémérsékletét a t idpillanatban.

Tekintsiik a rad egy [z, x + dz] kicsiny szakaszat és vizsgaljuk meg a szakasz
két végén végbemend héaramlast! Ha az x+dx végpont egy kis kérnyezetében
a hémérséklet csokken, akkor a rid itt h6t ad le, ha pedig a hémérséklet ng,
akkor hét vesz fel, hiszen a hé a magasabb hémérséklet helyrél az alacso-
nyabb felé dramlik. Fourier torvénye szerint a h6aramlés sebessége negativan
aranyos a hémérséklet adott pontbeli x valtozo szerinti derivaltjaval, jelolje
k(z) az aranyossagi tényez6t, amely fiigg(het) az adott ponttdl és amelyet
hévezetési tényezdnek szokas nevezni. Ekkor az x + dx pontban a szakaszba
befelé haladé haramlas sebessége k(x + dz)0,u(x + dz), a kifelé haladoé
ennek (—1)-szerese.

Az x végpontban forditott a helyzet, ha a hémérséklet lokalisan csokken,
akkor hét vesz fel a szakasz, ha pedig a h6mérséklet ng, akkor hét ad le, igy
a befelé halado hoaramlas sebessége —k(z)0u(x,t), a kifelé halad6é ennek
(—1)-szerese, lasd az abrat.

—kO,udAdt

v

5.1. dbra. Fourier torvénye 5.2. dbra. Izoterma és gradiens
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(kOzw)|(z,1)0 ASE le —(kOx)|(o 462,10 ASt

T T+ ox

5.3. dbra. Kifelé haladé h6aram vékony raddarabban

Az el6bbiek alapjan azt mondhatjuk tehat, hogy az [z, z+dx| végtelen kicsiny
szakaszon dt id6 alatt befelé aramlé hémennyiség kozelitGleg

0Qr = (k(ﬂc + 0x)0u(x + dx, t) — k(x)0,u(x, t))dAét s
~ 0, (k(z)0pu(z, t))0xd Adt,

ahol 6 A a henger keresztmetszetének teriilete. Tegyiik fel, hogy a rudban hd-
forrdsok és honyeldk révén is keletkezik h6mennyiség (mas szoval a rad egyes
pontjaival esetleg hot kozliink, mas pontokbdl pedig hét vonunk el), jelolje
F(z,t) a hoforrasok intenzitasat (F(x,t) > 0 esetén héforrasrol, F(x,t) <
< 0 esetén pedig hényelérdl van sz6 az x pontban). Ez azt jelenti, hogy az
[z, x + dx] végtelen kicsiny szakaszon dt id6 alatt kozelitéleg

6Qs ~ F(z,t)620 Adt

hémennyiség keletkezik héforrasok és nyelsk utjan. A szakaszon 6t id6 alatt
a hémérséklet-valtozas kozelitsleg

u(z,t + 0t) — u(z, t) = u(z,t)dt,

amelyhez
0Q3 ~ c(x)o(x)dxd Adsu(x, t)ot
hémennyiség sziikséges, ahol ¢(z) a raddarab fajhdje és o(x) a stirtisége az =

pontban (a sziikséges hdmennyiség a ruddarab tomegével és a hémérséklet-
valtozéssal aranyos). Ekkor sziikségképpen

0Q3 = 6Q1 + 0Q2,
azaz
c(x)o(z)oxd Adpu(z, t)0t =~ Oy (k(x)Opu(z,t))dxd Adt + F(x,t)0xd Adt,
ahonnan a dz, JA és §t mennyiségekkel valo osztas utan a

c(x)o(z)0u(z,t) — 0y (k(x)Ogu(zx,t)) = F(x,t)
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pontos egyenletet nyerjiik, amely az egydimenzids hdvezetési egyenlet inho-
mogén kiozeg esetén. Ha c, o, k allandok, akkor a

k F(z,t
Opu(z,t) — —%u(x,t) = (=, ),
co co
vagy tomoren a
ou — ad?u = f (5.1)
egyenletet kapjuk, ahol
k
a=—
co

az ugynevezett hdmérséklet-vezetési tényezd. Az (5.1) egyenletet roviden in-
homogén egydimenzios hévezetési egyenletnek nevezziik, az f jobb oldalt pe-
dig forrdstagnak. Amennyiben f=0, akkor homogén egyenletrdl beszéliink.

Mellékfeltételek
Vizsgaljuk most meg, hogy milyen mellékfeltételek sziikségesek a hémérsék-
let egyértelmd meghatarozasahoz! Kézenfekvs, hogy megadjuk a riad kezdeti
h&mérséklet-eloszlasat, illetve valamilyen forméban a rid peremén a hémér-
séklet vagy a hémennyiség idébeli valtozéasat.

o Kezdeti feltétel. Ha megadjuk a rud kezdeti h6mérséklet-eloszlasat, azaz

uw(z,0) = To(z) (z €0, L)),
akkor kezdeti feltételrdl beszéliink.

o FElsd peremfeltétel. Ha a rud végeinek hémérsékletét idében szabalyoz-
zuk, akkor

u(0,t) =T1(t), u(L,t) =Ta(t) (t=0)

ugynevezett elsd peremfeltételt, mas néven Dirichlet-féle peremfeltételt
irhatunk elG.

e Mdsodik peremfeltétel. Ha a peremen hGaramlas megy végbe, akkor meg-
adhatjuk a kifelé (vagy befelé) haladé hGaramot, azaz

k(0)0,u(0,8) = ur (t), —k(L)dyu(L,t) = us(t) (t>0),

amelyet mdsodik vagy Neumann-féle peremfeltételnek hivunk.
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o Harmadik peremfeltétel. Ha a peremen h&csere megy végbe a kozeg-
gel, akkor Newton lehiilési torvénye szerint a kifelé mutaté héaramlas
sebessége ardnyos a rid végpontja és a kozeg Ty hémérsékletének kii-
lonbségével, igy

k(0)9,u(0, t) = A(u(0,t) — T(t)),
—k(L)yu(L) = Mu(L,t) — Ti(t))  (t > 0),

vagy ekvivalensen

5(0)0,u(0,t) — Mu(0,t) = —ATk(t),
N(L)Opu(L,t) + k(L)u(L,t) = —ATk(t),

amelyet harmadik vagy Robin-féle peremfeltételnek neveziink.

A hévezetés (homogén vagy inhomogén) egyenletéhez hozzéavéve a kezdeti
feltételt, valamint az els§, masodik, harmadik peremfeltétel valamelyikét a
hévezetési egyenletre vonatkozo vegyes feladatot kapjuk a Q := (0,L) x RT
végtelen téglalap (kétdimenzios henger) lezartjan, lasd az abrat.
Amennyiben a rud végtelen hosszi, méas széval a perem hatéasa elhanyagolha-
t0, akkor nincs sziikség peremfeltételre, csak az u(z,0) = To(x) (z € R) kez-
deti feltételre, ekkor a hdvezetési egyenletre vonatkozo kezdetiérték-feladatrol
vagy mas néven Cauchy-feladatrsl beszéliink.

E feladatokat matematikailag akkor fogalmaztuk meg pontosan, ha megadjuk
azt a teret is, amelyben a megoldasokat keressiik. A hévezetési egyenletre
vonatkozo vegyes feladatnak els6 peremfeltétel esetén kereshetjiikk példaul
u € C?(Q), vagy akar u € C?(Q) x C1(Q) megoldasait, vagy esetleg olyan
u € CHQ) x C(Q) megoldésait, amelyre 92u € C(Q). Azt, hogy valojaban
mely terek valasztasa esetén lesznek korrekt kitiizéstiek a fenti feladatok, a
késébbi fejezetekben vizsgéljuk meg.

t
Q
T1(t) = u(0,t) u(L,t) = Ta(¢)
Ou — O2u = f
0 L

u(z,0) = To(x)

5.4. abra. Hévezetési egyenletre vonatkozo vegyes feladat
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5.2. Térténeti megjegyzés. Isaac Newton (1642-1727) lehilési torvényét 1701-
ben publikalta a Kiralyi Téarsasag tudoméanyos folydirataban névteleniil meg-
jelent hatoldalas cikkében. Ebben kiilonb6z6 anyagok lehtlését vizsgalta és
megallapitotta, hogy a lehtilés sebessége aranyos az anyag és a kdzeg h6mér-
sékletének kiilonbségével.

A Dirichlet-féle peremfeltétel Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) német matematikusrol kapta nevét. A Dirichlet-feladat szem-
léletes jelentésével a[7.3.3] szakaszban foglalkozunk.

A Neumann-féle peremfeltétel Carl Gottiried Neumann (1832-1925) német
matematikusrél kapta a nevét. Neumann 1870-es években irt potencialelmé-
leti, vagyis a Laplace-egyenlet megoldéasaival foglalkoz6 cikkeiben gyakran
jelenik meg a méasodik peremfeltétel (a Laplace-egyenlettel a fejezetben fog-
lalkozunk). A funkcionalanalizisbeli Neumann-sor is az 6 nevét viseli, ugyanis
Neumann a peremeérték-feladat megoldasait éppen ilyen sor alakjaban adta
meg.

Victor Gustave Robin (1855-1897) francia matematikus volt, aki tobbek ko-
z0tt potencidlelmélettel is foglalkozott. Munkaiban azonban nem szerepel a
harmadik peremfeltétel, a kissé félrevezetd Robin-peremfeltétel elnevezés az
1950-es évektdl terjedt el.

5.2.2. Hovezetés két és magasabb dimenziéban

Miel6tt tetszéleges dimenzioban felirndnk a hévezetés egyenletét, érdemes a
kétdimenzios esetet is részletesen megnézniink. Tekintsiink egy Q C R? tarto-
manyban elhelyezkeds vékony szigetelt lemezt, amelynek pontjait jellemezziik
az (x,y) koordinatakkal! Tegyiik fel, hogy u(z,y,t) jeldli a lemez (x,y) pont-
janak hémeérsékletét a t idpillanatban. Vegyiik a lemez egy rogzitett (xo, yo)
kozépponta kicsiny N = [z, z + dz] X [y, y + dy] résztartoményat, és irjuk fel
a 0t id6 alatt a peremen befelé haladé héaramot, amelyet az egyes perem-
szakaszokon befelé halado héaramok Gsszegeként nyerhetiink. Az x tengellyel
parhuzamos oldalakon §t alatt befelé haladd hGaram kozelitéleg
(k(z + 0z, y)Opu(z + bz, y,t) — k(z,y)dpu(x, y, 1)) Sydt ~
~ Oy (k(z,y)Opu(x,y, t))dadydt,
az y tengellyel parhuzamos oldalakon pedig
(k:(x, Y+ 0y)0yulz, y + 0y, t) — k(z, y)oyu(z, y, t))éxét ~
~ Oy (k(:c, y)Oyu(z, y,t))éyéxdt,
igy Osszességében a peremen kozelitSleg

8Q1 = (9x (k(z,y)Opu(w,y, 1)) + 9y (k(z,y)dpu(z, y, 1)) ) dwdydt =
= div(k(:v, y) grad u(zx, y,t))éxéydt
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—(kOyu)|(z,y+sy,0)0wdt

(z +dz,y + dy)

J
(k@zu)kz,y,t)(?y&t <« ho~> —(kazu)|<z+5zyyyt)6y5t
13
<« 4 >
[
(z,9)

(kayu)|<myy,t)5m6t

5.5. abra. Kifelé haladoé hGaram téglalaptartomanyon

hémennyiség aramlik befelé dt id6 alatt. Tegyiik fel, hogy a lemezen 1évé
héforrasok és nyelk intenzitasat F(x,y,t) stirdségfiiggvénnyel irhatjuk le,
vagyis 0t id6 alatt az N végtelen kicsiny négyzettartoményon kozelitGleg

0Q2 = F(z,y,t)dxdydt

hémennyiség keletkezik héforrasok és nyelSk utjan. A téglalapon 6t id6 alatt
a hémeérséklet-valtozas kozelitéleg

u(z,y,t + 6t) — u(z,y,t) = oyu(w,y,t)dt,
amelyhez
0Q3 = c(z,y)o(x, y)dxdydru(z, y, t)dt

hémennyiség sziikséges, ahol ¢ a lemez fajhGje és g a stirisége az (x,y) pont-
ban. Ekkor

0Q3 = dQ1 + 6Q2,

azaz
c(z,y)o(x,y)oxdydu(x,y,t)ot ~

R div(k(;v, y) grad u(z, y, t))émdyét + F(z,y,t)0zdydt,

ahonnan a dx, 0y és 6t mennyiségekkel vald osztas utan a

c(x,y)o(z, y)Owu(x,y,t) — div(k:(x, y) grad(u(z, y, t)) = F(z,y,t)

egyenletet nyerjik, amely a kétdimenzids hévezetés egyenlete inhomogén kdzeg
esetén, forrastag jelenléte mellett. Ha c, o, k allandok, akkor a
F(z,y,t)

k
atu(xvyat) - @Au('xayvt) = 77
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kétdimenzids hdvezetési egyenletet nyerjiik, ahol
Au(z,y,t) = Bulx,y,t) + Sou(z,y,t)

a kétdimenzios Laplace-operdtor (amelybe a t valtozot nem értjiik bele).
Hasonl6 moédon nyerhets a haromdimenziés hévezetési egyenlet. Az Q C R?
tartomanyban elhelyezkedd inhomogén kézegben végbemend hdromdimenzids
hdévezetést forrdstag esetén az alabbi egyenlet irja le:

c(z)o(x)du(z,t) — div(k(z) grad(u(z, t)) = F(z,t).

Amennyiben c, g, k allandé mennyiségek, akkor a

F
Opu(x,t) — %Au(w,t) = (:Q’ t),

hdromdimenzids hdvezetési egyenletet nyerjiik, ahol
3
Au(z,t) = Z@?u(m,t)
j=1

a haromdimenzios Laplace-operdtor (amelybe a t valtozét nem értjiik bele).
Megemlitjiik, hogy az el6bbiek mintajara tetszbéleges n pozitiv egész esetén
értelmezhets az n-dimenzios hvezetési egyenlet (kdzvetlen fizikai tartalom
nélkiil).

Mellékfeltételek

Vizsgéljuk most meg, hogy az egydimenzios esetben ismertetett kiilonbozd
mellékfeltételek hogyan adhatok meg az €2 korlatos tartomanyban végbemend
hévezetés esetében.

o Kezdeti feltétel. Megadjuk a rad kezdeti h6mérséklet-eloszlasat, azaz

u(z,0) = p(z) (z€Q),
ahol ¢: 2 — R adott fliggvény.

e Eisé peremfeltétel. A tartoméany peremének hémérsékletét szabélyoz-
zuk, vagyis
u|aﬂ =X,

ahol x: 092 x Rty — R adott fiiggvény
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o Madsodik peremfeltétel. Ha a peremen hGaramlas megy végbe, akkor meg-
adhatjuk a (befelé vagy kifelé halado) héaramot, azaz

61/“'8(2 =X (t > O)a
ahol x: 092 x Rty — R adott fiiggvény.

e Harmadik peremfeltétel. Ha a peremen hécsere megy végbe a kozeggel,
akkor

a(0,u)|aq + Pulsa = X

alakt peremfeltételt adhatunk meg, ahol «, 3, x: 9Q x RTg — R adott
fliggvények.

A hovezetés (homogén vagy inhomogén) egyenletéhez hozzavéve a kezdeti
feltételt, valamint az els§, masodik, harmadik peremfeltétel valamelyikét a
hdévezetési egyenletre vonatkozo vegyes feladatot kapjuk a

Q:=QxRF

((n + 1)-dimenzids) végtelen henger lezartjan, lasd az abrat.
Amennyiben = R", akkor nincs sziikség peremfeltételre csak az u(z,0) =
= ¢(z) (x € R™) kezdeti feltételre, ekkor a hdvezetési egyenletre vonatkozo
kezdetiérték-feladatrol vagy méas néven Cauchy-feladatrél beszéliink.

E feladatokat matematikailag akkor fogalmaztuk meg pontosan, ha megadjuk
azt a teret is, amelyben a megoldasokat keressiik. A hdvezetési egyenletre
vonatkozo vegyes feladatnak els6 peremfeltétel esetén kereshetjiik példaul
u € C?(Q), vagy akar u € C?(Q) x C1(Q) megoldasait, vagy esetleg olyan
u € CY(Q) x C(Q) megoldasait, amelyre d?u € C(Q) (j = 1,...,n). Azt,
hogy valojaban mely terek valasztasa esetén lesznek korrekt kittizéstiek a fenti
feladatok, a késébbi fejezetekben vizsgaljuk meg.

5.3. Megjegyzés. A hovezetési egyenletet szokas diffizids egyenletnek is ne-
vezni, mert ugyanez az egyenlet irja le a diffuzid folyamatat. Ekkor u(x,t) az
anyag koncentraciojat jelenti az x pontban és t idépillanatban. Ebben az eset-
ben a levezetéskor Fourier torvénye helyett Fick torvényét kell alkalmaznunk
a koncentracio valtozasara, amely ugyantgy szol, csak a hGmérséklet szot kon-
centraciora kell cserélniink. A térvényt elgszor Adolf Eugen Fick (1829-1901)
német fizikus irta le, innen kapta a nevét.

5.2.3. Stacionarius hévezetés

A hévezetés folyamata soran el6fordulhat, hogy a hémérséklet-eloszlas id6-
ben allandd, gondoljunk példaul arra, amikor a szoba hémérséklete egy id6
utan nem valtozik. Ekkor staciondrius hdvezetésrdl beszéliink. Mivel az u hé-
mérséklet id6ben konstans, ezért a hévezetés egyenletében O,u = 0, igy azt
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t
Su— Pu=f
Q|| “utn=xt0
I N
YVl Q \\ .
u(@,0) = ()

5.6. dbra. Vegyes feladat n dimenzioban

kapjuk, hogy az u h&mérséklet-eloszlas, amely id6t6l fiiggetlen, kielégiti az
alabbi egyenletet:

— div(k(z,y) grad u(z, y)) = Fla,y) ((v,y) € Q).
Ebbdl k£ = 1 allando esetén a
—Au=F

n-dimenzids Poisson-egyenletet nyerjiik. (Szdmos konyvben a negativ els-
jeltol eltekintenek, mi azonban lényegesnek érezziik, tobbek kozott a fizikai
tartalom miatt is.) Amennyiben F' = 0, vagyis a tartoményban nincsenek
forrasok és nyeldk, akkor k = 1 esetén Laplace-egyenletrdl beszéliink :

—Au=0.

(Vilagos, hogy a minusz elGjelnek a Laplace-egyenlet esetében nincs jelen-
tGsége, azonban fontos szerepet toltenek be azok a fiiggvények, amelyekre a
Laplace-egyenletet egyenlGség helyett egyenlGtlenséggel teljesitik, és ekkor a
negativ elgjel mar szamit.)

Mellékfeltételek

Az Q korlatos tartoménybeli stacionarius hévezetés esetében a hémérséklet
egyértelmi leirasahoz nincs sziikség kezdeti feltételre, csak a harom perem-
feltétel valamelyikére.

e Eisd peremfeltétel. A tartomany peremének hémeérsékletét allando ho-
mérsékleten tartjuk, vagyis

u|asz =X
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ahol y: 02 — R adott fiiggvény

e Mdsodik peremfeltétel. Ha a peremen hGaramlas megy végbe, akkor meg-
adhatjuk a (befelé vagy kifelé haladd) héaramot, azaz

dvuloa = X,
ahol x: 02 — R adott fliggvény.

e Harmadik peremfeltétel. Ha a peremen hécsere megy végbe a kozeggel,
akkor

a(dyu))aq + Bulan = X

alakta peremfeltételt adhatunk meg, ahol «, 5, x: 02 — R adott fiigg-
vények.

A stacionarius hévezetés (homogén vagy inhomogén) egyenletéhez hozzavé-
ve a peremfeltételek valamelyikét, a Poisson-egyenletre vonatkozo Dirichlet-,
Neumann- vagy Robin-feladatokat nyerjiik.

E feladatokat matematikailag akkor fogalmaztuk meg pontosan, ha megadjuk
azt a teret is, amelyben a megoldasokat keressiik. A Dirichlet-feladat megol-
dasait példaul kereshetjiik a C?(Q), vagy C%(Q) N C(Q) terekben. Azt, hogy
ezek koziil mely terek valasztasa esetén lesznek korrekt kittizéstek a fenti
feladatok, a kés6bbi fejezetekben vizsgaljuk meg.

5.4. Torténeti megjegyzés. A Laplace-operatort el6szor Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) francia matematikus és fizikus vezette le (méghozza polarko-
ordinatas alakban) a csillagaszati vizsgalodasai soran. A A jelolést Robert
Murphy (1806-1843) angol matematikus és fizikus hasznélta elgszor 1833-
ban, a Laplace-operator elnevezést pedig James Clerk Maxwell (1831-1879)
a hires 1873-as Ertekezés az elektromossagrol és magnességrél cimti miiveé-
ben (lasd [54]). Laplace tanitvanya, Siméon-Denis Poisson (1781-1840) az
elektromossigtani vizsgalodésai sordn a Au = f egyenletet irta fel, ezt az &
tiszteletére nevezziik Poisson-egyenletnek.

5.2.4. A hdvezetési egyenlet Einstein-féle levezetése

A hévezetési vagy diffuzios egyenlet egy masik igen fontos folyamat, a Brown-
mozgéas lefrasaban is felbukkan. Robert Brown (1773-1858) skot botanikus fi-
gyelte meg elGszor a vizben lebegs mikroszkopikus virdgporszemcsék szabaly-
talan, véletlenszerd mozgasat 1827-ben. Albert Einstein (1879-1955) 1905-
ben egy valészintiségi modellel, a részecskék véletlenszeri ide-oda ,l0kd6ss-
désével” magyarazta meg a jelenséget. Az alabbiakban réviden ismertetjiik
Einstein gondolatmenetét (lasd [19]).

Tegyiik fel, hogy a folyadékban 1év§ részecskék striiségfiiggvénye o(x, t), ahol
x € R az egyszertiség kedvéért. Egy adott részecske elmozdulasa kicsiny 6t id6
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alatt legyen e, amelynek valoszintségi stirtségfiiggvénye p(g). A ¢ fliggvény
két természetes feltételnek tegyen eleget:

e o paros fliggvény, azaz a részecske azonos valoszintséggel tér ki a két
irany barmelyikébe,

e o gyorsan lecsengd fliggvény, vagyis a részecske kitérése kis valoszini-
séggel lesz nagy.

Irjuk most fel a p strtségfiiggvényt a t + 6t idépillanatban! Vilagos, hogy
az x pontban ekkor azok a részecskék lehetnek, amelyek ¢ idépillanatban az
x — € pontban voltak és 0t id6 alatt € volt az elmozdulasuk, igy

o0

o(z,t +dt) = / o(x —e,t)p(e)de.

— 00

Felhasznalva, hogy
1
o(z —e,t) = o(z,t) — edpo(x,t) + 5828§Q($7 t) + o(?),

ekkor

o(x,t+ 0t) = /

— 00

oo

<Q(a:, t) —edyo(z,t) + %5%95@(337 t)+ 0(52)> p(e)de.

Most alkalmazzuk, hogy ¢ valoszintiségi strtségfiiggvény, tehat
oo
/ p(e)de =1,
— 00
ezenkiviil ¢ paros fliggvény, ezért
(o]
/ ep(e)de =0,
—o00
tovabba ¢ gyors lecsengése folytdn n > 3 esetén
oo
/ e"p(e)de =~ 0,
—00

igy azt kapjuk, hogy

oo

o(z,t+dt) = o(x,t) + 6tD829(x,t)%/ e2p(e)de.

—00

Ebbol dt-vel valod osztas és 6t — 0 hataratmenet utan a

00 = Dagg
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egyenletet nyerjiik, ahol ahol

1 [,
D := lim — de.
Jim g | <telclae
Lathatjuk tehat, hogy a részecskék stirtiségfiiggvénye kielégiti az egydimenzi-
0s hivezetési egyenletet. Természetesen a fenti levezetés heurisztikus, azonban
a mai modern sztochasztikus folyamatok elméletének kiindul6pontja.

5.5. Térténeti megjegyzés. Az 1905-6s év volt Einstein szaméara az Annus
Mirabilis (csodak éve”), ugyanis ekkor sziilettek a Brown-mozgassal, a fény-
elektromos hatassal és a specidlis relativitaselmélettel, és a tomeg-energia
ekvivalencidval (E = mc?) kapcsolatos eredményei. A fényelektromos hatés
magyarazataért Einstein 1921-ben megkapta a Nobel-dijat.

5.3. A hullAammozgas matematikai leirasa

A hovezetés mellett egy méasik, mindenki altal jol ismert fizikai folyamat a
hullammozgas. Gondoljunk példaul egy kotélen végighalad6 hullamra, vagy
a megpengetett gitarhur, vagy a dob membranja altal keltett hangra, vagy
a fényre, amelynek ugyancsak van hullam természete. Az alabbiakban a hul-
lammozgas egy- és tobbdimenziés matematikai leirasat adjuk meg.

5.3.1. Az egydimenzidés hullamegyenlet

Képzeljiik el, hogy adott egy megfeszitett hir vagy kotél, amelynek két vé-
gét egy-egy gyerek fel-le mozgatja, és kivancsiak vagyunk ekkor, hogy milyen
alakot vesz fel a mozgatas kézben a hur. Ehhez sziikségiink van néhany fel-
tételezésre. Tegyiik fel, hogy a hur csak kis kitéréseket végez a fiiggsleges
sfkban, és a hur hosszanak valtozasa elhanyagolhatd, ezéltal a hurban allan-
do T nagysagu érintGiranyu feszits erd ébred. Jellemezziik a hiur pontjait az
x € R koordinataval, és jelolje u a hir (konstans) lineéris stirtiségét (ami azt
jelenti, hogy tetsz6leges ¢ hosszti hurdarab tomege pf). Legyen u(z,t) a har
z koordinataja pontjanak az y tengely iranyt (elGjeles) kitérése a t idépil-
lanatban (feltételeztiik, hogy csak fliggsleges kitérése van minden pontnak).
Végiil tegyiik fel, hogy a hurra F(z,t) strtségld y tengely iranya kiils§ erd
hat, ami ismét azt jelenti, hogy tetszéleges végtelen kicsiny [z, dz] hardarabra
Féx nagysagu erd hat.

Tekintsiik a har z és = + dz pontjai kdzotti dz hosszusagia végtelen kicsiny
darabjat, és tegyiik fel, hogy az = végpontban az érint 6 szoget zar be az
x tengellyel, mig az = + dx pontban az érints szoge 6 + 50 (lasd az ab-
rat). Ekkor a hurdarabra hato ersk fiiggéleges komponenseire felirva Newton
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F(x,t)0x T

5.7. 4bra. Haurdarabra hat6 ersk

maéasodik térvényét
Tsin(f + 660) — T'sinf + F(x,t)0x = (udx)ay, (5.2)

ahol a, a hirdarab y tengely irdnyt gyorsulasa, amely a hirdarab infinitezi-
malis hossza miatt kozelitSleg 02u(z,t). Masrészt, a htr csak kis kitéréseket
végez, ezért 66 kicsiny szog, {gy alkalmazhatok a sin(d6) ~ 06, cos(d0) ~ 1 és

sin(f + 06) = sin 6 cos(06) + cos 6 sin(d6) = sin 6 + 56
kozelitések, amelyekkel az (5.2)) egyenlet a kovetkezSképpen alakul:
T66 4 F(x,t)0x = (udx)d?u(x,t). (5.3)

Vegyiik még észre, hogy 0 az érinté szoge, ezért tgf = 0,u, amit x szerint
derivalva az sszetett fiiggvény derivélasa alapjan (1/ cos? 0)9,0 = 02u ado-
dik. Ebbdl ismét a cos(06) =~ 1 kozelitést hasznalva, illetve a 0,0 derivaltat a
§60/8x kiilonbségi hanyadossal helyettesitve azt kapjuk, hogy 66 ~ (9%u)dz.
Ezzel az (5.3)) egyenlet

(Tox)0%u + Fox = (udx)0?u
alakot Olti, ahonnan rendezéssel
T F
0P — —0%u = — (5.4)
2 2

adodik. Az (5.4) egyenletet egydimenzids hulldmegyenletnek hivjuk, amelyet
a transzverzdlisan rezgd hur kis kitérései elégitenek ki. Ha F' = 0, vagyis nem
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hat kiils6 er$ a hurra, akkor szabad rezgésrdl és homogén egyenletrdl, F % 0
esetén pedig kényszerrezgésrdl és inhomogén egyenletrdl beszéliink. Hason-
16 egyenlet irja le példaul egy vékony rud, vagy a leveg&oszlop hossziranyt
(longitudinalis) rezgéseit (gondoljunk példaul egy orgonasip hangjara), ekkor
u(x,t) az x pont hossziranyu kitérését jeloli.

5.6. Torténeti megjegyzés. Az egydimenzios hullamegyenletet elGszor Brook
Taylor (1685-1731) angol matematikus irta fel a mechanika torvényei alapjan.
Taylor lényegében a kovetkezSképpen érvelt, amikor felirta a hullamegyenle-
tet. Az egyensilyi helyzetébdl kitéritett har igyekszik ,kiegyenesedni”, és az
igy létrejovs visszatérité eré a har gorbiiletével ardanyos (minél jobban ki-
téritettiik, annal jobban ki akar egyenesedni). A gorbiilet a hur alakjat leird
u(x, t) fiiggvény (x szerinti) masodik derivaltjanak konstansszorosa, igy New-
ton masodik térvényébsl kapjuk, hogy 02u = ad?u, ahol a alkalmas konstans.
A Taylor-formula is Brook Taylorrél van elnevezve, noha azt méar James Gre-
gory (1638-1675) skot matematikus korabban is ismerte.

Mellékfeltételek

Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételekre van sziikség a hir mozgasanak egy-
értelmii leirasdhoz! Fizikai szempontbol vilagos, hogy sziikség van kezdeti és
peremfeltételekre egyarant. Ezek a kovetkezok lehetnek.

e Kezdeti feltételek. A hur mozgasanak leirdsdhoz ismerniink kell a hur
kezdeti alakjdt, azaz

u(@,0) = ¢(z) (z€l0,L]),
tovabba a hur kezdeti sebességeloszldsdt is, vagyis
Ou(z,0) = ¢¥(x) (xz €0, L)).
E feltételeket kezdeti feltételeknek hivjuk.

e Peremfeltétel adott modon mozgo végek esetén. Ha a hur végei adott
mo6don mozognak, akkor

U(O, t) = Xl(t)a U(Lv t) = XZ(t) (t > O)

alaka elsd peremfeltételt, mas néven Dirichlet-féle peremfeltételt adha-
tunk meg. Ha a hur végei rogzitettek, akkor specialisan a homogén

w(0,8) =0, wu(L,t)=0 (t=0)

peremfeltételt irhatjuk eld.
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5.8. abra. Szabadon mozgd végi
har 5.9. abra. Végpontra hatd erGk

e Peremfeltétel szabad végek esetén. Tegylik fel, hogy a hur végei szaba-
don mozoghatnak, de a hur tovabbra is meg van feszitve. Ezt példaul
ugy képzelhetjiik el, hogy a hiur végére egy (elhanyagolhato tomegii)
gytrit erdsitiink, amely egy fiiggbleges hengeren fel-le mozoghat sir-
lodasmentesen (lasd az abrat.) Ekkor a végpontokban a feszitGers
parhuzamos az x tengellyel (kiilonben a feszitSerd fiiggsleges kompo-
nense gyorsulast adna a hur végének), igy a [0, dz] szakaszra hato ersk
fiigg6leges komponenseinek Gsszege (lasd az abréat)

Tsindf + F(0,t)dox,

és mivel 06 kicsiny szog, ezért alkalmazhato a sin 060 ~ tg 660 = d,u(dx, t)
kozelités. Ebbdl kévetkez6en Newton masodik torvénye alapjan

To,u(dx,t) + F(0,t)02 = (udx)d?u(0, z).

Itt a dx mennyiséggel 0-hoz tartva d,u(0,t) = 0 adédik. Az 2 = L
szabad végpont esetén hasonlé modon a —d,u(L,t) = 0 feltételt nyer-
hetjiik, vagyis mindkét végén szabad hur esetén

8,u(0,t) =0, —dpu(L,t)=0 (t>0),

alaka mdsodik peremfeltételt, mas néven Neumann-féle peremfeltételt
adhatunk meg.

e Peremfeltétel rugalmasan régzitett végek esetén. Képzeljiik el, hogy a
rad végein a rogzités Hooke torvénye alapjan a kitéréssel aranyos, azzal
ellenkez6 iranya erével hat (amit agy képzelhetiink el, hogy a har végét
rugokhoz rogzitjiik). Ekkor a szabad vég esetéhez képest az © = 0 vég-
pontban megjelenik a —ku(0,t) nagysaga erd is, igy Newton masodik
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F(x,t)x
T
0L ____
T |
ul0:%) ku(D, )
; 0 % ox z
5.10. 4bra. Rugalmasan rogzitett
hir 5.11. abra. Végpontra hato erék

torvénye szerint
TOu(dx,t) — ku(0,t) + F(0,t)0z = (uéx)0u(0, x),

ahonnan dx — 0 esetén T0,u(0,t) — ku(0,t) = 0 adodik. Az z =
= L végpontban hasonl6 médon a —7'0,u(0,t) — ku(0,t) = 0 feltételt
nyerhetjiik, vagyis mindkét végén rugalmasan rogzitett hur esetén

0 u(0,1) — gu(O,t) =0, —0,u(L,t)— gu(L7 t)=0 (¢t>0),

vagy altalanosabban
10, u(0,6)+51u(0,t) = x(t), aodzu(L,t)+Bou(L,t) = x2(t) (t>0)

alaka harmadik peremfeltételt, mas néven Robin-féle peremfeltételt ir-
hatunk el6.

A hullamegyenlethez a kezdeti feltételeket és a peremfeltételek valamelyikét
hozzéavéve az egydimenzids hulldmegyenletre vonatkozd vegyes feladatot ka-
punk a @ := (0, L) x Rt végtelen téglalap (kétdimenzios henger) lezartjan,
lasd az abrat.

Gyakran el6fordul, hogy a hir végpontjainak hatasaitol eltekinthetiink, més
szoval a hur ,yégtelen” hosszu. Ekkor peremfeltétel megadésara nincs sziikség,
csak az

w(0,2) = ¢(x), Owu(x,0) =p(x) (v €R)

kezdeti feltételekre. Ilyenkor a hulldmegyenletre vonatkozo kezdetiérték-fel-
adatrol vagy Cauchy-feladatrol beszéliink.

A mellékfeltételekkel nyert kiilonb6z6 feladatok matematikailag csak akkor
vannak pontosan megfogalmazva, ha azt is megadjuk, hogy milyen térben
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Xl(t) = u(O, t) U(L7t) = X2(t)

5.12. dbra. Hullamegyenletre vonatkozo vegyes feladat

keressiik a megoldasokat. Példaul az egydimenzios hullamegyenletre vonat-
kozo vegyes feladatnak elsé peremfeltétel esetén kereshetjiik a @@ hengeren
u € C?(Q), vagy akar u € C?(Q) x C1(Q) megoldasait, vagy esetleg olyan
u € C?(Q) x C(Q) megoldasat, amelyre dyu € C(Q).

5.3.2. HullAmegyenlet két és magasabb dimenzi6éban

A kétdimenzios hullamegyenlet levezetéséhez képzeljiik el, hogy adott egy
vékony homogén lemez vagy membran (példaul dob membréanja), amely a
hajlitassal szemben nem, hanem csak a feszitéssel szemben fejt ki ellenal-
last. Rezegtessiik meg a membrant, és vizsgiljuk meg az egyes pontjainak az
egyensilyi helyzettd] valo fiiggsleges kitérését (lasd az abrat)!

5.13. abra. Membrén rezgései

Jellemezziik ennek érdekében a membran pontjait az (x,y) koordinatakkal,
és tegyiik fel, hogy u(x,y,t) jeloli az (x,y) koordinataja pont fiiggsleges ki-
térését a t idgpillanatban. Jeldlje tovabba S a membran feliileti fesziiltségét,
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ami azt jelenti, hogy tetszGleges egység hosszusagn szakaszra S nagysagu, a
szakaszra merGleges feszit6 ers hat. Tekintsiik most a feliilet egy kicsiny négy-
zettartomanyéat, amelynek oldalai dx és 0y nagysaguak és a tengelyekkel par-
huzamosak. Ekkor az xz sikban hato erék nagysaga Sy, az yz sikban pedig
Séz (lasd az abrat). Tekintsiik a membrandarab zz sikkal parhuzamos
metszetét (lasd az abrat), ezaltal az egydimenzios esetet nyerjiik vissza,
igy e sikban Sdydf, nagysagu erd hat. Hasonléan, az yz sikban a fiiggéleges
er6 nagysaga S0x60,. Jeldlje o a membran egységnyi teriiletre vonatkoztatott
tomegét, ekkor felirhatjuk Newton méasodik térvényét a négyzettartoméanyra:

S6y60, + S666, = aéxdydiu.

Figyelembe véve, hogy 80, ~ 02udx és 60, ~ 8§u5y, azt kapjuk, hogy
OPu — 5 (62u + 62u) =0
t o T Yy

A fenti egyenletet kétdimenzics hulldimegyenletnek nevezziik, amely a memb-
ran transzverzalis rezgéseit irja le.
Hdromdimenzios esetben a hulldimegyenlet alakja

Ofu—a*(ou+ Oju+ 02u) = f,

amely példaul a hang terjedését irja le gazban.
Altalaban a
O*u — a*Au = f,

egyenletet n-dimenzids hullimegyenletnek nevezziik, ahol

Foxdy 2

Féxdy Séy

0z + 605

u(z,t)

Sdy

T T+ ox €z
5.14. abra. Membrandarabra hato
ersk 5.15. abra. Membran metszete
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a Laplace-operdtor.
Vegyiik észre, hogy a hullammozgas stacionarius eseteként, vagyis amikor a
membran alakja allando, a Laplace-, illetve Poisson-egyenletet nyerjiik.

Mellékfeltételek

Az egydimenzids eset mintajara roviden tekintsiik at, hogyan néznek ki a
mellékfeltételek az n-dimenzids hullamegyenlet esetében.
Sziikség van két kezdeti feltételre,

u(z,0) = p(z) (reQ),
tovabba
Ou(z,0) = p(x) (z€Q).
Ezenkiviil sziikséges a harom peremfeltétel valamelyikének megadasa is. Lehet
Dirichlet-féle peremfeltétel,
u|89 =X>

vagy Neumann-peremfeltétel,
8,,U|3Q =X,
vagy harmadik peremfeltétel,

a(d,u)|aq + Bulag = X,

ahol a, 8,x: 002 x RTy — R adott fiiggvények. A hullimegyenlethez a kez-
deti feltételeket és a peremfeltételek valamelyikét hozzavéve az n-dimenzids
hulldmegyenletre vonatkozd vegyes feladatot kapunk a @Q := Q x RT végtelen
henger lezartjan.

A mellékfeltételekkel nyert kiilonb6zs feladatok matematikailag csak akkor
vannak pontosan megfogalmazva, ha azt is megadjuk, hogy milyen térben
keressiik a megoldasokat. Péld4ul az n-dimenzios hullamegyenletre vonatkozo
vegyes feladatnak els§ peremfeltétel esetén kereshetjiik u € C%(Q), vagy akéar
u € C?*(Q) x CY(Q) megoldasait, vagy esetleg olyan u € C?(Q) x C(Q)
megoldasat, amelyre d;u € C(Q).

5.4. Tovabbi példak

Szamtalan egyéb fizikai folyamatot irhatunk le parcialis differencialegyenletek
segitségével, ezek koziil megemlitiink néhanyat.
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5.4.1. Linearis egyenletek

e Transzportegyenlet:
Oy +v - gradu = 0,

amely a v € R™ sebességgel aramlo folyadékban 1évé oldott anyag u(x, t)

e Tricomi-egyenlet:
ytu(z,y) + Fule,y) =0 ((z,y) € R?),

amely a gazdinamikaban fordul el6 hangsebesség koriili aramlasok kap-
csédn, az y < 0 eset a hangsebesség alatti, az y > 0 a hangsebesség
feletti mozgasnak felel meg. Az egyenlet Francesco Giacomo Tricomi
(1897-1978) olasz matematikusrol kapta a nevét.

e Schrodinger-egyenlet :
i0yu + Au = 0,

amely a kvantummechanika mozgésegyenletének tekinthets. Erwin Ru-
dolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961) osztrak fizikus a kvan-
tummechanika egyik kivalé tudésa, aki 1933-ban Nobel-dijat kapott.

e Telegraf egyenlet:
O2u + doyu — O%u = 0,

amely egy aramkorben az u fesziiltséget irja le.

e Biharmonikus egyenlet:
A%y =0,

amely szdmos rugalmassagtani probléma leirasara szolgél (lemezek el-
hajlasa, deformécioja). A rugalmassagtan matematikai egyenleteit els-
szOr Marie-Sophie Germain (1776-1831) francia matematikusng irta fel,
aki eziranyt munkairol talan kevésbé ismert (mint inkabb szamelmeéleti
eredmeényeirgl).

5.7. Torténeti megjegyzés. A rezgs lemezek elmélete Ernst Chladni (1756—
1827) német fizikus klasszikus 1789-es kisérletéig nyulik vissza. A kisérletben
Chladni tiveglemezre szért homokot hozott rezgésbe egy hegediivonéval, és
ezaltal a lemezen (a frekvenciatol és a rogzitéstol fiiggd) mintazatok alakultak
ki. A kisérletet Chladni 1809-ben megismételte Napoleonnak, akire ez olyan
hatassal volt, hogy felajanlott egy 1 kilos aranyérmet annak, aki elméleti-
leg megmagyarazza a kisérlet eredményét. Az Akadémia 1809-ben irta ki a
felhivast, amelyre egyediil Germain nytujtott be palyazatot, kétszer is, 1811-
ben és 1813-ban (akkor raadasul névteleniil), de eredményeit fizikai elvekkel
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nem tudta megindokolni, ezért csak dicséretben részesiilt. A versenyt meg-
hosszabbitottak, kézben Siméon-Denis Poisson (1781-1840) irt tobb cikket
is irt témaban (példaul 1812-ben a réla elnevezett Poisson-formulat is ekkor
irta le), de & akadémiai tagsdga miatt nem palyazhatott, helyette a biralok
koézott volt (tobbek kozott Lagrange mellett). Germain a cikkeket elolvasva
egy Ujabb palyazatot nyajtott be 1816-ban, Poisson modszerét biralva, a sa-
jatjat javasolva helyette. A dijat Germainnek itélték, amely szamara oridsi
elismerést jelentett. Germain irta fel. Megjegyezziik, hogy Germain autodi-
dakta matematikus volt. 13 éves koraban apja konyvtaraban Arkhimédeszrél
olvasott, és ez annyira felkeltett érdeklédését, hogy 6nalloan latinul és gorogiil
kezdett tanulni, és igy kés6bb Newton és Euler munkait olvasta.

5.4.2. Nemlineéaris egyenletek

e Porozus kiozeg egyenlete:
Ou — A(u?) =0,

amely porozus (lyukacsos) kozegbeli diffuziot ir le, ahol w valamilyen
stirtiségfliggvény és v > 1. A porozus kozeg egyenlete, a hévezetés
(vagy diffazid) egyenletével szemben, véges sebességi hatasterjedést ir
le, ezért néha a hévezetés egyenleténél realisabb modellnek tekinthetd.

e Burgers-egyenlet:
Oiu + udzu = 0,

ahol u folyadék vagy gaz sebességét jelenti. A Burgers-egyenlet a folya-
dékmechanika fontos egyenlete, tobbek kozott gazok vagy kozlekedés
dinamikajanak modellezésére is hasznaljak. Nevét Johannes Martinus
Burgers (1895-1981) holland fizikusrol kapta, aki elészor vizsgalta az
egyenletet.

e Korteweg—de Vries-egyenlet:
O + u0u — 68§’u =0,

amely sekély vizi hullamok terjedését irja le. Az egyenlet el@szor Die-
derik Johannes Korteweg (1848-1941) és Gustav de Vries (1866-1934)
holland matematikusok tanulmanyoztak, innen kapta a nevét.

e Eikonal egyenlet:
lgradu| =1,

ahol u(x) az a minimalis id8, amely id§ alatt a fény egy Q tartoméany
hataratol az = pontig eljut. Az eikonal elnevezés a gorog ikon (kép)
sz6bdl szarmazik.



68 5. A MATEMATIKAI FIZIKA NEHANY PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETE

e p-Laplace-egyenlet:
div(|grad u|’~* grad u) = 0,
amely példaul nemlinearis rugalmassagtanban, illetve nem-newtoni aram-

lasokban fordul el6.

5.4.3. Egyenletrendszerek

Az egyenletek mellett szamos folyamat parcialis differencidlegyenlet-rendszerek
segitségével modellezhets. Ezek koziil két nevezetes rendszert emlitiink meg
az alabbiakban.

o Maxwell-egyenletek, az elektrodinamika alapegyenletei:

V-E= =, (5.5)
€0
V-B=0, (5.6)
V x E=-0,B, (5.7)
V x B = pod + poeod B, (5.8)

ahol E az elektromos térerdsség, B a magneses indukcio, J az aramsti-
rliség, ¢ az elektromos permittivitas és pp a magneses permeabilitas,
valamint V = (91, ...,0,) az ugynevezett ,nablavektor”. Az egyenlete-
ket igy egyben elszor James Clerk Maxwell (1831-1879) a hires 1873-es
Ertekezés az elektromossagrol és magnességrsl cimd miivében irta fel
még kissé bonyolultabb modon : Maxwell 20 egyenletet irt fel és a nabla-
vektorban kvaterniokat is hasznalt. Az egyenletek mai alakjukat Oliver
Heaviside (1850-1925) angol mérnok, matematikus és fizikus munkai
nyoman érték el, aki szamos egyszertisitést hajtott végre.

Az és egyenletek Gauss-torvényei, amelyek azt fejezik ki,
hogy az elektromos mez§ forrasai a toltések, a magneses térnek nincse-
nek forrasai. Az egyenlet Faraday-torvénye, az (5.8)) egyenlet pedig
Ampeére torvénye, amely az elektromos mez6 altal 1étrehozott méagne-
ses tér rotaciojarol szol. Tegyiik fel, hogy o = 0 és J = 0 (példaul
vakuumban), és vegyiik ekkor az és egyenletek rotaciojat.
Ekkor
VX (VXE)=-0,VxB= —uoaoafE,

valamint
V x (V X B) = /,Locfoatv xE = —/.L()antQB.

Most hasznéljuk fel, hogy
Vx(VxV)=V(V-V)-AV, (5.9)
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igy
O’E — ¢2AE =0, (5.10)
0?B — c2AB =0, (5.11)

ahol ¢g = 1//fiog0 = 2,9979-10%m /s a fénysebesség. Az (5.10) és ([5.11))
egyenletek hullamegyenletek, amelyeket elektromdgneses hulldmegyen-
leteknek szokés hivni. Ez mutatja példaul, hogy a fény hullamtermésze-
td.

Navier—Stokes-egyenletek, amelyek a folyadékaramlast irjak le. Egysze-
risitett alakjuk a kovetkezs:

o0u+ pu-Vu— pAu=—-Vp+F,
Vu =0,

ahol u a folyadék sebessége, ¢ a siirtisége, p a nyoméas, F pedig a fo-
lyadékra hato ers. Claude-Louis Navier (1785-1836) francia hidépitd
mérnock 1822-ben, késébb pedig Sir George Gabriel Stokes (1819-1903)
ir matematikus 1842-ben irt le az egyenletek els6 formajat, innen kapta
a nevét. Az egyenletek matematikai megértése, a megoldasok létezésével
és tulajdonsagaival kapcsolatos kérdések egy része méaig megoldatlan. A
probléma szerepel a Clay Intézet altal kitiz6tt Millenniumi Problémak
kozott, amelyek barmelyikének megoldasaért 1 millio dollar jar.

Szamos egyéb fizikai példa és levezetés talalhato a [94] [05] konyvekben.

5.5. Feladatok

5.1.

9.2.

5.3.

Tegyiik fel, hogy egy folyadék v € R? sebességgel aramlik. Legyen a fo-
lyadék stirtsége o(x, t) és a folyadékban lévé forrasok intenzitasa f(x, t).
Mutassuk meg, hogy ekkor érvényes az tigynevezett kontinuitdsi egyen-
let:

Opo + div(gv) = f(z,t).

Mutassuk meg, hogy d1u + Gu = 0 egyenlet u € C'(R?) megoldasai
az x —y = c egyenletii egyenesek mentén allandok! Adjuk meg ennek
alapjan a megoldasok altalanos alakjat!

Adjuk meg a dyu + v - gradu = 0 (z € R™, ¢t > 0) transzportegyenlet
u € CH(R™ x R") megoldésainak altaldnos alakjét, ahol v € R™.
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5.4.

5.5.

5.6.

9.7.

5.8.

5.9.

5.10.

Hatarozzuk meg a transzportegyenletre vonatkozé alabbi kezdetiérték-
feladat u € C1(R™ x R™) megoldésat, ahol v € R", g € C*(R™).
Owu+v-gradu =0 R"™x R-ban,
u(z,0) = g(x) (x €R™).
Hatarozzuk meg a transzportegyenletre vonatkozé alabbi kezdetiérték-
feladat u € C1(R" x RT) megoldasét, ahol v € R, f € C(R™ x R
+O)ag € Cl(Rn)
Owu+v-gradu=f R"xR'-ban,
u(z,0) = g(x) (x €R™).

Adjuk meg a transzportegyenletre vonatkozé alabbi kezdetiérték-feladat
u € CH(R™ x R*) megoldésat, ahol v € R, g € C1(R"),c € R.

Ou+v-gradu+cu=0 R"xR'-ban,
u(z,0) =g(x) (ze€R").

Mutassuk meg, hogy az

1 y—1 |z|2\T7T
fiiggvények, ahol a kitevSben a + jel a fliggvény pozitiv részét jelenti
(ami 0, ha u < 0 és u kiilénben), tovabba

n 1

TR M TR )

a porozus kozeg egyenletének megoldasa. (Ezeket a fliggvényeket szokas
Barenblatt-megoldasoknak nevezni.)

Legyen € tetszsleges korlatos konvex tartomany R™-ben és jelolje u(x)
az x € R™ pontnak az {2 peremétdl vett tavolsagat. Mutassuk meg,
hogy ekkor u kielégiti az eikonal egyenletet, azaz |grad u| = 1.

Keressiik meg a kétdimenzios eikonal egyenlet u(z,y) = X(z) + Y (y)
alakt megoldéasait !

Mutassuk meg, hogy tetszsleges A, B, C, D konstansok esetén az
u(z,y) = Azy + Be + Cy+ D
és
u(z,y) = A(3x? — 23) + B(2® — zy®) + C(62%y — y*)
fliggvények kielégitik a Tricomi-egyenletet!
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5.11. Tegyiik fel, hogy az u € C*(R?) fiiggvényre Au = 0. Igazoljuk, hogy
ekkor a v(z,y) := zu(z,y) és v(z,y) := (22 + y?)u(x,y) fiiggvényekre
A%y = 0.

5.12. Mutassuk meg, hogy a Korteweg—de Vries-egyenletnek tetszéleges o > 0
és ¢ € R esetén megoldésa az alabbi fiiggvény:

u(z,t) = %sech (Vf(x ot — c)> ,

ahol sech(z) = 1/coshz. (A fenti megoldas az ugynevezett szoliton,
amely egy utazo hullam.)

I

5.16. abra. Szoliton

5.13. Igazoljuk az (5.9) azonosségot!






6. fejezet

Masodrendii linearis
egyenletek kanonikus alakja

Nincs olyan tudomdny, amely alkalmazott tudomdnynak hiv-
hatd. Tudomdny van é€s annak alkalmazdsai, amelyek igy kapcso-
lodnak dssze, mint a fa a gyimolcsivel.

Louis Pasteur (1822-1895)

A fejezet tartalma. A méasodrendi férésziikben linearis és a masod-
rend linearis egyenleteket f6résziik alapjan osztalyozzuk, ezt kévetGen
az allando egyiitthatos esetben az egyenletek kanonikus (egyszertibb)

6.1. Az egyenletek osztalyozasa

A kiilonb6z6 természeti folyamatok modelljei gyakran vezetnek masodrendii
férésziikben linearis, illetve masodrendi linearis egyenletekre, amint ezt a
kordbban ismertetett fizikai példak is jol mutatjak. A férésziikben linearis
masodrendii egyenletek altaldnos alakja

Z a;;0;0ku = g o (id,u, v, ..., Ophu), (6.1)
Jok=1
ahol aji: Q = R és g: @ x G — R, tovabba G C R™""! rogzitett tartomany.
A linearis masodrendii egyenletek pedig
> a0+ Y bjdju+cu=f (6.2)

jik=1 j=1

73
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alakaak, ahol a;i,b;,¢, f: @ — R adott fliggvények (amelyek simaséagi tulaj-
donséagait a konkrét esetekben mondjuk meg). Amennyiben klasszikus, azaz
u € C*(Q) megoldast keresiink, akkor a Young-tétel miatt 0;0,u = 90;u
(J,k =1,2,...,n), és igy az egyiitthatok esetleges modositasa utan feltehets,
hogy aji = ay;. A tovibbiakban mindig ezzel a feltételezéssel éliink.

A masodrendi férésziikben linearis és masodrend linearis egyenleteket a f6-
résziik alapjan osztalyozzuk. Legyen xg € Q rogzitett és jelolje A(zp) a ,
illetve (6.2) egyenlet férészének egyiitthatoibol képzett n x n-es matrixot:

A= A(wo) := lajr(w0)]} =1

Mivel ajx(z0) = ag;(zo) (J, k = 1,2,...,n), ezért A(xp) szimmetrikus mat-
rix. A linearis algebrabol ismert f6tengelytétel szerint egy valés szimmetrikus
maétrix minden sajatértéke valos, és a megfelels sajatvektorok paronként orto-
gonalisak (azaz merélegesek). Az A(xg) matrix sajatértékeinek eljele alapjan
kiilonbo6zd osztalyba soroljuk az egyenleteket.

6.1. Definici6. Jeldlje rendre ny,n_,ng az A(xq) valos szimmetrikus egyiitt-
hatomatrix pozitiv, negativ és 0 sajatértékeinek szamat. A (6.1)), illetve (6.2)
egyenlet az xy pontban

e clliptikus, ha ny = n vagy n_ = n (azaz minden sajatérték azonos
elgjel) ;
e hiperbolikus, hany = 1ésn_ =n—1vagyny =n—1é n_ =1

(azaz n — 1 sajatérték azonos el6jeld és egy ettdl kiilonbozs). Ha ng =
=0és ny >1,n_ > 1, akkor szokas az egyenletet ultrahiperbolikusnak
nevezni.

e parabolikus, hang = 1 ésny =n—1vagyn_. =n—1 (azazn — 1
sajatértek azonos elGjeld és egy sajatérték 0). Amennyiben ng > 0, az
egyenletet szokas tdgabb értelemben parabolikusnak nevezni.

Azt mondjuk, hogy a (6.1)), illetve (6.2) egyenlet az 2 tartomanyon ellipti-
kus, hiperbolikus, parabolikus, ha a megfelels feltétel az € tartomény minden
pontjaban teljesiil.

6.2. Megjegyzés. Az ellipticitast tgy is megfogalmazhatjuk, hogy az A(xg)
egyiitthatomatrix definit. Ha minden sajatértéke pozitiv, akkor pozitiv defi-
nit, ami azt jelenti, hogy

(A(z0)p, p) > _nllin Aj(zo)|p|?> minden p € R™ esetén. (6.3)
Jj=1,..., n
Egy matrix pozitiv definitsége ekvivalens azzal, hogy bal felsé sarok aldeter-
minénsainak mindegyike pozitiv. Negativ definit esetben a sarokaldetermi-
nansok valtakozo el6jeltiek. Természetesen (—1)-gyel valo szorzassal mindig
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elérhets, hogy egy elliptikus egyenlet egyiitthatomatrixa pozitiv definit le-
gyen. Ha a méatrixnak van 0 sajatértéke, akkor determinansa 0, és ekkor az
egyenlet tagabb értelemben parabolikus.

6.3. Példa. Az n-dimenzios Laplace-egyenlet (lasd az szakaszt), azaz

n

Au=>Y 0ju=0,

Jj=1

minden pontban elliptikus, hiszen egyiitthatéméatrixa az egységmaétrix.
Az n-dimenziés hévezetési egyenlet (lasd az szakaszt), azaz

@u—Auz@fu—Z@?uzO,

j=1
valamint az n-dimenziés hullamegyenlet (lasd az szakaszt), vagyis
n
OPu — Au = 0%u — Z@fu =0,
j=1

(ahol ¢t jeloli az (n + 1)-edik valtozot, amelyet a A operatorba nem értiink
bele), egyiitthatomatrixai rendre

1 0 0 0
és . )
0 . -1 0 . -1
igy el6bbi minden pontban hiperbolikus, utébbi pedig parabolikus egyenlet.

Az
22O u(x, y) + 2xyd dpu(z,y) + Ou(z,y) =0 ((z,y) € R?)

egyenlet a 2xy0d; dru = xyd102u + ryda01u azonossag felhasznédlasaval az
2?07 u(w, y) + 2xyddyu(w, y) + d3u(z, y) = 0

szimmetrikus alakba irhato at, és igy egyilitthatoméatrixa

(LL’Q ,’By)
2 >
Ty Yy

amelynek determinansa z?y2. Ebbél kivetkezSen az egyenlet az x és y ten-
gelyek kivételével az egész sikon elliptikus, a koordindtatengelyeken pedig az
origd kivételével parabolikus.
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Az elliptikus egyenletek egy fontos osztéilyat alkotjak azon egyenletek, ame-
lyek egyilitthatométrixa a tartomény minden pontjaban elliptikus, és a sa-
jatértekeknek van (a tartomany pontjaitol fiiggetlen) pozitiv alsé korlatja.
Ekkor a egyenlGtlenségben a sajatértékek minimuma helyett ezt az als6
korlatot vehetjiik.

6.4. Definicié. A (6.1)) és (6.2)) egyenleteket az 2 tartomanyban egyenletesen
elliptikusnak hivjuk, ha létezik ¢y > 0 szam, hogy

(A(20)p,p) > colp|> minden p € R™ és 29 € Q esetén.

6.5. Megjegyzés. A késobbi fejezetekben gyakran célszerii lesz az elliptikus
operatorokat

n n
- Z a;,0;0ku + Z b;0ju + cu
J k=1 j=1
alakban irni. Ezeket egyenletesen elliptikusnak fogjuk nevezni abban az eset-
ben, ha az (a;;) egylitthatokbol képzett A matrixra teljesiil az egyenletes
ellipticitas [6.4} Definicioban megfogalmazott feltétele.

6.6. Példa. Viladgos, hogy ha egy allandé egyiitthatos egyenlet a tartomany
egy pontjaban elliptikus, akkor a tartomanyon egyenletesen elliptikus.
Az

2dtu(z,y) + xd5u(z,y) =0 ((z,y) € (0,1)*)

egyenlet a (0,1)2 C R? tartomany minden pontjaban elliptikus, mert az
A(z,y) egylitthatéméatrix sajatértékei z, z. Az egyenlet azonban nem egyen-
letesen elliptikus a tartomanyon, hiszen (A(z,y)p, p)/|p|*> = x, ami tetszdle-
gesen kicsi lehet.

6.2. Az egyenletek kanonikus alakja

Megmutatjuk, hogy allando6 egyiitthatos esetben a alaki masodrendi,
férésziikben linearis egyenletek férésze a harom alapegyenlet, vagyis a Pois-
son, hullam- vagy hévezetési egyenlet f6részének valamelyikére transzformal-
hatok attol fiiggsen, hogy elliptikus, hiperbolikus vagy parabolikus-e az adott
egyenlet a tartoményon. Tekintsiik el6szor a mésodrendt férészében linearis
allando6 egyiitthatos

n
Z a;;0;0ru = g o (id,u, O, . .., 0phu) (6.4)
J,k=1
egyenletet az {0 C R” tartomanyon, ahol aj;, € R és feltessziik, hogy a;i =
=ak; (j,k =12,...,n). A transzforméci6 lényegében azonos a linearis al-
gebrabol jol ismert kvadratikus alakok négyzetosszegekké valod alakitasaval.
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Jelolje az A egyiitthatomatrix (amely most minden pontban ugyanaz) sajat-

értékeit A1, ..., A\, és a hozza tartozo6 ortonormalt sajatvektorokat sy, ..., s,.
Ekkor a linearis algebra f&tengelytétele szerint sajatvektorokbol, mint osz-
lopvektorokbol képzett B = (s1, ..., s, ) matrix ortogonalis, azaz BT = B~1,
tovabba
A 0
A2
BTAB =

Legyen

dii 0

da2 1/\/\], haX; #0

e Sq e— J J ?

D := , ahol djj:= { 1 ha A — 0.
O dTL’IL

Ekkor a C := BD matrixra teljesiil, hogy

sgn Ap O
sgn Ay

O | sgn A,

Célszert ezért bevezetni z € Q helyett az y = CT 2 4j fiiggetlen valtozot, és
u helyett a v(y) = u(z) ismeretlen fiiggvényt. Koordinatakkal kifejezve

CTAC = (BD)TA(BD) = D(BYAB)D =

n
Yp = Zcszg (p=1,...,n),
=1

igy a lancszabaly alkalmazéséval

n n

Oju(x) = Zapv(y)ajyp = Zapv(y)cjp (j=1,...,n), (6.5)

p=1 p=1

amelyet ismét derivalva

0;0ku(z) = Z 0p0qv(Y)ejpcrqy (4, k=1,...,n).

p,q=1
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Ezt a (6.4)) egyenlet bal oldalaba helyettesitve

n

D %ohu(z) =Y a Y Bpdgv(y)eiperg = D v(Yy) Y Cipncrg-

j,k=1 g, k=1 p,q=1 p,q=1 J,k=1

Vegyiik észre, hogy Z?,k:l CjpQjkCkq Nem mas, mint a CT AC matrix p-edik
soranak g-adik eleme, vagyis p = ¢ esetén sgn A, kiilénben pedig 0. Kovetke-
zésképpen a egyenletet a v ismeretlen fliggvény bevezetésével az alabbi
alakra transzformaltuk a (C7)~1(Q) tartomanyban:

Z(sgn Ap)O2v =G o (id,v,01v,...,0,0). (6.6)

p=1

A egyenletet a (6.1]) egyenlet kanonikus alakjinak nevezziik.

6.7. Megjegyzés. Sok esetben célszerl az egyenletek bal oldalara, mint deri-
valas operatoraira gondolni. Az el6bbi transzformacio valojaban a kdvetkezs
operatoros alakban is irhato. Vezessiik be a V = (94, . . ., d,,) nabla operatort,
amelyet sorvektornak tekintiink. Ekkor a egyenlet bal oldala a

vVAVTy
alakba irhat6é, mésrészt pedig az
y=CTx

koordinatatranszformacioval kapott a (6.5)) Osszefliggés az x és y valtozoban
hato V. és V, operatorokkal kifejezve

V,=V,0",

vagyis az operatorok kozotti attérési matrix éppen a koordinatatranszforma-
ci6 attérési matrixdnak inverze. Kévetkezésképpen

V. AV, T =V,CTA(V,C")T =V, (CTAC)V],

ahol CT AC diagonalis matrix, amelynek f6atlojaban +1 szamok allnak. Vé-
giil jegyezziik meg, hogy az y = CTz koordinatatranszformacio attérési mat-
rixa (CT)~! = BD™!, amelynek oszlopvektorai v/|A1]s1, ..., /[Anlsn (\; =
= 0 esetén a +/|\;| tényezdvel nem szorzunk) az Gj béazisvektorok. Az eldbbi
operatoros feliras egy alkalmazasat lathatjuk majd a Példaban.

6.8. Kovetkezmény. A (6.1) egyenlet kanonikus alakja



6.2. AZ EGYENLETEK KANONIKUS ALAKJA 79

o clliptikus (A1 > 0,..., A, > 0) esetben
Zﬁzv = G o (id,v,01v,...,0,v),
p=1

amelynek bal oldala éppen a Poisson-egyenlet bal oldala;

o hiperbolikus (A1 > 0, 2 < 0,..., A\, <0) esetben

v — Z@gv = G o (id,v,0v,...,0n),
p=1

amelynek bal oldala az (n — 1)-dimenzids hulldmegyenlet bal oldaldnak
tekinthetd, ha az elsé vdltozot tekintjik az idének (vagyis t-nek);

e parabolikus (A =0, > 0,...,\, > 0) esetben

n

Z@QU = Go (id,v,hv,...,000),

p
p=2

amelynek bal oldala az (n—1)-dimenzids staciondrius hdvezetési egyenlet
bal oldaldnak tekinthetd.

Tegyiik most fel, hogy az egyenletiink linearis, alland6 egyiitthatos:

Z ajkﬁjaku—&—ijaju—i—cu = f, (6.7)

jk=1 j=1

az el6bbiekben mar ismertettiik, ezért feltehets, hogy az egyenletiinket egy
alkalmas y fiiggetlen valtozo és v(y) = u(z) ismeretlen fiiggvény bevezetésével
a kovetkezd alakra hoztuk:

n

Z(sgn Ap) 020 + Z BpOpv + v = F.

p=1 p=1

Ismét egy 1j ismeretlen fliggvényt vezetiink be, amellyel probaljuk elérni,
hogy az elsérend és nulladrendi tagok egyiitthatoi koziil minél tbb nullaval
legyen egyenls. Legyen

V(y) = v(y) exp (Z Oéeye> :
=1
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ahol az ay paraméterek értékét kés6bb hatérozzuk meg. A lancszabaly alkal-
mazasaval

Opv(y) = [0V (y) =V (y)] exp ( Z am)

illetve
P2u(y) — [PV (y) — 20,0,V (y) + a2V (y)] exp ( zy>

Mindezeket a (6.7)) egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

n

Z(sgn)\ Z — 20, (sgn Ap)]0, V(YY) +

- Z Bpap + Z(Sgn )\p)%% V(y) = F(y) €xXp (Z Ozz.w) . (6'8)
p=1 p=1 =1

Ha valamely p esetén A, # 0, akkor oy, = ,/(2sgn \,) valasztéassal a
egyenletben 0,V egyiitthatoja nullaval egyenls. Ezenkiviil, ha van olyan p
index, amelyre A, = 0, de 8, # 0, akkor V egyiitthatojat tehetjiik nullava.
Kovetkezésképpen az oy, paraméterek alkalmas megvalasztdsa utan a
egyenlet az alabbi alakok valamelyikére hozhat6:

n

> (sgn)p)0pV +dV =G (6.9)
p=1
vagy
D (sgud)RV + > B0,V =G. (6.10)
p=1 p
Ap=0

A és (6.10]) egyenleteket a (6.7) egyenlet kanonikus alakjinak nevezziik.

6.9. K6vetkezmény. Az dllandd egyiitthatds mdsodrendd linedris egyenletek
kanonikus alakja

o clliptikus (A1 > 0,..., A, > 0) esetben
YRV +dV =G,
p=1

vagy révidebben AV +dV =G ;
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e hiperbolikus (A1 > 0, 2 < 0,..., A\, <0) esetben

RV =Y RV +dV =G,

p=2

amit révidebben 0V — AV +dV = G alakba is irhatunk, ha az elsé
vdltozot tekintjik az idének (t-nek), amelyet a A operdtorba nem értink
bele;

e parabolikus (A1 = 0,2 <0,..., A\, <0) esetben

POV = 0V =G,

p=2

A B1 =0 eset érdektelen, hiszen ekkor egy (n — 1)-dimenzids elliptikus
egyenletet kapunk, amelyben az elsd vdltozo csak paraméter. A 51#0
esetben egy tjabb koordindtatranszformdcidval, nevezetesen 91 :=B1y1
helyettesitéssel elérhetd, hogy 01V egyiitthatdja 1 legyen, igy a kanoni-
kus alak

V- RV=a,
p=2
ami a 8,V — AV = G alakra egyszerisidik, ha ismét az elsé vdltozot

tekintjik az idének, amelyet a A operdtorba nem értink bele.

6.10. Példa. Végezziik el a
40100u +20u +u=x+y ((z,y) € R?)

egyenlet kanonikus alakra valo transzformacidjat! Az egyes valtozok megkii-
16nboztetése érdekében célszerd attérni a d, és 0, jelolésekre:

40,0,u+20,u+u=z+y ((z,y) € R?). (6.11)

Az egyenlet férészének egyiitthatoméatrixa

0 2
1=(0)

igy a karakterisztikus egyenlet A2 —4 = 0, amelynek gyokei -2, a sajatértékek.
1
— < ! ) vektorok ortonormalt sajat-

7 (1) (0

vektorok. Szorozzuk mindkét sajatvektort a hozzé tartozo sajatérték abszolut

Konnyen lathato, hogy az

értékének gyokével, és valasszuk az igy kapott G), (_11> vektorokat az 1]
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Y 3
% Tty
| =
31 z nzwgy
o
n

6.1. abra. Koordinatatranszformacio

koordinatatengelyeknek (lasd a abrat), ekkor a transzforméacio attérési

matrixa
1 1
s=(1 1)
amelyre
1 1
_ 2 2
S =
(1 1
2 2
Ennek alapjan vezessiik be a (£,1) = S™1(x,y) koordinatékat, azaz
_zty
5 - 2 9
_*T7y
77 - 2 9

tovabba legyen v(€,n) = u(x,y) (valojaban ennek a transzformécionak az in-
verzét hajtottuk végre a Példaban). Ekkor az 1) koordinatékra transz-
forméalt egyenlet f6részének egyiitthatomatrixa

1 0

0 —-1)°
Masrészt az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyabol egyszerd szémolassal
adodik, hogy

1
(Orule,y), Dyule,y)) = @ev(&m) dpo&m) - | 5 % | =
2

1 1 1 1
= (2857](5777) + 587]1}(5777)? 5851](5777) - 28771)(€a77)) )
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ami azt jelenti, hogy dyu = 29.v — 30, v. Ezek alapjén a kiindulasi (6.11)
egyenletiink a
8?11 - 021} +0cv—Opgv+v =2 (6.12)

alakot 6lti. Hatra van még az alacsonyabb rendd tagok transzformécioja. Ve-
zessiik be a w(&, n) =v(&,n)e AN fiigavényt, vagyis v(&,n) =w(&,n)e~*¢ A1,
ahol az «, 8 konstansok értékeit szeretnénk meghatarozni. R6vid szémolassal
adodik, hogy

Dev(€,m) = D€ me " — (€, e,
aﬁv(ﬁ, n) = agw(ﬁ, n)e—aﬁ—ﬂn _ 2048510(5,77)6_0‘5_5’7 4 a2w<£ 77)6_0‘5_57’7

valamint

Dyu(&,m) = Byw(€,m)e” EB1 — Bu(&, m)e P,
Oyu(&,m) = Oqw(& me™ ™ — 280w (&, m)e™ 7 + BRw(Em)e” ¢,
Ezeket a egyenletbe helyettesitve kapjuk a
OFw (&, m)e™ 7 — 92w (&, m)e P 4 (1 — 20)Dew(&, m)e P +
+ (1= 2B8)0w(&,n)e P+ (1+ B —a— B2+ a*)w(E n)e P =2¢

egyenletet. A fenti alakbol latszodik, hogy célszertd az o = 8 = 1/2 valasztas,
hiszen ekkor az elsérendd tagok kiesnek és a fenti egyenlet a

85211}(5, "7)6_%(5—“7) - 32w(§,77)e_%(5+") + w(f,n)e_%(@‘ﬁ) =92¢

alakra egyszertisodik. Atszorzassal kapjuk, hogy a (6.11)) egyenlet kanonikus
alakja
1
Ofw — Opw 4w = 262D ((¢,1) € R?).

Egy masik példaként a [6.7] Megjegyzésben targyalt operatoros értelmezést
alkalmazzuk masodrendii allando egyiitthatos linearis egyenletek megoldasa-
inak meghatarozéaséra.

6.11. Példa. Hatarozzuk meg a
Ofu — 20105u — 303u =0 R?

masodrendt differencidlegyenlet u € C?(R?) klasszikus megoldasainak alta-
lanos alakjat! ElGszor is célszert attérni a

Pou — 20,0,u — 30;u =0 (6.13)
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jelolésre, mert a késébbiekben koordinatatranszforméaciot fogunk végrehajta-
ni. Vegyiik észre, hogy a 0, és 0, operatorok segitségével a (6.13) egyenlet
a

(0 + 8,) (D — 30,)u =0

alakba irhat6. Erdemes lenne tehat attérni (€, 7) koordinatakra ugy, hogy

{agzaﬁay, (6.14)

0, = 0 — 30,

teljesiiljon, hiszen ekkor a (6.13)) egyenlet v(&,n) = wu(z,y) fliggvényre a
deOyv = 0 alakot Olti, amely egyenletet a 4.7} Példdban targyaltunk. Ezt
7 szerint integralva J:v(&,n) = f(£), ahonnan 7 szerinti integralassal kapjuk,

hogy v(€,n) = f(€) + §(n). A (6.14) transzformécio matrixos alakja

@0) = 0.0) (1 ),

igy a[6.7 Megjegyzésben foglaltak alapjan

@ =en (i L),

azZazZ
r=§+n, y=§—3n,
ezért
3z +y
5_ 4 b
_T*T-Yy
n= 1

Végeredményben tehat v(€,n) = f (3x+y) + g(%%), vagyis a (6.13) egyenlet
klasszikus megoldéasai u(z,y) = F(3z +y) + G( y) alaktak, ahol F,G €
€ C%*(R) tetszoleges fiiggvények.

6.12. Megjegyzés. A mésodrend, f6résziikben lineéris egytitthatos egyenle-
tek n > 2 esetén altaldban nem transzformélhatok kanonikus alakra az egész
tartomanyban. A kétdimenzios esetben azonban a kanonikus alakra hozatal
elvégezhets egy tgynevezett karakterisztikus egyenlet (amely egy els6rendii
parcialis differencidlegyenlet), illetve a karakterisztikik segitségével. A rész-
leteket illetGen lasd a [13] [80] konyveket, illetve illusztracioként a Fel-
adatot.
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6.3. Feladatok

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Vizsgéaljuk meg, hogy az alabbi masodrendii lineéris differencialegyen-
letek hol milyen tipustuak!

a) Ofu+ 6010ou + d3u =0 R%-ben,

b) 60?u + 8910ou + 893u + 201 03u + +69205u + 1003u = 0 R3-ben,

¢) (z+y)0tu+ 2,/Tyd1dou + (x + y)d3u =0 ((z,y) € R?,zy > 0).
Mutassunk olyan differencialegyneletet, amely RT x R*-on elliptikus,
R*T x R™-on és R~ x RT-on hiperbolikus. Igaz-e, hogy egy ilyen dif-
ferencialoperator {0} x RT-on parabolikus? Igaz-e, hogy {0} x R*-on

tagabb értelemben parabolikus? Mi a helyzet, ha az egyiitthatofiiggve-
nyek folytonosak R2-en?

Mutassunk olyan differencialegyenletet folytonos egyiitthatofiiggvények-
kel, amely R™ minden pontjaban elliptikus, de nem egyenletesen ellip-
tikus R™-en!

Adjunk meg Q0 C R™ korlatos tartomanyon folytonos egytitthatofligg-
vényekkel olyan differencidlegyenletet, amely az 2 tartomany minden
pontjaban elliptikus, de nem egyenletesen elliptikus 2-n!

Igazoljuk, hogy ha egy differencialegyenlet egyiitthatofiiggvényei Q-on
folytonosak, és az egyenlet €2 minden pontjaban elliptikus, akkor az
egyenlet egyenletesen elliptikus 2-n, s6t léteznek cg, c; > 0 konstansok

ugy, hogy

colpl? < (A(zo)p,p) < c1|p|* minden p € R™ és x € Q esetén!

Adjunk meg a, b, c nemkonstans kétvaltozos polinomokat tgy, hogy az
a(w,y)0fu + b(z,y)010su + c(z,y)dBu =0 ((z,y) € R?)

mésodrendi lineéris differencidlegyenlet a fels§ nyilt félsikban ellipti-
kus, az also nyilt félsikban pedig hiperbolikus legyen!

Adjunk meg a, b, c nemkonstans kétvaltozos polinomokat tgy, hogy az
a(z,y)0%u + b(x,y)0100u + c(x,y)03u =0 ((z,y) € R?)

maésodrendi linearis differencidlegyenlet az y = 1 és y = —2 egyenleti
egyenesek kozotti végtelen nyilt savban elliptikus, az y > 1 és y < —2
nyilt félsikokban pedig hiperbolikus legyen!



86

6. MASODRENDU LINEARIS EGYENLETEK KANONIKUS ALAKJA

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

Adjunk meg a, b nemkonstans kétvaltozos polinomokat tgy, hogy az
a(z,y)0fu + 2201 00u + y?0e01u + b(z,y)03u =0 ((z,y) € R?)

masodrend linearis differencidlegyenlet elliptikus legyen a B(0,1) kor-
lap belsejében és az R? \ B(0,2) végtelen korgytirt belsejében, tovabba
hiperbolikus legyen a B(0,2)\ B(0,1) korgytirii belsejében, ahol B(0, R)
jeloli az origd kozépponti R sugari zart korlapot a sikon.

Transzformaljuk kanonikus alakra a kévetkezd mésodrendi differenci-
alegyenleteket!

a) Ofu+2010bu+Bu+dutu=z—y ((z,y) €R?),
b) Ou + 403u + O3u + 40109u + 201 03u + 40203u + 2u = 0 R3-ben.

Hatarozzuk meg az alabbi masodrendti differencialegyenletek u € C?(IR?)
klasszikus megoldasainak altalanos alakjat!

a) 30%u — 5010ou — 203u + 301u + Oou = 0 R2-ben,
b) 0?u — 201u — 302u + 6u = 2e*Y  RZ-ben.
Keressiik meg az alabbi Cauchy-feladat u € C?(R?) megoldasat!
812’“(3373/) + 28182U($7y> + (93(,@7:1/) + U(l’7y) =1+ Yy ((l‘,y) € R2)7
u(z,0) =0 (z€R),
Ou(0,y) =0 (z €R).

A masodrendt, férészében linearis

Oiu(x,y) — 20010xu(z,y) + 2203u(z,y) =0 ((z,y) € R?)  (6.15)
egyenlet karakterisztikus egyenlete az els6rendi
(Orw(@,y))* = 2z01w(z, y)0ew(z,y) +2° (Daw(w,y))* =0 ((z,y) € R?)
egyenlet.

a) Keressiik meg a karakterisztikus egyenlet w € C?(R?) megoldasa-
it !

b) Legyen w € C?(R?) a karakterisztikus rendszer egy megoldésa.
Ekkor a {w = 0} gorbét a méasodrendi egyenlet karakterisztikdja-
nak nevezziik. Hatarozzuk meg a (6.15) egyenlet karakterisztikait!

c) Legyen ¢ € C?(R?) a karakterisztikus rendszer egy megoldésa.
Mutassuk meg, hogy ekkor a v(z, y) = u(x, p(x, y)) helyettesitéssel
a (6.15) egyenlet kanonikus alakra hozhato!



7. fejezet

A Laplace- és
Poisson-egyenlet

Az élet csak két dologra jo: matematikdt felfedezni és mate-
matikdt tanitans.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

A fejezet tartalma. Ertelmezziik a Poisson-egyenletnél valamivel al-
taldnosabb elliptikus egyenletre vonatkozé klasszikus peremérték- és
sajatérték-feladatokat, majd megvizsgaljuk a megoldasok egyértelmii-
ségét. Egyszerd tartomanyok esetében meghatarozzuk a Laplace-ope-
rator sajatértékeit és sajatfiiggvényeit, és ezek segitségével a perem-
érték-feladatok megoldasait Fourier-sor alakjaban allitjuk els. Foglal-
kozunk tovabba a Laplace-egyenlet megoldésaival, az igynevezett har-
monikus fliggvényekkel, az ezekre vonatkozé maximum- és minimum-
elvekkel és kovetkezményeivel, valamint a kozépérték-tulajdonsiggal.
Végiil az alapmegoldas és a Green-fiiggvény fogalméanak felhasznalasa-
val formulat adunk peremérték-feladatok klasszikus megoldésaira.

7.1. Elckésziiletek

Mielstt nekilatnank a Laplace- és Poisson-egyenlet konkrét vizsgalatanak, ér-
demes réviden Osszefoglalni az egyenletek fizikai hatterét, és néhany hasznos
Osszefiiggést, amelyek a késGbbiekben segitségiinkre lesznek. A kapcsolodd
fizikai példak részletes targyalasa az ] fejezet [5.2] és[5.2.3] szakaszaiban ta-
lalhatok meg.

87
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7.1.1. Fizikai hattér

A fizikai példakrol szolo B fejezetben megismerkedtiink az Q C R™ tarto-
ményban 1év6 inhomogén kézeghen végbemend staciondrius hdvezetés folya-
mataval. Ez azt jeleneti, hogy az 2 tartomény pontjainak hémérsékletét leird
u: 0 — R fliggvény id6ben allandd, a hémérséklet csak térben valtozik. Ekkor
a folyamatot a kovetkez§ parcialis differencidlegyenlettel irhatjuk le:

—div(kgradu) = f Q-ban,

ahol k: Q — R a hévezetési egyiitthatofiiggvény és f: Q — R a forrastag,
amely a tartomanyban 1évs héforrasok és nyelSk eloszlasat adja meg (f >0
esetén az adott pontban héforras, f < 0 esetén hényels talalhato). For-
rasra gondolhatunk példaul tigy, mint egy szobaban elhelyezett radiatorra,
vagy valamilyen (exoterm vagy endoterm) kémiai reakcio soran felszabadulo
vagy elnyel6dd hore. A fenti egyenletbdl a k = 1 konstans esetben kapjuk a

Poisson-egyenletet, azaz
—Au=f Q-ban,

ahol
u— Au = div(grad u)

a Laplace-operdtor. A Poisson-egyenlet homogén jobb oldali specialis esete-
ként a Laplace-egyenletet nyerjiik:

—Au=0 Q-ban.

Noha a negativ elGjelnek tulajdonképpen nincs lényeges szerepe, féleg a
Laplace-egyenlet esetében, azonban a fizikai motivacié miatt mégis fontos-
nak érezziik megtartani. Ez egyrészt a mogottes fizikai tartalom miatt le-
het célravezets, masrészt, ami talan ennél lényegesebb, a —A, illetve az
u > —div(kgrad u) differencidloperator a funkcionalanalizis szempontjabol
agynevezett pozitiv operator, a sajatértékei nemnegativak, és talan a pozitiv
tulajdonsagokat jobban szeretjiik a negativaknal.

Ha a Poisson-egyenletben a negativ elGjelt6l eltekintiink, akkor a

Au=f

egyenlet u megoldasara ugy tekinthetiink, mint annak a vektormezének a
potencialja (példaul elektromosségtanban az elektromos mez6 potenciélja),
amelynek divergencidja f (amely lehet példaul az elektromos toltésstirtiség).

7.1. Torténeti megjegyzés. A Laplace-egyenlet Pierre-Simon Laplace (1749—
1827) francia matematikus és fizikus nevét viseli, aki megmutatta, hogy for-
rasmentes vektormezs potencialja ezt az egyenletet elégiti ki. Laplace {6 mtive
az Egi mechanika, amely a klasszikus mechanika elméletét a kalkulus nyelvére
forditott le. Laplace tanitvanya Siméon-Denis Poisson (1781-1840), aki meg-
mutatta, hogy forrasok esetén a potencial a Poisson-egyenletnek tesz eleget.
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Visszatérve a stacionérius hévezetés folyamatahoz, attol fiiggden, hogy az €
tartomany peremén milyen folyamat megy végbe, kiillonb6z6 peremfeltétele-
ket adhatunk meg. Példaul elirhatjuk a peremen a h&mérsékletet, vagy a
héaramot az id6 fliggvényében, illetve a peremen a kozeggel hGcsere is vég-
bemehet Newton lehiilési térvénye szerint. E peremfeltételeknek a stacionéri-
us hévezetés egyenletéhez vald csatolasaval nyerjiik a kiilonbozé peremérték-
feladatokat.

A fejezetben 6 célunk a Laplace- és Poisson-egyenletek és a hozzajuk kapcso-
16do kiilonféle peremfeltételek segitségével nyert peremérték-feladatok meg-
old4saival kapcsolatos egzisztencia (azaz létezés) és unicitasi (azaz egyértel-
miiségi) kérdések vizsgéalata, tovabba a megoldasok tulajdonsagainak tanul-
méanyozasa. A megoldasok létezése mar e két egyszeriinek latszd egyenlet
esetében is igen nehéz és rengeteg szamolast igénylS probléma, ezért csak a
f6bb eredményekre fogunk kitérni. Az egyértelmtiségi kérdések viszont sok-
kal konnyebben kezelhetSk, olyannyira, hogy célszerd a vizsgalodasainkban
nem csupan a Laplace- és Poisson-egyenletekre szoritkozni, hanem egy kissé
altalanosabb alakt egyenlettipust tekinteni, méghozza a

—div(pgradu) + qu = f Q-ban, (7.1)

alakt egyenleteket, ahol p € C1(Q), ¢ € C(2) adott fiiggvények. Latni fogjuk,
hogy ez az egyenlettipus sok esetben, példaul a megoldasok egyértelmisége,
egyes tulajdonsagai, vagy éppen a sajatértékekek szempontjabol ugyanolyan
modon kezelhetd, mint a Poisson- vagy a Laplace-egyenlet.

A egyenletre (és specialis eseteire) vonatkozo peremérték-feladatok ta-
nulményozasa lényegében két {6 Gsszefliggésen fog mulni, amelyeket lépten-
nyomon alkalmazni fogunk: ezek a Green-formuldk. Miel6tt tehat nekilatnank
a (7.1) egyenletre vonatkozé problémék vizsgalatanak, érdemes az

ur— —div(pgradu) + qu

operatorra vonatkozé Green-formulakat megfogalmaznunk.

7.1.2. Green-formulak

A Green-formulak megfogalmazasahoz, illetve a késSbbiekben is sziikségiink
lesz a szoban forgd tartomanyok peremének megfelel§ simasagara. A sorra ke-
riils osszefiiggésekben altalaban elegendd, ha a tartomany pereme Lipschitz-
folytonos, azaz minden pontja koriil lokalisan egy Lipschitz-folytonos fiigg-
vény grafikonjaval azonosithat6. Sok esetben azonban ilyen altalanos perem
mellett a bizonyitasok nehézkessé, technikassa valnak. Emiatt gyakran folyto-
nosan differencidlhato, vagy véges sok folytonosan differencidlhaté darabbol
allo peremet célszert feltételezni. A tovabbiakban e nehézségek elkeriilésére
(kissé pongyolan) egyszertien sima peremd tartomanyokrol fogunk beszélni,
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amely alatt mindig azt értjiik, hogy elegendSen sima. A pontos feltételeket
illetGen az [I] monografiat ajanljuk, amely részletesen targyalja a perem si-
masaganak kérdését.

Az elsd (vagy mas néven antiszimmetrikus) Green-formula (vagy Green-tétel)
az egydimenzios parcialis integralas szabélyanak tobb valtozora valo dltalano-
sitasa, amelyet kétféle alakban is megfogalmazhatunk. Az els6 Green-formula
koordinatas alakja a kdvetkezo.

7.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy u € C%*(Q), v € CY(Q) és p € C1(Q), ahol

Q C R™ korldtos, sima peremd tartomdny. Ekkor minden j =1,...,n esetén

/Uaj(paju) :—/pajuﬁjv—&—/ pvojuv; do. (7.2)
Q Q o0

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a g = vpd;u fiigg-
vényre, ekkor
0;9 = v0;(pdju) + pdjud;v,

Igy
/(vaj(paju) + pdjud;v) :/ pvdjuv; do,
Q a0
ahonnan atrendezéssel adodik a bizonyitandé Osszefiiggés. O
Az els6 Green-formula koordinatas alakjat az v = (uq,us,...,u,) vektor-
értéki fliggvény koordinatafiiggvényire alkalmazva, majd a j = 1,...,n in-

dexekre Osszegezve, a divergencia definicidjanak figyelembe vételével kapjuk
Green els§ formulajanak masik alakjat (az irodalomban gyakran ezt hivjak
els6 Green-formulanak, s6t leginkabb csak a p = 1 specialis esetét).

7.3. Tétel (Green elsé formuléja). Tegyik fel, hogy u € C? (Q), ve CYQ)
és p € CH(Q), ahol Q C R™ korldtos, sima peremi tartomdny. Ekkor

/ vdiv(pgradu) = — / pgradu - grad v + / pvo,udo.
Q Q o0

7.4. Megjegyzés. A pontossag kedvéért jegyezziik meg, hogy egy dimenzidoban
0 = (a,b) esetén egyrészt a tartomany peremének sima volta semmitmondo
feltétel, masrészt pedig az u fiiggvény a és b pontokbeli normalis iranyt deri-
valtja —u/(a) és u'(b) modon értelmezett. Ekkor az els6 Green-formula, vagy
annak koordinatas alakja igy irhato

b b
/ o(pu') = / o+ opu P,
a a

ami nem mas, mint a parcialis integralés tétele.
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Az els6 Green-formula egyszert kovetkezménye a mdsodik (vagy szimmetri-
kus) Green-formula.

7.5. Tétel (Green masodik formulaja). Legyen u,v € C*(Q) és p € C1(Q),
ahol Q@ C R™ korldtos, sima peremd tartomdny. Ekkor

/ (vdiv(pgradu) — udiv(pgradv)) = / (vO,u — ud,v) do.

Q o0

Az irodalomban, és a torténeti hiiség szempontjabol, az el6bbi tételeknek
leginkabb a A operatorra vonatkoz6 p = 1 specialis esetét szokas Green-
formulaknak nevezni, ezért aldbb mi is kimondjuk igy a tételt.

7.6. Tétel (Green-formuldk). Legyen Q C R™ korldtos, sima peremi tarto-
mdny. Ekkor u € C%(Q), v € C1(Q) esetén

/ vAu = f/ grad u - grad v + / vo,udo.
Q Q a0

Ha u,v € C*(Q), akkor

/ (vAU — uAv) = / (vO,u — udyv) do.
Q o0

7.7. Megjegyzés. A kés6bbi alkalmazasok szempontjabol fontos megjegyezni,
hogy a Green-formulak Lipschitz-tartoményok esetében gyengébb feltevések
mellett is érvényesek. Nevezetesen, ha 2 C R"™ korlatos, Lipschitz-peremt
tartomany, akkor Green els6 formuldja abban az esetben is igaz, ha u €
€ C%(Q) N CH(Q), amelyre div(pgradu) € L(Q2). Green masodik formul4ja-
ban hasonléan gyengitve az u-ra és v-re vonatkozo simasagi feltételt, a tétel
tovabbra is érvényben marad.

7.8. Torténeti megjegyzés. George Green (1793-1841) brit fizikus, akinek {6
miive az 1828-ban kiadott Esszé a matematikai analizisnek az elektromossdg-
és mdgnességtanban vald alkalmazdsdrol, lasd [33]. Ebben fogalmazta meg
tobbek kozott a A operatorra vonatkozo Tételbeli Green-formulakat
harom dimenzoéban, tovabba alkalmazta elektromossagtani és mégnességta-
ni vizsgalatokban, amely e két tudoményag kiindulopontjava valt. A miivet
mindossze 51 példanyban adtak el, f6leg Green ismerdsei korében, a jelentd-
ségét csak Green halala utan ismerte fel elGszor 1846-ban William Thomson
(Lord Kelvin).

Green életitja nem volt mindennapi, 40 éves koraig molnarként dolgozott
Nottingham mellett, és ezalatt gyakran latogatta a nottinghami kényvtarat.
Matematikai tudasat valosziniileg ezalatt szerezte, és ekodzben irta meg 6
miivét. 40 éves kordban iratkozott be egy f&iskolara, amelyet el is végzett,
majd ezt kovetGen a Cambridge-i Filozofiai Tarsasag tagja lett. Green nem
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érte meg, hogy neve hiressé valjon (ahogy még ma is az). 1845-ben, az akkor
21 éves William Thomson olvasta Robert Murphy elektromossagtanrol szélo
1833-as miivét (lasd [60]), amely idézte Greent (és Murphy ebben a miiben
vezette be a A jelolést a Laplace-operatorra). Thomson ekkor elolvasta Green
1828-as miivét, és azonnal felmérte a jelentGségét.

7.2. Specialis megoldasok

Altalaban egy konkrét egyenlet vizsgalatat gyakran célszert valamilyen spe-
cidlis alakt megoldés elgallitasaval kezdeni, mert a konkrét megoldas vagy
megoldassereg sokszor képet adhat az altalanos megoldasokrol, illetve szamos
esetben az egyenlet altalanos megoldésa elGallithatd specialis megoldésok se-
gitségével. A Laplace-egyenlet esetében természetesen tobbféle alaku specialis
megoldasokat kereshetiink, ezzel kapcsolatban lasd a Feladatokat.
Szamunkra a legfontosabb az tgynevezett radidlis megoldasok csaladja.

7.2.1. Radialis megoldasok

A Laplace-egyenlet egy lényeges tulajdonsaga az ortogonalis transzformaci-

Egy ilyen transzformaciot egy Q € R™*™ ortogonalis métrix segitségével ir-
hatunk le, ahol a méatrix oszlopvektorai jelentik az Gj ortonormalt (vagyis
egymésra merdleges és egység hosszlisagti) bazisvektorokat, igy QTQ = I
az n X n-es egységmatrix. Az 1j bazisban a koordinatakat az y = Q7 'z =
= QTx transzformacio adja meg, igy egy u(x) fiiggvény az 1j koordinatakban
u(z) = u(Qy) = U(y) alaku.

7.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy az uc C*(R™) figgvényre Au(x)=0 (xcR").
Legyen Q €R™ ™ tetszéleges ortogondlis mdtriz, és vezessiink be az y=Q 'z
koordindtdkat. Ekkor az U(y) = u(z) figgvényre AU (y)=0 (y € R™).

Bizonyitds. Legyen QQ = (qij)ﬁ j—1- Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya
alapjan
grad U(y) = grad u(Qy) - Q
fgy .
U (y) = 0u(@Qy)ji, (7.3)
j=1
amit ismét alkalmazva

n n n

RU() =0k | Y 0u(Qu)gin | =YD 0iju(Qy)qerg;r-

Jj=1 j=1¢=1



7.2. SPECIALIS MEGOLDASOK 93

Ebbdl kovetkezGen

AU(y) = Z@%U(y) = Z Z A u(QY)aengjr =

k=1 k=1 j=1 (=1
n n n
= Z Z 9o u(Qy) Z qeeqjk-
j=1 =1 k=1

Vegyiik észre, hogy ZZ:l qeiqjr @ @ matrix j-edik és f-edik sordnak skalar-
szorzata, amely 0, ha j # ¢, és 1, ha j = . Ezt az észrevételt felhasznalva
kapjuk, hogy

AU(y) = Z 97u(Qy) = Au(Qy) =0,

amit bizonyitani kellett O

7.10. Megjegyzés. A bizonyitast formalisan a V = (0y,...,0,) nablavektor
segitségével is elvégezhetjiik, ahogy ezt a Megjegyzésben is tettiik. Az
y = Q 'z koordinatatranszformécioval kapott Osszefiiggés azt jelenti,
hogy az x és y valtozoban hatoé V, és V, operatorokra

V.=V, Q"
és igy
A=V, - VI=V,Q ' (V,Q ") =V, (QTQ)V, =V, -V, =A,.

A Laplace-egyenlet forgatasra és tiikrézésre vald invarianciaja motivalja, hogy
keressiik meg az egyenlet radidlis megolddsait, vagyis az u(x) = U(|z|) alaka
megoldasokat. Ehhez célszert radialis fliggvényekre felirni a Laplace-operatort.
A rovidség kedvéért a tovabbiakban az

ro=lz|=y/23+ -+ 22

jelolést fogjuk hasznélni.

7.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy u(x)=U(|z|)=U(r) (x#0), ahol U: R* —R.

Ekkor
1

rnfl

Au(x) = (r”_lU’(r))/ (r #0). (7.4)

Bizonyitds. Az Osszetett fliggvény derivélasi szabalya alapjan

@i+ +ad) Fan =2 0)
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ezért j = 1,...,n esetén

igy
2 1" / 1 " Z‘? / 1 Z‘?
Oju(z) = U"(r)0;rr +v'(r) (r — 7a28j7’> =U (7’)74—2 +U'(n)|-——=].

Ebbdl kovetkezben

3

Au(z) = Z@fu(x) =
j=1

]

_ o= Ly (n -z xj) — ")+ Lo,

r2

vagyis

Au(z) =U"(r) +

7.12. Megjegyzés. Az n = 2 specialis esetben a (|7.4) képlet a

1
AU(r) = = (rU'(r))
r
alakot 6lti, amely specidlis esete a Laplace-operator polarkoordinatas alakja-

nak, lasd a Feladatot.

7.13. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy u(x) = U(|z|) = U(r) (x #0), ahol
U:RT = R. Ha Au=0, akkor

® b han>3,

rn—2

alogr+b, han=2,
U(r) =

ahol a,b tetszdleges konstansok.
Bizonyitds. A Allitas alapjan
1

Tnfl

Au(z) = (r"~'U’'(r)) =0,

amelynek mindkeét oldalt integralva kapjuk, hogy log |U’(r)| = (1—n) logr+c,
azaz U'(r) = Cr'=", ahol C tetsz6leges konstans. Innen az allitas integralas
utédn azonnal adodik. O
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A radialis megoldéasok az origdban szinguléarisak, azonban lokélisan integral-
hato fiiggvények.

7.14. Allitas. A . Kévetkezményben értelmezett u fiigguényekre u €
€ LL (R™).

loc

Bizonyitds. Az integralhatdsag természetesen csak az origd kornyezetében
kérdéses és nyilvan feltehets, hogy b = 0. Legyen R > 0 rogzitett, ekkor

n > 3 esetén
R
/ / u(x) doy dr
0 S(0,r)

/ u(zx) dx
B(0,R)
R R
g/ / %dade:Cg/ rdr < oo,
o Json) " 0
n—1

felhasznalva, hogy a 0 kézéppontu r sugarta S(0, r) gombfeliilet felszine w,r™ 1,
ahol w,, a 0 kozépponti egységsugaru gombfeliilet felszine. Az n = 2 esetben
pedig

/ u(x) dx
B(0,R)

<

R R
< C1/ / [log r| dr = 02/ |rlogr| dr < oco.
0o JB,) 0

7.2.2. Alapmegoldas és Newton-potencial

A Laplace-egyenletnek a Kovetkezményben nyert radialis megoldasai
koziil kitlintetett szerepe van az ugynevezett alapmegolddsoknak.

7.15. Definici6é. Az n-dimenzios (—A) operator alapmegolddsa az

1
——log |z, han=2 z€R" = #0,
E@) =3 2

W’ hanZ3,m€R”7x7§O

fliggvény, ahol w,, jeloli az n-dimenzids egységgdmb felszinét.

A Laplace-egyenlet alapmegoldasa a késébbiekben legalabb olyan lényeges
szerepet fog betolteni, mint amilyet a Green-formulak. Az alapmegoldés szem-
léletes jelentését a kovetkezGképpen érthetjitk meg. Képzeljiik el, hogy az ori-
gbéban elhelyeztiink egy egységnyi forréast, példaul hé- vagy folyadékforrast.
Ekkor a forrasbol kiinduld hé origéra szimmetrikusan fog dramlani, tehéat az
aramvonal az 7 iranyvektora pontban f(r)7 irdnyba mutat, ahol » = |7]. Ha
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a térben mashol nincs forras vagy nyeld, akkor tetszéleges orig6 kdzépponti
gombfeliileten Gsszességében mindig egységnyi hémennyiség dramlik keresz-
tiil, amelyet a vektormezd feliileti integraljaként irhatunk fel, azaz

—

PAE — O S n
1= /S(o,r)f(T)TdF = /S(O,r) f(r)F-=do = f(r)jwpr™.

r

Ez azt jelenti, hogy az egységnyi forras altal létrehozott vektormezd

1

r?
Wy T"

—

amelynek potencidlja (azaz primitiv fiiggvénye) konnyen ellendrizhetGen ép-
pen —F, az alapmegoldas (—1)-szerese. Az alapmegoldas tehat nem mas,
mint az origdban elhelyezett egységnyi nyels potencialfiiggvénye. (Megemlit-
jik, hogy az elektromossdgtanban gyakran a matematikai értelemben vett
potencial (azaz primitiv fiiggvény) helyett annak (—1)-szeresét nevezik po-
tencialnak.)

Az egységnyi forrast (vagy toltést) szokas az ugynevezett (0 pontra koncent-
ralt) Dirac-delta fliggvénnyel” megadni,

0 haz #0
5 — ’ ’ 2 7}1 6 dr = 1.
(z) { too, hag—po &Y hosy /R _O(z)dz

Természetesen ilyen fliggvény nem létezik, de kés6bb a disztribucitelméletrsl
87016 fejezetben ennek értelmet fogunk adni. Az alapmegoldast tehat gy is
értelmezhetjiik, mint a Dirac-delta potencialfiiggvénye, azaz

—AE(z) = 6(x), (7.5)

és igy

A T 1
N 7
o L
-
« s /\ >
/ | \
v ¥

7.1. abra. Pontszert forras vektormezGje
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ami R™ helyett nyilvan tetszéleges gobmbon is igaz. Ekkor a Gauss—Osztro-
gradszkij-tétel alapjan a radiédlis szimmetria alapjan, tovabba felhasznalva,
hogy az S(0,r) gombfeliileten 9, = O,

-1 :/ AE(x)dz :/ 0, E(x)doy, :/ E'(r)ydo =E'(r)w,r" ",
B(0,r) S(0,r) S(0,r)

ahonnan

1

E(r)=—-———r.

(r) oo
Ebbdl ismét a [7.15] Definicioban értelmezett fiiggvényeket nyerjiik.
A Dirac-delta ,fliggvény” hasznalata szamos esetben motivacioul szolgalhat
bizonyos Osszefiiggések megsejtéséhez. Példaul vegyiik észre, hogy rogzitett
esetén —AyE(z,y) = —A(y — E(x — y)) = 0,(y) az x pontra koncentralt
Dirac-delta, igy az

wz) = | E(x—y)fly)dy (7.6)
]R'n,

formulaval értelmezett fiiggvényre formélisan

~ule) = [ B -0 dy= [ 8010 b= 1)
Ez azt jelenti, hogy formalisan a —Au = f Poisson-egyenletre megoldokép-
letet szolgaltat a (|7.6) képlet. Az iménti érvelések nem csak formalisan érve-
nyesek, ezt mutatja az alabbi tétel.

7.16. Tétel. Legyen f € CZ(R™) és értelmezziik az

u(z) = [ E(xr—y)f(y)dy
an

fiigguényt. Ekkor u € C?(R™) és —Au = f R"-ben.

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy a Allitas alapjan E lokalisan
integralhatd fiiggvény, igy f kompakt tartoju és folytonos volta miatt az
y — E(y)f(z —y) fuggvény integralhatdé R™-en, ezért az y — E(z —y)f(y)
fliggvény szintén integralhatd. Kovetkezésképpen u jol definiélt és

wz)= | El@-y)fly)dy= | Ey)f(x—y)dy.
R» R
Mivel f € C3(R") folytan az y — E(y)0; f(x —y) és y — E(y)0i0; f(z — y)
fliggvények ugyancsak integralhatok R™-en, ezért a paraméteres integralok
derivalasarol szolo tételbdl kovetkezben u kétszer folytonosan differencialhato,
és a derivalas elvégezhetd az integraljel mogott, vagyis

O0ju(z) = E(y)0i0; f(x —y) dy.

R
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B(0,R) \ B(0,¢)

7.2. abra. Korgydrdtartomany

Kovetkezésképpen

—AUW)Z—-RHE@DAﬂx—yﬁw-

Legyen most x € R"™ rogzitett és valasszunk olyan R > 0 szamot, hogy az
y — f(z—y) fiiggvény azonosan 0 a B(0, R) gémbon kiviil. Ekkor a B(0, R)\

\ B(0,¢) korgytirtin Green masodik formulajanak felhasznalasaval kapjuk,
hogy

/ B() AT = y) dy =
B(0,R)\B(0,¢)

:—/ AE(y)f(z —y)dy +
B(0,R)\B(0,¢)
[ (B )~ 0B ) e - ) doy +
S(0,e)
[ (Bwas—) - AB W ) doy,
S(0,R)

ahol a 0Yf(x —y) = 0,(y — f(x —y)) tomor jelolést alkalmaztuk. Mivel
AE(y) =0 (y #0), ezért

/ AE(y)f(z — y) dy = 0.
B(0,R)\B(0,¢)

Ezenkiviil a S(0, R) peremen R valasztasa miatt

/ (E(y)(?},’f(a: —y)—0E(y)f(x— y)) do, = 0.
S(0,R)



7.2. SPECIALIS MEGOLDASOK 99

Masreészt az S(0, €) peremen v az B(0, R)\ B(0, ¢) tartomany kiils6 normalisa,
tehat az S(0,¢) gombfeliilet befelé mutatoé normalvektora (lasd a abrat),
emiatt

Bfx—y)=0_, flx—y)=0f(xz—y),
tovabba n > 2 esetén

1

wnly T

O E(y) = -0 E(y) =

Ezek alapjan

. 1
—Au(r) = - 51—1>I(I)1+ wpen1 /S(O,S) (fle=y) = f(@)) doy +
1
I
+ si%lJr wnEnfl »/S(O,s) f(ﬂ?) dO’y +
+ lim E(y)0, f(x —y) doy,.
Ja [ By do,

Vegyiik észre, hogy w,e" ! éppen S(0, €) felszine, ezért f folytonossaga miatt

1
*/ (fz =) = f@) doy| < sup |f(z—y) = f@)] =50,
wng 5(075) yES(O,E)
tovabba

=0+ wype™!

. 1 _
lim /8(075) f(x)do, = f(x).

Hasonloan, E definicioja és 0, f (x — y) korlatossaga alapjan n > 3 esetén

<

/ E)o,f(z — y) do,
S(0,e)

—1 1 e—0+

Swpe" s sup [0, f(z —y)| —— 0,
(TL - 2)wn€n_2 y€S(0,e)

az n = 2 esetben pedig

1
<27e- —|loge|- sup |8Vf($—y)|ﬂ>0
2m vES(0,9)

/ E(y)0, f(z —y) do,
S(0,e)

a klasszikus analizisbél jol ismert x log x 220% 9 osszefiiggés folytan. Ossze-
foglalva tehat azt kaptuk, hogy —Au(x) = f(x) minden x € R™ esetén. [
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7.17. Megjegyzés. A Tétel valojaban sokkal gyengébb feltételek mellett
is igaz. S6t, az is igaz (lasd a Feladatot), hogy han > 3 és f € C3(R™)
esetén u € C%(R™) korlatos megolddsa a —Au = f egyenletnek R"-ben, akkor
alkalmas C' konstanssal

u(r) = . E(z —y)f(y)dy + C.

A fenti integralt (vagy ennek (—1)-szeresét) szokas Newton-potencidlnak ne-
vezni. Ez megadja annak a vektormezének a potencialjat, azaz primitiv fiigg-
vényét, amelynek divergencidja —f. Newton a tomegvonzasi torvény vizs-
gélata kapcsan a haromdimenzids esetben jutott a fenti dsszefliggésre. A t6-
megvonzas torvénye szerint az r tavolsigra 16v6 testek kozott 1/r2-tel aranyos
vonzéas lép fel (ez igaz Coulomb-torvénye szerint toltésekre is), igy az origbban
elhelyezett test (vagy éppen toltés) altal létrehozott vektormezs potencialja
1/r-rel aranyos, ami éppen az E alapmegoldés az n = 3 specialis esetben.

7.3. Klasszikus peremérték-feladatok

A stacionarius hévezetés modelljének felallitasakor lattuk, hogy a folyama-
tot leird egyenlethez kiilonféle peremfeltételeket csatolhatunk, attol fliggGen,
hogy a tartomany peremén a hémérsékletet vagy a héaramot adjuk meg,
vagy a peremen hdécsere megy végbe. Az igy kapott peremérték-feladatokat
a kovetkez6 altalanos alakban adhatjuk meg:

{ —div(pgradu) + qu = f $-ban, (7.7)

peremfeltétel O0€Q-n.

A (7.7) probléma pontos megfogalmazasahoz a peremfeltételek konkrét meg-
adasa mellett azt a teret is meg kell adnunk, amelyben a megoldasokat ke-
ressiik.

7.3.1. A klasszikus feladatok kittizése

A Kklasszikus peremérték-feladatokban mindig feltessziik, hogy 2 C R™ tarto-
mdny, tehat nyilt és dsszefiiggd halmaz. Valojadban az Osszefliggbségre rend-
szerint nincs sziikség, jelezni fogjuk, amikor ez lényeges. Ezenkiviil gyakran
a tartoméany peremének megfelel§ simasagat is fel kell tenniink, péld4aul ha a
peremen normalis iranyt derivaltrol beszéliink, vagy valamilyen integralatala-
kito tételt hasznalunk. Ahogy a Green-formuldkrol szolo szakasz elején
emlitettiik, Lipschitz-folytonos perem a kovetkezékben mindig elegendd, de
roviden mindig csak sima peremt tartomanyokrol fogunk beszélni. Mindezek
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mellett a fizikai motivaciobol adoddan a p fiiggvényrsl mindig fel fogjuk tenni,
hogy pozitiv.

Az els6 peremérték-feladatban olyan w fliggvényt keresiink, amely a
egyenletet az (2 tartoméanyon kielégiti, tovabba u-nak adottak a tartomany
peremén felvett értékei. Ilyen tipust problémat kapunk tobbek kozott, amikor
a stacionarius hvezetés folyamataban a peremen elgirjuk a hémérsékletet. A
peremre valé megszoritas értelmezhetdségéhez a klasszikus esetben feltessziik,
hogy u € C(9).

7.18. Definicié. Legyen Q C R" korlatos tartomény, tovabba p € C1(Q),
p >0, q € C(Q), tovabba f € C(Q), ¢ € C(9Q) adott fiiggvények. Ekkor
a klasszikus elsé peremérték-feladatban, vagy Dirichlet-feladatban olyan u €
€ C%(Q) N C(Q) fiiggvényt keresiink, amely kielégiti a egyenletet az
Q) tartomanyban, tovabba u eleget tesz az u|oq = ¢ Ugynevezett elsd (vagy
elséfaji, avagy Dirichlet-féle) peremfeltételnek :

—div(pgradu) + qu = f Q-ban,
ulaa = .

A masodik peremérték-feladatban olyan w fliggvényt keresiink, amely kielégi-
ti az egyenletet az ) tartoményon, és adott a tartomény peremén a normalis
irdnyt derivaltja. Ilyen tipusi probléma fordul el6 példaul, ha a stacionarius
hévezetés folyamataban a peremen a h&aramot irjuk els. Mivel a peremen
a megoldas egyfajta derivaltjat irjuk el, ezért u € C?(2) N C1(Q) simasa-
got kovetellink meg, illetve a tartomany peremének regularitasat is fel kell
tenniink.

7.19. Definicidé. Legyen Q2 C R™ korlatos, sima peremii tartomény, tovibba
peCHQ),p>0,qeCQ), feCQ), e C(IN) adott fiiggvények. Ekkor
a klasszikus mdsodik peremérték-feladatban, vagy Neumann-feladatban olyan
u € C?(Q) N CHQ) fiiggvényt keresiink, amely kielégiti a egyenletet az
Q tartoméanyban, tovabba u eleget tesz az d,ulon = p Ggynevezett mdsodik
(vagy mdsodfaji, avagy Neumann-féle) peremfeltételnek :

—div(pgradu) + qu = f $-ban,
8,,u|aQ = p.

7.20. Megjegyzés. Ahogy a Green-formulak kapcsén is megemlitettiik a [7.4]
Megjegyzésben, az egydimenzios Q) = (a,b) tartomény esetén az a és b pe-
rempontokbeli normalis iranyu derivaltak —u’(a), illetve u’(b).
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A harmadik peremérték-feladatban az els6 és masodik peremfeltételek lineé-
ris kombinaciojat irjuk el§ a tartomény peremén. Ilyen tipust peremfeltétel
példaul a peremen a Newton-féle lehtilési torvény szerint végbemend hécsere
esetében adhatd meg.

7.21. Definici6é. Legyen 2 C R" korlatos, sima peremi tartomany, p €
€ CYQ), p > 0, ¢ € C(Q), tovibba f € C(Q), g,h,p € C(09Q) adott
fliggvények. Ekkor a klasszikus harmadik peremérték-feladatban olyan u €
€ C?*(2) N CL(Q) fiiggvényt keresiink, amely kielégiti a egyenletet az
) tartoméanyban, tovabba u eleget tesz az gu|aq + hO,ulsq = ¢ tgynevezett
harmadik (vagy harmadfaju, avagy Robin-féle) peremfeltételnek :

—div(pgradu) + qu = f Q-ban,
gulaa + hdyulaa = ¢.

7.22. Megjegyzés. A harmadik peremfeltételbsl a ¢ = 1, h = 0 vélasztas-
sal a Dirichlet-, a g = 0, h = 1 valasztassal pedig a Neumann-peremfeltételt
nyerjiik. Egy masik fontos specialis eset, ha a tartomany peremének kiilonbo-
76 részein egymastol eltérs peremfeltételeket irunk els. Példaul, amennyiben
00 =ToUTy, ahol Ty, 'y diszjunkt (a felszini mérték szerint) mérhets rész-
halmazai 0Q-nak, akkor g|r, = 1, g|r, =0, h|r, =0, h|r, = 1 valasztassal a
kovetkezs peremérték-feladatot nyerjiik:

—div(pgradu) + qu = f Q-ban,
ulr, = o,

dyulr, = p1.

Egy dimenzioban Q = (a,b) esetén példaul a két perempontban kiilonb6zé
tipusa peremfeltételeket is elGirhatunk.

7.3.2. A megoldas egyértelmiisége

A Kklasszikus harmadik peremeérték-feladat megoldasainak egyértelmiiségével
kapcsolatban az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg.

7.23. Tétel. Legyen Q C R™ korldtos, sima peremi tartomdny, p € C1(Q),
q € C(Q), amelyekre p > 0,q > 0, tovdbbd f € C(Q), g,h, o € C(09), ame-
lyekre gh >0 és g+ h # 0. Ekkor a ¢ = 0,9 = 0 eset kivételével a klasszikus
harmadik peremérték-feladatnak legfeljebb egy u € C%(Q)) megolddsa lehet. A
q = 0,9 = 0 esetben a klasszikus mdsodik peremérték-feladat egy specidlis
esetét nyerjiik, amelynek ha létezik u € C?(Q2) megolddsa, akkor végtelen sok
megolddsa van, és ezek konstansban térnek el eqymdstol.



7.3. KLASSZIKUS PEREMERTEK-FELADATOK 103

Mivel a klasszikus harmadik peremérték-feladat magaba foglalja a klasszikus
els6 és masodik peremérték-feladatokat, ezért ezek egyértelmii megoldhato-
sagat is nyertiik.

7.24. Kovetkezmény. Legyen Q) C R™ korldtos, sima peremd tartomdny,
p € CYQ), ¢ € C(Q), amelyekre p > 0,q > 0, tovdbbi f € C(Q), ¢ €
€ C(09). Ekkor a klasszikus elsé peremérték-feladatnak legfeljebb egy u €
€ C%(Q) megolddsa lehet.

7.25. Megjegyzés. A [777} Megjegyzés alapjan a [7.23] Tétel és a [7.24] Kovet-
kezmény egyértelmiiségi kovetkeztetései valojaban a C2(2) N C1(Q) térben
érvényesek. Vigyazzunk azonban, hogy a Kovetkezmény a klasszikus el-
s6 peremérték-feladat esetében csak u € C%()NC(Q) simasigt megoldasok
egyértelmiiségét garantalja. Az u € C%(Q) N C(Q) megoldasok egyértelmii-
ségét a [7.5] szakaszban a maximum- és minimumelvek segitségével fogjuk
igazolni.

A g > 0 feltevés lényeges, mert a[7.4] szakaszban latni fogjuk, hogy ha ¢ < 0
klasszikus sajatérték, akkor a peremérték-feladatoknak végtelen sok megol-
désa lehet.

7.26. Kévetkezmény. Legyen Q@ C R™ korldtos tartomdny, p € C1(Q), q €
€ O(Q), amelyekre p > 0,q > 0, tovdbbd f € C(Q), p € C(0N). Ekkor
a q # 0 eset kivételével a klasszikus mdsodik peremérték-feladatnak legfeljebd
egyu € C2(Q)NCY(Q) megolddsa van. A q = 0 esetben, ha létezik u € C2(Q)N
N CY(QY) megolddsa, akkor végtelen sok megolddsa van, és ezek konstansban
térnek el eqgymdstol.

A[723 Tétel bizonyitdsa. Ha uy és us a klasszikus harmadik peremérték-
feladat megoldasai, akkor a feladat linearitasa folytan az uy — ug fiiggvény
a homogén jobb oldalt és homogén peremfeltételti harmadik peremérték-
feladatnak megoldéasa. Elegendd tehat belatni, hogy f = 0, ¢ = 0 esetén
a klasszikus harmadik peremérték-feladatnak csak az azonosan 0 fiiggvény
a megoldasa az u € C*(Q) N C'(Q) figgvények kdrében. Tegyiik fel, hogy
u € C%(Q), amelyre
Lu := —div(pgradu) + qu =0 Q-ban,
guloq + hdyulaa = 0.

Ekkor div(pgradu) = qu € C'(Q), igy az els6 Green-formula Megjegy-
zésbeli alakjanak felhasznalasaval

0= / ulu = / (pgradu - grad u + qu®) — / pud,udo, (7.8)
Q Q oQ
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tovabba a homogén harmadik peremfeltétel, illetve a p > 0, gh > 0, g+h # 0
feltevések figyelembe vételével kapjuk, hogy
0, ha h(x)

A 0f) peremen tehat
—pud,u > 0,

kévetkezésképpen

0= / ulLu > /(p lgrad u|® + qu?) > 0. (7.9)
Q Q

Ebbél kovetkezéen gradu = 0 és qu? = 0, igy u = ¢ konstansfiiggvény, amely
q # 0 esetén csak az azonosan 0 fiiggvény lehet. O

7.27. Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasban valojaban a kévetkezst igazoltuk.
Tekintsiik az 2 tartomanyon négyzetesen integralhato fliggvényeknek az

(u,v) 2(0) :/uv
Q

skalarszorzattal ellatott Hilbert-terében az L: D(L) C L?(2) — L%*(Q) ope-
ratort, amelyre

D(L):={u e C*(Q)NC*(Q) : Lu € L*(), gu|pa + hd,ulsn = 0},
Lu = —div(pgrad u) + qu,

ahol p € C1(Q), ¢ € C(Q),

p>0,q >0, tovabba f € C(2), g, h, ¢ € C(99),
amelyekre gh > 0 és g+ h # 0.

(Lu,u)2(0) = minden u € D(L) esetén,

{O

vagyis az L operator pozitiv. S6t, a g = 0, ¢ = 0 eset kivételével L szigoruan
pozitiv, vagyis az el6bbi egyenlStlenség minden v € D(L), u # 0 esetén
szigort. A[74] szakaszban az L operdtornak egyéb tulajdonsagait is belatjuk.

Bar a klasszikus peremértékfeladatok megoldasainak egyértelmiisége, mint
lathato, viszonylag egyszerid kérdés, a megoldasok létezése ennél sokkal ne-
hezebb. Altaldban nem feltétleniil létezik megoldas, ezt mutatja az alabbi
allitas.
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7.28. Allitas. Legyen Q C R™ korldtos, sima peremi tartomdny, tovdbbd
feC(Q)nNLYQ) és g e C(ON). Ekkor, ha azu € C*(Q) N CH(Q) fiigguény
megolddsa a
—div(pgradu) = f Q-ban,
Oyulon =g

mdsodik peremérték-feladatnak, akkor szikségképpen

f+/ pgdo = 0.
Q o0

Bizonyitds. Az els6 Green-formulat az u és a v = 1 fiiggvényekre alkalmazva

/fz—/ div(p grad u) =—/ po,udo.
Q Q On

Ha létezik megoldas, akkor azok konkrét elGallitasara tobbféle lehetGség ki-
nalkozik, ezekkel a késébbiekben foglalkozunk. Specialis tartomanyok, és spe-
cialis jobb oldal esetében azonban minden nehézség nélkiil megadhatjuk a
megoldéasokat.

7.29. Példa. Keressiik meg a kivetkezd Dirichlet-feladat u € C%(Q) N C(2)
megoldasat, ahol B(0,1) C R? az origd kézéppontt nyilt egységkorlap:

{Au(z,y) =z+y ((z,9) € B(0,1)),

O

U|aB(o,1) = Z.
Kézenfekvs az u megoldast polinom alakban keresni, méghozza

U(l’,y) = (‘Tz + y2 - ].)p(lL’,y) +z

forméban, hiszen ekkor a peremfeltétel automatikusan teljesiil. Mivel a La-
place-operator kettével csokkenti egy polinom fokszamat, ezért célszerid a p
polinomot elséfokunak valasztani, vagyis keressiik az u megoldast

u(z,y) = (2> +y* —)(az + by +c) +

alakban. Ekkor Au(z,y) = 8ax + 8by + 4c, igy a feltételekbdl kovetkezben

a=b= % és ¢ = 0, tehat a feladat megoldasa

_|_
u(z,y) = %( 2yt 1)+
Mivel a Dirichlet-feladat C?(2)NC" (Q) megoldasa sima peremt tartoményon
egyértelmii, ezért ez a feladat egyetlen C?(Q2) N C1(2) megoldasa (amely

valojaban, mint u € C?(2) N C(Q2) megoldas is egyértelm).
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7.3.3. Dirichlet-elv
Tekintsiik most a egyenlet specialis esetét, a Poisson-egyenletet:
—Au = f.
Eddig erre az egyenletre ugy gondoltunk, mint a
Ou —Au=f

hévezetési egyenlet stacionarius, azaz id6tél fiiggetlen, esetére. Gondolhatunk
azonban a Poisson-egyenletre tigy is, mint a

Ofu—Au=f

hullamegyenlet stacionarius esetére. Képzeljiik el példaul, hogy egy drotkere-
tet szappanos vizbe martunk, és igy egy szappanhértya képzddik a kereten.
Ekkor fizikai tanulmanyainkbol tudjuk, hogy a feliileti fesziiltség hatasara a
hartya a lehets legkisebb feliileti allapot elérésére torekszik. Ha a hartyat az
u(zx,y) figgvény Q) tartomény feletti grafikonjanak tekintjiik, akkor a hartya
felszine

A= / \/1 + |grad u(z, y)|* dz dy,
Q

igy kis kitérések esetén a

\/1+xz1+§

Taylor-polinom kozelitést hasznalva

1
A= / <1 + 3 |gradu(x,y)|2> dx dy.
Q

Ezt azt jelenti, hogy a hartya altal felvett allapotban varhatoan a

1
! / grad u(e, y)|* dz dy
2 Ja

integral minimalis lesz. Ez az integral valdojaban nem més, mint a hértya
potencialis energiajanak konstansszorosa. A potenciélis energia ugyanis az
az enregiamennyiség, amely ahhoz sziikséges, hogy az egyensiilyi helyzetbsl
az adott helyzetbe hozzuk a hartyat. Az ehhez sziikséges munka aranyos a
felszinvaltozassal, amely

1
/\/1+|gradu(x,y)|2dacdy—/1dmdyzf‘/ lgrad u(z, y)|* .
Q Q 2 Jo
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Mindezek alapjan, ha a hartyara tgy tekinthetiink, mint a hullamegyenlet
stacionarius megoldasara, amelynek értékeit elGirjuk a peremen, ez a drot-
keret, akkor egy Dirichlet-feladatot kapunk, amely valojaban egy energiami-
nimalizdcios problémdval ekvivalens. Ezt matematikailag a kovetkez6képpen
fogalmazhatjuk meg pontosan.

Vezessiik be az

E(u) = /Q (;p|gmdu|2 - fu) (7.10)

energia jellegli mennyiséget, amelyet szokas Dirichlet-energidnak is nevezni.
A Dirichlet-energidban megjelend
L
Q

tagra gondolhatunk tgy, mint az f strtségfliggvény altal meghatarozott kiilsé
er6 munkajara. A Dirichlet-integralt az ugynevezett megengedhetd dllapotok
halmazéan fogjuk vizsgalni:

A= {ueC?Q):ulog = ¢},
ahol ¢ € C(09) rogzitett fiiggvény.

7.30. Tétel (Dirichlet-elv). Legyen Q C R" korldtos, sima peremi tarto-
mdny, tovdbbd f € C(Q), p € C(Q). Ha u € C*(Q) megolddsa a

—di du) = Q-ban,
iv(pgradu) = f an (7.11)
ulga = .
klasszikus elsd peremérték-feladatnak, akkor
E(u) = min E(a). (7.12)

ucA

Forditva, ha az u € A figguényre a (7.12) egyenldség teljesiil, akkor u megol-
dasa a (7.11) feladatnak.

Bizonyitas. A rovidség kedvéért legyen
Lu = —div(pgrad u).

Hau € C?(Q) megoldasa a (7.11)) feladatnak, akkor minden w € A fiiggvényre
(u — w)|oa = 0, igy az elsé Green-formula alapjan

0:/(Lu—f)(w—u):/(pgradu~gradw—|gradu|2—fw—|—fu),
Q Q
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ahonnan a .
gradu - grad w < B <|grabdu|2 + |gradw|2)

egyenlGtlenség és p > 0 felhasznélasaval

0 S/ <;p|gradw2 — fw> —/ <;p|gmdu|2 —fu)
Q Q

adodik. Ez atrendezve éppen azt jelenti, hogy tetszéleges w € A esetén

E(w) > E(u), vagyis (7.12) teljesiil.
Forditva, tegyiik fel, hogy u € A esetén teljesiil a (7.12)) egyenléség. Legyen
tetszleges rogzitett w € C?(Q), amelyre w|sq = 0. Ekkor u + 7w € A, gy a

J:R—=R, J(1)=E(u+Tw)

hozzarendeléssel értelmezett fliggvénynek a 0-ban sziikségképpen minimuma
van. Mivel

J(1)=J0)=E(u+71w) — E(u) =

1
= 7'/ (pgradu -grad w + 57p|gradw\2 - fw) ,
Q

igy
lim J(T)— J(0)

7—0 T

:/(pgradugradwffw),
Q

vagyis a J fliggvény a 0-ban derivalhato és

J'(0) :/Q(gradu~gradw—fw)7

ami sziikségképpen 0, hiszen J-nek a 0-ban minimuma van. Mivel w|sn = 0,
azért

/(Luff)w:/(pgradugradwffw) =0
Q Q

teljesiil minden fenti w esetén. Ez csak tugy lehetséges, ha Lu — f = 0, amit
bizonyitanunk kellett. O

7.31. Térténeti megjegyzés. A Dirichlet-elvet Dirichlet 1850-ben irta le, az elv
elnevezése Bernhard Riemanntol (1826-1866) szarmazik, aki Dirichlet berlini
el6adasain hallott rola. Riemann az elvet tetszéleges minimalizalasi prob-
lémara fogalmazta meg és alkalmazta. Kés6bb 1870-ben Weierstrass példat
mutatott olyan esetre, amikor nem létezik minimum (lasd a Példat és
a [96] cikket), ezzel felhivva a figyelmet az elvvel kapcsolatos problémakra,
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amelyek ezt kévetSen fontos 4j kutatasi teriileteket nyitottak meg, lasd pél-
daul a Szoboljev-terek kialakulasarol szol6[12.30] Megjegyzést. Végiil megem-
litjiik, hogy val6jaban mar George Green (1793-1841) 1833-ban, Carl Fried-
rich Gauss (1777-1855) 1840-ben, kés6bb pedig 1847-ben William Thomson
(1824-1907) ugyancsak kimondta az elvet (ezért szokas Thomson-féle elvnek
is hivni).

7.32. Példa (Weierstrass). Tekintsiik a kovetkez J: K — R funkcionalt:

ahol a megengedett allapotok halmaza
K:={uecC [-1,1]) : u(~1) = a,u(1) = b} (a #Db).
Ekkor nyilvanvaléan Z(u) > 0 minden u € K esetén. Ezenkiviil az

b b—agarctgZ
ug(t):CH— a g7

e>0,ze|-11
2 2 arctg% ( vel )

fliggvényekre u. € K, tovabba
(b—a)? /1 ex?
J(ue) = dr <
(ue) (Qarctg%)2 _ (224 e2)?
(b—a)? /1 e e(b—a)? o+ 0.

< xr = —
(2arctg é)Q 2%+ g2 2 arctg L
Kovetkezésképpen
inf 7 =0,
nexK

azonban nem létezik olyan u € K, amelyre egyenlGség allna fent. Valéban,
ekkor sziikségképpen u’ = 0, vagyis u konstansfiiggvény, de ez ellentmond az
u(—1) = a # b = u(1) feltételnek.

7.4. Klasszikus sajatérték-feladatok

A Xklasszikus peremérték-feladatok kapcsan értelmeztiik a kévetkezs L: D(L) C
C L3(Q2) — L?(Q) linearis operatort:
D(L) = {u e C*(Q)NC*(Q) : Lu € L*(), gulon + hd,ulsq = 0},

7.13
Lu = —div(pgrad u) + qu. (7.13)
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A [7:27 Megjegyzésben lattuk, hogy az L operator pozitiv, vagyis
(Lu,u)r2(0) > 0 minden u € D(L) esetén.

A kovetkezdkben az L operator sajatértékeivel és sajatfiiggvényivel foglalko-
zunk. Ez azt jelenti, hogy olyan A € R szamot és ehhez u € D(L), u # 0
fliggvényt keresiink, amelyre

Lu = \u. (7.14)

Az alabbiakban pontosan megfogalmazzuk, mit értiink klasszikus sajatérték-
feladatokon.

7.4.1. A klasszikus feladatok kittizése

A Kklasszikus sajatérték-feladatok altalanosan a kévetkezé alakban irhatok fel:
keresendd A € R és u # 0 megfelel6 simasagu fiiggvény, amelyre

7.15
homogén peremfeltétel 0Q2-n. ( )

{ —div(pgradu) + qu = Au  Q-ban,
Célszertd rogton a harmadik peremfeltétel segitségével megfogalmazni a defi-
niciot.

7.33. Definici6é. Legyen 2 C R" korlatos, sima peremi tartomany, p €
€ CH(Q), p>0,qe C(Q), tovabba f € C(Q), g,h, ¢ € C(IN) adott fiigg-
vények. A klasszikus harmadik sajatérték-feladatban olyan A € R szamot és
u e C?(Q)NCHQ), u # 0 fiiggvényt keresiink, amelyekre:

—div(pgradu) + qu = Au  Q-ban,
gulaq + ho,ulsq = 0.

Ekkor a A szamot a sajatérték-feladat sajdtértékének, az u fliggvényt pedig a
probléma sajdtfiigguényének nevezzik.

7.34. Megjegyzés. A g = 0, h = 1 esetben a klasszikus harmadik sajatérték-
feladat specialis eseteként kapjuk a klasszikus mdsodik sajdtérték-feladatot.
A g =1, h = 0 esetben pedig a klasszikus elsé sajdtérték-feladatot nyer-
jiik, ekkor a tartomany regularitdsiara vonatkozo feltétel elhagyhato, illetve a
sajatfiiggvényeket a C?(2) N C(Q) térben kereshetjiik.

Vilagos, hogy a klasszikus sajatérték-feladatok az L linearis operatorra vo-
natkozo ((7.14)) sajatértékfeladattal ekvivalensek, ekkor az Lu € L?(Q) feltétel
automatikusan teljesiil.
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A X\ =0 esetben a klasszikus sajatérték-feladatbol a homogén jobb oldalu és
homogén peremfeltételti klasszikus peremérték-feladatot nyerjiik. Ha ennek
csak az azonosan 0 fiiggvény a megoldasa, akkor a klasszikus peremérték-
feladat megoldasa egyértelmi (méas szoval legfeljebb egy megoldasa lehet).
Ezt érdemes egy allitasban kimondanunk.

7.35. Allitas. A klasszikus peremérték-feladatok megolddsa pontosan ak-
kor egyértelmi, ha A = 0 nem sajdtértéke a megfeleld klasszikus sajatérték-
feladatnak.

A sajatértékekkel kapcsolatban a kovetkezd tételt fogalmazhatjuk meg.

7.36. Tétel. Legyen Q@ C R™ korldtos, sima peremi tartomdny, p € Cl(Q),
g € C(), amelyekre p > 0,q > 0, tovdbbd g,h € C(99), amelyekre gh > 0
é€s g+ h # 0. Ekkor

o az L: L?(Q) — L%(Q) operdtor szimmetrikus és pozitiv, legfeljebb meg-
szdmldlhatoan végtelen sok sajdatértéke lehet, ezek nemmegativak, és a
Kiilénbé26 sajdtértékekhez tartozd sajdtfigguények ortogondlisak L?(2)-
ban;

e A\=0 csak a g =0, g =0 esetben, azaz a mdsodik peremérték-feladat
probléma esetében sajdtérték, és ekkor csak az azonosan konstans filigg-
vények a hozzd tartozd sajdtfiggvények.

Bizonyitds. Az L operator szimmetriajahoz a masodik Green-formulat alkal-
mazzuk:

(Lu,v) 12(q) — (u, Lv) 12(q) = / p(vd,u — vo,u) do, (7.16)
o0

tovabba a homogén harmadik peremfeltétel, illetve a p > 0, gh >0, g+h # 0

feltevések figyelembe vételével kapjuk, hogy

0, ha h(z) =

07

pudyu(e) = {pZuv, ha h(z) # 0.
Emiatt a egyenléség bal oldala 0-val egyenls, tehat (Lu,v)r2q) =
= (u, Lv)2(q), vagyis L szimmetrikus. A pozitivitds a Tételben mar
igazoltuk. A pozitivitasbol adodoan az L operator sajatértékei nemnegativak,
a kiilonboz6 sajatértekekhez tartozo sajatfiiggvények merslegesek L2(€)-ban,
ezért legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok kiilonboz6 sajatértéke lehet
L-nek (hiszen L?(f)) szeparabilis, vagyis egy linedrisan fiiggetlen rendszer
elemszama legfeljebb megszamlalhat6an végtelen). A A\ = 0 pontosan akkor
sajatérték, ha (Lu,u)r2q) = 0, és ez, amint a Tétel bizonyitasaban
lattuk, csak a ¢ = 0, g = 0 esetben lehetséges, és ekkor sziikségképpen u
tetsz6leges konstansfiiggvény. O
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7.37. Megjegyzés. Bizonyos feltételek mellett igazolhato, hogy pontosan meg-
szamlalhatoan végtelen sok sajatérték létezik, ezek véges ranguak, csak a
+o0-ben torlédnak, tovabba a sajatfiiggvények ortogonalis rendszere teljes
az L?(Q) térben.

7.4.2. Sajatértékek, a valtozok szétvalasztasanak modsze-
re

Specialis tartomanyok esetében kénnyen meghatérozhatjuk a —A operator
sajatértékeit és sajatfliggvényeit. Kezdjiik az egydimenzios esettel!

Egydimenzids sajatértékek
Legyen a > 0, és hatarozzuk meg az Q = (0,a) intervallumon az egydi-

menzios —A operator sajatértékeit és sajatfiiggvényeit homogén Dirichlet- és
Neumann-peremfeltételek mellett. Legyen tehat

D(L) = {u € C*(0,a) N C([0,a]) : u(0) = u(a) =0}, Lu=—u",

és keressiik azokat a A €R szamokat, amelyekhez létezik ue D(L), u#£0 agy,
hogy Lu = —Mu, azaz —u” = Au. Ehhez hozzavéve az operator értelmezé-
si tartoméanyaban szereplé peremfeltételt, az alabbi jol ismert egydimenzios
peremérték-feladatot kapjuk:

u(0) =0
u(a) =0

_u//(;p) = )\U(l’) ("E € (07 CL))7

A differencialegyenlet megoldasa A el6jelétdl fiiggSen

c1sin VAz + co cosvVAz, ha A >0,
u(z) = ¢ eeVINE feemVINE L ha X <0, (7.17)
1T + C2, ha A =0.

(Valojaban a fenti fiiggvények kozott, a latszat ellenére, szoros kapcsolat van:
mindegyik az aeV AT 4 ,Be_\/j‘r fliggvénybdl szarmazik, ahol «, 8 komp-
lex szamok. Ha A < 0, akkor visszakapjuk az exponencialis fliggvények li-
nearis kombinaciojat, amely valdjaban szinusz-hiperbolikusz és koszinusz-
hiperbolikusz fliggvények linearis kombinécioja. A A > 0 esetben a kitevGben
tisztéan képzetes szam all, igy ekkor a szinusz és koszinusz fiiggvények lineéris
kombinéaciojat nyerjiik. A A = 0 eset A — 0 hataratmenettel kaphat6. Ekkor
nyerjiik a konstans fiiggvényeket, valamint az %(e‘/j” - e*‘/jx) hanyados-
bol (amely ugyancsak megoldas) A — 0 esetén adodoé const - x fiiggvényeket.)
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Vegyiik most szemiigyre a peremfeltételeket! A X\ = 0 esetben «(0) = 0 miatt
co =0, igy u(a) = 0 folytan cja = 0, azaz ¢; = 0, tehat u=0. A A < 0 eset-
ben «(0) = 0 miatt ¢; +co = 0, igy u(a) = 0 folytan ¢ie Ao _ e VIAe = g,
ezért ¢; = 0, tehat u = 0. Marad a A > 0 eset. Ekkor u(0) = 0 miatt ¢z cos0 =
=0, vagyis c; = 0. Masrészt u(a) = 0 folytan sin v Aa = 0, kovetkezésképpen
VXa = kr, ahol k pozitiv egész szam (hiszen a X > 0 esetet vizsgaljuk). Ez azt
jelenti, hogy A = (%’T)Q, ekkor u(x) = sin ’%rx, ahol k a pozitiv egész szamok
halmazat futja be, tehat a sajatértékek mind pozitivak és megszamlalhato-
an végtelen sok sajatérték van. Jol ismert (példaul Fourier-analizisbél), hogy
a szinusz-rendszer ortogonélis L?(0,a)-ban. Normaljuk le az elébb kapott u
fiiggvényeket, ekkor nyerjiik az L operator L?(0,a)-ban teljes ortonormalt
sajatfiiggvényrendszerét és a hozza tartozo sajatértékrendszert. A kétszeres
sz26g koszinuszara vonatkozo cos2p = cos? ¢ — sin® ¢ Osszefiiggés alapjan
sin? p = 1299522 adodik. Ebbél kovetkezden

e k @1 — cos 2Emy 2%km1¢
/ Sin2—ﬂxd:v:/ %dngfi gin 28T :E_
0 a 0 2 2 4k a _ 2

7.38. Kovetkezmény. Tekintsik az egydimenzids —A operdtort az Q) =
= (0,a) intervallumon homogén Dirichlet-peremfeltétel esetén, azaz

D(L) = {u € C*(0,a)NC([0,qa]) : u(0) = u(a) =0}, Lu=—u".

Ekkor az operdtor sajdtértékei és sajdtfiggvényei a kdvetkezdk:

k)2 2 .k
A = (”) , ug(z) = \/75111 My (k=12,...).
a a a

Tekintsiik most a homogén Neumann-peremfeltétel esetét, azaz
D(L) = {u € C?*(0,a) N C*([0,a]) : v/ (0) =u'(a) =0}, Lu=—u".
Ekkor a sajatértékfeladat a kévetkezd jol ismert egydimenzids peremérték-
feladatra vezethetd vissza:
—u’(x)

(0)

u'(a)

() (z€(0,a)),

AU
0,
0.

A differencialegyenlet A elGjelétdl fliggd megoldasai a fliggvények. A pe-
remfeltételeket figyelembe véve, A = 0 esetén ¢; = 0 adodik, azaz u = co. A
A < 0 esetben «/(0) = 0 miatt \/|A|(c1 — c2) =0, azaz ¢; = ca, igy v/(a) =0

folytan /| AecieV e —e=VPa = 0, ezért ¢; = 0, tehat u = 0. Végiila A > 0



114 7. A LAPLACE- ES POISSON-EGYENLET

esetben u/(0) = 0 miatt v Acy cos0 = 0, igy ¢; = 0. Masrészt v/ (a) = 0 foly-
tan v/ cos vV Aa = 0, kovetkezésképpen v a = kx, ahol k pozitiv egész szam
(hiszen a A > 0 esetet vizsgaljuk). Ekkor u(z) = cos 2%z, ahol k = 0 valasz-
tassal a A = 0 esetben kapott konstans fliggvényeket nyerjiik. A sajatértékek
tehat nemnegativak, és megszamlalhatoan végtelen sok sajatérték van (sét,
a 0 sajatérték egyszeres és a konstansfliggvények a hozza tartozo sajatfiigg-
vények). Jol ismert (megint Fourier-analizisbdl), hogy a koszinusz-rendszer
ortogonalis L?(0, a)-ban, igy az el6bbi fiiggvényeket lenormélva nyerjiik az L
operator L?(0, a)-ban teljes ortonormalt sajatfiiggvényrendszerét és a hozza

tartozo sajatértékrendszert.

7.39. Kovetkezmény. Tekintsik az egydimenzids —A operdtor az Q) = (0, a)
intervallumon homogén Neumann-peremfeltétel esetén, azaz

D(L) = {u e C?*(0,a)NC([0,a]) : v/ (0) = v'(a) =0}, Lu=—u".
Ekkor az operdtor sajdtértékei és sajdtfigguényei a kévetkezdok:

k2 1 2 km
A = (a> , ug(z) = %, ug(x) = \/;cos — (k=12,...).

Kétdimenzids sajatértékek

Térjliink most ra a kétdimenzios esetre, legyen a tartomanyunk egy téglalap,
T = (0,a)x(0,b) C R? ahol a,b > 0. Tekintsiik a —A operatort T-n homogén
Dirichlet-peremfeltétel mellett:

D(L)={ueC*(T)NC(T) : ulor =0}, Lu=—Au,

és hatarozzuk meg L sajatértékeit és sajatfliggvényeit. A vdltozok szétvdlasz-
tasdnak mddszerét hasznaljuk, azaz a sajatfiiggvényeket

u(z,y) = v(z) - w(y)

alakban keressiik. Ekkor az Lu = A\u sajatérték-egyenlet lényegében a kévet-
kez6 differencialegyenletet jelenti a 1" kétdimenzios intervallumon:

—v"(@)w(y) - v(z)w" (y) = (x)w(y).

Feltételezve, hogy v(z) - w(y) # 0, formalis leosztas és rendezés utan

V@) L e w)
v(x) w(y)
adodik. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenléség bal oldala csak z-t6l fligg, a jobb

oldal pedig csak y-tol. Mivel az egyenléségnek minden (z,y) € T esetén telje-
siilnie kell, ezért ez csak ugy lehet, ha mindkét oldalon konstans fiiggvény all,
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1" 1"
azaz létezik a, 8 € R gy, hogy v (z) = q, v €) =pfésa+ =N Az
v(x) w(y)
operator értelmezési tartomanyaban 1évé peremfeltételt felhasznalva a v(0) =
=wv(a) = 0, w(0) = w(b) = 0 homogén Dirichlet-peremfeltételeket nyerjiik.
Ez azt jelenti, hogy v sajatfiiggvénye, o pedig sajatértéke az egydimenzios —A
operatornak homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett, tehat a[7.38} Kovetkez-
mény alapjan a = o = (%’r)2 és v(z) = vg(x) = \/gsin %ﬂx Hasonloan, w
is sajatfiiggvénye ugyanennek az operatornak a = b vélasztassal, tehat g =

b — Ve
kovetkez6 megszamlalhato sok sajatértékét nyertiik:

L (kP
)\k-J:ﬂ' ?+b72 (k,l:1,2,...),

=B = (’ﬂ)z és w(z) = wp(y) = \/Esin kxy. Ennek alapjan az L operator

tovabba a megfelel§ ortonormalt sajatfiiggvényrendszer

2 kx| m

ugi(x,y) = \/%bln esin—y (k,1=12,...).
Belathato, hogy ez az ortonormélt rendszer teljes L2(T)-ben, mivel a vy, il-
letve wy, fiiggvények rendszere teljes L?(0, a)-ban, illetve L2(0,b)-ben. Ezért
megkaptuk a kétdimenzios feladat Gsszes sajatértékét (és lényegében Osszes
sajatfiiggvényét). Jegyezziik meg, hogy a levezetés soran valo osztasnal felté-
teleztiik, hogy nem osztunk nullaval, ezért a kapott megoldasok helyességét
még ellendrizniink kell. Vilagos azonban, hogy a kapott fliggvények a T két-
dimenziés intervallumban sehol sem egyenlSk nullédval, igy érvényes a fenti
levezetés.

7.40. Kovetkezmény. Tekintsiik a kétdimenzids —A operdtort az 2 =
= (0,a) x (0,b) téglalapon homogén Neumann-peremfeltétel esetén, azaz

D(L)={ueC*(T)NC(T) :ulor =0}, Lu=—Au.

Ekkor az operdtor sajdtértékei

L (K12
Ak’l:ﬂ' E‘i‘bﬁ (k,l:172,...),

tovdbbd a megfelels (L?(T)-ben teljes) ortonormdlt sajdtfiigguényrendszer

2  kr | m
g (x,y) = \/%sm —zsin -y (k,1=1,2,...).

A fentiekhez hasonlé6 modon nyerjiik a kétdimenzios —A operator sajatér-
tékeit és sajatfliggvényeit homogén Neumann-peremfeltétel esetében. Ekkor
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dyulor = —v(z)w’(0) a (0,a) x {0} oldalon, d,ulsr = v(z)w'(b) a (0,a) x {b}
oldalon, d,ulsr = —v'(0)w(y) a {0} x (0, b) oldalon és D ulsr = v'(a)w(y) az
{a} x (0,0) oldalon. Ez azt jelenti, hogy v'(0) = v'(a) = 0 és w’(0) = w'(b) =
= 0. Azt kaptuk tehat, hogy a v fliggvény sajatfiiggvénye, a pedig sajatértéke
az egydimenzidés —A operatornak Neumann-peremfeltétel mellett. Hasonlo-
an, w sajatfiiggvénye, § pedig sajatértéke ugyanennek az operatornak. Igy
kapjuk az alabbi kévetkezményt.

7.41. Kovetkezmény. Tekintsiik a kétdimenzids —A operdtort az Q =
= (0,a) x (0,b) téglalapon homogén Neumann-peremfeltétel esetén, azaz

D(L) = {ue C*T)NCHT): dyulpr =0}, Lu=—Au,
Ekkor az operdtor sajdtértékei

(k21
AkJ:?T ;-‘-b? (k‘,l:O,l,...),

valamint (L?(T)-ben teljes) ortonormdlt sajdtfiigguényrendszere :

1
U z, = Y7
0,0(2, ) o
2 km
ugo(z,y) = 508 (k=12...),
2 I
uo,(z,y) = %cos ?y (k=12,...),
2 km %8
= — — — kl=12...).
w1 (2, y) — cos —— oS -y (k, , )

7.4.3. Fourier-modszer

A Laplace-operator egy adott tartoméanyhoz és adott homogén peremfelté-
telhez tartozo sajatértékeinek és sajatfiiggvényeinek ismeretében modszert
adhatunk peremérték-feladatok megoldasara. Ezt elGszor egy példan szemlél-
tejiik. Keressiik meg a kovetkezs peremérték-feladat klasszikus megoldéasat:

—u"(z) =1 (z €(0,m)),
u(0) =0, (7.18)
u(m) =0.
Konnyen ellenérizhets, hogy
1
u(z) = ix(w —x) (7.19)
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klasszikus megoldas és a[7.23] Tételbdl tudjuk, hogy u egyértelmi. Probaljuk
meg most u-t elgallitani a homogén Dirichlet-peremfeltétellel ellatott egydi-
menziés —A operator sajatfliggvényrendszerében, vagyis a szinuszrendszer-
ben. Keressiik tehéat az u fliggvényt

u(z) = Z & sinkx
k=1

alakban. Tegyiik fel, hogy a sor Gsszegfiiggvénye tagonként kétszer derivalha-
t6, ekkor

—u(x) = Z €pk? sin ka.
k=1
Az azonosan 1 fiiggvényt is fejtsiik sorba, a k-adik Fourier-egyiitthato

2 [T T —(=1)k
\/>/ sinkz dr = \/5 {_coskx} YR el (=1) ,
T Jo 0 k1.0 0 k

igy .
= Z 4 sin(2] + 1)m.
— (24 )m
A (7.18) peremeérték-feladat alapjan sziikségképpen
(oo} (oo} 4
2 _ .
Zfll sinlx = Z @ sin(2] + 1),
1=1 1=0
vagyis
0, ha [ paros,
&= 4 .
m, ha [ paratlan,
azaz
= 4
= ————sin(20 + 1) 7. 7.20
)= 3 e a0

Felmeriil a kérdés, hogy a kapott sor tényleg tagonként differencialhato-e,
jogosak voltak-e a fenti atalakitasok. Vilagos, hogy

sin(20 4+ 1)«

4 < 4
(20 +1)3w ~ (2041370
igy a Weierstrass-kritérium miatt u sora abszolat és egyenletesen konvergens
[0, 7]-n, tehat u folytonos, és igy a (7.18]) peremfeltételek teljesiilnek. Ezen-
kiviil a tagonkénti derivilassal nyert

o0

oy cos(2l + )7
= (20+1)
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sor ugyancsak egyenletesen konvergens [0, 7]-n, tehat a tagonkénti derivalas
jogos. S6t, ismert, hogy

ad 4
— Z ——sin(2l + D)7
= (2 +1)

sor egyenletesen konvergens minden [0, 7 — 0] intervallumon, igy a tagonkénti
kétszeres derivalas ismét jogos. Azt kaptuk tehat, hogy a sor alakban
megadott u fliggvény klasszikus megoldéasa a peremérték-feladatnak.
Val6jéban nem nehéz ellendrizni, hogy a sor éppen a megoldas Fourier-
sor alakja.
A fentiek alapjan konnyen megfogalmazhatjuk a klasszikus peremérték-feladatok
megoldasanak sor alakban vald elGallitasanak modszerét.
Tegyiik fel, hogy ismerjiik a —A operator egy adott tartoméanyhoz és adott
homogén peremfeltételhez tartozo sajatértékeit és sajatfliggvényeit és a ko-
vetkezd peremérték-feladat megoldasat keressiik:

{ Lu=f Qban,

(7.21)
homogén peremfeltétel 0Q-n.

Tegyiik fel, hogy az L operatorra vonatkozo klasszikus sajatérték-feladatnak
megszamlalhatéan végtelen sok nemnulla Ag sajatértéke van, és ehhez tartozd
uy, sajatfiggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak. Ekkor a peremérték-
feladat megoldasat célszeri

(o)
w= &k
k=1

alakban keresni. A sor megfelel konvergencidja mellett a peremfeltétel au-
tomatikusan teljesiil, mésrészt pedig, feltéve, hogy a sor tagonként differen-
cidlhato,

Lu= Z Splug = Z EpARUL.
k=1 k=1

Irjuk fel az f fiiggvényt is a sajatfiiggvények bazisaban

o0
=" ek,
k=1

ekkor sziikségképpen
EkAk = Ci,

oo
c
k=1

tehat

|
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Felmeriil a kérdés, hogy vajon a kapott megoldéas vajon klasszikus megoldés-
e, azaz kétszer differencidlhato-e, illetve elvégezhetS-e a tagonkénti derivélas.
Ezekkel a kérdésekkel a késgbbiekben részletesen foglalkozunk. Konkrét pél-
dakban azonban a modszer jol alkalmazhato.

Végiil jegyezziik meg, hogy ha nem homogén peremfeltétel adott, példaul
ulaq = ¢, akkor els6 lépésként egy olyan & € C2(Q)NC(Q) fiiggvény célszert
keresni, amelyre ®|spn = ¢. (Ha van megoldas, akkor van ilyen fliggvény.)
Majd ezt kovetSen az el6bbi modszert az v = u — ® fliggvényre alkalmazzuk.

7.42. Példa. Legyen T = (0,7)? C R? és oldjuk meg a kivetkezd elliptikus
peremérték-feladatot !

—Au(z,y)=z+y ((z,9) € (0,7)?),
ulo(0,x)2 = 0.

A megoldast az operator L?(T)-ben ortonormélt sajatfiiggvény-rendszerében
allitjuk el6. Ehhez irjuk fel az f fiiggvényt is ebben a rendszerben: f =

= Z C Uk, 1, ahol uy; a[7.40] Kovetkezményben szerepls fliggvényrendszer.
k=1
A ¢, egylitthatokat a kovetkezSképpen nyerjiik:

™ ™ 2
Ckl = / fug, = / / (z+y)—sinkxsinlydrdy =
T 0 Jo Q
2 s s s

{/ xsink‘xdm/ sinlydy+/ ysinlydy/ sinkxdm]:
T LJo 0 0 0

(DM = (C) + (D= ((18) =5 e,

ahol felhasznaltuk, hogy
1
l

T ) 1 .
/0 sinly dy = 7 [—coslyl,_o = (1 — (-1)h,

valamint

K

T 1 1
/ zsinkxdr = — [~z coskz]]_, + f/ coskydy = (fl)kﬂz. (7.22)
; 2 w=0 T3 | 2

Ennek alapjan
- 4wy 2 .
’U/(.’Ii,y) = Z m . ;Sll’l kx sin ly
k=1

Jegyezziik meg, hogy a fenti sor konvergenciaja L?(T)-ben értendd (valojaban
u klasszikus értelemben is megoldas, azonban ennek igazolasa hosszadalmas).
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7.5. Harmonikus fiiggvények

Ebben a szakaszban a
—Au=0

Laplace-egyenlet kétszer folytonosan differencialhaté megoldasaival foglalko-
zunk, amelyeket harmonikus fiigguényeknek hivunk.

7.43. Definicié. Ha az u € C%(Q) fiiggvényre —Au = 0 az Q@ C R" tar-
tomanyon, akkor u-t az Q-n harmonikus fiiggvénynek hivjuk. Ha —Au < 0,
akkor u-t szubharmonikus fiiggvénynek hivjuk, a —Awu > 0 egyenlGtlenségnek
eleget tevs fliggvényeket pedig szuperharmonikus fiiggvénynek.

7.44. Megjegyzés. Mig a harmonikus fliggvények esetében a negativ elGjelnek
nincs szerepe, addig a szub- és szuperharonikus fiiggvények elnevezése ezzel
az el6jellel valik logikussa (,szub” jelentése ,alatt”, szuper” jelentése ,felett”).

A harmonikus fiiggvényeknek szamos fontos tulajdonsaga van, ezek koziil a
maximum- és minimumelveket, a kozépérték-tulajdonsagot, illetve a kétdi-
menzids esetben a komplex fliggvényekkel valé kapcsolatukat targyaljuk.

7.5.1. Maximum- és minimumelvek

A fizikdban ismert tény, hogy egy szoba pontjainak stacionarius h&mérsék-
lete legfeljebb akkora, mint a falakon mérhet6 maximalis hmérséklet. S6t,
ez nyilvan akkor is igaz, ha a szobaban hé nem keletkezik, csak esetleg el-
nyelédik, példaul télen kinyitjuk az ablakokat. Amennyiben hé keletkezik,
mondjuk a szobaban radiatorok vannak, akkor a szoba minden pontjanak
hémeérséklete legalabb akkora, mint a falakon mért minimalis hémérséklet. E
fizikailag természetesen ad6do észrevételeket matematikailag az tgynevezett
maximum- és minimumelvek fogalmazzak meg pontosan.

7.45. Tétel (Gyenge maximumelv Laplace-operatorra). Tegyiik fel, hogy az
u € C*Q)NCO(Q) figguényre —Au < 0 az Q C R™ korldtos tartomdnyon.
Ekkor

max ¢ = max u.
Q a0

Bizonyitds. FElGszor tegyiik fel, hogy —Au < 0 az € halmazon. Belatjuk,
hogy ekkor teljesiil az allitds, majd ebbdl hataratmenettel kapjuk a —Au < 0
esetet.

Indirekt tegyiik fel, hogy maxgu > maxgo u (a maximumok korlatos és zart
halmazon léteznek), tehat létezik zq € €, amelyre u(zg) = maxgu. Ekkor
xo lokalis maximumbhely is egyben, s6t tetszéleges valtozora szoritkozva is
az. Ezért sziikségképpen 0;u(zg) = 0 és ﬁfu(xo) <0, igy —Au > 0, ami
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ellentmondéas. Vegyiik észre, hogy azt lattuk be, hogy —Au < 0 esetén u a
maximumét (kizarolag) a peremen veszi fel.

Legyen most —Au < 0. Tekintsiik az u.(z) = u(z) + ee** fluggvényt, ahol
e > 0! Ekkor —Au < 0 folytan

—Aue(x) = —Au(z) — ee™ = —ee®™ <0,

igy az el6z6ek alapjan
max U, = max Ue.
e T IGgT e
Mar csak annyit kell belatnunk, hogy € — 0+ esetén maxgu. — maxgu és
maxgq Ue — maxgg u. Bz viszont kévetkezik abbdl, hogy u. — u egyenletesen
Q-on. [

7.46. Megjegyzés. A gyenge maximumelvnél valojaban erésebb Gsszefliggés
is igaz (lasd a Tételt): ha az u € C%(Q) N C(Q) fiiggvényre —Au <
< 0 az Q korlatos tartoményon (fontos az Gsszefiiggiség!), tovabba u felveszi
Q-beli maximumat Q egy belsé pontjaban, akkor v konstansfiiggvény. Ha
nem tessziik fel az Gsszefliggdséget, akkor uw az €2 minden egyes Osszefiiggs
komponensében valamilyen konstansfiiggvény.

A gyenge maximumelvet a (—u) fliggvényre alkalmazva kapjuk a gyenge mi-
nimumelvet.

7.47. Tétel (Gyenge minimumelv Laplace-operatorra). Ha az u € C?(Q) N
NC(Q) figgvényre —Au > 0 az Q korldtos tartomdnyon, akkor
min v = min u.
Q o0
7.48. Megjegyzés. Hasonlban az erds maximumelvhez, érvényes az erds mini-
mumelv is: ha egy u € C?(Q) N C(Q) szuperharmonikus fiiggvény minimum

felvétetik belsd pontban és Q korlatos tartomany (tehat dsszefliggs), akkor u
szitkségképpen konstansfiiggvény.

A maximumelv bizonyit4sat konnyedén altalanosithatjuk a Laplace-operator

helyett az
—div(pgradu) 4+ qu

alakt operatorra is, ahol p € C1(Q), p > 0 és ¢ € C(Q2), ¢ > 0. Els6 lépésben
a g = 0 esetet tekintjiik.

7.49. Tétel (Gyenge maximumelv div(pgradu) operdtorra). Tegyik fel,
hogy az uw € C*(Q) N C(Q) figgvényre —div(pgradu)u < 0 az Q@ C R”
korldtos tartomdnyon, ahol p € C*(Q), p > 0. Ekkor

max ¥ = max u.
Q
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Bizonyitds. Mivel

—div(pgradu) = —pAu — Z 0;poju,
j=1

ezért ha v a tartomény belsejében veszi fel a maximumaét, akkor ott grad u =
=0 és Au <0, vagyis
—div(pgradu) > 0.

Kovetkezésképpen — div(pgradu) < 0 esetén a maximum csak a peremen
vétetik fel. Legyen most u.(z) = u(z) + ee**1, ekkor

—div(pgradu.) = —div(pgrad u) — eA(A + d1p)e™*t < —div(pgradu,

feltéve, hogy A > maxg |01p|. Ekkor u. a tartomény peremén felveszi a ma-
ximumét, igy € — 0 esetén az egyenletes konvergencia miatt sziikségképpen
U is. O

7.50. Tétel (Gyenge maximumelv div(pgradu) + qu operatorra). Tegyiik
fel, hogy u € C%(Q) N C(Q) fiigguény, amelyre —div(pgradu) + qu < 0 az
Q C R™ korldtos tartomdnyon, ahol p € C*(Q), p > 0 és q € C(Q), ¢ < 0.
Ekkor

maxu < maxu™,
Q o)

Q

ahol u* (z) = max{u(x),0} az u figguény pozitiv része.

Bizonyitds. Tekintsik a V := {z € Q : u(x) > 0} halmazt, amely u folyto-
nossiga miatt nyilt. Feltehets, hogy V # 0, hiszen V = () esetén u™ azonosan
0, igy a bizonyitandé Gsszefliggés a nyilvanvalé maxgu < 0 egyenlStlenségre
egyszerlisodik.

Amennyiben V # (), akkor x € V esetén —div(pgradu) < —qu < 0, igy
a[7.49] Tétel alapjan

0 < maxu = maxu.
Vv v

Maér csak annyit kell észrevenniink, hogy

max v < maxu,

Q v
illetve
maxu = maxu’,
)% 2Q

ahonnan az allitas nyomban adodik. (Ez utobbi egyenl@ség abbol kovetkezik,
hogy OV-nek 9Q-t6l diszjunkt részén w = 0, kiilonben u > 0 e pont egy
kornyezetében, igy nem lehet V-beli.) O
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A Tételt az u fiiggvény helyett a (—u)-ra alkalmazva u™ :=(—u) ™ jeldlés-
sel kapjuk (vigyazzunk: u~ nemnegativ fiiggvény!), hogy ha az u € C*(Q) N
NC(Q) fiiggvényre — div(p grad u) + qu < 0 az Q korldtos tartomanyon, ahol
peCYQ), p>08sqe C(Q), q<0, akkor
) < —_u)t
mﬁax( u) < I%%X( u)

)

azaz

minu > —maxu .
Q 29

Ezt 6sszevetve a[7.501 Tétellel

—maxu < minu < maxu < Inaxu+7
Q Q Q

o0 Q Q

fgy
max |u| < max |ul.
Q o9

A forditott egyenlGtlenség nyilvanvalod, ezért sziikségképpen egyenlGség &ll
fenn.
A fentiek szerint tehat kaptuk:

7.51. Kévetkezmény. Ha azu € C*(Q)NC(Q) figgvényre — div(p grad u)+
+qu = 0 az Q korldtos tartomdnyon, ahol p € C1(Q), p > 0 és q € C(Q),
q <0, akkor

max |u| = max |u].
Q o0

7.52. Megjegyzés. A maximumelv valdjaban altalanosabban, egyenletesen el-
liptikus operatorok esetében is igaz:

n n
Lu=— Z a0 0 + Z b;05u + qu,

jk=1 j=1

ahol aji, bj,q € C(Q) (j,k=1,...,n) és q > 0, tovabb4 az a;, egyiitthatokra
teljesiil az egyenletes ellipticitas Definicioban megfogalmazott feltétele
(lasd a Feladatot).

A g < 0 esetben nem igaz hasonlo allitas, hiszen példaul ha u az u +—
— —div(pgrad u) operétor sajatfiiggvénye homogén Dirichlet-peremfeltétel
mellett, akkor — div(p grad u) — Au = 0, ahol A > 0, mert a Tétel szerint
a —div(pgradu) operator sajatértékei els6 peremfeltétel mellett pozitivak,
masrészt viszont maxpq |u| = 0, azonban maxg |u| # 0.
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7.5.2. A Dirichlet-feladat megoldasanak egyértelmiisége

A maximum- és minimumelvnek tobb fontos kévetkezménye van a Dirichlet-
feladat megoldasaira nézve: a megoldés egyértelmiisége és folytonos fiiggése.

7.53. Tétel (Egyértelmiiség). Legyen Q1 C R™ korldtos tartomdny, p €
€C'(Q),p>06ésqeC(Q),q<0. Haa
—div(gradu) + qu=f Q-n,
ulon =g
elsd peremérték-feladatnak legfeljebb egy u € C?(Q) N C(Q) megolddsa lehet,

azaz a megoldds egyértelmi.

Bizonyitds. Legyenek uq és us a peremérték-feladat megoldésai, ekkor az u =
= u; — uy fiiggvényre —div(pgradu) + qu = 0 az  tartomanyon, tovibba
ulan = 0, igy a Kévetkezmény miatt maxq [u| = maxpq |u| = 0, tehat
Uy = ug. O

7.54. Tétel (Folytonos fiiggés). Legyen Q@ C R" korldtos tartomdny, p €
ceCQ),p>0¢ésqeC), q<0. Ekkor létezik (csak Q2-tol, p-tol és q-tol
fiiggd) C > 0 konstans, amellyel minden f € C(QQ) és g € C(99) esetén a

—div(pgradu) + qu=f Q-n,
ulon =g
elsd peremérték-feladat egyértelmi u € C?(2) N C(Q) megolddsdra
max |u| < max|g| + C'max|f|.
Q oQ Q

Bizonyitds. Legyen
Lu = —div(pgrad u) + qu.

Valasszunk egy tetszGleges @ fiiggvényt, amelyre ® > 0 és L < —1 az ()
halmazon, példaul a ®(z) = e fiiggvény elég nagy M-t valasztva megfelels

lesz, hiszen
L(eM1) = M(—pA + O1p + q)e.

Tekintsiik a

v(z) = u(z) + () mﬁax |Lu| és 9(z) = —u(z) — D(x) mﬁax | L,

fliggvényeket, ekkor

Lv = Lu+ L® max |Lu| <0
Q
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és hasonloan
Lo = —Lu — L® max |Lu| > 0.
Q

A v és v fliggvényekre érvényes tehat a gyenge maximum- és minimumelyv,
igy
maxv < max v’ < max [u| + max |®| max | Lu|,
Q oQ Q Q Q
valamint
max ¥ < max 9" < max |9 < max |u| + max |®| max | Lu].
Q oQ aQ Q Q Q
Mivel u < v és —u < 0, ezért a fenti egyenlStlenségekbdl a C' = maxg |P|
konstanssal kapjuk, hogy

max |u| < max |u| + C max |Lu.
Q oQ Q

7.5.3. Harmonikus fliggvények tovabbi tulajdonsagai

A maximum- és minimumelvek mellett a harmonikus fiiggvényekre érvényes
egy masik fontos Osszefiiggés, a kozépérték-tulajdonsag: egy harmonikus fiigg-
vénynek tetszdleges gombon vett atlagintegralja a fliggvény kozéppontbeli
értékével egyenls; ugyanez igaz gomb helyett gombfeliileten vett atlaginteg-
rallal.

7.55. Tétel (Kozépérték-tulajdonsag). Tegyiik fel, hogy u € C? () harmoni-
kus fligguény az Q C R™ tartomdnyon. Ekkor tetszdleges B(xg, R) C Q gomb
esetén

1 1
e DR CLE e G

ahol V(B(z0, R)) = w,R"/n és A(B(xo,R)) = w, R""! az n-dimenzids R
sugari gomb térfogata és a gémbfeliilet felszine.

u(zo) =

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy a gombon és a gombfeliileten vett atlag-
integralok megegyeznek. Ehhez alkalmazzuk Green mésodik formulajat az u
harmonikus és a v(x) = |z — z¢|? fiiggvényre a B(xo, R) tartomanyon. Ekkor
Av = 2n, tovabba az S(xo, R) gémbfeliileten 0,v = 0|4, v(z) = 2|z —x0| =
= 2R, tehat

—2n/ u(z)dx = Rz/ dpu(x)do, — 2R/ u(zx) do,.
B(wo,R) S(zo,R) S(zo,R)
(7.23)
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Masrészt ugyancsak a masodik Green-formulabél a harmonikus u és v = 1
valasztéassal azt kapjuk, hogy

/ dyudo =0, (7.24)
S(IQ,R)

és igy a (|7.23]) egyenlGséghsl

n 1
u(z)de = 7/ u(zx) doy
wn B /Buo,m W' Jop (w0, R)

adodik, amit igazolni akartunk.

Most megmutatjuk, hogy az xg koriili kiilénb6z6 sugaria gémbfeliileten vett
atlagintegralok allandok. Valoban, ehhez alkalmazzuk Green méasodik formu-
lajat a B(0, R)\ B(0, p) gytrttartomanyon az v harmonikus, és az « — F(x—
— xg) figgvényre, ahol E a Laplace-egyenlet alapmegoldasa (lasd a De-
finiciot). Tudjuk, hogy AE = 0 az R™\ {0} tartomanyon, ezért A(x — E(x —
— ) = 0 a gytrttartomanyon, tovabba az S(xg, R) peremen

1 1

Oy(x = E(x — 20)) = —0|g—a| E(x — 20) = - Pr—T— =~ et

Az S(xg, 0) peremen a normalis iranyt derivalt xy felé mutat (lasd a ab-

rat), ezért
1

8,,(% — E(if — ‘TO))|S(I0,9) = m
n

Most mar felirhatjuk a Green-formulét, igy
1 1
a4 E(R)&,u> do = / <u + E(Q)ayu> do.
/S(zo,R) ( wp B! S(zo,0) \ Wn@" !

Felhasznalva a (7.24) Osszefiiggést, amely nyilvan az S(zg, o) gdmbfelszinen
is érvényes, végiil

1 1
—nT / udo = —— / udo (7.25)
wp R S(zo,R) WnO S(z0,0)

adodik, ami valéban azt jelenti, hogy az zy koriili koncentrikus gémbfeliile-
teken vett atlagintegrélok értéke alland6. Mivel

1
min ©t<——+——
z€8(xo,0) A(B(.’L'(), 7"))
ezért a ([7.25) Osszefiiggésbdl o — 0+ esetén a bizonyitando
o,
_— u(x) doy
A(B(z0, R)) JoB(zo,R)

allitast nyerjik. O

/ u(z)doy, < max u(z), (7.26)
S(xo,r) z€S(zo,T)

u(zo) =
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7.56. Megjegyzés. A tételt és a bizonyitast nem nehéz altalanositani szubhar-
monikus fiiggvényekre is, ekkor az atlagintegralok legaldbb akkorak, mint a
kozéppontbeli fliggvényérték, lasd a[7.19 Feladatot.

A kozépérték-tulajdonsag valojaban karakterizalja a harmonikus fiiggvénye-
ket. Ha az u € C(Q) fiiggvény minden B(zg, R) C Q gémbon rendelkezik
ugyanazzal a kozépérték-tulajdonsaggal, akkor u sziikségképpen harmonikus
Q-n.

A kozépérték-tulajdonsagbol az erés maximumelv kénnyen levezethetd.

7.57. Koévetkezmény (Erés maximumelv). Tegyiik fel, hogy u € C?(Q) N
N C(Q) harmonikus figgvény az Q@ C R™ tartomdnyban. Ekkor

maxu = maxu.
Q o0

S6t, ha u(xg) = maxgu valamely xo € Q pontra, akkor u konstansfiiggvény.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az xo € Q pontra u(zrg) = maxgu = M. Ekkor
elég kis R-et valasztva B(xo, R) C Q, igy a kozépérték-tulajdonsag alapjan

1

V(B(zg, R)) /B(wo,R) ule) dr <
1

= V{(Bo, R))

M = u(zg) =
(M - V(B(ro, R))) = M.

Kovetkezésképpen u(z) = M az egész B(xzg, R) gébmbon, igy a H = {z € Q:
s u(x) = M} halmaz nyilt Q-ban. A H halmaz természetesen zart is Q-ban,
azonban ) Osszefliggd (itt lényeges, hogy ) tartomény!), ezért ez csak agy
lehetséges, ha H = Q. O

7.58. Megjegyzés. Valojaban elég feltenni, hogy u szubharmonikus fiiggvény,
az er6s maximumelv ekkor is érvényes, lasd a Feladatot.

A kétvaltozos harmonikus fliggvények szoros kapcsolatban éllnak a komp-
lex értelemben differencialhaté komplex fliggvényekkel. Ismeretes, hogy egy
f(z) = u(z,y) +iv(z,y) alakban megadott komplex fliggvény pontosan akkor
differencidlhato komplex értelemben, ha u és v valés értelemben differencial-
hato és teljesililnek a Cauchy—Riemann-egyenletek:

Ozu = Oyv, Oyu = —0yv.

Azt is tudjuk, hogy egy komplex fiiggvény, ha differencialhato egy tartoma-
nyon, akkor ott analitikus, tehat végtelen sokszor differencialhato, és elGall
hatvanysor alakban. Ekkor

O2u = 0,0,v, O2u = —09y0,v,

Y
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és igy a Young-tétel miatt
O2u+ Ogu = 0.

Ez azt jelenti, hogy f valds része harmonikus fliggvény. Ez valojaban meg-
forditva is igaz, érvényes a kovetkezs tétel.

7.59. Tétel. Legyen Q C R? tartomdny. Az u € C?(Q) fiiggvény pontosan
akkor harmonikus Q-n, ha minden pontnak van olyan kdérnyezete és a kér-
nyezetben olyan f(z) reguldris fiigguény, hogy u = Re f. Ha Q egyszeresen
osszefiiggd, akkor lokdlis helyett globdlis mondhatd.

7.60. Megjegyzés. A tétel valos rész helyett képzetes résszel is igaz.

A tételnek szamos kovetkezménye van kétvaltozos harmonikus fiiggvényekre
nézve. Nevezetesen, harmonikus fiiggvények végtelen sokszor differencialha-
tok és eldallnak hatvanysor alakban. Ervényes a Liouville-tétel is, vagyis R2-

en értelmezett korlatos harmonikus fiiggvény sziikségképpen konstans. Valo-
jaban az iménti eredmények mindegyike két dimenzi6 helyett tetszéleges véges
dimenzioban is igaz. Végiil megemlitjiik, hogy a kozépérték-tulajdonsig két
dimenzioban nem mas, mint a regularis fliggvények Cauchy-integralformuléajanak
egyszerd kovetkezménye. Valoban, u = Re f, tovabba a Cauchy-tételbdl ko-
vetkezGen

fo L[ @ g 1[G R

27 S(z,R) E— z % 0 Reit

1 2m y

iRe't dt =

igy valos részt véve

1 27

1
= — t int)Rdt = — do.
u(z) 3Rr ), f(x+ Rcost,y+ Rsint)R ok S(Z’R)f o

7.6. Green-fiiggvény

Ebben a szakaszban a —A operatorra vonatkozo Dirichlet-feladat megoldésait
allitjuk el az alapmegoldas segitségével. El6szor egy hasznos segédeszkozt, a
harmadik Green-formulat igazoljuk.

7.6.1. Green harmadik formulaja

A harmadik Green-formula egy u fliggvénynek egy adott zy pontbeli értékét
allitja el6 az alapmegoldés, az u és egy tetszbleges, sima w fiiggvény segitsé-
gével.
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o0

7.3. abra. ,Lyukas” tartomany

7.61. Tétel (Green harmadik formulaja). Legyen Q@ C R™ korldtos, sima
peremd tartomdny, valamint xo € Q. Legyen y — w(zo,y) € C?(Q) N CHQ)
tetszoleges fiigguény, amelyre Aw € LY(Q), és értelmezziik az

y — F(z0,y) = E(xo —y) —w(zo,y) (ye€Q)

fiigguényt. Ekkor tetszéleges olyan u € C*(2) N CH(Q) esetén, amelyre Au €
€ LY(Q), érvényes a kévetkezd Gsszefiiggés:

w(o) = / (F(zo,4)8yu(y) — u(y)d, F(zo,y)) dor, —
o0
- /Q (F(x0, y)Au(y) — uly)AF(z0,4)) dy.

Bizonyitds. Legyen e > 0 olyan kis szam, hogy B(zo,e) C Q. Irjuk fel ekkor
a masodik Green-formulat az u és y — F(xo,y) fliggvényekre az Q\ B(xo, )
Jyukas” tartomanyon (lasd a abrat):

[ (Flo)buty) - uw)AF () dy -
Q\B(xo,e)
:/69( (20, y)0uly) — u(y)d, F(x0,y)) doy + (7.27)
+/ ( (z0,y)0vuly) — (y)al/F(x()vy)) doy.
S(zo,e)
Megmutatjuk, hogy

lirg, (F (w0, y)Auly) — u(y) AF (z0,y)) dy =
=0+ Jo\B(wo,2) (7.28)

:/Q( (20,y)Au(y) — uly) AF(z0,9)) dy,
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valamint

lim (F(@o.9)0uly) — u(y)d, Flao,y) doy = ulwo),  (7.29)
e—>0+ S(ﬂ?o,E)
ekkor ¢ — 0+ hatardtmenet utan a (7.27)) Osszefliggésbdl a bizonyitando
allitast nyerjiik. A ([7.28) hataratmenet jogossagahoz elegendd, hogy az

y = F(zo,y)Au(y) — u(y)AF (2o, y)

fiiggvény integralhatd Q-n. Ez kovetkezik abbél, hogy F folytonos Q-on, tehat
korlatos, tovabba Aw integralhato Q-n, igy y — F'(zo,y)Au(y) is integralha-
t6. Masrészt pedig, u folytonos Q-on, és E alapmegoldas volta miatt y # xq
esetén A(y — E(xg—y) =0, ezért AF(x0,y) = —Aw(xo,y), amely integral-
hato, tehat y — u(y)AF(xo,y) is integralhato fliggvény.

A Osszefiiggés igazolasahoz vegyiik figyelembe, hogy

/ o (Ploy)ants) —uwo,Feo.y) do, =

Zo,€

—— [ B 9oude, - [ wadu)ds,+ (730)
S(zo,e) S(xo,e)

+ / u(y)0YE(xg — y) doy + / u(y)0dw(xo, y) doy.
S(J}o,E) S(a}o,&)

A (7.30)) egyenléség jobb oldalanak els§ tagjara az u fiiggvény korlatossaga
és F definicioja folytan n > 3 esetén

|
€
3

C C
/ E(xo —y)0yu(y) doy| < / —L do, = n—i en—1 220%, ),
S(zo,e) S €

—1
(z0,) €"

az n = 2 esetben pedig

< Chelloge| 20,

/ E(zo — y)d,u(y) do,
S(J)o,&)

Hasonloan, a Osszefiiggés jobb oldalanak harmadik és negyedik tag-
jai O-hoz tartanak € — 0+ esetén, hiszen az integrandusok korlatos integ-
ralhato fliggvények, az integrélasi felillet mértéke pedig 0-hoz tart. Végiil
vegylik szemiigyre jobb oldalanak harmadik tagjat. A ,lyukas”’ tarto-
mény S(0,¢) peremén a normélis a gdmb kozéppontja felé mutat (lasd az
ezzel lényegében megegyezs abrat), igy

1

Ou(y = E(xo —Y))|s(z0.e) = Ojwo—y| (¥ = E(T0 — Y))|s(20,e) = oD
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ezért
1

w)OLE(my ~ ) doy =~ [ uly)do,,
~/S(:v075) ’ Y wpent S(zo,¢) Y

ami az S(xzg, ) gombfelilleten vett atlagintegral. Ez azonban ¢ — 0+ esetén
az u fiiggvény xo-beli értékéhez tart, amint ezt a [7.55 Tétel bizonyitasaban
is lattuk (lasd a osszefiiggest). Ezzel a (7.29) hatératmenetet igazoltuk
és a tétel bizonyitasa kész. O

7.62. Megjegyzés. A Tétel jelentGsége valojaban egy specialis esetében
rejlik. Nevezetesen, ha a w fliggvényt sikeriil gy megvalasztani, hogy AF = 0
az xo pont kivételével, illetve F' = 0 a 0 peremen, akkor

wm:—éywmfmwm%—Amemmw@

Ez azt jelenti, hogy az u fliggvény xg-beli értékét elGallitottuk az u peremen
felvett értékeinek, illetve Au-nak az 2-n felvett értékeinek a segitségével. Ko-
vetkezésképpen a Dirichlet-feladatra forméalisan megoldoképletet nyertiink.
Célunk, hogy a megfelels F fiiggvényt, és a megoldoképletet ,szép” tartoma-
nyok esetében konkrétan felirjuk és igazoljuk.

7.6.2. A Green-fiiggvény értelmezése és tulajdonsagai

Tekintsiik a kovetkezd klasszikus els6 peremérték-feladatot az Q C R™ korléa-
tos, sima perem( tartomanyon:
—Au = Q-ban,
Ji (7.31)
U|BQ = ¥,
ahol f € C(0), ¢ € C(99). Ahogy a Megjegyzésben emlitettiik, a
harmadik Green-formulédban a w fliggvény specialis megvalasztasa figyelem-
re méltd jelentGséggel bir, annak segitségével megoldoképletet nyerhetiink

a ((7.31) probléma megoldésara.

7.63. Definici6. Legyen 2 C R" korldtos tartomany. Tegyiik fel, hogy bar-
mely rogzitett € Q pont esetén talalhato olyan v € C?(Q)NC(Q) fiiggvény,
amelyre

v(y) = E(x —y) yeoQ,

ahol E' a —A operatornak a [7.15 Definicioban értelmezett alapmegoldasa.
Vezessiik be a w(z,y) = v(y) (x € Q,y € Q) jelolést. Ekkor a

{ —Av=0 Q-ban,

%(x,y):E(xfy)fw(x,y) (iL’EQ,yEQ)
fiiggvényt a (7.31) problémahoz tartozo Green-fiigguvénynek nevezziik.
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7.64. Megjegyzés. A Kovetkezmény alapjan a (7.31) problémahoz tar-
tozd Green-fiiggvény egyértelmd.

A kovetkezs tétel ad arra vélaszt, hogy milyen médon fejezhets ki a (7.31)
peremérték-feladat megoldasa a Green-fiiggvény segitségével.

7.65. Tétel (Green reprezentacios tétele). Legyen 2 C R™ korldtos, si-
ma peremd tartomdny, tovabbd tegyiik fel, hogy a problémdnak léte-
zik 4 Green-fiigguénye. Ekkor ha u € C?(2) N CH(Q)) megolddsa a
peremérték-feladatnak f € C(Q) mellett, akkor

ue) == [ 3o doy+ [ 1wy
oN Q

Bizonyitds. Alkalmazzuk a harmadik Green-formulat F' = & véalasztéassal.
O

7.66. Megjegyzés. A reprezentacios tételben szerepld

— [ 909 (x,y)ely) doy,
o0

integralt szokas egyszerd réteg potencidljinak nevezni, amely fizikailag meg-
adja az 0 feliileten eloszl6 ¢ dipdlus (azaz pozitiv és negativ toltések egyiit-
tesét, ezt hivjuk kettds rétegnek) altal keltett tér potencialjat.

A Green-fiiggvény fontosabb tulajdonséagait az alabbi tételben foglaljuk Gssze.

7.67. Tétel. Legyen 2 C R™ korldtos, sima peremt tartomdny, és tegyiik fel,
hogy a (7.31)) problémdnak létezik G Green-figgvénye. Ekkor

(1) Ayg(x7y):0 .’EEQ,yEQ,y;ﬁx,
(ii) Y(z,y) =0 z€Q,yec;

(iil) Y (z,y) =Y (y,z) x € Qy € Q,x #y (a Green-fiigguvény szimmetria
tétele).

Bizonyitds. Az els6 két tulajdonsag a definiciobol kozvetleniil adodik.

A harmadik tulajdonsag bizonyitdsahoz legyenek x1,x9 € Q, x1 # o r0gzi-
tettek, és valasszunk € > 0 szamot gy, hogy B(z1,¢) C Q, B(xa,e) C Q és
a B(xy,e) C Q, B(xg,e) C Q gémbok diszjunktak legyenek. Irjuk fel ekkor
Green méasodik formulajat az y — 4 (x1,y) és y — 9 (xq,y) fliggvényekre az
O\ (B(x1,e)UB(x2,¢)) ,kétlyuka kilyukasztott” tartoméanyra (lasd a ab-
rat

):
/ (@ (@2,y) A (21, y) G (21, y) AD (2, y)) dy =
O\ (B(z1,e)UB(x2,¢))

= (g(.’I]Q,y)ayg(aJ],y)_g(fEl,y)ayg(fﬂl,y)) dgy-
OQUS (z1,8)US (z2¢)

(7.32)
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o0

7.4. abra. JKétlyukd” tartomany

Az (i) tulajdonsag folytan a (7.32) bal oldala O-val egyenls, méasrészt (ii)
alapjan a jobb oldalon

/ (@ (@2,)0,% (1,y) — D1, 9)0,% (21,)) doy = O,
o0
igy
/ (9(@2.9)0,9 (@1,y) — 9 (@1, 9)0,9 (21,)) dor, = 0.
S(z1,6)US(z2¢)

Innen a harmadik Green-formula bizonyitasaban igazolt Osszefiigges fel-
hasznalasaval € — 0+ esetén kapjuk, hogy

G (x9,21) — 9 (x1,22) =0,
ami éppen az (iii) tulajdonsag. O

7.68. Megjegyzés. Az (i) tulajdonsag helyett valojaban az is igaz (lasd a (7.5))
Osszefiiggést), hogy
Ayg(l‘, y) = 6$(y>7

ahol §, az x pontra koncentralt ,,Dirac-delta fiiggvény”.

A Green-fiiggvényt értelmezhetjiik a klasszikus harmadik peremérték-feladat
esetében is, roviden kimondjuk a megfelel6 definiciot és Green reprezentacios
tételének alakjat.

Tekintsiik a kovetkezd klasszikus harmadik peremérték-feladatot az 2 C R™
korlatos, sima peremt tartomanyon:

{ —Au=f Q-ban, (7.33)

Ovtlaq + hulsa = ¢,

ahol f € C(Q), p € C(Q), h € C(AQ), h > 0.
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7.69. Definicid. Legyen 2 C R" korlatos tartoméany. Tegyiik fel, hogy bar-
mely rogzitett z €  pont esetén talalhato olyan v € C?(Q)NCL(Q) fiiggvény,
amelyre

—Av =0 Q-ban,
dv(y) + h(y)v(y) = Y E(xr —y) + h(y)E(x —y) y € 99,

ahol ' a —A operédtornak a (7.15)). Definiciéban értelmezett alapmegoldésa.
Vezessiik be a w(z,y) =v(y) (z € Q,y € Q) jelolést. Ekkor a

G(x,y) = E(x—y)—wx,y) (€Qyec)
fiiggvényt a (7.33)) problémahoz tartozo Green-fiigguvénynek nevezziik.

7.70. Megjegyzés. A Tétel alapjan a Green-fiiggvény egyértelmii, kivéve
a h = 0, azaz a méasodik peremérték-feladat esetét, ekkor csak konstans erejéig
van meghatéarozva.

7.71. Tétel (Green reprezentacios tétele). Legyen Q C R™ korldtos, si-
ma peremd tartomdny, tovdbbd tegyiik fel, hogy a problémdnak léte-
zik 4 Green-fiigguénye. Ekkor ha u € C?(2) N CY(Q) megolddsa a
peremérték-feladatnak f € C(Q) mellett, akkor

u(z) = /a (@ )e(s) o + / @ (x,y)(y) dy.

7.72. Megjegyzés. A (7.33)) probléma Green-fliggvényére a Tétel is ér-
vényben marad azzal a modositassal, hogy a (ii) tulajdonsagban

WY (v, y) + h(y)¥9(z,y) =0 (y € 0Q)

all fenn.
A reprezentacios tételben szerepld

4G (x,y)p(y) doy,
o0

integralt szokas egyszerd réteg potencidljinak nevezni, amely fizikailag meg-
adja az 09 feliileten eloszlo ¢ toltésstirtiség (vagy tomegstiriiség) — ezt hivjuk
egyszert rétegnek — altal keltett tér potenciéljat.

7.73. Torténeti megjegyzés. A Green-fiiggvény gondolata George Green (1793~
1841) brit fizikus 1828-ban kiadott Esszé a matematikai analizisnek az elekt-
romossdg- és mdgnességtanban vald alkalmazdsdrol cim miivében jelent meg.
Green életérdl bévebben lasd a [7.8] Megjegyzést.
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7.6.3. Poisson-formula gombo6n

A Green-fiiggvény létezése tetszbleges tartomanyon altalaban nem trivilis
probléma, igazolhat6é azonban, hogy sima peremii tartomanyok esetében lé-
tezik Green-fiiggvény. Egyes specialis tartoméanyok esetén a Green-fiiggvény
meghatarozhatd a tikrézés mddszerével. Ezt az alabbiakban az origo6 kozép-
ponti R sugart B(0, R) gomb példajan targyaljuk meg részletesen, illetve
a[7.6.4] szakaszban néhany tovabbi példat mutatunk. Ehhez el6szor ismerked-
jink meg a S(0, R) = 0B(0, R) C R™ gombfeliiletre vonatkozo inverzidval.

7.74. Definici6é. Az S(0, R) gombfeliiletre vonatkozé inverzion (tiikrozésen)
az alabbi R™ \ {0} — R™ leképezést értjiik:
R2
r—a = —u.
|2

%
Szemléletesen az x pont képe a 0z félegyenesen az x’ pont, amelyre |z|-|z/| =

= R? (lasd a[7.5] abrat).

|z - |2’ = R?

7.5. dbra. Inverzio
Legyen most « € B(0, R) rogzitett, ekkor olyan v(y) fiiggvényt keresiink,
amelyre

—Av =0 B(0,R)-ben,
v(y)=E(@—y) yeSOR).

Elss latasra a v(y) = F(x — y) fliggvény ,majdnem” megfelels, hiszen a
peremfeltétel nyilvan teljesiil, és mivel E alapmegoldas, ezért AyFE(x —y) =
= 0 az x pont kivételével. Az egyetlen pont, amely ,galibat” okoz, maga az
x. Az inverzio segitségével azonban ezt a szingularitast a gémbon kiviilre
transzformalhatjuk, és tekinthetjik a v(y) = E(y(2’ — y)) fliggvényt, ahol
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~ alkalmas, z-t6l fiiggé konstans. Erre a v fliggvényre mar Av = 0 teljesiil
az egész B(0, R) gbmbon, és a v konstans értékét ugy kell megvalasztani,
hogy v(y) = E(z—vy) teljesiiljon az S(0, R) gombfelszinen. Mivel E csak az
x — y abszolut értékétsl fligg, ezért célszert megvizsgalni, hogy mi a kapcsolat
|z — y| és |2/ — y| kozott y € S(0, R) esetén. Ehhez tekintsiik a[7.6] abrat.

<

2] R=R: 2| = |z —y|: 2" —y|

ml

7.6. dbra. Inverzi6 tulajdonsiga

A Oxy és 02’y haromszogek hasonloak, ugyanis az origbban 1évé szogiik kozos,
és az origoban 1évé megfelel oldalak aranya az inverzié definicija alapjan
megegyezik:

|z|: R=R: |2/|.

Ekkor az origéval szemkozti oldalak aranya is ugyanez, igy
|z —yl: |2’ =yl =|z| : R,

azaz

eyl =T ) e som), (7.3

(Ezt megkaphattuk volna egyszert szamolassal is:

2 2

o' —y|* = ix -yl = Rlz|? — 2R?|x*(z,y) + |2|"R? = R—2\x —y*)
|| ||t ||> '

Kovetkezésképpen a

fiiggvényre teljesiil, hogy v € C?(B(0,R)) N C*(B(0,1)), Av = 0 a B(0,R)
gbémbon és v(y) = E(x —y) az S(0, R) gémbfeliileten. Az el6bbi megéllapitas
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az ¢ = ( specialis esetben nem igaz, ekkor az inverzié nem értelmes, azonban
ebben az esetben a v(y) = E(R), azaz

— = log R, han =2, x € R", z #0,

v(y) = 1
—————, han>3, x€R", 0
R PRTI= an>3, x T #
konstansfliggvény megfelel a kivinalmaknak. Valéban, Av = 0 nyilvanvalo,
ezenkiviil y € S(0, R) esetén v(y) = E(0—y) = E(|y|) = E(R). Osszefoglalva
tehat a kovetkezd allitast nyertiik.

7.75. Allitas. A B(0,R) C R" gomb Green-fiiggvénye

San) =Ble )~ £ (6 -0) @40y BOR)

illetve

9(0,y) = E(y) - E(R) (y € B(0,R)),
ahol E a Laplace-egyenlet alapmegolddsa.

7.76. Megjegyzés. A B(0, R) konkrét esetben a Green-fliggvény szimmetriaté-
tele konnyen ellendrizhets, az egyszeriien kévetkezik a Osszefiiggésbdl,
illetve abbdl, hogy F(x — y) csak |z — y|-t6l fugg.

Alkalmazzuk most a kapott Green-fiiggvényt a probléma megoldasanak
elsallitasara a Tétel alapjan. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy
f =0, ekkor ha az u € C?(B(0,R)) N C*(B(0, R)) fiiggvényre

—Au =0 B(0, R)-ben,
(7.35)
U|S(0,R) =,
akkor
u() = — / V% (x.y)p(y)do, (z€BO.R).  (7.36)
5(0,R)

7.77. Allitas. Ha 9 a B(0,R) gomb Green-fiigguénye, akkor

-1 R —|zf?
B wnR |.T - y|n

0YY (x,y) (x € B(0,R),y € S(0,R)).

Bizonyitds. Az y € S(0, R) pontban a kiils6 normalvektor v = y/R, igy az
iranymenti derivalt definicioja alapjan

oY (w.y) = Y 20,9 (x.y).

Jj=1
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Mivel
1z -y,
0, E(x — :7#’
b @ =) wn [z —y;["

és ([7.34) felhasznalasaval x # 0 esetén

2
i LR oy Lyl

0, B (Ew —y)) == - ,
(R(l’ y)> on 2 T T e o — g

ezért

11 ~ Y, —1 R? — |z|?
o (w,y) = ———— >y (95— w5 — 2P ) = —
) = R LB\ R ) = R T

-yl
(7.37)
Az x = 0 esetben pedig
1 R
09 (x,y) =0, EFly) = ————,
v ( y) [yl (y) Wn, |y|n—1
tehat ekkor is érvényes az allitas. O

A Allitasbeli dsszefiiggést a (7.36) képletbe helyettesitve kapjuk, hogy

R e
ule) = Ruw, /S(O,R) |z —y[" doy (z € B, R)). (7.38)

A (7.38) Osszefiiggést szokas Poisson-formuldnak nevezni, a

R*—|z* 1
an |(E - y|n

K(Z‘,y) =

fliggvényt pedig Poisson-magnak hivni. Felvet&dik a kérdés, hogy a Poisson-
formulaval értelmezett u fiiggvény vajon milyen ¢ fliggvények esetén elégiti
ki a (7.31) peremérték-feladatot f = 0 mellett. Erre ad vélaszt a kovetkezd
tétel.

7.78. Tétel. Tetszileges p € C(S(0, R)) figguény esetén a (7.38)) Poisson-
formuldval értelmezett u fiigguényre u € C*(B(0, R)) N C*(B(0, R)) (sét u €
€ C*(B(0, R))), tovibba

{ —Au=0 B(0,R)-ben,

U|s(o,R) = .
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Bizonyitds. A Poisson-formulara alkalmazhatjuk a paraméteres integralok
derivalasarol szolo tételt tetszdleges olyan gombon, amelynek lezartja B(0, R)-
ben van (hiszen y € S(0, R) miatt az integrandus paraméter szerinti tetszo-
leges rendi derivéltja folytonos). Ebbél kivetkezden u € C?(Q2), sét u €
€ C*(Q). Ezenkiviil

Au(r) = — /S(O . A, (90U (2, 9)p(y)) doy, =
- _/ 0y ALY (x,y)p(y) doy =0,
S(0,R)

hiszen a Green-fliggvény szimmetriatétele miatt
DAY (z,y) = DY (y,z) = 0.

(A derivalasok sorrendjét azért cserélhettiik fel, mert & parcialis derivaltjai
folytonosak x # y esetén.)
Megmutatjuk, hogy tetszsleges o € S(0, R) pontra a formuléval ér-
telmezett fiiggvényre

lim  wu(z) = ¢(zg), (7.39)

r—xo
z€B(0,R)

amibél ¢ € C(B(0, R)) folytan u € C(B(0, R) és u|g(o,r) = ®. Mivel a v =
= 1 fiiggvényre Av = 0 és v|g(0,r) = 1, ezért Green reprezentécios tételébsl
kovetkezGen

1= 7/ 09 (z,y)doy, (x € B(0,R)). (7.40)
5(0,R)
Kovetkezésképpen
u(z) — (o) = / 099 (z,y)(p(x0) — ¢(y)) doy. (7.41)
5(0,R)

A egyenlGség jobb oldaldn szerepld integralt két részre bontjuk, az
egyik részen 0Y¥(z,y) lesz kicsi, a masik részen pedig |p(y) — ¢(x0)| kicsi.
Legyen ¢ > 0 adott, ekkor a ¢ fiiggvény zy pontbeli folytonossiga miatt
létezik § > 0 agy, hogy

[y —xo| <&,y € S(0,R) esetén |p(y) — p(xo)| <e.

Az B(0, R) x (5(0, R)\ B(xg,9)) korlatos és zart halmazon (lasd a abrat)
a 0,9 fliggvény egyenletesen folytonos, tovabba a ((7.37)) alakjabol lathatoan

- Y —
Jm Y (z,y) = 0.
z€B(0,R)
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S(0, R) \ B(zo,0)

7.7. dbra. Peremfelbontéas

Ebbdl kovetkezden létezik p > 0 szam gy, hogy

|z — 20| <p, x € B(0,R), y € B(0,R) x (5(0, R) \ B(xo,0))
esetén |0Y¥9 (x,y)| < e.

Ekkor a (7.41) osszefliggésbol, a (7.40) egyenlSség, tovabba 0Y¥ negativita-
sanak (amely a ([7.37) formulabol nyilvanvald) felhasznalasaval a kévetkezd
becslést nyerhetjiik | — xg| < p esetén:

lu(z) — p(ao)] < — / 0% (2,y) dory +
S(0,R)NB(x0,e)

+ 2K edoy <
B(0,R)x(S(0,R)\B(z0,5))

< (2K 4 Nw, R .

Ez éppen a kivant ((7.39) Osszefiiggés. O
7.79. Megjegyzés. A Poisson-formulabol z = 0 esetén azt kapjuk, hogy

1 /
_ do,,
wn " Js0,m) P ly) doy

ami éppen a probléma v harmonikus megoldaséara vonatkozo6 kozépér-
téktétel a gombfeliileten.

Erdemes felirni a Poisson-formulat két dimenzioéban polarkoordinatak segit-
ségével is. Ha x = (pcosd, psind) és y = (Rcosp, Rsiny) (ahol most ¢ a

u(0) =
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szoget jelenti), akkor

|z —y|? = (gcos ¥ — Reos ) + (sin ¥ — Rsin p)? =
= R + 0* — 2Rp(cos VY cos  + sin ¥ sin ) =
= R? — 2Rpcos(p — V) + 0%,

tovabba a korvonalon vett ,felszini integral” nem mas, mint vonalintegral, igy
do = Rdy. Ezért

2 2 2

_ R —yp

9 V) = — Rsi d
u(gcosv, osind) 27 Jo V(R cosp, Rsing) 1 —2Rpcos(p — V) + R? 7

(7.42)

fliggvény klasszikus megoldasa a

{ —Au=0 B(0,R)-ben,

uls(o,r) = V-

peremérték-feladatnak. Megjegyezziik, hogy ezt a képletet megkaphattuk vol-
na a regularis fiiggvényekre vonatkozé Cauchy-integralformulabdl (vagyis tu-
lajdonképpen a harmonikus fliggvényekre vonatkozo kozépérték-tulajdonsag-
bol), ha a kort 6nmagara képezziik agy, hogy az x pont a kor kozéppontjaba
menjen at.

7.80. Torténeti megjegyzés. A Poisson-formulat Siméon-Denis Poisson (1781—
1840) irta fel 1833-ban égi mechanikai vizsgalodasai folyaman, méghozza mint
a gombfeliileten elhelyezett tomegeloszlas potencialfiiggvényét a gomb belse-
jében.

7.6.4. Tovabbi példiak Green-fiiggvényekre

A gbmb példajaban alkalmazott inverzio, méas néven tiikrézés modszerével
hatarozhatjuk meg szdmos tovabbi tartoméany Green-fiiggvényét. Az alabbi-
akban néhany példat mutatunk a modszer alkalmazaséra.

Féltér Green-fiiggvénye

Tekintsiik az R} = {(x1,...,2,) € R" : x,, > 0} félteret és a kovetkezd
peremérték-feladatot :

—Au =0 R’}-ban,
ulorr = .

Allitsuk el6 a féltér Green-fiiggvényét, és ennek segitségével irjuk fel a féltérre
vonatkozo Poisson-formulat!
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Tn

Tn =0

— 1 -——-o— 1 eR

H\

7.8. abra. Tiikrozés hipersikra

A féltér esetében a gémbfeliiletre valo tiikrozés szerepét a
ORY} = {(z1,...,2p) €R" 1 2, =0}

hipersikra valo tiikrozés veszi at (lasd a abrat):

r— 2 = (21, ., Tp1, —Tp)-
Ekkor y € R"} esetén nyilvanvaloan |z — y| = |2’ — y|, igy a

Y(z,y) = E(z —y) - B’ —y)
fliggvény teljesiti a Green-fliggvényre vonatkozo feltételeket, minden rogzitett
x € R} esetén AyY(x,y) = 0 a R} féltéren, illetve ¥ (z,y) = 0 a ORY}
hipersikon. A féltér peremén az y pontban v = (0,...,0,—1), igy

-2 x,

]- n — ITn n 1'41
0,9 (z,y) = 0_,. 9 (z,y) = — (y . ) =

wo \|z =yl Jo'—y")  wa |z -yl

Az iménti osszefiiggést a (7.36]) képletbe helyettesitve kapjuk, hogy

2,
u(z) = 20 / W) g (7.43)
Wn Jorn T —yl"

A ([7.43) elsallitast szokas Poisson-formuldnak nevezni, a

2z, 1
K(z,y) == TW

fliggvényt pedig Poisson-magnak hivni. A gémbre vonatkoz6 Poisson-formula
esetéhez hasonldan igazolhaté a kévetkez6 eredmény.
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Tn—1

8
3

S (N

7.9. abra. Tikrozés félgomb 7.10. abra. Tiikrozés negyedtér
peremeére peremére

7.81. Tétel. Legyen p € C(R"1) N L>(R""1). Ekkor az

2z,
u(z) = 20 &)n do,
o Jomy o=l

Poisson-formuldval értelmezett u fiigguényre teljesiil, hogy u € CQ(Ri) n
NCERY) NL®(RY) (sét u e C(RY)), tovibbd
{ —Au =0 R}-ban,

ulorr = .

Negyedtér Green-fiiggvénye

A féltér esetéhez hasonloan, hipersikokra valod tiikrozés segitségével adhatd
meg az Q = {(r1,...,2,) € R" : 2,1 > 0,2, > 0} negyedtér Green-
figgvénye. Legyen x € , és jelolje 2/,  az x pontnak az x, = 0, illetve
az Tp,_1 = 0 hipersikra valo tiikorképét, tovabba I’ az & pontnak az x,
hipersikra val6 tiikorképét (lasd a abrat). Ekkor konnyen lathatoan a

Y (v,y) = E(x—y) - E(@@ —y) - E@—-y)+ E@ —y) (7.44)

fiiggvény megfelel a Green-fliggvénytdl elvart kivanalmaknak (lasd a Fel-
adatot).

Félgbmb Green-fliggvénye

Az Q = B(0,R) NRY félgémbtartomany esetében az S(0, R) gémbfeliiletre
vonatkozo inverziot és a OR'} hipersikra valo tiikrozést egyszerre kell alkal-
maznunk. Legyen x € Q) esetén x’ az x pontnak az S(0, R) gombfeliiletre
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vonatkozo6 inverzi6 altal adott képe, tovabba az x és x’ pontoknak a IR’}
hipersikra vald tiikorképe Z, illetve &' (lasd a abrat). Ekkor koénnyen
lathatéan a

Y (r,y) = E(x—y) - BE@ —y) + E@—-y) - E@ —y) (7.45)

fiiggvény teljesiti a Green-fliggvénytdl elvart tulajdonsagokat (lasd a Fel-
adatot).

7.7. Feladatok

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

Legyen 2 C R™ korlatos, sima peremii tartomany. Mutassuk meg, hogy
ekkor Green els6 tétele abban az esetben is érvényben marad, ha u €
€ C%(Q)NCY(Q), amelyre div(pgradu) € L'(Q), tovabba Green méso-
dik formulaja ugyancsak érvényes, ha u,v € C?(2) N C'(Q), amelyekre
div(pgradu) € L1(Q2) és div(pgradv) € L1(9Q).

Igazoljuk, hogy az alabbi u: 2 — R fiiggvények mindegyike alkalmas
Q) C R? tartoméanyon kielégiti a —Au = 0 Laplace-egyenletet

x
a) u(x7y) = :172 +y27

b) u(z,y) =log(z? +y?),

c) u(z,y) = arctg —,

d) u(z,y) = e®(siny + cosy).

Irjuk fel a A operator polarkoordinatéas alakjat két dimenzioban! Le-
gyen x = rcosp, y = rsinp és u(x,y) = U(r, p). Mutassuk meg, hogy
ekkor r # 0 esetén
1
Au=—(0,(ro,U)+ -02U |.
-2 o )

Igazoljuk, hogy a tetszGleges t € R szam esetén a polarkoordinitas
alakban adott

U(r,p) =rtcostp & U(r,p) =r'sinty

fiiggvények megoldasai a Laplace-egyenletnek az R?\ {0} tartoméanyon.
Mi a fenti fliggvények (z,y) koordinatas alakja?

Hatarozzuk meg a Laplace-egyenletnek a kétvaltozos n-edfoki polinom-
fiiggvény alaki megoldasait! Ezeket szokés kétvaltozos harmonikus po-
linomoknak nevezni. Igazoljuk, hogy minden n-re a legfeljebb n-edfoki
harmonikus polinomok vektortere 2n + 1-dimenzios!
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7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Keressiik meg a kovetkezd peremérték-feladat u € C?(B(0,1))NC(B(0,1))
megoldasat a B(0,1) haromdimenzios egységgémbon!

Au(z,y,z) =x+2z ((z,9,2) € B(0,1)),
U|aB(o,1) =Y.

Legyen T = (0,7)* C R? és keressiik meg az alabbi peremérték-feladat
u € C%(T) N CY(T) megoldasait!

—Au(z,y) =coszcosy ((z,y)€T),
dyular = 0.

Legyen T = (0,7)? C R?, valamint I'; := {n} x[0,7), ['y := (0, 7] x {7},
I3 := {0} x (0,7], Ty := [0,7) x {0}, tovabba legyenek g,h: R? — R
olyan fliggvények, amelyekre (lasd a abrat)

g|F1UF3 = 17 g|F2UF4 = 0)

valamint
h|F1UF3 =0, h|F2UF4 =1

Oldjuk meg ekkor az alabbi peremérték-feladatot!

—Au(z,y) =sinzcos3y — 5sin3zcosdy ((z,y) € T),
(gu+ hdy)|or =0

Yy
Iy

I's T I
T, T x

7.11. abra. Vegyes peremfeltétel

Legyen a > 0, és hatarozzuk meg a kovetkezd operator klasszikus sa-
jatértékeit és sajatfiiggvényeit !

D(L) := {u € C*(0,a) N C*([0,a]): w(0) =0, w'(a) =0}, Lu:=—u".
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7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

Legyen a > 0, és hatarozzuk meg a kovetkezd operator sajatértékeit és
sajatfliggvényeit !

Legyen a > 0, és hatarozzuk meg a kovetkez$ operator sajatértékeit
és sajatfiiggvényeit! Mutassuk meg, hogy az operatornak van negativ
sajatértéke is!

Igazoljuk, hogy a Tétel a — div(gradu) + qu operétor helyett a
kovetkezs altalanosabb L operatorokra is igaz:

n n
Lu=— Z a0 0 + Z b;0;u + qu,
Jok=1 j=1

ahol aji,bj,q € C(Q) (j,k=1,...,n) és ¢ > 0, tovabba az a;;, egylitt-
hatokra teljesiil az egyenletes ellipticitas Definicioban megfogalma-
zott feltétele.

Derivélas nélkiil igazoljuk, hogy ha u és u? harmonikus fiiggvények az
Q C R™ tartoméanyon, akkor u sziikségképpen konstansfiiggvény !

Adjunk meg az Q = {(z,y) : y > 0} C R? nyilt felss félsikban nem
korlatos harmonikus fiiggvényt!

Tegyiik fel, hogy az u € C?(R?) fiiggvényre Au(z,y) = 8 ((z,y) € R?)
és u(0,0) = 1. Szamitsuk ki az [, ) u integral értéket!

Tegyiik fel, hogy az u € C?(R?) fiiggvényre Au(z,y) = —4 ((x,y) €
€ R?). Igazoljuk, hogy

max v < max u -+ 1.
B(0,1) 8B(0,1)

A kozépérték-tulajdonsag segitségével bizonyitsuk be, hogy ha u har-
monikus és korlatos R™-en, akkor konstans (Liouville tétele).

Tegyiik fel, hogy u harmonikus a B(0, R) gémbon és u > 0. Igazoljuk
a Poisson-formula alapjan, hogy ekkor tetsz6leges x € B(0, R) esetén
R — |z|
—_——u
(R A+ [a])"

R+ ||

Rn72
(R — ||~

(0) < u(x) < R"2

u(0).
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7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

Tegyiik fel, hogy u € C?(Q2) szubharmonikus fiiggvény az ) C R™ tarto-
manyon, azaz —Au < 0. Igazoljuk, hogy ekkor tetszsleges B(xg, R) C
gbémb esetén

1 1
)< 4B 7)) /aBm,R)““) do: < W/B(%,RW a,

ahol V(B(zo, R)) = w, R"/n és A(B(z¢, R)) = w, R"~! az n-dimenzios
R sugaru térfogata és a gombfeliilet felszine.

Bizonyitsuk be, hogy a u € C?(2) N C(Q) szubharmonikus fiiggvény,
akkor teljesil r4 az erés maximumelv!

Bizonyitsuk be, hogy ha u € C?(R™) harmonikus fiiggvény, akkor |grad u|
szubharmonikus!

Tegyiik fel, hogy ®: R — R kétszer folytonosan differencialhaté konvex
fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ha v € C?(R") harmonikus fiiggvény,
akkor ®(u) szubharmonikus.

Legyen © C R™\ {0} tartomany, amelyet az S(0,1) gombfeliiletre vonat-
koz6 inverzi6 az €’ tartomanyba viszi. Igazoljuk, hogy ha u harmonikus
Q-ban, akkor az

=) = ;u z = |z|"u(x)
‘l‘/‘"_z |$L"|
fiiggvény harmonikus Q'-ban. (Azt a leképezést, amely az u fiiggvényhez

a fenti v fiiggvényt rendeli hozza, Kelvin-transzformdcidnak nevezziik.)

Legyen n > 3 és f € C3(R"™). Bizonyitsuk be, hogy ha az u € C?(R")
fliggvény korlatos megoldasa a —Au = f egyenletnek R™-ben, akkor
alkalmas C' konstanssal

u(e) = [ Bl )f()dy+ C.

ahol F a Laplace-egyenlet alapmegoldésa.

Legyen B(0,1) az origd kézépponti, 1 sugart nyilt kérlap a sikon. Mi-
lyen a € R esetén van az alabbi peremérték-feladatnak u € C2(B(0,1))N
N C1(B(0,1)) megoldésa?

{ Au=a B(0,1)-ben,

dvulpB(o,1) = 1.

Adjuk meg a megoldéasokat !
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7.26.

7.27.
7.28.

7.29.

7.30.

7.31.
7.32.

Legyen Q := (0,1)2. Milyen o € R esetén van az alabbi peremérték-
feladatnak v € C?(Q) N C1(Q) megoldasa?

Au=a Q-ban,
8,,u|ag =1.

Adjuk meg a megoldéasokat!

Bizonyitsuk be a[7.71] Tételt!

Bizonyitsuk be, hogy a Dirichlet-feladat Green-fiiggvényére teljesiil az
alabbi egyenlétlenség:

E(x — han >
0<Y(z,y) < (@ =), an73,’
E(xz—y)+C, han=2,

ahol z € Q,y € Q,x # y és C az  tartomanytol fiiggd konstans.

Legyen az (7 tartomény Green-fiiggvénye ¢, az €, C () tartoményé
pedig 4. Igazoljuk, hogy ekkor % > ¥ az {)1-en!

Mutassuk meg, hogy ha u harmonikus és korlatos a B(zg, R) \ {zo}
kipontozott gdbmbon, akkor harmonikusan kiterjeszthets a kézéppontra
is!

Bizonyitsuk be a[7.81] Tételt!

Ellendrizziik, hogy a ([7.44)) és (7.45)) formulak teljesitik a Green-fiigg-
vényre vonatkozo feltételeket !



8. fejezet

A hévezetési egyenlet

A matematika az emberi elme azon képessége, amelynek célja,
hogy kdrpdtoljon az élet révidségéért és érzékszerveink tokéletlen-
ségéért.

Joseph Fourier (1768-1830)

A fejezet tartalma. Roviden emlékeztetiink a hévezetési egyenlet
fizikai motivacidjara. Ezt kdveten hasonlosagi meggondolasok alap-
jan levezetjik a hévezetési egyenlet alapmegoldéasat, és megvizsgaljuk
néhany tulajdonsagat. Az alapmegoldas segitségével formulat adunk
Cauchy-feladatok megoldéaséara. Ezutan a hévezetési egyenletre vonat-
kozo vegyes feladatokat targyaljuk, amelyek kapcsan a maximum- és
minimumelvekkel részletesen foglalkozunk.

8.1. Fizikai motivacido

A fizikai példakkal foglalkozo [o] fejezet szakaszaban megismerkedtiink az
Q C R™ tartoményban 1év6 inhomogén kézegben végbemend hdvezetés folya-
mataval. Ha a tartomany pontjainak térben és idében valtoz6 hémérsékletét
az u: Q x Rf — R fiiggvény adja meg, akkor a folyamatot a kdvetkezs par-
cialis differencialegyenlettel irhatjuk le:

c(x)o(x)0pu(z,t) — div(k(x) grad u(x,t)) = F(x,t) Q x Ry -ban,

ahol k: © — R a h6vezetési egylitthatofiiggvény, c: Q — R a fajhs, 0: Q@ - R
a kozeg siriségfiiggvénye és F: 0 — R a forrastag, amely a tartomany-
ban 1évs héforrasok és nyelsk eloszlasat adja meg (F > 0 esetén az adott
pontban héforras, F' < 0 esetén hényels talalhato). Forrasra gondolhatunk
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példaul tgy, mint egy szobaban elhelyezett fitGtestre, vagy valamilyen (exo-
term vagy endoterm) kémiai reakci6 soran felszabadulo vagy elnyel6ds hore.
A hoémérséklet egyértelmii meghatarozasahoz sziikségiink van a kezdeti hé-
mérsékleteloszlas ismeretére, tovabba az () tartomany peremén is meg kell
adnunk a hémeérséklet id6beni valtozasat, vagyis valamilyen peremfeltételt.
A kezdeti és peremfeltételekkel kapjuk a hévezetési egyenletre vonatkozd ve-
gyes feladatokat. Eléfordulhat, hogy  az egész tér, ekkor peremfeltételre
nincs sziikség, igy Cauchy-feladatokrol beszéliink. A fejezetben f6 célunk a
hévezetési egyenletre vonatkozé Cauchy- és vegyes feladatok vizsgélata. Az
egyszeriiség kedvéért gyakran feltessziik, hogy c, 0, k mind &allandok, ekkor a
kovetkezs egyenletet nyerjiik:

Oy — aAu = f,

ahol a = k/cp a hémérséklet-vezetési tényezd és f = F/cp.

8.2. Specialis megoldasok

A stacionarius hévezetés esetét leird Laplace-egyenlet kapcsan lattuk, hogy
lényeges szerepe van az egyenlet bizonyos specialis alak, dgynevezett radi-
alis megoldésainak. Ezekbdl nyertiik az alapmegoldéast, amely a peremérték-
feladatok megoldasainak elgallitasaban fontos segédeszkozként keriilt els.

8.2.1. Hasonlb6sagi megoldasok

Célszerti a hévezetési egyenlet vizsgalatat is speciélis alakt megoldasok meg-
keresésével kezdeni, tekintsiik ezért a

Ou—Au=0

egyenletet. A Laplace-egyenlet esetében az egybevagosagra valé invariancia
jelentette a kiindulasi pontot, ez a hGvezetési egyenlet esetében tovabbra is
érvényes a térvaltozoban. Ezenkiviil a hévezetési egyenlet dilatdcidra nézve
invarians, ami azt jelenti, hogy ha wu(z,t) megoldasa a homogén jobb oldala
hévezetési egyenletnek, akkor az @(z,t) = u(Ax, \’t) fiiggvény ugyancsak
megoldas, hiszen

u(z, t) — At(z,t) = N (Opu(Az, \°t) — Au(Az, \*t)) =0
Ha egy megoldas invarians a dilataciéra nézve, akkor

u(z,t) = u(hz, \*t),
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ahonnan \ = 1/+/t valasztéassal kapjuk, hogy

u(z,t) = u (jil> .

Amennyiben a megoldas ezen feliil a térvaltozoban radialis, akkor egy ilyen

specialis megoldés
u(z,t) = v <|x|>
Vit

alakban irhato, ahol v: R — R fiiggvény. Megkereshetnénk a fenti alaka
megoldasokat, ehelyett azonban figyelembe vesziink még egy fizikai feltételt.
Vegyiik észre, hogy

/ et do = / 0 ('jl») do = t% /R o(lyl) dy,

amit ugy is irhatunk, hogy

Lo () o= [ b

Ez azt jelenti, hogy az u megoldést

)= o ()

alakunak valasztva az ,0sszenergia” jellegii

/n u(x,t) dx

mennyiség idében allando. Célszerii tehat a homogén hivezetési egyenlet

e = o (2)

alaki megoldasait megkeresni, vagy legalabbis egy nemtrivialis ilyen megol-
dast. A révidség kedvéért vezessiik be a z = |z|/v/t jeldlést, ekkor

Opu(z,t) = —gt_%_lv(z) +1720/(2) e (nv(z) + 20" (2)) .

Masrészt
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ezért
82 ( t)_t*%7% //() {L‘? 4 /()‘xl_%
e u(e,t) = v (z 7|x|2\/i v (2 7|x|2 )
igy .
n T i
Aufw,t) = 7! ( () + Vi () = (||x| ”) =
. ( ")+ 2L ))
z
Ekkor

0= duu(z,t) — Aule,t) = —t~ 31 (v”(z) + (; + ”; 1) V' (2) + ’;v(z))

adodik, ahonnan rendezése utan végiil a kovetkezs egyenletet kapjuk:
220" (2) 4+ (22 + 2(n — 1))V’ (2) + nzv(z) = 0.
Vegyiik észre, hogy
220" (2) + (22 + 2(n — 1))/ (2) + nzv(z) =
= 2(20"(2) + 20" (2) + v(2)) + (n — 1)(20'(2) + 2v(2)) =
=2(20" + 2v(2)) + (n — 1)(2v" + 2v(2)),
ezért a w(z) = 2v'(z) + zv(z) fliggvény bevezetésével a
2w'(z)+ (n—1w=0

egyenletet nyerjiik. Ezt természetesen meg tudjuk oldani, azonban mi csu-
péan egy fizikailag ésszerti megoldéast szeretnénk meghatarozni, ezért példaul
elvarjuk, hogy v és v’ folytonosan kiterjedjen z = O-ra is, kovetkezésképpen
a w -re vonatkozo egyenlet z = 0 esetén ugyancsak érvényes legyen. Ekkor
w(0) = 0 sziikséges, és az egyenletnek egyetlen ilyen megoldésa a w = 0
konstansfliggvény. Ekkor

20" (2) + zv(2) = 0,
és igy ,
v(z) =Ce T,

Azt kaptuk tehat, hogy a homogén jobb oldali hévezetési egyenletnek meg-
oldasa az

1
u(z,t) = C—e™ 4
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fiiggvény. Amennyiben a
Ou —alAu=0

egyenletet tekintjiik, akkor ezt az u(x,t) = u(y/ax,t) helyettesitéssel vezet-
hetjiik vissza az a = 1 esetre, igy ennek megoldésa

1
u(z,t) =C € dat 8.1
(@) = C oy (5.1
Valasszuk meg a C konstans értékét ugy, hogy az ,0Osszenergia’ egységnyi
legyen, azaz

1 _lel? n,—| |2 n n
we dat dy=C [ 2"e W dy=C-2"(y7)",

re (at)?z R™
(8.2)

1 :/ u(z,t)de =C
tehat C = 1/(2y/7)™.

8.2.2. Alapmegoldas

Az el6bbiekben levezett specialis megoldas fontos szerepet tolt be a késgbbi-
ekben.

8.1. Definici6é. Tekintsiik a
Opu(z,t) — aAu(z,t) =0
hévezetési egyenletet, ahol a > 0 konstans. Ekkor az F: R™ x R — R,

|z

—— e dat n
E(z,t) = (47rat)%e at , hazx € R"t>0,

0, haz e R™",t<0
fliggvényt a hévezetési egyenlet alapmegolddsdanak nevezzik.
Az alabbi allitasban 6sszefoglaljuk az alapmegoldas f6bb tulajdonsagait.

8.2. Allitas. Legyen E: R™ x R — R a hévezetési egyenlet alapmegolddsa.
Ekkor

a) lim E(z,t) =0, és lim E(0,t) = 4o00;
t—0+ t—0+

b) minden t > 0 esetén / E(z,t)dx =1;

n

¢) E€LL (R"xR);

loc

d) 0iE(x,t) — AE(z,t) =0, hax € R™ ést # 0.
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Bizonyitds. Az a) rész igazolasahoz legyen s = 1/t, ekkor

t1—1>%1+ EBla,t) = sEI-POO (47a)s

hiszen az exponenciélis tényez6 ,legy6zi” a polinomidlis tényez6t. Ha x = 0,
akkor pedig
z
lim E(t,0) = lim 2~ .
t—0+ s—+o00 (471'0,)5

A b) részt mar korabban belattuk, hiszen a egyenléségben éppen gy
valasztottuk a C-t, hogy az integral értéke minden ¢ > 0 esetén 1 legyen.
Hasonloan, a d) részt sem kell bizonyitanunk, hiszen ¢ < 0 esetén nyilvanvalo,
t > 0 esetén pedig kovetkezik abbdl, hogy a fliggvények mind megoldésai
a hévezetési egyenletnek.

A lokalis integralhatosag pedig kovetkezik pedig kovetkezik a b) részbdl,
ugyanis ha K C R™ x R korlatos halmaz, akkor létezik T > 0, amelyre
K CcR"x [-T,T], igy

T
/|E\dmdt:/ dedtg/ ( E(t,x)dw) dt = 2T < oo.
K K -7 \JRrr
O

8.3. Megjegyzés. A Allitas a) és b) része szemléletesen azt jelenti, hogy
az E(x,t) alapmegoldas ¢t = 0 esetén mindenhol 0-va valik, kivéve az origot,
ahol végtelen lesz az értéke. Azonban az E fliggvénynek minden rogzitett
t > 0 esetén az egész R™ téren vett integralja 1, tehat  hataratmenettel”
kapjuk, hogy E(z,0) integralja is 1, Ez lényegében azt fejezi ki, hogy

0, ha x # 0,

E(z,0) =
(2,0) {—l—oo, ha z =0,

/n E(z,0)dz = 1.

Kés6bb precizen latni fogjuk, hogy E(z,0) a Dirac-delta ,fiiggvény”, E(x,0) =
= §(z). Mas szoval FE megoldasa a kovetkezs feladatnak:

OWE—-—AE=0 R"™ x R*-ban,
E(z,0) =6(z) (zeR").

Ha most g € R" tetsz6leges, és az

O — Au =0 R" x R"-ban,
u(z,0) = g(z) (x €R™).



8.3. CAUCHY-FELADATOK 155

feladat megoldasat keressiik, akkor formalisan

u(w,t) = . E(z —y,t)g(y) dy (8.4)

megoldas, ,hiszen”

Opu(z,t) — Au(z,t) = / (8tE(x —y,t) — AE(z —y, t))g(y) dy =0,

n

valamint

w@0)= | E(x—y0)g(y)dy = / 6(z —y)g(y) dy = g(x).
R" R

A kovetkezd szakaszban megmutatjuk, hogy az iménti formalis okoskodas
matematikailag precizzé tehets, és a (8.4) valoban megoldast ad a (8.3)) fel-
adatra.

8.3. Cauchy-feladatok

Ebben a szakaszban a hévezetési egyenletre vonatkozo kezdetiérték-felada-
tokkal foglalkozunk, célunk a megoldasok eléallitisa. Latni fogjuk, hogy a
megoldas altaldban nem egyértelmt, csak ha megfelels novekedési feltételt
frunk elg.

8.3.1. A Kklasszikus Cauchy-feladatok kittizése

Elgszor a hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatok fogal-
maéat értelmezziik. Tekintsiik az egyszertiség kedvéért a

Ou — Au = f, (8.5)

hévezetési egyenletet, ahol a keresett u: R™ x [0,00) — R fiiggvény n + 1-
edik valtozojat t-vel jeloljiik, a A operator pedig csak az els6tdl az n-edik
valtozora vonatkozik. A hévezetési egyenletre vonatkozo Cauchy-feladatban
olyan u fliggvényt keresiink, amely kielégiti a hévezetési egyenletet az R™ X
x (0, 00) féltérben, illetve ¢t = 0 esetén u-ra valamilyen kezdeti feltétel teljesiil,
azaz

Ou—Au=f R" x (0,00)-ben,

kezdeti feltétel R™ x {0}-n.

Olyan u megoldést keresiink, amely a ¢ valtozdban egyszer, a tobbi valtozo-
ban pedig kétszer folytonosan differencialhato. Ennek érdekében bevezetjiik
a CL2(R™ x (0,00)) teret:

C2(R"x(0,00)):={u: R"x(0,00) >R : du,d;jue C(R™ x (0,00)),4,j#0}.
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A fenti fliggvénytér segitségével mar pontosan definidlhatjuk a klasszikus
Cauchy-feladat fogalmat.

8.4. Definicio. A hdvezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-
feladatban (mas szoval kezdetiérték-feladatban) olyan u € C12(R™ x (0, 00))
fliggvényt keresiink, amely kielégiti a egyenletet f € C'(R™ x (0,00))
esetén, tovabba u € C'(R™ x [0, 00)), valamint teljesiil az u(z,0) = g(z) (z €
€ R") kezdeti feltétel, ahol g € C(R™) adott fliggvény :

{ Ou —Au=f R" " ben, (8.6)

u(z,0) =g(x) (x€R").

A hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatot két részfel-
adatra bonthatjuk, az egyikben f = 0, azaz

Ou; — Aup =0 R”H—ben,
U1($,0) = g(x) ($ € Rn)a

a méasikban pedig g = 0, vagyis

Orug — Aug = f IR'”I—ben7
uz(x,0) =0 (z €R").

A Cauchy-feladat linearitasabol fakadoan vilagos, hogy ha wuy és us a rész-
feladatok megoldasai, akkor u; + us az eredeti feladat megoldasa. Célszert
tehéat a részfeladatok megoldasainak elGallitasaval foglalkoznunk és igy egy-
ben a klasszikus feladat megoldéasat is fogjuk nyerni. Az elss részfeladat meg-
oldasaval kezdjiik, ezt kovetGen a méasodik részfeladatot egy ligyes triikkel
visszavezetjik az els6 részfeladatra.

8.3.2. A homogén feladat megoldasa

Tekintsiik a homogén hévezetési egyenletre vonatkozd klasszikus Cauchy-
feladatot:

Ou — Au =0 R 1 ben,
(8.7)

u(z,0) =g(x) (ze€R").

A Megjegyzésben egy heurisztikus gondolatmenet segitségével azt kap-
tuk, hogy a (8.7) feladat egy megoldasa varhatdan

1 eyl
uat)= [ Ba-ynody= o [ S gy 69

A kovetkezd tétel mutatja, hogy a heurisztikus formula valoban megoldést
ad.



8.3. CAUCHY-FELADATOK 157

8.5. Tétel. Legyen g: R™ — R korldtos, folytonos fiigguény, €és értelmezzik
az u figguényt a (8.8)) formuldval. Ekkor

(i) u e CH2(R™ x (0,00)), 86t u € C>°(R™ x (0,00);
(ii) Opu — Au =0 a R™ x (0,00) tartomdnyon;

(iii) lim  u(x,t) = g(xg)) minden xg € R™ esetén.
(z,t)—(z0,t)
ZER™ >0

s—y|2
Bizonyitds. Vilagos, hogy az (x,t) — t%zefl = fiiggvény végtelen sokszor

differencidlhato R™ x (0, 00)-en, tovabba minden rogzitett § > 0 esetén bar-
mely derivaltja y-tol fliggetlen felss korlattal rendelkezik R™ x (4, 0c0)-en. Al-

Opu(z,t) — Au(x,t) = / (8,5E(x —y,t) — A E(x — y,t))g(y) dy =0,
hiszen F a hévezetési egyenlet alapmegoldasa, ezért a Allitasbol kovet-
kezGen O E(x —y,t) — Ay E(r — y,t) = 0 minden z,y € R™, £ > 0 esetén.
Legyen most xy € R™ rogzitett, ekkor a Allitas b) része alapjan

g(wo) = - E(x —y,t)g(zo) dy,

ezért
o) = glao)| < [ B =)o)~ ool dy. (59)

Megmutatjuk, hogy a egyenlGtlenség jobb oldali integralja ,kicsi”, ha
(x,t) és (x0,0) elég kozel van egymashoz. Ehhez az integralt két résztartoméa-
nyon vett integralra bontjuk, az egyiken g folytonossaga miatt |g(y) — g(zo)|
kicsi, a masik tartoméanyon pedig E(x — y,t) kicsi, amennyiben ¢ elég kozel
van a 0-hoz.

Legyen tehat ¢ > 0 adott, ekkor a g fliggvény x¢ pontbeli folytonossaga miatt
valaszthatunk § > 0 szamot 1gy, hogy |y — xo| < d,y € R™ esetén |g(y) —
— g(zo)| < €. Ebbdl kovetkezsen

/ B(z — y,6)(g(y) — g(x0))| dy < ¢ / B(z—y.0)dy=c. (8.10)
B(z,9) R™

A ,maradék” integral becsléséhez legyen = € R™ tetszdleges, amelyre
|z — 2| < /2. Ekkor a haromszdg-egyenlétlenség alapjan y€R™\ B(zg,0)
esetén

1 1
Iy—mIZIy—xol—lxo—IIZ\y—xol—gly—zo\:jy—xo\?
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igy g korlatossédganak felhasznélasaval

C _ly—=gl?
/ B~ .00 - 9ol dy < 7 [ e~ 5 ay.
R\ B(z0,5) t= Jrm\B(x0,5)
(8.11)
Azonban
C y—zql? C o y—=q|?
c gy s O[T [ g
12 JRn\B(x0,6) t2 Js  JB(xo,r)
C [ _.»2 n_1
=7 i e W w,r" T dr = (8.12)
:C’/ e_%s”_ldsﬂ)(),
)
i

vagyis ha |z —xg| < §/2 és t > 0 elég kicsi, akkor a (8.11)) egyenlétlenség jobb
oldala e-nal kisebb, amit 6sszevetve a (8.10]) és (8.9)) egyenlStlenségekkel azt
kapjuk, hogy

lu(z,t) — g(xo)| < 2e.
Ezzel a (iii) tulajdonsagot is belattuk. O

8.6. Megjegyzés. A Tételbdl kovetkezik, hogy a Cauchy-feladat
a formulaval értelmezett v megoldasa g simasagatol fiiggetleniil min-
den rogzitett t > 0 esetén végtelen sokszor differencialhato (s6t valojaban
analitikus is). A hévezetési egyenlet eme tulajdonsagat szokas parabolikus
simitdsnak nevezni.

A integralt a gyakorlatban célszertd egy konnyebben kezelheté alakba
irni. A transzforméacio egy egyszert n = (x —1v)/2v/t helyettesités, ekkor dy =
= (4t)= dn. Igy kapjuk a kovetkezd hasznos sszefiiggést, amelyet lemmakeént
fogalmazzuk meg

8.7. Lemma. Legyen g € C(R"™) korldtos figgvény. Ekkor

1 _lz—yl? 1

ﬁ/ e T gy dy = — | e g(a —2v/tn) dn.
(4mt)z Jgn T2 Jgn

A Lemma segitségével a Tétel ¢) részének bizonyitasa egy egysze-
ri kévetkezménnyé valik. S6t, a g fliggvényre kissé tObb simasagi feltételt
megkovetelve az u megoldas erésebb simasagat igazolhatjuk.

8.8. Tétel. Legyen g € C*(R") fiiggvény, amelyre g, 0;g, 8]29 (G=1,...,n)
korldtosak és értelmezzik az u figgvényt a (8.8) formuldval. Ekkor

(i) u e CH2(R™ x [0,00));
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(ii) Oru — Au =0 a R" x [0,00) tartomdnyon;

(iii) lim  w(x,t) = g(xg) minden xg € R™ esetén.
(we)—(z0,t)
TER™,1>0

Bizonyitds. A[B77] Lemma alapjan

1
u(et) = = [ e gta 2V dy
72 JRn
Mivel g korléatos, ezért az u-t definialoé paraméteres improprius integral egyen-
letesen konvergens, tovabba az integrandus folytonos az (x,t) paraméterek-
ben, kovetkezésképpen wu folytonos fiiggvény R™ x [0, 00)-en. Hasonloan, a
paraméteres improprius integralok differencialasarol szolo tételbsl kivetkezs-
en

Opu(x,t) ,L/ e~ 9. g(x — 2/t ﬁd,
) ;ﬂ ) ig( n) gy dn

ahonnan parcialis integralassal

Opu(z,t) =
n 1 5o
_Z = [ ~lnl* djg(x— 2\[77)} dny...dnj—1 dnjsq..din+
7T2 Rn—1 =0
+Z7T'2L /Rnl/ ~Inl? 82 x—Q\[n)dnjdnl dnj—1dnji1...dn, =
= iﬁ e—lnl Ag(z — 2\/E77) dn
T2 Jrn

adodik. Ez utobbi paraméteres integral ismét folytonos R™ x [0, 00)-en, hi-
szen Ag korlatos fiiggvény. Ez utdbbi, ugyancsak a paraméteres integralok
derivalhatosédga miatt azt is jelenti, hogy

Au(z,t) = iﬁ/ 71" Ag(x — 2v/tn) dn,

T2
ezért dyu — Au=0 a R" x [0,00) tartomanyon. O

8.9. Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasokbol vilagos, hogy ha g korlatos fiigg-
vény, akkor a homogén jobb oldali Cauchy-feladat a formuléval értel-
mezett megoldasa is korlatos. Ha 0jg és afg (j = 1,...,n) is korlatosak,
akkor u megfelels derivaltjai ugyancsak korlatosak.

A bizonyitasokbol az is kittinik, hogy a Tételben g korlatossaga helyett
elegendd feltételezni, hogy g nem ndé tulsdgosan gyorsan || — oo esetén. Pon-
tosabban, elég feltenni, hogy léteznek olyan K > 0 és 0 < a < 2 konstansok,
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amelyekre
lg(x)| < Kel”l"  (x e R"),

A @ Tételben hasonlo jellegt feltételeket elegendd megkovetelni a g, 0;¢g és
979 (j =1,...,n) fliggvényekre.

8.3.3. Duhamel-elv és az inhomogén feladat

Tekintsiik az inhomogén hévezetési egyenletre vonatkozé6 homogén kezdeti
feltételd klasszikus Cauchy-feladatot:

{ Owu—Au=f R" l-ben,

u(z,0) =0 (zeR"). (8.13)

Ezt a feladatot egy iigyes fogassal visszavezetjiik a feladatra. A triikk,
amelyet szokds Duhamel-elunek hivni, a kés6bbiekben més tipusi Cauchy-
feladatok esetében is miikodni fog. A lényege a kovetkezd: az f jobb oldali
fliggvényt rogzitett t = 7 esetén kezdeti feltételnek tekintve megoldéasok egy
csaladjat nyerjik, amelyet a 7 paraméter szerint integralva a feladat
egy megoldasat kapjuk.

8.10. Allitas (Duhamel-elv). Legyen f € C(R" x[0,00)), és régzitett 7 € R*
paraméter mellett tekintsik az aldbbi klasszikus Cauchy-feladatot:
{ 0Pu—Au=0 R™ x (0, 00)-ben,

u(z,0) = f(z,7) (ze€R™). (8.14)

Tegyiik fel, hogy minden rigzitett T € [0, 00) esetén a feladatnak létezik (t,x) — v(t,;T)
megolddsa gy, hogy v € C12(R™ x [0,00)), tovdbbd minden T > 0 esetén a

v, Otv,ﬁjz-v (G =1,...,n) figgvények egyenletesen korldtosak a T € [0,T] pa-
ramétertartomdnyon. Ekkor az

t
u(zx, t) := / v(t — T, z;7)dT (8.15)
0
formuldval értelmezett fiigguényre u € CH2(R"™ x [0, 00)), tovdbbd u megolddsa
a (8.13) klasszikus Cauchy-feladatnak.

A bizonyitashoz a Tételt hasznaljuk, amelyet most lemmaként tjra ki-
mondunk és be is bizonyitunk.

8.11. Lemma. Legyen g: R? = R folytonos fiigguény, amelyre O1g létezik
és folytonos R2-en. Ertelmezziik a G: R — R fiigguényt tigy, hogy G(x) =
= [T g(z,y) dy, ahol a € R régzitett. Ekkor

G'(x) = g(z,z) + / " ong(a.y) dy.
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Bizonyitds. Definidljuk a H: R? — R fiiggvényt gy, hogy

) - [ gz y) dy.

Ekkor G(x) = H o h, ahol h: R — R, h(z) = (z,x). Vilagos, hogy h folyto-
nosan differencialhato, derivaltja h'(z) = (1,1), tovabba 9, g folytonossagabol
adodoan H is folytonosan differencialhato és

#'0.2) = (ato). [ oraten)an).

Ekkor az Gsszetett fliggvény derivalasi szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy
6'(a) = H'(1(0) () = (ste.0). [ dug(e)y) - (1.1) =
aac
=g(z,x) +/ d1g(z,y) dy,
a
és éppen ezt akartuk bizonyitani. O
A8.10. Allitds bizonyitdsa. Nyilvan u(z,0) = foo(. ..) =0 (z € R). Masrészt
a Lemmaban szerepls derivélasi szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy
t
Owu(z,t) = v(z,0;t) + / opv(x,t — 7;7) dT.
0

Mivel v megoldasa a (8.14) Cauchy-feladatnak 7 = ¢ paraméter mellett, ezért
v(z,0;t) = f(z,t). Ezenkiviil a megfelels simasagi feltételbsl adodoan alkal-

is, azaz

¢
Au(z,t) = / O2v(x,t — 1y 7) dr.
0

A fenti Gsszefliggéseket Osszevetve kapjuk, hogy
t
OPu(z, t)—Au(z,t) = f(t,x)Jr/ (Opv(z, t—7;7)—Av(x, t—7; 7)) dT = f(t,2),
0

hiszen 9;v — Av = 0 minden 7 paraméter mellett, mert v megoldasa a (8.14))
Cauchy-feladatnak. O

8.12. Torténeti megjegyzés. Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872) fran-
cia fizikus és matematikus, aki tobbek k6z6tt a hévezetés kapcsan foglalkozott
differencidlegyenletekkel. Az elvet valosziniileg nem 6 fedezte fel, de a héve-
zetésrdl szol6 munkai nyoméan késébb rola nevezték el.
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A Duhamel-elv és a Tétel segitségével a klasszikus Cauchy-feladat
megoldasara vonatkozdan a kovetkezd Osszefiiggést nyerjik.

8.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy g € C(R™) korldtos figgvény, tovdibbd f €
€ CH2(R" x [0,00)), amelyre az f,0:f,0;f, aff (GG =1,...,n) figguények
minden T > 0 esetén korldtosak az R™ x [0,T] tartomdnyra megszoritva.
Ekkor a hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatnak
létezik olyan megolddsa, amely minden R™ x [0,T] (T > 0) sdvban korldtos,
mégpedig

u(z,t) = /Ot M/Rn f(&,1)exp (—Zt_il?) dé dr +

2

8.14. Megjegyzés. A Lemmat alkalmazva a (8.16) formulat az alabbi
alakba is frhatjuk:

(8.16)

t
u(w,t):-/o W—%/ e*‘"‘Qf(x—2\/t—7n,7')dnd7+

1
+— [ ey —2vim) dn.

T™2 JRn

8.3.4. Egyértelmiiség

Az el6z6 szakasz Tétele alapjan azt gondolhatnank, hogy a for-
muléval értelmezett u fliggvény a hGvezetési egyenlet egyértelmid megoldésat
szolgaltatja. Ez azonban nem igaz, a homogén jobb oldali és homogén pe-
remfeltételd

{ Ou—Au=0 R" " ben,

u(z,0) =0 (zeR").

hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatnak végtelen sok
0-tol kiilonboz6 megoldasa van. Ezek a megoldasok gyorsan nének |z| — oo
esetén. Egy lehetséges konstrukeiot megoldasok eldallitasara a[8:3.5] szakasz-
ban mutatunk. Ha azonban a megoldasok névekedésére megfelels feltételt
szabunk, akkor az iménti feladat megoldasa egyértelmii. A kivetkezd tételt
igazoljuk az alabbiakban.

8.15. Tétel. Legyen g € C(R™) és f € C(R™ x [0,T]), ahol T > 0 adott.
Ekkor a
{ Ou—Au=f R" " pen,

uw@0) =g (zeR")
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klasszikus Cauchy-feladatnak legfeljebb egy olyan u € CH2(R™ x [0,T]) meg-
olddsa lehet, amelyre

u(a, )] < € (xR, 0<t<T)
valamilyen rogzitett C,~v > 0 konstansokkal.

A bizonyitas a Cauchy-feladatra vonatkozé maximumelven fog milni. Ehhez
elgszor korlatos tartomanyon igazoljuk a maximumelvet. Ennek motivacioja
a Laplace-egyenletre vonatkozé maximumelvéhez hasonlé. Képzeljiik el, hogy
az u fliggvény irja le az (2 korlatos tartomany pontjainak hémérsékletét, és
tegyiik fel, hogy a tartomanyban nincsenek héforrasok. Ekkor vilagos, hogy
a tartomany tetszdéleges belsé pontjanak hémérséklete barmely idépontban
legfeljebb akkora, mint a perem maximalis hémérséklete, illetve a kezdeti
maximalis hémérséklet. Matematikailag ezt a kdvetkezSképpen fogalmazhat-
juk meg. Legyen 2 C R™ korlatos tartomany és T > 0. Ekkor parabolikus
hengeren a Qr = Q x (0,T] halmazt értjik, és parabolikus peremen pedig a
L7 = Q7 \ Qr = (2 x {0}) U (9Q x [0,7]) halmazt.

8.16. Tétel (Gyenge maximumelv). Tegyiik fel, hogy azu € C12(Q2x (0, TN
NC(Qr) figgvényre Opu — Au < 0 a Qr hengeren. Ekkor

max u = max u.
Qr Ir

Bizonyitds. Elgszor tegyliik fel, hogy O;u — Au < 0 a Qp hengeren. Megmu-
tatjuk, hogy ekkor u a Q7-beli maximumat a parabolikus peremen veszi fel.
Ellenkezs esetben ugyanis lenne egy (xg,t0) € Qr pont, amelyre u(zg,to) =
= maxg_u. Ha 0 < ?p < T, akkor (z0,to) lokalis maximumhely, kovetke-
zésképpen Opu(xg,tp) = 0, tovabba Au(zg,te) < 0, hiszen 8J2-u(x0,t0) <0
minden j = 1,...,n esetén. Ekkor azonban d;u(xg,to) — Au(zg,to) > 0, ami
ellentmond az elébbi feltevéseknek. Amennyiben tg = T, akkor dyu(xo,to) >
> 0, és tovabbra is Au(zo,tg) < 0, vagyis Oru(zo, to) — Au(xg,to) > 0, ami
megint ellentmondas.

Az altalanos esethez legyen uc(z,t) = u(x,t) — et, ahol € > 0. Ekkor Qyu. —
— Aue = du — Au — e < 0, igy az el6z6ek alapjan mMaXg- Ue = MAXTy, Ue.
Mivel € — 0+ esetén u. — u egyenletesen Q7-n, igy hataratmenettel adodik
az allitas. O

8.17. Megjegyzés. Ahogy a Laplace-egyenlet esetében, gy most is a gyenge
maximumelvnél valojaban erdsebb 4llitas érvényes. Ezzel a szakaszban
foglalkozunk részletesen.

8.18. Tétel (Maximumelv Cauchy-feladatokra). Legyen T > 0 és tegyiik fel,
hogy az u € CH2(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,T]) figguényre dyu — Au = 0 a
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R™ x (0,T) halmazon, tovdbbd
Ju(e, )] < CT @z e R, 0<t<T)
valamilyen rogzitett C >0 és 0 <y < ﬁ konstansokkal. Ekkor

sup u = sup u(z,0).
R7 % [0,T] zER?
Bizonyitds. A feltevés szerint létezik € > 0, amelyre 4v(T 4+ €) < 1. Legyen
y € R” pu > 0 és értelmezziik a

o’ lz—y|?

viet) =u(@t) - G g 0 [@ERLE>0),

mas szoval
’U(.’L',t) = u(x,t) - (47T)%,U/E(I(IIJ - y)7T +e— t)

Kovetkezésképpen dv — Av = 0 az R™ x (0, 7] savban. Legyen r > 0 és te-
kintstik a Q7 = B(y,r) x (0,T") parabolikus hengert, amelyen alkalmazhatjuk
a maximumelvet, igy

max v = maxuv.

Qr Ir
Megmutatjuk, hogy
maxv < sup u(z,0), (8.17)
I'r zERP

ezért v(y,t) < supyepn u(z,0) minden y € R®, 0 <t < T esetén. Innen 4 — 0
hataratmenettel kapjuk, hogy
sup u < sup u(z,0).
R" x[0,T) zER™
A forditott iranyu egyenlStlenség nyilvanvald, igy ezzel a tétel bizonyitésa

kész. Hatravan tehat a (8.17) egyenlGség igazolasa. Legyen ezért (zg,tg) €
€ I'p, azaz tg = 0 vagy xo € S(y,r). Ha tg = 0 és ¢y € R", akkor

v(20,0) = u(x0,0) — me% < u(xo,0).
Ha pedig |zo —y| =7, 0 <t < T, akkor
olw,t) = ulw,t) - ﬁﬁ <
< cerll - ﬁem <
< Ceul+n)? _ %eﬁift) roee, oo

(T+e—1t)2
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hiszen 1/(4(T + ¢)) > ~. Emiatt elég nagy r esetén

v(xo,t) < sup u(z,0).
TER™

Belattuk tehat, hogy

v(zo,tg) < suﬂg u(x,0)  ((to,z0) € T'r),
reR™

igy a (8.17)) egyenl6Stlenség is teljesiil. O

8.19. Megjegyzés. A Tétel valojaban azt jelenti, hogy minden 0 <
< t1,ty < T esetén

supu(z,t;) = sup u(z,ts).

R™ z€R™
Tekinthetjik ekkor a R™ x [0,T], R™ x [T,2T] stb. savokat, amelyek mind-
egyikén igaz az egyenlGség, igy tetszGleges savban nyerjiik az allitast, vagyis
a tételben szerepld, y-ra vonatkozo fels§ becslés elhagyhato.

A Tételbsl azonnal adodik a 815 Tétel.

A[815 Tétel bizonyitdsa. Ha uy és uy a Cauchy-feladat megoldésai, akkor
u = u; — uz a homogén feladat megoldasa, ami viszont a Tétel alap-
jan egyértelmi a megfelels fiiggvényosztalyban, igy az csakis az azonosan 0
fliggvény lehet. O

8.20. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy teljesiiinek a[8.13 Teétel feltétele.
Ekkor a hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatnak
egyértelmiien létezik olyan megolddsa, amelyre minden R™ x [0,T] (T > 0)
savban

lu(z,t)| < Cre™l?*  (zeR", 0<t<T)

valamilyen (T-t6l fiiggs) Cr,yr > 0 konstansokkal. Ezt az egyértelmd meg-
olddst a (8.16]) formuldval adhatjuk meg.

Erdemes kiemelniink a hévezetési egyenletre vonatkozo Cauchy-feladat (8.16])
képlettel meghatarozott megoldasanak két fontos tulajdonsagéat.

8.21. Allitas. Legyen u a Cauchy-feladat (8.16)) képlettel adott megol-
ddsa. Ekkor

a) ha f és g nemnegativ figgvények, akkor u is nemnegativ.

b) ha f nemnegativ és g > 0,9 # 0, akkor u(t,z) > 0 minden x € R™ és
t > 0 esetén.
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Bizonyitds. Az a) rész nyilvanvaloan kiovetkezik a megoldas formulajabol és
abbol, hogy nemnegativ fiiggvények integralja ugyancsak nemnegativ. A b)
részhez pedig annyit kell megjegyezniink, hogy egy nemnegativ nem azonosan
0 folytonos fliggvény integralja R™-en pozitiv. O

8.22. Megjegyzés. A Allitas azt jelenti, hogy a hévezetési egyenlet olyan
jelenséget ir le, amelyben a hatas végtelen sebességgel terjed. Ha a kezdeti
hémérséklet nemnegativ és egy pont koriil pozitiv, akkor barmilyen késébbi
idépillanatban méar mindenhol pozitiv a hémérséklet. A kezdeti pozitiv ho-
mérséklet tehat végtelen sebességgel szétterjed. Ez természetesen fizikailag
nem valosul meg, ezért a hGvezetési egyenlet nem a lehet§ legrealisztikusabb
leirdsat adja meg a héterjedésnek. Gyakran ehelyett a pordzus kozeg egyen-
letét tekintik, amely véges sebességii hatasterjedést ir le.

Bar a hévezetési egyenletre vonatkozo Cauchy-feladatnak végtelen sok meg-
oldasa van, ezek koziil a formula a fizikailag reélis megoldast szol-
galtatja. Megemlitjiik, hogy a végtelen sok megoldas ellenére David Widder
(1898-1990) eredménye szerint legfeljebb egy nemnegativ megoldas létezhet.
Ez a fizikai alkalmazésok szempontjabol ugyancsak ésszeri, példaul ha u az
abszolut hémérsékletet jelenti.

8.3.5. Tyihonov példaja

Végtelen sok olyan u € C°(R x [0,00)) fiiggvényt konstrualunk, amelyekre
Ou — 0%u = 0 az R x [0,00) féltérben, u(0,7) = 0 minden z € R esetén,
és u nem azonosan 0 az Rﬁ_ féltérben. Ehhez az alabbi segédallitasra van

sziikségiink.

8.23. Lemma. Legyen o > 1, és

| exp(—=t™®), hat>0,
9(t) _{ 0, ha t <0.

Ekkor létezik 6 = 6(a) > 0 konstans gy, hogy minden k = 0,1... ést >0
esetén
k! 1
R (1) < —=t7 ).
9901 = g0 (5
A[8:23 Lemma bizonyitdsa. Vilagos, hogy g kiterjeszthets a bal félsikra re-

gularis komplex fliggvénnyé (a logaritmus-, és igy barmely hatvanyfliggvény
értelmezhetd a felvagott sikon), ezért a Cauchy-integralformula szerint ¢ € RT

esetén
k! 9(z)
(k) _
g\ (t) = —/ — 2 dz.
0 210 Jop(te) (2 — )k !
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Legyen € = 6t, ahol 8 > 0 olyan kicsi, hogy a 9B(0,¢) korvonalon Rez >
> %t’o‘ teljesiiljon, ekkor |exp(z~%)| = exp(Rez) < exp (f%t*a), ezért

k! k! 1
B < = < —— — =t ).
19" ()] < o = (00)F eXP( 5t )

Jegyezziik meg, hogy e becslés alapjan t — 04 esetén g(®)(t) — 0, hiszen a
klasszikus analizisbol jol ismert modon ¢ =7 exp (—3¢7) — 0 (¢t — 0) minden
5 > 0 esetén. 0

A Tyihonov-féle példaban olyan u megoldasat keressiik az egydimenzios héve-
zetési egyenletnek, amelyre u(¢,0) = ¢(¢) (tehat u nem azonosan 0), d,u(t,0) =
=0 (t > 0). Az u fiiggvényt formalisan

u(t,r) =3 g;(t)a7

Jj=0

alakban elgallitva, az u(0,x) = 0 feltételbdl go = g, d,u(0,z) = 0 mellék-
feltételbsl pedig g3 = 0 adodik. Masrészt (egyel6re formalis) derivalassal a
Oyu = 0%u egyenletbdl kapjuk, hogy

> gt => G - gy’ 2,
=0 j=2

ahonnan az egyiitthatokat dsszehasonlitva g’(t) = (j + 1)(j + 2)g;+2(t) k-
vetkezik j = 2,3... esetén. Ekkor a rekurziobol gs;11 = 0, valamint go; =
= g1 /(24)! adodik, igy formalisan

. G g(j)(t)ij
u(t, x) _; e (8.18)

A Lemma alapjan a nyilvanvalo k! /(2k!) < 1/k! egyenl6tlenség figye-
lembe vételével

>

Jj=0

(4) > 2k
g (1) 2j| « || CLay L
2 = D oF P\ "3t ) T

i=0 (8.19)
cen (L[ 1)

A fenti becslésbdl egyrészt kovetkezik, hogy a (8.18)) sor minden ¢ > 0 és
x € R esetén konvergens, s6t nyilvanvaloan ¢ < 0 esetén is (ugyanis ekkor
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g®) = 0). Masrészt t — 0 esetén u(t, z) — 0 egyenletesen z-ben, R minden
kompakt részhalmazéan, ugyanis a > 1 folytan

1[)|z)>2 1 t—0+
| = -zt —/—=0.
t { 6 2

Ezenkiviil a (8.19) becslés azt is mutatja, hogy w hatvanysorat tagonként
majoralja U sora. Mivel U sora egyenletesen konvergens minden rogzitett
t-re és korlatos z-re, tovibba ugyanez igaz az Osszes x szerinti derivaltjara,
ezért specidlisan a masodik derivalt

S g(j)(t) 2j—2 __ — g(jH)(t) 2j
DT TR iy 7 e

sor is egyenletesen konvergens. Azonban a fenti sor jobb oldalat formalisan
t szerinti derivalassal nyerjiik u sorabol, igy a t szerinti tagonkénti derivalas
jogos, tovabba dyu = 0%u. Az eljarast folytatva u sordanak z szerinti negyedik
derivaltja egyenletesen konvergens, ez viszont megegyezik a formaélis ¢-szerint
masodik derivalttal, ezért 0?u = O%u, és igy tovabb. Végeredményben u €
€ C*(R), amelyre definicié szerint nem azonosan 0, de u(0,z) = 0.
Megjegyezziik, hogy a fenti konstrukci6 azon mult, hogy ¢ olyan végtelen sok-
szor differencialhato fliggvény, amelynek a 0-ban minden derivéltja 0, azon-
ban u mégsem azonosan 0. Vildgos, hogy v nem analitikus, hiszen a 0 koriili
Taylor-sora nem Aallitja eld.

j=1 =0

8.4. Vegyes feladatok

Ebben a szakaszban a hévezetési egyenletre vonatkozd vegyes feladatokkal
foglalkozunk. Ehhez legyen €2 C R™ korlatos tartoméany és 0 < T < oo.
Ekkor a hévezetési egyenletre vonatkozo vegyes feladatban olyan u fiiggvényt
keresiink, amely kielégiti az egyenletet az {2 x (0, 00] hengerben, tovabba u-
ra valamilyen kezdeti feltétel adott az Q x {0} alaplapon, illetve valamilyen
peremfeltétel teljesiil a 9 x (0, oo] palaston:

Ou—Au=f Qx(0,T]-ben,

kezdeti feltétel Q x {0}-n,

peremfeltétel 9Q x (0,T]-n.
Az egyszertliség kedvéért a peremfeltételt valasszuk Dirichlet-félének, ekkor a
klasszikus vegyes feladat igy irhato:
Ou — Au = f Q x (0,T]-ben,

w(@,0) = p1(x) (2 €9Q),
u(z,t) = pa(x,t) (x€0Q0<t<T).
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Korédbban mar bevezettiik a Qr =  x (0,7] halmazt, amelyet parabolikus
hengernek hivunk, illetve a I'r = Q7 \ Q7 = (Q x {0}) U (992 x [0,7]) hal-
mazt, amelyet pedig parabolikus peremnek. Ekkor a kezdeti és peremfeltételt
egybevonhatjuk a parabolikus peremen megadott peremfeltétellé, mégpedig
ulry = g, ahol g = 1 az Q x {0} halmazon és g = @2 a 9Q x (0,7] halma-
zon. Vildgos, hogy ha a vegyes feladatnak olyan megoldasat keressiik, amely
folytonos a Q1 henger lezartjan, akkor g folytonos, igy a ¢1, ¢o fliggvényekre
a 1(z,0) = limy_,0+ @a(x,t) csatlakozdsi feltételnek kell teljestilnie minden
x € 0N esetén. Erdemes most pontosan megfogalmaznunk, mit is értiink
a hovezetési egyenletre vonatkozo klasszikus vegyes feladat megoldasan elsd
peremfeltétel mellett.

8.24. Definicio. Legyen Q C R™ korlatos tartomany és 0 < T < oo. Ek-
kor a hévezetési egyenletre vonatkozd klasszikus vegyes feladatban (vagy
kezdeti-peremértékfeladatban) olyan u € C12(Q2 x (0,T)) fiiggvényt keresiink,
amely kielégiti a egyenletet f € C(2 x (0,T]) esetén, tovabba u €
€ C(Q x [0,T)), valamint teljesiil az u|r, = g feltétel, ahol g € C(I'1) adott
fliggvény:

{ Opu —Au=f Qx(0,T]-ben, (8.20)

’u|[‘T =4dg.

8.4.1. Maximum- és minimumelvek

Az alabbiakban a Laplace-egyenletre vonatkoz6é maximum- és minimumel-
veknek a hévezetési egyenletre vonatkozo megfelelsit targyaljuk. A motivacio
a Laplace-egyenlet, vagyis a stacionarius hévezetés esetéhez hasonlo. Ha az
() tartoményban nincsenek forrésok, akkor a h&meérséklet barmely késébbi
idé6pontban nem lehet nagyobb, mint a kezdeti hémérséklet, illetve a pe-
rem hémérséklete. Ezt a gyenge maximumelvet mar megfogalmaztuk és be
is lattuk a Cauchy-feladat egyértelmtiségével foglalkozo szakaszban. A
teljesség kedvéért most djra kimondjuk.

8.25. Tétel (Gyenge maximumelv). Tegyiik fel, hogy azu € C12(Q2x(0,T))N
NC(Qr) figgvényre Opu — Au < 0 a Qr hengeren. Ekkor

maxu = maxu.
Qr Tr

8.26. Megjegyzés. A stacionérius hévezetés esetéhez hasonld modon a gyenge
maximumelvnél valojaban erdsebb Osszefiiggés is igaz: ha az u € CH2(Q x
x (0,T]) N C(Qr) fiiggvényre dyu — Au < 0 a Q7 hengeren, ahol Q korlatos
tartoméany (fontos az Osszefliggdség!), tovabba u felveszi Qr-beli maximu-
mat Qr egy (xo,to) belsé pontjaban, akkor u konstansfiiggvény a @y, hen-
geren. Mas szoval, ha u valamilyen idépillanatban € belsejében felveszi a
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maximumét, akkor minden korabbi idépillanatban ezzel a maximummal kell
megegyeznie. Ez a kés6bbi iddpillanatokra mar nem feltétleniil igaz, ott a
peremfeltételtdl fiiggden u ,,barmi” lehet. Az erés maximumelv bizonyitasa a
harmonikus fiiggvények kozépértéktételének a hévezetési egyenletre vonatko-

konyviink keretein.

A gyenge maximumelvet a —u fiiggvényre alkalmazva nyerjiik a gyenge mi-
nimumelvet.

8.27. Tétel (Gyenge minimumelv ¢ = 0 esetén). Tegyiik fel, hogy az u €
e CH2(Q x (0,T)) N C(Q7) fiigguényre dyu — Au > 0 a Qr hengeren. Ekkor

minu = minu.
Qr Lr

8.28. Megjegyzés. Hasonloan az er6s maximumelvhez, érvényes az erés mini-
mumelv is: ha az u € C12(Q x (0,T]) N C(Qr) fiiggvényre dyu — Au > 0 a
Q7 hengeren, ahol Q korlatos tartomény (fontos az Osszefiiggsség!), tovab-
ba u felveszi Q7-beli maximumat Qr egy (zo,to) belsé pontjaban, akkor u
konstansfliggvény a ), hengeren.

A maximumelvet konnyedén altalanosithatjuk a d;u — Au operator helyett a
Opu — div(p grad u) + qu

alakt operatorra is, ahol p € CY(Qr), p > 0 és g € C(Q), ¢ > 0.
Elgszor a ¢ = 0 esetet érdemes megfogalmaznunk.

8.29. Tétel (Gyenge maximumelv q = 0 esetén). Tegyiik fel, hogy u €
€ CV*(Qr) NC(Qr), amelyre dyu — div(pgradu)u < 0 a Qr hengeren, ahol
p € CHQr), p>0 és Q CR" korldtos nyilt halmaz. Ekkor

maxu = maxu.
Qr Lr

A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a [8.25] Tétel bizonyitasaval, ezért a vé-
giggondolasat az Olvasora bizzuk. A g > 0 esetben a kivetkezs tétel igaz.

8.30. Tétel (Gyenge maximumelv q > 0 esetén). Tegyiik fel, hogy u €
€ CV3(Qr)NC(Qr), amelyre dyu — div(pgrad u)u + qu < 0 a Qr hengeren,
ahol p € CY(Qr), p>0, g€ C(Qr), ¢ >0 és Q C R"™ korldtos nyilt halmaz.
Ekkor

maxu < max u'.

Qr I'r

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy dyu — Au < 0 és u-nak pozitiv ma-
ximuma van a (zo,ty) € Qr pontban. Ekkor Oiu(zo,ty) — Au(xg,to) > 0
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a[8.29] Tétel bizonyitésahoz hasonloan, tovabba c(wo, to)u(zo, to) > 0, igy az
(zo,to) pontban dyu — Au + cu > 0, ami ellentmond a feladat feltételeinek.

Az altalanos esetben legyen u.(x,t) = u(z,t) — et (ahol € > 0), ekkor Oyu. —
—Au.~+cu. < 0. Ha u-nak pozitiv maximuma lenne az (xq, ty) € Qr pontban,
akkor elég kis e-t véve az u. fiiggvénynek is pozitiv maximum lenne egy Q-
beli pontban, hiszen v, — u egyenletesen Qr-n. Azonban u.-nak nem lehet
pozitiv maximuma @Qp-n, igy u-nak sem. Innen a feladat allitasa nyilvanva-
l6an kovetkezik. O

8.31. Megjegyzés. A[B:30] Tételt a —u fiiggvényre alkalmazva nyerjiik a kovet-
kezd minimumelvet: ha u € C12(Qr)NC(Qr), amelyre d;u — div(p grad u) +
+ qu > 0 a Qr hengeren, ahol ¢ € C(Qr), ¢ > 0 és Q C R™ korlatos nyilt
halmaz, akkor

minu > —minu~ .

Qr Tr
Amennyiben pedig 0;u — div(pgrad u) + qu = 0, akkor a maximum- és mini-
mumelv is érvényes, igy

max |u| = max |ul.

T Pz

8.32. Kévetkezmény. Tegyiik fel, hogy u € C12(Q7) N C(Q7), amelyre a
Qr hengeren Oyu — div(p grad u)u + qu < 0 teljesiil, ahol p € C(Qr), p > 0,
q € C(Qr), ¢ >0 és Q CR" korldtos nyilt halmaz. Ekkor

max |u| < max |ul.
Qr Ir

8.33. Megjegyzés. Az elliptikus esettdl eltéréen a parabolikus esetben megfo-
galmazhatok a maximum- és minimumelv bizonyos forméi abban az esetben
is, ha g nem feltétleniil adott elGjeld, de alulrél korlatos fliggvény. Ezeket
példaul az u(t,z) = eu(t, x) helyettesités segitségével vezethetjiik vissza a
q > 0 esetre, ahol ¢ > v € R (tehat ¢ alulrol korlatos).

8.4.2. Egyértelmiiség

A maximum- és minimumelvnek tobb fontos kévetkezménye van a vegyes
feladat megoldasaira nézve: a megoldés egyértelmiisége és folytonos fiiggése.

8.34. Tétel (Egyértelmiség). Legyen Q C R™ korldtos tartomdny, 0 < T <
<00, peCHQr),p>0¢ésqeC(Qr), ¢<0. Haa

{ Oru —div(pgradu) + qu = f  Qr-n,

U|FT =g

vegyes feladatnak létezik u € C12(Qr) N C(Qr) megolddsa, akkor az egyér-
telm.
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Bizonyitds. Legyenek u; és us a vegyes feladat megoldasai, ekkor az u =
= uy — ug figgvényre dyu — div(pgradu) + qu = 0 a Q7 hengeren, tovabba
ulp, =0, igy a Kévetkezmeény miatt maxg—|u| = maxr, [u| = 0, tehat
UL = Usg. O

8.35. Tétel (Folytonos fiiggeés). Legyen Q C R™ korldtos tartomdny, 0 < T <
< o0, p€CHQr), p>0ésqe C(Qr), ¢ > 0. Ekkor létezik (csak Q-tdl,
T-t6l, p-tdl és q-tdl fiiggs) C > 0 konstans, amellyel minden f € C(Qr) és
g € C(T') esetén a

{ Opu —div(pgradu) + qu = f  Qr-n,

U|FT =9
vegyes feladat egyértelmi u € CH2(Qr) N C(I'r) megolddsdra

max |u| < max|g| + C' max|f|.
Qr Iy Qr

Bizonyitds. Legyen
Lu = 0yu — div(pgrad u) + qu.

Valasszunk egy tetszéleges @ fiiggvényt, amelyre & > 0 és L® < —1 a Qr
hengeren, példaul a ®(z) = ™1 fiiggvény elég nagy A-t valasztva megfelels
lesz, hiszen

L(eM) = X(—p) + 01p + q)e™™.

Tekintsiik a

v(x) = u(z) + ®(x) max|Lu| és o(x) = —u(x) — ®(x) max |Lul,

Qr Qr

fliggvényeket, ekkor

Lv = Lu+ L®max|Lu| <0

T

és hasonloan
LY = —Lu — L® max | Lu| > 0.
Qr
A v és v fliggvényekre érvényes tehat a gyenge maximum- és minimumelv,
igy
maxv < maxv* < max|u] + max || max | Lul,
Qr Cr T T Q

valamint

max ¥ < max 9" < max |9 < max |u| + max |®| max | Lu].
QT I Lr QT Qr Qr



8.4. VEGYES FELADATOK 173

Mivel u < v és —u < 0, ezért a fenti egyenlStlenségekbdl a maxg—|®| kons-
tanssal kapjuk, hogy

max |u| < max |u] + C max |Lul.
T Ir Qr

O

A maximum- és minimumelvek mellett a megoldas egyértelmisége igazolhato
a Green-formulék segitségével is, ahogy ezt a stacionarius hévezetés eseté-
ben tettiik a[7.23] Tételben. Ekkor azonban csak erésebb simaségi megoldas
egyértelmiiségét tudjuk garantalni a Green-tétel alkalmazhatosagi feltételei
miatt.

8.36. Tétel (Egyértelmiség). Legyen Q C R™ korldtos tartomdny, 0 < T <
<00, peCHQr), p>0¢ésqeC(Qr), ¢>0. A

{ Ou —div(pgradu) + qu = f Qr-n,

u|FT =g
vegyes feladat u € CY2(Qr) megolddsa egyértelmdi.

Bizonyitds. Elegendd belatnunk, hogy ha az u € C12(Qr) fiiggvényre

Opu — div(pgradu) + qu=0 Q7-n,
U|FT = 0,

akkor u = 0. Legyen
B(t) := / u?(z,t)de (0<t<T),
Q

ami nem més, mint a megoldas ¢ id6pontbeli potencilis energidja (annak
konstansszorosa). Megmutatjuk, hogy E monoton csokkend fiiggvény, vagyis
az energia az id6ben nem novekedhet, ha nincsenek forrasok. Mivel E(0) = 0,
ezért 0 > E(t) > 0 folytan E(t) = 0 minden ¢ esetén, ahonnan pedig u = 0
adodik. Az energia monoton csékkenésének igazolasdhoz vegyiik észre, hogy
a simasagi feltételek miatt

E'(t):2/ udyu = 2/ u(div(pgrad u) — qu) = —2/ <p|gradu|2+qu2> <0.
Q Q Q

O
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A hévezetési egyenletre vonatkozo vegyes feladat megoldaséanak egyértelmi-
ségét egy masik esetben is igazolhatjuk, nevezetesen, ha nem egy kezdeti fel-
tételt, hanem egy ,végss” feltételt szabunk a megoldasra. Ez azt jelenti, hogy
u(z,0) = ¢1(z) helyett u(z,T) = p1(z) feltétel adott, illetve a peremfelté-
tel. Ekkor ,forditott iranyd” vegyes feladatrol beszélhetiink. Az egyértelmiiség
igazolasahoz feltessziik, hogy p és ¢ nem fligg t-t6l.

8.37. Tétel (Egyértelmiség). Legyen Q C R" korldtos tartomdny, 0 < T <
<oo,peCYQ),p>06ésqeC(Q),q>0. Haa

Opu — div(pgradu) + qu = f  Qr-n,
u=g (0Qx[0,T))U (2 x{T})

Jforditott irdnyi” vegyes feladat u € C*(Qr) megolddsa egyértelmd.

Bizonyitds. Elegendd belatnunk, hogy f = 0 esetén a vegyes feladat egyetlen
megoldasa v = 0. Legyen

E(t) = / uw?(z,t)dr (0<t<T).
Q
Megmutatjuk, hogy E(t) = 0 minden 0 < ¢ < T esetén. Ehhez el6szor belat-

juk, hogy
(E’(t))2 < E(t)E"(t). (8.21)

Ekkor
E'(t) = 2/ udpu = 2/ u(div(pgradu) — qu) = —2/ (p|g1radu|2 + quz) .
Q Q Q
Emiatt
E"(t) = —4/ (pgrad u - grad dyu + qudyu) =
Q
= 4/ (div(pgrad u) — qu) Opu =
Q
= 4/ (div(pgradu) — qu)®.
Q
A Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség alapjén tehat
2
(2/ u(div(p grad u) — qu)) < / u? .4/ (div(p grad u) — qu)?,
Q Q Q
ami éppen a (8.21)) egyenlStlenség. Tegyiik fel most, hogy E(t) > 0 valamilyen

[t1,t2] C [0,T] intervallumon. Ekkor to megvalaszthato ugy, hogy E(t2) =
= 0, hiszen E(T) = 0. Ertelmezziik az F(t) = log E(t) fiiggvényt a [t1,t2)
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intervallumon! Erre a (8.21)) egyenl6tlenség alapjan teljesiil, hogy

y E"(t) (E'(t)?
FO=F0 ~ e 2%

vagyis F' konvex fiiggvény, igy
F(1—7)t1+7t) < (1 —7)F(t1) + TF(t).
Kovetkezésképpen
0<EB((1-1)t1+7t) < E(t) " "E®)7,
ahonnan ¢t — t, hataratmenettel kapjuk, hogy
0=FE((1—71)t1 + 7t2)

minden 0 < 7 < 1 esetén. Ez viszont azt jelenti, hogy E(¢t) = 0 minden
t; <t <ty esetén, ami ellentmondas. O

8.4.3. Fourier-modszer

A Laplace-egyenlet esetében ismertettiink egy eljarast, amelynek segitségével
a megoldasokat allithatjuk el6 Fourier-sor alakjaban. Ezt a modszert a héve-
zetési egyenletre vonatkozd vegyes feladatra is altalanosithatjuk. Tekintsiik
tehat a kovetkezs vegyes feladatot homogén Dirichlet-peremfeltétellel:

Ou — Au = f Q x (0,T]-ben,
u(,0) =g(x) (z€9Q)
u(t,x) =0 00 x (0,T]-n

Tegytik fel, hogy ismerjiik a homogén Dirichlet-peremfeltételt —A operator-
nak az ) tartomanyhoz tartozo sajatértékeit és sajatfliggvényeit. Ismeretes
(lasd példaul a [80] konyvet), hogy megfelelGen sima hataru korlatos  tar-
toméany esetén a (—A) operatorra vonatkozo klasszikus sajatérték-feladatnak
megszamlalhatdéan végtelen sok nemnulla g sajatértéke van, és ehhez tarto-
70 uy, sajatfliggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak. Ekkor a vegyes
feladat megoldasat célszert

u(x, t) = Z & (t)ur ()
k=1

alakban keresni. A sor megfelel konvergencidja mellett a peremfeltétel au-
tomatikusan teljesiil, masrészt pedig

oo oo

Oru— Au =Y (€'(t) — &Lug) = Y _(EL() — Ae&r)u

k=1 k=1
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Irjuk fel az f fiiggvényt is minden rogzitett t esetén a sajatfiiggvények bazi-
saban

flat) =Y er(tyur(z),
k=1

ekkor sziikségképpen
Er(t) — A& (t) = ci(t).

Ezenkiviil a kezdeti feltételt is célszert felirni a sajatfiiggvények béazisaban,

g(@) = drur(a),
k=1

igy sziikségképpen
€(0) = dy.

A &, fliggvényekre tehat kezdetiérték-feladatokat nyertiink, ezeknek egyértel-
mi megoldésabol kapjuk a & fiiggvényeket, és igy az u megoldas Fourier-sor
alakjat. A kapott sor altalaban csak L?-ben konvergens. Természetesen ho-
mogén Dirichlet-peremfeltétel helyett az ismert peremfeltételek barmelyikét
vehetjiik, ekkor a Laplace-operator megfelels sajatfiiggvényei szerint kell sor-
ba fejteniink a megoldast. Végiil homogén peremfeltétel helyett inhomogén
peremfeltételt is vehetiink, ekkor célszeri egy partikularis megoldds megke-
resésével kezdeni a feladatot, és igy visszavezetni a homogén peremfeltétel
esetére.

8.38. Példa. Oldjuk meg az alabbi vegyes feladatot!

Owu(t, x) — 02u(t,z) = sin 2 cos 2 ((t,z) € RT x (0,7)),
u(0,2) =sin3x — 4sinbz  (x € [0,7)),
u(t,0) = u(t,m) =0 (t e RY).

A Fourier-modszert alkalmazzuk. Elgszor is vegyiik észre, hogy sin 2z cos 2x =

= %sin 4x. Bontsuk szét a feladatot két részproblémaéra:

oy (t,x) — O2vy (t, o) = %sinélx ((t,x) € RT x (0,7)),

v1(0,2) =0 (x €[0,7)),
v1(¢,0) = v1(t,m) =0 (teRY)
Opa(t, x) — D2va(t,z) = 0 ((t,z) € RT x (0,7)),

v2(0,z) = sin3z — 4sinbz  (x € [0, 7)),
va(t,0) = va(t,m) =0 (t eRY).
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Tekintsiik az elsé probléemat! Irjuk fel a sindz fiiggvényt Z ck(t) - sinkx
alakban! Viladgos, hogy ¢ = 1 ha k = 4 kiilénben ped1g ck = 0. Ekkor
az uj megoldast vy (t,z) = Z &k (t) sinkz alakban keresve, az egyenlet és

a mellékfeltétel felhasznalasaval kapjuk, hogy & = 0, ha k # 4, tovabba
&ure a &4 (1) + 16&4(t) = 3 kozdnséges differencialegyenlet és a £4(0) = 0 kez-
deti feltétel adodik. A differencidlegyenlet mindkét oldalat e'6*-vel szorozva

e!0%E] () +16e'084(t) = 5, azaz (&4 (1)) = 5e'%, gy &(t) = e71%%(0) +
+35(1—e710) = L(1—e716). Azelss részfeladat megoldasa tehét vy (¢, z) =
= 55 (1 — e 1%")sin4z.

Tekintsiik most a mésodik részfeladatot! Mivel a kezdeti fiiggvény a homogén
Dirichlet-féle peremfeltétellel adott (minusz) Laplace-operator sajatfiiggvé-
nye, ezért keressiik a megoldast va(t, x) = dy(¢) sin 3z + kd2(t) sin 5z alakban.
Ekkor az egyenletbe helyettesitve és a kezdeti feltételt figyelembe véve (az
el6z6 rész gondolatmenetére tamaszkodva) di-re és do-re a kivetkezs egydi-
menzios kezdetiérték-feladat adodik: df (t) = —9d(¢),d1(0) =1 és dy(t) = —
—25do,d2(0) = —4. Ezek megoldasai dy(t) = e™9 és do(t) = —4e™ 25, igy a
maésodik részfeladat megoldasa vy (t,z) = e~ sin 3z — 4e~25¢ sin 5z.

A vegyes feladat megoldasa a linearitas miatt a két részfeladat megoldasanak
osszege, vagyis u(t, ) = 35 (1 — e~ ') sin 2z + e~ sin 3z — 4e =" sin 5z. Mas
megoldas nincs, mert a vegyes feladat megoldasa egyértelmii.

8.39. Példa. Oldjuk meg a kiévetkezs vegyes feladatot a Fourier-modszerrel!

owu(t,z) — 0u(t,xr) =tcosz ((t,z) € RT x (0,7)),
u(0,2) =0 (x €10, 7)),
' (t,0) =/ (t,7) =0 (t e RY).

Az el6z6ek mintajara a Fourier-modszert alkalmazzuk, keressiik most az w
megoldast u(t, z) = d(t) cos z alakban, hiszen Neumann-tipust peremfeltétel
adott, amelynek cos x sajatfliggvénye a (0, 7) intervallumon. Ekkor a kezdeti
feltételbsl d(0) = 0 adodik, tovabba u-t az egyenletbe helyettesitve a d’(t) +
+ d(t) = t kozonséges differencidlegyenletet kapjuk. A differencidlegyenlet
mindkét oldalat ef-vel szorozva e'd'(t) + e'd(t) = tet adodik, igy (e'd(t))’ =
= te', tehat (mivel (te! — ')’ = tet, ezért) d(t) =t — 1+ ce™ !, igy a kezdeti
feltétel alapjan d(t) =t — 1 + e~t. A parabolikus vegyes feladat megoldésa
tehat u(t,x) = (et +¢ — 1) cosz. Mas megoldas nincs, mert a vegyes feladat
megoldasa egyértelmi (lasd elgadas).
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8. A HOVEZETESI EGYENLET

8.5. Feladatok

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

Oldjuk meg a kévetkezs Cauchy-feladatokat!
) Opu — 0%u =0 R x (0, 00)-ben,
u(z,0) =cosz (z € R).
O — 40%u +u =¢® R x (0,00)-ben,
u(z,0) = 2° (x €R).
Tekintsiik a hvezetési egyenletre vonatkozé klasszikus Cauchy-felada-

tot:
{ O — 02u =0 R x (0, 00)-ben,

u(z,0) =cosz (z € R).

Mutassuk meg, hogy ha g paratlan fiiggvény, akkor a feladat egyértelmi
megoldasa is paratlan minden rogzitett ¢ esetén.

Tekintsiik a kdvetkezs, negyedtéren értelmezett vegyes feladatot:

O — 02u =0 R x (0,00)-ben,
u(0,2) =0 (x € RT),
u(0,t) = (t),

ahol ¢(0) = 0. Mutassuk meg, hogy ekkor a kivetkezs formulaval értel-
mezett u fliggvény megoldasa az elébbi feladatnak:

22
—e =) p(s) ds.

el e

u(z,t) =

Tegyiik fel, hogy u megoldasa a hévezetési egyenletnek, és legyen @ €
€ C%*(R) konvex fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor a v = ®(u) fiiggvényre
Ov — Av < 0.

Igazoljuk, hogy ha u megoldasa a h&vezetési egyenletnek, akkor a v =
= \gradu\Q + (0yu)? fiiggvényre 0w — Av < 0.
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9. fejezet
Disztribiaci6elmélet

Utasitsak vissza egy finom vacsordt csupdn azért, mert nem
teljesen értem az emésztés folyamatdt ¢

Oliver Heaviside (1850-1925)

A fejezet tartalma. Bevezetjiik a disztribicié fogalmat, a disztri-
buciokkal kapcsolatos miiveleteket, a derivaltat, direkt szorzatot és a
konvoliciot.

9.1. Motivacid

A matematikdban szamtalan helyen talalkozunk olyan problémaval, amelyet
az addig megalkotott eszkozeink segitségével nem tudunk kezelni. Gondoljunk
példaul arra a folyamatra, ahogy a természetes szamok halmazat fokozato-
san kibdvitettiik, elGszor bevezetve a negativ egészeket, majd a racionalis
szamokat, aztén a valos szamokat és végiil a komplex szamokat (amelyet még
természetesen tovabb bévithetiink).

Mindenki szamara vilagos, hogy ezek a bévitések kordntsem oncéliak, hiszen
a természetes szamok halmazan kisebb szambol nagyobb szam kivonasanak
nincs értelme, enélkiil a mindennapi életiink is megallna, a legegyszertibb
miveleteket sem tudnank elvégezni. A racionalis szdmokra tobbek kozott az
osztas elvégzése miatt van sziikség, de valds szamok nélkiil nem tudnéank meg-
adni egy egység oldali négyzet atlojanak hosszat. Végiil a komplex szdmokra
(sok egyéb ok mellett) példaul a harmadfokt egyenletek megoldoképlete kap-
csén van nagy sziikség, ugyanis csak a valds szamok segitségével a képlet nem
adja vissza az egyenlet harom kiilonbo6zé valos gyokét (ez az ugynevezett ca-
sus irreducibilis). Méasfeldl, aki mar hasznalta a komplex szamokat, az tudja,
hogy rengeteg, a valos szamok korében nehéznek latszé vagy kevésbé vilagos

181



182 9. DISZTRIBUCIOELMELET

(példaul kozonséges differencidlegyenletekkel kapcsolatos) probléma komplex
szamokra attérve sokszor konnyedén kezelhetd.

Ez utébbi bévitések latszolag a mindennapi életben mar szinte alig, hanem ki-
zarélag a matematikusok szamaéra lehetnek fontosak. Azonban a fent emlitet-
tekhez hasonl6é problémékkal szamos igen egyszeri fizikai probléma, példaul
pontszeri toltések vagy egységnyi impulzusok matematikai megfogalmazasa
soran is szembestiiliink. Az egységnyi impulzus leirasara példaul Paul Dirac
Nobel-dijas fizikus a kovetkezs, tugynevezett Dirac-delta ,fliggvényt” vezette
be 1927-ben:

, haz=0, o
o(x) ::{ 8? hZi;éO és [md(x)dx: 1. (9.1)

Vilagos, hogy a Dirac-delta klasszikus értelemben nem fiiggvény, azonban
meglepd moédon ennek segitségével szamos fizikai Osszefiiggés levezethetd. Ve-
gyiik észre, hogy meg tudunk adni a ,Dirac-deltahoz kozelits” fliggvénysoro-
zatot. A [3] fejezetben targyalt egységapproximéciot generald 7. fiiggvények
a tulajdonsagabol kévetkezSen az 1. sorozat egy a alaku ,fligg-
vényhez” tart.

A Dirac-delta a fizikai Osszefliggésekben &ltalaban egy fliggvénnyel vett in-
tegralként fordul el§, és az érvelések gyakran az alabbi ,tulajdonsagara” ta-
maszkodnak:

/_ " f(@)s(x)dx = £(0). 9.2)

A matematikai ,képtelenségeket” fokozand6 megjegyezziik, hogy Dirac a fenti
Sfluggvényt” a kovetkezd, tgynevezett Heaviside-fliggvény derivéltjanak tekin-

tette:
1, hazxz >0,
Hiz) = { 0, haxz<0. (9-3)

Ezt a fiiggvényt (ez valoban az) Oliver Heaviside angol villamosmérnok, mate-
matikus és fizikus vezette be elektromégnesességi vizsgalodasai soran (egyéb-
ként rengeteg, az elektromégnesesség témakorében hasznalatos kifejezés, pél-
daul impedancia, permeabilitas stb. Heaviside-tol ered). Heaviside a derivalas
miiveletét operatorként kezelte, és az altala kidolgozott operatorkalkulust ko-
zonséges differencidlegyenletek megoldéasara alkalmazta. Azonban munkaiban
sokszor nélkiilozte a matematikai precizitast, amiért kortarsai gyakran kriti-
kaval illették, amelyre § egyszertien csak a kovetkezSképpen felelt :

Utasitsak vissza eqy finom vacsordt csupdn azért, mert nem telje-
sen értem az emésztés folyamatdt ?

A Dirac-delta ,fliggvény”, annak derivilasa és egyéb hasonlo furcsasagok fel-
oldasanak iranyaban az elsg lépést Szergej Lvovics Szoboljev (1908-1989)
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orosz matematikus tette meg 1935-36-ban (lasd [82]) az dltaldnositott deri-
vdlt fogalméanak bevezetésével. Altalanositott (vagy gyenge) értelemben mar
nem feltétleniil sima fiiggvényeknek is létezhet derivaltja, amely sima esetben
megegyezik a klasszikus derivalttal, tehat ennek a fogalomnak egy kiterjesz-
tése. Az altalanositott derivaltakat Szoboljev (f6ként hiperbolikus) parcialis
differencidlegyenletek tanulmanyozéasara alkalmazta, a klasszikus megoldasok
helyett dltaldnositott (vagy gyenge) megolddsok fogalmét bevezetve.

A Dirac-delta problémajanak végsé megoldéasat az dltaldnositott fiiggvények
vagy disztribiciok elmélete hozta meg. Laurent-Moise Schwartz (1915-2002)
francia matematikus 1944 novemberében egy éjszaka alatt (ahogy 6 fogal-
mazott) ,fedezte fel” a disztribticiok elméletét, amelyért 1950-ben megkapta
az egyik legnagyobb matematikai elismerést, a Fields-medalt. Schwartz sajat
bevallasa szerint élete két legnagyszertibb pillanata koziil az egyik a disztri-
buciok felfedezésének estéje volt, a masik, amikor egy éjszaka alatt 450 kii-
lonleges lepkét sikeriilt begytjtenie (Schwartz egyik kedvenc id6toltése lepkék
gyljtése volt).

A disztribuciok elméletének alapdtlete az volt, hogy fliggvények altaldnosita-
sat bizonyos specialis fliggvények terén értelmezett folytonos linearis funkci-
onalokként definidljuk, amely tulajdonképpen természetesen adddik, hiszen
példaul a Osszefiiggés is azt fejezi ki, hogy a Dirac-delta az f fliggvényre
hato funkcional. Az alaptér a végtelen sokszor differencidlhaté kompakt tar-
toju fliggvények tere lesz, és az igy nyert disztribiciok tere részhalmazként
tartalmazni fogja a klasszikus fiiggvények egy elég nagy osztalyat, a loka-
lisan integralhato fiiggvényeket, ezért valoban altalanositott fliggvényeknek
tekinthetjiik 6ket. Azzal, hogy a végtelen sokszor differencialhato fiiggvények
terén értelmezett funkcionalokként definidljuk a disztribuciokat, a derivalas
miivelete korlatlanul végezhet lesz. Igy minden lokalisan integralhato fiigg-
vénynek értelmezhetjiik akarmilyen rendd altalanositott (vagy disztribucio
értelemben vett) derivaltjat. Azok az LP-beli fliggvények, amelyek altalanosi-
tott derivaltjai egy bizonyos rendig megfelel6 LP térbeli fiiggvénynek, igyne-
vezett Szoboljev-tereket alkotnak. A témaban Schwartz els§ cikke (lasd [74])
maér tulajdonképpen a teljesen kidolgozott elméletet tartalmazta, amelyeket
a késébbiekben mi is targyalni fogunk.

A sima fiiggvények egyébként mar az altalanositott derivalt kapcsan Szobol-
jevnél is megjelentek, késébb Kurt Otto Friedrichs német-amerikai matema-
tikus alkalmazta a sima fliggvényekre épiil6 egységapproximéciot, amely vé-
giil a disztribuciok és a Szoboljev-terek elméletének egyik alappillére lett (az
egységosztas mellett). Késébb Laurent Schwartznak a disztribticidelméletrdl,
illetve Szoboljevnek az altalanositott derivalt matematikai fizikai alkalmazé-
sairdl sz016 kényve ugyanabban az évben, 1950-ben jelent meg (lasd [75] [84]).
Megjegyezziik, hogy a disztribtuci6 elnevezés a francia distribution szobol szér-
mazik, amelynek jelentése eloszlas. A név abbdl ered, hogy a lokélisan integ-
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ralhato fliggvények, illetve a Dirac-delta tomegeloszlast vagy toltéseloszlast
stb. frnak le.

A kovetkezokben (a torténeti sorrenddel ellentétben) elGszor rovid betekin-
tést adunk a disztribucidelméletbe (lasd még a [75], [80] konyveket, illetve
a [42] cikket), majd ezt kovetSen a Szoboljev-terek elméletébe (lasd még
az I, [, 20, [80] konyveket, illetve a [48] jegyzetet). A disztribucidelmélet az
altalanositott Cauchy-feladatok megoldasa soran (lasd a és a fejeze-
teket), a Szoboljev-terek pedig peremérték-feladatok, illetve vegyes feladatok
altalanositott (vagy més szoéval gyenge) megoldasaval kapcsolatban jatszik
fontos szerepet (lasd a fejezetet). Az altalanositott megoldasokra vonatko-
z6 eredményeket a klasszikus megoldéasokkal kapcsolatban is alkalmazhatjuk,
ezaltal az altalanositott fliggvények korébdl visszalépve a fliggvények korébe.
A fenti torténeti attekintéssel remélhetdleg sikeriilt motivaciot adnunk a ko-
vetkezd, kissé idegennek tiing fogalmak megértéséhez. Akinek ez nem lenne
elég, annak zarasképpen alljon itt Dirac egy kedves feladata (lasd a [32] jegy-
zetet) és a hozzéa kapcsolodo szellemes megoldésa, amely kivaloan érzékelteti
az elébbiekben megfogalmazott gondolatokat.

Hat ember elmegy kokuszdiot gytijteni. Rengeteg didt szednek Ossze, de rajuk
esteledik, s igy az osztozkodast masnapra halasztjak. Ejszaka azonban az
egyikiik felébred, és nem bizvan a tarsaiban, hatfelé osztja a készletet. Ezt
meg is tudja tenni ugy, hogy marad egy di6, amelyet a kozeli fardl figyels
majomnak dob, a készlet egyhatodat pedig eldugja. Térsai sem biznak jobban
egymésban, és az éjszaka soran mindegyikiik megismétli a szétosztast. Mindig
marad egy di6 a majomnak, s mindegyikiik eldugja az altala szétosztott didk
egyhatodat. Végiil reggel szétosztjak a megmaradt készletet, és a maradék
egyetlen diot a majomnak adjak. Kérdés: hany diot gytijtottek az el6z6 nap?
A feladat nyilvan hatarozatlan, mert ha n egy megoldas, akkor n+k-6” is meg-
oldas (k egész), hiszen a két megoldas kiilonbsége hétszer egymés utan hatfelé
oszthatd kell, hogy legyen. Elegends tehét egyetlen megoldésat meghataroz-
nunk. Dirac azt vette észre, hogy n = —b5 j6 megoldés, hiszen ebbdl egyet
elvéve —6 marad, ez oszthat6 6-tal, és az 6thatoda, —5 ismét a kezdeti szam,
tehat az eljaras akarhanyszor ismételhets. Fizikailag azonban az n = —5 di6
teljesen értelmetlen, a megoldas csupan forméalisan jo. Mivel azonban n+k-67
is jo megoldas, a legkisebb fizikailag is realis megoldas a 67 — 5.

9.2. A disztribiucié fogalma, példak

9.2.1. Disztribici6 fogalma

A bevezet&ben emlitettiik, hogy az altalanositott fiiggvényeket egy fiiggvény-
téren értelmezett folytonos linearis funkcionalokként fogjuk definiélni. Ez a
fliggvénytér a végtelen sokszor differencialhaté kompakt tartoju fiiggvények
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tere lesz, azaz C§°(€2). Azonban C§°(Q2) egyeldre csak egy vektortér, igy ah-
hoz, hogy ezen a téren értelmezett linearis funkcionalok folytonossagarol tud-
junk beszélni, sziikségiink van valamilyen konvergenciafogalom bevezetésére.
A fejezet tovabbi részében a jelolések egyszertisitése céljabol az alabbi meg-
allapodassal éliink.

9.1. Megallapodas. A tovabbiakban, ha méasképp nem jelezziik, {2 mindig
egy tetsz6leges, R™-beli (n > 1) nyilt halmazt jeldl.

9.2. Definici6. Tekintsiik a C§°(R™) vektorteret a fliggvények kozotti szo-
késos Gsszeadassal és szammal valo szorzassal. Azt mondjuk, hogy a (¢;) C
C C§°(92) fiiggvénysorozat tart a ¢ € C§°(QQ) fliggvényhez, ha az alabbi két
feltétel teljesiil:

(i) létezik olyan K C Q2 kompakt halmaz, hogy supp ¢; C Q minden j € N
esetén;

(ii) minden o multiindexre 0%p; — 0% egyenletesen az 2 halmazon.

A fenti konvergenciaval ellatott teret 2(£2)-val jeloljiik, a tér elemeit alap-
fiiggvényeknek (vagy tesztfiigguényeknek) nevezziik. A konvergenciara a to-

vabbiakban a ¢; @)  tomor jelolést hasznaljuk.

9.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (i)—(ii) feltételekbdl supp ¢ C K ko-
vetkezik.

A 2(9) tér valdjaban egy lokalisan konvex topologikus tér, amelyet a C5°(£2)
téren egy alkalmas félnormacsalad general. A fenti konvergenciafogalmat ép-
pen ugy vezettiik be, hogy ezen a lokalisan konvex téren pontosan azok a
funkcionélok legyenek folytonosak, amelyek a fenti konvergenciara nézve so-
rozatfolytonosak (lasd a [73] konyvet).

Emlékeztetiink arra, hogy korédbban a Példaban mar talalkoztunk a
kivetkezs igen fontos C5°(R™)-beli fliggvényekkel:

exp(1/(r? — |z —al?)), ha|z|<r,
(o) { (/0% ~ e —af), Dol < o)

ahol a € R™, r > 0 tetsz6leges. A fenti hozzarendeléssel a = 0, r = 1 ese-
tén nyert 7, fiiggvény segitségével elkészithetjiik a Példaban targyalt
7 fiiggvényeket, amelyek 7; tartéjanak az egységkorrdl az € sugara korre ki-
csinyitésével adodnak a 7. (z) = (%) hozzarendelés alapjan. A c. = [, m
jelolést bevezetve, az 7. fiiggvények integraljat egységnyivé normélhatjuk, és
igy kapjuk az n.(x) = 7. /e"c. fiiggvényeket, amelyekre teljesiil, hogy

ne € Cg°(R™), 1. >0, suppn. = B:(0), / ne = 1.
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A fenti tulajdonsagu fiiggvényekrsl azt mondtuk, hogy egységapproximaciot
generalnak, és a Tételben megmutattuk, fontos szerepiik van LP(Q)-
beli fliggvények sima fliggvényekkel valo kozelitésében. Ezek az eredmények
hamarosan igen hasznos eszkozként keriilnek el§ a disztribticiokkal kapcsolat-
ban.

A fenti el6késziiletek utan ratérhetiink a disztribucié fogalméanak bevezetésé-
re.

9.4. Definicié. A 2(Q)-n értelmezett valos értéki linearis és a[0.2] Definici-
Oban bevezetett konvergenciara nézve sorozatfolytonos funkcionéalokat diszt-

ribucicknak (vagy dltaldnositott figgvényeknek) nevezziik. (A sorozatfolyto-
2(Q

nossagon a szokasos fogalmat értjiik: ha ¢; 2@, @, akkor u(p;) — u(p).)

9.5. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy léteznek olyan 2() — R lineéris funk-

cionélok, amelyek nem folytonosak a [9.2] Definicioban megfogalmazott kon-

vergenciara nézve, &m ennek bizonyitasa a kivalasztasi axiomara épiil.

A Definiciéban megfogalmazott konvergencia ellenérzése sokszor nehéz-
kes, ezért az alabbiakban egy azzal ekvivalens és gyakran egyszertibben ke-
zelhet§ feltételt bizonyitunk be.

9.6. Tétel. Egy u: 2(Q) — R linedris funkciondl pontosan akkor folytonos,
ha barmely K C Q kompakt halmazhoz taldlhato Cx > 0 wvalds és myg > 0
egész szam ugy, hogy

lu(p)| < Ck - Z sup |0%p| minden ¢ € Z(Q)
jal<mi (9.5)
alapfiggvényre, amelyre suppy C K.

Bizonyitds. Az elégségesség igazolasahoz tegylik fel, hogy u-ra teljesiil a (9.5))
feltétel. Megmutatjuk, hogy ekkor w sorozatfolytonos. Ehhez be kell latni,

hogy ha ¢, 2@, @, akkor u(p;) — u(p). A 2(Q)-beli konvergencia defi-

nicidja miatt létezik K C 2 kompakt halmaz, hogy supp¢; C K minden
j-re (ekkor a Megjegyzés miatt supp ¢ C K is teljestiil), tovabba minden
a multiindexre 0%p; — Oy egyenletesen {2-n. Ekkor a feltételt a K
kompakt halmazra és a (¢; — @) fuggvényekre alkalmazva, u és a derivalas
linearitasat felhasznalasaval kapjuk, hogy

lulp;) — u(p)| = lu(p; — @) < Ck - Z sup [0%p; — 0%

la|<mk

A fenti egyenlStlenség jobb oldala nulldhoz tart a (y;) sorozat 2(£)-beli
konvergencidja miatt, ezért a bal oldalnak is nullahoz kell tartania, és éppen
ezt akartuk igazolni.
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A sziikségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy u sorozatfolytonos és lassuk
be, hogy ekkor teljesiil a feltétel. Ellenkezd esetben létezne K C 2
kompakt halmaz, amelyre minden C' > 0 valos és m > 0 egész szam esetén
talalhato olyan ¢ € Z(Q2) hogy suppp C K és

u(p) > C- Y sup|0”y).

la|<m

Ekkor a C'=m = j € N vélasztassal nyeriink olyan (p;) C 2(f) sorozatot,
amelyre supp ¢; C K, tovabba

ule;) >4y sup 10%p;]. (9.6)

lo<j

Bevezetve a ¢; = ¢;/u(p;) fiiggvényeket (u(p;) # 0), ezek ugyancsak Z(2)-
beliek, tartojuk a K kompakt halmaznak részhalmaza, u(y) = 1, valamint
alapjan
1=u(y;) >j Z sup |0%;].
K
o] <j

Ha « tetszéleges rogzitett multiindex, akkor a fenti egyenlétlenségbdl kovetke-
z6en j > |af esetén supy [0*;| < 1/j, ésigy j — oo hatardtmenettel kapjuk,
hogy 0%1; — egyenletesen K-n. Az el6bbi konvergencia minden multiindex-

2
re teljesiil, tovabba suppv; C K, kovetkezésképpen 1; ﬂ) 0. Ekkor az u

sorozatfolytonossaga miatt u(¢;) — 0, ami ellentmondas, hiszen u(v;) = 1
minden j-re. O

9.7. Megjegyzés. A (9.5)) feltételben a szuprémumot K helyett az egész R"
téren vehetjiik, s6t szuprémum helyett maximumot is irhatunk, hiszen csak
kompakt tartdju végtelen sokszor differencidlhatéd ¢ fiiggvényeket tekintiink.

9.2.2. Példak

9.8. Példa. A disztribuciokat altalanositott fliggvényeknek is neveztiik, ez-
zel jelezve, hogy a klasszikus fliggvények vagy legalabbis azok egy elég bs
osztalyanak altalanositasarol van szd. Megmutatjuk, hogy ez az osztaly a
lokalisan integralhato fiiggvények tere, vagyis L (£2). Pontosabban minden

f € LL (Q) térbeli fiiggvénynek megfeleltethetiink egy disztribiiciot, a hozza

loc
tartozd tgynevezett requldris disztribicidt.

9.9. Definicio. Legyen f € L{ (Q) tetsz6leges. Ekkor tekintsiik a kovetkezd
Ty: 2(Q) — R funkcionalt:

Ty(p) = /Q fo  (pe () (9.7)
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A Ty funkcionalt az f lokalisan integralhat6 fliggvényhez tartozod reguldris
disztribicionak nevezziik.

A Ty funkciondl linearitasa nyilvanvald, a folytonossagat az alabbiakban iga-
zoljuk.

9.10. Allitas. A T;: 2(Q) — R linedris funkciondl folytonos a 2(2)-beli
konvergencidra nézve, tehdt valoban disztribicio.

Bizonyitds. Vilagos, hogy T jol definidlt, hiszen f¢ lokalisan integrélhato
fliggvény, mert f lokalisan integralhato, ¢ pedig kompakt tartéju korlatos
fliggvény. A integralban (2 helyett a supp ¢ kompakt halmazt vehetjiik.
Ha adott K C  kompakt halmaz, akkor

Ty ()] = \/{ f@‘ - \/ngo‘ <swlel- [ 11l

vagyis a Cx = [} |f| és mg = 0 valasztassal teljesiil a (9.5) feltétel, tehat
T folytonos. O

Felmeriil a kérdés, el6fordulhat-e, hogy kiilonboz6 fliggvényekhez ugyanaz a
regularis disztribucié tartozik? Ezt valaszolja meg az alabbi allités.

9.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy az f,g € LL (Q) fiigguényekre Ty =1, azaz

loc

Ti(p) = T4(p) minden ¢ € 2(Q) esetén. Ekkor f =g m.m. Q-n.

Bizonyitds. Legyen h = f — g, ekkor T}, = Ty — T, = 0, és azt kell belatni,
hogy h = 0 m.m. Q-n. Vegyiik észre, hogy utébbi helyett elegendé igazolni,
hogy tetszéleges K C 2 halmazt véve h = 0 m.m. K-n. Valoban, hiszen
Q elsall megszamlalhato sok kompakt halmaz (specialisan zart gomb) uni-
Ojaként, és megszamlalhato sok nullmértékid halmaz (tudniillik, ahol A nem
nulla az adott gébmbon) unidja is nullmértékd. Legyen d := dist(K, 09Q). Ek-
kor az Allitas szerint d > 0. Tekintsiik most azt a h fliggvényt, amely
a K halmaz d/2 sugaru kornyezetében megegyezik h-val, egyébként pedig
nullaval egyenld:

() e h(z), haxe Kg,
(@):=9 o, ha z € Q\ K.

Nyilvanvaléan he L'(Q), amely nullaval egyenl Q2 egy kompakt részhalma-

zdn (nevezetesen K 4 -n) kiviil. A fejezet alapjan elkészithetjiik a (he) C

C L*(Q) fiiggvényeket, amelyekre ¢ — 04 esetén h. — h az L*(Q) normaja
szerint. Megmutatjuk, hogy h.(z) = 0, ha x € K és ¢ < d/2. Ekkor készen
leszlink, hiszen hataratmenettel h(z) = 0 adodik minden x € K-ra. Legyen
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tehat « € K, ekkor € < d/2 esetén B.(z) C K 4, igy a h. fiiggvények defini-
cidja (lasd a fejezetet) és a suppn. C B:(0) tartalmazas alapjan:

() = / Ry ( — y)dy = /K % Wz — y)dy =

=/Qh(y)na(w—y)dy=Th(yHn5(fE—y))=07

hiszen a feltevés miatt T} (@) = 0 minden ¢ € 2(Q) esetén. O

9.12. Kévetkezmény. A osszefliggés kdlcsondsen egyértelmd megfelel-
tetést létesit az f € Li . (Q) figguények és a Ty reguldris disztribicick kézitt.

loc

9.13. Példa. A kovetkezs példank a bevezetSben szerepld (9.1) Dirac-delta
Jflggvény”, amelyet most méar disztribucioként definialunk.

9.14. Definicié. Legyen a € R™ rogzitett, ekkor a d,: Z(R") — R,
da(p) := @(a) Osszefliggéssel értelmezett funkcionalt az a pontra koncentralt
(vagy az a ponthoz tartozo) Dirac-delta disztribicionak nevezzik.

9.15. Allitas. A . Definicidval értelmezett §, funkciondl disztribicio.

Bizonyitds. Ha ¢ € 2(R™), olyan, hogy supp ¢ C K C R"™, ahol K kompakt,
akkor
10a(@)] = [p(a)] < St}l{plsol»

tehat C'x = 1, mi = 0 véalasztéssal teljesiil a folytonossag ekvivalens feltétele.
O

Vegyiik észre, hogy a Definicié egybevag a Dirac-delta ,fiiggvény”
tulajdonsagaval. Végil megjegyezziik (lasd a Feladatot), hogy J, nem
reguléris disztribucio, azaz nem létezik olyan f € L}OC(R”) fliggvény, amelyre
minden ¢ € Z(Q) esetén dq(¢) = [, fe-

9.16. Példa. A regularis disztribiciok mintajara értelmezhetjiik a kovetkezd
tipust disztribiciot. Rogzitsiink egy « multiindexet, amelyre |a| > 1, tovab-
ba legyen f € L (). Ertelmezziik ekkor az u: 2(Q) — R funkcionélt a

kovetkezSképpen :

u(p) = /Q [ (g€ D).

Egyszertien igazolhato, hogy u disztribiicié, azonban a regularis disztribici-
Okkal ellentétben az u disztribticié nem hatarozza meg m. m. egyértelmtien
az [ fiiggvényt, lasd a[9.6] Feladatot.
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9.17. Példa. Legyen Q = (0,2) C R, és definidljuk az u: 2(—1,1) — R
funkcionalt a kovetkezsé modon:

wt) =3¢ (3) (w02 99

Egyszertien igazolhato, hogy u disztribicio, ldsd a Feladatot.

9.18. Megjegyzés. A korabbi példakkal ellentétben a ugynevezett vég-
telen rendd disztribiciot definidl. Ez azt jelenti, hogy nem létezik olyan uni-
verzalis m egész szam, amelyre a feltétel minden K kompakt halmaz
esetén my = m valasztéassal teljesiilne. Amennyiben létezik ilyen univerzalis
egész szam, akkor a legkisebb ilyet a disztribucio rendjének nevezziik. A fenti
példak koziil a Dirac-delta és a reguléris disztribtciok nulladrendtiek, mert
a és Allitasok bizonyitasa alapjan az my = 0 valasztas minden K
kompakt halmazhoz megfelel.

9.3. Algebrai miiveletek, disztribiici6 tartéja

9.3.1. Algebrai miiveletek

Természetes moédon értelmezhetjiik a disztribticiokkal kapcsolatos bizonyos
algebrai miveleteket.

9.19. Definicid. Legyen u és v disztribucio Q-n. Ekkor az u+v disztribiiciot
az (u+v)(p) = u(e)+v(p) (¢ € 2(0)) osszefliggéssel értelmezziik. Ha A € R,
akkor a Au disztribaciot (Au)(¢) = A - u(p) (¢ € 2(2)) moédon definialjuk.

Nyilvanvalo, hogy u 4+ v és Au linearis és folytonos, tehat valoban disztribu-
¢i6. Mivel van azonosan 0 disztribiuicié és minden disztribucionak van (—1)-
szerese, ezért igaz a kovetkezd

9.20. Allitas. A . Definicidban bevezetett miveletekkel a 2()-n ér-
telmezett disztribiuciok vektorteret alkotnak. Ezt a vektorteret a tovdbbiakban
' (Q)-val jeloljik.

9.21. Megjegyzés. A 2'(Q) térben szokas bevezetni a gyenge konvergencia
alabbi fogalmat. Az (u;) C 2'(Q2) disztribuciosorozat gyengén konvergél az
u € 2'(Q) disztribuciohoz, ha minden ¢ € Z(2) alapfiiggvényre u;(¢) —
u(p) (mint valos szamsorozat). A tovabbiakban a 2'(2)-beli gyenge konver-
"

genciara a tomorebb u; Z(—)% u jelolést hasznaljuk.

A Definiciéban megfogalmazott algebrai miiveletek mellett disztribtcio
sima fliggvénnyel valo szorzasa is természetes modon értelmezhetd.
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9.22. Definicié. Legyen ¢ € C*°(R) és u € 2'(Q). Ekkor a vu disztribiciot
a (PYu)(p) = u(p) (p € 2(Q)) Osszefiiggéssel értelmezziik.

Vegyiik észre, hogy ha p € C(Q) és ¢ € 2(0), akkor vy € P(Q), igy a
fenti definici6 korrekt. Masrészt pedig egyszertien igazolhato (lasd a Fel-
adatot), hogy vu valéban disztribtici6. Erdemes megvizsgalni, hogy speciélis
esetben, nevezetesen regularis u esetén a u disztribtcié milyen alakot olt.

9.23. Példa. Legyen f € L _(Q) és ¢ € C(2). A Definicié alapjan
v € 2(0) esetén

(T7) () = Ty (p) = /Q f(bg) = /Q (F9)¢ = Trole).

Ez azt jelenti, hogy Ty a 9 f fiiggvényhez tartozé regularis disztribucio,
vagyis disztribtaciok C°(Q)-beli fliggvénnyel vald szorzasa a fluiggvények ko-
rében végzett C°°(2)-beli fiiggvénnyel valo szorzas altalanositasanak tekint-
hetd.

9.24. Megjegyzés. A P'(Q2) és a C°°(Q) terek elemei kozotti szorzas nem ter-
jeszthets ki a 2'(Q) térre tgy, hogy a szorzas kommutativ és asszociativ
maradjon. Egyfelsl két lokalisan integralhaté fiiggvény szorzata sem feltét-
leniil lokalisan integralhato, gondoljunk csak R-en az x — 1/4/x lokalisan
integralhato fiiggvény 6nmagaval vett szorzatéra, amely az x — 1/x fiige-
vény, és errél tudjuk, hogy a 0 semmilyen kornyezetében sem integralhato.
Maésrészt pedig a Feladat szerint vannak olyan u,v € 2'(R) disztribu-
ciok és i € C°(R) fiiggvény, amelyekre (Ypu)v # (Yv)u.

9.3.2. Disztribucid tartdja

Az el6z6ekben mar t6bbszor hasznaltuk azt a kézenfekvs gondolatot, hogy
két disztribuciot akkor tekintiink egyenlének, ha minden alapfiiggvényen meg-
egyezik az értékiik. Két disztribucio ilyenfajta egyenlGségét nevezhetjiik glo-
bdlis egyenldségnek.

9.25. Definicié. Legyen u és v két disztribiicié Q-n, tovabba G C Q nyilt
halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy v = v a G halmazon (vagy u és v globdlisan
egyenld G-n), ha minden ¢ € 2(G) alapfiiggvényre u(p) = v(p).

A globalis egyenlGség mellett értelmezhetjiik disztribuciok lokdlis egyenldségét
is az alabbi médon.

9.26. Definicié. Legyen u és v két disztribiiciéo Q-n, tovabbad G C Q nyilt
halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy u = v lokdlisan a G halmazon, ha minden
x € G pontnak van olyan U, C G nyilt kérnyezete, ahol u = v globalisan.
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Vilagos, hogy két disztribucié globalis egyenléségébdl kovetkezik a lokalis
egyenl@ségiik, azonban a lokalis egyenlGség els6 latasra gyengébb fogalomnak
tiinik. Valojaban viszont a két definicié ekvivalens egymassal.

9.27. Allitas. Legyen u,v € 2'(Q) és G C Q nyilt. Amennyiben u = v
lokdlisan a G halmazon, akkor u = v globdlisan is teljesil G-n.

Bizonyitds. Nyilvan feltehets, hogy G = Q. Meg kell mutatnunk, hogy min-
den ¢ € () alapfiiggvényre u(p) = v(p). Rogzitsiink eldszor egy ¢ € Z()
alapfliggvényt, és legyen K = supp ¢, amely nyilvan Q) kompakt részhalmaza.
A két disztribucio lokalis egyenlGségébdl kovetkezéen minden = € §2 pontnak
van olyan U, C () nyilt kdrnyezete, amelyen u = v globalisan. Vilagos, hogy
K C UyeqUs, és igy K kompaktsaga folytan kivalaszthato véges sok wj,
hogy K C U;n:l Ug,. Az el6bbi véges nyilt fedésre az egységosztas tételét
(lasd a[3.23] Tételt) alkalmazva léteznek ¢; € Cg°(Q) (j =1,...,m) fiiggve-
nyek, amelyekre supp ¢; C U, és Z;n:l @;(x) =1 minden z-re a K halmaz
egy nyilt kornyezetében. Ekkor nyilvan ¢ = ¢ Z:’Ll ;= Z;nzl ppj, tovabba
supp pp; C Uy, ezért u és v lokalis egyenl6ségébdl kovetkezen

u(p) = U(i swg) = f u(pp;) = iv(W@j) = v(i wj) =v(p).

j=1 j=1 j=1
O
9.28. Kovetkezmény. Ha u = 0 lokdlisan Q-n, akkor u = 0 globdlisan Q2-n.

A fenti [0:28 Kovetkezmény lehetSséget nyujt arra, hogy fliggvények tartoja-
hoz hasonlbéan értelmezhessiik disztribuciok tartojat.

9.29. Definici6. Legyen u € 2(Q2). Ekkor u tartdja
suppu :=Q\ {z € Q: létezik U, C Q nyilt, hogy u = 0 az U,-en}.

9.30. Megjegyzés. A fenti definicio azt jelenti, hogy u = 0 lokalisan az Q \
\ supp u halmazon, de ekkor a Kovetkezmény alapjan u = 0 globalisan
is az Q \ supp u halmazon.

A definiciobol kovetkezGen (ahogy fliggvények esetében is) supp u relativ zart
halmaz 2-ban.

Erdemes megemliteni disztribuciok tartojaval kapcsolatban az alabbi hasznos
tulajdonsagot, amely szdmos helyen fel fog bukkanni.

9.31. Allitas. Legyenu € 9'(Q) disztribicio, tovdbbd 1 tetszdleges fiigguény,
amely supp u eqy kérnyezetében 1-gyel egyenld. Ekkor vu = u, azaz minden
X € 2() figgvényre u(¥x) = u(x)-
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Bizonyitds. Az u disztribucio linearitasabol kovetkezGen

u(ihx) —u(x) = u(x(1 —v)) =0,
mert supp u Nsupp (1 — ) = 0. O

9.32. Megjegyzés. A Allitasban a ¢ = 1 egyenléség supp u egy kornye-
zetében valo teljesiilésének feltétele nem gyengithetd, lasd a Feladatot.

A késébbiekben fontos szerephez jutnak azok disztribuciok, amelyek kompakt
tartojiak.

9.33. Definici6. Egy u € 2'(Q) disztribuciot kompakt tartéji disztribacio-
nak neveziink, ha suppu C  kompakt halmaz.

Példaképpen meghatarozzuk két specialis disztribucio tartdjat.

9.34. Példa. Tekintsiik a J, Dirac-delta disztribuciot tetszéleges a € R™
esetén. Ekkor suppd, = {a}, hiszen = # a esetén létezik U, C R™ nyilt
halmaz agy, hogy a ¢ U,, ésigy 0,(¢) = 0 minden ¢ € Z(R"™) esetén, amelyre
supp ¢ C U,. Az is vilagos, hogy a-nak minden U nyilt kérnyezetéhez létezik
olyan ¢ € 2(R™) fliggvény, amelyre suppp C U és p(a) # 0. Valoban, elég
kis r > 0 szamra B(a,r) C U, és ekkor a fiiggvény megfelel. Mindezek
alapjan sziikségképpen supp d, = {a}.

9.35. Példa. Legyen f € C(2). Ekkor kénnyen igazolhato (lasd a Fel-
adatot, hogy supp 7y = supp f.

9.36. Kovetkezmény. A Dirac-delta disztribicid, tovabba kompakt tartoju
folytonos fiigguényhez tartozo requldris disztribicié kompakt tartoju.

9.4. Disztribucid derivaltja

A disztribuciokkal kapcsolatos alapvets fogalmak és tulajdonsagok utan ra-
térhetiink az altalanositott fiiggvények korében az egyik legfontosabb mitive-
let, a derivalas bevezetésére. Most is gy jarunk el, ahogy eddig, vagyis a
fliggvények korében végzett derivalas mivelet altaldnositasaként szeretnénk
definialni. A kapcsolatot a disztribuciok és a fliggvények kozott természe-
tesen a regularis disztribuciok jelentik, ezért érdemes megfogalmaznunk a
fliggvények korében végzett derivalas egy fontos tulajdonsagat, amelyet min-
denképpen szeretnénk a disztribucidkra atorokiteni.

9.37. Allitas. Legyen f € CY(R™). Ekkor Ty, ;(¢) = —T4(0;p) minden ¢ €
€ C(R™) esetén.
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Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéert feltehet, hogy j = 1. Irjuk ekkor az
x € R"™ vektorokat z = (z1,2') alakban, ahol 2’ € R™~!. Vildgos, hogy
f € CYR") esetén f,01f € Ll (R") (s6t folytonosak is), igy a hozzdjuk
tartozo regularis disztribuci6 értelmes. A kompakt tartéju lokalisan integral-
hato (01 f)e fliggvényre az x; valtozojaban parcialis integralast végrehajtva
kapjuk, hogy

Toso)= [ @no= [ [ oforaolora!)do i -

= —/ /f(xl,x')alw(xl,x’)darl di'=— [ fo1o=—T¢(O1p).
R’!L*l R R‘VL
O

9.38. Megjegyzés. Egyszertien belathato, hogy a fenti allitas R™ helyett tet-
sz6leges () tartomanyra is igaz, ebben az esetben parcialis integréalas helyett
a Gauss—Osztrogradszkij-tételt hasznalhatjuk.

A Allitas egymas utani alkalmazasaval adodik az alabbi

9.39. K6vetkezmény. Legyen f € C™(R™) (m € N) és « tetszdleges mul-
tiindez, amelyre |o| < m. Ekkor Tho () = —=T¢(0%p) minden ¢ € C§°(R™)
esetén.

A fenti Allitas alapjan kézenfekvs disztribucié parcialis derivaltjat a
kovetkezGképpen értelmezni.

9.40. Definici6é. Legyen u € 2'(Q2). Ekkor a d;u: 2() — R parcidlis
derivdltat a 0ju(p) == —u(0;p) (v € 2(Q)) Gsszefiiggéssel értelmezziik.

9.41. Allitas. A |9.40. Definicicban értelmezett Oju funkciondl linedris és
folytonos, tehdt disztribicid.

Bizonyitds. A linearitds nyilvanvalo, egyediil a folytonossagot kell bizonyi-
tani. Vegyiik észre, hogy Oju = w o 9;, ahol u: 2(Q) — R disztribucio,
tehat folytonos, tovabba 9;: 2(Q) — 2(Q2) a kompakt tartoja sima fliggvé-
nyek korében végzett parcialis derivalds miivelete, amely lineéris és nyilvan
sorozatfolytonos a Z(€2)-beli konvergenciara nézve (ez a Z(£2)-beli konver-
gencia Definicioja alapjan nyilvanvalo, valojaban ezért vezettiik be igy
a konvergenciat). Az el6bbiekbdl kivetkezden a 0ju = w o 0; kompozicid is
folytonos. O

9.42. Megjegyzés. A Allitas alapjan f € C'(Q) esetén 0,y = Ty, .

A parciélis derivalas definiciojat tobbszor egyméas utan alkalmazva a[9.39] Ko-
vetkezmény mintajira természetes modon értelmezhetjiik disztribuciok tobb-
szOros parcialis derivaltjat.



9.4. DISZTRIBUCIO DERIVALTJA 195

9.43. Definicié. Legyen u € 2'(Q2) és a multiindex. Ekkor a 0%u derivaltat
a 0%u(p) = (=1)1*u(0%p) (p € 2(Q) Gsszefiiggéssel értelmezziik.

9.44. Megjegyzés. A Young-tétel miatt ¢ € Z(£2) esetén 0%p nem fiigg a
derivalasok sorrendjétsl, igy 0%u sem fiigg a derivalasok sorrendjétél, tehat
a Definicio korrekt. Vegyiik észre tovabba, hogy minden a disztribuci-
Ok korében a derivaléas korlatlanul végezhetS miivelet, valojaban éppen ezért
definialtuk a végtelen sokszor differencialhato fiiggvények terén ezeket a funk-
cionalokat.

9.45. Allitas. Legyen u,v € 2'(Q), ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:

aj (U + ”U) = (%‘U + 8j’U,
8j ()\U) = Aaju (/\ S R),
9;(Yu) = (O u+voju (Y € C(Q)),
0% (w) =Y (g) (9%u) (9 P).

Bla

Bizonyitds. A parcialis derivalas[0.40] Definicioja, illetve az altalanos Leibniz-
szabaly (3.8, Allitas) alapjan az allitas nyilvanvalé. O

A kovetkezSkben kiszamoljuk néhany konkrét disztribucio derivaltjat, ame-
lyekre késébb a méasodrendi parcialis differencidlegyenletek tanulmanyozasa
soran visszatérink.

9.46. Példa. Kezdjiik rogton a fejezet bevezetGjében a hozzérendelés-
sel értelmezett Heaviside-fiiggvénnyel, amelyrél azt szeretnénk igazolni, hogy
a derivaltja a Dirac-delta. Emlékeztetsiil: a Heaviside-fiiggvényt a kovetke-
z6képpen definialjuk:

H(x) =

>
{ 1, haxz >0, 9.9)

0, hax<0.

A fiiggvény 0-beli értéke valojaban nem lényeges szamunkra, ugyanis a hoz-
zé tartozo regularis disztribuciét nem befolyasolja, mert a Allitasban
lattuk, hogy m. m. egyenls fiiggvényekhez ugyanaz a reguléris disztribicio
tartozik. A derivalas definicidja alapjan (egy valtozoban a derivalast az egy-
szerliség kedvéért d helyett vesszivel jelolve)
o0
Tyle) = ~Tule) == [ He == [ & =l0) = ).
R 0

Ezért T}, = 6o, aminek tehat sikeriilt matematikailag korrekt és preciz értel-
met adnunk.
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9.47. Megjegyzés. Gyakran a regularis disztribticiok esetében az egyszertiség
kedvéért a disztribucio helyett magukrol a lokalis integralhaté fiiggvényekrsl
és azok altalanositott vagy disztribiucid értelemben vett derivdltjdrol beszé-
liink, példaul H' = §y. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges lokalisan integralhato
fliggvény disztribuci6 értelemben korlatlanul differencidlhaté. Természetesen
a derivalt nem feltétleniil lesz regularis disztribicio, mint azt a[9.46] Példa is
mutatja.

Megmutathaté, hogy altalaban minden disztribucié lokédlisan elGall, mint egy
integralhato fliggvény valamilyen derivaltja, ha pedig a disztribucié kompakt
tartoju, akkor az elgallitas globalis, lasd a [80] konyvet.

Azoknak a lokalisan integralhato, vagy valamilyen LP térbeli fiiggvényeknek,
amelyeknek disztribicié értelemben vett derivaltjai egy megfelel6 LP térbeli
fliggvényhez tartozo regularis disztribucioként irhatok fel, kitlintetett szere-
piik lesz kés6bb a[I2] fejezetben, ahol az ilyen tipust fliggvények segitségével
definialjuk az tgynevezett Szoboljev-féle fiigguénytereket.

9.48. Példa. A Heaviside-fiiggvény mintajara tetszéleges szakaszonként foly-
tonosan differencialhato fiiggvény altaldnositott derivaltjat is ki tudjuk sza-
molni.

9.49. Allitas. Legyen (a,b) C R (véges vagy végtelen) intervallum, tovdbbd
a=ay < a < - < ay < apy1 = b, és tegyik fel, hogy f: (a,b) — R,
amelyre f € Cl(ag, ari1) (k =0,...,m), valamint f-nek létezik jobb és bal
oldali hatdrértéke az ay,...,am pontokban tovdbbd f' € L} (a,b). Ekkor

Tj =Ty + 3 (flax +0) — Far — 0))3,.
k=1

ahol ' az f figgvény szakaszonkénti (klasszikus) derivdltja, amely az ay, ..., am,
pontokban nincs értelmezve.

Bizonyitds. A feltételekbdl kovetkezen f € Li (a,b), igy Ty értelmes. A
disztribicié értelemben vett derivalas definiciojabol kiindulva a parcialis in-
tegralas tételének alkalmazasaval kapjuk, hogy minden ¢ € %(a,b) esetén

Ti(p) =
([fso]“k“ / fso) -

~Ty(yp /fw = Z/aw

/ Pt (F)laso— (@)oo + S (Far + O)plar) — Flax — 0)plar) =
a k=0

k=0

ZTf/ +Z ak—i—O f( ag —0))(5%7
k=1
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felhasznalva, hogy ¢ kompakt tartoju, ezért (f¢)|aro = (f©)lp—o = 0. O

9.50. Megjegyzés. A fenti allitas altalanosithat6 magasabb dimenziora is ,,da-
rabonként” sima fiiggvényekre, lasd a[0.10] Feladatot.

9.51. Példa (Kozonséges differencidlegyenlet alapmegoldasa). Tegyiik fel,
hogy az y € C™(0, 00) fliggvény elss (m — 1) derivaltja folytonos a [0, c0) in-
tervallumon, tovabbé y klasszikus értelemben kielégiti az alabbi kezdetiérték-
feladatot:

Y™+ ey 4 ey oy =0 a (0,00)-en,  (9.10)
y(0) =0, ¥/(0) =0,..., y™1(0) = 1. (9.11)

Definialjuk az E € L (R) fiiggvényt az alabbi hozzarendeléssel:

| y(z), haz>0,
E(x) = { 0, ha z <0.

Hasonléan a Heaviside-fiiggvény esetéhez, a fenti fiiggvény 0-beli értéke sem
lényeges szamunkra, mert E' mindig ugyanazt a regularis disztribaciot fogja
meghatarozni.

9.52. Allitas. Az E-hez tartozé Ty requldris disztribicid disztribicid érte-
lemben kielégiti a kovetkezd differencidlegyenletet :

5 4 e a TV 4+ T + T = 8y Reen.

Bizonyitds. Mivel az y fiiggvény (m — 1)-szer folytonosan differencialhato
a [0,00) intervallumon, ezért a kezdeti feltételek miatt E is ugyan-
ilyen tulajdonsagi R-en, tehat az egész R-en klasszikus értelemben létezik
EU) (j=0,...,m—1). Ez viszont azt jelenti, hogy T}(EJ) = Tp¢) minden j =
=0,...,m—1 esetén. Vegyiik észre, hogy E("~1 folytonosan differencialhato
a (—00,0) intervallumon, hiszen ott azonosan 0, tovabba ugyancsak folytono-
san differencialhatoé a (0, co) intervallumon, mert ott megegyezik ym=D_gvel,
amely folytonos. Ezenkiviil y(™~"-nek a 0-ban a jobb oldali hatéarértéke 0,
a bal oldali hatarértéke pedig a kezdeti feltételbsl adodoan 1. Alkal-
mazhatjuk tehat a Allitast az (a,b) = (—00,00) intervallummal és az
a1 = 0 szereposztassal, igy

T = (Tp) ™Y = (Tgomn-1) = T + 0.
Ez viszont azt jelenti, hogy
TO 4 o T+ ey T + 0T =
=00+ Tgom) + cm-1Tgmm-1 + -+ + ClT;; + ¢y =

= 50 + TE(m)+cm_1E(7"*1)+~-+C1E’+COE = 507
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hiszen a (0, 00) intervallumon
EM™ 4. EMD 4 4 E + coF
=y ey o+ ay + a,
a (—00,0) intervallumon pedig definicié szerint
EM 4o EM™Y 4o 4 E 4 ¢E =0.

O

9.53. Megjegyzés. Altalidban az olyan disztribuiciot, amely egy, a (0-hoz tar-
tozd) Dirac-delta jobb oldallal adott differencidlegyenletnek disztribucio ér-
telemben vett megoldasa, az adott egyenlet alapmegolddsdnak nevezziik.

9.54. Példa (A hullamegyenlet alapmegoldasa egy dimenzidéban). A most
koévetkez6 példéaval a fejezetben a hullamegyenlet &altaldnositott megol-
dasaval kapcsolatban részletesebben fogunk foglalkozni. Tekintsiik az aldbbi
hozzarendeléssel értelmezett E € Li (R?) fiiggvényt:

loc
1
E(xg,x1) := iH(xO —|x1]), (9.12)

ahol H a Heaviside-fliggvény.

9.55. Allitas. A (9.12) formuldval értelmezett fiigguény alapmegolddsa az
egydimenzids hulldmegyenletnek, azaz disztribicio értelemben kielégiti a Dirac-
delta jobb oldallal adott egydimenzids hullamegyenletet:

ORTE — 03Tk =5y R*-ben.
Bizonyitds. Be kell latnunk, hogy minden ¢ € 2(R?) esetén

RTe(p) — 0 Tr(e) = do(p).

A fenti egyenlet bal oldala a disztribucio értelemben vett derivalas definicidja
alapjan a kovetkezd alakot Olti:

OBT5(0) — 0FTe() = Tol0ho) ~ Te(0he) = | B~ | Pofy. (013)

A (9.13) egyenlet jobb oldalan &ll6 integralokat a Newton—Leibniz-tétel al-
kalmazésaval, és ¢ kompakt tartdju voltanak felhasznalasaval alakithatjuk.
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Ekkor egyfelsl
9 <1 9 1
Edjp = =95p(xo, x1)drodry = —= [ Oop(|z1|,21)dr1 =
R? R J|zy| 2 2 Jr

1[0 L=
— _5/ dop(—x1, 1) dr) — 5/ (@1, 1) dwy =
o 0

1 [ 1 [
= —5/ Oop(z1, —21)day — 5/ dp(x1, 1) dxy,
0 0
(9.14)

masrészt pedig

oo rTo
. Edip = / / §3§¢($0, x1)dry dry =
‘ Lo (9.15)
= 5/ (al(p(x()axl) - al(xm _SUO))dZL'().
0

Most a (9.14]) és a (9.15)) osszefiiggéseket egybevetve kapjuk, hogy
1 o0
[ (@np(a, ~a0)  Br(an, ~a0))dn-
0

(05T =01 TE)(p) = —3

1 o0

/ (Oop(o, o) + O10(0, 0)) dag =
0

2
1 [ d 1> d
(P(x(h _II;O)d‘rO_ §A T%(P(l'o,ﬁo)dxo =

T2y dxg

— %@(0,0) + %cp(0,0) = ¢(0,0) = do(¢),

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Zo

€

9.1. abra. Az {z¢ > |z1|} konvex kérkap

9.56. Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a (9.12)) fliggvényhez tartozé regularis
disztribucio tartoja része az {xg > |z1|} konvex korkupnak. A abran az

o és x1 tengelyek azért vannak felcserélve, mert az xy valtozot gyakran az
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idének tekintjiik (és t-vel jeloljiik), és hagyomanyosan az idStengely mutat
mindig ,felfelé”.
A fentiekben emlitett allitas magasabb dimenziéban is igaz: a hullamegyenlet
alapmegoldasanak tartdja része egy konvex korkupnak. Ennek kovetkezmé-
nye, hogy a hulldmegyenlet véges sebességt hullamterjedést ir le, lasd a[I0.7}
Kovetkezményt.

9.57. Példa (A hovezetési egyenlet alapmegoldasa). A kévetkezSkben bemu-
tatasra keriils disztribuciot a[I1] fejezetben a parabolikus egyenletekre vonat-
koz6 altalanositott Cauchy-feladatok tanulmanyozasa soran részletesebben
fogjuk targyalni. Az F fiiggvényt definialjuk a kovetkezs hozzarendeléssel:

1 )
- eXPl—|X 4 ha O S Rn
E(xo, ) := (2y/Txg)™ exp(—|z|*/4xo), To > 0, J

0, ha zg < 0,2 € R™.

(9.16)

9.58. Allitas. A (9.16) formuldval értelmezett fiigguényre E € LL _(R"*1),
tovabbd az E-hez tartozo requldris disztribucid alapmegolddsa az n-dimenzids

hdvezetési egyenletnek, azaz

aoTE — Z&fTE = (50 R"+1-ben.

j=1
Bizonyitds. Lasd a[9.113] Allitast. O

9.59. Megjegyzés. A fentiek alapjan a hivezetési egyenlet alapmegoldasanak
tartoja egy féltér része. Ennek eredményeképpen a hévezetési egyenlet végte-
len sebességgel torténd héterjedést modellez, lasd a Megjegyzést.

9.5. Disztribucidk direkt szorzata

A most kévetkezd szakaszban disztribuciok direkt szorzataval foglalkozunk.
E fogalom targyalasara azért is van sziikség, hogy kés6bb ennek segitségével
linearis differencialegyenletek megoldasa kapcsan rendkiviil fontos szerepet
fog jatszani (ezzel a szakaszban foglalkozunk).

9.5.1. A direkt szorzat definicigja

El6szor, ahogy ezt a derivalasnal is tettiik, nézziik meg, hogy fiiggvények
esetén mit is értiink direkt szorzaton.

9.60. Definicié. Legyen f € L _(R") és g € L] .(R™). Ekkor f és g direkt

szorzatdt az (f x g)(x,y) = f(x)g(y) (x € R™, y € R™) Osszefiiggéssel
értelmezziik.
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9.61. Megjegyzés. A Fubini-tétel alapjan viligos, hogy f x g € Li (R"™™).

loc

Korabban lattuk, hogy a disztribuciok és a klasszikus fliggvények kozotti kap-
csolat a regularis disztribuciokon keresztiil valosul meg. Erdemes tehat a fiigg-
vények korében értelmezett direkt szorzat disztribiicidkra vald altalanositésa
el6tt megvizsgélni, hogy az f x g fiiggvényhez tartozo regularis disztribucio
milyen kapcsolatban all az f-hez, illetve g-hez tartozo regularis disztribuciok-
kal. Az igy kapott Gsszefiiggés alapjan a direkt szorzat definicioja kézenfekvd
modon fog adodni.

9.62. Allitas. Legyen f € LL (R"™) és g € L. (R™). Ekkor

loc
Tixg(0) =Tz = Toly = o(z, )]} (p € 2(R™™)).

Bizonyitds. Definici6 alapjan ¢ € Z(R"T™) esetén

Tl = [ Uxoe=[ 1@ [ ety -
=Ti{z = Tyly = o(z,y)]}-
O

A Allitas alapjan kézenfekvs lenne az u € 2'(R™) és v € 2'(R™)
disztribuciok direkt szorzatat az

(uxv)(p) =uf{z—=vly—o@y]} (o 2R™™)) (9.17)

Osszefiiggéssel definialni. Vilagos, hogy rogzitett x € R™ esetén az y — ¢(x,y)
fiiggvény Z2(R™)-beli, igy v]y — ¢(x,y)] értelmes, am az = — vy — p(z,y)]
fiiggvényrsl nem latszik azonnal, hogy Z(R™)-beli lenne, ami viszont min-
denképpen sziikséges ahhoz, hogy a fenti formula értelmes legyen. A
kovetkezo allitas garantélja, hogy a definici6 valoban korrekt.

9.63. Tétel. Legyen v € Z'(R™), p € Z(R"™), és definidljuk a : R™ — R
fiigguényt a Y(x) = vly = o(z,y)] (x € R™) hozzdrendeléssel. Ekkor ¢ €
€ C§°(R™), tovdbbd az A: 2(R"™™) — Z(R™), A(p) = ¢ = vy = ¢(z,y)]
formuldval értelmezett operdtor linedris és folytonos (a 2(R"T™), 2(R™)
terekbeli konvergencidra nézve).

Bizonyitds. A ¢ € C§°(R™) allitas igazolasat tobb lépésben végezziik el.
El6szor megmutatjuk, hogy v kompakt tartoju, folytonos, ezt kovetSen
folytonos differencidlhatosagat latjuk be, végiil mindezekbdl kivetkezni fog a
végtelen sokszor differencidlhatosag.

1. lépés. A o fliggvény definicioja alapjan vilagos, hogy supp a supp ¢
kompakt halmaz vetiilete R™-re, tehat kompakt.
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Tegyiik fel most, hogy az (z(*)) ¢ R” sorozatra =(¥) — 2. Megmutatjuk, hogy
ekkor 9 (z®)) = ¥ (z). Az egyszertiség kedvéért legyen xi(y) = (), y) és

x(y) = o(z,y) (x rogzitett). Elég belatnunk, hogy xx 2@, X, hiszen
definicioja és v folytonossaga alapjan ¢ (z™™)) = vy — xx] = v[y = x(v)] =
= ¢(x). Nyilvanvalo, hogy a xi fiiggvények tartoja részhalmaza a supp ¢
halmaz R"-re vett vetiiletének, ezenkiviil tetszéleges a multiindexet véve
9y Xk (y) — Oy x(y) egyenletesen R"-ben. Valéban, a kompakt tartoji ¢ fiige-
vény Heine tétele miatt egyenletesen folytonos, ezért

109xk(y) = ISx(W)| = 105 ¢(a™,y) — 0%p(x™,y)| <,

amennyiben |z(*) — z| elég kicsi. Ezzel belattuk, hogy 1 € Co(R™).
2. lépés. Most megmutatjuk, hogy j = 1,...,n esetén

Ijb(x) = vly = g, (z,y)],

amibdl kovetkezik ¢ € CH(R™). Legyen x € R™ rogzitett, és valasszunk egy

tetszoleges (hy) valos sorozatot ugy, hogy hr — 0 és hy # 0. Jelolje h,ij) €

€ R™ azt a vektort, amelynek minden koordinataja 0, kivéve a j-ediket, amely
hi-val egyenls. Ekkor

ot B9 _ h(a :
W +h,;1k) W ):hik(v[yH@(x+h§€j),y)]—U[y'—ﬂp(xvy)]):

. (9.18)
h(]) _
oy |y PR hi) ploy) |

A Lagrange-kozépértéktételbdl kovetkezben létezik (2-t6l és y-tol fliggs) 0 <
< 0, < 1 valos szam gy, hogy np(x—l—h,(j) y)—p(z,y) = hkaijgo(x—i—Hkh,(cj), Y),
ezért (9.18) alapjan

P(a+hY)) —p(z)
R,

= oly = By, 0(x + 0., )] = vly = ri(y)],  (9.19)

ahol ki (y) = Oz, 0(x + ekh,(cj) y). A bizonyitas 1. lépéséhez hasonldo modon

igazolhatjuk, hogy kg @) k, ahol k = 0;¢(z,y). Ekkor v folytonossaga
miatt a (9.19)) egyenletbdl kapjuk, hogy

(€]
i Y@+ b)) = @)
k—o0 hy

= o[y = Oz, (2, y)],

amit igazolni akartunk.
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3. lépés. A 2. lépés eredményét egymas utan alkalmazva

0%Y(x) = vy = Iy p(z,y)]

adodik, ahol « tetszéleges multiindex. Ebbd&l kovetkezéen ¢ € C°(R™).
4. lépés. Most megmutatjuk, hogy a tétel feltételei mellett az A operator foly-

. 2(R"T™) 2R™)
tonos. Ehhez igazolnunk kell, hogy ha ¢, ———= ¢, akkor Apr — Ap.

A ¢y, fiiggvények Z(R™T™)-beli konvergencidjabol kdvetkezsen létezik Ko C
C R™™ kompakt halmaz tigy, hogy supp ¢r C Kp. Legyen K a K, halmaz
vetiilete R"-re, ekkor K kompakt és supp xx C Ko, ahol xx(y) = pr(z,y)
(x rogzitett). Mivel Apr = v(xk) = vy — @(z,y)], ezért supp Apy C K.
Be kell még latnunk, hogy minden o multiindex esetén 0%(Apy) — 0*(Ap)
egyenletesen. A 3. lépésben bizonyitottuk alapjan

0% (Awr)(x) = vly = 07 ¢r(x, y)l;

igy v folytonossiaganak a [0.6] Tételben megfogalmazott tulajdonsagat, vala-
mint a ¢y, fliggvények Z(R™)-beli konvergenciajat felhasznalva kapjuk, hogy

|0° (Apr) () — 0*(Ap) (2)] =
= |vly — 0% pk(a,y) — Op(z,y)]| <
< Ck, Z sup |8§‘85g0k(x,y) — 8;"85<p(x,y)‘ <

<Cx, Y, sup |050]er(x,y) — 00 ¢(x,y)| — 0.
[Bl<mk,

Ebbdl kovetkezden (0%(Agr) — 0%(Ap)) — 0 egyenletesen. Ezzel az allitas
bizonyitasa teljes. O

A fenti tétel alapjan tehat korrekt a kovetkezd definicio.

9.64. Definici6. Legyen u € 2'(R") és v € 2'(R™). Ekkor u és v direkt
szorzatdt az

(uxv)(p) =u{z = oy p(zylt (v 2R™™M)
Osszefiiggéssel értelmezziik.

9.65. Kévetkezmény. A . Tétel alapjin u x v € P'(R™™™) jol definidlt
disztribicid.

9.66. Kovetkezmény. A. Allitds alapjdn f € Li (R™) és g € L _(R™)
esetén Tf><g = Tf X Tg.
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9.5.2. Miiveleti tulajdonsagok
9.67. Allitas. Legyen u € 2'(R") ésv € 2'(R™). Ekkor

(ux 0)(p) = u{z = vly = p(a,y)]} =
= v{y = ulx @(x,y)]} (80 € 9(]Rn—i_m))'

A bizonyitas el6tt sziikségiink van egy lemmaéra, amelynek bizonyités megta-
lalhato a [80] konyvben.

9.68. Lemma. Tekintsiik a kévetkezd alaku fiigguényeket :
N
e(@,y) =Y vi(x)x; (), (9.20)
j=1

ahol ¢¥; € P(R™), x; € IZR™) (j = 1,...,N) és N € N tetszilegesek.
Ekkor a fenti alakban felirhatd fiigguények sdrin vannak a 2(R™T™) térben
(a 2(R™™)-beli konvergencidra nézve).

A . Allitds bizonyitdsa. A bizonyitast két lépésben végezziik el, els6 lé-
pésként a specialis alaki ¢ fiiggvényekre latjuk be. Mivel az ilyen tipu-
st fiiggvények sfirtin vannak 2(R"+t™)-ben, igy hataratmenettel tetszéleges
© € Z(R™™)-re nyerjiik az allitast.

1. lépés. Tekintsiik a

N
o(x,y) = Z Yi(@)x;(y) (9.21)

alaku fiiggvényeket, ahol ¢; € Z(R™), x; € Z(R™) (j=1,...,N)és NeN
tetszblegesek. Megmutatjuk, hogy az ilyen specialis alakt ¢ fliggvényekre igaz
az allitas. Valoban, a disztribucidk linearitasat felhasznélva

} :u{m — Z ’(/Jj(l‘)U(Xj)} :Z v(x;)u(;),

Jj=1

u{xwﬂw > i

valamint

- N B N
v{y ol e > () (y) }:q}{y > ZXJ‘(QJ)U(%‘)} =
L3 : =1

amibdl az allitas a (9.21) alakban felirhato fliggvényekre kovetkezik.
2. lépés. Legyen ¢ € Z(R"T™) tetszleges. A [9.68) Lemma alapjan léte-
zik (9.21)) alaku fiiggvényekbdl allo (¢r) € 2(R™™) sorozat gy, hogy

2(R™T™) . .
pr — . Ekkor az 1. 1épés alapjan

u(;)v(x;s)s

1

N

J

u{z — vly = or(z,y)]} = v{y = ulz — op(z,y)]}-
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A[9.65] Kovetkezmény szerint a fenti egyenlet jobb oldala disztribtcio R -
en, ekkor nyilvan a bal oldal is disztribucié ugyanezen a téren (hiszen u és
v, valamint x és y szerepcseréjével kapjuk), igy a (o) sorozat Z(R™™)-beli
konvergencidjanak felhasznalasaval k — oo hataratmenet esetén

u{z — vy — o(z,y)]} = v{y — ulz — o(z,y)]}

adodik. O

9.69. Allitas (linearitas). Legyen u € 2'(R™), vi,vg € 2'(R™) és A\, \a €
€ C°(R™). Ekkor

u X ()\1’()1 + )\2’02) = )\1(’LL X ’Ul) + )\Q(U X ’02).

Bizonyitdas. A disztribucidkra vonatkozd direkt szorzat definicioja alapjan
nyilvanvalé. O

9.70. Allitas. Legyen u € 2'(R") ésv € 9'(R™). Ekkor tetszéleges o mul-
tiindezre

Oy (uxv)=ux0% és 97 (uxv)=0% xv.

Bizonyitds. Lasd a[0.37 Feladatot. O

9.71. Allitas. Legyen u € 2'(R") ésv € 2'(R™). Ekkor
supp (u X v) = supp u X supp v.

Bizonyitds. Lasd a[0.34] Feladatot. O

9.6. Disztribtcidok konvolicidja

Az el6z6 szakaszban bevezettet direkt szorzat fogalom segitségével az alab-
biakban értelmezni fogjuk disztribiiciok konvoluciojat. A konvoliucionak az
altalanositott Cauchy-feladatokkal kapcsolatban (lasd a és a fejeze-
teket) igen fontos alkalmazasa, ha ismerjiik egy disztribucio értelemben vett
Cauchy-feladatnak a Dirac-delta jobb oldalhoz tartoz6 megoldasat, vagyis
a differencialegyenlet alapmegoldasat (ilyeneket méar lattunk a, és
Példakban), akkor a konvolicio segitségével a Cauchy-feladat barmilyen
jobb oldalhoz tartozé disztribtcid értelemben vett megoldésat meg tudjuk
adni.
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9.6.1. Fiiggvények konvolicidja

1
loc

Mindenekel6tt vizsgaljuk meg, hogy mit is értiink L
konvolaciéjan.

(R™) térbeli fliggvények

9.72. Definicié. Legyenek f,g € L (R") fiiggvények, és tegyiik fel, hogy

loc

v | |f()g(z — y)|dy € Li,.(R™). (9.22)

Ekkor azt mondjuk, hogy f és g konvolicidja 1étezik, mégpedig

(f +g)(x) = - fWg(z —y)dy  (zeR"). (9.23)
9.73. Megjegyzés. Gondoljuk meg, hogy a definicié korrekt, hiszen a
jobb oldalon szerepls integral a feltétel miatt m.m. x € R™ esetén véges.
Jegyezziik meg, hogy csak L _(R™)-beli fiiggvények konvolaciojat értelmez-
tiik, az R™ tér szerepe lényeges. A feltétel alapjan f* g € Ll (R").
Végiil a Fubini-tétel alapjan vildgos, hogy ha f % g létezik, akkor g x f is
létezik, tovabba g x f = f * g.
Vilagosan érzékelhets, hogy a [9.72] Definici6 feltételei nehézkesen ellenériz-
hetsk, ezért érdemes néhany elégséges (és konnyebben kezelhets) feltételt
megfogalmazni két fiiggvény konvolicidjanak létezésére.

9.74. Allitas. Ha f,g € L (R™), akkor f x g létezik és L*(R™)-ben van.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Fubini-tételt az (x,y) — |f(y)g(z — y)| nemnega-
tiv fiiggvényre, és hasznaljuk fel, hogy az f, g fiiggvények L!(R")-ben vannak.
Ekkor

/ / If(y)g(w—y)ldydx=/ fW | lg(z—y)dy <
n n n Rn
< [ 16 Nl do <

<[ fllzr ey - lgllLr@ny < oo

Ebbdl kovetkezGen

we | |f(y)g(z —y)|dy € L'(R™),

és igy f x g létezik és L*(R™)-ben van. O

9.75. Allitas. Ha f,g € L. _(R"), és valamelyikiik egy kompakt halmazon

loc
kiviil 0-val egyenld, akkor f x g értelmes.
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Bizonyitds. Ha példaul az f fiiggvény a P kompakt halmazon kiviil nulla,
akkor az y — f(y)g(x — y) fiiggvény is nulla K-n kiviil (minden rogzitett
x € R™ esetén). Ekkor tetszéleges K kompakt halmazt véve f és g lokalis
integralhatosaga, valamint a Fubini-tétel alapjan

/K/ |f(y)9(x—y)\dydmS/P|f(y)\/K|g(x_y)|dydI§

< | fllzrpy - lgller(x-p)s
ahol K — P = {x —y : 2 € K,y € P}, amely korlatos, hiszen K és P is
azok. O

9.76. Allitas. Ha f,g € L'(R), és létezik a € R gy, hogy f(z) = g(z) =0
minden x < a esetén, akkor f x g értelmes.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a feltételekbsl adodoan az y — f(y)g(z — y)
fliggvény minden rogzitett © € R esetén csak a < y < x — a esetén lehet nem
nulla (hiszen kiilénben f(y) = 0 vagy pedig g(z —y) = 0). Emiatt, ha x eleme
a K C R kompakt halmaznak, akkor a Fubini-tétel felhasznalasaval

max K—a
/ /If(y)g(m—y)dydx=/ If(y)l/ lg(z —y)ldydx <
K JR a K
< Hf”Ll([a,maxK—a]) : ”g”Ll(K—[a,maxK—a})»

ahol K —[a,max K —a] = {x—y : x € K, y € [a, max K —a]}, amely kompakt
halmaz, mert K is az. O

A konvolucié egy fontos miiveleti tulajdonsaga a linearités.

9.77. Allitas (linearitas). Legyenck fi, fo,g € Li _(R™) fiigguények, ame-

loc

lyekre f1 xv és fo xv létezik. Ekkor minden A1, Ao € R esetén
(ALfi+Aafa) xv = A fixv+ Aafa*v.

Bizonyitds. A haromszog-egyenlGtlenség alapjan nyilvanvalo, hogy ha

o [ fiy)gle—y)dy € Lipo(R") & x> | |fa(y)g(z—y)dy € Lipe(R"),
]Rn ]Rn

akkor

il |(Af1(y) + Aafo(y)g(z — y)|dy € Ly, (R™).



208 9. DISZTRIBUCIOELMELET

9.6.2. Disztribucidk konvolacidja: definicié, példak

A fiiggvények korében értelmezett konvolicié miveletének disztribiciokra
valo altalanositasanak céljabol vizsgaljuk meg, hogy két fiiggvény konvolici-
6jahoz tartozo reguléris disztribucié milyen kapcsolatban &ll a fiiggvényekhez
tartozo regularis disztribuciokkal.

9.78. Allitas. Legyenek f,g € Li (R™) és tegyiik fel, hogy f * g értelmes.
Ekkor

Tig(p) = - fWg(z)e(y+ 2)dydz (v € Z(R")). (9.24)

Bizonyitds. A Fubini-tétel alapjan (itt hasznaljuk egyediil a (9.22) feltételt)
Trg(p) = /R (fxg)p= / g fW)g(x —y)dye(x)de =
:/ f(y)/ g(x—y)sa(x)dxdy:/ f(y)/ 9(2)p(y + z)dzdy =

= o fW)g(z)e(y + z)dydz.

O

A egyenlet jobb oldalan latszolag (T x Ty)[(y, z) — (y + z)] all, am
vegyuk észre, hogy az (y,z) — ¢(y + z) fiiggvény nem feltétlentil kompakt
tartojt, igy nem feltétleniil van 2(R?")-ben. Valoban, példaul vegyiink egy
olyan sima fliggvényt, amelynek tartoja a B(0,1) gémb (ilyen van, lasd pél-
daul a alaku fliggvényeket). Ekkor az (y, 2) — o(y+ 2) fiiggvény tartoja
az {(y,z) € R® : |y + z| < 1} végtelen sav, tehat nem korlatos.

Az elébb emlitett probléméat a kévetkezSképpen oldhatjuk fel: az (y,z) —
o(y + z) fliggvényt kompakt tartoju sima fiiggvényekkel kozelitjiik, ezekre
alkalmazhat6 Ty x Ty, és ebbdl hatardtmenettel nyerjiik disztribtciok konvo-

cse s

9.79. Definicié. Legyen (¢;) C C§°(R?") fiiggvénysorozat. Azt irjuk, hogy

¢ 15 1, ha az alabbi ket feltetel teljesiil:

(i) minden o multiindexre 9%(x — 1) — 0 egyenletesen R?*" minden kom-
pakt részhalmazan;

(ii) minden o multiindex esetén létezik C,, konstans tigy, hogy

supsup |0%Cx| < C,.
keN R2n
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Els6 latasra nem teljesen vilagos, hogy egyaltalan léteznek-e a[9.79] Definici-
6ban megfogalmazott feltételeknek eleget tevs (i fliggvények.

9.80. Allitas. Léteznek a . Definicicban szerepld (1)—(ii) feltételeket ki-
elégitd fiigguények.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy ¢ € C5°(R?*") fiiggvényt, amelyre ((y, 2) = 1, ha
|(y,2)] <1, egyébként pedig |((y,2)| < 1 (ilyen létezik, lasd példaul a
alaku fiiggvényeket). Legyen ekkor (i (y, 2) = ((¥, 7) (k € N). Vilagos, hogy
az igy nyert ¢y, fliiggvények C5°(R?")-beliek, tovabba (i (y, z) = 1, ha |(y, 2)| <
< 1, egyébként pedig |(x(y, 2)| < 1. Tetszbleges o multiindexet véve 9%(, =
= k~1*19¢, amibsl kovetkezden a (Ck) sorozat egyenletesen korlatos, tovabba
9%(¢r — 1) — 0 egyenletesen R?™ minden kompakt részhalmazan. O

A (} fliggvények segitségével a (9.24)) 6sszefiiggés jobb oldalat tovabb alakit-
hatjuk.

9.81. Allitas. Legyenek f,g € L (R™) és tegyiik fel, hogy f = g értelmes.
Ha (. Q 1, akkor

Treg() = - FWg(z)ely + 2)dydz =

= lim fWg(2)Ce(y, 2)e(y + 2)dydz (v € Z(R")).

k—oo R2n

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ¢, — 1 pontonként R2"-ben, tovabba a
Definicioban szerepls (ii) feltétel miatt a (i) sorozat egyenletesen korlatos,
igy az allitéds a Lebesgue-tételbdl kovetkezik. O

Mivel az (y, z) — (i(y, 2)¢(y+ 2) fiiggvény méar kompakt tartoja, ezért (9.24))
alapjan

Tpeg(p) = lm (Ty x Tg)[(y,2) = Gy, 2)e(y +2)] (¢ € Z(R)).

A

telmezni.

9.82. Definici6. Legyenek u,v € 2'(R™) olyanok, hogy minden rogzitett

v € D(R™) és (i S)% 1 sorozat esetén létezik és véges, tovabba folytonos ¢
fiiggvényében a Z(R"™)-beli konvergenciara nézve az alabbi hatarérték:

Jim (u < 0)[(y, 2) = Gy, 2)e(y + 2)]- (9.25)
—00
Ekkor az w és v disztribiciok konvolicidja értelmes, mégpedig

(wsv)(9) = lim (ux 0)l(5,2) = Gy, 2y +2)] (9 € DR,
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9.83. Megjegyzés. Vigyazzunk, hogy a direkt szorzattal ellentétben csak azo-
2'(R™)-beli disztribicié konvolucioja 2’ (R™)-beli. Konny( latni, hogy
hatéarérték, ha minden () sorozatra létezik, nem fiigg a (i) sorozat va-
lasztasatol, hiszen Osszefésiilhetjiik a sorozatokat. Az is vilagos, hogy ez a
hatarérték ¢-t6l linearisan fiigg. S6t, valojaban megmutathato, hogy a hatér-
érték folytonos a Z(R™)-beli konvergenciara nézve ezt mi csak az egyszertiség
kedvéeért tettiik fel a definicioban. A folytonossag belatasa altalanosan nehéz
(lasd a [94] konyvet), de konkrét disztribiciok esetében viszonylag egyszertien
igazolhato.

A kovetkez6kben meghatarozzuk néhany specialis tipusi disztribucié egy-

9.84. Allitas. Tegyiik fel, hogy f,g € LL _(R™), amelyekre f x g (fiiggvény

loc

értelemben) létezik. Ekkor Ty« T, értelmes, és Ty Ty = T.q.

Bizonyitds. A konvolicié definicioja és a Allitas alapjan nyilvanvalo
(valojaban ezért definidltuk igy a konvoliciot). O

9.85. Allitas. Legyencku,v € 2'(R™), és tegyiik fel, hogy v kompakt tartdji.
Ekkor u v értelmes, €és

(wxv)(p) = (uxv)(y,2) = P(2)ey+2)] (v 2®R™),  (9.26)

ahol ¢ € C3°(R™), amelyre 1(z) = 1, ha z a suppv halmaz egy nyilt kérnye-
zetének eleme.

Bizonyitds. Legyen ¢ a kivant tulajdonsagu fiiggvény. Elgszor is gondoljuk
meg, hogy ekkor az (y,z) — ¥ (2)¢(y + 2) (y,z € R™) hozzarendeléssel ér-
telmezett fliggvény egyrészt végtelen sokszor differencialhato, mésrészt pe-
dig kompakt tartojia. Valoban, ¢ (z)p(y + z) pontosan akkor nem nulla, ha
z€supp ¥, amely kompakt halmaz, és y+2z € suppy, azaz y = (y+2)—2 C
C suppy — supp ¢, amely ugyancsak kompakt halmaz. Ez alapjan
jobb oldala jol definialt. A disztribuciokra vonatkoz6 konvoltcioé definicidja
alapjan minden ¢ € Z(R?") esetén

(uxv)(p) = lm (ux0)[(y,2) = Gy, 2)ey + 2)] =

k—o0

= lim ufy = vlz = Gy, 2)e(y + 2]} (3:27)

ahol ((r) C Cg°(R?™), amelyre (j 0 1. Mivel 1 = 1 a suppv halmaz
egy kornyezetében, ezért A Allitas felhasznalasaval a (9.27)) Gsszefiiggés
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alapjan

+
N
I

(uxv)(p) =u{y = vz = Gy, 2)p(y
= ufy = v[z = (Y, 2)Y(2)p(y + 2)] =
= (u x v)[(y, 2) = G (y, 2)Y(2
= (u x v)(xk),

5
<
_l’_
Ny
]

2R
ahiol (5, 2) = Ce(y, 2)9(2)p(y-+ 2). Elég belatmunk, hogy xi > x(y, 2)=

= Y(2)e(y + z), ugyanis ekkor az u x v disztribucié folytonossiga miatt

(uxv)(xr) = (ux0)(x),

vagyis a egyenlet jobb oldalan 1év6 hatarérték minden ¢ € Z(R?")
fliggvényre létezik és megegyezik a jobb oldalan 1évé kifejezéssel.

A (;, fiiggvények definiciojabol vilagosan lathatd, hogy supp xx C supp x,
amely kompakt halmaz R2"-ben. Most legyen o tetszéleges multiindex, és
mutassuk meg, hogy 0%y, — 9%x egyenletesen R?"-en. Mivel v = (rX,
ezért a Leibniz-szabaly alapjan

0"xk = G0°x + Y 30’ x. (9.28)

Bty=a
18>0

A ¢ ), ¢ konvergencia folytan ¢z — 1, 9%, — 0 (|8 # 0) egyenletesen R?"
minden kompakt részhalmazan, specidlisan supp x-n is, amelynek kovetkezté-
ben a (9.28)) egyenldség jobb oldala 0%x-hez tart egyenletesen. Ezzel belattuk,
hogy egyenldségben szerepld hatarérték minden ¢ € Z(R?") esetén
létezik és megegyezik a egyenlet jobb oldalan allo kifejezéssel.

Mar csak annak igazolasa van hatra, hogy a kérdéses hatarérték folytonosan

2n
fiigg -t6l. Ehhez uxv folytonossaga miatt elég belatni, hogy ha ¢; M ©,

akkor a U;(y, z) = ¥(2)¢;(y + z) fiiggvényekbdl 4llo sorozat tart a J(y,z) =
= (2)p(y + 2) fiiggvényhez a Z(R?*")-beli konvergencia szerint. Ennek iga-

@ R‘Zn
zolasa teljesen hasonléan torténik, mint az elbbiekben a xy M x kon-

vergenciaé, a bizonyitast nem részletezziik. O

Erdemes rogton a fenti allitast a legegyszertibb kompakt tartoju disztribuci-
ora, a nulla pontra koncentrélt Dirac-deltara alkalmazni.

9.86. Példa. Legyen u € 2'(R") tetsz6leges, tovabba ¢ € Z(R™), amely
1-gyel egyenld a 0 egy kornyezetében. Ekkor a Allitas alapjan minden
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v € Z(R™) esetén

(uxd0)(p) = (ux 00)[(y,2) = Y(2)p(y + 2)] =
= u{y v dolz = V(2)p(y + 2)]} =
= u{y = P(0)p(y)} = u{y = p(y)} =
u(¢p).

Kovetkezésképpen u x dg = u.

9.87. Megjegyzés. A fenti példaval matematikailag értelmet adtunk a disztri-
bticiok motivaciojaval kapcsolatban emlitett (9.2)) Gsszefiiggésnek.

Vizsgaljuk meg egy tijabb specidlis esetben a konvolucié 1étezését, nevezete-
sen amikor mindkét disztribtucidénak specialis halmaz a tartoja. Ezt az esetet
kés6bb a hullamegyenlethez tartozo altalanositott Cauchy-feladat megolda-
saban fogjuk alkalmazni.

9.88. Allitas. Legyenck u,v € 2'(R") olyanok, hogy suppu része egy F
féltérnek, tovdbbd suppv 1észe egy P (90°-ndl kisebb félnyildsszogi) konvex
korkupnak, amelynek tengelye parhuzamos a félsik normdlisdval, és a két hal-
maz metszete nem korldatos. Ekkor u v értelmes, mégpedig

(uxv)(p) = (uxv)[(y,z) = x()ely +2)] (g€ 2(R")),
ahol ¥, x € C°(R"™), amelyekre a kovetkezd teljesiil:

(i) ¥ =1 egy, az F-et (valddi részhalmazként) tartalmazd, F' normdlisdval
pdrhuzamos normdlisi F féltérben, tovdbbd v = 0 egy, az F-ot (valddi
részhalmazként) tartalmazd, és annak normdlisdval pdrhuzamos normd-
lisu F féltéren kivil;

(i) x =1 egy, a P-t (valodi részhalmazként) tartalmazd, azzal egybevdgo P
korkapban, tovdbbd x = 0 egy, a P-ot (valddi részhalmazként) tartalma-

20, azzal eqyebevdgo P korkipon kiviil.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasa teljesen hasonlo a Allitas bizonyité-
sdhoz, ezért nem részletezziik, lasd a Feladatot. O]

9.89. Megjegyzés. Jogosan vetddik fel a kérdés, léteznek-e egyaltalan a [9.88
Allitasban megfogalmazott tulajdonsaggal rendelkezé 1, x € Z(R") fiiggvé-
nyek. Természetesen barki el tud képzelni” ilyen fliggvényeket, azonban a
pontos leirasuk egyaltalan nem trivialis. A félsik esetében viszonylag konnyt
ilyet megadni, elég egy, a félsik normalisdnak iranyaval parhuzamos egyenesen
meghatarozni a fliggvényt, és az erre mer6leges iranyban konstansként kiter-
jeszteni a fliggvényt. A kup esetében célszerd a cstcsot ,lekerekiteni” és az
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9.2. abra.

igy kapott halmazhoz megkonstruélni a fiiggvényt, amelyet példaul a féltér-
hez tartozo fiiggvény ,behajtéasaval” nyerhetiink. A pontos megvalositas kissé
technikas és a részletes bizonyitas hianya egyaltalan nem megy a precizitas
rovasara. Az érdekléddknek a [80] konyvet ajanljuk ezzel kapcsolatban.

9.90. Megjegyzés. A Allitas feltételeinek eleget tevs disztribuiciokkal mar
talalkoztunk. Az egydimenzios hullamegyenlet Példaban szerepls alap-
megoldésanak tartoja része az {zo > |z1|} kérkipnak (ahogy ezt a[0.56] Meg-
jegyzésben is emlitettiik). Ez egyébként nemcsak egy dimenzioban, hanem
altalaban is igaz (lasd a Tételt), a hullamegyenlet alkalmasan valasz-
tott alapmegoldasanak tartoja mindig része egy hasonld korkapnak. Az n-
dimenzios hévezetési egyenlet [0.57} Példaban szerepls alapmegoldasanak tar-
toja pedig része az {x, > 0} féltérnek.

9.6.3. Miiveleti tulajdonsagok

A fiiggvények korében végzett konvolucio miiveleti tulajdonsagai 6roklédnek
az altalanositott fliggvények koérében vett konvolucié miiveletére, igy disztri-
bucidk konvolicidoja kommutativ, linearis miivelet.

9.91. Allitas (kommutativitas). Legyenek u,v € 2'(R™) disztribicick, ame-
lyekre u v értelmes. Ekkor v« u is értelmes és v u = u *v.
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Bizonyitds. A disztribuiciok korében vett konvolacié definicija szerint min-
den ¢ € Z(R™) esetén

(uxv)(p) = lm (uxv)[(y,2) = Gy, 2)e(y + 2)];

k—o0

ahol (¢x) C C§°(R™), amelyre (i &), 1. A disstribiciek direkt szorzatéra
vonatkozo Allitas alapjan

(uxv)[(y, 2) = Ce(y, 2)p(y + 2)| = u{y = v[z = G (y, 2)p(y + 2)]} =
=v{z = uly = (Y, 2)p(y + 2)]} =
=v{y = ulz = G(2,y)p(z +y)}] =
= (v x W)[(y, 2) = G(2, 9y + 2)].

(9.29)

Vilagos, hogy ha (j EA 1, akkor a ék(y, z) = (k(z,y) fliggvényekre is telje-

siil, hogy Cp Q 1. Az allitas feltételei szerint létezik u % v és v * u, ebbdl

kévetkezGen (9.29) bal oldala k — oo esetén (u*v)(p)-hez, jobb oldala pedig
(v *u)(p)-hez tart, tehat sziikségképpen (u * v)(p) = (v *u)(p). O

9.92. Allitas (linearitas). Legyenek uy,uz,v € 2'(R") disztribicick, ame-
lyekre uy x v és ug x v létezik. Ekkor minden A1, Ao € R esetén

(Mur + Aoug) x v = A1 (ug * v) + Aa(ug * v).

Bizonyitds. A disztribuciokra vonatkozé konvolacio definicioja, illetve a ha-
tarérték linearitasa alapjan az &allitas nyilvanvalo. O

9.93. Allitas. Legyenck u,v € 9'(R") disztribiicick, amelyekre létezik u*v.
Ekkor

supp (u * v) C supp u + supp v,
ahol suppu + suppv ={y + z € R" : y € suppu, z € suppv}.

Bizonyitds. Lasd a Feladatot. O

Végezetiil vizsgaljuk meg, hogyan viszonyul egymashoz a konvoltcié és a
derivalas miivelete.

9.94. Allitas. Legyenck u,v € 9'(R") disztribicick, amelyekre u v létezik.
Ekkor minden o multiindexre

0% (u*v) = (0%) x v =ux* (0%).
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Bizonyitds. Nyilvan elég belatni, hogy minden j = 1,...,n esetén 0;(u*xv) =
= Oju* v = u x 0jv. Ezt egymas utan ismételve adodik az allitas tetszéleges
« multiindexre.

A derivalas definicidja szerint minden ¢ € 2(R") esetén

0j(uxv)(p) = =(uxv)(p) = = lim (uxv)[(y,2) = G(y, 2)9;(y + 2)] =
(u x v){y = v]z = Gy, 2)050(y + 2]},

— lim
k—o0
(9.30)

ahol (¢x) C C§°(R™), amelyre (j 1A szorzatfiiggvény derivalasi szaba-
lyabol kévetkezGen

Cr(y, 2)050(y + 2) = C(y, 2)0=,p(y + 2) =
=0y, (G (Y, 2)p(y + 2)) — 02, Ci(y, 2)p(y + 2).

Ezt a (9.30)) egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
9 (uxv)(p) = lim (—ufy = vle = 02, (Gely, 2)ely +2))]} =

—ufy = vz = 8., Gy, 2)e(y + 2)]}) =

. (9.31)
= Jim (ufy = Ojlz = Guly. 2)e(y + )]} -
= (ux v)[(y, 2) = 9, Gy, 2)p(y + 2)]).
Vegyiik észre, hogy 0., = (02, ¢k + (k) — Cr s Gk NS} folytan
(0,G + ) D 1.

Ebbdl a konvolacié definiciojat felhasznalva kapjuk, hogy

(ux0)[(y, 2) = 0z, Gy, 2)p(y + 2)] =

= (uxv)[(y,2) = (9:,C(y, 2) + (Y, 2))(y + 2)]— (9.32)

k— o0

— (uxv)[(y, 2) = Gy, 2)p(y+2)] —— (uxv)(p) —(uxv)(p)=0.
Ezért a (9.31)) osszefiiggés jobb oldalan az elsé tag hatarértéke létezik, és igy

u{y — vz — Gu(y, 2)p(y + 2)]} =
e (9.33)

= (ux 9;0)[(y,2) = Gy, 2)p(y + 2)] —— (ux9;v)().

A (9.32), (9.33]) osszefiiggéseket (9.31)) jobb oldalaba visszahelyettesitve
9i(uxv)(p) = ux*jv.
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A [0:86] Példa alapjan adodik
9.95. Kévetkezmény. Legyen u € 2'(R™). Ekkor tetszdleges o multiindezre
0% = 0%(u x §) = u x 9%4.

9.7. Alapmegoldasok

A kovetkezskben réviden bemutatjuk a disztribicioknak egy alkalmazasat
differencialegyenletek megoldésara. Korabban a [9.6] szakasz bevezetjében
emlitettiik, hogy kitiintetett szerepiik van egy adott differencidlegyenlet ese-
tén a Dirac-delta jobb oldalhoz tartoz6 disztribicié értelemben vett megol-
déasnak: ennek segitségével az egyenlet minden jobb oldalhoz tartoz6 megol-
déasa megkaphato. Néhany specialis egyenlet, nevezetesen kézonséges differen-
cidlegyenletek, az egydimenzios hullamegyenlet és az n-dimenziés hévezetési
egyenlet alapmegoldasaval mar a [9.51], a [9.54], a [0.57} Példakban talalkoz-
tunk. Ebben a szakaszban az el6bbiek mellett ismertetjiik a Laplace-egyenlet
és a hullamegyenlet magasabb dimenzios alapmegoldasait, amelyek a késGbbi
fejezetekben tujra el§ fognak keriilni. Mindezek el6tt azonban ismerkedjiink
meg az alland6 egylitthatos linearis differencidlegyenletek alapmegoldasaval
kapcsolatos fontos alkalmazassal.

9.96. Definici6é. Legyen P egy n valtozos k-adfoku polinom, amelyet
PE) =) ant®

|| <k
alakban irunk, ahol a, € R, és £ = (&,...,82"). Ekkor a P(9): 2(R™) —
2(R™) dllandd egyiitthatds linedris differencidloperdtort a

P(O)u:= Z ao0%u

la|<k

hozzarendeléssel értelmezziik.

A fenti differencidloperator segitségével tekinthetjiik a kbvetkezs dllando egyiitt-
hatds linedris differencidlegyenletet :

P(Q)u=F,

ahol F € 2'(R™) adott és u € 2'(R™) keresends. Megjegyezziik, hogy a fenti
egyenlet nemesak a, € R, hanem a, € C°°(R™) esetén is értelmezhets lenne.
Az F = §p-hoz tartoz6 megoldasnak az aldbbiakban kitlintetett szerepe lesz.

9.97. Definici6é. Legyen E € 2'(R™) olyan, hogy P(O)E = 6, R™-ben.
Ekkor E-t P(0)u = F egyenlet alapmegolddsdnak nevezziik.
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9.98. Tétel. Legyen E a P(0)u = F differencidlegyenlet egy alapmegolddsa.
Ha ExF létezik, ahol F € 9'(R™), akkor P(0)(ExF) = F R™-ben. Ezenkivil
a P(0)u = F egyenletnek legfeljebb egy olyan v € 2'(R™) megolddsa lehet,
amelyre u x E értelmes.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy E * F értelmes, ekkor a és Allitasok,
tovabba FE alapmegoldas voltanak felhasznalasaval kapjuk, hogy

PO)E+F)= Y a,0*(ExF)= Y a.[(0°E)xF]=

| <k la| <k
= <Z aaa"‘E> «F=(P@)E)«F=68xF=F
o <k

Most tegyiik fel, hogy u1,us € 2’'(R™) olyanok, hogy P(Q)u; =F (j =1, 2).
Legyen u := u; — ug, igy a differerencialoperator linearitasa miatt P(9)u=0,
tovabba a Allitasbol kovetkezGen u x E létezik, mégpedig u x F = uy *
* IJ — up * E. Megmutatjuk, hogy u = 0. Valoban, a , Allitasok és
P(0)u = 0 felhasznalasaval

w=uxdy=ux(PO)E)=ux* <Z aaaaE> =Y aa(uxd°E) =

lo|<k loe| <k
- Z aa 0% (ux E) = Z aa(0%ux E) = (Z aaaau) * E=0xFE=0.
lo| <k la|<k || <k

O

9.7.1. Példak alapmegoldasra

9.99. Példa (Kozonséges differencidlegyenlet alapmegoldéasa). Ezzel az alap-
megoldassal a példaban mar talalkoztunk, ezért csak roviden emlékez-
tetlink réa.

Tegyiik fel, hogy az y € C™(0, 00) fiiggvény elsd (m — 1) derivaltja folytonos
a [0,00) intervallumon, tovabba y klasszikus értelemben kielégiti az alabbi
kezdetiérték-feladatot:

Y™ ey Y 4 ey oy =0 a (0,00)-en, (9.34)
y(0) =0, y'(0) =0,..., y™=D(0) = 1.

Definialjuk az E € L{ (R) fiiggvényt az alabbi hozzarendeléssel:

| y(z), haz>0,
E(z) = { 0, ha z <0.

Ekkor a m Allitas szerint
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9.100. Allitas. Az E-hez tartozdé Ty requldris disztribicio disztribicid érte-
lemben kielégiti a differencidlegyenletet, azaz

T}(;ﬂ) + Cm_lTémil) + ot Ty +coTe =6 R-en.

A kovetkezSkben a hullamegyenlet és hGvezetési egyenlet alapmegoldasai kap-
csan attériink a klasszikus jelolésekre, és a nulladik valtozot ezentul ¢-vel fog-
juk jelolni, ezzel is jelezve, hogy az id6rél van szd. Ennek megfelelGen, ha
nem okoz félreértést, a nulladik valtozo szerinti parcialis derivalast dy helyett
Op-vel jeloljik, az z; valtozo szerinti derivalast pedig 0,,-vel.

9.101. Példa (A hullamegyenlet alapmegoldéasa egy dimenzidéban). A most
kovetkezd alapmegoldassal is talalkoztunk mar a [9.54] Példaban. Tekintsiik
az alabbi hozzarendeléssel értelmezett E € Li (R?) fiiggvényt:

loc
E(t,z) = %H(t — |z)), (9.35)

ahol H a Heaviside-fliiggvény. Ekkor a Allitas alapjan adodik

9.102. Allitas. A (9.35) formuldval értelmezett fiigguény alapmegolddsa az
egydimenzids hulldimegyenletnek, azaz disztribicio értelemben kielégiti a Dirac-
delta jobb oldallal adott egydimenzids hulldmegyenletet :

02Ty — 0*Ty =6 R2-ben.

9.103. Megjegyzés. Amint azt a[9.56] Megjegyzésben emlitettiik, a (9.35)) fiigg-
vényhez tartozo reguldris disztribuicio tartoja része az {(t,x) € R® : t > |z|}
konvex korkipnak.

A fenti megjegyzés magasabb dimenzidkban vald érvényességének érzékelte-
tése céljabol az alabbiakban bizonyitas nélkiil megadjuk a két- és haromdi-
menzi6s hullamegyenlet alapmegoldasat.

9.104. Példa (A hullamegyenlet alapmegoldasa két dimenzioban). Tekint-
siik a kovetkez6 hozzérendeléssel értelmezett E fiiggvényt:

Coom /B2 — [

ahol z = (z1,72) € R? és H a Heaviside-fiiggvény.

(9.36)

9.105. Allitas. A (9.36) hozzdrendeléssel definidlt E fiiggvényre E € L (R3),
tovdbbd E a kétdimenzids hulldmegyenlet alapmegolddsa, azaz

0;Tp — 02 Tp — 02, E=0) R>-ben.
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9.106. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy supp E C {(t,z) € R3: t > ||}, amely
egy konvex korkup.

9.107. Példa (A hullamegyenlet alapmegoldasa harom dimenzioéban). Az
hullamegyenlet egy- és kétdimenziés alapmegoldésaval szemben a haromdi-
menziés alapmegoldas mar nem regularis disztribucié. Definidljuk ugyanis az
alabbi E funkcionalt a kovetkezd hozzarendeléssel:

Bp) = /O h (4;f /S (O’t)go(x)dam> it (pc2(®Y)), (937

ahol x = (z1, 72, 73) € R3, S(0,t) az origd kézépponti ¢ sugari gdmbfeliilet,
valamint o, a felszini mértéket jeloli.

9.108. Allitas. A (9.37) formuldval értelmezett funkciondlra E € 2'(R3),
tovdbbd E alapmegolddsa a hdaromdimenzios hulldimegyenletnek, azaz

OfTg — 02 Tp — 02 E— 02 E =0, R'-ben.

9.109. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy supp E C {(t,z) € R* : t = |z|},
amely része a {(t,z) € R* : t < |z|} konvex kérkipnak.

9.110. Megjegyzés. A fentiek alapjan tehat a hullaimegyenlet alapmegoldé-
sanak tartdja egy, két és harom dimenzidban része egy konvex korkupnak.
Ebbgl az kovetkezik (lasd a Kovetkezményt), hogy a hullamegyenlet
véges sebességli hullamterjedést ir le. Megjegyezziik, hogy az aladbbi tétel sze-
rint ez nemcsak az emlitett dimenzidkban és nemcsak a hullamegyenletre,
hanem altaldnosan a kanonikus alakd hiperbolikus egyenletekre is igaz. A
tétel bizonyitésa a disztribicidkra vonatkoz6 Fourier-transzforméacio segitsé-
gével torténik, részletesen lasd a [80] konyvet.

9.111. Tétel. Az n-dimenzids O}u — Au+ cu = f (ahol c € R) egyenletnek
létezik olyan E alapmegolddsa, amelyre supp E C {(t,z) € R"*1 : ¢ > |z|},
mégpedig

H(t) d (n—3)/2 1 )
ot - p(n-3)/2 (dtz) 555(0@ , han pdratlan,

E(t,z) =
(=PI (%5E)  H(t— Ja))
o (n+1)/2 (2 = [z[2)(n-D/2

ha n pdros,

ahol 650,y (p) = fS(O ) pdo (p € D(R™)) az ugynevezett 1 siriségii egysze-

rid réteg, valamint T' a gamma-fiigguény, azaz T'(z) = fooo t*~le7tdz.
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A hévezetési egyenlet alapmegoldasat a [9.57] Példaban mar felirtuk, most
részletesen igazoljuk, hogy valéban alapmegoldas. Erdekes modon a fentiekkel
ellentétben a hévezetési egyenlet alapmegoldasara egy altalanos, tetszéleges
n-re érvényes formula adhato.

9.112. Példa (A hévezetési egyenlet alapmegoldasa). Az E fliggvényt defi-

nialjuk a kovetkez6 hozzarendeléssel:
1 2
———— -exp(—|z|?/4t), hat > 0,2 € R",
E(t,z) := (2y/mt)" p(—|z[*/4t)

0, hat <0,z € R".

(9.38)

9.113. Allitas. A (9.16) formuldval értelmezett fiigguényre E € L1 _(R"+1),

loc
valamint az E-hez tartozo requldris disztribicio alapmegolddsa az n-dimenzios

hdévezetési egyenletnek, azaz

Ty — Z 8£J.TE =5, R""pen.
j=1
A bizonyitast el6tt emlékeztetiink arra, hogy az E fliggvény néhany tulaj-
donsagat mar kordbban a Allitasban igazoltuk:

e minden ¢ > 0 esetén E(z,t)de =1;
R’n

e Fe Ll (R"xR);

e 0;FE(x,t) — AE(x,t) =0, ha x € R" és t # 0.
Ennyi el6késziilet utan ratérhetiink a[9.113, Allitas igazolasara.
Al9.115 Allitds bizonyitdsa. Mivel E € LllOC (R xR™), igy a disztribticio érte-
lemben vett derivalas definicidja alapjan mar csak annyit kell latnunk, hogy
minden ¢ € Z(R x R™) esetén

—Tru(0ip) — Te(Ap) = do(p)- (9.39)

Tegyiik fel, hogy supp ¢ C (=T, T) x B(0, R). A tovibbiakban a egyen-
let bal oldalanak (—1)-szeresét alakitjuk at tgy, hogy végil a jobb oldal
(—1)-szeresét kapjuk, és ezzel készen lesziink. El8szor vegyiik észre, hogy
o kompakt tartoja és F definicioja miatt

—+oo
T (00) + T (M) = / / (Edvp + EA) drdt =
T
_ / / (Edp + EAg) dedt = (9.40)
o JB(O,R)

T
= lim / / E0ip + EAp)dxdt.
e=0+ /. B(O,R)( i )
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Vizsgaljuk meg egyenként a ((9.40) egyenlGség jobb oldalan szerepld integran-
dusokat! Az els6 tagban az integralas sorrendjét felcserélve, majd parcialisan
integralva és felhasznélva, hogy ¢ kompakt tartoju, kapjuk, hogy

T T
/ / Eatgod:vdt:/ / Edpdtdr =
e JB(0,R) B(0,R) Je
/B(O,R)
T
:/ (—E(E,x)g@(a,x) —/ atEgpdt) dx.
B(0,R) €

Most ([9.40) jobb oldali integraljanak masodik integrandusat vegyiik szemiigy-
re, a masodik Green-formulat (7.5} Tétel) alkalmazva, valamint kihasznalva,
hogy supp ¢ C (—=7,T) x B(0, R) miatt a peremintegral nullaval egyenls,

/ / EApdxdt = / / AFE odxdt+
B(0,R) B(0,R)

/ (B0, — O, FE p)dodt = (9.42)
S(0,R)

/ / AFEpdxdt
B(0,R)
adodik.

A (9.41), a (9.42) Osszefiiggéseket a ((9.40) egyenletbe visszahelyettesitve

T
[Beli—. — / O Epdt| dv = (9.41)

Te(0ip) + Te(Ap) =

— lim. <_ /B (07R)E(5,x)<p(£,x)dx_ / ’ /B (07R)(8tE—AE)<pdxdt> = (0.3
~ lim (—(p(S,O) [ Bleayds - / (ple2) —<p(s,0))E(a,a:)dJ;>.

ahol felhasznaltuk, hogy suppp C (=T,T) x B(0, R) folytan az integralasi
tartomanyokban B(0, R) helyett R™ is irhato, tovabba E kielégiti a 0, E(t, x)—
— AE(t,z) = 0 differencidlegyenletet, ha ¢ > 0 és = € R™. Vegyiik ész-
re, hogy ¢ folytonossaga miatt ¢ — 0+ esetén p(£,0) — ¢(0,0), tovab-

ba / E(z,e)dx = 1. Ezenkiviil a (9.43) egyenl6ség masodik integralja a
Rﬂ,
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Lagrange-becslés segitségével a kovetkez6 modon becsiilhets:

s/ 2] - sup /| - E(e, 2)de <
n Rn

[ (wle.0)-p(e0)Ee.a)da

< const/ |x|E(e, x)dx =

1
= const + 5——— |z exp(—|z|? /4e) dx =

2(\/ e ) Rn
2/e / g2
= const - ——— Inle™ 1" dn,
(V)" Jre
ahol az utols6 lépésben az n = x/(24/€) helyettesitést hajtottuk végre. Vila-

gos, hogy a fenti egyenlSség jobb oldala const - /¢ nagysagrendd, igy ¢ — 0+
esetén 0-hoz tart. Mindezek alapjan

Tr(0vp) + Te(Ap) = —¢(0,0) = —do(p),

és éppen ezt akartuk belatni. O

9.114. Megjegyzés. A fentiek alapjan a hévezetési egyenlet alapmegoldasanak
tartoja része egy féltérnek. Ez azt eredményezi, hogy a hévezetési egyenlet
végtelen sebességgel torténd héterjedést modellez, lasd a Megjegyzést.

Végezetiil az elliptikus egyenletek alapmegoldaséaval foglalkozunk.

9.115. Példa (A Poisson-egyenlet alapmegoldasa). Tekintsiik az alabbi fligg-
vényeket :

1 1
_ . , han>3, zeR"\ {0},
_ n—2
E(z) = (n— 2wy |z] (9.44)
e han =2, ze R\ {0},

ahol w,, jeloli az egység sugara n-dimenzios gomb felszinét (lasd a Alli-
tast). Vegyiik észre, hogy log(1/|z|) = —log|z|, amelyet csak az egyszeriibb
megjegyezhetség (az n > 3 esethez valo hasonlosag) kedvéért irtunk a ,bo-
nyolultabb” alakban.

Els6 latasra az sem vilagos, hogy E lokalisan integralhato fiiggvény, termé-
szetesen ez csak a 0 koriil kérdéses.

9.116. Allitas. Minden n > 2 esetén E € L _(R").

loc
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Bizonyitds. Legyen o > ¢ > 0, ekkor az n = 2 esetben a Allitas felhasz-
nalasaval kapjuk, hogy

/ / / log |z|do, dr =
B(0,0)\B(0,¢) S(0,r)

o
—/ / logrdaxdr:/ rlogrdr = (9.45)
™ Je J5(0,r) 5

7,,2 7'2 e QQ ‘92 52 52
“ogr— | =Z10g0- 2 — 21 <.
[2 oer 4L g 080T Ty osety

A klasszikus analizisbdl jol ismert x log x 220t ¢ Osszefliggés alkalmazasaval
a (9.45) egyenletbdl nyerjiik, hogy
2 2
/ E = lim Ezg—logg—gf<oo.
00 9 JB0.0\BOe) 2 4

Az el6bbiek mintajara n > 3 esetén

1 e
N
B(0,0)\B(0,¢) (n = 2)wn 5(0,r)
4
= r "2 do,dr = — 7/ Wyrdr =
2)wn//0r) ( ) €

_ ! ﬁgz @ _ e ﬂgiz
n—212 n—2\ 2 2 2(n—2)

€

O

9.117. Megjegyzés. A [9.116f Allitas mintajara konnyen igazolhato, hogy ha
0 < a < m, akkor az x — 1/]z|* fiiggvény lokalisan integralhato R™-en (ebbdl
az n =1 eset jol ismert a klasszikus analizisbdl).

A hovezetési egyenlet alapmegoldasanak esetéhez hasonloan a (9.44) hozza-
rendeléssel értelmezett fliggvények kielégitik a Poisson-egyenletet a R™ \ {0}
halmazon.

9.118. Allitas. A (9.44) hozzdrendeléssel definidlt E fiigguényre minden n >
> 2 esetén Au =0 az R™\ {0} halmazon.

Bizonyitds. Az n = 2 esetben

210, E(x,y) (1og Varz+y ) (log 54y ))

X
x2+y2’

igy
y2 _ 2

2m0LE =5
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és ezért szimmetriaokok miatt

332 _ y2
202 E =
u Y (x7y) (xz I y2)27

amib6l AE = 92F + 9; E = 0 azonnal kovetkezik.
Az n > 3 esetben pedig

Wn 0z, E = xi|z| ™", wn('?iE = |z|7"2 (|x\2 — nx2) ,

ezért
wnAE = wy, Z@ijEwn(—n —2)|z| "% (n|z® — n|z|*) = 0.
j=1
O

9.119. Allitas. A (9.44) hozzdrendeléssel értelmezett E fiigguény alapmeg-
olddsa a Poisson-egyenletnek, azaz AE = &g disztribicio értelemben az R™
téren minden n > 2 esetén.

Bizonyitds. Tekintsiik el6szor az n > 3 esetet! Be kell latnunk, hogy minden
© € D(R™) esetén ATg(p) = do. Green masodik tételének felhasznalasaval

ATg(p) = E(Ap) = lim EAp
=0+ Jrn\ B(0,¢)
(9.46)
=— lim pAE+ lim E0,o—pd,F)do.
e=0+ Jrn\B(0,e) =0+ S(O,a)( )

Am Allitas szerint AE =0 az R™\ {0} halmazon, ezért fR"\B(O,s) pAE=0.
Ezenkiviil vegyiik észre, hogy az S(0, ) gombfeliileten a normalis irAnyt de-
rivalt valojdban a sugar szerinti derivalt (—1)-szerese (hiszen a normalis a
goémb kozéppontja felé mutat), azaz

OB =—0,F = —03 E = —1/(|2]""wy).

Ekkor a (9.46]) osszefiiggésbol kovetkezGen

1
ATg(p) = li _
B(p) = lim —— - /S (0’6)(<p (0))do+
1
+ lim / £(0) do+ (9.47)
S(0,e)

=0+ e~ lw,

+ lim E0,pdo.
e=0+ J5(0,e)
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Vegyiik észre, hogy " 1w, éppen S(0,¢) felszine, és igy ¢ folytonossiga
miatt
1 e—0
i | e eO)do] < s lo—p0)] S0, (948)
€ Wn J5(0,¢) S(0,¢)
valamint )
— ©(0)do = ¢(0). (9.49)
e twp /S(O,a)
Tovabba E definicidja alapjan
/ Ed,pdo| < |supd,p| "2 20, (9.50)
S(0,e)

A f Osszefliggéseket a egyenletbe helyettesitve ATg(p) =
= ¢(0) adodik minden ¢ € Z(R"™) esetén, ami éppen azt jelenti, hogy AE =
= Jo disztribucié értelemben.

A fenti bizonyitas szinte teljesen érvényben marad az n = 2 esetre is, csak
annyit kell megjegyezniink, hogy a gombfeliileten 0, E = —9,, E = —|z| ™! /wo,
tehat a 7 Osszefliggések most is teljesiilnek. Ezenkiviil to-
vabbra is fennall, mert a klasszikus analizisbdl ismert x log x Z20%, ) sssze-
fliggés folytan

< sup |0,¢| - €|loge| 20t .

/ Ed,pdo
S(0,e)

O

9.120. Megjegyzés. A fentiekben targyalt fiiggvényekhez tartozé disztribuci-
ok alapmegoldas voltanak ellenérzése, ha mér ismerjiik a fiiggvényeket, mint
lattuk, konnyen megy. Felmeriil a kérdés, vajon hogyan lehet megtalalni eze-
ket a fiiggvényeket? A harom alapegyenletrdl szolo fejezetekben heuriszti-
kus gondolatmenetet mutattunk az alapmegoldasok meghatarozasara. Léte-
zik azonban szisztematikus moédszer is, ennek alapjat a disztribiciok korében
értelmezett Fourier-transzformécio képezi, ezzel kapcsolatban bévebben lasd
a [80] konyvet.

Végiil megemlitjiik, hogy a Malgrange—Ehrenpreis-tétel szerint minden kons-
tans egyiitthatés linearis differencidlegyenletnek van alapmegoldasa. Ezt a
tételt Leon Ehrenpreis (1930-) amerikai és Bernard Malgrange (1928-) fran-
cia matematikus (aki Laurent Schwartz tanitvanya) egymastol fiiggetleniil
igazolta 1954-55-ben. A tételt illetGen lasd a [4I] monografiat.
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9.8. Feladatok

Az alabbiakban, ha masképp nem jelezziik, 2 mindig R" egy tetsz6leges nyilt
részhalmazat jeloli.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.
9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

Igazoljuk, hogy a (9.4) (vagy korabban a (3.2))) hozzarendeléssel értel-
mezett 7, fliggvényre n,, € C5°(R™).

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a € Q, ¢ € R és a (Joo| > 1) multiin-
dex esetén talalhato olyan ¢ € C§°(Q) fiiggvény, amelyre supg ¢ = 1,
0%p(a) = ¢, tovabba minden 8 # «a esetén 0°p(a) = 0. S6t, igazoljuk,
hogy olyan ¢ fiiggvény is van, amely rendelkezik az elébbi tulajdonsa-
gokkal és ezenkiviil supg, [0%¢| < 1 minden |f| < |o| multiindex esetén.

Legyen ¢ € 2(2) adott nem azonosan 0 fiiggvény.

a) Igazoljuk, hogy a ¢;(z) := ¢(x)/j (x € Q,j = 1,2...) hozzaren-
deléssel értelmezett sorozatra ¢; m 0.

b) Legyen Q := R" és ¢,(x) = ¢(z/5)/j (x € R™,j = 1,2,...).
Konvergens-e a (¢;) sorozat a Z(R™) térben?
c) Legyen Q := R" ¢és @;(z) := p(jz)/j (x € R",j = 1,2,...).
Konvergens-e a (¢;) sorozat a Z(R™) térben?
Igaz-e, hogy ha ¢; ﬂ @ és Y; @) 1, akkor ¢ 1); ﬂ op?
Bizonyitsuk be, hogy ha u: Cp(2) — R folytonos lineéris funkcional (a
folytonossagot a Cp-beli maximumnorméban értve), akkor u € 2'(Q).
Igaz-e a megforditas, azaz ha u € 2'(Q), akkor u folytonos-e a maxi-
mumnormara nézve?

Legyen f € Li_(Q) fiiggvény, tovabba B multiindex, és értelmezziik
az u: 2(Q) — R funkciondlt az u(yp) = [, f0°¢ hozzarendeléssel.
Bizonyitsuk be, hogy u € 2'(Q) és véges rendii! Meghatarozza-e u
m.m. egyértelmiien az f fliggvényt?

Legyen a € () és mutassuk meg, hogy a §, Dirac-delta disztribiicié nem
reguléris, azaz nem létezik f € Li () fiiggvény, amelyre &, = T5.

loc

Legyen 2 = (0,2), és értelmezziik az u: 2(1) — R funkcionalt a kovet-

kez6 moédon:
= /1
ute) =30 ().
i=1 J

Igazoljuk, hogy u € 2'(Q2)! Mutassuk meg, hogy u végtelen rend!
Lehet-e egy végtelen rendi disztribucioé reguléris?
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9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

Adjunk meg tetszoleges k nemnegativ egész szamra k-adrendd disztri-
buciot!

Legyen Q C R" tetszéleges tartomany, toviabba U C U C  korlatos

tartomény, amelynek pereme folytonosan differencidlhato. Tegyiik fel,
hogy f: Q — R, amelyre f|i € CH(U) és flow € CL(Q\ U). Jeldlje

fo(z) = lim f(y), f—(z) == lim f(y)

y—x y—
yeEQ\U yeuU

az f fiiggvénynek az U hataran kivilrdl, illetve beliilrsl vett hatarérté-
két. Mutassuk meg, hogy ekkor ¢ € Z(Q0) és j =1,...,n esetén

BTy (9) = To, 1 (9) + /3 U= £y do

ahol v az U-bol kifelé mutaté normalis egységvektor.
Legyen ¢ € C*(Q) és u € 2'(Q). Igazoljuk, hogy ekkor a

(Yu)(p) :=u(dp)  (p € 2(Q))

Osszefliggéssel értelmezett Yu: 2(Q) — R funkcional disztribucio!

Legyen u € 2'(R"™), ¢» € C*(R"™), és tegylik fel, hogy ¥» = 1 a suppu
halmazon. Koévetkezik-e ebbdl, hogy Yu = u?

Legyen f € L] (Q). Bizonyitsuk be, hogy supp T = supp f.

loc

Mutassuk meg, hogy ha egy disztribticié tart6ja nem iires megszamlal-
hat6 halmaz, akkor a disztribtici6 nem lehet regularis.

Legyen u,v € 2(Q) és ¢ € C*(Q). Mutassuk meg, hogy

supp (u + v) C supp u U supp v,
supp (Yu) C supp 1 N supp u.

Adjunk meg konkrét u és v disztribuciokat, tovabba v fliggvényt, ame-
lyek esetében szigoru tartalmazas all fenn. Mutassunk olyan példat,
amikor egyenlGség teljestil!

Legyen a € R™ és o multiindex. Hogyan hat egy ¢ € 2(R") fiiggvényre
0%, € Z'(R™)? Hatarozzuk meg 9%0, tartojat! Bizonyitsuk be, hogy
0%9, rendje |a].
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9.17.

9.18.

9.19.
9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

Ertelmezziik az 2, : 2(R) — R funkcionalt a kovetkezd hozzarendelés-
sel:
Z1(p) = lim L(a:) dr =: V.p./ L(m) dz,
€0+ JR\(—c,e) & R Z

amelyet az (amuagy esetleg értelmetlen) integral an. Cauchy-féle féér-
tékének (valeur principale) neveziink. Igazoljuk, hogy &7 € 2'(R),
tovabba &1 = (z — log|z|)’ disztribucio értelemben R-en. Hatarozzuk
meg ) rendjét! Lehet-e &) regularis disztribticio ? Legyen ¢(z) := x
(x € R), és mutassuk meg, hogy (¢¥dy) P # 1 H1)do.

Vezessiik be a kovetkezd R — R fiiggvényeket: abs(z) := |z,

= {320 e {8 1E20
- O har<d ’ B _71 haxzd

(az el8jelfliggvény), valamint H a Heaviside-fliggvény. Igazoljuk, hogy
a) T) =Ty, b) T, = Tsgn, ¢) Tl = 200,

sgn
Van-e olyan v € 2'(R) disztribtcio, amelyre v’ = §_1 + 617

Bizonyitsuk be, hogy az u(z) = H(z)sinz (x € R) fiiggvény diszt-
ribucio értelemben megoldasa az u” 4+ u = §g differencidlegyenletnek
R-en!

Legyen g: R — R, g(z) = z—2. Keressiink olyan f € L]

amelyre f” + f 4+ g = 0 disztribticié értelemben R-en!

(R) fiiggvényt,

1
loc

Adjunk meg olyan y € L{ R fiiggvényt, amelyre " — 4y = ¢ disztri-

bucio6 értelemben R-en!

Legyen f: R? — R, amelyre

L hazy>0
2 = Y

x,y) =
i) {O kiilénben.

Adjuk meg a 9127y € 2'(R?) disztribuciot egyszeriibb alakban!

Legyen ¢: R? — R, amelyre

) 1l,hao<z,y <1,
T,y) =
Y 0 kiilonben.

Adjuk meg a 95Ty € 2'(R?) disztribuciot egyszeriibb alakban!
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9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

Legyen f: R? — R, amely 1-gyel egyenls az (1,0), (0,1), (—1,0),(0, —1)
csucspontok altal meghatarozott négyzeten, és azon kiviil 0. Adjuk meg
a 03Ty — 03Ty € 2'(R?) disztribiiciot egyszeriibb alakban!

Ertelmezziik az n-dimenziés H: R — R Heaviside-fiiggvényt a kovet-
kez&képpen :

H( ) 1, ha z; > 0 minden ¢ = 1,..., n-re,
x) =
0 kiilonben.

a) Bizonyitsuk be, hogy 0105 - -- 0, H = do.
b) Mutassuk meg, hogy 010z - Opr = H, ahol

( T1To - Ty, ha r; > 0 minden i =1,...,n-re,
r(x) =
0 kiilonben.

Definialjuk az u: Z(R?) — R funkcionalt az u(p) = [~ ¢(0,y)dy
(p € 2(R?)) hozzarendeléssel. Igazoljuk, hogy

a) ue 7'(R%),
b) Gau = (0,0,
¢) van olyan f € Li (R?), amelyre u = 9,T%.

loc
Definialjuk az u: 2(R?) — R funkcionélt az u(p) = 800 oz, —x)dx
(¢ € 2(R?)) hozzarendeléssel. Igazoljuk, hogy u € 2'(R?). Adjuk meg
a Oyu — Oyu € P'(R?) disztribiciot egyszertibb alakban!

Legyen g.: R — R, g.(x) :

2'(R
esetén Ty, 7B, do-

Mutassuk meg, hogy ¢ — 0+

_ e
T w(x2+4e2)”

’ ]R'n.
Igazoljuk, hogy ha u; & u, akkor minden o multiindexre

0%u; AN

Legyen o multiindex és u € 2'(Q). Bizonyitsuk be, hogy supp 0%u C
C supp u. Adjunk meg olyan u disztribiciét, amely esetében szigoriu
tartalmazas all fenn. Mutassunk olyan példat, amikor egyenl@ség telje-
stil.

Egy u € 2'(R™) disztribuciorol azt mondjuk, hogy nem fiigg a j-edik
valtozotol, ha tetszdleges h = (0,...,0,h;,0...,0) € R” és ¢ € Z(R™)
esetén u(z — ¢(z)) = u(x — @(x + h)). Mutassuk meg, hogy az u
disztribticié pontosan akkor nem fiigg a j-edik valtozotol, ha 0;u = 0.
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9.33.

9.34.

9.35.

9.36.
9.37.

9.38.

9.39.
9.40.

9.41.

9.42.

Legyen a € R", b € R™ és f € Ll (R™). Hogyan hatnak egy ¢ €

€ Z2'(R™™) fiiggvényre a §, X &, € Z'(R"™) és 6, x Ty € Z'(R"™)
disztribiciok ?

Legyen u € 2'(R™) és v € 2'(R™). Igazoljuk, hogy

supp (v X v) = supp u X supp v.

Igaz-e, hogy ha az u,v € 2'(R"*™) disztribiiciok elsallnak egy 2'(R"™)
és egy 2'(R™)-beli disztribucio direkt szorzataként, akkor ugyanez igaz
az u + v disztribaciora?

Tegyiik fel, hogy u x v = 0. Kévetkezik-e ebbdl, hogy v = 0 vagy v =07
Legyen u € 2'(R™) és v € 2'(R™). Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges «

(n hossz) és B (m hosszi) multiindexre

0% (uxv)=(0%) xv és af(uxv):ux(a’gv).

Mutassuk meg, hogy a direkt szorzat a tényezSknek kiilon-kiilon foly-
-@/ R’IL
tonos fiiggvénye, pontosabban, ha u; 2@, s v € 9'(R™), akkor

2’ (RPH™) ) 2’ (RPH™)
UjXU—>U><’U es UXUJ'—>UX’LL.

Igazoljuk a Allitast!
Legyen a,b € R™ és f € LL _(R™). Hogyan hatnak egy ¢ € 2'(R")

loc

fiiggvényre a d, * 6, € Z'(R?") és 6, x Ty € 2'(R*") disztribtciok?

Legyenek u, v € 2'(R™) disztribtciok, amelyekre 1étezik u*v. Bizonyit-
suk be, hogy
supp (u * v) C supp u + supp v,

ahol suppu + suppv = {y + z € R" : y € suppu, z € suppv}. Adjunk
meg olyan u és v disztribuciokat, amelyek esetében szigori tartalmazas
teljesiil. Mutassunk olyan példat, amikor egyenl@ség all fenn!

Legyenek u,v,w € 2'(R) a kovetkezs disztribuciok: v = Ty (ahol
H a Heaviside-fiiggvény), v = §(, w = Ty (ahol Ty az azonosan 1
fiiggvényhez tartozo regularis disztribicio). Bizonyitsuk be, hogy

(usxv)*xw & ux(v*w)

létezik, de nem egyenlGek.
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9.43.

9.44.
9.45.

9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.50.

Legyen u = v = Ty € 2'(R™) (ahol T} az azonosan 1 fiiggvényhez
tartozo regularis disztribucio) és w = §) € 2'(R™). Igazoljuk, hogy
u* (v w) értelmes, de (u * v) * w nem létezik.

Tegyiik fel, hogy uxv = 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy u = 0 vagy v =07

Mutassuk meg, hogy a konvoluci6 folytonosan fiigg a tényezsktol a ko-
2' (R )
vetkezG értelemben: ha u; M u és v € 2'(R™) kompakt tartoj,

akkor
@/ (Rn) B @/ (Rn)
Uj ¥V ——> Uxv 65 VkU;] — > V* U
Adjunk meg az (a;) C 2 pontsorozatra vonatkozo sziikséges és elégséges
feltételt ugy, hogy Z;’il dq, disztribicio legyen Q-n!

Van-e olyan nem regularis v € 2’(R) disztribiucio, amely nulladrendd,
kompakt tart6ji és nem all el6 u = Z;”:l 05, alakban, ahol s; € R
(j=1,...,m)?

Tegyiik fel, hogy az v € 2'(Q) disztribucioé nulladrendd és suppu =
= {a}, ahol a € Q. Mutassuk meg, hogy ekkor u = ¢ -, valamilyen
¢ € R konstanssal.

Legyen u € 2'(R) tetsz6leges. Bizonyitsuk be, hogy létezik v € 2'(R)
disztribucio, amelyre v’ = u, tovabba ha v] = v5 = u, akkor vy — v9
konstans fiiggvényhez tartozo regularis disztribucio.

Tegyiik fel, hogy u € 2'(R) rendje k > 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
u’ rendje k + 1.






10. fejezet

Allandé egyiitthatoja
linearis hiperbolikus
egyenletekre vonatkozo

altalanositott
Cauchy-feladatok

A nehézségek, amelyekkel taldlkozol, maguktol megoldodnak,
ahogy haladsz elére. Menj tovdbb és fényt fogsz ldtni, amely egyre
jobban meguildgitja utadat.

Jean le Rond D’Alembert (1717-1783)

A fejezet tartalma. Ertelmezziik az allando egyiitthatoju linearis
hiperbolikus egyenletekre vonatkozé altalanositott Cauchy-feladatok
fogalméat és igazoljuk a megoldasok létezését. Az altalanositott meg-
oldasokbdl a klasszikus megoldasokra kdvetkeztetiink.

Ahogy a bevezetSben jeleztiik, ebben a fejezetben a hiperbolikus egyenletekre
vonatkozo klasszikus kezdetiérték-feladatok (vagy Cauchy-feladatok) fogal-
méat szeretnénk kiterjeszteni a disztribuciok korére, és ezéltal értelmezni az
altalanositott Cauchy-feladatokat. Kés6bb az altalanositott Cauchy-feladatok
megoldasabol tudunk kovetkeztetni a klasszikus feladatok megoldasaira.
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10.1. Az altalanositott Cauchy-feladat

El6szor emlékeztetiink a hiperbolikus egyenletre vonatkozoé klasszikus Cauchy-
feladatok megfogalmazaséara. A [0} fejezetében lattuk, hogy az allando egyiitt-
hat6s masodrendi linearis parcialis differencidlegyenletek kanonikus alakja
hiperbolikus esetben a kévetkezs:

0P — Au + cu = f, (10.1)

ahol ¢ konstans és a keresett u fiiggvény nulladik valtozojat t-vel jeloljik, a
A operator pedig csak az els6tél az n-edik valtozora vonatkozik.

10.1. Definicié. A (|10.1) differencilegyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-
feladat megolddsdn olyan u € C? (Riﬂ) fiiggvényt értiink, amely (klasszikus
értelemben) kielégiti a lj egyenletet, tovabba u, dyu € C (Riﬂ), valamint
teljesiilnek az u(0,z) = g(x) (x € R™) és 0,u(0,2) = h(z) (x € R™) kezdeti
feltételek, ahol g, h: R® — R adott fliggvények.

Kérdés, hogy a fenti fogalom hogyan terjeszthet6 ki a disztribuciok koérére.
Ahhoz, hogy az u megoldashoz tartozo regularis disztribuciorol tudjunk be-

szélni, terjessziik ki az u és f fiiggvény értelmezési tartoméanyat Rﬁ“—rc’)l
R"*1-re, a szokasos modon 0-ként definialva:

u(t,z), hat>0,z € R,

ult, z) = { 0 hat<0,zeR" (10.2)
= t,x), hat>0,z€R",
b @) = { g( ) hat <0,z € R". (10.3)

Vilagos, hogy ekkor @ € Li (R™"!), hiszen u € C(Rﬁ“). Ahhoz, hogy az
f figgvényhez tartozo regularis disztribuciordl beszélhessiink, fel kell ten-
niink, hogy f € L{_(R"*!), ehhez elegends példaul, ha f € C(RH'). Most

loc

mar beszélhetiink az @ és f fiiggvényekhez tartozo 2’ (R™+1)-beli regularis
disztribuciokrol.

10.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy az u figguény kielégiti a hiperbolikus egyen-

letre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatot, tovdbbd a (10.2) alapjin értel-
mezett f figguényre f € LL (R"*1) teljesiil. Ekkor a (10.3) hozzdrendeléssel

loc
értelmezett u fligguényre

OFTa — ATy + cTy = Ty +6 x Ty +6 x T, R pen. (10.4)
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Bizonyitds. Legyen ¢ € 2(R"T1) tetszoleges, ekkor disztribticiok derivalasa-
nak definici6ja szerint

(07 Ta — ATy + cT) () = Ta(07¢) — Ta(Ap) + cTalp) =
=/ WFp — Mg +cp) =
Rn+1

:/ W(0fp — Ap + cp) = (105)
Ry

— 1 - 2
_Eli)Igl+/€ /n U(atsp AQO—’—C()O)

Most vizsgaljuk meg a (10.5) Gsszefiiggés jobb oldalan allo integralt, az in-
tegrandusokat kiilon-kiilon kezelve. Parcialis integralast végrehajtva egyrészt

/OO u(t, ©)0u(t, x) = —u(e, z)0p(s, ) — /ooatu(t,x)ﬁt(p(t,x) dt =
u(e, )0rp(e, ) + Orule, x)p(e, x)+ (10.6)

/ OFu(t, z)p(t, z)dt,

maésrészt pedig a méasodik Green-tételt alkalmazva

/ Cubp= / (Bug, (10.7)

ahol a peremintegralok ¢ kompakt tartoju volta miatt ttinnek el. A ((10.6) és

(10.7) Osszefiiggések alapjan
| [ u@o-deren) = - [ uemiople.n)dos [ dule.arple.n)dor
£ n Rn

R"'L
+ / (02u — Au + cu)p,
e Jrn

mivel pedig u kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot, ezért 02u — Au + cu =

= f R} on, igy a u € O(R} ) feltételbsl, valamint a kezdeti feltételekbol
adédoan

eli%l+/s /nu(anO*ASOJFC‘P) =
= 7/ u(0,2)0,(0, ) dr + 8tu(0,:c)<p(0,z)d:c+/ fe="(108)

nt1
Ry

R”

= — /n 9(2)0:p(0, z)dx + /n h(z)p(0, z)dx +/ fe,

n+1
RY
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ahol a hataratmenetet a Lebesgue-tétel miatt végezhettiik el, hiszen az integ-
randusok kompakt tartéjua folytonos fliggvények. Vegyiik észre, hogy a Al-
litas szerint

/n hz)p(0,z)dx = Tp{z — ©(0,2)} = Tp{z — [t — p(t,z)]} =
=6{t = Tz = o(t, z)]} = (0 x Th)(¢),

a Allitas alapjan pedig

(10.9)

(0" x Ty)(p) = 0:(0 x Tg) () = —(0 x T)(Opp) = */ 9(x)0pp(0, z) d,
(10.10)
igy a (10.8)) és (10.5)) osszefiiggésekbsl kapjuk, hogy

(07T — ATa + cTa)(p) = (8" x Ty)() + (8 x Th)() + T7 (),
amit bizonyitani kellett. O

A (10.4) egyenlet lehetSség nyujt a klasszikus Cauchy-feladat fogalméanak
disztribuciokra valé kiterjesztésére. Jegyezziink meg még annyit, hogy a (10.4)
egyenlet jobb oldalan all6 disztribtuciora a Példa és a Allitas alap-
jan

supp (T + ' x T, + 6 x T;,) C R

Ennek alapjan kézenfekvs a kévetkezd definicio.

10.3. Definicié. Legyen F' € 2'(R""!) adott, amelyre supp F' C Ri“. A
hiperbolikus egyenletre vonatkozé dltaldnositott Cauchy-feladat megoldasan
olyan v € 2'(R"1) disztribticiét értiink, amelyre

Rv—Avt+cw=F R ben,

és suppv C R’IH. A fenti egyenletet a hiperbolikus egyenletre vonatkozo
dltaldnositott Cauchy-feladatnak nevezziik.

A Allitasbol nyilvanvaloan adodik a kovetkezs allitas.

10.4. Allitas. Ha u kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot, tovdbbd a (10.3)
hozzdrendeléssel értelmezett f fiigguényre f € Li (R™™1), akkor a v := Ty

(ahol @ a (10.2) dsszefiiggéssel definidlt) disztribicic megolddsa az dltaldno-
sitott Cauchy-feladatnak az F := T+ 8" x Ty + 6 x Ty, jobb oldallal.

Az altalanositott Cauchy-feladatok megoldasara alkalmazhatjuk a[9] fejezet
eredményeit, kiilonosképpen a [0.98] és [0.111] Tételeket, és az alabbi tételt
nyerjiik.
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10.5. Tétel. A hiperbolikus egyenletre vonatkozo dltaldnositott Cauchy-fel-
adatnak létezik egyetlen v € 2'(R™1) megolddsa, mégpedig v = E x F, ahol
E € 2'(R™*Y) olyan alapmegoldds, amelyre supp E C {(t,z) eR" ! : ¢ > |z|}.

Bizonyitds. A Tétel alapjan létezik a hiperbolikus egyenletnek olyan
E € 2'(R""!) alapmegoldasa, amelyre supp E C {(¢t,z) € R"*! : ¢ > |z]}.
Ekkor a Allitas szerint létezik az E * F konvolacio, amelyre a m Té-
telbdl kévetkezGen teljesiil, hogy

Rv—Av+cw=F R™ 1 ben.

Ezenkiviil a Allitas folytan

suppv = supp (E * F') C supp £ + supp F' C R’_ﬁ“ + R’frl = R'}fl.

Végiil a Tétel szerint az egyenletnek legfeljebb egy olyan v € &' (R"H1)
megoldasa létezhet, amelyre v * E létezik, igy mivel supp E C {(t,x) eR"1:
: t > |z|}, ezért legfeljebb egy olyan v € 2'(R™*!) disztribicio létezhet,
amelyre suppv C Ri“ (hiszen az ilyen v-kre v x E létezik). O

A fenti tételbsl méaris kovetkeztethetiink a klasszikus Cauchy-feladat megol-
déasanak egyértelmtiségére.

10.6. Kovetkezmény. A hiperbolikus egyenletre vonatkozo klasszikus Cau-
chy-feladatnak legfeljebb eqy megolddsa lehet.

Bizonyitds. Tegyilik fel, hogy wu; és wuo klasszikus megoldésok. Ekkor az
u = u — ug fliggvényre

Ofu — Au+cu=0 R™ ! ben,

valamint «(0,x) = 0 és Oyu(0,z) = 0 (x € R™). Ebbdl kovetkezben a v := Ty
disztribucio kielégiti az alabbi egyenletet R™*!-ben:

O2v — Av + cv = 0.

Vilagos (a M Példa miatt), hogy suppv C R’j_ﬂ, igy a 10.5l Tétel szerint
sziikségképpen v = 0 egyetlen megoldas, azaz v = 0. O

A Tétel egy fontos kovetkezménye (amelyet mar az alapmegoldasok
kapcsan a szakaszban is emlitettiink), hogy a hiperbolikus egyenlet olyan
jelenséget ir le, amelyben a hatés véges sebességgel terjed. Ezt disztribuciokra
az alabbi kovetkezmény fogalmazza meg (a klasszikus esetet illetSen lasd még

a[10.14] Kovetkezményt).
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10.7. Koévetkezmény. Legyen to > 0, 2° € R" régzitett, és tekintsiik a
kovetkezd kupot :

A= {(t,x) e R"™ 1ty —t > |zg — x|}

Ekkor az dltaldnositott Cauchy-feladat megolddsdnak leszikitése A-ra, azaz
v|a csak F|a-tdl figg, mds széval F|4 =0 esetén v|g = 0.

Bizonyitds. Legyen K := {(t,x) € R*"*! : ¢ > |z|}, ekkor supp E C K. Te-
gyiik fel, hogy F|4 = 0. Ez azt jelenti, hogy supp FF C R"T1\ A. A Allitas

szerint

suppv = supp (E x F') C supp E + supp F C K + (R**+1\ A).

Allitjuk, hogy K + Rn+1\ A ¢ R\ A, ekkor készen lesziink, hiszen suppv C
C R\ A (amely zart halmaz), és igy v = 0 az A halmazon.

Legyen (t1, (1)) € K és (to, 22 € R**1\ A. Ebbdl kovetkezGen t; > |¢(V] és
to—ta < |x(0) —z® |, igy a haromszdg-egyenlétlenség felhasznalasaval kapjuk,
hogy

to — (t1 +t2) < |x(0) _ :r(2)| _ |x(1)| < |x(0) _ (x(2) _ x(l))|,

vagyis (t; +to, 2 +23)) € R*1\ A, ezért K+ (R*1\ A) ¢ R\ A. Végiil
mivel R**1\A zart halmaz (mert A nyilt), igy K + (R*+t1\ A)CcR* T\ A. O

10.8. Megjegyzés. A Kovetkezményben szereplé kiipot szokas a (tg, 2(?))
pont fiiggdségi kupjdnak vagy karakterisztikus kupjdnak nevezni.

10.2. A klasszikus Cauchy-feladat

Most az eléz szakaszban az altalanositott Cauchy-feladatra kapott ered-
ményeinket szeretnénk a klasszikus Cauchy-feladat megoldasara alkalmazni.
Az alapgondolat a kovetkez6. Amennyiben a klasszikus feladatban szerep-
16 fiiggvények eleget tesznek bizonyos simasagi feltételeknek, akkor a
altalanositott Cauchy-feladat megoldasarol (amelyre képletiink van) belat-
hato, hogy regularis disztribucio, amelynek megfelel6 lokalisan integralhato
fliggvény Riﬂ—ban kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot. Az egyszeriiség
kedvéert csak az egydimenzios hullamegyenlet (azaz ¢ = 0) esetét vizsgaljuk
meg részletesen, a két- és haromdimenzios hullamegyenlet esetében csak fel-
irjuk a klasszikus Cauchy-feladat megoldasat. A ¢ # 0 esettel kapcsolatban
lasd a [0l és a[l0.2] Feladatokat.

10.9. Tétel. Legyen n = 1, ¢ = 0, tovdbbd tegyiik fel, hogy f € Cl(@),
g € C%(R), h € CY(R). Ekkor a hiperbolikus egyenletre vonatkozo klasszikus
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Cauchy-feladatnak egyértelmiien létezik u € C? (@) megolddsa, mégpedig

/ / F(r, &) dedr+

x4+t
+ 2<g<x+t>+g(x—t>>+§/H n(e)de.

(10.11)

A (10.11)) képletet D’Alembert-formulanak szokds hivni.

Bizonyitds. Az egyértelmiség a[l0.6] Kovetkezménybél adodik. A létezés bi-
zonyitasat harom lépésben végezziik el. Elgszor megmutatjuk, hogy a
formulaval értelmezett fiiggvény disztribicié értelemben megoldasa a klasszi-
kus Cauchy-feladathoz a Osszefiiggés alapjan tartozé altaldnositott
Cauchy-feladatnak. Ezutan igazoljuk, hogy a megfelel6 simaséagi feltételek
mellett u € C?(R%), végiil pedig belatjuk a kezdeti feltételek teljesiilését.

1. lépés. A Tétel alapjan a (10.4) egyenlet egyértelmii megoldéasa F x F,
ahol a[9.101} Példa szerint E(t,z) = H(t — |z|)/2 (H a Heaviside-fiiggvény),

tovabba F' = T 46" x Ty + 6 x Tj. Belatjuk, hogy E* F' fliggvény értelemben
létezik. Valoban,

(B Plta) = [ Fr B - —¢)drds -

:/OSTSt g/ (o drde =5 //H(tf fnd)dedr.

|lp—¢|<t—7 (t=7)

A (10.9)) 6sszefiigges felhasznalaséval ¢ € P(R?) esetén
(6% T)(e) = | hla)o(0.2)do.
R

igy a Allitas szerint

(B (0xTh))(¢) =
= (B x (0xTu)[(t, 2, 7,8) = o (t, 2)x(7, ) p(t+7, 2+)] =

= (6 x T{(r,&) = »(r, OTx[(t, 2) = [x(t,2)p(t + 7,z + )]} = (10-12)

= [ mew.0) [ Bltap(t.oplta+ O drude,
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ahol ¢ = 1 az R% feéltér egy kdrnyezetében és x =1 a {(t,z) € R* : ¢ > |z[}
kip egy kornyezetében. Ebbdl kovetkezGen a Fubini-tétel alkalmazéaséaval

(B« (6x 1)) = [ h(e) [ Eltayoltn +ddods =

R R
_ / / E(t, 2)p(t,x + E)h(€) de dt d =
R2 JR

R R

(1 )
= /R2 o(t, 7) (2 /Ii_ggth(f)c%) dtdz.

Ez azt jelenti, hogy F x (6 x T},) = T,,, ahol

—t

~ 1 1 T4t
wtd =g [ o= [ nod

Teljesen hasonlé modon, a ((10.10)) Osszefiiggés alkalmazaséaval (10.12]) és (10.13))
mintéjara kapjuk, hogy ¢ € 2(R?) esetén

(B @ x T)e) =~ [ 0plt,) (; JG d£> dtdi =

R2

F4t
=— Op(t, Z) (;/ g(ﬁ)dﬁ) dtdz.

R2 T—t

A jobb oldalon egy parcialis integralast végrehajtva ¢ kompakt tartojia vol-
tanak, tovabba

T+t
o (; / g<s>d5> = 2 (gla+1) + gz 1)

T—1

felhasznalasaval adodik, hogy

(Ex (8" xTy)(p) = /IRZ o(t, ) (19(90 +1) + gz — t)) dtdz.

\]

Mindez azt jelenti, hogy E * (¢’ x Ty) = Ty, ahol

us(t, ) = 3 (gl +1) + gl — ).

Végeredményben tehét azt kaptuk, hogy ha F' =T + 0" x Ty + 6 x Tj,, akkor
Ex F =1T,, ahol v a (10.11)) formuldban szerepl$ fliggvény.
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2. lépés. Megmutatjuk, hogy a képlettel adott u fiiggvényre u €
€ C?*(R%). Ez nyilvanvaloan kovetkezik a paraméteres integral differenci-
alhatosagarol és a kirott simasagi feltételekbsl. Mivel az u fliggvény kétszer
folytonosan differencialhatéd az Ri feltérben, ezért u legfeljebb masodrendi
klasszikus és altalanositott parcialis derivaltjai megegyeznek. Az u fiiggvény
éltalanositott értelemben kielégiti az F' = T; + 6" x Ty + 6 x T, jobb ol-
dallal adott altalanositott Cauchy-feladatot, igy a Allitas alapjan (és a
klasszikus, illetve altaldnositott derivaltak egyenlGsége folytan) u klasszikus
értelemben is kielégiti az egydimenzids hullamegyenletet.

3. lépés. Végiill mar csak a kezdeti feltételek teljesiilését kell ellendrizniink.
Nyilvanvaléan u(0,z) = h(z), tovabba a[2.18 Tétel alapjan

Byut,z) = » / (Fra 4 (t— 1)+ f(ta— (£ — 7)) drt

(\}

+ %(g’(w +t)—g(z—1)+ %(h(:z: +t) + h(z — 1)),
igy Opu(0,2) = h(zx). 0

10.10. Térténeti megjegyzés. A D’Alembert-formula Jean le Rond D’Alem-
bert (1717-1783) francia matematikus és filozofus nevét viseli. D’Alembert
1747-ben irt két cikkével kezd6dott a rezgs hur problémakorének vizsgéla-
ta a parcialis differencidlegyenletek segitségével (lasd [14) [15]). A probléma
Brook Taylor (1685-1731) angol matematikustol ered (akirél a Taylor-sor is
a nevét kapta), és 6 az elsg, aki tulajdonképpen a hullamegyenletet el§szor
felirta. D’Alembert cikkében adott kezdeti kitérés és kezdeti sebesség mellett
meghatarozta a hur alakjat, megadva a (10.11)) formulat is. A cikk egy 1j
teriiletet nyitott meg, D’Alembert-t kévetve Euler és Daniel Bernoulli foglal-
kozott e témakorrel. Erdemes megjegyezni, hogy D’Alembert a matematika
més teriiletein is meghatéarozot alkotott, lasd példaul a D’Alembert-féle ha-
nyadoskritériumot, illetve a fizikiban a D’Alembert-féle elv viseli a nevét, de
foglalkozott a folyadékok mechanikajaval és a fénytoréssel. Ezenkiviil részt
vett a francia Enciklopédia szerkesztésében is.

Végiil érdekességként megemlitjiik, hogy sziiletésekor anyja a (Notre Dame
melletti egykori) Saint Jean le Rond képolna lépcséin hagyta, és innen kapta
keresztnevét, a D’Alembert vezetéknevet pedig késsbb vette fel.

Az alabbiakban csak kimondjuk a két- és haromdimenzios hullamegyenlet
klasszikus megoldasara vonatkozo tételeket, a bizonyitads az egydimenzids
esethez teljesen hasonléan torténik.

10.11. Tétel. Legyen n = 2, ¢ = 0, és tegyiik fel, hogy f € 02(@), g €
€ C*(R?) és h € C*(R?). Ekkor a kétdimenzids hullimegyenletre vonatkozd
klasszikus Cauchy-feladatnak egyértelmien létezik u € C’Q(Ri) megolddsa,
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mégpedig

PR N f(,9)
(0= 5z /o /Bwr) VE—72) =z =€ dedre

19 99 10.14
+27r(9t</3(z’t) h_|gc_£|2d§>+ (10.14)
+ L SR

27 JB(ap) V12 — |z — ]2

10.12. Tétel. Legyen n = 3, ¢ = 0, valamint f € Cz(@), g € C3(R3) és
h € C?(R®). Ekkor a hdromdimenzids hullimegyenletre vonatkozo klasszikus

Cauchy-feladatnak egyértelmiien létezik u € C? (@) megolddsa, méghozzd

1 ft =]z —¢£[,§)
Ul = 47T/BW> B

10 (1 1
—— | - d — hdo.
+ 47 6t (t /S(J;,t) g J) + 47t A(w,t) 7

A (10.15) képletet szokds Kirchhoff-formuldnak nevezni.

(10.15)

10.13. Megjegyzés. Valojaban a kétdimenzids eset visszavezethet§ a harom-
dimenzios esetre (lasd a Feladatot), az egydimenzios pedig a kétdimen-
ziosra (lasd a[10.5] Feladatot). S6t, altaliban az (n + 1)-dimenziés Cauchy-
feladat megoldasanak ismeretében az m-dimenziés feladat megoldasat meg
tudjuk hatarozni, ezt szokés a leszdllds modszerének is nevezni.

A D’Alembert-, a és a Kirchhoff-formula alapjan adodik a kévetkezd
nyilvanvalo allitas.

10.14. Koévetkezmény (Huygens-elv). Egy, két és hdrom dimenzidban a
hiperbolikus egyenlet megolddsdnak értéke egy (to, x°) pontban csak az f fiigg-
vénynek a (to, x°) pont karakterisztikus kipjdra valo megszoritdsdtol, valamint
a g és h fiigguények B(z ty) gémbre vald megszoritdsdtol fiigg. Ez azt jelen-
ti, hogy egy =* pontbeli kezdeti g(x*) zavard hatds az x°-ban csak |x* — 2|
idd elteltével észlelhetd, a hulldm terjedési sebessége egységnyi. S6t, az n =
= 3 esetben a (to,x°) pontbeli érték, g-nek és h-nak csak a B(z° ty) gomb
feliiletére vett megszoritdsdtol fiigg, a belsejében felvett értékektdl nem. Mds
szoval x* pontbeli kezdeti g(x*) (vagy h(z*)) zavard hatds csak a {(t,z) : t >
> 0, |z — 2| =t} kup feliletén befolydsolja az u megolddst, a kip belsejében
nem, azonban két dimenzidban a zavard hatds a kup belsejében is jelentke-
zik. A zavard hatds tehdt hdrom dimenzidban egy hulldmfront mentén terjed
végig, annak elhaladtdval vjra nyugalmi dllapot kévetkezik be. Azonban két di-
menzicban az elilséd hulldmfront elhaladta utdn is jelentkezik a zavard hatds,
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dgynevezett hullamdiffazio megy végbe. A kétdimenzids eset tetszdleges pdros
dimenzidban, a hdromdimenzids pedig tetszdleges paratlan dimenzidban igaz:
pdratlan dimenzidban a zavard hatds egy hulldmfront mentén halad végig,
utdna nyugalmi helyzet dll vissza, pdros dimenzidban viszont a hulldmfront
elhaladdsa utdn jelentkezik a zavaré hatds, hullamdiffizio megy végbe. Ez az
tgynevezett Huygens-elv. (Szemléletesen: egy ldmpdt egy pillanatra felgyijtva
barmely tavolsagban egy pillanatra latjuk a fényt, azonban a vizbe dobott kd dl-
tal keltett kér hullaimfront belseje nem keril nyugalmi dllapotba a hulldmfront
elhaladdsa utdn.)

10.15. Térténeti megjegyzés. A Kirchhoff-formula Gustav Robert Kirchhoff
(1824-1887) német fizikus nevét viseli, aki egy 1882-es cikkében vizsgalta a
rezgl lemezek elméletét.

A Megjegyzésben emlitett leszallas modszerének elnevezése
Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) francia matematikustol szarmazik,
[37] konyvének elss, 1923-as kiadasabol (amelybdl a Cauchy-feladat elnevezés
is szarmazik, lasd a Megjegyzést). Ahogy Hadamard megjegyzi, gyerekes
dolog egy olyan gyermekien egyszerd Otletre elnevezést bevezetni, amelyet
rdadasul mar az elmélet kialakulasatol kezdve mindenki hasznalt, de az egy-
szertibb hivatkozas érdekében mégis hasznos. Az otlet csupan annyi: aki a
tobbet meg tudja oldani, az a kevesebbet is.

Christiaan Huygens (1629-1695) holland fizikus 1690-ban a fényrsl szolo
koényvében irta le, hogy a fény terjedési hullamfrontja egy késébbi idépont-
ban a hullamfrontbol kiindulé hatasok (méasodlagos hullamok) burkoléjaként
all elg. Kés6bb Augustin-Jean Fresnel francia fizikus ezt kiegészitette azzal,
hogy egy adott pontbeli masodlagos hullamok amplitidéjanak szuperpozici-
Ojaént all el6. A Huygens-elv elnevezést Huygens eredményének tiszteletére
Hadamard vezette be a fentiekben emlitett konyvében. Hadamard felvetet-
te a kérdést, hogy vajon melyek azok a masodrendii egyenletek, amelyekre
teljesiil a Huygens-elv, ez a probléma még ma sem teljesen megoldott. Ké-
s6bb Peter David Lax (1926-) és Richard Courant (1888-1972) vezette be a
gyenge Huygens-elvet, amely szerint egy pontbeli szingularitas csak a kezdeti
értékeknek a pont karakterisztikus kupjaba esé szingularitasaitol fiiggjon. A
gyenge Huygens-elv minden hiperbolikus egyenletre teljesiil.

10.3. Feladatok

10.1. Tegyiik fel, hogy az F € 2'(R") disztribtciora supp F C R, tovabba
h: R — R fiiggvény, amelyre h(z,) = exp(kz,), ahol k > 0 adott.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy u € 2'(R™) disztribucio kielégiti a

n—1
Otu — Z Oju —k*u = F, suppu C R (10.16)
j=1
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10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

altalanositott Cauchy-feladatot, akkor a v := u x h disztribuci6 kielégiti

v — Zajv =F X h, suppv C R (10.17)
j=1

altalanositott Cauchy-feladatot.

Igazoljuk a [10.1] Feladat megforditasat! Pontosabban, ha v a
feladat megoldésa, akkor a l~1(x0, ooy ) = h(x,) fliggvény segitségével
értelmezett v/h € 2'(R™H1) disztribicio nem fiigg az n-edik valtozotol
(lasd a Feladatot). Ekkor az

u(p) = v(p X po)

Osszefiiggéssel értelmezett u € 2/(R™) disztribucio kielégiti a (10.16))
feladatot, ha o € Z(R) olyan, amelyre [, oo = 1.

Bizonyitsuk be, hogy a hiperbolikus egyenletre vonatkozo altalanositott
Cauchy-feladat megoldasa folytonosan fiigg az F € 2'(R"*!) disztri-
biiciotol a kivetkezs értelemben. Ha F; € 2'(R"+Y), supp F; C R,
2'(R™H . .
amelyekre F; L) F (a gyenge konvergencia szerint), akkor a meg-
@/ Rn+1
felels altalanositott Cauchy-feladatok u; megoldasara u; % u,

ahol u az F-hez tartoz6 Cauchy-feladat megoldésa.

Vezessiik le a (10.14) képletet a Kirchhoff-formulabol ugy, hogy a két-
dimenzi6és Cauchy-feladatot hdromdimenziés feladatnak tekintjiikk az
f, g, h fiiggvények alabbi kiterjesztésével:

ft,2) = f(t,z), §t. &) :=g(t,x), h(t,z):=ht2z), (10.18)
ahol & = (x,23) = (21, 72,23) € R3.

Vezessiik le a D’ Alembert-formulat a (10.14)) képletbdl agy, hogy az egy-
dimenzi6s Cauchy-feladatot kétdimenzios feladatnak tekintjiik az f, g, h
fliggvények alabbi kiterjesztésével:

ft,2) = f(t,z), §t,z):=g(t,x), h(t,z):=h(tz), (10.19)



11. fejezet

Allandé egyiitthatoja
linearis parabolikus
egyenletekre vonatkozo

altalanositott
Cauchy-feladatok

A gyakorlati alkalmazdsok akkor bukkannak fel, amikor nem
keressiik azokat. Az egész emberiség fejlédése ezen az elven nyug-
szik.

Jacques Salomon Hadamard(1865-1963)

A fejezet tartalma. Ertelmezziik az allando egyiitthatoja linearis
parabolikus egyenletekre vonatkozé altalanositott Cauchy-feladatok fo-
galmat és igazoljuk a megoldasok létezését. Az altalanositott megolda-
sokbdl a klasszikus megoldasokra kovetkeztetiink.

Az elézd fejezet mintdjara az alabbiakban a parabolikus egyenletekre vo-
natkozo6 klasszikus kezdetiérték-feladatok fogalmat szeretnénk kiterjeszteni a
disztribuciok korére, és az igy definialt altalanositott Cauchy-feladatok segit-
ségével kovetkeztetlink a klasszikus feladat megoldasaira.
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11.1. Az altalanositott Cauchy-feladat

El6szor emlékeztetiink a klasszikus Cauchy-feladat fogalmara. A [6] fejezet-
ben foglaltak szerint az allandé egyiitthatos méasodrendd linearis parcialis
differencialegyenletek kanonikus alakja parabolikus esetben a kovetkezs:

Ou— Au = f, (11.1)

ahol a keresett u fliggvény nulladik valtozojat t-vel jeloljik, a A operator
pedig csak az els6t6l az n-edik valtozora vonatkozik. Olyan u megoldast ke-
resiink, amely a nulladik (azaz t) valtozoban egyszer, a tobbi valtozoban
pedig kétszer folytonosan differencialhaté. Ennek érdekében bevezetjik a
CL2(RYT) teret:

CH2RYM) = {u: RTT = R: Qu € C(RYT), 0u € C(RYT), 4,5 # 0},

A fenti fliggvénytér segitségével mar definidlhatjuk a klasszikus Cauchy-feladat
fogalmat.

11.1. Definicié. A (|11.1) differencialegyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-
feladat megolddsdn olyan u € 01’2(Ri+1) fiiggvényt értiink, amely (klasszi-

kus értelemben) kielégiti a 1’ egyenletet, tovabba u € C (R’fﬁl), valamint
teljesiil az u(0,x) = g(x) (x € R™) kezdeti feltétel, ahol g: R® — R adott
fliggvény.

A hiperbolikus esethez hasonloan az altalanositott Cauchy-feladat értelme-
zéséhez elGszor az u és f fiiggvényeket kiterjesztjiik az egész R™ ! térre (nul-
laként definialva R’ffl—on kiviil), majd megvizsgaljuk, hogy a 1) milyen
egyenletre vezet disztribicio értelemben.

- u(t,x), hat>0,z€R",
aft,z) = { 0,( ) hat <0,z € R"; (11.2)
= t,z), hat>0,z € R",
ft2) = { g( ) hat <0,z € R". (11.3)

Nyilvan @ € L} (R"*'), hiszen u € C(R™). Annak érdekében, hogy T
16l beszélhessiink, fel kell tenniink, hogy f € L! (]R:L_H), amelyhez példaul

loc

elegendg, ha f € C (R’ffl). Ekkor a Allitas mintajara kapjuk a kovetkezd
allitast.

11.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy az u figgvény kielégiti a parabolikus egyenletre

vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatot, tovdbbd a (11.2) alapjin értelmezett
[ figguényre f € Li (R""1) teljesiil. Ekkor a (11.3) hozzdrendeléssel értel-

mezett u fligguényre

Ty — ATy =T;+0xT, R -ben. (11.4)
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Bizonyitds. A bizonyitas a Allitas bizonyitasahoz hasonlé modon tor-
ténik. O

Vegyiik észre, hogy a (11.4) egyenlet jobb oldalan &ll6 disztribuciora a
Példa és a Allitas alapjan

supp (T + 0 x Ty;) C R
Ennek alapjan természetesen adodik a kévetkezd definicio.

11.3. Definicié. Legyen F' € 2'(R"*!) adott, amelyre supp F' C R’j_“. A
parabolikus egyenletre vonatkozo6 dltaldnositott Cauchy-feladat megoldasan
olyan v € 2'(R"*1) disztribiciot értiink, amelyre

ov—Av=F R"'H—ben7

és suppv C erfl. A fenti egyenletet a parabolikus egyenletre vonatkozo
dltalanositott Cauchy-feladatnak nevezziik.

A Allitasbol nyilvanvaloan adodik a kovetkezs allitas.

11.4. Allitas. Ha u kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot, tovabbd a (11.3)
hozzdrendeléssel értelmezett f figguényre f € Li (R™™Y), akkor a v := Ty

(ahol 4 a osszefiiggéssel definidlt) disztribicid megolddsa az dltaldno-
sitott Cauchy-feladatnak az F := T+ 0 x Ty jobb oldallal.

Az altalanositott Cauchy-feladat megoldéasara alkalmazhatjuk a Tételt,
vagyis az alapmegoldés és a konvolicié miiveletének segitségével elGallitha-
tok a megoldasok. Emlékeztetiink a parabolikus alapmegoldasra, amelyet
a[0.112] Példaban targyaltunk részletesen:

1 2
———— -exp(—|x|?/4t), hat >0,z € R",
E(t,x) := (2 /ﬂ-t)n p(—|z[*/4t)
0, hat <0,z € R".

(11.5)

Vegyiik észre, hogy az FE fliggvénynek csak bizonyos lassan névé fiiggvények-
kel vett konvolucioja létezik (nevezetesen olyanokkal, amelyeknek az e~ lel®
fiiggvénnyel vett szorzata integralhaté R™-en), igy a hullamegyenlet eseté-
vel ellentétben a parabolikus alapmegoldas nem feltétleniil konvolvalhato
barmely mas disztribicioval. Célunk egy olyan disztribucidosztaly keresése,
amelynek elemei E-vel konvolvalhatok. Ehhez vezessiik be a kovetkez§ .4
fliggvényteret.

11.5. Definicié. Jeldlje .# azon f: R"! — R mérhets fiiggvények Osszes-
ségét, amelyekre f(t,z) = 0, ha ¢ < 0, tovibbad minden T > 0 esetén
f|(07T)><Rn S LOO((O7T) X Rn)
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11.6. Allitas. Ha f € .4, akkor E x f fiigguény értelemben létezik, és E *
xfed.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy f € 4 esetén f € Ll _(R"!), masrészt

loc

a Allitas c) része alapjan E € LL (R"T1). A konvolicié definicidja sze-

loc

rint, felhasznalva, hogy t < 0 esetén f(t,x) = 0, azt kapjuk, hogy

(B f)(t,z) = E(r,&) f(t — 7,0 —§)drd§ <

Rn+1

S/t E(T,&)|f(t — 1,2 — &) dEdr < (11.6)
0 R”

t
< ||f||L°°((0,t)an)-/ / E(1,&)drdg,
o Jr»
ahol a Allitas b) részébol kovetkezen minden 7 > 0 esetén
E(r,&)drd¢ =1,
R™

tovabba t < 0 esetén E(t, x) = 0, kovetkezésképpen

[(E* f)(t )| <t fllLee(0,0)xrn)-

A fenti becslés jobb oldala nyilvan lokalisan integralhaté R™+1-en, s6t minden
T > 0 esetén E * floryxrr € L>((0,T) x R™), tehat E * f fiiggvény érte-
lemben létezik, és mivel ¢ < 0 esetén (F x f)(t,z) =0, ezért Ex f € 4. O

Mivel az E * f konvoluci6 fliggvény értelemben vald létezése magéban hor-
dozza az E = f € Li (R""!) feltételt, ezért tekinthetjiik az ./ fiiggvényosz-
talybeli fliggvényekhez tartozo regularis disztribuciok derivaltjaibol képzett
linearis kombinaciok Osszességét.

11.7. Definici6. Jelslje .# az
F= )" a,0"Ty, (11.7)
la|<m

alakban el6allo disztribuciok osztalyat, ahol a, € R, f, € # és m € N
tetszGlegesek.

11.8. Alliyés. Ha F € M, akkor E x F disztribucio értelemben létezik, és
ExFe /.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F € M ,azaz I a li egyenletnek megfelels
alaku. A Allitas folytan f, € 4 esetén E x f, fiiggvény értelemben
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letezik és E = f € .4 . Ekkor a Allitasbol kovetkezsen T x Ty, = Tr.y, -
A Allitas folytan 0%(Tg * Ty,) = Tg * 0T}, ezért

ExF=Tg* » aa0°Ty, = Y a0 (Te*Ty,)= Y 0a0°Tp.y,,

la|<m || <m lee|<m
és mivel Ex fo € M, ezért Ex f e M. O

Most mar az .# téren kimondhatjuk az altalanositott Cauchy-feladat megol-
dasanak létezésérdl és egyértelmisegérdl szolo tételt, amely analog a[10.5] Té-
tellel.

11.9. Tétel. Legyen F' € M . Ekkor a parabolikus egyenletre vonatkozd dltald-
nositott Cauchy-feladatnak egyértelmien létezik v € .M megolddsa, mégpedig
v=FExF, ahol E a (11.5) alapmegoldds.

Bizonyitds. Mivel F' € ,//Z, ezért a Allitas alapjan E x F létezik és E *
xF € . Az alapmegoldasokrol szolo Tételbdl kovetkezGen a v := ExF
disztribaciéra ;v — Av = F az R™"! térben. Végiil a[0.93] Allitas folytan
suppv C supp E +supp F' C RT’l + R = R

Az egyértelmiiség ugyancsak a[9.98 Tételbdl kovetkezik, hiszen a

3tv—Av:F

egyenletnek legfeljebb egy olyan v € 2'(R"*!) megoldasa létezhet, amelyre
vxE értelmes, azonban a[11.8] Allitas szerint v € .# esetén v« E értelmes. [

11.10. K6vetkezmény. A parabolikus egyenletre vonatkozo klasszikus Cau-
chy-feladatnak legfeljebb egy olyan u megolddsa létezhet, amelyre minden T >
> 0 esetén teljesiil, hogy ul,ryxrr € L=((0,T) x R™).

11.11. Megjegyzés. Ha a megoldas x-beli névekedésére semmilyen névekedési
feltétel nincs elGirva, akkor eléfordulhat, hogy a Cauchy-feladat megoldasa
nem egyértelm, lasd bévebben a[IT.13] Megjegyzést.

11.2. A klasszikus Cauchy-feladat

Az altalanositott Cauchy-feladatra az elgzGekben nyert eredményeinket sze-
retnénk alkalmazni a klasszikus feladat megoldasaira. A Allitas szerint
a klasszikus Cauchy-feladatnak az F' = T; + § x T, jobb oldala &ltalano-
sitott feladat felel meg (ahol fésaa (11.2) és (11.3) hozzarendeléssel van
definialva). Ahhoz, hogy az altalanositott feladatra vonatkozo Tételt



250 11. ALTALANOSfTOTT CAUCHY-FELADATOK PARABOLIKUS EGYENLETEKRE

alkalmazhassuk, F € .4 sziikséges. Ehhez elegendd, ha Tje M Es 6 x T, €
€ M. Az el6bbi teljesiil, ha f € .4, az utobbihoz pedig elég, ha g € L>(R"™).
Valoban, a Példa, a Allitas és a Kovetkezmény alapjan

O x Ty =Ty x Ty = 0Ty x Ty) = 0:Trg, (11.8)

ahol H a Heaviside-fiiggvény. Mivel H x g € ., s6t H x g € L>°(R"H!),
ezért § x T, e M.

Az elbbi feltételek esetén tehat F' = T; + 0 xTy € M, gy v=FExF =
=ExT;+ Ex (6 x Ty). A klasszikus Cauchy-feladat megoldhatosaga azon
milik, hogy F x Tf~ és E x (6 x Ty) regularis disztribuciok, amelyeknek meg-
felels lokalisan integralhato fliggvények Osszege (megfelels simasagi feltételek
mellett) kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot.

11.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy g € L>=(R™")NC(R"), f € CH2(RH), tovdb-
bd 09 f € L>([0,T] x R™) minden T > 0, és 2k + |a| <2 (k > 0) esetén.
Ekkor a parabolikus egyenletre vonatkozé Cauchy-feladatnak egyértelmien lé-
tezik olyan megolddsa, amely minden [0,T] x R™ (T > 0) sdvban korldtos,
mégpedig

u(t,z) = /0 tm /]R f(rgexp (fgpﬂj) d¢ dr+

T W%) [ s@ex (—'x;f'Q) dé.

Bizonyitds. Az egyértelmiiséget a [IT.10] Kovetkezmény biztositja. A létezés
bizonyitasanak otlete a kovetkezs: f € .# és g € L>°(R") esetén az altalano-
sitott Cauchy-feladat F' = T+ 0 x Ty € A jobb oldalhoz tartozé megoldasa
a fiiggvényhez tartozo regularis disztribicio (lasd a Felada-
tokat). A tételben szerepld simaséigi feltételek mellett ez a lokalisan integ-
ralhato fiiggvény kielégiti a klasszikus Cauchy-feladatot, lasd a[I1.3] Felada-
tot. Megjegyezziik, hogy a g fliggvény folytonossagara csak a kezdeti felté-
tel teljesiiléséhez van sziikség. Konnyen lathato, hogy g € L°(R"™) esetén
a formula masodik tagja végtelen sokszor differencialhato Riﬂ—on, ez
a hévezetési egyenlet (vagyis az f = 0 jobb oldalu egyenlet) simité hatésa:
akarmilyen korlatos kezdeti érték esetén a megoldas barmely ¢ > 0 iddpilla-
natban végtelen sokszor differencialhato. Egyszerten igazolhato, hogy ha g
folytonos egy xg € R™ pontban, akkor a parabolikus egyenlet u megoldaséara

Hms ) (0,20) w(t, 2) = g(z0). O

(11.9)

11.13. Megjegyzés. A (11.9) formulabol kovetkezik (amelyet mar az alap-
megoldas kapcsan a[9.1141 Megjegyzésben is emlitettiink), hogy a hévezetési
egyenlet végtelen sebességi héterjedést ir le. Valoban, ha f = 0 (azaz nincs
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se héforras, se honyels), és a kezdeti homérsekletet meghatéarozo g fliggvény
nemnegativ, és egy kompakt halmazon kiviil 0, akkor tetszéleges t > 0 id&-
pontban barmely z € R™ helyen u(t, z) > 0, hiszen nemnegativ, nem m.m. 0
fliggvény integralja pozitiv. Bar a kezdeti h6mérséklet 0 volt egy halmazon
kiviil, barmely késébbi idépillanatban mar barmely pontban pozitiv lesz a
hémérséklet.

Igazolhato, hogy a klasszikus Cauchy-feladat megoldasa nemcsak az . fiigg-
vényosztalyon egyértelmii, hanem egy b&vebb osztalyon is. Jeldlje .#, az

olyan w: RT‘l — R fliggvények 6sszességét, amelyekre barmely T' > 0 szam-
hoz 1éteznek cr, ar konstansok tugy, hogy

lu(t,z)| < erexp(ar|z]”), ha0 <t < T,z € R".

Ekkor a klasszikus Cauchy-feladat megoldéasa egyértelmi az .o fliggvény-
osztalyon (lasd a [20] konyvet), de tetszéleges o > 2 esetén az ., fiige-
vényosztalyon mar nem egyértelmt, s6t végtelen sok megoldas létezik. Ezzel
kapcsolatban Tyihonov példajat emlitjiik végtelen sok megoldas konstrua-
lasara a[8.3.5 szakaszban. A végtelen sok megoldés ellenére David Widder
(1898-1990) eredménye szerint legfeljebb egy nemnegativ megoldés létezhet,
amely a fizikai alkalmazasok szempontjabol ésszerti, példaul ha u az abszoluat
h&mérsékletet jelenti.
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11.3. Feladatok

11.1. Legyen g € L>°(R™). Mutassuk meg, hogy ekkor § x g € .4, és

(0 x g)*x H=0,E = (H x g)].

11.2. Legyen g € L°°(R™). Bizonyitsuk be, hogy minden rogzitett z € R"
esetén a t — [E x (H x g)](t,z) fiiggvény folytonosan differencialhato
az R\ {0} halmazon, és ¢ > 0 esetén

Ot (B2 (1 x g))(t) = | B, gl — €)de =
RTL

= (2\/;7)7; / 9(&) exp (— = 152) de.

11.3. Igazoljuk, hogy a Tételben szerepld feltételek mellett a for-
muldval értelmezett u fiiggvényre u € CL2(RYT)NORT™), u(0,2) =
= g(z) (x € R™), tovabba u kielégiti a parabolikus egyenletre vonatkozo
klasszikus Cauchy-feladatot.

11.4. Legyen f € .4, g € L™ (R™). Ekkor a Tétel bizonyitasiban fog-
laltak szerint a parabolikus egyenletre vonatkoz6 altalanositott Cauchy-
feladat F' = f -+ x g jobb oldalhoz tartoz6 megoldésa T, ahol u a
formulaval értelmezett fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy az altalanositott
Cauchy-feladat megoldasa folytonosan fiigg az f, g fliggvényektdl a ko-
vetkezd értelemben:

lut, )| < llgllLee@ny + el fllLee(0,)xrny (£ 20,2 €R™).
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Szoboljev-terek
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12. fejezet

Szoboljev-terek

Matematikus vagyok. A matematika kitéltétte az életemet.
Laurent-Moise Schwartz (1915-2002)

A fejezet tartalma. Bevezetjilk a H'(R") teret, majd megvizsgél-
juk néhany alaptulajdonsagat. Ezt kovetGen korlatos 2 tartoményon
értelmezzitk a H'(Q) teret, és foglalkozunk a H'(Q)-beli fiiggvények
H'(R™)-beliként valo kiterjeszthetségénck, valamint a H' (Q)-beli fiigg-
vények peremre valé nyoméanak (megszoritasanak) kérdésével. Igazoljuk
tovabba a H*(Q) tér L?(Q) térbe valé kompakt beagyazasat. Ezutan
a Hg(Q) és H?*(Q) tereket targyaljuk, végiil roviden kitériink a H'(Q)
és H$(Q) terek dualisaira.
Az itt bevezetésre keriils specialis Hilbert-terek kiilonosen alkalmasak a par-
cialis differencialegyenletek tanulmanyozasahoz, ezt részletesen a[I3] és[I4] fe-
jezetekben fogjuk targyalni. E|
A kévetkezSkben a Lebesgue-integral és a C§°(2) fiiggvényosztaly néhany
tulajdonsagara fogunk tamaszkodni, bévebben lasd a [2| és[3] fejezeteket. A
teljesség kedvéért az alabbi tételt kimondjuk.

12.1. Tétel. Legyen U egy RN -beli nem iires nyilt halmaz. Ekkor
(a) L%(U) szepardbilis Hilbert-tér az

(u,v) 2 :z/uvdx
U

skaldaris szorzatra nézve.
(b) C§°(U) stird linedris altere L?(U)-nak.

1 Onéletrajzi kényvének kezdémondatai, lasd [77].
2 Sobolev 1935, 1936.
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12.1. A HY(RY) tér

12.2. Definicié. v € H'(RY), hau € L?(R") és ha léteznek olyan gy, ..., gy €
€ L*(RV) fiiggvények, hogy

/ uBiapdx:—/ gipdx
RN RN

minden ¢ € C°(RY), i =1,...,N esetén, (12.1)
ahol 9;p a ¢ fiiggvény i-edik parcialis derivaltjat jeléliﬂ

12.3. Példa. Ha u € Cg°(RY), akkor u € H'(RY) a g; := Qju, i =1,...,N
vélasztassal.

12.4. Megjegyzések.

e A g, fiiggvények minden u € H'(RY)-ra egyértelmtien meg vannak
hatarozva. Ha ugyanis egy h; fiiggvény a g;-éhez hasonl6 tulajdonsa-
gokkal rendelkezik, akkor alapjan [on (hi — gi)p dz = 0 minden
¢ tesztfiiggvényre, vagyis h; — g; ortogonalis C5°(R™)-re L2(R™)-ben.
Minthogy C§°(RY) stirtt L?(RY)-ben, innen h; — g; = 0 m.m. adodik.

e Hasonloan adodik (L?(U)-ban okoskodva), hogy hau € H*(RY) eltiinik
valamely U C RY nyilt halmazon, akkor g; = 0 m.m. U-ban minden
i-Te.

A példa és az els6 megjegyzés alapjan természetes a kovetkezd

12.5. Definicié. Barmely u € H'(RY) fiiggvény elsé parcialis derivaltjait
az O;u = g; képlettel, gradiensét pedig a

gradu = Vu := (O1u,...,0nu) € (Lz(RN))N

képlettel értelmezziik.

12.6. Tétel.
(a) HY(RY) szepardbilis Hilbert-tér az

N
(u,v)gr == / uv + Z(@iu)(ﬁw) dx = / wv + Vu - Vodz
RN RN

i=1

skaldaris szorzatra nézve.
(b) C§°(RN) stirt linedris altere H' (RN )-nek.

? jeldlés is.

Ly

3 Hasznalatos a
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Bizonyitds.
(a) A definiciobol kévetkezik, hogy H'(RY) az L?(RY) tér linearis altere, és
hogy a

Tu = (u,u,...,0Nu)
linedris leképezés izometria H(RY) és az R(T) képtér kozott. Elegends meg-
mutatnunk, hogy az utébbi zdrt linearis altere az (LQ(RN ))Nle szeparéabilis
Hilbert-térnek, mert egy szeparabilis Hilbert-tér minden zart linearis altere
is szeparabilis Hilbert-tér.
Tekintsiink tehat egy olyan (u,) C H*(RY) sorozatot, amelyre

N+1
-ben,

Tun — (u7gla"'7gN> (LQ(RN))
vagyis

Up —> Uy, O1Up —> G1,---, ONUp — N LQ(]RN)—ben.

Elvégezve az n — oo hataratmenetet, az L?(RY)-beli skalaris szorzat folyto-
nossiganak felhasznalasaval az

/ unaigpdx:—/ Oiupp dx goECgo(RN),i:L...,N
RN RN

egyenlségekben a (|12.1) Osszefiiggést kapjuk. Ez definicié szerint mutatja,
hogy u € H'(RN) és O;u = g;, i =1,..., N, tehat (u,g1,...,g9n5) € R(T).

(b) Ezt a részt itt nem bizonyitjuk. O
12.7. Megjegyzések.

e Jegyezziik meg, hogy u,, pontosan akkor konvergal u-hoz H'(2)-ban,
ha u, — u és O1u, — O1u,. .., ONu, — Onu L2()-ban.

e Jegyezziik meg azt is, hogy (u, ) pontosan akkor Cauchy-sorozat H1!(£2)-
ban, ha (d1uy,), - .., (Onu,) mind Cauchy-sorozatok L?(2)-ban.

Igazoljuk a Lagrange-féle kozépértéktétel alabbi valtozatat:

12.8. Allitas (PoincaréfWirtinger—egyenlc’itlensé. Legyen C C RY egy a
oldalhosszisdgi N-dimenzids kocka és u € H*(RYN). Akkor

Na? 1
/u2dx§a/|Vu|2dx+N‘/ udzx
c 2 Je a e

4 Blaschke 1916.

2
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Bizonyitds. Eltolassal és forgatassal feltehets, hogy C = [0,a]Y. Legyen els-
szor u € C°(RY). Ha z,y € C, akkor

T T
U(J?)—’U,(y): 81U(217y27-~-7yN)d31+/ 82U<331,Z2a93a--->yN) d22++
Y1 on Y2
+ Onu(z1, T2, ..., oN—1,2N) dzny <
YN

a a
S ‘alu(zlayQP'vyN)‘le_'_/ |82U(131a327y37-~-ayN)|d32+"""
0 0
a
+/ |Onu(z1,22,. .., oN—1,2N)| dzN,
0

ahonnanP]
u(@)? +u(y)® = 2u(z)uly) = [u(z) —u(y)|* <
a 2
SN(/ |81u(zl7y2aay]\7)|dzl) + -+
0
a 2
+N</ |Onu(z1,22,. .., TN-1,2N)| dZN) <
0
SN(I/ ‘alu(zlay27"'ay1\/)|2dzl+"'+
0
+ Na/ |Onu(zy, o,y ..., yn—1, 2n)|* d2n.
0
Integralva a C' x C halmazon a kivant egyenlséget kapjuk:
QaN/ u?dr < NaN”/ |Vu|? da + 2’/ u(z) dx
c c c
Az altalanos eset strtiségi meggondolassal ad(’)dikﬂ Az igazoland6 egyenlGt-
lenség ugyanis f(u) < g(u) alakd, ahol f,g: H'(RY) — R folytonos leképe-

zések. Minthogy az egyenléség fennall a H1(RY) tér stirti C5°(RY) részhal-
mazéan, a folytonossag miatt az egész H'(R™) téren is érvényes. O

2

12.9. Kévetkezmény. Legyen u € H'(RY). Ha Vu = 0 m.m. egy dsszefiig-
g6, nyilt U C RN halmazon, akkor u konstans U-ban.

5 El6szor felhasznaljuk az elemi
(a1+ - +an)? < N(af +--- +ajy)

egyenlStlenséget (amely az (a1,...,an),(1,...,1) € RN vektorokra alkalmazott
Cauchy—-Schwarz-egyenlétlenségbdl adodik), majd alkalmazzuk a Cauchy—Schwarz-
egyenl6tlenséget mindegyik integralra.

6 A tovabbiakban az ilyen tipust meggondolasokat nem fogjuk részletezni.
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Bizonyitds. U 0Osszefliggfsége miatt elég megmutatnunk, hogy w konstans
barmely x € U valamely kérnyezetében. Valasszunk kornyezetiil egy a oldal-
hosszusagiu N-dimenzids C' kockat, akkor
/ udx
c

1
/ 'LL2 dx S -~
C a

/Cl-uda:22 (/Cldx>(/cudx)

alakban is irhaté. Ez a forditott Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség, ami csak
akkor all fenn, ha az 1 és u fliggvények egymas szamszorosai. O

2

)

ami az

12.10. Allitas. Tekintsiink egy korlatos F C HY(RY) fiiggvénycsalddot. Ha
valamennyi u € F fligguény m.m. eltinik valamely kézos K C RN kompakt
halmazon kiviil, akkor F prekompakt L*(RY)-ben.

Bizonyitds. Tetszélegesen adott € > 0-hoz olyan
F=FU...UF,

véges particiot kell talalnunk, ahol valamennyi F; halmaz L?(RY)-beli atmé-

r6je legfeljebb e:
1/2
</ |u—v|2d:£> <e
RN

minden u,v € Fj-re és i =1,..., m-re.
Rogzitsiink egy olyan ¢ konstanst, hogy u”HlﬁN) < ¢ minden u € F-re.

Rogzitsiink ezek utan egy elég kis a > 0 szamot|’| és fedjik be K-t az el6z6
allitasbeli C kocka véges sok C1q,...,C, eltoltjaval tgy, hogy semelyik két
eltolt kockanak ne legyen kozos bels6 pontja. Akkor minden uw,v € F-re
érvényes a kovetkezd becslés:

lu—v|?dz = /|u—v|2dx§
Na? "/ 1
< — |Vu — Vo|? do 4+ — /ufvdx
Na? 9 1<
T/RNWusﬂ deraN;/Cjde/c-vdx

/ud:z:—/ vdr
c; c;

1
2 2 E:
S2NC(1 +G7N
j=1 i

2

2
<

2

7 A pontos valasztast e fiiggvényében késébb adjuk meg.
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Itt felhasznaltuk az elemi
\Vu — Vol? < 2|Vul? 4 2|Vu|?

egyenlGtlenséget. Bevezetve a

Tu = </Clu(x)dx,...,/cnu(x)dm)

képlettel értelmezett T : H'(RY) — R™ linearis leképezést, az egyenlétlenség
atirhato a kovetkez§ alakba:

1
lu—v?dx < 2Nc*a® + — |Tu — Tv|?. (12.2)
RN aN

A T leképezés folytonos, mert a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség alapjan

Tul = / 1 ude
o

j=1

—a [ wtde<a¥ [ VAP do =¥ ulfy e
RN RN

2 n

SZ(/CjIde>-</Cju2da:>:

j=1

minden u € H'(RY)-re. A korlatos F C H'(RY) halmaz folytonos, T'(F)
képe korlatos R™-ben, de akkor prekompakt is R™-ben, mert R™ véges di-
menzios. Taldlhato tehat egy olyan F = Fq U ... U F, véges particio, hogy

|Tu — Tv|2 < N2a™*2 minden u,v € Fyre ési=1,...,m-re.
Innen (12.2) alapjan kapjuk, hogy

/ |u — v|2 dz < 3Nc?a® minden u,v € Fy-re ési=1,...,m-re.
]RN

Az allitas innen adodik, ha a bizonyitas elején a := ¢/v/3Nc¢ értéket valaszt-
juk. O

12.2. A H(Q) terek

A tovabbiakban Q-val mindig egy R¥-beli nem fires, korldtos nyilt halmazt
jeloliink, I'-val pedig ennek a hatarat. Az egyszertiség kedvéértﬁ azt is fel-
tessziik, hogy Q) C'°°-beli a kivetkez§ értelemben:

8 Ezek a geometriai feltevések enyhithetdek: lasd példaul Raviart-Thomas [69] kény-
vét.
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12.11. Definicioé. Az Q halmaz C'°°-beli, ha minden a € T" ponthoz létezik
a-nak egy olyan U C R¥ nyilt kérnyezete és egy olyan h : B — U diffeo-
morﬁzmusﬂ aB:= {ac eRN : |z| < 1} nyilt egységgdémb és U kozott, hogy
minden z = (z1,...,2y) € B pontra

N <0 <= h(z)eQ;
zy=0 <= h(z)eTl.

Geometriailag I' lokalisan egy C'°°-beli fiiggvény grafja, és 2 a hatara egy
oldalan helyezkedik el[T]

12.12. Definici6é. Azt mondjuk, hogy v € H'(Q), ha u € L*(Q) és ha
léteznek olyan gi,...,gn € L?(Q) fiiggvények, hogy

/u@l«pdx:—/gigodx
Q Q

minden ¢ € C§°() ési=1,..., N esetén.

12.13. Példa. Jelsljiik C°°(Q)-tal a C§° @N)—beli fliggvények Q-ra vett le-
sztkitéseinek a halmazét Ha u € C*(Q), akkor u € H'(Q) a g; = d;u,
i=1,..., N valasztassal.

Vilagos, hogy H'(Q) az L?(Q) tér linearis altere. Minthogy C§°(2) stird
L?(2)-ban, a g; fiiggvények egyértelmiien meg vannak hatarozva. Jogos tehat
tetszoleges u € H'() fiiggvény elsé parcidlis derivaltjait és gradiensét a
O;u = g; és

grad u = Vu := (O1u, ..., 0nu)

képletekkel definidlni.

12.14. Tétel.
(a) HY(2) szepardbilis Hilbert-tér az

N
(u,0) () = / uv + Z(@iu)(ﬁiv) dz
Q P

skaldris szorzatra nézve.

(b) C>=(Q) stri linedris altér H(2)-ban.

9 Vagyis olyan C*°-beli h : B — U bijekci6, amelynek az inverze is C*°-beli.

10 Nem teljesiil példaul az utébbi feltétel, ha Q egy R2-beli nyilt kérlapbol adodik egy
sugara elvételével (,bevagas”).

1 Megmutathato, hogy C*(Q) azon u : Q — R fliggvényekbdsl all, amelyek végtelen
sokszor differenciadlhatbak, és minden parcialis derivaltjuk egyenletesen folytonos.
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Bizonyitds.

(a) Megismételhets a[12.6] Tétel (a) részének a bizonyitésa.

(b) A Tétel (b) részébsl kovetkezik az alabbi [12.15] Allitas alkalmaza-
saval. O

A definiciokbol kévetkezik, hogy ha u € HY(RY), akkor u|g € H'(Q) a g; =
= diulq, (i =1,..., N) valasztassal. A kovetkezs eredmény szerint u € H* ()
minden eleme megkaphato ily m6don.

12.15. Allitas (Lions, Magenesfstampacchia. Tekintsiik Q egy kompakt
K kornyezetét. |E| Létezik egy olyan

P:HY(Q) — HY(RY)
folytonos linedris leképezés, hogy
Pu=u Q-nés Pu=0 RY\ K-n
minden u € H'(Q)-ra.

Bizonyitds. (A tikrozés és levagas modszere.) Csak az egydimenzios Q =
= (0,1) esettel foglalkozunk. Valasszunk egy olyan n € C§°(R) fiiggvényt,
amelyre n = 1 [0,1]-ben, és n = 0 K-n kiviil. Terjessziink ki minden u €
€ HY(Q) fiiggvényt egy 2-periodikus, paros u : R — R fiiggvénnyé. Akkor a
Pu := nu képlet ilyen linearis leképezést definial. O

12.16. Tétel (Rellich[F). A H'(Q) C L*(Q) bedgyazds kompakt.

Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy barmely H!(Q)-beli korlatos B hal-
maz prekompakt az L%(£) metrikajara nézve. Ehhez elég észrevenniink, hogy
a P(B) C H'(RY) halmaz teljesiti a a[12.10} Allitas feltételeit. O

Alkalmazésként altalanositjuk a Poincaré-Wirtinger egyenlGtlenséget altala-
nosabb tartoméanyokra:

12.17. Allitas (Poincaré—Wirtinger . Ha Q) dsszefiliggd, akkor van olyan
¢(Q) konstans, hogy
2)

/uzdxgc(ﬂ) (/ Vuzdx+’/udx
Q Q o

minden u € H'(Q)-ra.

12 Lions 1957, Magenes—Stampacchia 1958.

13 Ez azt jelenti, hogy RN \ K és Q tavolsaga > 0.
14-1930.

15 Poincaré 1890, 1894, Wirtinger.
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Bizonyitds. Ha az allitas nem igaz, akkor taldlhatoé olyan (u,) C H () so-
rozat, hogy [[unl[2(q) = 1 minden n-re, és

/|Vun\2da:+ /un(x)daﬁ
Q Q

Ekkor [lun||f1(q) — 1. Speciélisan (u,) korlétos H(Q)-ban, és igy Rellich

2
— 0.

tétele szerint van L?(Q)-ban konvergens u,,, — u részsorozata.

Minthogy Vu,, — 0 L2(2)¥-ben, (u,,) Cauchy-sorozat H'(Q)-ban, és igy
Up, — v HY(Q)-ban valamely alkalmas v € H*(Q) fiiggvényre. Akkor u,, —
v L%(Q)-ben is, tehat v = u az L?(Q)-beli hatarérték egyértelmiisége miatt.
Az eddigiek alapjan tehat

e uc HY(Q),

e Vu =0 m.m. 2-ban,
o [qudr=0,

¢ ||U||L2(Q) =1L

Alkalmazva a Kovetkezményt [[%] az elss ket feltételbdl kovetkezik, hogy
u konstans. A harmadik feltétel szerint ez a konstans nulla, ez viszont ellent-
mond a negyedik feltételnek. O

A tovabbiakban v(z) = (v1(z),...,vn(z))-vel jeldljik az € T' pontban
az 2-bol kifelé mutaté normalis egységvektort. Emlékeztetiink a Newton—
Leibniz-formula aldbbi altalanositasara:

12.18. Allitas (Gauss-Osztrogradszkij . Ha f € C>(Q), akkor

/8jfdx:/fude, j=1,...,N.
Q r

12.19. Megjegyzés. Az egydimenzios esetben ez ekvivalens a Newton—Leibniz-
formuléval. Az N-dimenzios eset innen szukcessziv integracioval adodik. |§|

12.20. Tétel (Nyomtétellf[). Létezik eqy egyértelmien meghatdrozott olyan
v HY Q) — L*(I)

16 Ehhez el6szor kiterjesztjiik u-t egy HY (RN )-beli fiiggvénnyé.

17 Gauss 1813, 1840, Osztrogradszkij 1828, 1834.

18 A részletek és a magasabb dimenzits eset targyalasa is megtalalhato példaul a [1Z]
21| kényvekben.

19 Sobolev 1950. A folytonossagnal erésebb Hu||i2(r) < C) lull 2y llull g1 () becs-
lést is igazoljuk majd.
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folytonos linedris leképezés, hogy
~yu = ulp

minden u € C*(Q)-ra.
Tovdbbd ]

/ (Oju)v + u(0jv) de = /(fyu)(fyv)z/j ar, j=1,...,N
Q r
minden u,v € H*(Q)-ra.

12.21. Megjegyzés. A jelolés egyszertisitése végett altalaban u-t irunk yu he-
lyett.

Bizonyitds. Az Q-ra tett feltevések miatt van olyan C*°-beli h = (hy,...,hn):
: RN — RV vektormezs, hogy h - v > 1 T-n["| Alkalmazva a Gauss-Osztro-
gradszkij-tételt a hju? fliiggvényekre a kovetkezd azonosségot kapjuklﬂ:

/quFS/(h~u)u2dF:
r r
N
:Z/hju%j dr =
j=1"T

N
= Z/ 9;(hju?) dx =
j=1"9
N
= Z/ hjaj(UQ) + (8jhj)u2 dr =
j=1"%

N
= Z/ 2(h;0uyu + (9shy)u® du =
j=1"9

:/Qu(Qh-Vu) dx+/(divh)u2 dx.

Q

20 Green 1828.

21 Ha példaul Q egy a kbzépponti, r sugari gémb, akkor a h(z) := ¢ fiiggvényre
még a h-v = 1 egyenl8ség is teljesiil. Altalanosabban, ha Q konvex, vagy legalabb
csillagszerd valamely a pontjara nézve (azaz ha ta + (1 —t)z € A minden = € A és
0 <t < 1 esetén), akkor a h(z) := (z — a)/r vilasztas megfelel, ahol r > 0 olyan
kicsi, hogy Br(a) C Q. Az altalanos esetben a vektormezd egységosztas segitségével
konstrualhato.

2 A divh:= YN, 0;h; jeldlést hasznaljuk.
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Bevezetve (az L™ (Q)-beli norméakkal) az

My :=2|h|,, M =|divh|, é M :=/MZ+ M?

szdmokat, innen

2 2
[ullzemy < Mo [[Vully [[ully + M lull; <

2 2
< /M3 + 222\ Vu)2 +
= M |lull g1 (o) lull L2 0) <
2
< M |ullg gy -

|u||2 =

Minthogy C*°(9Q) stird H'(Q)-ban, az u + u|r linearis leképezés folytonosan
kiterjeszthet6 egy egyértelmtien meghatarozott folytonos linearis
v HY(Q) — L3(T') leképezéssé.

Az igazoland6 azonossag u,v € C(Q)-re az el6z6 allitasbol adodik az f =
= uv valasztassal. Az altalanos eset siirtiségi és folytonossagi meggondoléssal
kovetkezik, felhasznélva a nyom leképezés folytonossagat is. O

12.3. A H}(Q) tér

12.22. Definicié. Jeldljiik H}(Q)-val a v : H(2) — L?(T') nyom leképezés
magjat:
Hy(Q):={ue H'(Q) : u=0 I-m}.
12.23. Példa. Vilagos, hogy C, (Q) C HA(9).
12.24. Tétel.

(a) HY(Q) szepardbilis Hilbert-tér a H' ()-bol érikilt skaldris szorzatra néz-
ve.

(b) C§°(Q) st linedris altér HZ (2)-ban.

Bizonyitds.

(a) HY(Q) zdrt linearis altere lévén, Hi () rendelkezik a kivant tulajdonsa-
gokkal.

(b) Bizonyitas nélkiil elfogadjuk. O

12.25. Allitas (Poincaré-egyenl6tlenség . Létezik olyan c(QY) konstans,
hogy
[ull L2 () < () [IVull 2 (q)

23 Poincaré 1890.
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minden u € H}(Q)-ra.
Kovetkezésképpen a

[l sy () = [IVull L2 ()
képlet a H(2)-bél érikilttel ekvivalens euklideszi normdt definidl Hg (2)-n.

12.26. Megjegyzés. Emlékeztetiink ra, hogy 2 a feltevésiink szerint korldtos.
Példaul © = RY esetén nem &llna fenn hasonlé egyenlétlenség.

Bizonyitds. Elegendd igazolnunk az egyenlétlenséget u € C§°(€2)-ra. Vezes-
siink be egy Q-t tartalmazo C' kockat a

b<zi<b+a, i=1,...,N

egyenlGségekkel. Az u fliggvényeket nullaként kiterjesztve 2-n kiviilre felte-
hets, hogy u € C5°(RY). Minden = € Q-ra

2
u(x):/ u(z1,za,...,xN) d21.
b

A Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenséget hasznalva innen

T1

lu(z)]? < (21 — b)/b |O1u(z1, 29, ..., xn) [P dzy <

b+a
Sa/ Oru(zr, 2, . NP da
b

adodik, ebbdl pedig szukcessziv integracidval az

/ u(z)|® dz < a2/ |01u(z)|? do < a2/ Vu(z)|? da
Q Q Q

egyenlGséget kapjuk: a keresett egyenlStlenség teljesiil a ¢(2) = a konstanssal.
Az allitds masodik része az alabbi egyenl6tlenségekbsl kovetkezik :

2 2 2 2 2
IVallzz) < lullz ) = lullzz@) + IVullzzo) < (1 +a?) [[Valzzg - O

12.4. A H*(Q) tér

12.27. Definicié. Azt mondjuk, hogy u € H?(2), ha u € H*(Q) és Qju €
€ H'(Q2) minden i = 1,..., N-te.

A kényelem kedvéért a kordbbiakhoz hasonléan vezessiik be az

a=(ay,...,ay) € NV
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multi-indexeket, amelyeknek a komponensei nemnegativ egészek. A kompo-
nensek Osszegét o rendjének nevezziik és |a|-val jeloljiik. Az a rendd parcialis
derivaltat a

0%u = 07" ... 0"

képlettel értelmezziik.

12.28. Tétel.
(a) H%(2) szepardbilis Hilbert-tér az

(w,v) g2y = Y, (0%u,07V) 120

la|<2

skaldris szorzatra nézve.
(b) C>(Q) stirt linedris altere H*(2)-nak.

Bizonyitds. A Tétel bizonyitasa adaptalhato. O

Vilagos, hogy a

N
Awy = div grad u = Z@fu € L*(Q)

i=1

képlet egy folytonos linearis A : H?(Q) — L%(Q) leképezést definidl. Ezt
Laplace-operdtornak hivjuk@
Ertelmezhets minden u € H?(Q) fiiggvény normdlis derivdltja is a

N
Oyu = Z vy (0;u)
i=1

képlet segitségével@

A nyomtételbdl kévetkezik, hogy az u — 0,u leképezés folytonos és linea-
ris H2(Q2)-bsl L?(T)-ba. Ervényes tovabba a kovetkezd parcialis integralasi
formula:

12.29. Allitas (Green . Hau € H*(Q) ésve HY(Q), akkor

/Q[(AU)U + Vu - Vo]dr = /(&,u)v dr.

T

24 Laplace 1782, 1787.
25 Sima, fiiggvényekre ez visszaadja a klasszikus fogalmat.
26 Green 1828.
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Bizonyitds. Alkalmazva a [12.20] Tételbeli azonossagot u helyett 0;u-ra, az

/ (afu)v + (0ju)(0;v) dx = /(8ju)vuj dr
Q r

egyenlGségeket kapjuk minden j = 1,..., N-re. A keresett Osszefiiggés ezeket
Osszeadva és Au, Vu, 0,u definiciojat felhasznalva adodik. O

12.5. A H(Q) és H () dualis terek

Ha ¢ : L?(Q2) — R folytonos linearis funkcional, akkor ennek a H'(Q)-ra vett
ol : H' () = R lesziikitése H'(Q) normajara nézve is folytonos, mert

lp(w)| < llell - lull L2y < llell - lull g1 (o
minden u € H'(2)-ra, tigyhogy

||<P|H1(Q)|| < lell

minden ¢ € L?(Q)-ra.

Kovetkezésképpen az ip:= ¢|y1(q) képlet egy folytonos lineéris 4: L2(Q) —
H(Q)' leképezést definial.

Ez a lineéris leképezés injektiv. Ha ugyanis i@ = 0, vagyis ha ¢ = 0
H(Q)-n, akkor ¢ = 0 L?(Q)-n is, mert a ¢ fiiggvény folytonos, és H(Q)
stird L?(Q)-ban. (A stirtség az C°(Q) C H'(Q) C L?*() algebrai inkluziok-
bol és C§°(2)-nak az L?(Q)-beli stirtiségébél adodik. )

A fentiek alapjan azonosithatjuk o-t ig-vel, és L2(Q)'-t a H'(Q)" dualis tér
linearis alterének tekinthetjiik.

Emlékeztetiink arra is, hogy a Riesz—Fréchet-tétel szerint azonosithatjuk az
L2(Q) és L2(Q2) tereket is, ha azonositunk minden f € L?(Q) fiiggvényt a

(TH(u) := /Q fudz, ue L*(Q)

képlettel értelmezett Tf € L2(Q2) folytonos linearis funkcionallal.
A két azonositast kombinalva a

HY Q) c L*(Q) = L*(Q) c H'(Q

inkluziokat kapjuk.
Ha az el6z6 gondolatmenetben a H'(Q) és H(2)’ tereket a HZ(2) és HE (Q)’
terekkel helyettesithetjiik, akkor a szokéasos

HY(Q) := H}(Q)
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jeloléssel™] élve a
H}(Q) c L*(Q) = L*(Q) c H Q)

inkliziokhoz jutunk.

12.30. Torténeti megjegyzés. A disztribucidelméletrsl szolo fejezet bevezets-
jében emlitettiik, hogy az altalanositott derivalt fogalméat és az arra épiils, a
fentiekben ismertetett tereket Szergej Lvovics Szoboljev vezette be az 1935-
36-o0s években. A torténeti hiiséghez hozzatarozik, hogy 6t megel6zGen mér
az 1900-as évek elejétsl kezdddGen sok helyen felbukkant az altalanositott
derivalt és a hozza kapcsolodo fogalmak gondolata, az alabbiakban réviden
vazoljuk a kialakulds menetét.

A derivalt altalanositasdnak f6 motivacioja a Dirichlet-elv (lasd a sza-
kaszt) matematikai vizsgalata volt. Ebben fontos szerepet t6ltott be az akko-
ri olasz matematikai analizis iskola: Beppo Levi (1875-1961), Guido Fubini
(1879-1943) és Leonida Tonelli (1885-1946). Kiilondsen a tobbvaltozos ab-
szolut folytonos fiiggvényekkel kapcsolatos munkaik kiemelkeddek, ezek koziil
tobb a késébbi altalanos eredmények specialis esete. Az abszolut folytonossag
fogalma egy dimenzioban Giuseppe Vitalitol (1875-1932) szarmazik, amely-
r6l ismert, hogy ekvivalens a m.m. differencidlhatosiggal és a derivalt integ-
ralhatosidgaval. Az egydimenzios WP (a,b) Szoboljev-terek pont az abszoltt
folytonos fiiggvények terei lesznek.

Az olasz iskola mellett a gottingeni (késébb Amerikéba kivandorolt) Richard
Courant (1888-1972), David Hilbert (1862-1943), és az ugyancsak Amerika-
ba kivandorolt Kurt Otto Friedrichs (1901-1982) is fontos szerepet jatszot-
tak a funkcionalanalizis, kivaltképp a variaciés modszerek parciélis differen-
cidlegyenletek elméletében valé alkalmazasdban. Ezenkiviil meg kell emlite-
niink Franz Rellich (1906-1955) nevét, aki az els6 kompakt beagyazasi tételt
bizonyitotta 1930-ban, lasd a Tételt (természetesen akkor még nem
Szoboljev-terekkel megfogalmazva).

Beppo Levi eredményeit tovabbfejlesztve jelentds 1épést tett meg a Szoboljev-
terek iranyaban Otton Marcin Nikodym (1887-1974) lengyel matematikus,
akinek nevét 6rzi a kozismert a Radon-Nikodym-derivaltrél szolo tétel. Ni-
kodym tugynevezett Beppo Levi-féle fliggvényeket vizsgalt, amelyek valojaban
a késsbbi H'(Q) tereknek feleltek meg.

Az altalanositott megoldas fogalmat Szoboljevet megel6zéen mér Jean Le-
ray (1906-1998) francia matematikus a Navier—Stokes-egyenletek kapcsan
értelmezte, a kvazimegoldés elnevezést hasznalva, és a megoldasok terének
a késébbi H'(Q) teret valasztva.

Végiil az amerikai iskolat kell megemliteniink: Griffith Conrad Evans (1887—
1973) és Charles Bradfield Morrey (1908-1984), akik Szoboljevtdl fiiggetleniil

27 Schwartz 1952.
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bevezették a késébbi WHP(Q) teret, és vizsgaltak e térbeli fiiggvények tulaj-
donsagait.

A fentiek alapjan vilagos tehat, hogy az altalanositott derivalt, valamint az
erre épils terek fogalma nem koéthetd pusztan egyetlen személyhez, az va-
I6jaban egy sereg matematikus munkajanak koszonhetGen alakult ki mai
formajara. Ennek megfelelGen sokaig nem is Szoboljev nevével azonositot-
tak ezeket a tereket, hanem olasz és francia nyelvteriileten Beppo Levi-féle
fliggvényterekrsl beszéltek. Azonban Beppo Levi szaméra idGs koraban kis-
sé ellenszenvessé valt a ,modern” matematika, és nem szivesen latta a nevét
ilyen dolgokkal Osszefiiggésben. Ezért a térnek wj nevet kellett adni, a va-
lasztas Szoboljev nevére esett, aki nem ellenkezett, igy lett ma széles korben
elfogadott a Szoboljev-tér elnevezés.

Természetesen nemcsak az elnevezés, hanem a jelolés is sokaig valtozott, de
Szoboljev 1950-es monografidjaban (lasd [84]) mar szerepel a Wé jelolés. A
Szoboljev-terek kialakulasanak torténetét bGvebben lasd a [62] irasban.

12.6. Feladatok

12.1. Feladat. Az

u(z)? = / 2uu’ dt < ||u||§{1(R)

—0o0

azonossagbol kiindulva mutassuk meg, hogy
[ulloe < llull g1 ()
minden u € C§°(R)-re!

12.2. Feladat. Jeloljiik Cy(R)-rel a limy.u = 0 tulajdonsagn folytonos
u: R — R fiiggvények Banach-terét a ||u|| ., normaval!

Mutassuk meg, hogy H*(R) C Co(R). Pontosabban, minden v € H!(R)
ekvivalenciaosztaly tartalmaz pontosan egy Co(R)-beli @ elemet, és [ <
< C|lull 1 () valamilyen u-tol fiiggetlen C' > 0 konstanssal.

A tovabbiakban szisztematikusan a folytonos reprezentéanst tekintjiik, és u €
€ H(R) esetén @ helyett egyszertien u-t frunk.

12.3. Feladat. Igazoljuk a Newton—Leibniz-formulat minden u € H!(R)-re:
b
/ o' dt = u(b) —ula), —oo<a<b<oo.

12.4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha u € H'(R) és v/ = 0 m.m., akkor u = 0.
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12.5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha u,v € H(R), akkor uv € H'(R) és
(uwv) = u'v + uv'.
12.6. Feladat. Igazoljuk, hogy a H'(R) C L?(R) beagyazas nem kompakt!

12.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy az abs abszolutérték-fiigguény lesziiki-
tése (—1, 1)-re H'(—1, 1)-be tartozik!

A kovetkezd feladatokban legyen —oco < a < b < oo.
12.8. Feladat. Az

xr
w(@)? — uly)? = / 2udd dt < ull3psany s @<y <z<b
Yy
azonossagbol kiindulva mutassuk meg, hogy

2 2 1 2
1wl 7o ap) < Nl o) + o w72 a.0)

minden u € C*([a, b])-re!

12.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy H'(a,b) C C([a,b]). Pontosabban, min-
den u € H'(a,b) ekvivalenciaosztély tartalmaz pontosan egy C([a,b])-beli @
elemet. Vezessiik le ebbdl, hogy az sgn eldjelfiiggvény lesztikitése (—1, 1)-re
nem tartozik H'(—1, 1)-be!

Ezenttl minden v € H(a,b)-re @ helyett egyszertien u-t irunk.

12.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden u € H'(a, b) fiiggvény Holder-
folytonos az 1/2 egyiitthatoval; pontosabban

u(@) — u(y)] < ']l oy - |2 —yl'?

minden z,y € [a, b]-re.

12.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha 1/2 < p < 1, akkor az u(z) := zP
fiiggvény H*'(0,1)-beli, és nem Lipschitz-folytonos.

12.12. Feladat. Ha u € C'([a,b]), akkor u € H'(a,b), és a Szoboljev-érte-
lemben vett derivaltja megegyezik a klasszikus derivalttal.

A kovetkezd feladatban megmutatjuk, hogy altalanosabban, ha u € C([a, b))
szakaszonként folytonosan differencidlhato, akkor u € H'(a,b).

12.13. Feladat. Legyen u € C([a,b]), a = 29 < 21 < -+ < x, = b, &8
tegyiik fel, hogy az u; := ul[y, , »,) fliggvények H'([z;_1,2;])-hez tartoznak
alkalmas u; = g; fiiggvényekkel minden ¢ = 1,...,n-re. Mutassuk meg, hogy

u e H'(a,b), és v = uf mm. [z; 1, z]-ben, i =1,...,n.
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12.14. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

0, ha z <a—1;
u(a)(r—a+1), haa—1<z<a;

(Pu)(x) =< u(z), haa <z <b;
u)(b+1—2), hab<ax<b+1;
0, hab+1<ux

képlet folytonos linearis P : H'(a,b) — H'(R) kiterjesztési operatort definial.

12.15. Feladat. Ha a < ¢ < b, akkor a
(0, v) :=v(c)

képlettel értelmezett 6. Dirac-delta fiiggvény H~1(a,b)-beli, de nem L?(a, b)-
beli.

12.16. Feladat. Legyen 0 € Q és Q* := Q\ {0}. Tegyiik fel, hogy egy
u € CH(*) fiiggvény eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

o [ou®+ |Vul® d < oo (a klasszikus derivaltakkal),
o lim, o |z|V " u(z) = 0.
Akkor u € HY(2) és g; = Oju m.m., ahol dju a klasszikus derivaltakat jelSli.

12.17. Feladat. Mutassuk meg, hogy

a1 T

V2" = az]
]
minden z € RV \ {0} és o € R esetén!

A kovetkezd harom feladatban legyen Q = Br(0) egy 0 < R < 1 sugari gémb
R¥-ben, N > 2.

12.18. Feladat. Legyen N > 3,1 — & < o < 0, u(z) = |z|” & v(z) =
= sinu(z). Mutassuk meg, hogy

e uc HY(Q),deu ¢ L>®(Q) ésu ¢ C(Q);
e veE HY(Q) ésve L®(Q), de v & C(Q).

12.19. Feladat. Legyen N > 3, u(z) = In|In |z|| és v(z) = sinu(z). Mutas-
suk meg ugyanazokat a tulajdonsagokat, mint az el6z6 feladatban!
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12.20. Feladat. Legyen N = 2,0 < < 1/2, u(x) = |ln|x\|ﬁ és v(z) =
= sinu(z). Mutassuk meg ugyanazokat a tulajdonsagokat, mint az el6z6 két
feladatban.

12.21. Feladat. Igazoljuk a Poincaré-Wirtinger-egyenl6tlenség alabbi val-
tozatat: ha Q osszefiiggs, akkor van olyan ¢(£2) > 0 konstans, hogy

C(Q)/UZdIS/ |Vu|2dx+‘/udx
Q Q T

minden u € H'(Q)-ra.

2

12.22. Feladat. Igazoljuk a Poincaré-Wirtinger-egyenl6tlenség alabbi, pon-
tosabb formajat: ha u € H*(RY) és C = [0,a]", akkor

2 a? 2 1 ?
C|u| dxgm C|Vu| dw—i—a—N Cuda:







13. fejezet

Elliptikus problémak

A természet jot nevet az integrdlds nehézségein.
Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

A fejezet tartalma. Ertelmezziik elliptikus peremérték-feladatok gyen-
ge megoldésainak fogalmét Dirichlet- és Neumann-féle peremfeltételek
mellett, majd megvizsgaljuk a megoldasok létezését és egyértelmiiségét.

Az eddigiekhez hasonloéan ebben a fejezetben is feltessziik, hogy Q@ C RY nem
iires, korldtos, C*°-beli nyilt halmaz, és a hatarat I'-val jeloljiik.

13.1. Dirichlet-feladat 1

Tekintsiik a kovetkezd problémétﬂ:

13.1
u=0 I'-n. ( )

{—Au = f Q-ban,
Valamilyen ,ésszerti” fliggvényosztalyhoz tartozo, adott f : Q — R fliggvény-
hez keressiik a feladatnak valamilyen maésik ,ésszert” fiiggvényosztalyhoz tar-
tozo u : Q@ — R megoldasat.
Ehhez a feladathoz jutunk példaul az elektrosztatikiban, ha adva van egy
elektromosan vezetd feliilettel hatarolt € tartomanyban valamilyen f strt-
ségii toltéseloszlas, és meg kivanjuk hatarozni a toltések altal indukalt elekt-
romos tér u potencialjat.
Az el6z6 fejezet alapjan természetesnek tiinik a megoldast H?(§2)-ban keres-
ni:

1 Euler 1752, Laplace 1782 és 1787, Poisson 1813.

275
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13.1. Definici6é. Adott f € L?(Q2) esetén a ((13.1) feladat erds megolddsdn
olyan u € H?(Q) fiiggvényt értiink, amelyik eleget tesz a (13.1) probléma
els6 egyenletének -ban, a masodiknak pedig a nyomtétel értelmében I'-n.

A fizikai alkalmazéasokban azonban f nem mindig L?(Q)-beli. Abbodl a cél-
bol, hogy alkalmasabb megoldéasfogalomhoz jussunk, szorozzuk meg a
problama els6 egyenletét egy tetszéleges v € HE(Q)-beli fiiggvénnyel, és in-
tegraljunk parcialisan (2-ban. Felhasznélva, hogy v =0 I'-n, az

/fvdx:/(—Au)vdx:/Vu~Vvdx—/(8l,u)vdF:/Vu~Vvdw
Q Q Q r Q

varidcios egyenletet kapjuk, amelyet az
/ Vu-Vov dr = f(v) minden v € H(Q)-ra (13.2)
Q

alakban is frhatunk. Az utolsé egyenléségnek f € L?(Q) helyett f € H~1(Q)
esetén, és u € H?(Q) helyett u € H'(Q) esetén is értelme van. Figyelem-
be véve a peremfeltételt is, célszertinek latszik tehat a megoldas kovetkezd,
altalanosabb definicioja:

13.2. Definicié. Adott f € H1(2) esetén a (13.1)) feladat gyenge megoldd-
sdr] olyan u € H3(Q) fiiggvényt értiink, amely eleget tesz a (13.2)) Ssszefiig-
gésnek.

A kovetkezd eredmény szerint ez a definici6 elfogadhat6. Vezessiik be az ele-
gancia kedvéért H}(Q)-ban az ekvivalens

lull gy @) = IVull 2(q)
euklideszi normat Pl

13.3. Tétel. Tetszdlegesen adott f € H1(Q) esetén a feladatnak
pontosan egy u gyenge megolddsa van.

Tovdbbd az f — u leképezés izometrikus izomorfizmus H—1(Q) és HL(Q)
kozott.

Bizonyitds. Elegend6 alkalmaznunk a Riesz—Fréchet-tételt, hiszen a (13.2))
egyenlet pontosan azt fejezi ki, hogy u € H}(Q) reprezentalja f € H~1(Q)-
t. O

2 Courant-Friedrichs-Lewy 1928, Leray 1934, Sobolev 1937, Schwartz 1952. Emeljiik
ki, hogy minden erds megoldas gyenge megoldés is.

3 Lasd az[12.25] Allitast.
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13.4. Megjegyzések.

o A tétel alapjan a A : H2(Q2) — L?(Q) Laplace-operator H}(Q)-ra vett
lesziikitése kiterjeszthets egy HE(Q) — H () izometrikus izomorfiz-
mussa. Az utobbit szintén A-val szokés jeldlni.

e Igazolhato, hogy u pontosan akkor erds megoldas, ha f € L?(Q). A bi-
zonyités konnyt az egydimenzios esetben: lényegében H?(Q) definicio-
jabol kovetkezik, magasabb dimenzidéban viszont nehezebb (és felhasz-
nalja regularitését)ﬁ Ervényes alkalmas ¢ konstanssal az

||U||H2(Q) < C||f||L2(Q)

becslés is.

13.2. Dirichlet-feladat II

Tekintsiik most az altalanosabb

(13.3)

—Au=f Q-ban,
u=g I'n

feladatot, ahol f: 2 — R és g : I' — R adott fliggvények.

13.5. Definici6. Adott f € L*(Q2) és g € L*(T') esetén a feladat erds
megolddsdn olyan u € H?()-t értiink, amelyik eleget tesz a (??) probléma
elss egyenletének L?(2)-ban, a masodiknak pedig a nyomtétel értelmében
L?(T")-ban.

Keressiink ismét egy gyengébb megoldéasfogalmat. Ha u erés megoldas, akkor
a (13.3) probléma elss egyenletét egy tetszéleges v € H} (Q)-beli fiiggvénnyel
megszorozva, majd parcidlisan integralva ugyanahhoz az

/ Vu-Vv dr = f(v) minden v € H(Q)-ra (13.4)
Q

variacos egyenlethez jutunk, mint az eléz6 szakaszban.

13.6. Definici6. Adott f € H=1() esetén a (13.3) feladat gyenge megoldd-
sdn olyan u € H'(Q) fiiggvényt értiink, amely eleget tesz a (13.4)) egyenlet-
nek, és amelyre yu = g L?(I')-ban.

4 Schwarz 1870, Neumann 1870, Poincaré 1890, Hilbert 1899, Lebesgue 1912.



278 13. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Igazolhato, hogy a v : H'(Q) — L?(T') nyomleképezés nem szuperjektiv,
ezért vezessiik be a képterére a kovetkezs jelélésiﬂ:
HYPZ2T)={yu : ue H(Q)}.
A
9l 12y = inf {lull iy + we HNQ) 6 qu=g}
faktornormdra nézve ez egy normalt tér (s6t Hilbert-tér is).

13.7. Tétel. Tetszblegesen adott f € H-1(Q) és g € HY*(T') fiiggvényekre
a problémdnak pontosan egy u gyenge megolddsa van.

Tovdbbd az (f, g) — u képlettel definidlt H=(Q) x HY/?(T') — H(Q) linedris
leképezés folytonos.

A tétel masodik része szerint a megoldas folytonosan fiigg az adatoktol; ezt
Hadamard nyomén tgy szokas kifejezni, hogy a feladat korrekt kitdzést.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy olyan G € H'(Q) fiiggvényt, amelyre vG = g.
Bevezetve a z := u — G 1j ismeretlen fliggvényt, a feladatunk a kovetkezd
alakot 6lti: olyan z € H} (1) fiiggvényt keresiink, hogy

/Vz~Vvdx:f(v)—/VG~Vvdx
Q Q

minden v € H}(Q)-ra.
Minthogy a

() = f(v) - /Q VG- Vo dr

képlet folytonos linearis funkcionalt definial H}(Q)-n, a megoldas létezése és
egyértelmiisége a korabbiakhoz hasonl6an adodik a Riesz—Fréchet-tétel alkal-
mazasaval.
A bizonyitas a kovetkezd becslést is szolgaltatja:
[ull ) < Mzl @) + 1G]l 0) <
< c(lfl -1 + IVGllL2(qy) + Gl gy <
<(c+1)- (”fHH—l(Q) + ||G||H1(Q))'

Az utolso kifejezés infimumét képezve az 6sszes olyan G € H'(Q) fiiggvényre,
amelyre 7G = g, a Hadamard-tulajdonsagot igazold

[l 2y < (e +1) - (I1Fll 22y + N9l iz ry)
egyenlGtlenséget kapjuk. O

5 Az 1/2 kitevs hasznalatat a Szoboljev-terek alternativ, a Fourier-transzformalton
alapul6 definicioja magyarazza meg: lasd Lions—Magenes 1968-1970.
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13.8. Megjegyzés. Felhasznélva () regularitasat az is igazolhato, hogy u pon-
tosan akkor erds megoldas, ha

feL*Q) & ge HY*(D):={yu : uec H}(Q)}.

13.3. Neumann-feladat I

Tekintslik most az alabbi problémét:

(13.5)

—Au+u=f Q-ban,
o,u=nh T-n.

Az u tagot bizonyos technikai nehézségek elkeriilésére szerepeltetjiik az els
egyenletben: az u nélkiili egyenletet a kovetkez6 szakaszban tanulmanyozzuk
majd.

13.9. Definicié. Adott f € L%(Q) és h € L*(T') esetén a ((13.5) feladat erds

megolddsdn olyan u € H?()-t értiink, amelyik eleget tesz a (13.1]) probléma
els6 egyenletének 2-ban, a méasodiknak pedig I'-n.

Ha wu erSs megoldas, akkor a (13.5) probléma els6 egyenletét egy tetszoleges
v € HY(Q)-beli fiiggvénnyel megszorozva, majd parcidlisan integralva az

/va dx = /Q[(—Au)v +wv] de =
= /Q[Vu - Vo + uv] do — /F(auu)v dr =

:/[VU-V’U-I-’LLU] dx+/hvdI‘
Q r

egyenlGségeket kapjuk, vagyis
/[Vu-Vv—i—uv] dx = / fu dm—l—/ hvdl' minden v € H'(Q)-ra. (13.6)
Q Q r

Ez a szokésos modon a kovetkezs definicidhoz vezet:

13.10. Definicié. Adott f € L?(2) és h € L*(T) esetén a (13.5)) feladat
gyenge megolddsdn olyan u € H'(Q) fiiggvényt értiink, amely eleget tesz

a ([13.6]) osszefiiggésnek.

13.11. Megjegyzések.

e A 0,u = h peremfeltétel nem szerepel explicit médon a gyenge meg-
oldés definiciojaban. Valdjaban ott van elrejtve, hogy a Dirichlet-fel-
adatoktol eltérden a HJ (Q)-beliek helyett tetszéleges H!(Q)-beli teszt-
fliggvényeket szerepeltetiink a variacios egyenletben.
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e Vizsgalhatnank még altaldnosabb megoldasokat is tetszSleges f € H(Q)’
éshe (Hl/2 (F))/ adatokra, a 1) egyenlet jobb oldala helyére f(v)+
+ h(yv)-t irva.

13.12. Tétel. Tetszdleges f € L*(Q) és h € L*(T') esetén a problé-
mdnak pontosan egy u gyenge megolddsa van.

Az (f,h) — u képlettel definidlt L*(Q) x L*>(T') — HY(Q) linedris leképezés
folytonos.

Bizonyitds. Jeldljiik a (13.6) egyenlet jobb oldalat ¢ (v)-vel. Akkor ¢ € H(Q)’,

hiszen
lo(v)] < ‘/ fv dx /hv df‘ <
Q r
<

<Ml - 1ol ey + 1Al L2y - 0l 2y <
< (||f||L2(Q) + Il ||hHL2(F)) ’ HU”Hl(Q)

+

minden v € H(Q)-ra. A Riesz—Fréchet-tétel szerint létezik tehat pontosan
egy gyenge megoldas.
A [13.6] egyenletben v = u-t valasztva az

ooy = [ [V 0 da =
= lp(u)] <
< (||fHL2(Q) + - ||hHL2(F)) ) ”u”Hl(Q) )
egyenlGtlenséget, innen pedig a keresett
lull gy < WLz + I 110 L2y
becslést kapjuk. O

13.13. Megjegyzés. Bizonyithato, hogy u pontosan akkor erds megoldas, ha
feL*Q)éshe HYXT).

13.4. Neumann-feladat II
Vizsgéljuk most a kévetkezd feladatot:

{—Au = f Q-ban, 137)

O,u=h T-n.

A szokasos moédon kapjuk a kdvetkezs definiciot:
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13.14. Definici6é. Adott f € L?(Q) és h € L?(T) esetén a ((13.7) feladat
gyenge megolddsdn olyan u € H'(Q) fiiggvényt értiink, amely eleget tesz a
kovetkezo feltételnek:

/ Vu-Vv dr = / fode+ / hv dl' minden v € H'(Q)-ra. (13.8)
Q Q r

Két 4j nehézség is felmertil. El6szor is, ha u megoldas, akkor u—+c is megoldas
minden ¢ konstansra, tehat a megoldas sosem egyértelmd. Masrészt, ha u
megoldas, akkor a ([13.8]) Osszefiiggésbél a v = 1 valasztassal az adott f,h

fliggvényekre az
/fdx—i—/hdI‘:O (13.9)
Q r

kompatibilitdsi feltétel adodik (maga a megoldas itt nem szerepel). Ha ez a
feltétel nem teljesiil, akkor a feladatunknak nincs megoldasa.
A kovetkezd eredmény megvilagitja a helyzetet:

13.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy Q ()'sszefdggﬂ és legyen f € L?(Q), h €
€ L*(I).

(a) Ha a eqyenldség nem teljestil, akkor a feladatnak nincs meg-
olddsa.

(b) Ha a egyenldség teljestl, akkor a feladatnak végtelen sok
megolddsa van, amelyek egy tetszdleges additiv konstansban kilonboznek egy-
mdstol.

Bizonyitds. Az (a) pontot mar igazoltuk. Tegyiik fel ezentul, hogy (13.9)
teljesiil, és vezessiik be H'(£2)-ban a

V:{veHl(Q) : /deac:O}

lineéris alteret. Mint a folytonos linearis v — [, v dz funkcional magja,
V zart, és igy maga is Hilbert-tér a H*(Q2)-bol 6rokolt skalaris szorzatra.
Tovabbé a Poincaré—Wirtinger-egyenlétlenség (12.171 Allitas) alapjan az

(u,v) :/VU-VU dx
Q

képlet az eredetivel ekvivalens skalaris szorzatot értelmez V-ben. A tovabbi-
akban tekintsiik ezt a skalaris szorzatot.

6 E feltevés hianyaban © minden sszefiiggé komponenséhez tartozik egy kompatibi-
litasi feltétel. A részleteket az olvasora bizzuk.
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A Riesz—Fréchet-tételt alkalmazva létezik pontosan egy olyan ug € V fligg-
vény, hogy

/ Vug - Vv dz = / fvdx+ / hv dI' minden v € V-re. (13.10)
Q Q r

A kompatibilitasi feltétel mutatja, hogy minden v konstans
fiiggvényre is teljesiil. Minthogy minden v € H! () fiiggvény egyértelmiien
felirhato v = vg + ¢ alakbalﬂ ahol vg € V és ¢ € R, innen kovetkezik, hogy
ug gyenge megoldés.

Korabban mar lattuk, hogy ekkor az ug + ¢, ¢ € R fiiggvények is mindig
gyenge megoldasok.

Legyen végiil u egy tetszbleges gyenge megoldas, és irjuk u-t az u; + ¢ alakba,
ahol u; € V és ¢ € R. Akkor u; is gyenge megoldas, és igy eleget tesz a
Osszefiiggésnek. Az ug fliggvény egyértelmiisége miatt innen u; = ug, tehéat u
csak egy additiv konstansban kiilonbozik ug-tol. O

13.5. A Laplace-operator spektraltétele

Homogén Dirichlet-féle peremfeltétel esetén a Laplace-operator a szimmetri-
kus matrixokhoz hasonléan diagonalizalhatéﬂ Ez lehet6vé fogja tenni, hogy a
kovetkezo fejezetben targyalasra keriils végtelen dimenzios evolicios problé-
mékat egydimenzios kdzonséges differencidlegyenletek sorozatara redukaljuk.

13.16. Tétel.

(a) Létezik olyan L*(Q)-beli wy,ws, ... ortonormdlt bdzis és olyan, végtelen-
hez tarté A1, A2, ... pozitiv valds szdmsorozat, hogy minden egyes n-re w, €
€ H}(Q) és

/ Vw, - Vv dx = )\n/ wpv dxr  minden v € H&(Q)—m. (13.11)
Q Q

(b) A

n_
V|

sorozat H}(Q) ortonormdlt bizisa az

n=12...

(u, ) () = /QVu - Vo dx
skaldris szorzatra nézve.

7 Egyszeri szamoléssal lathato, hogy v — c € V <= ¢ = |Q| 7! [v dz, ahol |Q| az Q
halmaz térfogatat jeloli.
8 Schwarz 1885, Picard 1893, Poincaré 1894.
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13.17. Megjegyzések.

e Figyeljiik meg, hogy w, a (13.1)) Dirichlet-feladat megoldasa f = A\, wy,-
re:

—Aw, = 0-
{ Wy, = Ay Wy, ban, (13.12)

wy, =0 I'-n.
Azt mondjuk, hogy a A\, szamok —A (Dirichlet-peremfeltételhez tarto-
z0) sajatértékei, és a w, fliggvények a megfelel sajatfiiggvények.

e Megmutathato, hogy w, € C*(Q). A Green-formula alkalmazéaséval
ekkor a (|13.12) Gsszefiiggésbdl levezethetd, hogy

/(Awn + AMwp)v der =0 minden v € H(Q)-ra,
Q

és innen Aw, + A,w, = 0 m.m. Minthogy a bal oldal folytonos, az
egyenlGség mindeniitt teljesiil: w,, klasszikus értelemben is megoldasa

a (13.12) egyenl6ségnek.
e A legegyszertibb egydimenzios 2 = (0, 7) esetben w, (x) = \/2/7 sin nx

és A\, = n?
Bizonyitds.
(a) Tetszéleges f € L%(Q)-ra jeloljiik T f-fel a
—Au=f -ban,
u=20 I'n

Dirichlet-probléma gyenge megoldasét: T f-et tehat a Tf € Hi () és
/ V(Tf) Vv dr = / fvdr minden v € H}(Q)-ra (13.13)
Q Q

tulajdonsagok karakterizaljak.

A Tétel szerint T : L?(Q) — Hg () folytonos linearis, injektiv leképezés.
Minthogy Rellich tétele szerint a kanonikus i : H}(Q) — L?(Q) beagyazas
kompakt, i o T kompakt operator L?()-ban.

Az i o T operator szimmetrikus is, vagyis

((ioT)f,9)r2(0) = (f (i0oT)g)r2(0)
minden f, g € L?(Q)-re, hiszen a (13.13)) 6sszefiiggésbsl adodik, hogy

(f. (0 T)g) 2 = /Q f(Tg) dz = /Q V(TS) V(Tg) dz

9 A sajatfiiggvények elsjeltsl eltekintve egyértelmiiek.
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és
(GoT) . g)1e = [ 9T da = [ (Tq)-(TF) do.

Alkalmazva ioT-re az absztrakt spektraltételt (1asd [46]), létezik olyan L?(Q)-
beli wy,wa, ... ortonormélt bézis és olyan pq, pe, ... valoés szdmsorozat, hogy
tn — 0, és Tw,, = p,w, minden n-re.

Minthogy T injektiv, i, # 0 minden n-re. Ekkor a w,, = M%Twn egyenlGség-
bél kovetkezik, hogy w, € H}(Q) minden n-re.

Alkalmazva a Osszefiiggést f = v = wy,-nel az

un/ [Vw,|? dx:/V(unwn)-an dx:/ lwp|? dz =1
Q Q Q

egyenlSség adddik, és innen p, > 0 minden n-re.

Az eddigiek alapjan a A, := 1/p, szamok értelmezve vannak, pozitivak és
végtelenhez tartanak. Végiil alkalmazva a Osszefiiggést az f = A wy,
és T'f = w, szereposztéssal a tulajdonsag is adodik.

(b) A Hi(Q)-beli ortonormalitas a tulajdonsagbol adodik a v = wy,
valasztassal. A teljességhez jegyezziik meg, hogy ha v ortogonalis erre a soro-
zatra H}(Q2)-ban, akkor alapjan L?(Q)-ben is ortogonalis 14, hiszen
An # 0 minden n-re, és igy v = 0 az (a) pontbeli teljesség miatt. O

13.6. Feladatok

13.1. Feladat. Tekintsik a

{u" =f (a,b)-ben, (13.14)

u(a) =u(b) =0

Dirichlet-feladatot. Emlékeztetiink ra, hogy barmely f € H~'(a,b) esetén
létezik pontosan egy u € H'(a,b) megoldas. Mutassuk meg, hogy ha f €
€ L%(a,b), akkor u € H?(a,b).

13.2. Feladat. Adjunk explicit képletet (13.14) megoldasara f € C([a,b])

esetén!

13.3. Feladat. Adjunk explicit képletet (13.14) megoldasara, ha f = J.
valamely a < ¢ < b pontra!

13.4. Feladat. Oldjuk meg a kévetkezs problémat :

—u”"4+u=7f (a,b)-ben,
u'(a) =u(a) és wu(b)=0.
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13.5. Feladat. Oldjuk meg a kévetkezs problémat:

—u”"+u=f (a,b)-ben,
u(a) =u(b) és u'(a) =u/(b).

13.6. Feladat. Legyen adva p € C1([a,b]) és q,7 € C([a,b]), tovabb4 tegyiik
fel, hogy min p > 0. Oldjuk meg az alabbi feladatot alkalmas tovabbi p, g, r-re
vonatkozo feltételek mellett:

{—(pu’)/ +ru' +qu=f (a,b)-ben,






14. fejezet
Evoluciés problémak

Fourier nagyszerd matematikai kélteménye.

William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907)]

A fejezet tartalma. Ertelmezziik vegyes feladatok gyenge megolda-
sainak fogalmat, majd megvizsgaljuk a megoldasok tulajdonsagait.

Tovabbra is feltessziik, hogy © C RY nem iires, korldtos, C*°-beli nyilt hal-
maz, és a hatarat I'-val jeloljik.

Ebben a fejezetben olyan N +1 valtozos u(t, z) fliggvényeket fogunk vizsgélni,
ahol t € R az idét, x € RY pedig a térbeli poziciot jeléli. Az id6 szerinti
9u  2°u derivaltak helyett roviden u'-t és u’-t frunk, a nabla- és Laplace-
operatorokat pedig csak a térbeli viltozokra alkalmazzuk:

ot ot?

ou ou N 52y
=(=—,..., =— Au = —.
Vu (8961’ ’BxN>’ " — Ou?

Az id6- és térvaltozok eltérs szerepe miatt gyakran célszerd lesz (¢, x)-et
u(t)(z) formaban tekinteni, vagyis ugy képzelni, hogy minden egyes t-re u(t)
az x valtozé fiiggvénye.

1 Joseph Fourier A hévezetés analitikus elmélete cimti munkajara hivatkozva.

287
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14.1. Hévezetési egyenlet

Tekintsiik a kovetkezs feladatot B:

v —Au=0 (0,00) x Q-ban,

u=0 [0,00) x I'n, (14.1)

u(0) =v O-ban.
14.1. Megjegyzés. Az 5| fejezetben lattuk, hogy ha az N = 3 esetben u(t, z)
jeloli egy € haromdimeziés test  pontjanak a hémeérsékletét a ¢ idépont-
ban, tovabba a test hataran allandoan nulla fok a hémérséklet (példaul jég-
be van helyezve), és a t = 0 id6pontban a test pontjainak a hémérséklete

u(0,2) = v(x), akkor a (14.1) feladat megoldasa megadja a test pontjainak a
hémérsékletét barmely ¢t > 0 id6pontban.

Kezdjiik egy formalis okoskodassal. Alkalmazva a [I3.16] spektraltételt, rog-
zitsiink egy L?(2)-beli (w,,) ortonormalt bazist. Legyen u megoldasa a ((14.1))
feladatnak, és fejtsiik (w,,) szerinti Fourier-sorba a v és u(t) fiiggvényeket:

v = Zajwj, (14.2)
j=1

u(t) = iuj(t)wj, t>0.

Az u(0) = v kezdeti feltételbsl kovetkezik, hogy u;(0) = c; minden j-re. To-
vabba megszorozva a differencidlegyenletet wy-val, parcialisan integralva -n,
és felhasznalva az u = 0 peremfeltételt, a kovetkezs egyenlséghez jutunk:

0= /Q (W (8) — Au(t))wp da =

_ / o (Owy, + Vu(t) - Vg de =
Q

B i“ﬂ Q ( /Q Wik dl‘) +u;(t) ( | V-V da:) -

J
= u% t) + A (t).

Innen uy(t) = u(0)e Mt = ape™ !, és igy

u(t) = Zaje_)‘ftwj (14.3)
j=1

adodik. Kézenfekvs tehat a kovetkezd

2 Fourier 1807, 1822.
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14.2. Definicié. A (14.1) feladat u : [0,00) — L2(2) gyenge megoldasat
a (14.2)) és (14.3]) képletekkel értelmezziik.

14.3. Tétel.

(a) Tetszdlegesen adott v € L?(Q) esetén létezik pontosan egy u : [0,00) —
L?(Q2) megolddsa a (m) problémdnak. A megoldds folytonos.

(b) At [[u®)llp2(q) figgvény monoton fogys.

(c) u(t) € HE(Q) minden t > 0-ra.

Bizonyitds. Hangsulyozzuk, hogy a megoldas folytonossaga nem a klasszi-
kus értelemben a (¢,z) valtozokban értends, hanem mint [0,00) — L?(Q)
fliggvény.

(a) A megoldés unicitasa magabol a definiciobol kovetkezik. A létezéshez
megmutatjuk, hogy a sorok minden egyes ¢ > 0-ra konvergalnak vala-
milyen u(t) € L?(Q) fiiggvényhez. Ortogonalis sorokrol 1évén szo, elég meg-
mutatnunk, hogy a > |aje*>‘ft|2 numerikus sorok konvergéalnak. Minthogy
A; > 0 minden j-re és v € L?(2), a Parseval-egyenléség felhasznalasaval

o0 9 o0

N 2 2
D loge™ <Y oyl = [ullzag) < oo
j=1 j=1

minden ¢ > 0-ra.

A fenti becslés t-ben egyenletes. Minthogy a sor részletdsszegei nyil-
vanvaloan folytonosak t-ben, az egyenletes konvergencia miatt az u Osszeg-
fliggvény is folytonos.

(b) Minthogy A; > 0 minden j-re, 0 < s < ¢ esetén

2 2
()22 = ZI%I e 2“<Z\a3| e = Ju(s) |22

is teljestil.

(c) Elegendé megmutatnunk, hogy a (14.3)) sorok Hg (€2)-ban is konvergalnak
minden régzitett ¢ > O-ra. Mivel a w; figgvények a [13.16] Tétel (b) része
szerint H}(Q)-ban is ortogonalisak, elég megmutatnunk, hogy

> 2
E Haje*’\jtijHé(Q) < 00.
j=1
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Ez kozvetlen szamolassal adodik, felhasznalva, hogy az s — se™* fliggvénynek
[0, 00)-ben véges M fels korlatja valﬂs

oo oo
Z||a-e*)‘ftw-}|2 7Z|a,‘26*2%¢/\, <
j il ) = j i S
j=1 P
M & 2 M o
< 27; laj|” = % [0l 2y < oo N

14.4. Megjegyzések.

e A hovezetési feladat korrekt kitiizést, hiszen (b) miatt a v — wu
linearis leképezés folytonos L2(£2)-bol Cy ([0, 00); L2(£2))-ba, ahol
Cy([0,00); L2(£2)) jeldli az [0,00) — L2(£2) folytonos és korlatos fiige-
vények osztalyat.

e Hangstlyozzuk, hogy t > O-ra u(t) € H}(Q) akkor is teljesiil, ha u(0) =
=v & H}(Q). Ez a regularizdldsi effektus szorosan kapcsolodik a hove-
zetés idSbeli irreverzibilitdsdhoz.

e Megmutathato, hogy u(t) € C°°(Q) minden ¢ > 0-ra, s6t

u € C((0,00) x Q).

e Igazolhato a kovetkezs minimum-elv (lasd részletesen a szakaszt) :
ha v nem azonosan nulla, de v > 0 m.m. 2-ban, akkor u > 0 mindeniitt

(0,00) x Q—banﬂ

e Az el6z6 tulajdonsag azt is mutatja (lasd még a Megjegyzést is),
hogy a hévezetésnek ebben a modelljében végtelen a terjedési sebesség:
ha v = u(0) > 0 csak egy € egy kis részében tér is el nullatol, akkor
u(t) > 0 2 minden pontjaban, minden ¢ > O-ra.

14.2. HullaAmegyenlet

Tekintsiik most a kovetkezs feladatot [l:

u —Au=0 R x Q-ban,
u=0 R x I'-n, (14.4)
u(0)=v és u'(0)=z -ban.
3 Vegyiik észre, hogy ez egy folytonos fiiggvény, amely a végtelenben nullahoz tart. A
maximum M = 1/e egyébként az s = 1 pontban vétetik fel.

4 u helyett —u-t tekintve lathato, hogy érvényes az analég mazimum-elv is.
5 Taylor 1715, d’Alembert 1747, Euler 1750, D. Bernoulli 1753, Euler 1760.
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14.5. Példa. Az[f] fejezetben lattuk, hogy ha u(t, z) jeldli egy 2 alaphelyzetii
rezgé membran x pontjanak transzverzalis kitérését a t idSpontban, tovabbé
a membran hatéara rogzitve van, és ismeretes a ¢t = 0 id6pontban a membran
pontjainak a v(z) kitérése és z(x) pillanatnyi sebessége, akkor a feladat
megoldasa megadja a membran helyzetét barmely més idépontban is.

Kezdjiik ismét egy formalis szamolassal. A [[3.16] spektraltételt alkalmazva
régzitsiink megint egy L?(Q)-beli (w,,) ortonormalt bazist. Legyen u megol-
dasa a feladatnak, és fejtsiik (w,,) szerinti Fourier-sorba a v, z és u(t)
fliggvényeket :

o [e.¢]
v = Zajwj, z = Z,iju, (14.5)
j=1 j=1
és
u(t) =Y uj(tyw;, t>0.
j=1

Az u(0) = v és W' (0) = z kezdeti feltételekbol adodik, hogy u;(0) = «; és

u;(0) = B; minden j-re. Tovabba megszorozva a differencidlegyenletet wy-

val, parcidlisan integralva -n, és felhasznalva az u = 0 peremfeltételt, a
kovetkezs egyenlGséghez jutunk:

0= /Q(u”(t) — Au(t))wg do =

= / o (t)wy + Vu(t) - Vwy, do =
Q

_ f:u;/(t) (/Q wjwy, dx) + u; (t) (/Q Vw; - Vwg dx) -

A rovidség kedvéért py, := v/ Ap-t {rva innen

sin gt sin gt
ug(t) = ug(0) cos pgt + uj,(0) PEE — g cos put + B k2
Pk Pk
és végiil
o0 . t
u(t) = Z (aj cos it + B; SHLHJ ) wj. (14.6)
— j

j=1

A fenti okoskodas a kovetkezd definicidhoz vezet:
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14.6. Definicio. A (14.4) feladat megoldasat a ((14.5) és (14.6]) képletekkel

értelmezziik.

14.7. Tétel.

(a) Tetszélegesen adott v € HE(Q) és z € L?(Q) esetén létezik pontosan egy
u: R — L?(Q) megolddsa a feladatnak. A megoldds folytonosan
differencidlhato.

(b) u(t) € H(Q) minden t € R-re, és azu: R — H}(Q) fiigguény folyto-
nos.

(c) A megoldds energidja, amelyet az
1 2 7 2
B(t) = 5 (VD220 + W (0)2a), tER

képlettel értelmeziink, valdjaban nem fiigg t-t6l.

Bizonyitds. (a) és (b). A megoldas unicitasa a definiciobél kovetkezik. A léte-
zéshez és a folytonos differencialhatosaghoz elegendé megmutatnunk, hogy
a (14.6) sor és az annak tagonkénti derivalasaval kapott

Z (—ajp; sin pjt + B cos pit) wj (14.7)
j=1

sor t-ben egyenletesen konvergal L?(2)-ban. Ebbél ugyanis kévetkezik, hogy

a sorok u, w Osszegfiiggvényei folytonosak, és hogy u' = wﬁ

Ennél valamivel tobbet igazolunk: megmutatjuk, hogy a sor egyenle-

tesen konvergal H}(Q)-ban is. Ez igazolni fogja (b)-t is.

Ortogonélis sorokrol 1évén szo, elég megmutatnunk, hogy

oo
k=1

sin pgt

2
Nwll g ) < o0

2
Qg cos pgt + Bk ‘

és

o0
Z || — vk sin pugt + By, cos pt]| - ||wk||2L2(Q) < 0.
k=1

6 A bizonyitas a valos értéki fiiggvénysorok derivalasardl szol6 klasszikus tétel bizo-
nyitasanak egyszerd adaptécidja.
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Ez a kovetkezd szamolassal adodik, ahol a Parseval-egyenléséget alkalmazzuk,
majd felhasznaljuk, hogy

2 4 2
v e Hy(Q), zelL*9Q), lwillf2y =1 ¢ HwkHHé(Q) =pE =N

sin pgt

2
Nwell g @) +

2
ag, cos gt + By ‘

00
k=1

+ > = sin gt + B cos pit|® - |wll72 ) =
k=1

o0
= ek un cos it + B sin puit]|* + || —cupur sin gt + By, cos pt||* =
k=1

=) Melowl + 1B8ef* =

k=1
2 2
= vl @) + 121220 <

< 0.

(c) Elegendd észrevenniink, hogy az el6z6 szamolas elején allo kifejezés a

Parseval-egyenlGség, és , (14.7) szerint a
2 2
2B(t) = [u(®)|3 0y + 1/ () 220
kifejezéssel egyenls. O

14.8. Megjegyzések.

o Az energiamegmaradds torvénye azt is mutatja, hogy a (14.4) feladat
korrekt felallitasa a kovetkezs értelemben: a (v,z) — (u,u’) linearis
leképezés folytonos HE(Q) x L2(2)-bol Cy(R 5 HE () x L?(€2))-ba.

e Ha u(t,x) a hullamegyenlet megoldésa, akkor a
v(t,x) := u(—t,x)

képlet is megoldast szolgaltat (méas kezdeti adatokkal). Ebbdl az id§
szerinti reverzibilitdsbol kévetkezik, hogy a hullamegyenletben nincs a
hévezetési egyenlethez hasonlé regularitési effektus.

e Legyen w egy tetszdlegesen kis nyilt részhalmaza 2-nak, és vezessiik be
minden ¢ € R-re az

we = {z e : dist (z,w) < [t|}
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halmazt. Megmutathaté (lasd még a Kovetkezményt), hogy ha
két (kiilonbozs kezdeti adatpéarhoz tartozo) megoldasa megegye-
zik w-n kiviil a t = 0 id6pontban, akkor minden egyes ¢t € R id6pontban
megegyeznek wy-n kiviil. Szemléletesen a kezdeti adatok valtoztatasa
véges (itt egységnyi) sebességgel terjed.



15. fejezet

Utmutatasok, megoldasok

15.1. Megoldasok a [9] fejezet feladataihoz

Ha nem boldogulsz a kitidizott feladattal, prébalkozzdl eldszor
eqy rokon feladattal.

Polya Gyorgy (1887-1985)

Megoldas. Amint azt a Példaban lattuk, 7, , kompakt tartoja,
valamint 7, , = ho g, ahol h: R — R, amelyre

| exp(—1/t), hat>0,
ht) := { 0, ha t < 0,

tovabba g(x) = r? — |z — a|? (z € R™). Nyilvanvaléan g € C®(R"), h €
€ C>®(RT) és h € C>*(R™), igy elég belatni, hogy h minden derivaltja foly-
tonosan kiterjed a 0O-ra, mert ekkor a kompoziciofiiggvényre 7, , € C5°(R™).
Ehhez megmutatjuk, hogy h\9)(t) = e~'/*P;(1), ahol P; polinom. Az ssze-
fliggés j = O-ra nyilvanvald, és ha j-re teljesiil, akkor r > 0 esetén

/ —1/t _p(L
(o () -5 ()

-1 1 1 1
1/t 1/t
¢ /152(Pj<t>+Pj{<t)>_e /Pj1<t>'

A Klasszikus analizisb6l jol ismert z*/a® Z=°% 0 (a > 1) hatarértéket fel-

hasznalva h9) (r) 120, 0, igy h) € C(R{) minden j = 0,1,... esetén, tehat

h € C=(RY).

295
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Megoldas. Mivel Q nyilt, ezért van olyan 0 < r < 1 szam, amelyre
B(a,r) C Q. Legyen a = (a1,as9,...,a,), @« = (a1,Q9,...,qy) és tekintsik
a(x) =p-(x; —a)*(z2 —az2)® - ... (x, — ap)*" fliggvényt, ahol a p
paraméter értékét késébb hatarozzuk meg. Ekkor minden § # « multiindexre
0%1(a) = 0, tovabba 0% (a) = P, 20(cs!), amelyrél azt szeretnénk, hogy ¢
legyen, igy ebbdl a p paraméter értéke egyértelmiien adodik. Mar csak annyit
kell tenni, hogy vesziink egy olyan n € C§°(Q) fliggvényt, amelyre n = 1 a
B(a,r) gomb egy nyilt kornyezetében (ilyen a Allitas alapjan van), és
ekkor a ¢ := mi fiiggvényre p € C§°(Q), valamint 9% (ny)(a) = 9°(a).
Legyen ¢ az el6bbi konstrukcioval nyert (nem azonosan 0) fliggvény, és defi-
nialjuk az M > szamot a kévetkezSképpen:

M := max sup|d°¢g|.
1Bl<lal @
Ha M < 1, akkor készen vagyunk, ellenkez§ esetben értelmezziik a ¢ fiigg-
vényt a @(z) := @(a + M(x — a))/(M®) hozzarendeléssel. Ekkor minden
18] < |a| multiindexre |0°@| = [8%p|/(MI*I=18 < 1 (hiszen M > 1), vala-
mint 0%¢(a) = p(a) = c. Még gondoljuk meg, hogy M > 1 miatt supp @ C
C B(a,r/M) C B(a,r) C Q. Mindezek alapjan a ¢ fiiggvény megfelel a
feladat masodik részében kirott feltételeknek.

Megoldas.
a) Nyilvan supp¢; = supp ¢ minden j-re, tovabb4d minden « multiindex
esetén teljesiil, hogy [0%p;(x)| = [0%¢(z)| /j < supg [0%p|/j — 0, vagyis

0%p; — 0 egyenletesen Q2-n. Kovetkezésképpen ¢; @) 0.

b) Vegyiik észre, hogy supp (x — ¢(x/j)/j) origd kozéppontu j-szeres na-
gyitassal kaphato supp p-bdl, igy supp ¢ # () esetén nem létezik K kompakt
halmaz, amelyre supp ¢; C K. Ebbdl kovetkezden a (¢;) sorozat nem kon-
vergens Z(R™)-ben, kivéve a ¢ = 0 esetet.

¢) Most supp (z — ¢(jz)/j) origd kozépponta 1/j-szeres kicsinyitéssel nyer-
hetd supp o-bél, ezért ha supp ¢ C B(0, R), akkor supp ¢; C B(0, R) minden
j-re. Ezenkivill |p;(x)| < supgn [¢]/j — 0, ezért ¢; — 0 egyenletesen R™-en.
Azonban példaul |a| = 1 mellett supgn |[0%¢;| = supg» |0%¢| csak akkor tart
a 0-hoz j — oo esetén, ha 0%¢p = 0. Kovetkezésképpen ¢ konstans fliggvény,
és mivel kompakt tart6ja, ezért csak az azonosan nulla fiiggvény lehet. A (¢;)
sorozat tehat csak a trivialis ¢ = 0 esetben konvergens Z(R™)-ben.

Megoldas. A valasz: igen. Valoban, a ¢; m ¢ konvergencia mi-

att létezik K C Q kompakt halmaz, amelyre supp (¢;v;) C suppy; C K.
Maésrészt minden o multiindexre a Leibniz-szabalybol kovetkez&en

(o) = 3 (§) @pion ),

BLa p
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és mivel (a klasszikus analizisbdl jol ismert modon) egyenletesen konvergens
fliggvénysorozatok szorzata is egyenletesen konvergens, ezért

(870,)(0°Fby) — (9%9)(8°Pu),
egyenletesen Q2-n, tehat 0%(p;1;) — 0%(p1)) is egyenletesen Q-n.

Megoldas. Az u: Cp(2) — R lineéris funkciondl maximumnormara
vonatkozo6 folytonossaga azt jelenti, hogy

[u(p)] < C-supfp] = C - sup |g],
Q supp ¢

vagyis supp ¢ C K C Q kompakt halmaz esetén |u(p)| < C - supg |¢|, tehat
u egy nulladrendt disztribicio Q-n.

A megforditas nem igaz. Legyen ugyanis Q@ = R és u(p) = ¢’(0), amely
nyilvan disztribacid, hiszen a Feladat szerint u = —¢(. Ekkor u csak
egy Cp(2)-beli stirtd részhalmazon értelmezett, és nem folytonos a maximum-
normara nézve, mert a @,(x) = sin(nz)/n — 0 egyenletesen R-en (tehat
maximumnormaban), de ¢’(0) = (sin(nz)/n)’(0) =1 4 0.

Megoldas. Az u funkcional linearitasa nyilvanvald, ha pedig supp ¢ C
C K C Q kompakt, akkor

_ 5 _ B Ié]
IU(W)I‘/Qfa @“/Kfa W‘S/KIJ”G ol <
< (/}(If) -S;p|8"<p| <Ck- Y, s%plé‘o‘leﬁ\,

| <|B]

ami azt jelenti, hogy u € 2’(Q) és véges rend(, mégpedig legfeljebb | 3| rend.
Megjegyezziik, hogy u nem feltétlentiil |5| rendii: példaul az Q@ =R, f = H,
B = k esetben (ahol H a Heaviside-fiiggvény) a Newton—Leibniz-tétel és ¢
kompakt tartoja volta folytan

U(¢)=/RH<9(’“) = —p*=1(0),

és igy a Feladat alapjan u = (—l)k_léék_l).

A Allitasban lattuk, hogy |3] = 0 esetén az u disztribacié6 m.m. egy-
értelmtien meghatérozza az f fliggvényt. Belatjuk, hogy 8] > 1 esetén ez
nem igaz, el6fordulhat, hogy két mindeniitt kiilonb6z6 fliggvény ugyanazt
az u disztribaciot hatarozza meg. Legyen n = 1, Q = (a,b), valamint f €
€ L{ (a,b), c € R és 3 = 1. Ekkor minden ¢ € %(a,b) esetén

/ab(f+c)s0’:/abfso’+c./abcp’=/abf<p’+c(ga(b)—¢(a)):/abfwf,
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hiszen p(a) = ¢(b) = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy f + ¢ és f ugyanazt a
disztribuciot hatarozzak meg. Hasonléan lathatd, hogy tetsz6leges n > 1 és
|8] > 1 multiindex esetén sem hatérozza meg u az f fliggvényt.

Megoldas.
1. megoldds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik f € Ll (R™) fiiggvény,

amelyre [p, f¢ = ¢(a) minden ¢ € 2(Q) esetén. Tekintsiik a Példaban
definialt egységapproximaciét, amelyet toljunk el az origdobol az a pontba,
azaz legyen ¢ (z) := n.(a —x) (j = 1,2...). Valasszuk az ¢ = 1/ sorozatot,
ekkor a 1); fiiggvényekre a definici6 és alapjén teljesiil, hogy supp ¢, C
C B(a,1/j), ¥j(a) = 1 és supgn [¢;| < 1 minden j-re. Ebb&l kévetkezden

x # a esetén 1;(x) 27 0, tehat fv; — 0 m.m. R"-en. Mivel |fy;| < |f] €
€ L (R™), ezért a Lebesgue-tétel alkalmazasaval az indirekt feltevésbél

loc
1<Pj(a)/Rnf¢j/B( l)fqu‘}()

adodik, ami ellentmondas.

2. megoldds. Ismét indirekt moédon bizonyitunk, tegyiik fel, hogy f € Li, .(R™)
figgvény, amelyre [o, fo = ¢(a) minden ¢ € 2(Q) esetén. Mivel f €
€ L} (), ezért a-nak van olyan B(a,r) gdmbi kdrnyezete, hogy fB(a,r) lf| <

< 1. Valoban, ha x; jeloli a B(0,1/7) gomb karakterisztikus fiiggvényét (azaz
x = 1 a gémbon, és 0 azon kiviil), akkor a Lebesgue-tétel miatt

[ i=] roo[ o=
B(O,%) B(0,1) B(0,1)

igy elég kis j-re fB(O,l/j) f < 1, vagyis az r = 1/ valasztas megfelel.

Most legyen ¢ € 2(R™) olyan fiiggvény, amelyre supp ¢ C B(a,r) és |o(a)| =
= supgn |¢| (ilyen van, lasd a hozzéarendeléssel értelmezett fliggvényt),
ekkor az indirekt feltevés és a B(a,r) kornyezet vilasztasa folytan

/ fcp‘é [ e =swlel- [ i1l <sulel = lela)
R™ B(a,r) Rn B(a,r) R™

ami ellentmondaés.

3. megoldds. A[0.14] Feladat alapjan nem iires megszamlalhato tartoja diszt-
ribtici6 nem lehet regularis, és mivel a Példa szerint supp d, = {a}, igy
dq nem lehet regularis.

Megoldas. Legyen K C (0, 2) kompakt halmaz. Ekkor létezik N pozi-
tiv egész szam, amelyre 1/N € K, de 1/j ¢ K, ha j > N, igy suppp C K
esetén

lp(a)| =

)

N N
N1 .
(o)) = >V (J) <> sup‘w(”‘, (15.1)
]:1 ]:1
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amibdl kovetkezSen u jol definidlt. A linearitas is konnyen lathato, hiszen
formalisan (tudvan, hogy csak véges sok nem nulla tag van az Osszegben)
képezhetjiik két végtelen szumma Gsszegét. Végiil a folytonossag a fenti
Osszefiiggésbdl azonnal adodik, tehat u valoban disztribucio.

Belatjuk, hogy u nem véges rendi. Tegyiik fel ugyanis, hogy u rendje m < oo.
Ez azt jelenti, hogy tetszsleges K C (0,2) kompakt halmazt valasztva létezik
Ck > 0 konstans ugy, hogy

[u(e)| < Cxc - sup o) (15.2)
k=0

minden olyan ¢ € Z(Q) fiiggvényre, amelyre supp ¢ C K. Valasszuk a

1 1
= —¢
m-+1 "m+1

+e]

kompakt intervallumot, ahol £ > 0 olyan szam, hogy 1/(m+2) ¢ K (példaul
e =(1/(m+1) —1/(m + 2))/2 megfelel). Ekkor persze 1/m ¢ K és igy
1/(m + 1) az egyetlen 1 szamlaloju tort, amely benne van K-ban. Kévetke-

zésképpen
1
—pmt)
ulp) = <m+1>

minden olyan ¢ € 2(Q) fiiggvényre, amelyre suppy C K. A Feladat
alapjan valasszuk meg a ¢ € 2(0,2) fiiggvényt ugy, hogy suppy C K,
supg || < 1 minden 0 < j < m esetén, valamint @™+t (1/(m + 1)) =
=m + 1. Ekkor u(p) = o™+ (1/(m + 1)) = m + 1, masrészt miatt

lu(p)] < Ck E sup‘cp(j)‘ = E 1=m,
) K )
Jj=0 Jj=1

ami ellentmondéas. Ez azt jelenti, hogy u rendje nem lehet véges.
Egy végtelen rendi disztribici6 nem lehet regularis, hiszen a[0.18] Megjegyzés
alapjan egy regularis disztribicié nulladrendq.

Megoldas. A Feladat szerint %9, rendje |al, igy |o| = k esetén k-
adrendd disztribucié. Az aldbbiakban ennek egy valtozatat adjuk példaként.
Legyen Q = R és értelmezziik az u: 2(Q) — R funkcionalt a kovetkezd

modon:
k

u(p) ==Y oD ().

Jj=0



300 15. UTMUTATASOK, MEGOLDASOK

Az u funkcional nyilvan linearis, ezenkiviil ha K C R kompakt halmaz, akkor
supp ¢ C K esetén

k k
[ue)l = |3 ¢P ()] < 3 sup o). (15.3)
j=0 j=0

tehéat u disztribucié, amelynek rendje legfeljebb k.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy u rendje m < k. Ez azt jelenti, hogy minden
K halmazhoz létezik C'x > 0 konstans ugy, hogy

k
[u()] < Cic - Y sup 9]
j=0 "

Valasszuk a K = [k — 1/2,k + 1/2] kompakt intervallumot, és a[9.2] Feladat
alapjan legyen ¢ € Z(R) olyan, hogy suppy C K, supg |¢)| < 1 minden
j < m esetén, valamint (k) = m + 1. Ebben az esetben u(yp) = ¢® (k) =
=m + 1, masrészt a becslésbdl kovetkezSen

lu(p)] < Ck E Sup’cp(j)‘: E 1=m,
— ‘
7=0 Jj=1

ami ellentmondas, tehat u rendje k.

Megoldas. A disztribucio értelemben vett derivalas definicioja alap-
jan ¢ € 2(Q) esetén 9;T¢(p) = —T§(0;9) = — [ [Oj0. A feltételekbsl
kovetkez6en f_, fi folytonos fliggvények OU-n, hiszen f derivaltjai folytono-
san kiterjednek U-ra, és 2\ U-ra. Jeldlje v az U tartomanybol kifelé mutato
egységnormalist, ekkor a Gauss—Osztrogradszkij-tételbsl kovetkezGen

/Qfajw—/[]fajsﬁ+/ﬂwf5j<p—

- / 0;(f¢) — 00 ) + / (0;(f0) — 00, f) =
U

Q\U
=/8U f+<ajw>ujda+/ljwajf+AU f(ajso)ujda—/ﬂw 0, f =
— Ty (o) /a == RO

Ennek alapjan

0,T5(¢) = T, 1 (i0) + /8 (= £ @ o (15.4)
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Megjegyezziik, hogy formalisan

/ (F- — FO@0)wsdo = ((fy — -)da0)(9),
oU

ahol
(s — F)bou(p) = / (s — f-)pdo (15.5)

U
az igynevezett (fy — f_) stirtiségii egyszert réteg. Igy a (15.4)

9;Ty = To,¢ + ((f+ — f-)dov)’
alakban frhaté, amely altalanositja a Allitasban szerepls formulat.

Megoldas. A yu funkcionél linearitasa nyilvanvalo. A folytonossaghoz
legyen K C 2, ehhez u folytonossaga miatt talalhatdo Cix > 0 valos és mg
egész szdm gy, hogy

()| < Cx - Y sup 07|

la|<mp

minden ¢ € 2(Q) fiiggvényre, amelyre supp ¢ C K. Mivel a Leibniz-szabaly

alapjan
O(We)= (g) 0%y,
B+y=a

ezért

|(u)(@)| = [u(@e)| < Cx - Y sup|d®(vy)| <

la|<mk

< sup sup|0®Y|-Ck - Z sup |0%p|,

ladsmic K la|<mk

vagyis teljesiil a folytonossag ekvivalens feltétele a

Ck :=Ck sup sup |0%v|

la|<mg K

és my konstansokkal.

Megoldas. A valasz: nem. Legyen Q := (—1,1), u:= §} és ¢(z) ==z

(r € R). A Feladat alapjan ¢ € 2(—1,1) esetén ¥dy(¢) = 64(vp) =
= —(¢Y)'(0) = —p(0) = —dp, amely nem az azonosan nulla disztribtcio.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy x € Q \ supp f. Ekkor létezik z-nek U,
kornyezete, amelyen f = 0 m.m., ezért ¢ € Z(Q), suppy C U, esetén
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Ti(p) = Jofo = fUz fo = 0, tehat © € Q \ suppTy. Az el6bbi érvelés
visszafele is igaz, igy Q \ suppf = Q \ supp Ty, amib6l kévetkezik, hogy
supp T’y = supp f.

Megoldas. Legyen u € 2'(Q), és tegyiik fel, hogy suppu C Q nem
iires megszamlalhato. A Megjegyzés alapjan Q\ supp u nyilt halmaz, to-
vabba u = 0 ezen a halmazon. E halmazra a Allitast alkalmazva kapjuk,
hogy u =Ty = 0 az Q\ halmazon. Tegyiik fel, hogy létezik f € L () fiige-
vény, amelyre v = Ty az 2 halmazon. Mivel supp u megszamlélhato, ezért
nullmérték, és igy a Allitast most az  halmazra alkalmazva kapjuk,
hogy Ty = u = Ty az egész 2 halmazon, vagyis sziikségképpen f = 0, tehat
u = 0. Azonban az azonosan 0 disztribuci6 tartoja az iires halmaz (hiszen
minden fiiggvényre 0 az értéke), de ez lehetetlen, mert feltettiik, hogy supp u
nem ires.

Megoldas. A bizonyitas megegyezik a fliggvényekre vonatkozo analog
allitas bizonyitasaval.

Vilagos, hogy ha egy nyilt halmazon u és v egyszerre nulla, akkor ott
u+ v is nulla, vagyis (Q \ suppu) N (2 \ suppv) C Q\ supp (u + v), ezért
a komplementer halmazokra supp (u + v) C suppu Usupp v teljesiil. A szigo-
ru tartalmazashoz elég két folytonos fiiggvényt taldlnunk, amelyekre szigoru
tartalmazas all fenn, és akkor a Feladat alapjan készen vagyunk.
Szigoru tartalmazashoz legyen példaul f = 1 és g = —1 az ) halmazon, ekkor
supp T'r+y = 0 és supp Ty = supp T, = . Amennyiben pedig u = v, akkor
nyilvan supp (u 4 v) = supp (2u) = supp u = supp u U supp u.

A masik tartalmazashoz legyen z € Q\ (supp ¥»Nsupp u), ekkor x € Q\supp ¢
vagy « € 0\ suppu. Az els6 esetben létezik z-nek U, C  nyilt kérnyezete
agy, hogy U, Nsuppy = 0. Ebbol kovetkezSen 1o = 0, vagyis Yu(p) =
= u(thp) = 0 minden ¢ € P(NQ) fiiggvényre, amelyre supp ¢ C U,, ami azt
jelenti, hogy x € Q\ supp (¢u). Amennyiben x € Q \ supp u, akkor x-nek van
olyan U, C Q nyilt kornyezete, amelyen u = 0. Ez azt jelenti, hogy u(p) =0
minden ¢ € 2(Q) fiiggvényre, amelyre supp ¢ C U,. Nyilvin minden ilyen
tulajdonsagt o-re supp (Y¢) C suppe C U,, tehat Yu(p) = u(pp) = 0,
ami azt jelenti, hogy ¥u = 0 az U, kornyezetben, vagyis € Q \ supp u.
Osszefoglalva, ha = € Q\ (supp ¢ Nsuppu), akkor = € Q\ supp (u), ezért a
komplementer halmazokra supp (1u) C supp ¢ N supp u teljesiil.

Szigoru tartalmazashoz tekintsiik példaul az @ = R esetben az u = Ty
disztribuciot (ahol H a Heaviside-fliggvény), tovabba v legyen egy olyan si-
ma fiiggvény, amelynek tartoja a [—1, 0] intervallum (ilyen van, lasd példa-
ul a hozzarendeléssel értelmezett fiiggvényt a = 1/2 és r = 1/2 va-
lasztassal). Ekkor a Feladat szerint supp Ty = supp H = [0,00), igy
supp ¥ Nsuppu = {0}. Méasrészt viszont, a Példa alapjan Ty = Ty,
vagyis YTy a m.m. nulla Y H fiiggvényhez tartozo reguléris disztribucio, de
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ez a Allitas miatt megegyezik az azonosan 0 fiiggvényhez tartozo regu-
laris disztribucioval, tehat supp (¥vTH) = 0 € {0}. Nyilvan a ¢ = 1 fiiggvény
esetén suppu = supp (Yu) = supp ) Nsuppu = 2 Nsuppu = supp u, tehat
egyenl6ség all fenn.

Megoldas. A disztribticié értelemben vett derivalds definicioja alap-
jan @ € Z(R") esetén 9%, () = (—=1)116,(0%¢) = (—1)I*19%¢p(a).
Belatjuk, hogy supp %9, = {a}. Valoban, ha x # a, akkor z-nek van olyan U,
nyilt kornyezete, hogy a ¢ U,, és ekkor d,(p) = 0 minden
p € Z(R™) esetén, amelyre suppy C U,, ezért = ¢ supp 0*J,. Masrészt
viszont a[9.2] Feladat alapjan az a tetsz6leges U nyilt kornyezetéhez talalha-
t6 olyan ¢ € 2(R™) fiiggvény, amelyre 0%p(a) # 0, és igy 0% (p) # 0, vagyis
a € supp 0%9,.

Most megmutatjuk, hogy 0%dg rendje |«|. Elgszor is nyilvanvaloan ¢ € Z(R)
esetén

[u(p)] = 10%6a(0)] = [0%p(a) < D s%p|8%|, (15.6)
181<]ol

tehat 0*dy rendje legfeljebb |a|. Ha a rendje k < |« lenne, akkor a Fel-
adat alapjan valaszthatunk olyan ¢ € 2(R) fiiggvényt, amelyre supg |0°p| <
< 1 minden |f] < |a| multiindexre, valamint 0%¢(a) = (k + 1) + 1. Ekkor
lu(p)] = [0%p(a)] = (k+ 1)™ + 1, azonban a becslésbdl kiovetkezs-
en (felhasznalva, hogy legfeljebb (k 4+ 1)™ darab n hosszi 8 multiindex van,
amelyre |8 = k)

lu(@)) < > sup|0%p| < (k+1)",
181<led

ami ellentmondas, tehat 0*dy rendje |a.

A 096, disztribtcié semmilyen o multiindex esetén nem regularis. Ez kovetke-
zik a Feladatbol, felhasznalva az eléz6ekben belatott supp 0%, = {a}
Osszefiiggést. S6t, ez |a| > 0 esetén egyszertien abbdl is kovetkezik, hogy
a Megjegyzés alapjan egy regularis disztribicié nulladrendii, de 9“4
rendje |a| > 0. Az |a| = 0 esettel pedig a[0.7 Feladat foglalkozik.

Egy masik lehetséges bizonyitas, ha az |a] = 0 esethez hasonloan jarunk
el, azzal a kiilénbséggel, hogy a @ Feladat alapjan olyan 1, fiiggvényeket
konstrualunk, amelyekre suppv; C B(a,1/j), 0%¢;j(a) =1 és supg. |¢;| < 1
minden j-re.

Megoldas. Legyen ¢ € 2(R). Ekkor ¢-t felirhatjuk ¢ = @1 + ¢
alakban, ahol

p1(z) = S(p(x) —p(=2)),  pa(z) = %(w(m) +o(-2) (zeR),
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vagyis @1, w2 a ¢ fliggvény ,paratlan”, illetve ,paros” része. Mivel ¢1(0) = 0,
ezért a Lagrange-kozépértéktételbsl kovetkezben x > 0 esetén

p1(z) = ¢1(2) — 1(0) = ¢ (&) - 2,
ahol &, € (0,z), tovibba @9 paros volta folytan x — po(x)/x paratlan flige-

vény, tehét origora szimmetrikus halmazon az integréalja 0. Mindezek alapjan
a Lebesgue-tétel felhasznalasaval

/ pl2) :/ pr(@) —¢1(0) ,
R\(*E,E) z SUPP‘P\(_Evs) z
—2[ e e [ g
[e,00) [0,00)

tehat P21 () értelmes. Ezenkiviil supg ]| < supg |¢'| miatt a fenti becslésbél
kovetkezGen suppy C [—R,R] esetén |Z1(¢)| < R - supg |¢'|, vagyis 2
disztribucio és legfeljebb elsérendii.

A Kklasszikus analizisbdl jol ismert, hogy az x +— log |z| fliggvény lokalisan
integralhatd R-en, hiszen létezik az fol log xdx improprius integral, mégpe-
dig fol logzdr = [vlogz — ]} = —1, felhasznalva az ugyancsak ismert

zlogr L2255 0 Gsszefiiggest. Jeldlje Tiog az R\ {0} halmazon z — log ||

hozzéarendeléssel értelmezett lokalisan integralhato fliggvényhez tartozo regu-
laris disztribuciot. Ekkor a disztribucio értelemben vett derivalas definicioja
szerint ¢ € Z(R) esetén

T(og(@) =

— —ﬂog((‘p/> = —/]RSD/(.’I}) IOg |.'L'|d.’1,' =

— _ lim (/E ¢ (x) log(—x)dx+/:o ¢'(z) loga:dx> —

e—0+ oo

— _ lim ([(p(]j) 1og(—x)]:§o—/;(p(x) dz+[p(z)log m]?o_/:ogagcx) da:) -

e—0+ x

= lim (—gp(—a) loge =0+ 0+ p(e) log5+/ wdxzﬂ%(ap)) ,
R\(—¢,e) T

ahol egy parcialis integralast hajtottunk végre, valamint felhasznaltuk, hogy

o kompakt tartoja.

Belatjuk, hogy &, rendje nem lehet 0, vagyis sziikségképpen els6rendii, hiszen

korédbban igazoltuk, hogy legfeljebb elsérendd. Ha nulladrendd volna, akkor

a K = [—1, 1] kompakt intervallumhoz létezne Cx > 0 valos szam tgy, hogy

|21(9)| < Ck - sup || (15.7)
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minden olyan ¢ € 2(R) esetén, amelyre supp ¢ C K. Legyen most ¢ € Z(R)
olyan paratlan fiiggvény, amelyre supp ¢ C K, tovabba 0 < ¢ <1 a [0,1]-en
és p =1az [1/(2Ck),1/Ck|-n. Ekkor

1@1(30)2 1dx:CK,

erdiard

azonban |p| < 1 folytan a becslésbdl |21 ()| < 1 kovetkezik, ami
ellentmondés, tehat &?; rendje sziikségképpen 1.
Megmutatjuk, hogy £?; nem regularis disztribuci6. Valoban, ha ¢ € Z(R)
olyan, hogy suppy C (—00,0), akkor &;(p) = fEOO o(x)/zdr = Ty /.(p).
Ez nyilvan igaz a (0, co) intervallumra is, ezért ha &7, regularis lenne, akkor
csakis &) = Ty, teljesiilhetne, azonban az x — 1/z fiiggvény nem lokalisan
integralhato.
Végezetiil legyen ¢(x) := x (z € R), ekkor (¢dp)(¢) = do(¥p¢) = 0 minden
v € P(R) esetén, tehat (dg) P = 0. Ezenkivill (v 21)(p) = P1(Yp) =
= lim. 0+ fR\(%’E) o =T, vagyis ¥ az azonosan 1 fiiggvényhez tartozd

regularis disztribucio, ezért tekintheté az azonosan 1 fliggvénynek, és igy
(VW P1)d0 = do. Ez azt jelenti, hogy (1do) P # (v P1)do.

Megoldas.
a) Legyen ¢ € Z(R) tetszdleges, ekkor parcialis integralast végrehajtva

1o = [ r@pade = [ g (eyds -

~ ooy - | " () dz = Ty ().

Mivel ez minden ¢ € Z(R) esetén teljesiil, ezért T = Ty.
b) Minden ¢ € Z(R) esetén

T = [ lele@de = [ ap@as- [ " el (w)dr =

—o00 0 —00

0

= lep(@)F — / " (@) de — [ep(@)’., + IRCCE

= — /_Oo (p(;[,‘) sgn(m) dx = _ngn((p)'

¢) Minden ¢ € Z(R) esetén

“Tlo)= [ d@smai= [ g | " ol a)dr =

— 00 — 00

—lpl)i" - [ pla)do— @)t | p(o)da=—2(0)=-20(0)

—00
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Megoldas. A Allitas alapjan egy szakaszonként konstans ugro-
fliggvény derivaltja az ugréasi pontokra koncentralt Dirac-delta disztribuciok-
nak az ugrasok nagysagéval vett linearis kombinéciéja. Ennek alapjan az

2, ha z>1,
fz)y=< 1, ha —1<z<]1,
0, ha z< -1

fiiggvényre f/ = §_1 + 7 disztribucio értelemben.

Megoldas. Azt kell belatnunk, hogy minden ¢ € Z(R) esetén
T,/ () + Tu(p) = do(9).

Ez valéban teljestil, hiszen

T (¢) = /00 ¢"(z)H(z)sinzdr = /000 " (z)sinx =

— 00

=wmmmﬁ—émwmww@:
= —[p(x) cosz]g — /OOO o(x)sinzdr =

oo
—00)~ [ p)H()sinwds = bole) - Tule).
Megjegyezziik, hogy a feladat allitasat belathattuk volna a Allitas fel-
hasznélasaval, hiszen a sin fiiggvény kielégiti RT-on az y” +y = 0 kdzdnséges
differencialegyenletet, tovabbé sin0 = 0 és sin’(0) = cos0 = 1.

Megoldas.

A Feladat alapjan az u(x) = H(z)sinz (z € R) fiiggvényre v + u =
= g disztribucié értelemben, ahol H a Heaviside-fliggvényt jeloli. Sziikségiink
van még az f” + f = —g kozonséges differencidlegyenlet egy y partikularis
megoldasara, mert ekkor a linearitds miatt az w + y fiiggvény megfelel a
feladat kivanalmainak. Gondoljuk meg, hogy tetsz6leges elséfok, azaz y(z) =
= ax + b alaka valos fliggvényre vy’ = 0, igy v’ +y = y, ezért az y = —g
valasztéassal y” +y = —g fiiggvény értelemben, tehat disztribtcié értelemben
is. Ez azt jelenti, hogy az f(x) = H(z) sin x+2—x fliggvény megfelel a feladat
kivanalmainak. Megjegyezziik, hogy a Feladat alapjan az u” + u = d
egyenlet minden (disztribucio értelemben vett) megoldasa « — H(z)sinz +c
alaki, ahol c tetsz6leges konstans.

Megoldas. A Allitas alapjan az 3" — 4y = 0 kozonséges diffe-
rencialegyenletnek az y(0) = 0, y/'(0) = 1 kezdeti feltételeket kielégité megol-
dasara ¢y — 4y = §y teljesiil disztribticio értelemben. Az y” — 4y = 0 egyenlet
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megoldasai y(r) = c1e™2% + cpe?® alakiiak. A kezdeti feltételbsl egyértelmii-
en adodik, hogy ¢; = —1/4 és co = 1/4, tehat az y(x) = (e** — e 2%)/4
fiiggvényre y” — 4y = &g disztribici6 értelemben R-en.

Megoldas. Legyen ¢ € 2(Q), ekkor a disztribuciok derivalasanak
definiciojabol f tartojanak figyelembe vételével kapjuk, hogy

12T5(¢) = Ty (Drap) = / / O —

1 0 0 1 oo o
= 5/ / O12¢(, y) dx dy + 5/ / Or2¢p(,y)drdy =
—00 J —0o0 0 0

1 1
= 5#(0,0) + 5¢(0,0) = ¢(0,0) = b(0,0)-

Megoldas. Mivel 051 T = 0121, ezért ¢ € P(R?) esetén f tartdjanak
figyelembe vételével kapjuk, hogy

1 1
anTf(SO):/ f@lggaz/ / Oop(z,y)dedy =
R2 o Jo
1

- / (Dap(L,y) — 0ap(0,y))dy =

= (p(l,l) - 90(170) - 90(0’1) + 90(0’0) =

= (0(1,1) = 0(1,0) — 0(0,1) + 4(0,0)) ()
Megoldas. Legyen ¢ € 2(R?), ekkor 0iTy(p) = Ty (07p), ezért
0 y+1
010 = [ 1= [ [ Geladedys
R2 —1Jy—1
1 1—y
+ / R e(x,y)dzdy =
0 y—1
0
= / (Oro(y +1,y) — dre(—y — 1,y)) dy+
-1

+ / (O1p(1 —y,y) — Orp(y — 1,y))dy.
0
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Hasonlo modon

0 x+1 1 1—x
02Ty () = /R foRe = / 1 / () dyds -+ / / B2l y) dydz =
2 —1J—x— 0 Jx—1

0
= / (O2p(z, 2+ 1) — O2p(x, —x — 1)) da+

—1

—|—/0 (Oop(z,1 — ) — Doz, — 1)) dx =
= /0 (D20(y — 1,y) — Oop(—y — 1, y)) dy+

0
+ / (Oaip(1 — ) — Doply + 1)) dy.
-1

Ennek alapjan

0
Ty () — 93Ty () :/ (B1p(y + 1,y) + Oogp(y + 1,y)) dy+

-1

0
+/ (=01p(—y — 1,y) + dop(—y — 1,y)) dy—

-1

- /0 (—01e(1 —y,y) + O20(1 — y,y)) dy—

_ /0 (Drp(y — 1,y) + Doip(y — 1,y)) dy.

Vegyiik észre, hogy

0
/ (Ore(y +1,y) + oy + 1, y))dy =

-1

0
d
=/ d*w(y+1,y)dy=90(1,0)—90(0,—1),
1 ay
hasonl6an
0
/ (Orply = 19) + 0oy = 1)y = (1. 0) = (0, ~1)
1
/0 (—010(1 — y,y) + Bxp(1 — ) dy = (0, 1) — (L, 0),

1
/O (O1p(y — 1,y) + dap(y — 1,9))dy = (0, 1) — p(—1, 0),
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igy végiil
RTr(p) — 05T (p) = 2(0(1, 0) — (0, 1) + ¢(—1, 0) — (0, —1)) =
=2(6(1,0) = 9(0,1) T 6(=1,0) — S0, 1)) ()
Megoldas.

a) Legyen ¢ € Z(R™) tetszdleges, ekkor

(=1)"0, - - an[f[(@) = H(x)0y - Opp(x)dr =
R’n
:/ / By - Onp(a)dry ... dam =
0 0

:/ / [8287190(;3)]2?:0 dzsy ... dx,—
0 0

7/ / Oy Onp(0,29,...,2n)dzs ... da, =
0 0
b) Az el6bbiekhez hasonloan ¢ € Z(Q2) esetén

(—1)"0r - Br(p) = / r(@)0s -+ Onipla) da =
0 0

:/ / [21 ... 2,02 - - Onp(x)] 5 o dxy . .. iy —
0 0

f/ / /xz,,,xn82~-.8ngo(x)dz1dm2...dﬂcn—
0 o Jo

Megoldas.

a) Legyen K C R? és p € C§°(R?), amelyre suppy C K. Ekkor (mivel K
kompakt, igy korlatos, ezért) létezik R > 0 gy, hogy a K halmaz benne van
az orig6 kozépponti R sugaru korlapban. Ezért

[e%) R
()| < / 100, ) dy < / sup ol dy < R - sup ],
0 0 K K
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vagyis v nulladrendt disztribicio.
b) A disztribuci6 értelemben vett derivalas definicidja alapjan

Oau(p) = —u(dagp) = / 020(0,y)dy = ¢(0,0) = 60,0)-

¢) Vegyiik észre, hogy ¢ € C§°(R?) esetén minden rdgzitett y-ra

o(0,9) = — [p(a. )=y = - / O () d / H(@), (z,y) de,

ahol H az egydimenzios Heaviside-fliggvény. Ennek alapjan

u(p) :/Ooo w(O,y)dy=/oo H(y)e(0,y)dy =
/ / H(y) H(@),p(x,y) dedy = T (9),

ahol f(z,y) = H(x)H(y). Ez azt jelenti, hogy u az f fliggvényhez tartozo
reguléris disztribucié els6 valtozo szerinti derivaltja.

Megoldas. Legyen K C R? és p € C§°(R?), amelyre suppy C K.
Ekkor (mivel K kompakt, igy korlatos, ezért) létezik R > 0 ugy, hogy a K
halmaz benne van az origo6 kézépponta R sugara kérlapban, igy

') R
lu(p)] < / (e, —a)|dz < / suplgldz < R-sup o],
0 0 K K

vagyis u nulladrendd disztribucié. A disztribucié értelmeben vett derivalas
definicioja alapjan ¢ € Z(R?) esetén

du(p) — aulp) = —(u(dip) — u(d2p)) =
= —/0 (O1p(x, —x) — O2p(x, —x))dx =

g
- /0 L o, —a)dr = 9(0,0) = o).

Megoldas. Azt kell belatni, hogy minden ¢ € 2(R) fliggvényre ¢ —
0+ esetén T,_(p) — do(p) = ¢(0). Vegytik észre, hogy g.(z) = (% arctg(%))’,
igy parciélis integralast végrehajtva

400 c
Ty (p) = / m@(x) de =

— 00

“+ o0

= [i arctg (g) go(x)]::_oo— %/_ arctg (g) o'(z)de = (15.8)

o0

1 /0 A 1
——;/ arctg(g)ga(x)dx—;/o

— 00

+Ooarctg (g) o' (x)dz.
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Mivel ¢ — 0+ esetén arctg(Z) — 5, ha x > 0, és arctg(2) — —7, ha z <0,
tovabba ¢ kompakt tartoja, valamint arctg korlatos, ezért a Lebesgue-tétel
alapjan a (|15.8) Osszefiiggésbdl hataratmenettel

) 1 /[ 1 [® 1 1
lim Ty (p) = 5 /700 ¢ - 5/0 ¢ = 5%0(%) + 590() = do(p)

adodik.
Megoldas. Definici6 szerint ¢ € Z(R) esetén

0“u;j(p) = (—1)1*lu; (0%9),

2'(R™
igy az u; # u konvergencia definiciojabol kozvetleniil adodik, hogy

0%u;(p) = (=1)!"lu; (9%) = (=1)1*u(0%p) = 9"u(p).

[9.31} Megoldas. A bizonyitas megegyezik a végtelen sokszor differencialha-
t6 fliggvényekre vonatkozo analog allitds bizonyitasaval.

Nyilvanvaloan ¢ € C*(Q) fiiggvényekre igaz, hogy supp 0%p C supp p, hi-
szen egy nyilt halmazon 0 fiiggvény derivéltja is 0. Attérve disztribuciokra,
0%u(yp) = (=1)*lu(9%y), igy supp d*u C suppu, hiszen ha u = 0 egy nyilt
halmazon, akkor supp 0%p C supp ¢ miatt sziikségképpen 0%u = 0 is teljesiil
azon a nyilt halmazon.

Az egyvaltozos f = 1 fiiggvényre ' = 0, igy ) = supp f' C suppf = Q
fiiggvény értelemben, gy disztribucio értelemben is (a megfelel§ regularis
disztribuciokra). Egyenlgségre tekintsiik 2 = R esetén az f(z) = e* (z €
€ Q) fiiggvényt, amelyre supp f = R, valamint (e*)U) = e*, tehat supp f =
= supp f) minden j-re fiiggvény értelemben, és ezért disztribucié értelemben
is (a megfelel§ regularis disztribuciokra).

Megoldas. Az, hogy az u € 29'(R™) disztribticié nem fiigg a j-edik
valtozotol a linearitas miatt, jelenti, hogy minden ¢ € Z(R™) esetén az alabbi
hozzérendeléssel értelmezett ®: R — R fiiggvény konstans:

®(h) == u(z = ¢z + hej) — p(2)),

ahol e; := (0,...,0,1,0...,0) a j-edik béazisvektor. Ez természetesen ekviva-
lens azzal, hogy ®' azonosan 0. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy

' (h) = dju(x — o(z + h)).
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Legyen 0 < § < 1, ekkor a linearitas folytan

O(h+6) —D(h)
— =

= %(U(ﬂf = @@+ (h+0)e;) —p(@)) —u(z = (z + he;j) — ¢(x))) =
:u(xH go(x—i—(h—l—é)ej)—cp(x—i-h)).

1)
(15.9)
Legyen ¢ és h rogzitett, valamint

B (@ + (h+0)ej) — p(x + hey)
Ps(x) 1= 5 :

Vegyiik észre, hogy a Lagrange-kozépértéktétel miatt létezik h < &5 < h+
gy, hogy
Ps(x) = 0jp(x + hej + Ese;). (15.10)

Ebbgl kévetkezSen minden 0 < 6 < 1 esetén supp ps C supp ¢ + B(0,1),
amely kompakt halmaz. Ezen a kompakt halmazon 0;¢’ folytonos, tehat Hei-
ne tétele miatt egyenletesen is folytonos, ezért § — 0 esetén

O0jp(x + he; + &se) — 0j0(x + hej)

egyenletesen R™-en. Az el6bbi gondolatmenetet ¢ helyett 9% p-re alkalmazva,
R™
ez végeredményben ((15.10)) szerint azt jelenti, hogy § — 0 esetén @5 M

(x — 0j¢(z + hej)), igy az u disztribucio volta folytan a (15.9) egyenlet
alapjan
' (h) = u(z — djp(x + h)) = dju(x — p(x + h)).

A most bizonyitott dsszefliggésbdl azonnal kovetkezik, hogy @’ pontosan ak-
kor azonosan 0, azaz u nem filigg a j-edik valtozotol, ha 0;u = 0.

Megoldas. A direkt szorzat definicidja alapjan tetszéleges ¢ €
€ 2(R"™™) fiiggvényre

daf{x = duly = (@, y)]} = du{y — ¢(a, )} = p(a, b),
tehat 6, X 0p = d(qp) € Z'(R™™). Masrészt a Allitas alapjan
ba{z = Tyly = o(z,y)I} = Tr{y = dalz — o(z,y)]} =

=Ti{y — ¢la,y)} = - fW)ela,y)dy.
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Megoldas. Elgszor megmutatjuk, hogy R™*™ \ (suppu X suppv) C
C R\ supp (u X v), amibél kivetkezik, hogy supp (uxv) C supp u xsupp v.
Tegyiik fel, hogy (x0,yo) € Q\ (supp uxsupp v). Ekkor feltehets, hogy példaul
Zo & supp u, igy xo-nak van olyan U,, C R" nyilt kérnyezete, amelyen u = 0.
Tekintsiik az U,, x R™ halmazt, amely nyilvian nyilt kornyezete (zg,yo)-
nak, tovabba minden ¢ € P(U,, x R™) fiiggvényre az x — vy — ¢(z,y)]
hozzérendeléssel definialt fliggvény tartoja része U, -nak, ezért

u{z — vy = o(z,y)]} = 0.

Ebbdl kovetkezGen (zo,yo) € 2\ supp (u X v).

A miésik irdnyt tartalmazashoz legyen (zg,49) € R™™™ \ supp (u X v). Te-
gylk fel indirekt modon, hogy (zo,yo) € supp u x supp v. Ekkor zg-nak min-
den U nyilt kérnyezetéhez talalhato olyan oy € 2(R™) fiiggvény, amelyre
supppy C U és u(py) # 0. Hasonloan, yo-nak minden V' kornyezetéhez
van olyan ¢y € 2(R™) fiiggvény, amelyre supp oy C V és v(py) # 0. Az
(%0,y0) € R™™ \ supp (u x v) feltétel miatt valaszthatunk olyan Uy, és V,
kornyezeteket, amelyre (U, x V) Nsupp (u x v) = 0. Ekkor a ¢(z,y) =
= ¢u,, )¢y, (y) figgvényre ¢ € Z(R"™),

supp ¢ C (Uy, x V) Nsupp (u x v) =0,

ezért a direkt szorzat definicija alapjan kapjuk, hogy

0= (uxv)(p) =u{z—vly— ou, @)y, )]} =
=u(z = ¢u,, (@)v(ey,,)) = uleu,, )v(ey,,) # 0,
ami ellentmondas.

Megoldas. A valasz: nem. A Feladat alapjan supp (u x v) =
= suppu X supp v, tehat a direkt szorzatként elGallo disztribuciok tartdja is
elsall direkt szorzat alakban. Azonban tetszsleges a, b € R™ esetén a 0, + 0y €
€ Z'(R?") disztribucio6 tartoja az {a, b} halmaz (ezt hasonléan lathatjuk be,
mint ahogy a Dirac-delta disztribucio esetében, lasd a Feladatot), amely
nem &ll el§ direkt szorzat alakban.

Megoldas. A valasz: igen. A Feladat alapjan supp (u x v) =
= supp u X supp v. Ebb6l kévetkezGen, ha uxwv = 0, akkor supp uxsuppv = 0,
vagyis supp u = () vagy suppv = 0, tehat u = 0 vagy v = 0.

Megoldas. Disztribuiciok direkt szorzatanak és derivaltjanak definici-
6ja alapjan ¢ € Z2(R"T™) esetén
9y (ux v)(p) = (1)1l (u x v)(9)p) = (=) lufz = v[y = ) p(z,y)]} =
= u{z — 0%vly = p(x,9)]} = (ux (8°0))(p).
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A 0% (u x v) = (0%)u x v Osszefiigges teljesen hasonléan igazolhato.

Megoldas. A Allitas alapjan nyilvan elég az egyik konvergenciat
bizonyitanunk. Tegyiik fel, hogy u; m u, ekkor azt kell belatni, hogy

minden ¢ € Z(R™™) esetén (u; x v)(p) = (u X v)(p), azaz

ui{r = vly = o(z,y)]} = u{z = vy = p(z,y)]}

A Tételbs] kovetkezben = — vy — o(z,y) € CF(R™), igy a fenti
konvergencia a u; w u konvergencia definicija alapjan adodik.
Megoldas. Vilagos, hogy az (y, z) — ¥ (y)x(2)e(y + z) fliggvény vég-
telen sokszor differencidlhat6. Belatjuk, hogy kompakt tartéja is. Valoban,
az emlitett fiiggvény pontosan akkor nem egyenls 0-val, ha y € supp ), z €
€ supp x és y + z € supp . Ez azt jelenti, hogy

y € suppy N (suppp —suppx) = | ) (supp® N (w —suppx)),
wESuUpp @

amely egy korlatos halmaz, hiszen rogzitett w esetén supp N (w — supp x)
egy féltér és annak normaélisdval parhuzamos tengelyd, de ellentétes iranyt
konvex korktp metszete, tehat korlatos és w € suppy, amely ugyancsak
korlatos. Amennyiben y korlatos halmazt fut be, akkor z = suppp — y is
korlatos halmazt jar be. Mindezek alapjan az (y,z) — ¥ (y)x(2)e(y + 2)
fiiggvény tartoja korlatos, tehat R2"-ben kompakt.

Innen a bizonyitas am Tétel bizonyitdsahoz hasonléan torténik a Al-

lités, a (x ﬁ> 1 konvergencia és a Leibniz-szabaly felhasznélasaval, mindezek
végiggondolasat az Olvasora bizzuk.

Megoldas. Disztribiciok konvolucidjanak Definicioja alapjan
» € Z(R™) esetén

(00 % 0p)(i0) = lm (Ja x 8)[(y, 2) = Cly, 2)p(y + 2)].

A19.33, Feladat megoldésaban igazoltuk, hogy dq X 0y = d(4p), 18y @ Cx ﬁ> 1
konvergencia felhasznalasaval kapjuk, hogy

(G () = lim Gelab)platb) =pla+h) (o€ 2R,

tehat 5a * 61, = 5a+b~
Hasonléan, a[9.33] Feladat alapjan

(0 x Ty)(p) = o fWela,y))dy (g € Z(RY)),
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ezért a (i ﬂ> 1 konvergencia figyelembe vételével

(G T(e) = fim [ FE)G(a2)pla)dz= [ Fle)plat 2)dz.
0 JRn Rn

Megoldas. A bizonyitas a fiiggvények korében értelmezett konvoltici-
ora vonatkozo analég allitds bizonyitasahoz hasonléan torténik, valamint a
példak is ennek megfeleléen adodnak.

Megmutatjuk, hogy R™ \ supp u + suppv C R™ \ supp (u * v), és igy a komp-
lementerek halmazokra supp (u x v) C suppwu + suppv kovetkezik. Tegyiik
fel, hogy = € R™ \ suppu + supp v, ekkor z-nek van olyan U, koérnyezete,
hogy U, Nsuppu + suppv = 0. Ha ¢ € Z(R™) tetszoleges fiiggvény, amelyre
supp ¢ C U,, akkor a konvoluci6 definicioja alapjan

(1w )() = Jim (u x v)[(,2) = Gy, 2)ily +2)].

A Feladat szerint supp (u X v) = suppw X supp v, vagyis az (y,z) —
Ci(y, 2)p(y + z) figgveényt elég y € suppu, z € suppwv esetén tekinteni, am
ekkor y + z € suppu + suppv C R*" \ U, C R"™ \ suppyp, azaz (y,z) —
Ck(y, 2)(y + z) azonosan 0. Azt kaptuk tehat, hogy

(uxv)[(y,2) = Ce(y, 2)p(y + 2)] = 0,

ezért (u*xv)(p) =0, és igy © € R™ \ supp (u * v).

Szigoru tartalmazashoz tekintsiik példaul az u = T és v = T} disztribucidkat
R™-en (azaz az azonosan 0 és azonosan 1 fliggvényekhez tartozd regularis
disztribticidkat). Ekkor a Feladat alapjan suppTy = 0, suppTi = €,
tovabba nyilvanvaléan az azonosan 0 és azonosan 1 fliggvényeknek fiiggvény
értelemben létezik a konvolcioja, és az azonosan 0 fiiggvénnyel egyenls. Igy
a Allitasbol kovetkezéen Ty * Ty = Ty, ezért supp (To * Ty) = 0 S Q.

A kovetkezSkben megadunk olyan f, g lokélisan integralhaté fiiggvényeket,
amelyekre supp (f * g) = supp u + supp v teljesiil, ekkor a Allitas alap-
jan a supp (T xTy) = supp Ty + supp T,. Megjegyezziik, hogy a lezaras sziik-
ségessége azon az egyszerd észrevételen mulik, hogy két zart halmaz Osszege
nem feltétleniil zart halmaz, azonban a tartéknak = R"™ esetén zartaknak
kell lennitik.

Mindenekelstt tekintsik a H; = {(z,y) € R* : = > 0,y = 1/z} és
Hy := {(z,y) € R? : < 0,y = —1/x} halmazokat, és feladatként mu-
tassuk meg, hogy Hy + Hy = R% = {(z,y) € R? : y > 0}. Ezutan vegyiink
K és K5 halmazokat, amelyekre H; € int K;, és a K; halmaz teriilete 1 (ilyen
van, hiszen a Hy, Ho halmazok 0 teriilettieck R?-ben).

Legyen f a K, illetve g a Ky halmaz karakterisztikus fliggvénye (tehat az
a fiiggvény, amelynek értéke 1 az adott halmazon és 0 azon kiviil). Vila-
gos, hogy supp f = K1, suppg = Ko, és feladatként gondoljuk meg, hogy
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Ky + Ky, = R%. Allitjuk, hogy fiiggvény értelemben létezik f * g, tovabba
supp (f * g) = R2 2R3 = supp f + supp g. Ehhez egyrészt gondoljunk meg,
hogy rogzitett (zo,y0) € R? esetén az (z,y) = f(z,9)g((x0,90) — (2,9))
fiiggvény tartdja a Ky N ((z,y) — K2) halmaz. Az (z,y) — Ko ,lefelé allo fél-
hiperbola tartomany” pontosan akkor metszi a K, ,felfelé allo félhiperbola
tartomanyt”, ha K-t az x tengely folé toljuk el, azaz y > 0. Ekkor a metsze-
ten az (z,y) — f(x,y)9((x0,v0) — (x,y)) értéke 1, igy e fliggvény integralja
R2-en a metszet teriilete, ami pozitiv, de legfeljebb K teriilete, vagyis 1. Azt
kaptuk tehat, hogy (f*g)(x,y) minden (z,y) € R? esetén létezik és legfeljebb
1 az értéke, tehat teljesiilnek a[0.72] Definicioban megfogalmazott feltételek,
ezért f * g értelmes. Azt is lattuk, hogy (f * g)(x,y) # 0 pontosan akkor
teljesiil, ha y > 0, és igy supp (f * g) = R2, hiszen y < 0 esetén minden
pontnak van olyan kérnyezete, ahol f * g azonosan 0.

Megoldas. A Allitas, valamint a m Kovetkezmény és a

Példa alapjan
(uxv)*w = (Ty x8y) * Ty = (Tyy % 60) x Ty = (60 * do) * Ty = T7.
Ugyanakkor

ux(vxw) =Ty (64+«Ty) =Ty *T] =Ty xTy =Ty x0=0.

Megoldas. A konvolucio definicioja és a[0.66] Kovetkezmény alapjan
v € Z(R™) esetén

(T +T1)(p) = lim (T x T1)[(y, 2) = Culy, 2)e(y +2)] =

= lim Ck(y,Z)w(y+z)dde=/ oy + 2)dydz.

k—oo JRr2n R27

Vilagos, hogy ¢ = 10,1 esetén, ahol 191 a (9.4]) hozzarendeléssel a =0, r =1
esetén definialt fliggvény,

supp [(y,2) — o(y +2)] = {(y,2) € R* : [y + 2| <1}

egy végtelen sav, igy az 1,1 szigortan pozitiv fiiggvény integralja végtelen,
azaz (T1 * T1)(p) = oo, tehat Ty * T1 nem értelmezett.
Masrészt viszont, a[0.95] Kovetkezmény és a[0.42] Megjegyzés alapjan

Tl*(Tl*(s(/)):Tl*Tl/:Tl*Tll:Tl*TOZTl*OZO.
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Megoldas. A valasz: nem. Tekintsiik példaul a 9%d, és Ty disztri-
bucidkat, ahol T} az azonosan 1 lokélisan integralhat6 fliggvényhez tartozo
regularis disztribucio, valamint |« > 1 multiindex. Ezek nyilvan nem azono-
san nulla disztribuciok, azonban a Allitas és a Megjegyzés alapjan

(85a)*T1:60*(8QT1):60*T[~)&1:5G*T0:6a*020.

Megoldas. A Allitas folytan uj * v = v * u;, ezért elég az egyik
konvergenciat bizonyitanunk. A [0.85] Tételbol kovetkezSen

(uj *v) () = (u; x v)[(y,2) = V()e(y +2)]  (p € ZR™),

ahol ¢ € C§°(R™), amelyre =1 a supp v halmazon (e feliras létezéseénél fel-

hasznaljuk, hogy v kompakt tart6ja). A[9.38] Feladat szerint u; m U ese-
/ 2n / n

tén uj X v m uxv, igy a fenti felirdsbol kévetkezSen u; * v w TEXI

Megoldas. Sziikséges és elégséges, hogy az (a;) pontsorozatnak ne le-
gyen torlodasi pontja az Q) halmaz belsejében. Valoban, ellenkezs esetben az
a torlodasi pont egy tetsz6leges B(a,r) C Q gombi kérnyezetéhez taldlhato
olyan ¢ € 2(0Q) fiiggvény, amelyre ¢ = 1 a B(a,r) halmaz egy nyilt kor-
nyezetében és ¢ = 0 egy nagyobb sugart B(a, R) C Q gémbon kiviil (ilyen
fliggvény létezését a Allitas biztositja). Ekkor D1 0a;(p) =200, 1=
= 00, tehat az Gsszeg nem definial valos értékd funkcionalt sem. Ha az (a;)
sorozatnak nincs torlodasi pontja € belsejében, akkor minden -beli kom-
pakt részhalmazban csak véges sok tagja lehet, tehat véges sok Dirac-delta
Osszegérdl van sz6, és az nyilvan disztribicio.

Megjegyezziik, hogy a fentiek alapjan az (a;) sorozatnak lehet torlodasi pont-
ja 0Q-n, ehhez hasonlo példa szerepelt a[0.8 Feladatban.

Megoldas. A valasz: igen. Legyen a; = 1/j (j =1,2...), és tekintsiik
az u = 0y + Z;’;l da;/ 27 formalis 6sszeget. Gondoljuk meg, hogy tetszdleges
» € Z'(R) fiiggvényt véve

1

1 1
lu(p)| < |e0) + sle(1)] +... <suplp|- (14 54+ —+... | =2sup|y|,
2 R 2 4 R

tehat u értelmes Z2(R) — R funkcional. S6t, vegyiik észre, hogy linearis is,
hiszen képezhetjik két végtelen szumma Osszegét, mert nemnegativ sorok
tetszblegesen atrendezhetGk. A fenti becslésbdl az is kovetkezik, hogy u nul-
ladrendd. Végiil gondoljuk meg (a Dirac-delta disztribucié esetéhez hasonlo-
an, lasd a Feladatot), hogy suppu = {0,1, %, % . }, amely korlatos és
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zért halmaz, tehat kompakt, s6t megszamlalhato is. A [9:14] Feladat alapjan
nem iires megszamlalhato tartdju disztribicié nem lehet regularis, tehat u
sem lehet regularis. Ennek egy masik lehetséges bizonyitasa, ha tgy jarunk
el, mint ahogy a Dirac-delta disztribticié esetében, lasd a Feladatot.

Megoldas. Legyen a € K C €, ahol K kompakt halmaz (ilyen van,
vegylik példaul egy megfelelden kis sugara gomb lezartjat). Az u disztribu-
ci6 nulladrendi volta azt jelenti, hogy létezik C'x > 0 valds szam, amelyre
lu(p)] < Cksupp k|| Legyen (¢;) C Z(N) sorozat, amelyre supp; C
C B(a,1/7), tovabba 1(z) = 1, ha & € B(a,2/j) és x # a esetén o;(x) 2=
0 (ehhez hasonlé fiiggvénysorozatot konstrualtunk példaul a Feladat
megoldéasaban). Elég nagy j-re B(a,1/j) C K, és igy ¢»; = 1 a suppu =
= {a} halmaz egy kornyezetében, ezért a Allitas alkalmazéasaval |u(p)| =
= [u(py;)| < Crsupp k|p;| — Cklp(a)|. Azt kaptuk tehat, hogy |u(p)| <
< Ck|p(a)| minden olyan ¢ € 2() esetén, amelyre supp ¢ C K. Ebbdl ko-
vetkezon, ha p(a) = 0, akkor u(p) = 0. Ez azt jelenti, hogy u(p) csak ¢(a)-t6l
fiigg, igy u linearitasa és folytonossaga miatt sziikségképpen u(y) = Cp(a).
Ez minden olyan ¢ € 2(Q) fiiggvényre teljesiil, amelyre supp ¢ C K. Mivel
K C Q tetszdleges kompakt halmaz, ezért u(¢) = Cp(a) minden ¢ € 2(Q)
esetén fennall (ugyanazzal a C konstanssal).

Megoldas. Ha létezik v, amelyre v’ = u, akkor a derivalas definici-
6ja alapjan ¢ € Z'(R) esetén u(p) = v'(¢) = —v(y’), tehat sziikségképpen
v(p’) = —u(p). Ez azt jelenti, hogy v értéke meg van hatérozva azokon a
¥ € 2'(R) fiiggvényeken, amelyek elallnak egy ¢ € 2'(R) fiiggvény deri-
valtjaként. Az ilyen fiiggvények éppen azok, amelyekre fR 1 = 0, hiszen ekkor
az ffoo 1 + C' integralfiiggvény kompakt tart6ju, végtelen sokszor differen-
cidlhato és a derivaltja ¢. Osszefoglalva tehat, amennyiben fR 1 = 0, akkor
minden C € R esetén

o(¥) = —u (z — /oow + c) . (15.11)

Kérdés, hogy a tébbi fiiggvényen milyen értéket kell v-nek felvennie. Vé-
lasszunk egy tetszSleges x € 2'(R) fliggvényt, amelyre [, x = 1. Ekkor
minden ¢ € 2'(R) fiiggvény felirhato

</>¢+(/Rso)x
[~ () fo- o

alakban, ahol
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Ezért a (15.11)) Osszefiiggés alapjan

v<w>v<¢>+(4i)v<x>u (xj/;¢)+(4¢)v<x>
——u<x*—>/oos0—</R<P>/OOX)+(/R¢)U(X).

Ez azt jelenti, hogy v sziikségképpen az alabbi alakban irhato fel:

v(¢)=—u<wﬂ/_;s0—(4@)/_;x)+Tc(s0),

ahol ¢ alkalmas (y valasztasatol fiiggs) konstans. Nyilvanvalo, hogy ekkor v
jOl definialt, linearis, és mivel u folytonos, ezért v is, valamint a konstrukcio
alapjan v'(p)=—v(¢")=u(p). Az is vilagos, hogy ha v/ =0, azaz u=0, akkor
v = T., tehat konstans fiiggvényhez tartozo reguléris disztribucié. Ebbsl
kovetkezGen, ha v] = vh = u, vagyis (v1 — v2)’ = 0, akkor v; — vy konstans
fliggvényhez tartozo regularis disztribucio.

Megoldas. Ha u rendje k, akkor minden K C R kompakt halmazhoz
létezik cx > 0 szam ugy, hogy

k
u(@)] < exc - Y _sup |
j=0

minden olyan ¢ C R fiiggvényre, amelyre supp ¢ C K. Ebbdl koévetkezGen
minden ilyen ¢ fiiggvényre

k k+1
1) = ()] < e - 3 sup 0] < e 3 sup ).
=0 =0

tehat v’ rendje legfeljebb k + 1. Masrészt a Feladat megoldasaban fog-
laltak alapjan alkalmas ¢ konstanssal

u(p) = —u’ <xH/;¢<Aw>/wwx)+Tc(¢)-

Ha v’ rendje legfeljebb & lenne, akkor

SRS TETR

k—1
< ¢k diam K sup |¢| + cx Zsup ‘go(j)‘ + ¢k diam K sup |¢|C(x),
K = K K

k
lu(p)| < ek ZS‘;(P + le] diam K sup |io] <
7=0

(15.12)
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ahol
o K ,
C(X)Z/ |x|+Zsup‘x(’)‘
oo par i

adott konstans. Azonban a becslés ekkor azt mutatja, hogy w rendje
legfeljebb & — 1, ami lehetetlen. Kovetkezésképpen u' rendje k + 1. Megje-
gyezzik, hogy a k = 0 esetben a becslésben a szumma hidnyozna, és
igy nem jutunk ellenmondésra. Ekkor az allitds nem is igaz, hiszen példaul a
0 disztribuci6 derivaltja énmaga, tehat a rend nem novekszik. A Dirac-delta
nulladrendd disztribaci6 derivaltja viszont a Feladat alapjan els6rendi.

15.2. Megoldasok a[10] fejezet feladataihoz

Megoldas. Legyen u € 2'(R") a feladat megoldéasa. Ekkor
a Allitas folytan 02(u x h) = (0?u) x h, tovabba j = 1,...,n — 1 esetén
9% (u x h) = (93u) x h, j = n esetén pedig I (u x h) = u x (9ph) = u x
X (k?h) = k?(u x h) (felhasznélva a Allitast). Ebbsl kovetkezGen

n—1 n
Fxh= 8fu—zaju—k2u :8311—2@-0.
j=1 j=1

Veégiil a Allitas alapjan

supp v = supp (u x h) = suppu x supph C RT x RT ¢ R

Megoldas. Legyen v € 2'(R"1) a ([10.17) feladat megoldésa. Belét-
juk, hogy ekkor 9, (%v) =0, és igy a/9.32] Feladat alapjan u nem fiigg az
n-edik valtozotol, tehat tekinthets 2’ (R™)-beli disztribucionak.

A Tétel szerint v = (F X h) * E, ahol F az n-dimenzioés hullamegyenlet
alapmegoldasa. A jelolések egyszertsitése érdekében legyen

z:= (taxla"'axn)v g:= (tvyla"'ayn) és T := (t7:p13"'axn—1)~

Mivel h(z,) = e végtelen sokszor differencialhaté pozitiv valos fiigg-
vény, ezért 1/h végtelen sokszor differencialhatdo R™!-en. Legyenek v, x €
€ 2(R"1) a Allitasban szerepls fiiggvények, ekkor az idézett allitas
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alapjan ¢ € Z(R"*1) esetén

1 1
(50) @ =1« (50) =
= [F x h) x EJ{(2,7) = $(@)x(5)e oo +§)} =
= E{j = F[Z > h(zn = (@)x(H)e " to@ + §))]} =

=5 {imx@eF 2 [ 0@l + o) |

Ebbdl kovetkezen

On <}1Lv> (p) = — <11{U) (D) =

. {y - {x - /]Rz/)(i“)ansﬂ(f +7) dmn} } .

(15.13)
Most valasszuk meg -t a Allitasnak megfelelGen oly modon, hogy csak
t-t6l fiiggjon (ez megtehets, lasd a Megjegyzést). Ekkor

/ B(E)0up(E +§) dirn = B(F) / Dol + ) din =0,
R R

hiszen ¢ kompakt tartoju fliggvény. Ezzel belattuk, hogy 0, (%ﬁ 0.

A rovidség kedvéért legyen w := %v, amelyre tehat 0, w = 0. A Allitas
felhasznalasaval kapjuk, hogy 87v = hdfw, tovabba j = 1,...,n — 1 esetén
v = hdiw, j = n esetén pedig d,w = 0 miatt d,v = (Fph)w = k*hw.
Ennek megfelelGen a egyenlet

Fxh=0{v-> 0w=
j=1

n—1
=h afw—Zajw—ka ,
j=1

alakban irhatd, és igy mindkét oldalt 1/ h-mal beszorozva a Allitas fel-
hasznalasaval kapjuk, hogy

n—1
Ofw— > jw—kw=Fx 1 (15.14)
j=1

Legyen most ¢y € Z(R) olyan, amelyre [, @9 = 1, és definidljuk az u €
€ 2'(R™) disztribtciot az

u(p) = w(p x o)
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Osszefiiggéssel. Ekkor supp u C suppw C Riﬂ, tovabba am Allitasbol ko-
vetkezen dfu(p) = 0w (i X o), hasonloan j = 1,...,n—1 esetén d7u(p) =

= Pw(p X @), ezért a (15.14) egyenlethsl ¢ € Z(R™) esetén

~ 3 Bule) ~ Fule) = (F x (e x o) =

=F {:E = (E/R<po(fﬂn)dxn)} = F(p),

tehat u valoban megoldasa a (10.16)) feladatnak.
Megoldas. A[10.5 Tétel alapjan u; = E'x F; és u = E * F. Ezenkiviil
- Allitasbol kovetkezden ¢ € Z(R™F1) esetén

(B Fy)(p) = (E x Fj)l(y, 2) = ¥(y)x(2)e(y + 2) =

— Fy{z o Bly o v(y)x(=)ely + )]}, (15.15)

n+1
ahol v és x a [9.88] Allitasnak megfelels fiiggvények. Az F; m F

konvergencia folytan a (15.15)) Gsszefiiggés jobb oldala j — oo esetén az
alabbi kifejezéshez tart

F{zw Ely = ¥(y)x(2)e(y + 2)]} = (E* F)(p).

- Megoldas Az f,g,h fiiggvények ((10.18) alapjan torténd kiterjeszté-
sével nyert f, g, h fiiggvényekre nyllvanvaloan teljesiil, hogy f € 02(R4)
g€ C3(R3), h € C*(R3). Ekkor a 2| Tétel alapjan a

Ou—Au=f, a(0,2)=g(x), 8a(0,z)=h(z) (ZeR? (15.16)

klasszikus Cauchy-feladatnak létezik egyetlen u € C? (@) megoldasa, még-
pedig

O 1 (15.17)
+ E& (t /S(i,t) gda) * E /S(i,t) o

A fenti formulaban szerepld integralokat ugy alakitjuk, hogy a[10.14] formulat
nyerjiik. Vegyiik észre egyrészt, hogy

B 9(§)
do = 2t EASV— 15.18
/S<5c,t) 99 /B(w,t) 12— |z —¢J2 ¢ ( )
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és hasonloan

5 h(§)
hdo = 2t S 15.19
/S(sc,t) ’ /Bw) V2 =z — £ ¢ (15:19)

Masrészt pedig

/B@,t)f( || éédg //SM - >d§d

/ /B IO e~ (15.20)

(zr) TV/T2 = [z — €[ \x— 2

2f(7,¢)
- dédr.
/O/B(:L’,t‘r) (t—T)Q—‘m—ﬂQ 5 T

Most a ((15.18]), a (15.19)) és (15.20|) osszefiiggéseket a (|15.17) formuléba he-
lyettesitve kapjuk, hogy

oL f(7,9) .
”““ﬂ_2wl(éu¢q>¢u—7%—»x—af%d+

10 9(§) 5.9
+%&<@m ﬂ|xaﬂg+ o2y

L MO
2T JB(ag) /12 — |z — €]?

Mivel @ nem fiigg az x3 valtozotol, ezért dsu = 0, igy (15.16) és a ((10.18)
megfeleltetés alapjan az u(t,x) = u(t, &) fliggvényre

Pu—Au=f u0,z)=g(x), Ou(0,z)="h(z) (zcR?),

tehat a ((15.21) formuléval értelmezett fliggvény kielégiti a kétdimenzios hul-
lamegyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatot.

Megoldas Tegyiik fel, hogy f € C2(R2) g € C3(R) és h € C*(R),
ekkor a klterjesztesevel nyert f, g, h fuggvenyekre nyilvanvaléan f €

€ C*(RE )7 g € C3(R?), h € C?(R?). Ekkor a 2l Tétel alapjan a

Ou—Au=f, a(0,2)=g(x), 8a(0,z)=h(z) (ZeR? (15.22)
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klasszikus Cauchy-feladatnak létezik egyetlen u € C? (@) megoldasa, még-

pedig
t,z Zﬁ//m T)\/ r.9) — dfdr+

|z = ¢

15.23
27T 8t /;(1’ t) / ‘(L‘ . |2 ( )
T JB(,t) /t2 _ |i _ €|2

A B(Z,t) gbmbon vett integralt a B (0,t) gombre transzformalva a Fubini-
tétel és h(Z) = h(z) felhasznalasaval

/ MO e
B@:t) (/12 — |7 — §~|2

iL ~_ ~
:/ (€ n~) di7 =
B@,t) V2 — [7]?

[ b [T
= h(z —n / dn dm = 15.24
B(0,t) ' N e ( )
vV t2_771
= / h(z —m) [arcsin (7722 2)] ddm =
B(0.1) VE == )| e

x4+t
= 7r/ h(s)ds.

r—t

Teljesen hasonldéan adodik, hogy
S0 _ T+t
/ I R— w/ g(s)ds,
B(&,t) , /42 — |5c _ £|2 z—t
igy a g € C3(R?) simasagi feltétel miatt

(15.25)

/ £) = Lo+ 1)+ gz — 1)),
27r8t B(“)m 2
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Végiil a fentiek mintdjara

1 t f(T,f) Fa
%/0 /B~F - — ddr =
(z, r) (t—12)— |2 — ¢ (15.26)

x+ t 'r
/ / (1,8)dsdr.
(t—7)

A (15.26)), (15.25)), és (|15.24) osszefiiggések alapjan

z+(t—7)
/ / f(r,&)dedr+
z—(t—T7)
x4+t

+2( (:c+t)+g(x—t))+%/T h(€) de.

r—t

(15.27)

Az u(t,x) = u(t, ) megfeleltetés és a ([15.22) feltételek folytan
Pu—2u=f, u(0,2)=gx), Ou(0,z)=hz) (zeR),

tehat a (15.27)) formulaval értelmezett fiiggvény kielégiti az egydimenziés hul-

lamegyenletre vonatkozé klasszikus Cauchy-feladatot. Vegyiik észre még azt,

hogy minden f € C*(R}), g € C°(R?) és h € C*(R%) helyett a gyengébb
f€CHRYL), g € C*(R), h € C*(R) feltételek mellett is érvényben marad.

15.3. Megoldasok a [11] fejezet feladataihoz

- Megoldas Vegyiik észre (ahogyan a|l1.12, Tétel el6tt is megjegyez-
tiik), hogy a Példa, a[9.700 Allitas és a [0.66 Kovetkezmény alapjan

dxTy =Ty xTy=0(Tu xTy) = 0 Trxyg,

ahol H a Heaviside-fiiggvény. Mivel H x g € .#, s6t H x g € L (R,
ezért 6 x T, € M, tehat létezik (0 x g) * E, tovabba a Allitas folytan

(6% g)+ B = 8](H x g) * E] = ,[E = (H x g)].

Megoldas. Mivel H x g € .4, mégpedig

(H x g)(t, ) = H(t)g(z),
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ezért

[Ex (H x g)|(t,z) = / RHETO (t—1)g9(x —&)d¢dr =

// (1,6)g(z — &) dedr.

Belatjuk, hogy minden régzitett © € R™ esetén a

(15.28)

fs /0 [ B(roH( - n)glx -~ €)dedr = /O B(r.6)g(x — £)dedr

R’n
(15.29)
fiiggvény folytonos R-en, folytonosan differencialhato az R\ {0} halmazon, a
derivaltja t < 0 esetén 0, t > 0 esetén pedig a

t— | E(r,{)g(z —§)déd (15.30)
Rn

fiiggvény, amely a lokalisan integrélhaté R-en. Ekkor a Példa szerint
a O¢[E * (H x g)] disztribuci6 értelemben vett derivalt a (0 pont kivételével
definialt) klasszikus derivalthoz tartozo regularis disztribucio.
A fliggvény folytonossaga a Osszefliggésbdl az integralfiiggvény
folytonossaga alapjan kovetkezik. Az E alapmegoldés formulajabol
nyilvanvald, hogy a fliggvény t < 0 esetén azonosan 0, igy a derivaltja
is 0. Méasrészt, az n := £/2+/7 helyettesitést alkalmazva d¢ = (21/7)"dn, igy

_ o (€Y
[ B gt = oo [ oo () ae-
_exp(=|n*)g(x — 2/m)dn,

1

VT R
ezért a paraméteres integral folytonossagi tételébsl (lasd a Tételt) ado-
doan a (|15.30]) fliggvény folytonos t > 0 esetén. Ebbdl kivetkezGen a (|15.29
fliggvény t > 0 esetén is folytonosan differenciilhato, és a derivéltja a ((15.30
fliggvény.
Végiil a (15.30) fliggvény a 0 kornyezetében is integralhatd (masutt a folyto-
nossagabol kovetkezGen), hiszen a Allitas felhasznalasaval

[
/to/ B(r, 6)lg(x — ©)|dedr <

< gl am - / / E(r.€)dedr = to - gl = s,

E(r,&)g(x —¢ df’ dr <
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Megoldas. Az n := (x — £)/2y/t — T és T := t — 7 helyettesitéseket
alkalmazva dé = (—1)"(2y/t — 7)"dn, dr = —d7, igy a (8.16) formulabol
kapjuk, hogy

u(t,x) = /0 % - f—72— 2\@7]) exp(—|n|?) dnd7+

+ (2\/%)71/7}(5) exp (—W) d€.

A (|15.31) jobb oldalanak els6 tagja a , Tételek folytan a C'12 (RT‘l)

térben van. A masodik tag t szerinti ¢ > 0 esetén Ri"’l-on valo folytonos dif-
ferencialhatosaga (s6t, valojaban végtelen sokszor valo differencialhatosaga)
a[2.17] Tételbol kovetkezik, hiszen az integrandus és a derivaltja tetsz6leges
(to,00) (to > 0) intervallumon az alabbi modon becsiilhets:

_£12 2
e (<2 )| < ooy enw (12155

0 x — &2 x — £|? x — &2
g (-2 ) =0 L e (<) <

|z — ¢J? |z — ¢|?
< oo (Rn -
< |9l oo m) 12 exp 1, ;

(15.31)

amelyek integralhato fiiggvények. Az x szerinti folytonos differencidlhatosag
hasonl6 moédon igazolhato, véges halmazt véve az els6 és mésodrendii parci-
alis derivaltaknak létezik integralhato majoransuk. A részletes bizonyitéast az
Olvasora bizzuk.

AzueC (R’}rﬂ) feltételhez a (15.31)) formulat alakitjuk tovabb, a jobb oldal

mésodik tagjaban az 1 := £/2+/t helyettesitést végrehajtva:

utta) = [ = [ (e 7.0 = 2/F0) expl—nf?) dnar+
1

WD

Ebbol a 216 és .17 Tételek felhasznalasaval u € C(R™FY) adodik, sot
a|2.15 Allitas folytan u(0,z) = g(z) is nyilvanvaléan kévetkezik.

A Tétel alapjan az éltalénosifott Cauchy-feladatnak az F:= T + 4 x
x T, jobb oldalhoz tartozé v € . egyértelmiien meghatarozott megoldasa
v = ExF. A[IT.IHI1.2] Feladatokbol kdvetkezben az Ex F disztribici6 éppen
a formulaval értelmezett lokalisan integralhato u fliggvényhez tartozod

/Rn g(x — 2V'tn) exp(—|n|?) dn.
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regularis disztribacio. A Feladat szerint u € CL2(R) N C(RY), és
u(0,z) = g(x) (x € R™), igy a[11.4, Allitasbol adodoan u kielégiti a klasszikus
Cauchy-feladatot.

Megoldas. Az n:= (x — £)/2+/t — 7 helyettesitéssel
dg = (=1)"(2vt —7)"dn,

igy a Allitas felhasznalasaval

I S R e A
/ozm [ 1) p( 4(t_7)>dsd
/0 % [t =20 expl(—lnf) dndr

<

<t f oo ((0,6) xR

Masrészt, az n := (x — £/24/7) helyettesités alkalmazasaval |d¢| = (24/7)"dn,
igy a Allitas felhasznalasaval

‘@L/Rng(g)e@ <_lx ;tﬂz) d£’ _
_ ‘\/;”/Rn g(z — 2v/7n) exp (= [n]?) dn‘ <

< lgllzee ®nys
ezért a (8.16) formulabol kozvetleniil adodik, hogy

lu(t, )| < llgllLee@ny + el fllLee(0,)xrny (£ 20,2 €R™).

15.4. Utmutatasok a . fejezet feladataihoz

Megoldas. Rogzitsiink egy olyan v € H'(R) fiiggvényt, amely elttinik
egy egységintervallumon kiviil, és amelyre

||UHL2(R) =L

Akkor az up,(z) := u(x+n) eltolt fiiggvények ortonormalt sorozatot alkotnak
L?(R)-ben. Mérpedig egy Hilbert-térbeli ortonormalt sorozat korldtos, de
nincs konvergens részsorozata.
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Megoldas. Ha ¢ € C§°(Q?), akkor minden elég kis r > 0-ra fennallnak

az
/xEQ u(0;¢) dx = _/a:eQ (Oju)p dx + / | upv; dr
|z|>r |z|>r le|=r
egyenlGségek minden j = 1,..., N-re. Innen r — 0 mellett az allitas adodik.

Megoldas. Vilasszunk egy olyan v € H}(a,b) fiiggvényt, amelyre
u(c) > 0, és legyen u,(xz) = min{u(z),n|z —c|}, z € (a,b), n = 1,2,....
Akkor u, € Hi(a,b), un(c) = 0, és u, — u L*(a,b)-ben. Ha valamely f €
€ L?(a,b) fiiggvényre f: fupn dx = u,(c) volna minden n esetén, akkor innen
az

b b
/ fudx = lim/ fup, dr =limu,(c) = im0 = 0 # u(c)

ellentmondéas adédna.

Ha példaul specialisan u(a) = u(b) = 0, u(c) = 1, és u affin az [a, ] és [c,b]
intervallumokban, akkor wu,, affin az [a,c — n71], [c — n7!,¢], [c,c + n71],
[c +n~1, b] intervallumokban, és

b
/ |t — ul® dz < 2/n— 0.

12.16 Megoldas. Ha ¢ € C§°(Q2), akkor minden elég kis r > 0-ra fennall-
nak az

/wEQ u(0;) dx = _/weQ (Oju)ep d:c—i—/ upv; dl’

|z|>r |z|>r l=r

egyenlGségek minden j = 1,..., N-re. Innen r — 0 mellett az allitas adodik.

Megoldas. Explicit szamolas az |z| = (27 + --- + 23,)"/? képletbdl
kiindulva.

12.18 Megoldas. Ha o < 0, akkor lim,_,o u(z) = 0o, ahonnan u ¢ L*()
ésu ¢ C(Q).
Haa>1- %, akkor

/ u? + |Vul® do = / 2" + a? |z|**? dz < oo,
Q |z|<R

mert 2a — 2 > —N. (Ugyanez a konklazi6 adodik N =2 és a > 0 esetén.)
Haa>1—%,akkora>l—N, és igy
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12.19, Megoldas. Hasznaljuk a minden € > 0O-ra érvényes
Int=0(t"%), t\0

relaciokat.

12.20l Megoldas. Ha 3 > 0, akkor lim,_,o u(z) = 0o, ahonnan u ¢ L>(1Q)
ésu ¢ C(Q).
Ha 8 < 1/2, akkor

/ u? + |Vul® do = / |1n|:cH26 + fﬁ‘ln\xHB_l |x|71‘2 dr =
Q |z|<R
R
= 27r/ rlnr* + 82 7?72~ dr < oo,
0

mert 26 — 2 > —1.
Veégiil lim, o |z| u(z) = 0.
Ugyanez a konklazié adddik n > 3 és tetszdleges 8 € R esetén.

12.22] Megoldas. Az

u@) = Y epe’s )

kezZN

jeloléssel élve az eredmény a kovetkezd harom azonossagbol adodik:

[l de=a¥ ¥ fal’,
C

kezZN

2 - 271'21\/ 2 2
/C|Vu\ dx-(a)a S k2 e,

kezZN
/udx
C

Pontosan akkor all egyenléség, ha alkalmas c; konstansokkal

2
=a® |eo)?.

2

i,
a %j,

N
u(z) =co + che
j=1
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15.5. Utmutatasok a . fejezet feladataihoz

Megoldas. Bevezetve f maéasodik primitiv fliggvényét, alkalmas ¢, d
konstansokkal elGszor az

W@ =c [ s a

u(x):cx+d—/az (/ayf(t) dt) dy =
=cac+d—/[:c (/tmf(t) dy) dt =

:cx—|-d—/z(x—t)f(t) dt

majd az

egyenlGséget kapjuk.
Az u(a) = u(b) = 0 feltételek segitségével meghatérozhato c és d; végiil az

Tr—a

b xT
b_a/(l(b—t)f(t) dt—/a (xz—t)f(t) dt

u(x) =

képletet kapjuk.

Megoldas. Minthogy u folytonos, és v” = 0 az (a, ¢) és (¢, b) interval-
lumokban, olyan megoldast keresiink, amelyik linearis ezekben az intervallu-
mokban, és eltiinik az a, b pontokban. Konstans szorzo6tol eltekintve egyetlen
ilyen fliggvény van: alkalmas « konstanssal

u(z) = {“(b —c)(@—a) [a,c-ben,
alb—z)(c—a) [c b]-ben.

Minthogy ekkor tetszéleges v € Hi(a, b)-re

b c b
/ w'v' dr = a(b— c)/ v'(z) dr — a(c — a)/ v'(z) do =
=a(b—a)v(c),
lathato, hogy az o = 1/(b — a) valasztéssal

b
/ u'v' dx = v(c)
a

minden v € H}(a, b)-re, vagyis v gyenge megoldas.
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és Megoldas. Felejtsiik el egyeldre a peremfeltételeket, és keres-
siik meg differencidlegyenlet altalanos megoldéasat az allandok varidlasanak a
modszerével. A homogén egyenlet megoldéasa jol ismert: alkalmas ¢, d kons-
tansokkal
u(z) = ce® + de™".
Keressiik az inhomogén egyenlet megoldasat alkalmas c(z), d(x) fiiggvények-
kel az
u(z) = c(x)e” + d(z)e™™
alakban, akkor
u'(z) = (c(z)e” —d(z)e™™) + (' (z)e” + d'(z)e™™).
A képlet egyszertisitése érdekében tegyiik fel, hogy
d(x)e” +d (x)e” " =0,
akkor ismételt derivalassal az
u"(z) = (c(z)e” + d(z)e™™) + (' (z)e” — d'(z)e™™") =
=u(xz) + ((x)e” — d'(z)e™ )

egyenlet adodik.
A

d(@)e” +d(x)e =0 és d(v)e” —d'(v)e ™ = —f(z),
illetve az ekvivalens

)= e ) 6 d() = et f ()

egyenletrendszert megoldva, alkalmas cg, dy konstansokkal végiil is

u(z) = (CO + /j —%6_7(75) dt) e’ + (do + /: %etf(t) dt> et =

— co” + doe + / F(t) sinh(t — z) dt

adodik.
A ¢y, dy konstansok konkrét értéke az aktualis peremfeltételekbdl meghaté-
rozhato.

Megoldas. Vezessiik be r/p-nek egy R primitiv fiiggvényét, és frjuk
at a feladatot a
—(pe_Ru’)l +qge Bu= fe® (a,b)-ben,
u(a) =u(b) =0
alakba.
Alternativ megoldéasként alkalmazzuk a Lax—Milgram-tételt.



Irodalomjegyzék

[1]
2]

13

[4]

15]

[6]
7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

R. A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

S. Agmon — A. Douglis — L. Nirenberg, Estimates near the boundary
for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general
boundary value condition, Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959), 623—
727.

V. 1. Arnold, Kézdonséges differencidlegyenletek, Miiszaki Konyvkiado,
Budapest, 1987.

V. I. Arnold, On teaching of mathematics, Russian Math. Surveys 53
(1998), no. 1, 229-236.

I. Babusgka, Error-bounds for finite element method, Numer. Math. 16
(1971), 322-333.

W. Blaschke, Kreis und Kugel, Verlag von Veit., Leipzig, 1916.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle (Théorie et applications), Masson, Pa-
ris, 1983.

H. Brezis, F. Browder, Partial Differential Equations in the 20th Cent-
ury, Adv. Math. 135 (1998), 76-144.

I. G. Bubnov, On the stability of elastic systems (orosz nyelven), Shornik
St. Petersburg Inst. Inzh. Put. Soobsch. 81 (1913), 33-36.

A. Calderén — A. Zygmund, On the existence of certain singular integrals,
Acta Math. 88 (1952), 85-139.

A. Calderén — A. Zygmund, On singular integrals, Amer. J. Math. 78
(1956), 289-309.

G. Chilov, Analyse mathématique, fonctions de plusieurs variables réelles

I-11, Editions Mir, Moscou, 1978.

333



334

IRODALOMJEGYZEK

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]
[21]
22]

23]

24]
[25]

[26]

Czach Laszlo — Simon Laszlo, Parcidlis differencidlegyenletek (1. félév),
E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem jegyzet, Tankdnyvkiad6, Budapest,
1977.

J. D’Alembert, Recherches sur la courbe que forme une corde tendue
mise en vibration, Histoire de I’Academie Royale, Berlin, 3, 1747 (1749),
214-219.

J. D’Alembert, Suites des recherches, Histoire de I’Academie Royale,
Berlin, 3, 1747 (1749), 220-249.

E. de Giorgi, Sulla differenziabilita e I'analiticita delle estremali degli
integrali multipli regolari, Mem. Accad. Sci. Torino. Cl. Sci. Fis. Mat.
Nat. 3 (1957), 25-43.

L. Dirichlet, Uber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtig-
keit einer unendlich diinnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials
derselben in jedem Punkte ihrer Oberfliche gegeben ist, Abh. Preuss.
Akad. Wiss., 1850, 99-116.

G. Duvaut — J. L. Lions, Les Inéquations en Mécanique et en Physique,
Dunod, Paris, 1972.

A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wiir-
me geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten
Teilchen, Annalen der Physik 322 (1905), 549-560.

L. C. Evans, Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathe-
matics Volume 19, AMS, Providence, RI, 2010.

G. M. Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung I-III, Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1975-1987.

J. Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Chez Firmin Didot, Paris,
1822.

L. Fredholm, Sur une nouvelle méthode pour la résolution du probléme de
Dirichlet, Ofversigt Kongl. Vetenskaps-Akad. Forhandlingar 57 (1900),
39-46.

I. Fredholm, Sur une classe d’équations fonctionnelles, Acta Math. 27
(1903), 365-390.

A. P. French, Vibrations and Waves, The MIT Introductory Physics
Series, W. W. Norton & Company Inc, New York, 1971.

K. O. Friedrichs, Die Rand- und Eigenwertprobleme aus der Theorie der
elastischen Platten (Anwendungen der direkten Methoden der Variati-
onsrechnung), Math. Ann. 98 (1928), 205-247.



TRODALOMJEGYZEK 335

27]
28]
29]
(30]

[31]

32]

[33]

[34]
[35]
[36]
37]
[38]

[39]

[40]
[41]

42]

K. O. Friedrichs, The identity of weak and strong extensions of differen-
tial operators. Trans. Amer. Math. Soc. 55 (1944), 132-151.

E. Gagliardo, Proprieta di alcune classi di funzioni in piu variabili, Ri-
cerce Mat. 7 (1958), 102-137.

B. G. Galerkin, On electrical circuits for the approximate solution of the
Laplace equation (orosz nyelven), Vestnik Inzh. 19 (1915), 897-908.

L. Garding, An inequality for hyperbolic polynomials, J. Math. Mech. 8
(1959) 957-965.

D. Gilbarg — N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, Vol
224, Springer-Verlag, New York, 1977.

Gnédig Péter, Bevezetés a disztribiucidelméletbe és a fizikai alkalmazdsa-
1ba, ELTE egyetemi jegyzet, Tankonyvkiadd, Budapest, 1981.

G. Green, Essay on the Application of Mathematical Analysis to the The-
ories of Electricity and Magnetism. Printed for the Author by T. Wheel-
house, Nottingham, 1828.

K. Gustafson, A. Takehisa. (Victor) Gustave Robin: 1855-1897, The
Mathematical Intelligencer 20 (1998), 47-53.

K. Gustafson, T. Abe, The third boundary condition — was it Robin’s?,
The Mathematical Intelligencer 20 (1998), 63-71.

J. Hadamard, Sur les problémes aux dérivées partielles et leur significa-
tion physique, Princeton University Bulletin 13 (1902), 49-52.

J. Hadamard, Lectures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differen-
tial Fquations, Yale Univ. Press, New Haven, 1923.

Halasz Gabor, Bevezetd komplex fliiggvénytan, Komplex fiiggvénytani fi-
zetek II, ELTE, Budapest, 2002.

A. Harnack, Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentia-
les und der eindeutigen Potentialfunktion in der Ebene, Teubner, Leipzig,
1887.

M. R. Hestenes, Extensions of the range of a differentiable function,
Duke Math. J. 8 (1941), 183-192.

L. Hérmander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators
I-1V, Springer, Berlin, 1983-1985.

J. Horvath, An introduction to distributions, Amer. Math. Monthly 77
(1970), 227-240.



336

IRODALOMJEGYZEK

[43]
j44]
Ja5)
Ja6]
ja7]
Jas]

[49]

[50]
[51]
[52]

53]

[54]
[55]
[56]
[57]

[58]

F. John, Partial Differential Equations, Applied Mathematical Sciences,
vol. 1, Springer-Verlag, 1982.

M. Kac, Can one hear the shape of a drum?, Amer. Math. Monthly 73
(1966), 1-23.

G. Kirchhoff, Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen
Scheibe, J. Reine Angew. Math. 40 (1850), 51-89.

A. N. Kolmogorov — Sz. V. Fomin, A fiiggvényelmélet és a funkciondl-
analizis elemei, Miiszaki Konyvkiad6d, Budapest, 1981.

Komornik Vilmos, Valds analizis eldaddsok I-II., TypoTEX, Budapest,
2003.

Komornik Vilmos, Introduction aux EDP, kézirat (23 o.), Strasbourg,
2007.

P. D. Lax — A. Milgram, Parabolic equations, in: Contributions to the
theory of partial differential equations, Annals of Mathematics Studies,
No. 33. Princeton University Press, 1954.

L. Lichtenstein, Eine elementare Bemerkung zur reellen Analysis, Math.
Zeit. 30 (1929), 794-795.

J.-L. Lions — E. Magenes, Probleémes auz limites non homogenes et
applications 1-3, Dunod, Paris, 1968.

J.-L. Lions, Quelques méthodes de résolution des problémes aux limites
non linéaires, Dunod et Gauthier-Villars, Paris, 1969.

E. Magenes — G. Stampacchia, I problemi al contorno per le equazioni
differenziali di tipo ellittico, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 12 (1958),
247-358.

J. C. Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism, Clarendon
Press, Oxford, 1873.

E. J. McShane, Extension of range of functions, Bull. Amer. Math. Soc.
40 (1934), 837-842.

N. Meyers, J. Serrin, H = W, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 51 (1964),
1055-1056.

C. S. Morawetz (ed.), Kurt Otto Friedrichs, Selecta, Vol. 1, Birkhiuser
Verlag, 1986.

J. Moser, A new proof of De Giorgi’s theorem concerning the regularity
problem for elliptic equations, Comm. Pure Appl. Math. 13 (1960), 457—
468.



TRODALOMJEGYZEK 337

[59]

[60]

[61]

[62]

(63]

[64]

[65]

[66]
[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

73]

J. Moser, On Harnack’s theorem for elliptic differential equations,
Comm. Pure Appl. Math. 14 (1961), 577-591.

R. Murphy, Elementary principles of the theories of electricity, heat and
molecular actions, Part I, On FElectricity, Printed at the Pitt Press by
John Smith, Cambridge, 1833.

J. Nash, Continuity of solutions of parabolic and elliptic equations,
Amer. J. Math. 80 (1958), 931-954.

J. Naumann, Remarks on the prehistory of Sobolev spaces, Preprint Nr.
02-2, Inst. fir Mathematik, Humboldt Univ., Berlin, 2002., elektroniku-
san elérhetG:
www.mathematik.hu-berlin.de/publ/pre/2002/P-02-2.ps

C. G. Neumann, Zur Theorie des Logaritmischen und des Newton’schen
Potentials I-11., Berichte tber die Verhandlungen der Kéniglich Sdch-
sischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 22 (1870), 49-56,
264-321.

C. G. Neumann, Untersuchungen tber das logaritmische und New-
ton’sche Potential, Leipzig, 1877.

L. Nirenberg, On elliptic partial differential equations, Ann. Sc. Norm.
Pisa 13 (1959), 115-162.

Petruska Gyorgy, Analizis 11., ELTE Eotvos Kiado, Budapest, 1999.

H. Poincaré, Sur les équations aux dérivées partielles de la physique
mathématique, Amer. J. Math. 12 (1890), 211-294.

H. Poincaré, Sur les équations de la physique mathématique, Rend. Circ.
Mat. Palermo 8 (1894), 57-156.

P. A. Raviart — J. M. Thomas, Introduction a l’analyse numérique des
équations auz dérivées partielles, Masson, Paris, 1983.

F. Rellich, Ein Satz iiber mittlere Konvergenz, Nachr. Akad. Wiss. Gdt-
tingen Math. Phys. Kl. (1930), 30-35.

W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprob-
leme der mathematischen Physik, J. Reine Angew. Math. 135 (1908),
1-61.

W. Rudin, A matematikai analizis alapjai, Miszaki Konyvkiado, Buda-
pest, 1978.

W. Rudin, Functional Analysis, 2. kiadas, McGraw Hill, New York, 1991.



338

IRODALOMJEGYZEK

[74]

[75]

[76]

[77]

(78]

[79]

[80]

[81]

(82]

[83]

[84]

[85]

[36]

[87]

(88]

L. Schwartz, Généralisation de la notion de fonction, de dérivation, de
transformation de Fourier et applications mathématiques et physiques,
Ann. Univ. Grenoble 21 (1945), 57-74.

L. Schwartz, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1950-1951.

L. Schwartz, Sur 'impossibilité de la multiplication des distributions, C.
R. Acad. Sci. Paris 239 (1954), 847-848.

L. Schwartz, Un mathématicien aux prises avec le siecle, Odile Jacob
Paris, 1997.

H. A. Schwarz, Uber ein die Flichen kleinsten Flichenhalts betreffendes
Problem der Variationsrechnung, Acta Soc. Sci. Fenn. 15 (1885), 315
362.

Simon Laszlo, Parcidlis differencidlegyenletek (2. félév), E6tvos Lorand
Tudomanyegyetem jegyzet, Tankényvkiad6, Budapest, 1977.

Simon Laszlo — E. A. Baderko, Mdsodrendd linedris parcidlis differenci-
dlegyenletek, Tankonyvkiadé, Budapest, 1983.

J. Smoller, Shock waves and reaction-diffusion equations, A Series of
Comprehensive Studies in Mathematics, Vol. 258, Springer-Verlag, New
York, 1983.

S. L. Sobolev, Méthode nouvelle & résoudre le probléeme de Cauchy pour
les équations linéaires hyperboliques normales, Mat. Sb. 43 (1936), 39—
72.

S. L. Sobolev, A funkcionalanalizis egy tételérsl (oroszul), Mat. Sb. 46
(1938), 471-497.

S. L. Sobolev, A funkcionalanalizis néhany alkalmazésa a matematikai
fizikdban (orosz nyelven), Leningrad Univ., Leningrad, 1950. (Angol for-
ditasban: Some Applications of Functional Analysis in Mathematical
Physics, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1963.

G. Stampacchia, Formes bilinéaires coercitives sur les ensembles con-
vexes, C. R. Acad. Sci. 258 (1964), 4413-4416.

V. A. Steklov, A matematikai fizika differencialegyenleteirél (oroszul),
Math. Sb. 19 (1896-97), 469-585.

Stoyan Gisbert — Také Galina, Numerikus mddszerek 3., TypoTEX Ki-
ado, Budapest, 1997.

J. W. Strutt (Lord Rayleigh), On the theory of resonance, Phil. Trans.
Royal Soc., Series A 161 (1870), 77-118.



IRODALOMIJEGYZEK 339

[89]

[90]

[91]
92]
193]
[94]
195]

[96]

197]

193]

C. Sturm, J. Liouville, Extrait d’un mémoire sur le développement des
fonctions en séries dont les différents termes sont assujétis a satisfaire a
une meme équation différentielle linéaire, contenant un parametre vari-
able, J. Math. Pures Appl. 2 (1837), 220-222.

W. Thomson [Lord Kelvin], Note sur une équation aux différences parti-
elles qui se présente dans plusiers questions de physique mathématique,
J. Math. Pures Appl. 12 (1847), 493-496.

H. Tietze, Uber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge stetig
sind, J. Reine Angew. Math. 145 (1915), 9-14.

A. N. Tyihonov, Théorémes d’unicité pour l’équation de la chaleur,
Math. Sb. 42 (1935), 199-216.

P. Urysohn, Uber die Machtigkeit der zusammenhangenden Mengen,
Math. Ann. 94 (1925), 262-295.

V. Sz. Vlagyimirov, Bevezetés a parcidlis differencidlegyenletek elméle-
tébe, Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1979.

V. Sz. Vlagyimirov, Parcidlis differencidlegyenletek feladatgyidjtemény,
Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1980.

K. Weierstrass, Uber das sogenannte Dirichlet’sche Prinzip, Gelesen in
der Konigl. Akad. Wiss. 14 Juli 1870, In: Mathematische Werke von Karl
Weierstrass, 2 Band, Abhandlungen II, Berlin, Mayer & Miiller, 1895.

H. Weyl, The method of orthogonal projection in potential theory, Duke
Math. J. 1 (1940), 414-444.

H. Whitney, Analytic extensions of differentiable functions defined in
closed sets, Trans. Amer. Math. Soc. 36 1934), 63-89.



Targymutato

0>, [16]
alland6 egytitthatos linearis differen-
cidloperator, [216]
altalanositott
derivalt,
fiiggvény, [I83)
altaldnositott Cauchy-feladat
hiperbolikus egyenletekre, [233] [236]
parabolikus egyenletekre,

alapfiiggvény,
alapmegoldas, [I98] 205} [216]
hévezetési egyenlet, 153} [200] [220]

hullamegyenlet
egy dimenzi6ban,
harom dimenzidban,
két dimenzioban, 21§]
kozonséges differencialegyenlet,[I97]

217
Laplace-egyenlet,
példak,

Poisson-egyenlet, [222]
Ampeére torvénye, [68|

Barenblatt-megoldas, [70]
biharmonikus egyenlet,
Brown-mozgés, [50]
Burgers-egyenlet, [67]

Cauchy-féle fGérték,

Cauchy-feladat,
hévezetési egyenletre vonatkozo,

hullamegyenletre vonatkozo, [62]

340



TARGYMUTATO, NEVMUTATO

341

Cauchy-integralformula, [I28]
co-area formula,

D’Alembert-formula,
derivalt
disztribucio értelmben vett,
dilatacio, [I50]
Dirac-delta,
tartoja, [I93]

direkt szorzat
disztribuciok, [200]
definicio, 203
miiveleti tulajdonsagok, [204]
fiiggvények, [200]
Dirichlet-elv, [I07], [I09]
Dirichlet-energia, [107]
Dirichlet-feladat,
erds megoldas, 276] [277]
gyenge megoldas,
disztribucio, [I183] [186]
algebrai miiveletek,
derivaltja, [[93}H195]
direkt szorzata, [200
globalis egyenldség, [197]
kompakt tartoja, [193
konvolici6ja, [205] [208]
lokalis egyenlSség,
példak, [I37]
reguléris, [18§
konvolucioja, 210]
tartoja, [193]
rendje, [190]
tartoja, [192]

egyenlet
elliptikus,
els6rendii linearis, [3§]
hiperbolikus, [74]
integralhato, [34]
kozonséges differencialegyenletre

visszavezethetd,

parabolikus, [74]

tagabb értelemben parabolikus,

egyenletesen elliptikus, [70]
egységapproximéacio, [I5} [I86]
egységosztas tétele,
egyszert réteg, 219

egyszeri réteg potencialja,
eikonal egyenlet, [67]

elliptikus, [74]

els6 integral, [39]

evolucios feladat, [287]

figgsségi kup, 238
faktornorma, 278
Faraday torvénye, [6§]
Fick torvénye, 54
forrastag, [49]
Fourier torvénye, [46]
Fourier-moédszer

vegyes feladatokra,
Fubini-tétel,

gbmb, [6]
gombfeliilet, [6]
Gauss torvénye,
Green reprezentacios tétele,
Green-fiiggvény, 134
felgdmb, [[43]
felter, [147]
gbmb, [137]
negyedtér,
Green-fiiggvény szimmetria tétele,
Green-formula
elss, B9
harmadik, [129]
masodik, 0]

Holder-egyenlétlenség,
hémérséklet-vezetési tényezs, [A9]
hévezetés

n dimenzi6ban, [1]

két dimenzioban, [51]

stacionarius, [54]



342

TARGYMUTATO, NEVMUTATO

vékony rudban, [7]
hévezetési egyenlet

n dimenzioban, [53]

egy dimenzioban, [49]

két dimenzioban,
hévezetési tényezd, [A7]
Hadamard példaja, [33]
halmaz

osszefiiggd, 7

atmeérdje, [7]

tszerien Osszefiiggd, [7]

belseje, [0]

hatéra, [6]

kiilseje, [6]

kompakt, [7]

korlétos, [6]

lezartja, [7]

nyilt, [6]

relativ nyilt, []

relativ zart, [6]

tavolsag, [7]

zért, [0]
harmonikus fiiggvény, [I120]
harmonikus polinom, [T44]
Heaviside-fiiggvény,

n-dimenzios, [229

derivaltja,
hiperbolikus, [74]
hullamegyenlet

n dimenzioban, [64]

egydimenzios,

harom dimenzioban, [64]

két dimenzioban, [64]
hullamegyenlet megoldésa

egy dimenzioban, 23§

harom dimenziéban,

két dimenzioban,
Huygens-elv, [242]

inverzio, [I35]

kornyezet, [0]
kozépérték-tulajdonsag, [[25]

karakterisztika, [38]
karakterisztikus kup, 23§
karakterisztikus rendszere, [3§]
Kelvin-transzformacio,
kettGs réteg potencialja, [132]
kezdeti feltétel, [32] [A9]
kezdetiérték-feladat, [32]
Kirchhoff-formula, [242]
kiterjesztési tétel,
klasszikus Cauchy-feladat
hévezetési egyenletre, [156
hiperbolikus egyenletekre, [234]
parabolikus egyenletekre, 246]
klasszikus vegyes feladat
hévezetési egyenletre, [169
kompakt beigyazas,
konjugalt kitevék, [10]
kontinuitasi egyenlet, [69]
konvergencia
(%), [208
2(Q)-ban,
gyenge 2'(Q)-ban,
konvolucio, 22|
disztribuciok, 205} [208]
definicio, 209
miiveleti tulajdonsagok,
fiiggvények, [206]
korrekt kittizést feladat, [32] [33]
Korteweg—de Vries-egyenlet, [67]

Laplace-egyenlet

két dimenziéban,
Lebesgue-pontok,
Lebesgue-tétel,
Leibniz-szabaly, [16]
leszéllas modszere, 242]
levagas modszere, [262
Liouville-tétel,
lokalisan integralhato fiiggvény,

mésodrend lineéris egyenlet
kanonikus alak, [76]
masodrendii linearis egyenletek



TARGYMUTATO, NEVMUTATO

343

osztalyozas, [73]
maximumelv

erds, [I27]

gyenge, [[20T22} [170)

megoldés
altalanositott,
egyértelmiisége, [33]
folytonos fiiggése, [33]
gyenge, [31]
klasszikus,
létezése, [33]
mellékfeltétel, [32]
minimumelv
gyenge, [121]
mollifier,
multiindex,
abszolut értéke, [30]
multiindexek, [T5]
osszege, [16]
abszolut értéke,
faktorialisa,
rendezése,

Navier—Stokes-egyenletek, [69]
Neumann-feladat, 279} [280]
erés megoldas, 279
gyenge megoldas,
Newton-potencial,
nyomtétel, [263]

parabolikus, [74]
parabolikus simitas, [I[5§]
parcialis differencialegyenlet

allando egyiitthatos linearis,

forésziikben linearis, [31]
fogalma, [30]

klasszikus megoldasa, [31]
kvézilinearis,

lineéaris,

rendje, [31]

szemilinearis, [3]]

tipusai, [31]

peremeérték-feladat, [32]

megoldas egyértelmisége, [124]

elss, [I07]
harmadik,
méasodik,

megoldas folytonos fiiggése,

peremérték-feladatok
kittizése, [I00]

peremfeltétel,
Dirichlet,
Dirichlet-féle, [49]
els, 9} 3} 5 01
elssfaji, [10]]
harmadfaja, [102]
harmadik,
masodik,
Neumann,
Neumann-féle, 9] 54} (6]
Robin, [I02]
Robin-féle,
vegyes, [102]

Poincaré-Wirtinger-egyenldtlenség, [257]

Poincaré-egyenlétlenség, [265]
Poisson-egyenlet

két dimenzioban,
Poisson-formula,
Poisson-mag, [138] [142]
porozus kozeg egyenlete, [67]

pozitiv rész, [122]

radialis megoldés,
Rellich-tétel,
rezgés
hur, [58]
lemez, [63]
longitudinalis,
transzverzalis,

sajaterték,

sajatérték-feladat
harmadik, [T10]

sajatértékek



344

TARGYMUTATO, NEVMUTATO

egydimenzios Laplace-operator, [112]
kétdimenzios Laplace-operator, [114]
sajatfiiggvény, [[10]
sajatfiggvények
egydimenziés Laplace-operator, 112
114
Schrodinger-egyenlet, [66]
sima fliggvény, [I5]
spektaltétel
Laplace-operéator, [282
stabilités, [33]
Szoboljev-tér, [184]
szoliton, [71]
szubharmonikus fiiggvény, [[20]
szuperharmonikus fliggvény, [120

tiikrozés modszere, [135]

tagabb értelmben parabolikus,
tarto, [I7]

tartomany, [7]

telegraf egyenlet, [60]
tesztiiiggvény, [I85]

Thomson-elv,
transzportegyenlet,
Tricomi-egyenlet,

ultrahiperbolikus, [74]

valtozok szétvalasztasanak modszere,
114
valeur principale,
variacios egyenlet,
vegyes feladat, [32]
hévezetési egyenletre, [288]
hévezetési egyenletre vonatkozo,

hullamegyenletre, 290

hullamegyenletre vonatkozo, [62
05

megoldas egyértelmisége, [I71] [I73]
74

megoldas folytonos fliggése,

Weierstrass példaja, [I09]



Névmutato

Ampére, André-Marie (177571836), Euler, Leonhard Paul (170771783),|@7

Arnold, Vladimir (1937-2010),

Banach, Stefan (1892-1945),

Barenblatt, Grigory Isaakovich
(1927-),

Bernoulli, Daniel (1700-1782),

Brown, Robert (1773-1858),

Burgers, Johannes Martinus (1895

1981), [67]

Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857),

Charles Hermite (1822-1901),

Chladni, Ernst (1756-1827), [67]

Coulomb, Charles-Augustin de (1736
1806),

Courant, Richard (1888-1972),
209

D’Alembert, Jean le Rond
(1717-1783),

de Vries, Gustav (1866-1934), [67]

Dirac, Paul Adrien Maurice
(1902-1984),

Dirichlet, Johann Peter Gustav Le-
jeune (1805-1859),

Duhamel, Jean-Marie Constant

(1797-1872),

Ehrenpreis, Leon (1930-),
Einstein, Albert (1879-1955),

Evans, Griffith Conrad (1887-1973),
2091

Faraday, Michael (1791-1867), [68
Fick, Adolf Eugen (1829-1901),
Flanders, Donald Alexander (1927-),
Fourier, Jean Baptiste Joseph (1768
1830), [45] [46}
Fresnel, Augustin-Jean (1788-1827),
Friedrichs, Kurt Otto (1901-1982),[22]

[[83} 269
Fubini, Guido (1879-1943),

Gauss, Johann Carl Friedrich (1777-

1555), 53 [0
Germain, Marie-Sophie (1776-1831),

[66} [67]
Green, George (1793-1841),
[L09} 134} [267]

Gregory, James (1638-1675),

Hélder, Otto Ludwig (1859-1937), [10]
Hadamard, Jacques Salomon (1865-

1963),
Heaviside, Oliver (1850-1925),

Hilbert, David (1862-1943),
Huygens, Christiaan (1629-1695),

Kelvin, Lord (1824-1907), [47]

345



346 TARGYMUTATO, NEVMUTATO

Kirchhoff, Gustav Robert Rellich, Franz (1906-1955),
(1824-1887), 242] Riemann, Georg Friedrich Bernhard
Korteweg, Diederik Johannes (1848- (1826-1866),
1941), [67] Riesz Frigyes (1880-1956),
Robin, Victor Gustave (1855-1897),
Lagrange, Joseph-Louis 1] [T07]

(1736-1813),
Laplace, Pierre-Simon (1749-1827),[56 Schrédinger, Erwin Rudolf Josef Ale-

279 xander (1887-1961),
Laplace, Pierre-Simon (1749-1827),[87] Schwartz, Laurent-Moise (1915-2002),
Lax, Peter David (1926-), 15, B0} [183, 255
Lebesgue, Henri Léon (1875-1941),[9] Sommerfeld, Arnold (1868-1951),
Leibniz, Gottfried Wilhelm Stampacchia, Guido (1922-1978),
(1646-1716), Stieltjes, Thomas Joannes (1856-1894),
Leray, Jean (1906-1998),
Levi, Beppo (1875-1961), Stokes, Sir George Gabriel (1819-1903),

Lions, Jacques-Louis (1921-2001), 269
Liouville, Joseph (1809-1882), Szoboljev, Szergej Lvovics (1908-1989),

Magenes, Enrico (1923-2010), SEIE

Malgrange, Bernard (1928-), Taylor, Brook (1685-1731),
Maxwell, James Clerk (1831-1879), Thomson, William (Lord Kelvin)

(56} 691 (1824-1907),
Morrey, Charles Bradfield Tonelli, Leonida (1885-1946),

(1908-1984), Tricomi, Francesco Giacomo (1897—
Murphy, Robert (1806-1843), 1978),

Tyihonov, Andrej Nyikolajevics

Navier, Claude-Louis (1785-1836), 69 (1906-1993)

Neumann, Carl Gottfried (1832*1925), V1tah7 Gluseppe (1875*1932),

1 [0
Newton, Isaac (1642-1727),[p1}[67} [L00] Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm

Nikodym, Otton Marcin (1815-1897),
(1887-1974), [269] Widder, David Vernon (1898-1990),

Polya Gyorgy (1887-1985),

Wirtinger, Wilhelm (1865-1945), 257,
Pasteur, Louis (1822-1895) , irtinger, Wilhelm ( ) 257

202
Poincaré, Jules Henri (1854-1912), [5]
257 [262} 269
Poisson, Siméon-Denis (1781-1840), 56,
67 B8} 141} 222

Radon, Johann Karl August (1887-
1956),



	Előszó
	I. Fejezetek a klasszikus analízisből
	Topológia Rn-ben
	Lebesgue-integrál, Lp- terek, paraméteres integrál
	Lebesgue-integrál, Lpterek
	Paraméteres integrálok

	A C0infty függvénytér
	Multiindexek
	A kompakt tartójú sima függvények tere
	Az egységapproximáció alkalmazása
	Az egységosztás tétele


	II. Másodrendűlineárisparciálisdifferenciálegyenletek
	Parciális differenciálegyenletek alapfogalmai, példák
	Motiváció
	Alapfogalmak
	Parciális differenciálegyenlet fogalma
	Parciális differenciálegyenletek főbb típusai
	Mellékfeltételek, korrekt kitűzésű feladatok

	Néhány elemi úton megoldható egyenlet
	Integrálható egyenletek
	Közönséges differenciálegyenletre visszavezethető egyenletek
	Új változók bevezetésével megoldható egyenletek
	Elsőrendű lineáris egyenletek

	Feladatok

	A matematikai fizika néhány parciális differenciálegyenlete
	Motiváció
	A hővezetés matematikai leírása
	Hővezetés egy dimenzióban
	Hővezetés két és magasabb dimenzióban
	Stacionárius hővezetés
	A hővezetési egyenlet Einstein-féle levezetése

	A hullámmozgás matematikai leírása
	Az egydimenziós hullámegyenlet
	Hullámegyenlet két és magasabb dimenzióban

	További példák
	Lineáris egyenletek
	Nemlineáris egyenletek
	Egyenletrendszerek

	Feladatok

	Másodrendű lineáris egyenletek kanonikus alakja
	Az egyenletek osztályozása
	Az egyenletek kanonikus alakja
	Feladatok

	A Laplace- és Poisson-egyenlet
	Előkészületek
	Fizikai háttér
	Green-formulák

	Speciális megoldások
	Radiális megoldások
	Alapmegoldás és Newton-potenciál

	Klasszikus peremérték-feladatok
	A klasszikus feladatok kitűzése
	A megoldás egyértelműsége
	Dirichlet-elv

	Klasszikus sajátérték-feladatok
	A klasszikus feladatok kitűzése
	Sajátértékek, a változók szétválasztásának módszere
	Fourier-módszer

	Harmonikus függvények
	Maximum- és minimumelvek
	A Dirichlet-feladat megoldásának egyértelműsége
	Harmonikus függvények további tulajdonságai

	Green-függvény
	Green harmadik formulája
	A Green-függvény értelmezése és tulajdonságai
	Poisson-formula gömbön
	További példák Green-függvényekre

	Feladatok

	A hővezetési egyenlet
	Fizikai motiváció
	Speciális megoldások
	Hasonlósági megoldások
	Alapmegoldás

	Cauchy-feladatok
	A klasszikus Cauchy-feladatok kitűzése
	A homogén feladat megoldása
	Duhamel-elv és az inhomogén feladat
	Egyértelműség
	Tyihonov példája

	Vegyes feladatok
	Maximum- és minimumelvek
	Egyértelműség
	Fourier-módszer

	Feladatok


	III. Disztribúcióelmélet
	Disztribúcióelmélet
	Motiváció
	A disztribúció fogalma, példák
	Disztribúció fogalma
	Példák

	Algebrai műveletek, disztribúció tartója
	Algebrai műveletek
	Disztribúció tartója

	Disztribúció deriváltja
	Disztribúciók direkt szorzata
	A direkt szorzat definíciója
	Műveleti tulajdonságok

	Disztribúciók konvolúciója
	Függvények konvolúciója
	Disztribúciók konvolúciója: definíció, példák
	Műveleti tulajdonságok

	Alapmegoldások
	Példák alapmegoldásra

	Feladatok

	Általánosított Cauchy-feladatok hiperbolikus egyenletekre
	Az általánosított Cauchy-feladat
	A klasszikus Cauchy-feladat
	Feladatok

	Általánosított Cauchy-feladatok parabolikus egyenletekre
	Az általánosított Cauchy-feladat
	A klasszikus Cauchy-feladat
	Feladatok


	IV. Szoboljev-terek
	Szoboljev-terek
	A H1RN tér
	A H1Omega terek
	A H10Omega tér
	A H2Omega tér
	A H1Omega' és H(-1)Omega duális terek
	Feladatok

	Elliptikus problémák
	Dirichlet-feladat I
	Dirichlet-feladat II
	Neumann-feladat I
	Neumann-feladat II
	A Laplace-operátor spektráltétele
	Feladatok

	Evolúciós problémák
	Hővezetési egyenlet
	Hullámegyenlet


	Útmutatások, megoldások
	Megoldások a 9. fejezet feladataihoz
	Megoldások a 10. fejezet feladataihoz
	Megoldások a 11. fejezet feladataihoz
	Útmutatások a 12. fejezet feladataihoz
	Útmutatások a 13. fejezet feladataihoz

	Irodalomjegyzék
	Tárgymutató
	Névmutató

