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Szeparabilis Differencialegyenletek

Altalanos alak:

dt

Rendezek 1igy, hogy az = és t fliggd elemek egy oldalra keriiljenek, az z is fiigg
t t6l, de nem expliciten, emiatt igy kezeljiikk mintha nem fiiggne tole.
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”Beszorzunk egy integréljellel”

/m-dx:/g(t)-dt

Elvégzem az integrallast és kifejezem az egészet z-re. Kész, ennyi.

=g(t)-dt

Gyakorlatban: Példak levezetésénél elhagyom a fiiggvények valtozoinak jelolését
a jobban &tlathat6sag érdekében, tahdt pl g-t frok g(t) helyett

1
r=—
t+4
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A (1) et mi képzeltiikk oda, mert az lesz a h(z(t)) tagunk. A t-q%; pedig a g(t)

tagunk.
1
l-de= | —— -dt
/ o /t+4

x=lIn|t+4|+c

Elvégezziik az integralast

Készen vagyunk, kivéve, ha van kezdetiértékiink, ha van, akkor egyszerii behe-
lyettesitéssel meg tudjuk meghatdrozni a c¢ értékét:



pl, ha 2(0) =3
3=In|0+4+¢

Ezt kell kifejezniink c-re. Amit kaptunk megoldés x(t) fv-t, az ezzel a ¢ konstans
értékkel fog megfelelni a mi feltételeinknek.

Homogén fokszamu differencialegyenlet

Altaldnos alak:

t-z(t) = x(t)

Ezt jegyezziik meg, kelleni kell késébb!
derivaljunk egyet.
z(t) = z(t) + t- 2(t)

Ez egyenl6 f(z(t)) -vel, 2(t) -re rendeziink.

f(z(t) = 2(t)

A(t) = -

Mivel 2(t) = dz(tt) ezért ezt mostantol egy szeparabilis egyenletként meg tudjuk

oldani z(t)-re.

Itt jon vissza az az egyenldség amit az el6bb mondtam, hogy jegyezziink meg(z(t) =
t-z(t)). Ezzal vissza tudunk véaltani z(t)-re és készen vagyunk.

Gyakorlatban:

T+ V2 4 x?
Atalakitunk

Az 1j véltozo:

Kifejezem % -ot

z4+t-z=2x

Z egyenlo az eredeti képlet z- vel behelyettesitett alakjaval is, tegytlik azt be az

Z helyére
z4+t-Z2=z+V1+ 22



Kifejezlink Z -re és onnantdl szeparabilis egyenletként megoldjuk, majd a z-t
visszahelyettesitjiik a ¢ - z(t) = x(t) -be és megvan az x(¢) megoldés.

Homogén (és Inhomogén) elsérendii linearis dif-
ferencialegyenlet

Altaldnos alak:
z(t) =ax(t) +b

Abban az esetben, ha b = 0, Homogén diffegyenletrdl beszéliink. Megolddsi
médszer: Fogjuk az a kitevSt és kifejezziik ilyen formaban: e=4(®) Ahol A(t) =
[a-dt

Beszorozzuk az egyenletiinket e~ 4®) —vel
(t) oAl — (. x(t) e~ A gL em AW
Az a-s tagot atviszem a tiloldalra és effektive "kiemelek” a bal oldalbdl % -t.

d

%(azoe*A) =b-e 4

Ezutén dtszorzok dt- vel és utdna et val is. Ezzel meg is kapjuk a végeredményt.

x(t) = eA[/efA . bdt}

Gyakorlatban: Legyen az egyenletiink:

b=t -x+t
2
Itt a = t tigyhogy e? = ez
42 42 42
i-.eT —=t-xr-e 2 +beT

A jobb oldal elsé tagjit atvissziik a bal oldalra és ”kiemeljik” a % -t

Szorzok dt vel és eA-val

Elvégezziik az integralt.



Ha van kezdetiértékiink, akkor arra megoldjuk a c-t, pl legyen z(5) = 2 Akkor:
2=-5"-2+c¢

Rendezés utén:
c=29

Ha kezdetiérték is meg van adva a feladathoz, akkor a megoldasegyenletiink
ezzel a c értékkel fogja kielégiteni a feltételeinket.

Bernoulli egyenlet

Altaldnosan:

Beszorzunk 7" (t) -vel

Bevezetjiik 4j valtozdnak:

Akkor
§(t) = (1 =n) - 27" (t) - &(t)
Itt haszndlnunk kell t&bb Gsszefiiggést is. Mivel (fﬁ% =z "(t) - &(t) és (L) -

i(t) = a-x1 7" (t)+b ezeket egyenl6vé tessziik és behelyettesitiink x1~"(t) helyére
y(t)-t.

y(t) = (1 =n) - (a-y(t) +b)

Ebben megkeressiik az a kitevét, ami (1 — n) - @ Ezutan Elsérend{ Inhomogén
linearis diffegyként megoldjuk. a végeredmény igy néz ki:

y(t) _ ef a-(1—n)dt [/efa-(ln)dt b dt‘|

Ezt aztdn visszavezetjik x(t)-re a kordbbi &sszefiiggésekkel.

Vagyis



Egzakt differencialegyenlet

Altaldnos alak:
M(t,x(t)+4-N(t,z(t) =0

Eloszor egy tesztet kell csindlnunk, hogy megnézziik tényleg egzakt e a diffegy.
Ezt kell leellenérizni:
M (t,2(t)) = DN (1, (1))

Itt az 1,2 index az x és t valtozdk, barmelyiket haszndlhatjuk 1-esnek és 2-esnek,
de fontos, hogy ne ugyanaz legyen a kett6. Elére dontsiik el magunknak melyik
melyik legyen. Keressiik azt az F(t,z(t)) fv-t amire igaz, hogy:

OF(t,z(t)) = M(t, (1))

OpF (¢, x(t)) = N(t, x(t))

Ezt integraldssal csindljuk. Kezdjiik az elsével (itt az 1-es indexet ¢t-nek veszem).

Pt a(t)) = / Mt @) - di + c(a(t))

Amit itt megkapunk végeredménynek, az az F' megoldéasfiiggvény. Ahoz, hogy
megkapjuk a tényleges megoldast, le kell ezt derivalnunk a masik valtozd szerint
(most x) és az eredeti N fliggvényiinkkel egyenl6vé tenni.

am[/M(t,x) Cdt + c(z(t)] = Nt z(t)

Derivalunk és ki kell fejezniink ¢(z(t))-re és végiil azt integrélva (z szerint)
megkapjuk a végeredményt ebben az alakban:

F(t,z(t)) + c(z(t) =C
ahol C konstans.

Gyakorlatban:

Legyen a fliggvényiink
(bx —2x-t) & =a?—¢

Itt lathatjuk, hogy az M fv-iink az egyenl6ségjel jobb oldalan 1évé kifejezés, az
N pedig a masik oldalon, & el szorzott kifejezés. Teszteljiink, hogy egzakt-e:

Oy M = —2x
815N = —2x
A ketté megegyezik, tehat Egzakt. Elkezdhetjiik megoldani.

F=/e—|—t—x2-dt:et—x2t+c



Ezt x szerint derivaljuk és egyenlové tessziik az eredeti N-el:
—2xt + ¢ = S5z — 2xt

megoldjuk c-re

Megoldas:

Homogén masodrendii linearis differencialegyenlet

Homogén és Inhomogén masodrendii linearis differencialegyenlet

Altaldnos alak:
E@t)+p-a(t)+q-zt)=f(t)

Ha az f(t) = 0 akkor homogén fiiggvényrél beszéliink, ha pedig f(t) # 0 akkor
inhomogénrdl, erre a kovetkezo fejezetben visszatériink. Ha pedig p,q ¢ t61
fiiggetlenek, akkor allandé kitevos az egyenletiink.

A megoldést ilyen alakban keressiik:
x(t) = xo(t) + c1 - x1(t) + 2 - x2(t)
Az x1 -t homogén megoldasnak, az xo-t inhomogén megoldasnak hivjuk.

A homogén megoldas els6 1épéseként felirjuk a karakterisztikus egyenletet, gyako-
rlatilag egy mésodfoku egyenletre ”leforditjuk” a diffegyenletiinket és annak a
gyokeit keressiik.

M4p-Atqg=0

Itt 3 kimenetel lehetséges:

1) A1,2 € R ekkor z1 2(t) = M2t

2) A1 = g ekkor z; () = e M ao(t) =t - M

3) A2 € C (ilyenkor egymds konjugaltjai) A1 2 = o £4 - 5 alakban és
l‘l(t) =e
zo(t) = e - sin(pt)

Ez az alaprendszer 2 linearisan fiiggetlen megoldasa. Be kell csak helyettesiteni
abba a képletbe amit mondtunk, hogy ilyen alakban keressiik a megoldést és
kész. A c; 2 a kezdetifeltételek kielégitésére szolgalnak Errél is késébb lesz majd
S70.



Gyakorlatban:

Legyen

P20 =¢

frjuk fel a karakterisztikus egyenletet és oldjuk meg a gyokeire.

A +20=0

)\172 = O7 —2
Ezek valés gyokok, az ”1-es kategoriaba” esnek.

;=" =1

7y = e~ 2t
Megoldas:
a:zcl-l—ch-e*“

Ahol C12 € R

Az Inhomogén egyenlet partikularis megoldasa

Tegyiik fel, hogy az f(t)-t ilyen alakban fel tudjuk irni, és ebben keressiik is:
f(t) = e (Prcos(Bt) + Pasin(Bt))

Py 5 polinomok. Ha kitaldltuk a paramétereinket, akkor fel tudjuk irni a par-
tikularis megoldast igy:

z,(t) = et - t*(Q1cos(Bt) + Qasin(Bt))

Az a és B paramétereinket egyszeriien atemeljiik az el6z6 képletbol.

ak = a4+ 0 egy szam, 0 és 2 kozott, attdl fiiggden, hogy az ezen képlet sz-
erint kapott szdmunk (komplex vagy valés) hényszor szerepel a karakterisztius
egyenletiink gyokei kézott.

A Q2 megintcsak polinomok, de fokszamuk nem haladhatja meg a P; o leg-
nagyobb fokszamat.

A @ ha nem esik ki 0-val szorzds miatt, akkor a pontos értékét gy kereshetjiik
meg, hogy a partikuldris megoldést (z,) a Q- val eggyiitt behelyettesitjiik az
eredeti egyenletiinkbe és azt megoldjuk Q-ra

Gyakorlatban:

Itt az el6z6 egyenlet megoldasat fogom folytatni, aminek mar megvan az alaprend-
szer 2 megoldasa.

f=e



Ezt 0sszehasonlitjuk és megkeressiik melyik paraméter mi legyen (lehet), hogy
ezt adja ki.
a=1

Mert van egy t az e kitevéjében. Figyeljiink, hogy ahoz, hogy az e! megmarad-
jon, egy l-est kell gyartanunk a zardjelben.

8=0

Mert igy a sin 0 lesz és a cos 1, elmékezziink, kell nekiink pontosan egy darab
1 es.
P,=0

De béarmi lehetne, a sin -os kifejezés igyis ugyis 0 marad.
P=1

Mert nekiink egy 1 es kell (1 -1 pedig pont 1 ugye ezt mondani se kell.)
Elkészitjiik a partikularis megoldast. Mennyi a k? k=a+i-f=14+0-i=1
ez szerepel a karakterisztikus egyenlet megolddsai kozt? Nem, széval k = 0

z, = e 1%(Qrcos(0- 1) + Qasin(0 - 1)) = e + Q4
Most keressiik meg a (0, et. Behelyettesitjiik ezt az eredeti egyenletiinkbe.

? d t
@(e Qﬂ—l—?-a(e Q) =e

Derivélas utan:
e'Qr+2e'Qr = ¢
Leosztunk e’ vel és kifejezziik a @ et

Q=3

A teljes megolddsa az egyenletnek (nem felejtjiik el, hogy z, = e'Q1):

et

zzcl+02~ef2't+f
3
Ha pedig van egy kezdetiértékiink, pl legyen: x(0) = 1 és ©(0) = 0 behe-
lyettesitve az elsével az x-be:

1
c1 +c2+ 5 =1
rendezés utan ezt kapjuk:
2
c1+co = §
A maésodik feltétellel behelyettesitiink az @-be:
1
—2c0+-=0

3



Azt kapjuk, hogy

Akkor

A vége:

1
02:6
1
Cl—i
e—Qt

%



