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1. Feladat:
A kovetkezo diffegyenletet kell megoldanunk:

(Y +2)*=¢

Hasznaljuk a kovetkezd helyettesitést: p = y'. Most vonjunk mindkét oldalbdl gyokot. Ezt
megtehetjik, hiszen mindkét oldal positive:

p+x= +e?
Differencialjuk az egészet most y szerint.:
dp n dv ldp »
dy dy ~ 2dy

Na de € = L azaz. tovabb rendezve:
dy P ’

Y
2

Az eredeti diffegyenlet alapjan : ez = p + x. Ezt ide beirva:

p2

y=(p+x)(p—2)—§

Ez egy masodfoku egyenlet p-re. a megoldasa pedig:

p=vy =—-ar+2+t\/a2+2y+4

Ez mér egy sima diffegyenlet, y-ra. Haszndlva az u = 22 + 2y + 4 helyettesitést, a kovetkezét
kapjuk:
v =4+2u

Szétvalasztva a valtozokat és integrélva:
+vu—2In(vu+2)=x+c
Visszatérve az eredeti valtozokra a differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
+va?+2y+4-2In(v/22+2y+4£2)—2+C=0
Innen sajnos nem tudjuk kifejezni y-t elemi fiiggvényekkel.

2. Feladat:
A megoldando differencidlegyenlet:

y?siny’ + 2y* — y'y — 3xy'siny’ — 2yy'siny’ 4+ 3zy =0
Az egész egyenletet szorzatta tudjuk alakitani:

(y'siny —y)- (v —3v —2y) =0



Egy szorzat akkor lesz nulla ha valamelyik tényez6je nulla. Azaz ha a baloldali tényez6 nulla:
y'siny —y =0
Legyen p = v/, és derivéljuk az egészet x szerint:

d d
—psinp—l—p—pcosp—pzo
dx dx

Atrendezve:

@ sin p
dz

Ez egy szétvélaszthatd valtozoju differencidlegyenlet p-ra és x-re. Integralva:

+cosp> =1

i
a::/ mpdp—l—sinp—l—C
p

Yy =psinp
Ez az egyenletrendszer a differencialegyenlet megoldasat jelenti, hiszen innen y is és z-is kife-
jezhetd p-vel mint paraméterrel. Nézziik, hogy mikor lesz az eredeti szorzat masik tényezdje
nulla. azaz oldjuk meg az alabbi diffegyenletet:
y —3r—2y=0

3—u'
2

Legyen u =3z 4+ 2y = ¢ = . Ezzel egy szétvalaszthaté valtozdja diffegyenletet kapunk:

u =3—2u
Egybdl integralhatunk tehat az megoldasa:

3 3
y:—ax—z—i-C'eQm

. Feladat:
A megoldandé diffegyenlet:

In ; —y+azy =0
Hasznaljuk a szokdsos helyettesitést: p = 1. Ekkor dtalakitva az egyenletet:
y=pr—Inp
Ez lathatéan Clairaut-féle. Differencialjuk tehat az egészet = szerint:

dp 1dp
I P _ -
y=p dx+p pdx

dp 1
= —Z)=0
dx (m p>

Egy szorzat akkor nulla ha valamelyik tényezGje, vagy esetleg mindketté nulla. Azaz ha a bal
tényezo nulla:

Rendezve:

d
W_o o
dx

Tehat az altalanos megoldas ekkor, ezt az eredeti diffegyenletbe irva:

y=Cx—InC



Nézziik ha a méasik tényezo6 nulla:

Ezt visszairva a diffegyenletbe:

Tehat ez lesz a szingularis megoldasa.

. Feladat:

A megoldandé diffegyenlet:

" T

(4-an)i

Lathatéan a valtozdk mar szét is vannak valasztva, tehat egybol integralhatunk:

2
) T
S R —
Y / (4 —22)2

Szamitsuk ki a jobboldali integralt. Ehhez hasznaljuk ezt a helyettesitést : sint = 5 = dr =
2 costdt Fzzel az integral:

2 1
/M:CT)gdxz/tg%dtz/Cos2tdt—/dt=tgt—t+01

Visszatérve az eredeti valtozokra, ezt kaptuk:

x
I
Y V4 — 2

Most mar csak mégegyszer kell integralnunk.
Ehhez vegytik észre, hogy:

T
— arcsin§ + C4

d T
Y e N S
dx v A4 — 2

V4 —z2

Azaz:

/de—
A B

A masik integral ami kell:
/arcsinx dr = /1 . arcsing de = x - arcsing — / \/%d$ =z- arcsin% — V4 — z2
Tehat a diffegyenlet altalanos megoldasa:
y=—-2V4—22—x- arcsing + Ciz + Cy

. Feladat:
A megoldandé differencidlegyenlet:

xy//_y/_ /y/2_x2:()

vigylk at a gyokos kifejezést a jobb oldalra és emeljiink négyzetre, feltéve, hogy 3" > y;l Hiszen
fgy lesz ekvivalens atalakitds. ekkor 3 kiesik, és marad z-szel val6 osztds utan (feltéve, hogy
z #0):

xy”2 _ 2y/y// +r=0

Ezt ismét osszuk le x-szel: )

y//2 _ 2y_y// _I_ 1 — O
X

3



Ez lathatéan egy masodfoku egyenlet y”-re. A megolddképlet alapjan (Most csak a plusszos
megoldas jé nekiink az elején tett kikdtés miatt):

! 12
y// — y_ + y_Q _ 1
x x
Haszaljuk most a kovetkezé helyettesitést: u = y'/o =y’ = v'x + u, ezzel:
wr =+vu?—1
Ez pedig mér egy szétvalaszthaté véaltozdju diffegyenlet. A valtozokat szétvalasztva és integralva:

archu =In(u +vu? —1)=In(C; -2) = u+vu2 -1=C, -z

Innen visszatérve az eredeti valtozokra:

x x
A gyokos kifejezést egy oldalra rendezve és négyzetre emelve, kiesik az 32 /x%-es tag, vagyis
marad: o .
P2, -
V=957 e
Mégyegyszer integralva, megkaphatjuk y-t:
1 3 X
=—2"+ - +C
Y% Tag T
Tehat ez lesz a diffegyenlet altalanos megoldasa.

. Feladat:
A megoldandé differencialegyenlet:

y//y2 + 2yy/2 _ 2y/ — 0
Lathatjuk egybdl, hogy y = k ahol k valés konstans, az megoldasa az egyenletnek.
Vegylik észre, hogy:
(y/ . y2)/ — y//yQ 4 2yy/2
Ez alapjan a diffegyenlet:
W -y*) =2y
EGybdl integralhatunk:
vy* =2y +C
Ez lathatoan egy szétvalaszthaté valtozoju diffegyenlet. Ha y nem konstans, akkor valasszuk szét

a valtozdkat: )

Y
——dy =dx
2+ Cr Y
Integralva, az eredeti diffegyenlet altaldnos megoldasa:
2 2 2
Yy Ch 5 3C;
= - — — In2y+Cy) —x— —+Cy=0
T YT g @y G) e - =+ O
y-t innen sajnos nem tudjuk kifejezni elemi fiiggvényekkel.

. Feladat:
A megoldando differencidlegyenlet:

y" — 6y +8y =0
Keressiik a megoldést a szokdsos alakban y = e = ¢/ = e’ = ¢/ = \2e*. azaz:
(A2 —6A+8) =0
A karakterisztikus egyenlet megoldasai A\ =2 Ay = 4. Tehét a diffegyenlet altalanos megoldasa:
y = C1e* 4 Coe™®



