Differencialegyenletek 7. hazi feladatsor
Varga Bonbien, VABPACT .ELTE

1. Feladat:
A feladat az
, sin(Ay + x)
~ sin(\)
differencidlegyenlet megoldasainak vizsgalata az origd kozelében.
Mivel az origd kozelében vizsgalédunk, ezért x,y tetszélegesen kicsi, tehat igy kozelithetiink:

, Ayt
Az
Vizsgaljuk a sajatértéket (A sajat értékeket, most a félreértés elkeriilése végett s-sel jel6lom):
A—s 1
’ 0 N—s —0:>$1—82—)\

Tehat azt kaptuk, hogy a sajatértékek egybeesnek. Vagyis ezt a szingularis pontot most csomépontnak
hivjuk. De még két eset lehetséges. az egyik, hogy az integralgorbéknek a szingularis pont-
ban kozos érintGjiik van, a masik, hogy a szingularis pontbdl minden iranyban pontosan egy
integralgorbe indul ki. A mi esetiinkben az el0bbi eset lesz, azaz az integralgorbéknek a szin-
gularis pontban (Most origéban), kozos értintéjiik. Ahhoz, hogy ezt lassuk, hatarozzuk meg az
integralgorbéket:
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Legyen u = y/r —= ¢/ = vz + w:
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u’x:X:>u:C-x+%m

Tehat lathajuk, hogy az integral gorbék valéban az elsé esetbeliek. [me a rajz:

Most azt kell beldatnunk, hogy a :

) _ Ty
v = 3r—vy
differencialegyenlet megoldasai ugyantugy viselkednek az origéban, mint az el6z6 egyenlet megoldasai.
Vizsgaljuk a sajatértékeket:
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Tehat azt kaptuk, hogy itt is egybe esnek a sajatértékek vagyis csomopont lesz a szingularis pont.
Most mar csak az integralgorbéket kell meghataroznunk:
,  r+bdy 1+ 5%
(T y 3-1

Legyen u = y/r —= ¢/ = vz + w:

1+ b5u 1+2u+u?  (u+1)? 4
we 3—u “ 3—u 3—u n|Cx(l+u)l 14+u

Tehat lathatéan most is egy kozos érintojiik lesz az origéban az integralgorbéknek, és nem minden
irdanyban pontosan egy integralgorbe fog kiindulni. Ismét rajzok:

2. Feladat:

o A kovetkezo differencidlegyenlet szingularis pontja, most csak az origd koriili viselkedését
kell vizsgalnunk. Mivel az origd koriil, ezért fejsiik Taylor sorba az origd koriil a szamlalot
és a nevezot, és irjuk az elsorendii tagokat vissza:

, _siny-cosy —tg2x _y—2x
T ze®tgy x4y
Tehat ezt a diffegyenletet kell vizsgalnunk:

, yY—2
y:
T+y
A sajat értékek:
T T mem - ivE i

Tehat azt latjuk, hogy a sajatértékek egymas komplex konjugéltjai, és nem is tisztan képzetesek.
vagyis, a szingularis pont most fokusz. Tehdat az integralgorbék a szinguldris pont koriil
végtelen sok fordulatot tesznek.

Hatarozzuk is meg az integralgorbéket:

, y—22 —2+°Y
y = =

r+y 1+
Legyen u = y/x = ¢/ = v'x + w
-9 249 2
we =2 —u:—u+ — n|cz? (2+ L +arctgL:0
u+1 u—+1 2 \/51;

Ha itt attériink polarvaltozdkra, akkor azonnal lathatjuk, hogy ez egy az origébdl induléd
‘spiralsereg’.



e Most ennek a diffegyenletnek a szingularis pontok koriili viselkedését kell vizsgalnunk:

) = vy—y' -y _ yl@-—y-1
2?2 —4y? —4dy — 2z (v +2y)(x — 2y —2)

El6szor keressiik meg a szingularis pontokat. Ezek pontosan ott lesznek, ahol a nevezo és
szamlalo egyszerre vesz fel 0 értéket. végignézve az eseteket a kovetkezdk lettek a szingularis
pontok:

@) =00 @p)=0.-D  @)=0 @)= (5]

El6szor vizsgédljuk a (0,0) pont koriili viselkedést. A Taylor sor elsérendii tagjaig sorbafejtve:

y =Y
2 + 4y
A sajat értékek:
2—X 0

Lathatjuk, hogy a sajatértékek valosak és egyenld eldjeliiek, tehat ez a szingularis pont
csomopont. Az integralgorbék az origdban érinteni fogjak tehat egymést egy kivételével.
Hatarozzuk is meg az integralgorbéket:

y
y/: y :y/: T
2z + 4y 2442
Legyen u = y/x ekkor y' = v’z + u:
, o —u—4u? )
=—— =y —4Cy=C
u'x M Yy Yy T

Tehat az integralgorbék egy parabola sereg lesznek.

Most vizsgaljuk a mdsik szingularis pontot (0,—1). A szdmlalét és nevezot e pont koriil
sorbafejtve az elsérendii tagokig:
, —x+y+1

v= —2z+4y +4

Ezt hasonldéan vizsgalhatjuk mint az el6zdeket. Vagyis a sajatértékek:

29—\ -1 1 VT
4 1= 2

Lathatjuk, hogy ezek egymas komplex konjugdltjai, és nem tisztan képzetesek, tehat ez a
pont fékusz lesz, és az integralgorbék e pont koriil végtelen fordulatot tesznek, vagyis ez
ismét egy ’spirdlsereg’ lesz e pont kortil.

Nézziik a harmadik (2,0) szingularis pontot, elvégezve a sorfejtést e pont koriil:

/ )

Y :2x—|—4y—4

A sajatértékek:
2—X 0
4 1—A

Lathatéan a sajat értékek valdsak és egyenld elGjeliiek, tehat ez csomépont lesz. Az in-
tegralgorbék pedig: (Cy — 2)? = Cx — 2C + 4 vagyis paraboldk.
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Most nézziik meg a negyedik (2/3, —1/3) szinguldris pontot. Elvégezve a sorfejtést:
, r—y—1
y = ——
2z + 4y
A sajatértékek:

’2—)\ 1

Lathatjuk, hogy valdsak de ellentétes elgjeltick. vagyis ez nyeregpont.
3. Feladat:

e Ezt a differencidlegyenletet kell megoldanunk:

e Vdr — 2y +zeV)dy =0
Nézziik az egyes parcidlis derivaltakat:

0
e Y — _Y

dy

0
% 2y +ae™)=—e"

Lathatéan pont megegyeznek, tehat ez a differencidlegyenlet egzakt. vagyis létezik olyan
F(z,y) = C1, hogy:

oF (x,

WD) _ v — Play) = e+ 1(0)
Ahol f(y) egy fiiggvénye y-nak. De azt is ismerjiik, hogy:

OF (z,y)

_ _ f(y> 2
9y — y— oy o J\Y) -
o y—xe ¥ =—ze ¥+ i = f(y) Yy +c

Vagyis az F(x,y):

F(z,y) =2e ¥ —y* +c=C)
Tehat az altalanos megoldésa a diffegyenletnek:

ze ¥ —y +C =0

e Most ezt a diffegyenletet kell megoldanunk:

3
32%(1 + Iny)dw + (x_ — 2y> dy =0
Y

Vizsgaljuk a parcidlis derivaltakat:

Lathajuk, hogy ezek megegyeznek, tehat a diffegyenlet egzakt:
OF (z,y)

o = 3 (l+Iny) = F(z,y) = 2°(1+Iny) + f(y)
Ahol f(y) egy fiiggvénye y-nak. De azt is ismerjiik, hogy:
OF(xz,y) a 2 fly
- N
y y y o dy



Vagyis az F(x,y):
F(z,y) =2*(1+1Iny) —y> +c=C

Tehat az altalanos megoldédsa a diffegyenletnek:

?(1+ny) —y*+C =0

4. Feladat:

e A kovetkezo differencidlegyenletet kell megoldanunk:
(22 + 3lny)ydr —xdy =0
Keressiik a megoldast y = e* alakban. Ekkor ¢ = u'e*, tehat:
(2% + 3u)e” —x-u'e" =0

Leosztva e"-val, és alakitva (feltéve, hogy = # 0):

v—-——u=uz
x

Ez pedig egy elsorendii linearis inhomogén diffegyenlet. Az egyenletet az allandé varidlasanak
mébdszerével oldjuk meg. A homogén rész megoldasat rogton megadhatjuk:

U=C-2°

A partikularis megolddst tehat kerresiik ug = C(x) - 23 = v} = C'(x)a® + 32°C(x) alakban.
Ezt befrva a diffegyenletbe a kovetkezot kapjuk, C’(x)-re:

1 1
C,(J)) = ﬁ — C(ZL‘) = —; — Uy = —z?

Tehat a megoldasa u = U + uyg:
u=Cx’— 2

Visszatérve az eredeti valtozokra u = Iny, az eredeti diffegyenlet altaldnos megoldasa:
y = O —a?
e Most a kovetkezo diffegyenletet kell megoldanunk:
(2* —y* +y)dz + 2(2y — 1)dy =0

osszuk le az egész egyenletet x-tel:
2 1
1_y_+£ dzr + 0¥ _ 2 dy =20
x? 2 r
Vizsgaljuk a parcidlis derivaltakat:
0 vy 2y 1
(1L L L) =2,
dy ( x? * x? x? * x?

0 y 1 2y 1
Z (92 )= 29—
ox ( x x) x? * x?
Lathatéan megegyeznek, tehat a differencidlegyenlet igy egzakt lett. Ezt oldjuk meg a
szokasos modon:
OF (z,y) vy vy
— Y =1l-=4+==F = ==
" L+t = Fay =+ L Ly
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Ahol f(y) egy fiiggvénye y-nak. De azt is ismerjiik, hogy:

OF 1 1
M:ﬂ__:ﬂ——Jr@:f(y):C
Ay voroowow dy

Vagyis az F(x,y):
2

F(x,y):x—iry——g—l—c:(h
T T

Tehat az altalanos megoldédsa a diffegyenletnek:

+C =0
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